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Ðóáåí Âèêòîðîâè÷ Àìáàðöóìÿí

Íàñòîÿùèé âûïóñê ïîñâÿùåí 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Ðóáåíà Âèêòîðîâè÷à Àì-

áàðöóìÿíà. Ðóáåí Âèêòîðîâè÷ ðîäèëñÿ â 1941 ãîäó â Åëàáóãå (Ðîññèÿ) â ñåìüå

èçâåñòíîãî àðìÿíñêîãî ó÷åíîãî Âèêòîðà Àìàçàñïîâè÷à Àìáàðöóìÿíà. Â 1962 ãî-

äó îêîí÷èë Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ëîìîíîñîâà è ñ òåõ

ïîð çàíèìàë ðàçëè÷íûå äîëæíîñòè â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè Àêàäåìèè Íàóê

Àðìåíèè. Êàê ìàòåìàòèê Ð. Â. Àìáàðöóìÿí ñîñòîÿëñÿ â Åðåâàíå è íèêîãäà íå ïî-

êèäàë ýòîò ãîðîä äëÿ ïðîâåäåíèÿ äîëãîñðî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé;

åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì áûëî åãî ïîëóãîäîâîå ïðåáûâàíèå â Òåìïåëüñêîì

óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ, 1992 ã.). Â 1986 ãîäó Ð.Â. Àìáàðöóìÿí áûë èçáðàí äåéñòâè-

òåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ (íûíå ÍÀÍ ÐÀ). Â 1992-2009
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ãã. áûë ãëàâíûì ðåäàêòîðîì æóðíàëà �'Èçâåñòèÿ Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íà-

óê , ñåðèÿ Ìàòåìàòèêà� è åãî àíãëèéñêîãî ïåðåâîäà �Journal of Contemporary

Mathematical Analysis�. Â 1982 ãîäó íàãðàæäåí ïðåìèåé Ðîëëî Äýâèäñîíà.

Ðóáåí Àìáàðöóìÿí ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàííûì ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè èíòåãðàëü-

íîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèé, à òàêæå â òåîðèè ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåñ-

ñîâ. Ñîçäàííàÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíîì âåòâü ìàòåìàòèêè - Êîìáèíàòîðíàÿ Èíòå-

ãðàëüíàÿ Ãåîìåòðèÿ (ÊÈÃ), áûëà öåíòðàëüíîé òåìîé åãî èññëåäîâàíèé. Èñòîðèÿ

ïóáëèêàöèé ïî ÊÈÃ íà÷èíàåòñÿ ñ öèêëà ðàáîò Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà, â êîòîðûõ

èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä èíâàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ. Ñðåäè íèõ îòìåòèì ñëåäóþùèå

ñòàòüè: �Probability Distribution in the Geometry of clusters�, Studia. Sci. Math.

Hungar. 6 (1971), 235-241 è �The Solution of the Bu�on- Sylvester problem in R3�,

Z. Wahrsch. verw. Geb., 27 (1973), 53-74. Ïåðâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Ð. Â. Àìáàðöóìÿíà �Combinatorial

Solution of the Bu�on- Sylvester problem�, Z. Wahrsch. verw. Geb. 29(1974), 25-31.

Îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè Ðóáåíà Àìáàðöóìÿíà - ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

Áþôôîíà â ïðîñòðàíñòâàõ ãèïåðïëîñêîñòåé, êîëüöà, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâàìè

Áþôôîíà è êîìáèíàòîðíûå âàëþàöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå ýòèõ êîëåö. Â

ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ,

ãèïåðïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ïðÿìûå, à ìíîæåñòâà Áþôôîíà

- �ìíîæåñòâà èãë�, âîçíèêàþùèå â èçâåñòíîé çàäà÷å Áþôôîíà îá èãëå (1776).

Â ýòèõ òåðìèíàõ êàæäàÿ ðàçóìíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ âàëþàöèÿ îïðåäåëÿåò íåïðå-

ðûâíóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ïëîñêèõ �èãë�, è íàîáîðîò. Ð. Â. Àìáàðöóìÿí

â ðàáîòå "A Note on Pseudo-metrics in the Plane�, Z. Wahrsch. Verw. Geb. 37

(1976), 145-155 óêàçàë íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òåõ íåïðåðûâíûõ ìåò-

ðèê, äëÿ êîòîðûõ îáû÷íûå ïðÿìûå îêàçûâàþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè: åñëè èõ

ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè èãë, òî êîìáèíàòîðíûå âàëþàöèè îêàçûâàþòñÿ ìå-

ðàìè. Èìåííî íà ýòîì ïóòè, ÊÈÃ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÷åòâåðòîé ïðî-

áëåìû Ãèëüáåðòà, ñôîðìóëèðîâàííîé â 1900 ãîäó, îá îïèñàíèè êëàññà ìåòðèê,

äëÿ êîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå åâêëèäîâû ïðÿìûå. Àíàëèòè÷å-

ñêèå àñïåêòû ýòîãî ðåøåíèÿ ÷åòâåðòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà áûëè èçó÷åíû Ð.Â.

Àìáàðöóìÿíîì è Â.Ê. Îãàíÿíîì â ðàáîòå �Parametric versions of Hilbert's fourth

problem,"Israel Journal of Mathematics, vol. 103 (1998), no. 1, 41 - 65.
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Ïåðâàÿ ìîíîãðàôèÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Combinatorial Integral Geometry with

Applications to Mathematical Stereology�, îïóáëèêîâàííàÿ èçäàòåëüñòâîì John

Wiley â 1982 ãîäó, ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé îñíîâîïîëàãàþùèé òðóä, â êîòîðîì áûëè

çàëîæåíû íà÷àëà íîâîé òåîðèè. Åùå äî ïóáëèêàöèè ýòîé ìîíîãðàôèè â ñâî-

èõ çàìåòêàõ î ÊÈÃ À. Áàääëè èç Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà (â Bulletin of

London Math. Soc.) è Ô. Ïèôêå èç Ãåðìàíèè (â Monatshefte f�ur Mathematik)

ïîëíîñòüþ ïðèçíàâàëè ïðèîðèòåò Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà â ñîçäàíèè ýòîé òåîðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå À. Áàääëè âî âñòóïëåíèè ê

âûøåóêàçàííîé ìîíîãðàôèè: �Ìû äîëæíû ïîáëàãîäàðèòü Àìáàðöóìÿíà çà òî,

÷òî îí îòêðûë ïóòü ê îáîáùåíèþ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè è óêàçàë åå îñíîâíûå

ïðèíöèïû, êîòîðûìè ðóêîâîäñòâóþòñÿ âñå èññëåäîâàòåëè�.

Ñëåäóåò îòìåòèòü âûñîêóþ èññëåäîâàòåëüñêóþ àêòèâíîñòü ïðåäñòàâèòåëåé àð-

ìÿíñêîé øêîëû ÊÈÃ íå òîëüêî â ðàìêàõ ñòðàíû (èõ ïóáëèêàöèè, âêëþ÷àþùèå

ìíîæåñòâî ðàáîò Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà, çàïîëíèëè îêîëî äåñÿòêà ñïåöèàëüíûõ èç-

äàíèé Èçâåñòèé ÍÀÍ Àðìåíèè â 1992-2009 ãã.) íî è â ðàìêàõ ìåæäóíàðîäíîé

êîîïåðàöèè. Ñåâàíñêèé (Àðìåíèÿ) ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì 1976 ãîäà � 200

ëåò çàäà÷è Áþôôîíà îá èãëå� ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè ïóòåé ðàç-

âèòèÿ èíòåãðàëüíîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèé. Ñåâàíñêèé äóõ ìåæäóíàðîä-

íîé èíòåãðàöèè ïðèñóòñòâóåò êàê â Äîïîëíåíèè À. Áàääëè ê ìîíîãðàôèè Ð.Â.

Àìáàðöóìÿíà, òàê è â ñëåäóþùèõ ñáîðíèêàõ: �Êîìáèíàòîðíûå ïðèíöèïû â ñòî-

õàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè� (èçäàòåëüñòâî Àêàäåìèè íàóê Àðì.ÑÑÐ, Åðåâàí, 1980),

�Stochastic Geometry, Geometric Statistics, Stereology� (ïîä ðåäàêöèåé Ð.Â. Àì-

áàðöóìÿíà è Â. Âàéëÿ) Teubner-texte zur Mathematic, òðóäû îáåðâîëüôàõñêîãî

ñèìïîçèóìà, ò. 65 (1984), �Stochastic and Integral Geometry�, (ïîä ðåäàêöèåé Ð.Â.

Àìáàðöóìÿíà) Acta Applicandae Mathematicae, ò. 9 (1987), nos. 1-2.

×åðåç âîñåìü ëåò ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðâîé ìîíîãðàôèè, ïîÿâèëàñü âòîðàÿ ìî-

íîãðàôèÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà �Factorization Calculus and Geometric Probability�,

Cambridge University Press, â ñåðèè Äæèàíà-Êàðëî-Ðîòû ýíöèêëîïåäèè ìàòåìà-

òèêè è åå ïðèëîæåíèé 1990. Æ.-Ê.-Ðîòà , ñîçäàòåëü òåîðèè âàëþàöèé, áûë çíà-

êîì ñ ðàáîòàìè Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà, ïî êðàéíåé ìåðå, ñ 1980 ãîäà. Ñòàòüÿ Ð.Â.

Àìáàðöóìÿíà "A Synopsis of Combinatorial Integral Geometry� áûëà îïóáëèêî-

âàíà â æóðíàëå Æ.-Ê.Ðîòû �Advances in Mathematics�, ò. 37 (1980), í. 1, 1-15

(ñîäåðæàëà ÊÈÃ èññëåäîâàíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà îáùèõ ìíîãîîáðàçèÿõ).
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Ãëàâû âòîðîé ìîíîãðàôèè Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà, ñîäåðæàùèå íîâûé ìàòåðèàë ïî

ÊÈÃ, áûëè âêëþ÷åíû â íåìåöêèé ïåðåâîä R. V.Ambartzumian, D. Stoyan and

Mecke, �Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Stochastische Geometrie�, èçäàòåëü-

ñòâî Akademie Verlag, Berlin, 1993.

Åùå â 1974 ãîäó, áóäó÷è ïðèãëàøåííûì äîêëàä÷èêîì íà ìàòåìàòè÷åñêîì êîí-

ãðåññå â Âàíêóâåðå, Ð.Â. Àìáàðöóìÿí â ñâîåì âûñòóïëåíèè "The solution to the

Bu�on-Sylvester Problem and Stereology� (Proceedings of the International Congress

of Mathematicians, v. 2, 137-143) óêàçàë íà âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÊÈÃ

â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ñòåðåîëîãèè. Äàëåå áûëè îïóáëèêîâàíû äâå ðàáîòû Ð.Â.

Àìáàðöóìÿíà â Z. Wahrsch. verw. Geb. (1976 - î ìåòðèêàõ, ïåðâàÿ åãî ðàáîòà ïî

÷åòâåðòîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà, è 1978 - î òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ, ïåðâàÿ

- ïî íååâêëèäîâîé òåìå).

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òîìîãðàôèè áûë ïîëó÷åí Ð.Â. Àìáàð-

öóìÿíîì â ðàáîòå "Àíàëèòè÷åñêèå àñïåêòû êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåî-

ìåòðèè�, Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àðìåíèè, ò. 34 (1999), í. 6, 2-46. Çäåñü áûëî óñòàíîâ-

ëåíî âåñüìà ïîëåçíîå äëÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

ñîîòíîøåíèÿ (ïî òåðìèíîëîãèè àâòîðà "äåçèíòåãðèðîâàííûì êëàññè÷åñêèì èçî-

ïåðèìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì") ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî èçîïå-

ðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, âûñêàçûâàíèå Ðàëôà Àëåêñàíäå-

ðà: "Êîìáèíàòîðíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûì âêëàäîì â

îñíîâû èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè"(Bulletin (New Series) Àìåðèêàíñêîãî Ìàòåìà-

òè÷åñêîãî Îáùåñòâà , ò. 10 (1984), í. 2 ïîëó÷àåò åùå îäíî ïîäòâåðæäåíèå. Ñòà-

òüÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Èíòåãðèðîâàíèå êîìáèíàòîðíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ äåëüòà-

ìåð�, Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àðìåíèè, ò. 40 (2005), í. 4, 5-22, ñîäåðæèò ñëåäñòâèÿ äåç-

èíòåãðèðîâàííîãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïëîñêîé âûïóêëîé îáëàñòè íà îñíîâå X-ëó÷åé (ïðîáëå-

ìà Õàììåðà äëÿ X-ëó÷åé) áûëà ïîñòàâëåíà â 1961 ãîäó íà ñèìïîçèóìå î Âûïóê-

ëîñòè Àìåðèêàíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà: ñêîëüêî ñíèìêîâ X-ëó÷åé äëÿ

âûïóêëîãî òåëà íóæíî ñäåëàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü åãî

òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå? 34 ãîäà ñïóñòÿ Ðè÷àðä Ãàðäíåð â ñâîåé ôóíäàìåíòàëüíîé

êíèãå �Geometric tomography� ïèñàë, ÷òî X-ëó÷è â ÷åòûðåõ ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ

ñïðàâÿòñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé. Ð.Â. Àìáàðöóìÿí â ñòàòüå "Parallel X-ray Tomography
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of Convex Domains as a Search Problem in Two Dimensions�, ïóáëèêóåìîé â íàñòîÿ-

ùåì íîìåðå æóðíàëà, ïîêàçàë, ÷òî â îáû÷íîì àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå, X-ëó÷è

òîëüêî â òðåõ ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé.

Àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò ðàçëîæåíèé êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè

ïîðîæäàåò ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ, íàáëþäàåìûõ íà ëèíåéíûõ

ñåêóùèõ â ïëîñêèõ ìîäåëÿõ ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ð.Â. Àìáàðöóìÿíîì áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ïëîñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñâîéñòâî èíâàðèàíò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû åâêëèäîâûõ äâèæåíèé óæå ïîäðàçóìåâàåò êîíêðåò-

íûå òèïû âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ëèíåéíûõ ñåêóùèõ. Òèïè÷íûì ðå-

çóëüòàòîì òàêîãî ðîäà (ïîëó÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ñîäåðæèò-

ñÿ â ðàáîòå Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Ñëó÷àéíûå ðàñêðàñêè ïëîñêîñòè� â ñáîðíèêå

�Êîìáèíàòîðíûå ïðèíöèïû â ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè� (èçäàòåëüñòâî Àêàäå-

ìèè íàóê Àðì.ÑÑÐ, Åðåâàí, 1980). Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ â ñïåöèàëüíîé ãëà-

âå ìîíîãðàôèè "Combinatorial Integral Geometry with Applications to Mathematical

Stereology". Äàëüíåéøèå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ñòîõàñòè÷åñêèõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ìîäåëÿõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè �Factorization Calculus and Geometric

probability�. Ñòàòüÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Èíâàðèàíòíîå âëîæåíèå â Ñòîõàñòè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè�, Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àðìåíèè, ò. 33 (1998), í. 4, ðàññìàòðèâàåò àíàëî-

ãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðÿìûõ.

Ïåðâîé ðàáîòîé Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà, èñïîëüçóþùåé ìåòîä èíâàðèàíòíîãî âëî-

æåíèÿ, áûëà ðàáîòà "Ìåòîä èíâàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðÿ-

ìûõ� (Èçâåñòèÿ ÀÍ Àðì.ÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà, 1970). Òîò æå ìåòîä èíâàðèàíòíî-

ãî âëîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíîì â ðàáîòå "Convex Polygons and

Random Tessellations"ñáîðíèê ñòàòåé "Stochastic Geometry�, ïîä ðåäàêöèåé E. F.

Harding è D. G. Kendall, John Wiley, 1974. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ðà-

áîòû Ð. Â. Àìáàðöóìÿíà �The solution of the Bu�on- Sylvester Problem in R3�, Z.

Wahrsch. verw. Geb., 27 (1974), 53-74, òàêæå îïèðàëîñü íà ìåòîä èíâàðèàíòíî-

ãî âëîæåíèÿ. Ìîíîãðàôèÿ Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Combinatorial Integral Geometry

with Applications to Mathematical Stereology îïóáëèêîâàííàÿ èçäàòåëüñòâîì John

Wiley â 1982, ñîäåðæèò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû, íî
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ïåðâàÿ ãëàâà âñå åùå óêàçûâàåò íà ìåòîä èíâàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ, êàê íà åñòå-

ñòâåííûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé ïðèâåë ê ðåøåíèþ çàäà÷è Áþôôîíà-

Ñèëüâåñòðà.

Îäíîé èç îáëàñòåé êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â êîòîðóþ Ð.Â.

Àìáàðöóìÿí âíåñ ñåðüåçíûé âêëàä, ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïðî-

öåññîâ. Â ýòîé îáëàñòè Ð. Â. Àìáàðöóìÿí áûë îäíèì èç âåäóùèõ àïîëîãåòîâ

òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàëüìà. Íàïðèìåð, èçâåñòíûé ñáîðíèê ñòàòåé "Stochastic

Point Processes: Statistical Analysis, Theory and Applications�, Peter A. W. Lewis,

ðåäàêòîð, Wiley-Interscience, (1972), ñîäåðæàë ðàáîòó Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà "Palm

distributions and superpositions of independent point processes in Rn". Ãëàâíûì

âêëàäîì Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà â òåîðèþ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ, íåñîìíåííî, ÿâëÿåòñÿ

òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ðàáîòå Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà è Ã. Ñ. Ñóêèàñÿíà �Inclusion-

exclusion and point processes�, Acta Appl. Math., â. 22 (1991), 15 � 31.

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ ñ çàäàííûìè êîððåëÿöèîííû-

ìè ôóíêöèÿìè (ïëîòíîñòÿìè) f(x1, ..., xn), â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ

ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåìîé âñå âîçðàñòàþùåãî ÷èñëà ðàáîò ïî òàê íàçû-

âàåìîé "çàäà÷å ðåàëèçóåìîñòè� ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïåðâàÿ äåìîíñòðàöèÿ

"ðåàëèçóåìîñòè"(äëÿ ñèñòåì f(x1, ..., xn), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè ïàðíî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì) áûëà ïîëó÷åíà â òîé æå ñòà-

òüå Ð.Â. Àìáàðöóìÿíà è Ã. Ñ. Ñóêèàñÿíà. Ýòî äâîéíîå äîñòèæåíèå â ïîëíîé ìåðå

ïðèçíàåòñÿ, íàïðèìåð, T. Kuna, J. L. Lebowitz è E.R Speer, â ðàáîòå "Realizability

of Point Processes"J. Stat. Phys. 129 (2007)½ 417-439. Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò áûë

ïðåäëîæåí Ð.Â. Àìáàðöóìÿíîì â ðàáîòå "On Condensible Point Processes� îïóá-

ëèêîâàííîé â ñáîðíèêå ñòàòåé New Trends Prob. Statist., ò. 1 (1991), 655-667.

Ðåäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïîçäðàâëÿåò àêàäåìèêà Ðóáåíà Âèêòîðîâè÷à Àìáàðöó-

ìÿíà ñ þáèëååì.

Ðåäêîëëåãèÿ Æóðíàëà
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E-mail: rouben@instmath.sci.am

Abstract. The paper studies random line processes that are translation invariant in

probability distribution, and whose �rst and second order moment measures possess

continuous densities. The purpose is to review the analytical apparatus based on the

concept of horizontal or vertical windows and corresponding Palm-type probability

distributions that are now proved below to exist. That apparatus enables to study the

relation between the quantities pk(l, α) and πk(l, α), where pk(l, α) = probability to

have k hits by the lines from Z on a "test segment"of length l and direction α, while

πk(l, α) = conditional probability of the same event, the condition being that the test

segment lies on one of the lines from Z. Palm equations for horizontal windows have

been known since long, but for vertical windows they were �rst put down in the last

chapter of the book [4], under stronger condition of Euclidean motions invariance of

Z. The paper considers two di�erent models that imply Poissonity of the probabilities

pk(l, α). Translation invariant line processes can be viewed as stationary states of

random dynamical arrays of countably many particles each moving with constant

speed along the test line, and these models are of special interest in that context.

In a model-free setting, the paper presents a formula for calculation of the conditional

intensity Λ(α) = l−1
∑

k k πk(l, α). That formula includes quantities depending on the

distribution of the typical vertex shape. �Sevan metodologies� have been the topic of

authors plenary report at the Rasht (Iran) meeting in 2011. This usage is motivated

in a special historical section below; another section is devoted to detailed description

of Sevan methodologies themselves.1

MSC2010 numbers: 60D05; 60G55; 52A22

Keywords: Combinatorial integral geometry; stochastic geometry; random line
process; Palm-type distribution.

1. Some history

The collection of papers �Stochastic Geometry� [1] edited by E.F. Harding and D.G.

Kendall inaugurated in 1974 a new direction in the theory of random point processes:

random processes of geometrical elements (lines in the plane, or in space, planes in

1This research was partially supported by the State Committee of Sciences of the Republic of
Armenia, Grant 11-1a359.
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three dimensions etc.) that can be represented as points in appropriate manifolds.

Earlier an e�ort to coordinate and promote that research took place at Oberwolfach

meeting on Integral Geometry and Geometric Probability held in June 1969, with

organizers D.G.Kendall and Klaus Krickeberg. Remarkably, that Symposium started

a rare instance of East - West mathematical cooperation when the materials of

the symposium were published in Soviet Armenia in 1970, in a special issue of the

Armenian Academy mathematical Izvestiya [5]. In 1976, Bu�on Needle Bicentenary

International Conference was held at Sevan, Armenia [2] jointly sponsored by Royal

Society, French and Armenian Academies. The Second Sevan Symposium on Stochastic

and Integral Geometry [10], [12] was held in 1985. To commemorate that development,

the methodologies presented by the author at the Sevan meetings of 1976 and 1985

we now call "Sevan"

D.G. Kendall who visited the �rst Sevan Conference, was at that time the President of

the London Mathematical Society. In his "Introduction to Stochastic Geometry"in [1]

he wrote that "the whole existing literature concerned with stochastic geometry"could

be found within the pages of the collection [1]. A prominent place in [1] belongs to the

paper by a young Cambridge mathematician Rollo Davidson entitled "Construction

of Line-Processes: Second order Properties". That paper by Rollo Davidson was

originally published in Soviet Armenia [5]. Quite tragically, Rollo Davidson died (on

29 July 1970 in a mountain-climbing accident) about a month before he could realize

a planned visit to Armenian Academy (Yerevan) sponsored by the Royal Society [6].

The collection [1] was a tribute to his memory.

The topic of random line processes dominated the collection [1]. In Kendall's words,

there is a sense in which "Stochastic geometry takes its origin in Crofton's famous

article in the IXth edition of the Encyclopedia Britannica"that contained a study

of Euclidean motion invariant Poisson line process. Rollo Davison's work was "an

attempt to eschew Crofton's approach": in fact that pioneering work launched a

series of studies of general random line processes, like [7]-[10],[12] and Chapter 9 of

[4]. The collection [1] contained also several papers devoted to the concept of Palm

distribution, an important tool in the present study.

10
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2. Sevan methodologies.

We concentrate on three items that are applied in the present paper.

Combinatorial Integral Geometry We use the notation: IR2 = the Euclidean

plane, |G = the space of Euclidean lines in IR2 with usual Moebius band topology,

see [3]. Euclidean motion invariant locally-�nite measure dg in the space |G (see (3.1)

below) is uniquely de�ned by the condition∫
[P1P2]

dg = 2 |P1, P2|,

where [P1, P2] = the set of lines that separate two endpoints of a "needle"P1, P2 ∈ R2,

|Pi, Pj | is the Euclidean distance between Pi and Pj . In 1890 J.J.Sylvester considered

the following problem. Let in the plane, n "needles"ν1,...,νn be �xed in general

position. The value of that measure on the sets

A =
n∩
i=1

[νi] or A =
n∪
i=1

[νi]

in each case was known to have the representation

(2.1)

∫
A

dg =
∑
i<j

uij(A) |Pi, Pj |,

with some integer coe�cients uij(A). J.J. Sylvester asked for an algorithm of calculation

of the integers uij(A) for each set. Only in 1973 a solution was given in [11], known

as the solution of Bu�on�Sylvester problem [11], [3]. It is as follows.

Assume we have a �nite collection of points

{Pi} = {P1, ..., PN} ⊂ IR2.

We introduce an equivalence relation: two lines g1, g2 ∈ |G which do not belong to

any [Pi] (where [P ] = the bundle of lines through P ) we call equivalent if they induce

the same separation of the set {Pi} into two subsets.

An equivalence class Υ (a maximal set of equivalent lines) is always a connected set

in the topology of |G, but its closure will not be compact if for each line g ∈ Υ the

total {Pi} lies in one of the two half-planes separated by g. All other equivalence

classes have compact closures: these we call atoms. We denote

r{Pi} = the minimal ring r{Pi} of subsets of |G which contains all atoms,

11
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[Pi, Pj ] = {g ∈ |G : g separates Pi from Pj}, (the so called Bu�on sets),

gij = the line through Pi and Pj .

An element A ∈ r{Pi} necessarily has the form A =
∪
ai, where ai are some of the

atoms of r{Pi}.

If gij contains no points from {Pi} except Pi and Pj , and the number of points in

{Pi} exceeds 2, then there exist exactly four di�erent equivalence classes Υ for which

we have gij ∈ ∂Υ. We denote them as Υij(++), Υij(−−), Υij(+−) and Υij(−+).

We make a convention that

every line g ∈ Υij(++) or g ∈ Υij(−−) leaves Pi and Pj in one half-plane,

every line g ∈ Υij(+−) or g ∈ Υij(−+) leaves Pi and Pj in di�erent half-planes.

Given A ∈ r{Pi}, the values of the indicator function

IA(g) =

{
1, if g ∈ A,

0, otherwise

on the lines from the above four sets we denote correspondingly as

IA(i+, j−) ≡ IA(g) for g ∈ Υij(+−), IA(i−, j+) ≡ IA(g) for g ∈ Υij(−+),

IA(i+, j+) ≡ IA(g) for g ∈ Υij(++), IA(i−, j−) ≡ IA(g) for g ∈ Υij(−−).

The following result was proved in [3] in several di�erent ways. Actually (2.1) is valid

for any A ∈ r{Pi}. Under the condition that no line gij contains any points from {Pi}

other than Pi and Pj , the algorithm of calculation of the coe�cients uij(A) reduces

to the four indicator rule:

uij(A) = IA(i+, j−) + IA(i−, j+) − IA(i+, j+) − IA(i−, j−).

If the number of points in {Pi} equals 2, i.e. {Pi} = {P1, P2} then r{Pi} contains

only one element A for which the above remains valid since formally IA(i+, j+) =

IA(i−, j−) = 0 and we get u12(A) = 2.

For the case where gij contains points from {Pi} other from Pi and Pj (2.1) remains

valid for every A ∈ r{Pi}, while the algorithm requires modi�cation.

The class (+); A 2-set Pi, Pj belongs to the class (+) if the interior of the linear

segment Pi, Pj does not contain any points from {Pi}. For every Pi, Pj ∈ (+), the

12
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equivalence classes Υij(+−) and Υij(−+) are uniquely de�ned (necessarily both are

atoms).

The class (-): A 2-set Pi, Pj belongs to the class (-) if the interior of the complement

(within gij) of the linear segment Pi, Pj does not contain points from {Pi}. For

Pi, Pj ∈ (-), the equivalence classes Υij(++) and Υij(−−) are also uniquely de�ned

(one of the two can fail to be an atom).

We write

u′ij(A) = IA(i+, j−) + IA(i−, j+), well de�ned for Pi, Pj from the class (+),

u′′ij(A) = IA(i+, j+) + IA(i−, j−), well de�ned for Pi, Pj from the class (−),

General algorithm. For any �nite set of points {Pi} ⊂ IR2 with number of points

greater then 2, and every A ∈ r{Pi}

(2.2)

∫
IA(g) dg =

∑
(+)

u′ij(A) |PiPj | −
∑
(−)

u′′ij(A) |PiPj |.

The book [3] contains numerous corollaries and generalizations of (2.2), while Chapter

10 of [4] contains the �rst case of calculation based on the coe�cients u′ij(A) and

u′′ij(A).

Translational analysis of realizations. Let Z be a realization of a random line

processes in R2,

T2 = the group of parallel translations of R2,

P = probability distribution of Z assumed to be invariant with respect to T2 ,

dt = Haar measure on the group T2 (corresponds to Lebesgue measure in R2),

tZ = translation of Z by t ∈ T2.

The method is based on the study of integrals∫
b

f(tZ) dt,

where b corresponds to some disc in R2, while f(Z) is some function de�ned in the

space of realizations Z. In the cases of interest f(Z) = fε(Z) also depends on some

small parameter ε, and it is possible to �nd the limit

(2.3) lim
ε→0

∫
b

fε(tZ) dt = x(Z).
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By the invariance assumption concerning P we have the identity∫
fε(tZ) dP =

∫
fε(Z) dP.

In case there exists a function y(Z) with �nite integral (expectation) with respect to

P such that uniformly in ε

(2.4)

∫
b

fε(tZ) dt ≤ y(Z),

then by Lebesgue bounded convergence theorem and Fubini theorem, integration in

dP would imply

lim
ε→0

∫
fε(Z) dP = ||b||−1

∫
x(Z) dP, (2.5)

where ||b|| stands for the value of dt-measure (area) of b. In the lemmas of Section 4

we take ||b|| = 1.

The simplest illustration of above general idea can be found in [4], pages 137, 193,

where the method leads to the well known in the theory of translation invariant

random point processes concept of �Palm Distribution�. (Even earlier case is [14],

where one of the sections is entitled �The move-and-average method�.) The same

method for line processes Z that are distribution invariant with respect to the Euclidean

group was used in [4], Chapter 10. This led to the concept of "Palm Distribution"for

the corresponding class of line processes. In Section 4 below we apply that methodology

to line processes and the group T2, and so demonstrate the existence of "Palm-

type"probabilities Πv, and Πvv (v stands for "vertical"windows). The same approach

with minimal changes applies to "Palm-type"probabilities Πh and Πhh (h stands for

"horizontal"windows).

Factorization of invariant measures. A considerable part of the book [4] is

devoted to measures in the products of the spaces of geometrical elements that are

invariant with respect to groups acting in the carrier spaces. Normally such measures

split into two factors, one of the two being the Haar measure on the group. The

problem then is to �nd the other measure factor. This is the "factorization"in the

book's title. In [4] T2-invariant measures in the space G of lines and in the space

G ×G are treated on the basis of that factorization principle. In the present paper
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such measures come in as the �rst M1 and the second M2 moment measures of T2-

invariant line processes. We will base on the following.

If a locally-�nite T2-invariant measureM1 possesses a density, then it necessarily has

the form

ρ1(ϕ) dg

where ϕ is the direction of g ∈ G, dg is the Euclidean motions invariant measure on

G and ρ(ϕ) is a summable function de�ned on

(0, π) = the space of planar directions.

If we assume that the measure M2 beyond the "diagonal"g1 = g2 possess a density,

then necessarily it has the form

ρ2(ϕ1, ϕ2) dg1 dg2,

where ρ2(ϕ1, ϕ2) is some summable function de�ned on the product space (0, π) ×

(0, π). We will use the Jacobian result (see [4], p. 37)

(2.5) ρ2(ϕ1, ϕ2) dg1 dg2 = sin τ ρ2(ϕ1, ϕ2) dϕ1 dϕ2 dQ,

where Q is the point where the lines g1 and g2 intersect, dQ is the planar Lebesgue,

dϕi are usual angular measures in the space of directions (0, π).

3. Random line processes

The purpose of the present section is to presents necessary basic concepts from the

line processes theory together with much of the notation used in the paper.

The space of sensed lines in the plane R2 can be represented by a cylindrical surface

[0, 2π)× (−∞,+∞),

where [0, 2π) stands for the circle of unit radius. Each sensed line then receives natural

coordinates (ϕ, p), where ϕ = direction of the line, p = the signed distance of the line

from the origin on the plane. A non-sensed line we denote by g. The space G of (non-

sensed) lines in the plane, g ∈ G, is obtained from the above cylinder by identifying

pairs of lines that coincide except for directions. In this way G receives topology of

the M�obius Band.
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A random collection Z of lines in the plane is called a random line process in case Z

corresponds to some random point process in G. (Sometimes, as appropriate, below

we use Z to denote a �xed realization of a random line process.) Let Z be a random line

process such that Z with probability 1 has no lines parallel to g0 = a "test line"on the

plane. Then Z possesses random marked point process {xi, ψi} representation, where

each xi ∈ g0 is the point where a line from Z intersects g0, and ψi is the corresponding

intersection angle. Conversely, a marked point processes {xi, ψi} generates via given

g0 a random line processes Zg0 due to the map

{xi, ψi} → {gi} = Zg0

where gi is the line that hits xi ∈ g0 under angle ψi.

In case {xi, ψi} is invariant in distribution with respect to g0-preserving translations of

the plane, the corresponding Zg0 in general is not translation invariant. Let {xi, ψi}d
be the marked point process induced by Zg0 on the line gd parallel to and distance

d from g0. The problem of existence of limiting distribution for {xi, ψi}d as d → ∞

attracted much attention some decades ago in the case where on g0 the sequences

{xi} and {ψi} are assumed independent and {ψi} is a sequence of independent angles,

see [15], [16].

The probability distribution of Z we denote as P: it is a probability measure that

lives in the space of realizations of line processes, or, more properly, on the sigma-

algebra ∇ de�ned to be the image of the sigma-algebra well known in the theory of

random point processes. Elements of ∇ are called events. A classical example due

to Crofton is the Poisson line process governed by the standard Euclidean motion

invariant measure

(3.1) dg = sinψ dψ dl,

where

l = the usual one dimensional coordinate of the point g ∩ γ on some reference line

γ,

ψ = the angle between the reference line and g.

By de�nition, it corresponds to the Poisson point process on G governed by dg.
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Ðèñ. 1. Two pairs of �windows� at the endpoints of γ

We recall that a Poisson point process on G governed by a measure m that lives on

G puts k points in a Borel set B ⊂ G with probability

[m(B)]k

k!
exp−m(B),

while the numbers k for disjoint sets B are independent.

Poisson line processes governed by measures of the form ρ(ϕ) dg, where ρ1(ϕ) is some

density de�ned on [0, π) are all T2 - invariant in distribution.

Basic Events. Let α be some direction in the plane to be called "horizontal γ be

a "test"line segment in the plane of length l and planar direction α. So γ lies on a

horizontal "test"line, see Fig.1, v1 and v2 = vertical windows, both of length ε, and

h1 and h2 = horizontal windows, both of length ε. We write(
u
k

)
= the segment u ⊂ R2 is hit by exactly k lines from Z

(we say that g ∈ G hits u if g separates the endpoints of u). Given several test

segments u1, u2,... um and nonnegative integers k1, k2,..., km we consider the events(
u1
k1

)
∩
(
u2
k2

)
∩ ... ∩

(
um
km

)
.

The events of the above type are said to belong to the class ∇0 if the endpoints of

γ are not among the endpoints of the segments u1, u2, ..., um. (The class ∇0 serves

measure continuation purposes in the Lemmas 1.2 below.) We write

(
u1 u2
k1 k2

)
for the

intersection of

(
u1
k1

)
and

(
u2
k2

)
. For the probabilities of such events we use notation

like P

(
u1 u2
k1 k2

)
.

For a line segment u we de�ne the event

(
v
1u

)
⊂

(
v
1

)
as(

v
1u

)
= {Z : the unique line from Z that hits v hits the segment u}.

17
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Ðèñ. 2

Assume a probability measureΠ is concentrated on realizations Z that with probability

Π = 1 possess a line g0 that contains one of the endpoints of γ. Then Π(Θ) will stand

for the Π-probability of the event, that the random direction of g0 belongs to Θ,

where Θ is some arc of planar directions. In case with probability Π = 1 there are

two lines in Z through each endpoint of γ, we will use the notation Π [Θ1 ∩Θ2] for

the probability of the corresponding intersection event.

In the de�nition of Acute-Obtuse factorization model given in Section 6 we choose

Θi = Ai or Θi = Oi, the arcs A1, O1, A2, O2 are shown on Fig.2 (A stands for Acute

and O for Obtuse). In the proof of Lemma 5.1 we will use the event relations valid

for each endpoint of γ, i.e. for i = 1, 2:

(3.2) lim
ε→0

∂

(
γ vi
k 1γ

)
=

(
γ

k − 1

)
∩Ai, lim

ε→0
∂

(
γ vi
k 1di

)
=

(
γ
k

)
∩Oi,

where di is the hypotenuse spanning γ and vi, while ∂ stands for the boundary of a

set.

Densities of Moment Measures. The present paper considers line processes that

are invariant in distribution with respect to the groupT2. Within that class we specify

the subclasses

D1 = line processes with �rst moment measure possessing a continuous density

ρ1(ϕ) dg, where ϕ is the direction of the line g,

D2 = line processes with second moment measure possessing a continuous density

ρ2(ϕ1, ϕ2) dg1 dg2, where ϕ1, ϕ2 are the directions of the lines g1, g2.

18
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The assumption Z ∈ D1 implies

λ(α) = |γ|−1
∑

kP

(
γ
k

)
< ∞

and hence as the length |γ| tends to zero

P

(
γ
1

)
= λ(α) |γ| + o(|γ|) and P

(
γ
k

)
= o(|γ|) for k > 1,

i.e. the set of hits on any test line is orderly in the usual random point process sense.

From (3.1)

λ(α) =

∫
ρ1(ϕ) sin(α, ϕ) dϕ, λ(v) =

∫
ρ1(ϕ) | cos(α, ϕ)| dϕ,

where v stands for the vertical (perpendicular to α) direction,

(α, ϕ) = ψ = the angle between directions α and ϕ,

dϕ = the usual rotation invariant measure in the space of planar directions.

It will become clear (Lemma 4.2) that for the events

V2 =

(
v1 v2
1 1

)
∩ (2), and H =

(
h1 h2
1 1

)
where (2) is an event de�ned as

(2) = {Z : the windows v1, v2 are hit by two di�erent lines from Z},

the assumption Z ∈ D2 implies

P(V2) = Svv(α) ε
2 + o(ε2) and P(H) = Shh(α) ε

2 + o(ε2),

where

Shh(α) =

∫ π

0

∫ π

0

ρ2(ϕ1, ϕ2) sin(α, ϕ1) sin(α, ϕ2) dϕ1 dϕ2,

(3.3) Svv(α) =

∫ π

0

∫ π

0

ρ2(ϕ1, ϕ2) | cos(α, ϕ1) cos(α, ϕ2) | dϕ1 dϕ2.

As for the event

V1 =

(
v1 v2
1 1

)
∩ (1)

where (1) = {Z : the windows v1, v2 are hit by the same line from Z}, the relation

(3.4) P(V1) = ρ1(α)
ε2

l
+ o(ε2)

does not seem to be automatically valid, hence the de�nition: a line process Z ∈ D1

is called orderly if it satis�es (3.4). We note that due to∫
[v1]∩[v2]

dg =
ε2

l
+ o(ε2)
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the right-hand side of (3.4) is the asymptotical expression of the value of the �rst

moment measure of Z ∈ D1 on the set [v1] ∩ [v2] = lines that hit both v1 and v2.

The Vertex Process. Let {Qi} be the set of vertices of Z ∈ D2: each vertex Qi is

a point where some two lines from Z intersect. We postulate that with probability

P = 1 no triads of lines from Z meet at a point. (In a broader framework of random

segment processes related questions were considered in [13] and [14].) To each vertex

Qi correspond the marks (dependence on i is suppressed):

(ϕ1, ϕ2) = the directions of the two lines g1, g2 ∈ Z that meet at Qi and

τ = the angle between the directions ϕ1 and ϕ2,

(ϕ1, ϕ2) is the translational and τ is the Euclidean "shape"of Qi.

By (2.6) {Qi} happens to be a point process of �nite intensity λQ:

λQ =

∫ ∫
sin τ ρ2(ϕ1, ϕ2) dϕ1 dϕ2.

According to [4], the probability density de�ned on the product (0, π)× (0, π) as

(3.5)
1

λQ
sin τ ρ2(ϕ1, ϕ2) dϕ1 dϕ2

describes the translational random shape of a typical vertex in {Qi}. The corresponding

expectation we denote as EQ. It follows that

EQ
1

sin τ
<∞.

The results of Section 7 below (now published for the �rst time) permit to express

the "conditional"intensity

Λ(α) =
∑

k πk(l, α)

via the intensities λ(α) =
∑

k pk(l, α), λQ and some averages EQ of certain parameters

depending on random shape of a typical vertex in {Qi}. We will often use the well-

known Wilhelm Blaschke relation (rediscovered in [4])

(3.6) 2 ρ1(α) = λ(α) + λ′′(α).
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4. Palm type probabilities

In Lemma 4.1 we can choose v,A,O to be either v1, A1, O1 or v2, A2, O2 as on Figs.

1,2. We note that

P

(
v
1

)
= λ(v) ε + O(ε), P

(
v
k

)
= o(ε) for k = 2, 3, ...

are well known facts of the theory of stationary point processes on a line (λ(v) is the

intensity of the intersections point process on lines of vertical direction).

Lemma 4.1. For every line process Z ∈ D1 and every event C ∈ ∇0 there exists a

limit

(4.1) Πv(C) = lim
ε→0

P

[
C ∩

(
v
1

)]
P

(
v
1

)
that de�nes, by means of probability continuation, a probability measure Πv on ∇.

This Πv is concentrated on realizations Z that possess a line through an end-point of

γ. In particular, the probabilities Πv

[(
γ
k

)
∩A

]
and Πv

[(
γ
k

)
∩O

]
are well de�ned.

Proof. We apply the notation of the Translational analysis subsection of Section 3.

Let b ⊂ T2 correspond to the disc b ⊂ R2 i.e. b = {tO, t ∈ B}, O is the origin. We

put

fε(Z) = ε−1 Iv
1

(Z) IC(Z)

(product of two indicator functions). For realizations Z from the set that has probability

P = 1 we easily establish

(4.2) x(Z) =
∑
χi

| cos(χi, γ)|
∫
u∈χi

IC(tuZ) du,

where

tu = shift that takes the point u ∈ R2 to the common endpoint of v and γ,

χi = the chord b ∩ gi, gi ∈ Z,

(χi, γ) = the angle between χi and γ,

du = the length measure on the chord χi. Clearly∫
tO∈b

fε(tZ) dt ≤ c y(Z),
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where c = diameter of b, while y(Z) = the number of lines from Z that hit b. If Z is

random Z ∈ D1 with probability distribution P, then∫
y(Z) dP =

∫
[b]

ρ1(ϕ) dg <∞,

where [b] ⊂ G is the set of lines that hit b. This proves the existence of

lim
ε→0

ε−1 P

[
C ∩

(
v
1

)]
.

In particular, replacing C by the total space of realizations we get the existence of

λ(v) = lim
ε→0

ε−1 P

(
v
1

)
.

The two limits together yield (4.1). From (4.2) follows the probability continuation

formula valid at least for every C ∈ ∇:

(4.3) Πv(C) =

∫
dP

∑
χi

| cos(χi, γ)|
∫
χi

IC(tuZ) du.

Lemma 4.1 is proved. �
In the next Lemma 4.2 the event V2 is as de�ned in Section 3 and we again apply

Translational analysis as in Section 2. The quantities Shh and Svv are given by (3.3).

Lemma 4.2. For every line process Z ∈ D2

(4.4) P(V2) = Svv(α) ε
2 + o(ε2).

For every C ∈ ∇0 there exists the limit

Πvv(C) = lim
ε→0

P(C ∩ V2)
P(V2)

that extends to a probability measure Πvv on ∇. This Πvv is concentrated on realizations

Z that possess lines through each end-point of γ. In particular, the probabilities like

Πvv

[(
γ
k

)
∩A1 ∩O2

]
are well de�ned.

Proof. Let g
(i)
1 , g

(i)
2 be two lines from Z that meet at a vertex Qi, and τi be the angle

between the two. By elementary calculations, the dt-measure of the set {t ∈ T2 :

tv1 hits g
(i)
1 and tv2 hits g

(i)
2 } equals

(4.5)
| cos(g(i)1 , γ)| | cos(g(i)2 , γ)|

sin τi
ε2.
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Now using the notation of the Translational analysis subsection of Section 3 we put

fε(Z) = ε−2IV2(Z) IC(Z).

With probability 1 the limiting function x(Z) exists; we write down, its explicit

expression under a simplifying assumption about realization Z. Let {ti} ∈ b be

determined by the condition that for each ti the set tiZ contains both endpoints of

γ. If we assume, that Z has the property that for no pairs (i,m) the points tiQm

coincide with endpoints of γ, then (4.5) implies

(4.6) x(Z) =
∑
ti∈b

| cos(g(i)1 , γ)| | cos(g(i)2 , γ)|
sin τi

IC(tiZ).

It is easy to �nd an explicit expression for x(Z) in case of general Z. We do not put

it down because the present proof needs only existence of the limit that de�nes x(Z).

What the proof needs is the inequality

fε(Z) ≤
∑
tiO∈b

1

sin τi
= y(Z)

valid for every realization Z; it directly follows from (4.5). By(3.5), the function y(z)

is summable, hence

(4.7) Πvv(C) =

∫
x(Z) dP.

As a by-product we get (4.4), and the proof ends in the same way as in Lemma 4.1.

�

Further Remarks. First we brie�y present the results for the case of horizontal

windows (see Fig.1) that can be easily proved by the Translational analysis method

of Section 2 above.

There is a counterpart of Lemma 4.1 that states the existence of the limit

Πh(C) = lim
ε→0

P

[
C ∩

(
h
1

)]
P

(
h
1

)
for every line process Z ∈ D1 and every C ∈ ∇0, where h is one of the two horizontal

windows h1, h2. The analog of (4.3) happens to be

(4.8) Πh(C) =

∫
dP

∑
χi

sin(χi, γ)

∫
χi

IC(tuZ) du.
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From (4.3) and (4.8) we conclude that

(4.9) Πv(C) = [λ(v)]−1 Eh | cotψ| IC(Z),

where Eh stands for the expectation with respect to measure Πh, while IC(Z) is the

usual indicator function of the event C ∈ ∇, and ψ is the direction of the line through

the endpoint of γ that exists with Πh-probability 1.

The counterpart of Lemma 4.2 states that for Z ∈ D2

P(H) = Shh(α) ε
2 + o(ε2),

where H =

(
h1 h2
1 1

)
, and the existence of the limit

Πhh(C) = lim
ε→0

P(C ∩H)

P(H)
.

The analogs of (4.3) and (4.8) for Πhh(C) and Πvv(C) we write down under an

additional assumption that (4.6) holds with probability one.

Given a test interval γ, let a line process Z ∈ D2 satisfy (4.6) with probability 1.

Then

Πhh(C) =

∫
dP

∑
ti∈b

sin(g
(i)
1 , γ) sin(g

(i)
2 , γ)|

sin τi
IC(tiZ),

Πvv(C) =

∫
dP

∑
ti∈b

| cos(g(i)1 , γ)| | cos(g(i)2 , γ)|
sin τi

IC(tiZ),

implying

(4.10) Πvv(C) = [Svv(α)]
−1 Ehh| cotψ1| | cotψ2| IC(Z),

where Svv is given by (3.3), Ehh stands for the expectation with respect to Πhh, and

ψ1, ψ2 are the directions of the two lines through the two endpoints of γ that exist

with Πhh-probability 1.

5. �Palm equations� for vertical and horizontal windows

For the probability distribution P of a translation invariant Z, we reasonably write

pk(l, α) = P

(
γ
k

)
,

where l is the length and α is the (horizontal) direction of γ. The Lemmas 3,4 refer

to the following di�erential operators acting on pk(l, α).
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Ðèñ. 3

Let the segments γ, σ, d1 and d2 be as on Fig. 3. After appropriate choice of positive

rotation in the space of planar directions α we have

lim
l→0

(λ(v) |v|)−1

[
P

(
d
k

)
− P

(
γ
k

)]
=

∂pk(l, α)

∂α
.

By formal Taylor expansion we �nd (δ = the angle between γ and d2 is ε l
−1 + o(ε))

lim
ε→0

ε−2

[
P

(
d1
k

)
−P

(
γ
k

)
−P

(
σ
k

)
+P

(
d2
k

)]

= lim
ε→0

pk(
√
l2 + ε2, α+ δ)− 2pk(l, α) + pk(

√
l2 + ε2, α− δ)

ε2

(5.1) = l−1 ∂pk(l, α)

∂l
+ l−2 ∂

2pk(l, α)

∂α2
.

Generally speaking, both identities are valid under certain smoothness conditions

imposed on the function pk(l, α). However the �rst identity always holds for Z ∈ D1,

while the condition Z ∈ D2 does not guarantee (5.1). So for Z ∈ D2 we speak about

additional smoothness condition (5.1).

In Lemma 5.3 that follows we can choose d, v, A, O to be either d1, v1, A1, O1 or

d2, v2, A2, O2 as on Figs. 2, 3.

Lemma 5.1. If Z ∈ D1, then the �rst order vertical window Palm equation is valid:

[λ(v) l]−1 ∂pk(l, α)

∂α
=

(5.2) Πv

[(
γ

k − 1

)
∩A

]
+Πv

[(
γ
k

)
∩O

]
−Πv

[(
γ
k

)
∩A

]
−Πv

[(
γ

k − 1

)
∩O

]
.
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Proof. We represent

(
γ
k

)
as a union of mutually exclusive events(

γ
k

)
=

∪
j≥0

(
γ v
k j

)
.

By (3.2), when |v| → 0 ∑
j>2

P

(
γ v
k j

)
= o(|v|),

and therefore

P

(
γ
k

)
= P

(
γ v
k 0

)
+ P

(
γ v
k 1

)
+ o(|v|).

Similarly

P

(
d
k

)
= P

(
d v
k 0

)
+ P

(
d v
k 1

)
+ o(|v|).

Because γ, d and v are sides of a triangle, a set equality(
γ v
k 0

)
=

(
d v
k 0

)
follows. By subtraction

(5.3) P

(
d
k

)
− P

(
γ
k

)
= P

(
d v
k 1

)
− P

(
γ v
k 1

)
+ o(|v|).

By (3.2) we have

P

(
γ v
k 1

)
= P

(
γ v

k − 1 1γ

)
+ P

(
γ v
k 1d

)
=

= λ(v) |v|Πv
[(

γ
k − 1

)
∩A

]
+ λ(v) |v|Πv

[(
γ
k

)
∩O

]
+ o(|v|),

and similarly

P

(
d v
k 1

)
= P

(
d v

k − 1 1γ

)
+ P

(
d v
k 1d

)
+ o(|v|) =

= λ(v) |v|Πv
[(
γ
k

)
∩O

]
+ λ(v) |v|Πv

[(
γ

k − 1

)
∩A

]
+ o(|v|).

It remains to substitute this into (5.3), divide the result by |v| and calculate the

limits. This proves Lemma 5.3. �
In the next lemma we use conditioning by the event V1 de�ned in Section 3. Intuitively,

πk(l, α) is the conditional probability of

(
γ
k

)
, conditional upon the event "γ belongs

to a line from Z". We say that a line process Z ∈ D2 is orderly if it satis�es (3.4).
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Lemma 5.2. If Z ∈ D2 is orderly and the smoothness condition (5.1) is satis�ed,

then the limits

πk(l, α) = lim
|h|→0

P

[(
γ
k

)
∩ V1

]
P(V1)

.

exist for k = 0, 1, 2, ... and satisfy the second order vertical window Palm equation

(5.4)
∂pk(l, α)

∂l
+ l−1 ∂

2pk(l, α)

∂α2
= 2 ρ1(α) [πk−1(l, α) − πk(l, α)]+Svv(α) l [yk − 2yk−1 + yk−2] .

where π−1(l, α) = 0, while for k = 0, 1, 2, ...

yk = Πvv

[(
γ
k

)
∩A1 ∩O2

]
+Πvv

[(
γ
k

)
∩O1 ∩A2

]
−

−Πvv

[(
γ
k

)
∩A1 ∩A2

]
−Πvv

[(
γ
k

)
∩O1 ∩O2

]
,

with y−1 = y−2 = 0.

Proof. On the set [v1] ∩ [v2]= lines that hit both v1 and v2 we de�ne

χ = χ(g) = the segment cut from g ∈ G by v1 and v2,(
χ
k

)
∗
= the lines g ∈ [v1]∩ [v2] for which χ(g) is hit by k lines from realization Z,

Iχ
k


∗

(Z, g) = a usual indictor function de�ned in the (Z, g)-space, g ∈ [v1]∩ [v2].

The function

Ik(Z, g) = I[v1]∩[v2](g) I
χ
k


∗

(Z, g)

we integrate �rst with respect to dg and then with respect to probability distribution

P of Z. By interchange of the integration order∫
dP

∫
Ik(Z, g) dg =

∫
[v1]∩[v2]

P

(
χ
k

)
dg.

Both vi being vertical, as ε tends to 0 we have χ = l+O(ε2). Therefore (see around

(3.4))

(5.5)

∫
[v1]∩[v2]

P

(
χ
k

)
dg = P

(
γ
k

)
ε2

l
+ o(ε2).

On the other hand, the set [v1] ∩ [v2] ∩
(
χ
k

)
∗
⊂ G belongs to the ring r{Pi}, where

we take
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{Pi} = {qi}∪ {pi} with {qi} = the four endpoints of v1 and v2 and {pi} = points

where the lines from Z hit v1, v2, γ1 or σ2. Therefore the integral
∫
Ik(Z, g) dg can

be decomposed according to (2.2). So we need the combinatorial coe�cients u′ij and

u′′ij for the set [v1] ∩ [v2] ∩
(
χ
k

)
∗
. As explained in Section 2 above, these coe�cients

have purely combinatorial nature; they have been put down in [4], pages 262-267 in

the section "Averaging a combinatorial decomposition"of Chapter 10.

For instance for the 2-sets {Pi, Pj} that belong to the closure of γ (or σ) we have

u′ij = 0 if at least one point from {Pi, Pj} belongs to the interior of γ (or σ) and

u′′ij = −Iγ
k


∗

(Z, γ) if {Pi, Pj} are the two endpoints of γ (the same for σ).

Also, for the 2-sets {Pi, Pj} that belong to the closure of d1 (or d2) we have

u′ij = 0 if at least one point from {Pi, Pj} belongs to the interior of d1 (or d2) and

u′ij = Id1
k


∗

(Z, d1) if {Pi, Pj} are the two endpoints of d1 (the same for d2).

Thus the joint contribution of the mentioned 2-sets after averaging (i.e. after integration

with respect to P) happens to be, compare with (5.1)√
l2 + ε2 P

(
d1
k

)
+

√
l2 + ε2 P

(
d2
k

)
− lP

(
γ
k

)
− lP

(
σ
k

)
=[

l−1pk(l, α) +
dpk(l, α)

dl
+ l−1 ∂

2pk(l, α)

∂α2

]
ε2 + o(ε2)

Due to (5.5), after dividing by ε2 and calculating the limit we get the left-hand side

of the equation (5.4). The sum of the remaining members is responsible for the right-

hand side of (5.4). A detailed derivation contained in [4], pages 262-267 leads to (5.5).

We note that the Euclidean motions invariance of P assumed in [4] automatically

guarantees "orderly"behavior of P in the sense of (3.4) and yields

∂2pk(l, α)

∂α2
= 0.

The proof is complete. �
We remark that an alternative proof of Lemma 5.2 can be found in complete detail

in [9]. It uses representations of the events

(
d1
k

)
,

(
γ
k

)
,

(
σ
k

)
and

(
d2
k

)
as unions

of the events of the type

(
U v1 v2
k k1 k2

)
and an analysis in the style of the proof of

Lemma 5.1.

28



SEVAN METHODOLOGIES REVISITED: RANDOM LINE PROCESSES

The similar results for

(
γ
k

)
in case instead of vertical windows we use horizontal h1

and h2 are as follows. If Z ∈ D1, then

d pk(l, α)

d l
= lim

l→0
ε−1

[
P

(
γ ∪ h
k

)
− P

(
γ
k

)]
= λ(α)

[
Πh

(
γ

k − 1

)
− Πh

(
γ
k

)]
.

(5.6)

If Z ∈ D2, then with h1 and h1 as on Fig. 1

∂2pk(l, α)

∂l2
= lim

l→0
ε−2

[
P

(
γ ∪ h1 ∪ h2

k

)
− P

(
γ ∪ h1
k

)
−P

(
γ ∪ h2
k

)
+ P

(
γ
k

)]
=

(5.6) Shh(α)

[
Πhh

(
γ

k − 2

)
− 2Πhh

(
γ

k − 1

)
+ Πhh

(
γ
k

)]
.

By summation, (5.4) implies 2 ρ1(α) = λ+λ′′; hence (5.4) can be called a decomposition

of W.Blaschke's relation (3.6).

6. Factorization models

The product events

(
γ
k

)
∩ A2 and

(
γ
k

)
∩ A1 ∩ A2 that appear in Lemmas 3,4

suggest the question: what happens in the simplest case, where on these events the

probabilities Πv and Πvv factorize?

De�nition 6.1. We say that Z ∈ D2 satisfying conditions of Lemma 5.2 belongs

to Acute-Obtuse Independence class (or is an AOI model) on (any) test line g0 of

direction α if for every segment γ ⊂ g0

Πv

[(
γ
k

)
∩A2

]
= Πv

(
γ
k

)
Πv(A2), Πv

[(
γ
k

)
∩O2

]
= Πv

(
γ
k

)
Πv(O2),

Πvv

[(
γ
k

)
∩A1 ∩A2

]
= Πvv

(
γ
k

)
Πvv(A1)Πvv(A2),

Πvv

[(
γ
k

)
∩O1 ∩O2

]
= Πvv

(
γ
k

)
Πvv(O1)Πvv(O2),

Πvv

[(
γ
k

)
∩A1 ∩O2

]
= Πvv

(
γ
k

)
Πvv(A1)Πvv(O2),

Πvv

[(
γ
k

)
∩O1 ∩A2

]
= Πvv

(
γ
k

)
Πvv(O1)Πvv(A2).

All Poisson Z ∈ D2 and their mixtures are in fact AOI models. Given stationary

marked point process {xi, ψi} on a test line g0 (see Section 3), to each xi we apply

the transformation ψi → π − ψi or keep ψi intact, according to independent tosses of

a coin. In case the limit of {xi, ψi}d, as d→ ∞ happens to be a line process Z ∈ D2,
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then the letter will necessarily be an AOI model. Unsolved problem: can this approach

produce AOI models beyond the class of Poisson mixtures, see [15]?

A model Z ∈AOI is Symmetrical if always

Πv(A) =
1

2
, Πv(O) =

1

2
,

Πvv(A1) = Πvv(A2) =
1

2
, Πvv(O1) = Πvv(O2) =

1

2
.

In the Symmetrical AOI case (5.2) writes

(6.1)
∂pk(l, α)

∂α
= 0,

while (5.4) reduces to

(6.2)
∂pk(l, α)

∂l
+ l−1 ∂

2pk(l, α)

∂α2
= 2 ρ1(α) [πk−1(l, α) − πk(l, α))] .

It turns out that if additionally, the model Z is directionally stable at α, i.e. if

(6.3)
∂2pk(l, α)

∂α2
= 0 for k =, 1, 2, ...,

then the probabilities pk(l, α) and πk(l, α) satisfy the equations system

∂pk(l, α)

∂l
= 2 ρ1(α) [πk−1(l, α) − πk(l, α)] .

The additional condition

(6.4) pk(l, α) = πk(l, α) and
∂2pk(l, α)

∂α2
= 0, k = 0, 1, 2, ..., l ∈ (0,∞)

then implies Poissonity of the probabilities pk(l, α) (with parameter λ(α)l, see (3.6)).

Another model that implies Poissonity of the probabilities pk(l, α) was considered in

[9]; it is de�ned by the factorization assumptions F1,F2 and F3 as below based on

above formulae for horizontal windows.

By a remarkable interplay of signs, (4.9) and (5.2) yield

(6.5) Πv

((
γ
k

)
∩A

)
−Πv

((
γ
k

)
∩O

)
=

1

λ(v)
Eh I

(
γ
k

)
cotψ,

where I stands for the indicator function of the corresponding event (dependence on

Z suppressed). By (4.10) and a similar signs interplay, for the quantities yk in Lemma

4 we get

(6.6) yk = [Svv(α)]
−1EhhI

(
γ
k

)
cotψ1 cotψ2.
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Assumption F1: cotψ and IC as in (4.9), for C =

(
γ
k

)
are Πh-uncorrelated, i.e.

EhI

(
γ
k

)
cotψ = Πh

(
γ
k

)
Eh cotψ.

We have

Eh cotψ = (λ(α))−1

∫
cosψf1(ϕ)dψ = (λ(α))−1λ′(α)

with λ′(α) denoting the �rst derivative in α. By (5.6)

λ(α)

[
Πh

(
γ

k − 1

)
−Πh

(
γ
k

)]
=
∂pk(t, α)

∂t
,

so F1 implies the di�erential equation

∂pk(l, α)

∂α
= t · (λ(α))−1λ′(α)

∂pk(l, α)

∂l
.

By standard method of characteristics, its general solution has the form

(6.7) pk(l, α) = qk(λ(α)l),

where qk(·) is some function of one argument.

Assumption F2: the random variables cotψ1 cotψ2 and I

(
γ
k

)
as in (4.10) are Πh-

uncorrelated, i.e.

EhhI

(
γ
k

)
cotψ1 cotψ2 = Πhh

(
γ
k

)
Ehh cotψ1 cotψ2.

Due to (5.7) and (4.10), this brings (5.4) to the form

l
∂pk(l, α)

∂l
+
∂2pk(l, α)

∂α2
= 2 ρ1(α) [πk−1(l, α)−πk(l, α)]+ l2

∂2pk(l, α)

∂l2
Ehh cotψ1 cotψ2.

By a direct substitution of (6.7) and (3.6) we get, that under F1 and F2

(6.8) (λ+λ′′) q′k+ l[(λ
′)2−λ2 Ehh cotψ1 cotψ2] q

′′
k = (λ+λ′′) [πk−1(l, α)−πk(l, α)].

Assumption F3:

Ehh cotψ1 cotψ2 = Eh cotψ1Eh cotψ2 = [λ′(α)]2[λ(α)]−2.

Under F3 the equation (6.8) transforms to

(6.9) q′k = πk−1(l, α)− πk(l, α).

This in�nite system of equations is easily solved if we assume (6.4)(which in [9] was

called su�cient mixing condition). Under (6.4), the solution of (6.9) satisfying natural

initial conditions q0(0) = 1 and qk(0) = 0 for k > 0 yields Poisson probabilities with
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unit parameter qk(t) =
tk

k! e
−t.We summarize: if the three factorization properties F1,

F2 and F3 are valid for any direction α and length t, then the property of su�cient

mixing (6.4) implies that pk(t, α) are Poisson probabilities with parameter λ(α)t.

7. A model-free result

We start with de�nition of the quantities C(a) and S(a) posing in the theorem that

follows. We put

C(α) = Πvv [A1 ∩O2] + Πvv [O1 ∩A2] −Πvv [A1 ∩A2]−Πvv [O1 ∩O2] ,

and express C(α) as a double integral over (0, π) × (0, π). We identify the direction

ϕ1 with the angle ψ1 and direction ϕ2 with the angle ψ2, assuming that the angle

ψ1 is measured from α (= direction of γ) in the clockwise direction while the angle

ψ2 is measured from α in the anticlockwise direction. Under this convention for both

i = 1, 2 we get (see Fig. 2)

{ψi ∈ Ai} = (0,
π

2
) and {ψi ∈ Oi} = (

π

2
, π).

This yields

C(α) =

∫ π

0

∫ π

0

ρ2(ϕ1, ϕ2) cosψ1 cosψ2 dϕ1 dϕ2.

As for S(α), we put S(α) = Shh(α), see (3.3), i.e.

S(α) =

∫ π

0

∫ π

0

ρ2(ϕ1, ϕ2) sinψ1 sinψ2 dϕ1 dϕ2.

If we additionally assume rotation invariance, then S = S(α), C = C(α), ρ1 = ρ1(α),

Λ = Λ(α) are constants and by (3.6) 2 ρ1 = λ, where λ is the intensity of hits on

test lines of any direction. By τ we denote the angle between the directions ϕ1 and

ϕ2.

Theorem 7.1. For every orderly-(3.4) line process Z ∈ D2 that satis�es the smoothness

condition (5.1) we have

(7.1) 4 ρ1(α) Λ(α) = 2S(α) +
∂2S(α)

∂α2
− 2C(α).

If Z ∈ D2 happens to be rotation invariant then S(α) = S and C(α) = C are

constants:

(7.2) S =

∫ π

0

ρ2(τ) (π − τ) cos τ dτ +

∫ π

0

ρ2(τ) sin τ dτ,
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(7.3) C =

∫ π

0

ρ2(τ) (π − τ) cos τ dτ −
∫ π

0

ρ2(τ) sin τ dτ,

and the product of the constant values Λ = Λ(α) and λ = λ(α) equals

(7.4) λΛ =
2

π
λQ.

Proof. For every line process Z ∈ D2 the second moment∑
k2 pk(l, α)

can be found by integration in the space G×G:

(7.5)
∑

k2 pk(l, α) =

∫
[γ]

∫
[γ]

ρ2(ϕ1, ϕ2) dg1dg2 + λ(α) l = S(α) l2 + λ(α) l,

where [γ] = {g ∈ G : g hits γ} while λ(α) l is the contribution of the diagonal set

{g1 = g2}. We have the identities
∞∑
k=0

k2 [πk−1(l, α)− πk(l, α)] = 2
∞∑
k=1

k πk(l, α) +
∞∑
k=0

πk(l, α) = 2Λ(α) l + 1,

and
∞∑
k=0

k2 [yk − 2yk−1 + yk−2] = 2
∞∑
k=0

yk =

Πvv [A1 ∩A2] + Πvv [O1 ∩O2] −Πvv [A1 ∩O2]−Πvv [O1 ∩A2] =

= 2 (Svv)
−1 C(α),

From (7.5) we get

2S(α) +
λ(α)

l
+
∂2S(α)

∂α2
+

1

l

∂2 λ(α)

∂α2
=

2
ρ1(α)

l
[2 Λ(α) l + 1] + 2C(α).

Because of the identity (3.6) the above is equivalent to (7.1).

The Case of Rotation Invariant Z. In that case (7.1) reduces to

(7.6) S = λΛ + C.

For rotation-invariant Z the calculation of S and C can be reduced to one-dimensional

integration, for in that case

ρ2(ϕ1, ϕ2) = ρ2(τ),

where τ > 0 is the angle between directions ϕ1 and ϕ2. The calculation for S runs as

follows.
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We consider two cases ψ2 = ψ1 + τ or ψ2 = ψ1 − τ , so

S = S1 + S2,

where

S1 =

∫ π

0

sinψ dψ

∫ π−ψ

0

sin(ψ + τ) ρ2(τ) dτ = S11 + S12,

S2 =

∫ π

0

sinψ dψ

∫ ψ

0

sin(ψ − τ) ρ2(τ) dτ = S21 − S22,

where in turn

S11 =

∫ π

0

sin2 ψ dψ

∫ π−ψ

0

cos τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

cos τ ρ2(τ) dτ

∫ π−τ

0

sin2 ψ dψ,

S12 =

∫ π

0

sinψ cosψ dψ

∫ π−ψ

0

sin τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

sin τ ρ2(τ) dτ

∫ π−τ

0

sinψ cosψ dψ,

S21 =

∫ π

0

sin2 ψ dψ

∫ ψ

0

cos τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

cos τ ρ2(τ) dτ

∫ π

τ

sin2 ψ dψ,

S22 =

∫ π

0

sinψ cosψ dψ

∫ ψ

0

sin τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

sin τ ρ2(τ) dτ

∫ π

τ

sinψ cosψ dψ.

The interior integrals are easily calculated, so we get

S11 = S21 =

∫ π

0

ρ2(τ) cos τ

[
π − τ

2
+

sin 2τ

4

]
dτ,

S12 =
1

2

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ,

S22 = − 1

2

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ.

Since S = S11 + S12 + S21 − S22, we get

S =

∫ π

0

ρ2(τ) cos τ

[
π − τ +

sin 2τ

2

]
dτ +

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ,

which is equivalent to (7.2).

Similarly, the term C writes as

C = C1 + C2,

where

C1 =

∫ π

0

cosψ dψ

∫ π−ψ

0

cos(ψ + τ) ρ2(τ) dτ = C11 − C12,

C2 =

∫ π

0

cosψ dψ

∫ ψ

0

cos(ψ − τ) ρ2(τ) dτ = C21 + C22.

We have

C11 =

∫ π

0

cos2 ψ dψ

∫ π−ψ

0

cos τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

cos τ ρ2(τ) dτ

∫ π−τ

0

cos2 ψ dψ,
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C12 =

∫ π

0

sinψ cosψ dψ

∫ π−ψ

0

sin τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

sin τ ρ2(τ) dτ

∫ π−τ

0

sinψ cosψ dψ,

C21 =

∫ π

0

cos2 ψ dψ

∫ ψ

0

cos τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

cos τ ρ2(τ) dτ

∫ π

τ

cos2 ψ dψ,

C22 =

∫ π

0

sinψ cosψ dψ

∫ ψ

0

sin τ ρ2(τ) dτ =

∫ π

0

sin τ ρ2(τ) dτ

∫ π

τ

sinψ cosψ dψ.

We �nd

C11 = C21 =

∫ π

0

ρ2(τ) cos τ

[
π − τ

2
− sin 2τ

4

]
dτ,

C12 =
1

2

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ,

C22 = − 1

2

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ,

and since C = C11 − C12 + C21 + C22, �nally

C =

∫ π

0

ρ2(τ) cos τ

[
π − τ − sin 2τ

2

]
dτ −

∫ π

0

ρ2(τ) sin
3 τ dτ,

which is equivalent to (7.3).

The last assertion of the theorem 7.1 follows from

(7.7) λΛ = S − C = 2

∫ π

0

ρ2(τ) sin τ dτ =
2

π
λQ,

where λQ is the intensity of the vertex process {Qi}. The proof of the theorem 7.1 is

complete.

Let us consider the random vertex process {Qi} we discussed in Section 3. We de�ne

a vertex shape as an ordered pair (ϕ1, ϕ2) of planar directions to the two lines from

Z that meet at a vertex Qi. Given some direction α, with the typical vertex in {Qi}

we associate two random variables

s(α) =
sin(α, ϕ1) sin(α, ϕ2)

sin τ
and c(α) =

cos(α, ϕ1) cos(α, ϕ2)

sin τ
,

where the angles we measure in a way to have (α, ϕ1) = ψ1 and (α, ϕ2) = ψ2, see

above, while τ is the angle between directions ϕ1 and ϕ2. The following Corollary

follows directly from (3.6) and the Theorem 7.1 just proved.

Corollary 7.1. The conditional intensity Λ(α) depends on the translational shape of

the typical vertex in {Qi}. In fact for every line process Z ∈ D2 that satis�es the

conditions of the above theorem

Λ(α) =
λQ

λ(α) + λ′′(α)

[
EQ s(α) +

∂2

∂α2
EQ s(α) − EQ c(α)

]
.
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PARALLEL X-RAY TOMOGRAPHY OF CONVEX DOMAINS AS

A SEARCH PROBLEM IN TWO DIMENSIONS

R. V. AMBARTZUMIAN
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E-mail: rouben@instmath.sci.am

Abstract. In 1961, at A.M.S. Symposium on Convexity, P.C. Hammer proposed

the following problem: how many X-ray pictures of a convex planar domain D must

be taken to permit its exact reconstruction? Richard Gardner writes in his funda-

mental 2006 book [4] that X-rays in four di�erent directions would do the job. The

present paper points at the possibility that in certain asymptotical sense X-rays in

only three di�erent directions can be enough for approximate reconstruction of

centrally symmetric convex domains. The accuracy of reconstruction would tend

to become perfect in the limit, as the directions of the three X-rays change, all three

converging to some given direction. The analysis leading to that conclusion is based

on two lemmas of Section 1 and Pleijel type identity for parallel X-rays derived in

Sections 2 and 3. These tools together supply a system of two di�erential equations

with respect to two unknown functions that describe the two branches of the domain

boundary D. The system is easily resolved. The solution intended to provide a complete

tomography reconstruction of D, happens however to depend on a two dimensional

parameter, whose "real value"remains unknown. So tomography reconstruction of D

becomes possible if a satisfactory approximation to that unknown �real value� can be

found. In the last section a test procedure for the individual candidates for �appro-

ximate real value� of the parameter is described. A uniqueness theorem concerning

tomography of circular discs is proved.

MSC2010 numbers: 52A22; 53C65; 60D05;

Keywords: X-ray; tomography; convex planar domain; reconstruction.

1. Two lemmas

In the present paper, D denotes the class of bounded convex domains D with

continuously di�erentiable boundary ∂D that possesses no linear segments. The space

C of planar directions we identify with (0, 2π) converted to a circle, and let α ∈ C

be a reference direction. In C we consider the usual angular coordinate ε ∈ (0, 2π)

assuming that ε is measured clockwise from direction α (ε = 0 coincides with direction

α).
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Let Xε be the axis of direction ε that contains the origin O in the plane. For each

direction ε ∈ C we consider the right system of Cartesian coordinates (xε, yε) with

x-axis coinciding with Xε. We will use both notation: Xα = X0.

By [D]α we denote the space of chords of D ∈ D that are perpendicular to the

direction α. The point u ∈ Xα where the linear continuation of the chord χ ∈ [D]α

hits Xα we call the base of χ ∈ [D]α. We denote

χu = the chord from [Dα] whose base is u ∈ Xα, |χu| = the length of χu,

pα = (open) perpendicular projection of D on Xα (the range of u).

χM = the longest chord in [Dα],

uM = the base of χM , uM ∈ Xα,

L = the left part of pα separated by uM ,

R = the right part of pα separated by uM .

Lemma 1.1. For any D ∈ D and any choice of α, the longest chord χM is unique in

[D]α, while the length function |χu| is strictly monotone increasing on L and strictly

monotone decreasing on R.

A satisfactory proof of Lemma 1.1 can be obtained easily by considering the graphs

of the continuous functions t1(u) and t2(u) each de�ned in the interior of pα:

ti(u) = tan of the angle between α and the lines tangent to the boundary ∂D at

the upper (i = 2) or lower (i = 1) endpoints of χ(u). The two graphs can have only

one intersection point, whose projection on Xa happens to be uM .

Without loss of generality, we assume that the convex domain D lies totally in the

half-plane yα > 0, i.e. in the left half-plane bounded by Xα. Thus we can speak about

upper and lower endpoint of χu for every u ∈ pα. Elevation of a chord χ ∈ [D]α is

de�ned to be the yα-value of the lower endpoint of χ.

By Lemma 1.1, the following two "elevation functions"are well de�ned on the interval

(0,M):

UL(l) = elevation of the chord χu that satis�es |χu| = l and u ∈ L,

UR(l) = the same for u ∈ R.

Lemma 1.2. For every D ∈ D the identity

UL(l) − UR(l) =
d

dα

∫ l

0

ρα(τ) dτ

is valid for every l ∈ (0,M), where ρα(τ) is the distance between two chords from

[Dα] of common length τ .

38



PARALLEL X-RAY TOMOGRAPHY OF CONVEX DOMAINS ...

The remaining part of the section contains a proof of Lemma 1.2.

Let f(T ) be a su�ciently smooth function de�ned for T > 0 which vanishes identically

in some neighborhood of T = 0. We consider the integral

(1.1) J(ε) =

∫
[D]ε

f(|χ|) dxε =

∫
pε

f(T (xε)) dxε,

where

pε = the perpendicular projection of D on Xε,

dxε = the Lebesgue measure on Xε (equivalently, on [D]ε)),

T (xε) := |χ| = the length of the chord χ ∈ [D]ε whose base is xε ∈ Xε.

The purpose is to calculate the �rst derivative of J(ε) at ε = 0.

For given ε let us consider the map that sends Xε into X0:

xε → u, u ∈ X0, with Jacobian
dxε
dx0

= cos ε,

where u denotes the point where the line perpendicular to ε and containing xε hits

X0. To change the integration variable in (1.1) from xε to u we write

Tε(u) = the length of the chord χ ∈ [D]ε whose base xε ∈ Xε maps into u ∈ X0,

in particular

T0(u) = the length of the chord [D]0 whose base is u ∈ X0, [D]0 = [D]α.

For every ε from su�ciently small neighborhood of direction 0 the assumption as

regards f(u) allows to replace pε in (1.1) by p0 ⊂ X0, therefore for ε→ 0

(1.2) J(ε) = cos ε

∫
p0

f(Tε(u)) du =

∫
p0

f(Tε(u)) du + o(ε2)

(for simplicity we write du instead of dx0). In (1.2) the integration domain does not

depend on ε, so the derivative of J(ε) at ε = 0 happens to be

(1.3)
d

dε
J(0) =

∫
p0

df(T0(u))

dε
du.

Let gε(u) be the axis perpendicular to direction ε that contains u ∈ p0. In the

Cartesian system that correspond to ε = 0, the coordinates of the two (i = 1, 2)

points where gε(u) meets ∂D let be

x0i = x0i(ε, u), y0i = y0i(ε, u), and

ri = ri(u, ε) = the distance from u to (x0i, y0i), r2 ≥ r1 ≥ 0.

By Tε(u) = r2(u, ε) − r1(u, ε) we have

dTε(u)

dε
=

d(r2 − r1)

dε
=

∂r2
dx02

dx02
dε

− ∂r1
dx01

dx1
dε

.
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We note that for ε = 0 and i = 1, 2

∂ri(u, 0)

dxi0
=

∂Yi(u)

du
,

dx0i(0, u)

dε
= Yi(u),

where by de�nition

Y1(u) = r1(u, 0) and Y2(u) = r2(u, 0).

It is important, that the graphs of the functions Y1(u) and Y2(u), both de�ned on p0

and satisfying Y1(u) ≤ Y2(u), represent the two branches of ∂D that project on p0.

Now (1.3) takes the form

(1.4)
d

dε
J(0) =

∫
p0

f ′(T0(u))W (u) du,

where

W (u) = Y2(u)
dY2(u)

du
− Y1(u)

dY1(u)

du
.

A standard δ - formalism permits to calculate the integral in (1.4) if for some τ > 0

we choose

(1.5) f(z) = hτ (z) where hτ (z) = 0 for z < τ, and hτ (z) = 0 otherwise,

in which case h′τ (z) = δτ (z). For that choice

J(ε) = ρα(τ) = the distance between χ1 and χ2,

where χ1 and χ2 are the two parallel chords of D, both of length τ and perpendicular

to direction ε. We have

(1.6)
∂

∂ε
ρα(τ) =

∫
p0

δτ (T0(u))W (u) du.

Therefore∫
p0

δτ (T0(u))W (u) du =

∫
L

δτ (T0(u))W (u) du +

∫
R

δτ (T0(u))W (u) du =

∫ M

0

δτ (T )W (x)
duL(T )

dT
dT +

∫ 0

M

δτ (T )W (x)
duR(T )

dT
dT,

where for T > 0

uL(T ) = the point from L for which T0(uL(T )) = T ,

uR(T ) = the point from R for which T0(uR(T )) = T .

Thus

(1.7)

∫
p0

δτ (T0(u))W (u) du = W (uL(τ))
duL(τ)

dτ
− W (uR(τ))

duR(τ)

dτ
.

From (1.4) we �nd
dYi(uL(τ))

du

duL(τ)

dτ
=

dUiL(τ)

dτ
,
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dYi(uR(τ))

du

duR(τ)

dτ
=

dUiR(τ)

dτ
,

where i = 1, 2 while

(1.8) UiL(τ) = Yi(uL(τ)) and UiR(τ) = Yi(uR(τ)).

Taken together with (1.6) this implies

d

dε
ρα(τ) =

[
U2L(τ)

dU2L(τ)

dτ
− U1L(τ)

dU1L(τ)

dτ

]
−

(1.9) −
[
U2R(τ)

dU2R(τ)

dτ
− U1R(τ)

dU1R(τ)

dτ

]
,

We integrate (1.9) in dτ from 0 to some T > 0. Using formulae like∫ T

0

U2L(τ)
dU2L(τ)

dτ
dτ =

∫ U2L(T )

0

y dy =
1

2
U2
2L(T ),

we get

2

∫ T

0

d

dε
ρα(τ) dτ = U2

2L(T ) − U2
1L(T ) − U2

2R(T ) + U2
1R(T ).

On the other hand

U2L(T ) = U1L(T ) + T, U2R(T ) = U1R(T ) + T,

yielding

2

∫ T

0

d

dε
ρα(τ) dτ = [U1L(T ) + T )]2 − U2

1L(T ) − [U1R(T ) + T ]2 + U2
1R(T ) =

2U1L(T )T − 2U1R(T )T = 2T [U1L(T ) − U1R(T )],

or �nally

(1.10) U1L(T ) − U1R(T ) =
1

T

∫ T

0

d

dε
ρα(τ) dτ.

which coincides with the assertion of the Lemma 1.2.

2. Totally disintegrated Pleijel identity

We will be considering subsets of the space

|G = the space of lines in the plane, the lines g ∈ |G carry no orientation. We prefer

to use the "translational"(ϕ, t) parametrization of lines g ∈ |G:

ϕ = direction of g, ϕ ∈ (0, π) converted to a circle and

t = signed distance of the line g from the origin ( t ∈ (−∞,∞) can be identi�ed

with a translation of g in the direction perpendicular to ϕ ). In |G there exists unique
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(up to a constant factor) measure dg invariant with respect to the Euclidean motions.

In the (ϕ, t) parametrization

(2.1) dg = dϕ dt,

where dϕ is the uniform measure in the space of planar directions (identi�ed as usual

with the Lebesgue measure on the interval (0, π)), dt is the Lebesgue measure on

(−∞,∞).

Let D be a strictly convex bounded domain in the plane IR2 with piecewise-smooth

boundary ∂D. From now on

[D] = the space of linear chords of D, [D] ⊂ |G,

g ∈ [D] = a linear chord of D,

dg = restriction of the measure (2.1) to [D].

χ = length of the chord g: χ = χ(g) = |g|) (notation preferred in [1] and [2]).

Clearly the linear chords g ∈ [D] inherit the (ϕ, t) parametrization from lines in |G.

We also denote

[D]∗ = the space of oriented linear chords of D,

ν = an element of [D]∗, we can speak about the start endpoint of ν on ∂D,

[ν], [g] = the set of chords that hit ν or g (so [ν], [g] ⊂ [D]),

[ν]∗, [g]∗ = the set of oriented chords that hit ν or g (i.e. [ν]∗, [g]∗ ⊂ [D]∗).
The identity (2.2) below essentially presents the combinatorial solution of the Bu�on�

Sylvester problem for n needles (see [1] and [2], pages 107-109).

We set

ν1, ..., νn = a sequence of elements of [D]∗, we assume that n > 1,

Im(ν) = 1 if ν is hit bym chords from the collection ν1, ..., νn, otherwise Im(ν) = 0

(we say that ν hits a chord g if ν contains exactly one point from the interior of g).

A =

n∩
1

[νi] ⊂ [D]

and choose some chord g0 ∈ [D]. In the space [D] we consider the delta�measure δ0

concentrated on g0. Assuming that no three endpoints of the chords ν1, ..., νn lie on

a line and that g0 avoids all these endpoints, the �four indicator formula� yields

(2.2) 2δ0(A) = 2

n∑
i=1

In−1(νi) δ0([νi]) +
∑

In−2(di) δ0([di]) −
∑

In−2(si) δ0([si]).

Here each di or si is a segment joining a pair of endpoints of two di�erent chords, say

νr and νl from the collection ν1, ..., νn. By de�nition

di if νr and νl lie in di�erent half-planes with respect to continuation of di,
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si if νr and νl lie in one half-plane with respect to continuation of si.

On the space ([D]∗)n of sequences ν1, ..., νn, we consider the product measure

dν1...dνn,

where each measure dνi (a measure on [D]∗) locally coincides with dg (a measure on

[D]).

We integrate (2.2) over ([D]∗)n with respect to that product measure. First

(2.3) 2

∫
...

∫
δ0(A) dν1...dνn = 2

n∏
1

∫
[g0]∗

dνi = 2 (4χ0)
n,

where χ0 = |g0| is the length of the chord g0. Using symmetry we �nd

2

∫
...

∫ n∑
i=1

In−1(νi) δ0([νi]) dν1...dνn = 2n

∫
[g0]∗

dν1

∫
...

∫
In−1(ν1) dν2...dνn =

(2.4) = 4n

∫
[g0]

(4χ)n−1 dg.

In the next integral calculation we use the expression of dν in the coordinates

l = the start endpoint of ν, l ∈ ∂D,

ψ = the angle between ν and the line tangent to ∂D at l, that is

dg = sinψ dψ dl,

where dl is the length measure on ∂D. We �nd (a similar calculation is contained in

[1] as well as in [2], page 155)∫ [∑
In−2(di) δ0([di]) −

∑
In−2(si) δ0([si])

]
dν1...dνn =

= − 8n(n− 1)

[∫
L1

∫
L2

+

∫
L2

∫
L1

]
(4χ)n−2 cosβ1 cosβ2 dl1 dl2 =

(2.5) = − 4n(n− 1)

∫
[g0]

(4χ)n−1 cotβ1 cotβ2 dg,

where in the second line

χ = the length of linear chord between l1 and l2 (the chord l1, l2),

L1, L2 = the parts of ∂D separated by the endpoints of g0,

dli = length measures on Li, i = 1, 2,

β1, β2 = the angles between the chord l1, l2 and ∂D at its endpoints l1 and l2, both

taken to lie within ∂D, in the same half-plane with respect to (continuation of) l1, l2.

In the third line of (2.5) we used the Jacobian relation (see [2], page 50)

dg =
sinβ1 sinβ2

χ
dl1dl2.
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Putting together (2.3), (2.4) and (2.5), after deleting the common factor 4n we obtain

what we now call the totally disintegrated Pleijel identity

(2.6) χn0 =
n

2

∫
[g0]

χn−1 dg − 1

2
n (n− 1)

∫
[g0]

χn−1 cotβ1 cotβ2 dg.

This identity was used for derivation of �disintegrated iso-perimetric inequality� in

[3], in the context of point X-ray theory; as for parallel X-rays, they require one more

integration.

3. Integration over a bundle of parallel chords

Given a planar direction α ∈ (0, π), we consider the following subset of [D]:

[D]α = the family of parallel chords of D that have direction perpendicular to α.

The chords from [D]α are parameterized solely by the translational parameter t

already mentioned above. For simplicity we suppress the explicit mentioning of α

in the notation:

dt = one dimensional Lebesgue measure on [D]α,

gt = the chord from [D]α that corresponds to t,

χt = the length of gt.

We put down (2.6) for a chord gt ∈ [D]α:

(3.1) (χt)
n =

n

2

∫
[gt]

χn−1 dg − 1

2
n (n− 1)

∫
[gt]

χn−1 cotβ1 cotβ2 dg.

This being an identity valid for every t, we integrate it by the measure dt. First we

mention that for any g ∈ [D] integration of the indicator function I[gt](g) yields∫
[D]α

I[gt](g) dt = χ sin α̂ϕ,

where α̂ϕ is the angle between the direction α and the direction ϕ of the chord g,

while χ = |g|. Hence by an interchange of integration order, for any function f(g)

de�ned on [D] we get∫
[D]α

dt

∫
[gt]

f(g) dg =

∫
[D]

f(g) dg

∫
[D]α

I[gt](g) dt =

∫
[D]

f(g)χ sin α̂ϕ dg.

Therefore integrating (3.1) yields

(3.2)∫
[D]α

(χt)
n dt =

n

2

∫
[D]

χn sin α̂ϕ dg − n(n− 1)

2

∫
[D]

χn cotβ1 cotβ2 sin α̂ϕ dg.

By (1.1) the identity (3.2) can be written as

(3.3)

∫
[D]α

(χt)
n dt =

n

2

∫ π

0

sin α̂ϕ dϕ

∫
[D]ϕ

(χt)
n dt−
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− n(n− 1)

2

∫ π

0

sin α̂ϕ dϕ

∫
[D]ϕ

(χt)
n cotβ1 cotβ2 dt.

Clearly the relation (3.3) has a speci�c form

Z(α) =

∫ π

0

z(ϕ) sin α̂ϕ dϕ,

where Z(α) and z(ϕ) are some functions de�ned on (0, π). From the last equation

z(ϕ) can be found in terms of Z(α) (see [2], pages 30-31): in operator notation,

z(ϕ) = A{Z(α)},

the operator A being

A{Z(α)} =
1

2

[
Z(ϕ) +

d2

dϕ2
Z(ϕ)

]
,

with the second derivative of Z(α) de�ned on the basis of the (0, π) model of the

space of planar directions. In the case (3.3) we have

Z(α) =

∫
[D]α

(χt)
n dt

and

z(ϕ) =
n

2

∫
[D]ϕ

(χt)
n dt − n(n− 1)

2

∫
[D]ϕ

(χt)
n.

If the boundary ∂D is su�ciently smooth, then the operator A is well de�ned: a

su�cient condition is that the tangent direction should change continuously along

∂D, and this property we will assume below. So we get∫
[D]ϕ

(χt)
n dt +

d2

dϕ2

∫
[D]ϕ

(χt)
n dt =

n

∫
[D]ϕ

(χt)
n dt − n(n− 1)

∫
[D]ϕ

(χt)
n cotβ1 cotβ2 dt.

Thus for every integer n > 1 and every direction α (to replace ϕ) we come to what

we call the Pleijel type identity for parallel X-rays∫
[D]α

(χt)
n dt − 1

n− 1

d2

dα2

∫
[D]α

(χt)
n dt = n

∫
[D]α

(χt)
n cotβ1 cotβ2 dt.

For su�ciently broad class of functions f(x) it implies

(3.4)

∫
[D]α

f(χt) dt −
d2

dα2

∫
[D]α

F (χt) dt =

∫
[D]α

f ′(χt)χt cotβ1 cotβ2 dt,

where

F (x) = x

∫ x

0

f(u)

u2
du.

45



R. V. AMBARTZUMIAN

The identity (3.4) remains valid for certain "generalized functions"as well. First we

choose the function f(u) in (3.4) to be

(3.5) f(u) = hT (u),

where for some T > 0

hT (u) = 0 if u < T, and hT (u) = 1 if u > T.

Then by standard formalism

f ′(u) = δT (u) = the usual delta-function concentrated on T

and

F (x) = x

∫ x

0

hT (u) du

u2
= xhT (x)

∫ x

T

du

u2
,

i.e.

F (x) =
x − T

T
hT (x).

Hence in case of (3.5) the identity (3.4) takes the form

(3.6)∫
[D]α

hT (χt) dt −
1

T

d2

dα2

∫
[D]α

(χt − T )hT (χt) dt =

∫
[D]α

δT (χt)χt cotβ1 cotβ2 dt.

We consider the functions

ρα(T ) = the distance between the two parallel chords from [D]α both of length T ,

Hα(T ) = the area of the part of D between the two parallel chords of length T as

above minus the rectangular area T ρα(T ). We call Hα(T ) the �area function�. Clearly∫
[D]α

hT (χt) dt = ρα(T ) and

∫
[D]α

(χt − T )hT (χt) dt = Hα(T ),

so (3.6) rewrites as

(3.7) ρα(T ) − 1

T

d2

dα2
Hα(T ) =

∫
[D]α

δT (χt)χt cotβ1 cotβ2 dt.

With this Pleijel-type identity we work in the next section.

4. The differential equations

After writing the right-hand side of (3.7) as∫
L

δT (|χ|) |χ| cotβ1 cotβ2 dt +

∫
R

δT (|χ|) |χ| cotβ1 cotβ2 dt,
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where L and R are as in Lemma 1 above, in each of the two integrals we make an

integration variable change, choosing the chord length |χ| to replace t. So by the usual
δ -formalism (compare with (1.7))∫

[D]α

δT (|χ|) |χ| cotβ1 cotβ2 du =

(4.1) T cotβ
(L)
1 cotβ

(L)
2

d uL(T )

dT
− T cotβ

(R)
1 cotβ

(R)
2

d uR(T )

dT
,

where uL(T ) and uR(T ) are as in Section 1, while the angles β
(L)
i , β

(R)
i , i = 1, 2,

correspond to the (unique) chord of length T based in L or R correspondingly.

Preparing the de�nition below, we make a convention that the vertices of the angles

β
(L)
i and β

(R)
i , i = 1, 2, lie on the graph of the corresponding function Yi(u). While

Y1(u) and Y2(u) are the two branches of D de�ned in Section 1, we use the standard

writing

d Yi(uL(T ))

du
= the value of

d Yi(u))

du
at the point u = uL(T )

Another additional convention is that both β
(L)
1 and β

(R)
2 lie to the left of the

corresponding chord of length T .

De�nition 4.1. For i = 1, 2 we de�ne the functions si(u) by the relations

cotβ
(L)
i = si(uL(T ))

d Yi(uL(T ))

du
and cotβ

(R)
i = si(uR(T ))

d Yi(uR(T ))

du

and put

σ(u) = s1(u) s2(u).

The standard geometrical interpretation of a derivative implies

σ(u) attains only values +1 or −1.

From the de�nition of the class D we conclude that for values of u su�ciently close

to the ends of the corresponding pα necessarily

σ(u) = −1.

The jumps of σ(u) occur exactly at two points u1 and u2 uniquely determined by the

equations
d Yi(ui)

du
= 0, i = 1, 2

(this corresponds to the idea of exactly two lines of direction α tangent to D ∈ D).

So the following lemma is valid.
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Lemma 4.1. For any D ∈ D and any direction α, the function σ(u) attains the

value +1 within the interval (u1, u2) ⊂ pα and the value −1 in the interior of the

remaining part of pα.

Writing as appropriate

uL = uL(T ) and uR = uR(T ),

as well as for every T ∈ (0,M)

ΨL =
d Y1(uL)

du
and ΨR =

d Y1(uR)

du
,

we put (4.1) as

ρα(T ) − 1

T

d2

dα2
Hα(T ) =

σ(uL)T ΨL
d Y2(uL)

du

d uL(T )

dT
− σ(uR)T ΨR

d Y2(uR)

du

d uR(T )

dT
.

We also have additional equations valid for every T ∈ (0,M):

(4.2)
d Y2(uL)

du
= ΨL +

d T0(uL)

du
and

d Y2(uR)

du
= ΨR +

d T0(uR)

du
,

that follow from Y2(u) = Y1(u) + T0(u). This reduces the previous equation to

(4.3) ρα(T ) − 1

T

d2

dα2
Hα(T ) = σ(uL)T

duL(T )

dT

[
Ψ2
L + ΨL

d T0(uL)

du

]
−

−σ(uR)T
duR(T )

dT

[
Ψ2
R

d uR(T )

dT
+ ΨR

d T0(uR)

du

]
.

Our purpose is to �ndΨL andΨR. This will be possible if to (4.3) we add an additional

equation for ΨL and ΨR. We turn to the equation (1.10) and di�erentiate:

(4.4)
d

dT
U1L(T ) =

d

dT
U1R(T ) +Q(T ) with Q(T ) =

d

dT

[
1

T

∫ T

0

d

dε
ρα(τ) dτ

]
.

Since U1L(T ) = Y1(uL) identically (compare with (1.8)), we �nd

dU1L(T )

dT
=

dY1(uL)

du

duL
dT

= ΨL
duL
dT

.

This relation remains valid if we replace L by R. Thus the additional equation happens

to be

(4.5) ΨL
duL
dT

= ΨR
duR
dT

+ Q(T ) or ΨL = ΨR
duR
duL

+ Q(T )
dT

duL
.

Substitution of (4.5) into (4.3) yields the following lemma.
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Lemma 4.2. Given D ∈ D, for T ∈ (0,M) the function

d Y1(uR)

du
= ΨR

satis�es the quadratic equation

(4.6) AΨ2
R + BΨR + C = 0,

with coe�cients

A = σ(uL)T

[
duR
duL

]2
d uL(T )

dT
− σ(uR)T

duR(T )

dT
,

B = σ(uL)T
duR
duL

[ 2 Q(T ) + 1]− σ(uR)T,

C = σ(uL)T Q
2(T )

dT

duL
−

[
ρα(T ) − 1

T

d2

dα2
Hα(T )

]
,

where

uL = uL(T ), uR = uR(T ),
duR
duL

have been de�ned as functions of T . After ΨR is found from (4.6), we can �nd

d Y1(uL)

du
= ΨR

duR
duL

+ Q(T )
dT

duL
,

where

Q(T ) =
d

dT

[
1

T

∫ T

0

d

dε
ρα(τ) dτ

]
.

5. The problem of tomographic reconstruction of D

In mathematical tomography [4] the function Tα(u) = T0(u) is called an X-ray of D

perpendicular to the direction α. The quantities that can be calculated on the basis

of a given X-ray Tα(u) for some single direction α can be called single ray. Thus the

functions

(5.1)

uL(T ), u(T ),
d uL(T )

dT
,

d uR(T )

dT
,

duR
duL

,
dT (uL)

du
,

dT (uR)

du
, ρα(T ), Hα(T )

that appear in the expressions for A,B,C in Lemma 4 are single ray. On the other

hand, the functions

(5.2) Q(T ) and
d2

dα2
Hα(T )

found in the same expressions are not single ray. From the presence of the directional

derivative in the expression for Q(T ), we conclude that two X-rays Tϕ(u) in directions

close to α would be enough for approximate evaluation of that quantity. That evaluation

would tend to become exact in the limit, as the directions of the two X-rays change,

49



R. V. AMBARTZUMIAN

both converging to direction α. By the presence of the second directional derivative,

evaluation of the second quantity in (5.2) would require knowledge of Tϕ(u) for three

values ϕ close enough to α. This evaluation too is of the asymptotically exact nature,

similar to the mentioned property of the evaluation of Q(T ). These remarks suggest

an approach to tomographic reconstruction of D ∈ D postulating that the quantities

in (5.1) and (5.2) are "known". However, beyond (5.1)�(5.2) there are discontinuous

quantities

(5.3) νL(T ) = σ(uL) and νL(T ) = σ(uR)

on which A,B,C depend. There is another discontinuous function S(T ) that also

attain only values +1 and −1: it appears in the expression for ΨR found from (2.8)

as

(5.4) ΨR(A,B,C, S(T )) =
−B + S(T )

√
B2 − 4AC

2A
.

What about them?

By Lemma 4.1, both νL(T ) and νR(T ) can have exactly 1 jump in the interval (0,M)

(for smaller values of T both equal −1). As for S(T ), this function may have jumps

only at values of T , for which the square root in (5.4) vanishes. This essentially reduces

the problem to �nding the jump locations for νL(T ) and νR(T ).

The class of functions ν(T ) de�ned on the interval (0,M) that attain only values

−1 (for smaller values of T ) and 1 and possess exactly one points of discontinuity

we identify with the interval (0,M). The space of pairs [ν1(T ), ν2(T )] we identify

with the square (0,M) × (0,M). Lemma 4.2 o�ers an algorithm of search within

(0,M) × (0,M), that would permit to �nd, basing on the quantities (5.1)�(5.2) the

pair [νL(T ), νR(T )] that approximates

[µL(T ), µR(T )] = the element from (0,M) × (0,M) that really corresponds to

D ∈ D under study.

Given a pair [νL(T ), νR(T )], we choose an S(T ) according to the above remark and

calculate ΨR(A,B,C, S(T )) as in (5.4). By Lemma 4.2, and (4.2) we obtain both

functions
d Y1(u)

du
and

d Y2(u)

du
.

and with them the two functions Y1(u) and Y2(u) (each determined up to a shift

perpendicular to direction α). In this way we obtain a map

(5.5) [νL(T ), νR(T )] ⇒ [Y1(u), Y2(u) ].
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It is clear, that if [νL(T ), νR(T )] = [µL(T ), µR(T )], then Y1(u) would become the

lower and Y2(u) the upper branch of ∂D.

The map (5.5) can be used in a search for a satisfactory approximation for σ0(u), S0(T ).

Here some continuous functional F de�ned in the space of pairs [Y1(u), Y2(u) ] can

help:

F[Y1(u), Y2(u) ] should play the role of distance from the pair [Y1(u), Y2(u) ] to

the set D,

F[Y1(u), Y2(u) ] = 0 if Y1 and Y2 are the upper and lower branches of boundary

of some D ∈ D.

The search for [νL(T ), νR(T )] approximating [µL(T ), µR(T )] based on some concrete

F can be as follows. It is necessary to choose some (su�ciently small) ε > 0 and

have a source of test candidate pairs [νL(T ), νR(T )]. The candidates can be supplied

say, by Monte Carlo method as random points in (0,M) × (0,M), or come from

some lattice in that square. Given a candidate pair, Y1(u) and Y2(u) are calculated

on the basis of (3.1)-(3.2); if F[Y1(u), Y2(u) ] > ε, then [νL(T ), νR(T )] is rejected,

otherwise it is accepted as an approximation for [µL(T ), µR(T )]. The convex hull

of the �gure obtained by appropriately shifted graphs of Y1(u) and Y2(u) is then

accepted as an (approximate) reconstruction of D. This would yield asymptotically

exact reconstruction of D ∈ D by means of three parallel X-rays.

Now we give an example where complete tomographic reconstruction of a D ∈ D can

be done without described search procedure.

Let for some direction α, some r > 0 and every u ∈ (−r, r)

(5.6) Tα(u) = 2
√
r2 − u2,

and the directional derivatives at α let be identical zero, i.e. for every T ∈ (0, 2r)

(5.7) Q(T ) = 0 and
d2

dα2
Hα(T ) = 0

Of course, in case of D = a circular disc D of radius r with abscissa of the center at

u = 0 we have those values, but is the contrary assertion valid?

Without di�culty we get

U1L(T ) = U1R(T ), which is the same as Y1(uL) = Y1(uR),

duR
duL

= − 1,
d uL(T )

dT
= +

T

2 ρ(T )

d uR(T )

dT
= − T

2 ρ(T )
,

so the functions in Lemma 3 are found to be

A =
T 2

2 ρ(T )
[σ(uL) + σ(uR) ] , B = −T [σ(uL) + σ(uR) ], C = − ρ(T ),
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implying

B2 − 4AC = 2T 2 [ 1 + σ(uL)σ(uR) + σ(uL) + σ(uR)] = 2T 2 c,

where c can attain only values 0 or 4. To keep ΨR(A,B,C, S(T )) continuous and by

Lemma 3, we necessarily have to assume that c = 0. Hence

ΨR(A,B,C, S(T )) =
−B
2A

=
ρ(T )

T
=

u√
r2 − u2

.

Integrating this ΨR we get familiar expressions for Y1 and Y2 that correspond to a

circular disc of radius r. We conclude that the following uniqueness result holds:

Theorem 5.1. Let for some D ∈ D the X-ray for some direction α be given by (5.6).

If for the same α holds (5.7), then necessarily D is a circular disc of radius r.

To end the paper, we point at a corollary, probably of interest in convexity theory.

Corollary 5.1. For every D ∈ D the discriminant B2 − 4AC is continuous and

nonnegative; at the discontinuity points of S0(T ) necessarily B
2 − 4AC = 0.
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1. В в е д е н и е

Мартингальный метод является одним из самых востребованных в теории слу

чайных процессов, особенно в вопросах сходимости последовательностей случай

ных величин и в предельных теоремах для сумм случайных слагаемых (см., на

пример, [1] - [4]). В то же время, данный метод, прекрасно зарекомендовавший 

себя в одномерных задачах, в применении к многомерным системам (случайные 

поля) пока еще не столь продуктивен.

Стандартное объяснение состоит в том, что обычное определение мартингала 

существеннейшим образом опирается на свойство абсолютной упорядоченности 

прямой, тогда как пространственные структуры этим свойством не обладают. 

По этой причине, например, один из основных способов построения одномерных 

мартингалов как суммы случайных величин, центрированных условными мате

матическими ожиданиями, в применении к случайным полям приводит к весьма 

искусственным конструкциям, полезность которых не совсем очевидна.
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Отсюда яспо, что для использования мартипгалыюго метода в мпогомерпом 

случае принципиально важно иметь такое определение мартингала, в рамках 

которого возможно построение достаточно интересных классов случайных объ

ектов, обладающих мартингальным свойством.
В работах [5, 6] приведены весьма широкие классы случайных полей, у кото

рых суммы компонент по возрастающим множествам образуют мартингал (мар- 
тингал-разностные случайные поля). Одним из таких классов является класс 

случайных полей с симметричным фазовым пространством и четными плот
ностями. Важным является то, что данный критерий мартингальности вполне 

приложим к гиббсовским случайным полям: гиббсовские случайные поля с сим
метричным пространством спинов и четным потенциалом являются мартингал- 

разностями.
В последнее время вопросы, относящиеся к предельным теоремам для мно

гомерных мартингалов, привлекают все большее внимание (см., например, [5]
- [13]). Отметим, что для однородных мартингал-разностных случайных полей 

Центральная Предельная Теорема (ЦПТ) верна при минимальных условиях: су

ществование второго момента и эргодичность (см. [7]). При тех же условиях 

верна и функциональная предельная теорема (см. [8]). Что касается ЦПТ для 

гиббсовских случайных полей, то, поскольку в области единственности эти поля 

эргодичны, то в этой области для мартингал-разностных гиббсовских случайных 

полей асимптотическая нормальность имеет место. ІЬким образом, применение 

мартингального метода позволяет с новой точки зрения рассматривать вопросы, 
связанные со сферой приложения ЦПТ к гиббсовским случайным полям.

В настоящей работе посредством метода рандомизации существенно обобща

ется критерий мартингальности, предложенный в работе [5], что позволяет зна

чительно расширить область справедливости предельных теорем (ЦПТ, функци

ональная и локальная предельные теоремы) для гиббсовских случайных полей.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Случайные поля. Пусть Zd, d >  1 — целочисленная решетка и X  С К1 — 
конечное множество, \Х\ < оо.



Случайным полем, заданным на Zd, с фазовым пространством X , будем на
зывать совокупность ԼՀէ) =  (Հէ,է е  Zd) случайных величин, каждая из которых 

принимает значение в X.

Для S  С Ъл обозначим через X s  =  {(xt, i  6 S)} множество конфигураций на 

S. Для S =  0  предполагается, что Х а =  {0}. Для любых S ,T  С Zd, таких, 

что S  Ո Т  =  0  и любых конфигураций х 6 X s  и у € обозначим через ху 

конкатенацию х и у, т.е. такую конфигурацию на 5  Ս Т, которая совпадает с х 

на Տ и с у на Г. Для Տ С Г, х е Х г , обозначим через xs сужение конфигурации 

X на 5.
Пусть 3 Z —ст-алгебра, порожденная цилиндрическими подмножествами Х ъ*. Рас

пределением случайного поля (ft) называется вероятностная мера Р  на ( х г*, ,

такая, что
Р г{(& ,* ег* ) е в }  = Р( В) ,  В е ^ .

Для всех Տ С Zd обозначим через W  (Տ) =  {V С 5, |Ѵ| <  оо) множество всех 

конечных подмножеств S. При S =  Zd будем использовать более простое обо

значение W.  В соответствии с теоремой Колмогорова, задание распределения Р  

случайного поля эквивалентно заданию согласованной системы {iV , V  6 W} ко

нечномерных распределений случайного поля, т.е. такой системы, что для всех 

І С Ѵ ,  І ,Ѵ  6  W

Рѵ{.хм) =  Р։ {х), x e X 1,
u e x w

где
Pv (zi,...,X|v|) =  P r{ f t i =  X i,..., £t,y| =X |V |}.

Случайное поле (£t) называется положительным, если для любого V  е  W  рас

пределение вероятностей Ру  (х) >  0 для всех х 6 Х ѵ , и называется однородным, 

если для всех V  g W  и а € Zd выполняется равенство

P{b = xt, t e V )  = Pitt+* = x t , t e V ) ,  xt 6 X, t e V .

Однородное случайное поле (ft) называется эргодическим, если для всех 1̂ ,Л 6 W 

имеет место соотношение

lim T̂ T y ՝P ( { f t  =  ® t.teV }n {6 + fc  =  « . ,e e A } )  =  
п̂ °° 1̂ 1



Р$иѵ I X t  յ t  С Vj Էց — X , , з е ѵ )

Рѵ 1(f. =

= ? f e  = i . , t e r ) P K < = ul ,e eA )1

где Іп -  куб со стороной n, a xt, и,  € X,  է € V, а е Л.
Для случайного поля (ft) и любого V 6 W  условной вероятностью qy (х), 

X 6 Х ѵ с граничными условиями £ € X z i v̂  называется следующий предел

(2.1) (х) = 1 і т

который существует почти всюду- Следуя Добрушину (см. [14,15]), совокупность 

Q =  jgy,® е  X zd\v , V  € w j  будем называть условным распределением случай

ного поля (ft). Подсистему =  {??,£ е  е  Zd|  условного распреде

ления Q случайного поля будем называть его одноточечным условным распреде
лением (см. [16]). Известно (см. [17]), что случайные поля с конечным фазовым 

пространством имеют по крайней мере одну версию условного распределения Q, 

для которого пределы (2.1) существуют для всех £ 6 X z*\v , V  е  W. Далее под 

условным распределением случайного поля мы будем понимать именно такую 

совокупность пределов (2.1).

Пусть (ft) — случайное поле и Sy =  X) £ti V е  W. Пусть для данного поля
tev

DSVlim ----- - =  a, 0 < a <  oo, где Vn — d-мерный куб со стороной ո, ո =  1.2.....n—foo fl
Скажем, что для случайного поля (ft) справедлива ЦПТ, если

lim Р ( - — у- * fSv-  < а;4) = - і=  [  e~vi/2du, х е R1.
»֊»«> V V DSv~ )  J'  '  —(V»

Предположим, что Sy  принимает целочисленные значения, и пусть j  € Z. Ска

жем, что для случайного поля (ft) справедлива Локальная Предельная Теорема 
(ЛИТ), если

su p
і п р и  Ո —¥ 00.

Мартингал-разностные случайные поля. Случайное поле (ft) называется 

мартингал-разностным случайным полем (см. [5]), если для всех է 6 Ъл

М  |ft| < оо и М  (f t /fe, в 6 Zd\  {է}) =  0 (п.н.).
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Здесь М  (ft/?*, а € Zd\  {*}) — условное математическое ожидание отпоситель- 
но ст-алгебры, порожденной случайными величинами £,, s 6 Zd\{ t } ,  է € Zd.

Мартингал-разностные случайные поля интересны тем, что суммы их компо

нент Sv  образуют мартингал относительно любой возрастающей последователь
ности конечных множеств решетки Zd, а ЦПТ для таких полей имеет место при 

минимальных условиях ([7J).

Теорема 2.1. Пусть (&) — однородное эргодическое мартингал-разностное 

случайное поле, такое, что М£jj > 0. Тогда для этого поля справедлива ЦПТ.

Гиббсовские случайные поля. В основе определения гиббсовских случай
ных нолей обычно лежит понятие потенциала. Совокупность функций

ф = {Фѵ( х ) , х е х ѵ,Ѵ е  ту},

удовлетворяющих условию

sup |Փ յ(ւ)| < оо, 
jew-.j^a xexJ

называется потенциалом взаимодействия. Для каждого V  € W  и х 6 Х г<і\ ѵ 

определим потенциальную энергию

U $ ( x ) =  Y1  Ф j u j i x j x j ) .
jcv-.j^a Jew(zd\v)

Рассмотрим совокупность конечномерных распределений вероятностей следу

ющего вида

о?/ -  ехР {- [ / ѵ (д)} х е Х ѵ х е  Х г^ ѵ V е  W
^  £  exp { -Սֆ  (г)}’ 6 ՚ 6  ’

которая называется гиббсовской спецификацией (см. [14, 16]).

Согласно Добрушину ([15]), гиббсовским случайным полем, отвечающим по

тенциалу Ф, называется случайное поле, имеющее версию условного распределе

ния, почти всюду совпадающую с гиббсовской спецификацией, построенной по 

этому потенциалу.
Приведем условия на потенциал, при которых соответствующее гиббсовское 

случайное поле является мартингал-разностным (см. [5]).
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Теорема 2.2. Пусть (ft) — гиббсовское случайное поле с симметричным от

носительно нуля фазовым пространством X , отвечающее потенциалу Ф. Если 

Ф —четный потенциал, т.е.

Фѵ (fit Xu t  e  V) =  Фѵ (*է, * 6 V ) , V e w ,  

для всех 9t € {1, —1}, тогда гиббсовское случайное поле (&) является мартингал- 

разностным.

Предельные теоремы для гиббсовских случайных полей играют важнейшую роль 

в статистической физике, и этой проблематике посвящено большое количество 

работ (см., например, ([18]-[22]). Следует отметить, что при доказательстве ЦПТ 

для гиббсовских случайных полей, помимо требования малости нормы потенциа
ла, как правило, накладываются определенные условия и на скорость убывания 

корреляции. Однако в том случае, когда гиббсовское случайное поле является 

мартингал-разностным, в этом нет необходимости — для справедливости ЦПТ 

достаточно, чтобы данное поле обладало эргодическим свойством. Приведем со
ответствующее утверждение, являющееся следствием теорем 2.1 и 2.2.

Следствие 2.1. Пусть Ф — четный потенциал, такой, что соответствующее 

гиббсовское случайное поле (&) является однородным, эргодическим и Mf* > 0. 
Тогда для данного поля справедлива ЦПТ.

В работе [20] для гиббсовских случайных палей, соответствующих потенциа
лам с конечным радиусом действия, показано, что ЛПТ следует из ЦПТ. Таким 

образом, имеет место и следующий факт.

Следствие 2.2. Пусть Ф — четный потенциал с конечным радиусом действия, 

такой, что соответствующее гиббсовское случайное поле (Հէ) является одно

родным, эргодическим и > 0. Тогда для данного поля справедлива ЛПТ.

В дальнейшем нами также будет использоваться введенное в работе [16] опре

деление гиббсовского случайного поля, не использующее понятие потенциала: 

случайное поле (&) с распределением Р  называется гиббсовским, если оно поло

жительно и для каждого х е  X  существует строго положительный равномерный
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по X  € предел

4t vrv\{t} Py (iv)

Совокупность =  jg f ,x 6 6 Zd|  называется одноточечной канони
ческой спецификацией.

Следующая теорема репрезентации показывает эквивалентность приведенных 

определений гиббсовского случайного ноля.

Теорема 2.3. Если Р  — гиббсовское случайное поле, то одноточечная канони

ческая спецификация допускает гиббсовское представление с помощью равно

мерно сходящегося потенциала. Обратно, если случайное поле имеет версию 

условного распределения, которое допускает гиббсовское представление с рав

номерно сходящимся потенциалом, то поле Р  — гиббсовское.

3. РАНДОМИЗАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

Рандомизация. Пусть X, Y  с  R1 — конечные множества и V е  IV. Пусть 

ірѵ : У ѵ —> Х ѵ — некоторое сюрьективное отображение и іру1 (г) — прообраз 

X  € Х ѵ при отображении іру.

Обозначим через R y  =  {Ry'X\ х е  Х ѵ } совокупность распределений веро

ятностей на Y v , таких, что для каждого х 6 Х ѵ

Rv'X (У) > 0 . У 6 ѴѴ1 (х) и Rv X (У) =  0. У І  Ѵѵ1 (х) ■

Такую совокупность R y  распределений вероятностей будем называть рандоми

зацией на Y v . В дальнейшем для R y  и Ry'x также будут использоваться обо

значения R y  и R y  соответственно.

Пусть Ру — некоторое распределение вероятностей на Y v . Нетрудно прове

рить, что функция

(3.1) І Ѵ (* )=  £  Аг(»), І 6 Х Ѵ,
ѵе»>ѵ1(*)



является распределением вероятностей на Х ѵ. Рассмотрим обратную задачу — 

нахождение такого распределения вероятностей Рѵ на Y v , которое при задан
ных распределении вероятностей Рѵ на Х ѵ  и отображении іру удовлетворяет 

соотношению (3.1). Имеет место следующая лемма.

Лемма 3.1. Пусть Рѵ — некоторое распределение вероятностей на Х ѵ u Ry

— некоторая рандомизация на Y v . Тогда функция

(3.2) Рѵ (У) =  £  Rv (у) Рѵ И ,  У 6 Y v ,
і е х ѵ

является распределением вероятностей на Y v , удовлетворяющим при каждом 

X е  Х ѵ соотношению (3.1).
Обратно, если некоторая функция Рѵ (у), у  6 Уѵ при каждом х е  Х ѵ удо

влетворяет соотношению (3.1), тогда существует рандомизация R y на Y v , 

такая, что

Р ѵ М =  Y .  Д ѵ (» )* ѵ м , у 6 уѴ>
zexv

причем

Rb (v )=  ^  ^  ^  ^  ’ v 6 Vv1 (*).
Пѵ [У) W v l(») /

. 0 ,  у փ ч>ух ( і ) .

Доказательство. Легко убедиться, что функция Ру (у), у е  Y v , определяемая 

соотношением (3.2), есть распределение вероятностей. Покажем, что Ру (у) удо
влетворяет (3.1). Действительно, для каждого х е  Х ѵ имеем

Е  А '(у) =  £  Е  R' v(y)Pv( z )=  Е  JV M  Е  ДИѵ) =
уе^ѵЧ*) * е х ѵ х е х ѵ vevv ' i* )

= iV (s) E  Щ(у) = Рѵ(х).
уб <Ру1(я)

Пусть теперь Ру (у), у 6 Y v  — некоторая функция, удовлетворяющая соот
ношению (3.1). Тогда для х 6 Х ѵ можем написать

ѵеѵу1 (х)



ПРИНЦИП РАНДОМИЗАЦИИ В ПОСТРОЕНИИ МНОГОМЕРНЫХ МАРТИНГАЛОВ 

Далее, положим Щ, (у) =  Ру (у) ( £  Ру (у) ) при у 6 Уу1 (х) и Щ, (у) =  О
\ѵ€ѵ>у11х) )

при у Հ ч>у1 (X). Тогда

Рѵ(у) = Рѵ (*) Rxv  (у) =  Рѵ (*) Щг (у), у 6 Уѵ.
* е х ѵ

Лемма 3.1 доказана. □

В дальнейшем будем использовать отображение <ps '■ Y s  —► X s  специального 

вида, которое при заданном отображении <р : У —► X  определяется следующим 

образом:

4>S (у) =  <ՔՏ ((уі, է 6 Տ)) =  (<ք (yt) , է 6 5) , 

у = (yt, t e Տ) е У 5, 5 c  Zd.
Имеет место следующее свойство рандомизаций.

Лемма 3.2. Пусть для всех է 6 V задана рандомизация Rt =  { Щ, х  6 Л՜} на 
и пусть

(3.3) (у) =  П я?' (*)•
tev

У =  (yti* € У) € Уѵ, а: =  (ajt.t € У) € Тогда сово?супкостъ Яу =  {Л уі* € 

является рандомизацией на Y v .

Доказательство. Действительно, для всех х € Х ѵ  имеем Щ  (у) > 0, у 6 Уѵ  и

Е Е П *?՛ ( ». ) = Е < ■ ( » , ) -  Е
U€VV і ^ е г  ѵ.,ѵ,6 У

Далее, поскольку для всех xt е X  и f е  Zd, (yt) > 0 при yt 6 ^ ՜1 (xt) и

Л?* (j/e) =  0 при yt փ ip ՜1 (a:t), то для всех х в Х ѵ , Д  Щ1 (Vt) > 0 при у £ ipZ1 (х)
іеѵ

и П л?* (У*) = 0 при У І  ѵѵ1 (г)- □tev

Рандомизацию Rt =  {i?f, a: £ X }  на У W, i € Zd будем называть равномерной, 

если для всех х € X

(3.4)
լ  о, y£<p-i {x).
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Совокушюсть R  =  { R u t e  Zd} рандомизаций Л* па У<‘> будем называть од

нородной, если для всех է € Zd

д?(ѵ) =  д*(ѵ ). X е  х ,у  е  Y.

Ассоциированные случайные поля. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть задано случайное поле (&) с фазовым пространством X , 

множество Y, отображение <р : Y  X  и совокупность рандомизаций R =  

{Rt , t  € Zd}. Тогда существует случайное поле (tjt) с фазовым пространством 

Y, такое, что для всех V  € W

р  (Հէ =  xt , t e V )  =  P  (ip(r}t) =  xt,t 6 V ), xt e  x , t  e  v.

Конечномерные распределения вероятностей случайного поля (щ) имеют вид

P(rH =  v t , t e V )  =  l [  ДГЫ  (vt)- Р ( Ь  =  <Р(vt) , t e V ) ,  yt e  Y, 
tev

или, что эквивалентно,

P(vt  =  v t , t e  V) =  П д ? ‘ (у«)--Р(5* =  ^ , і е  V՜), yt e v ՜ 1 (xt) , 
tev

Xt Շ X , է € V .

Доказательство. Пусть {Py,  V' 6 W} — совокупность конечномерных распреде

лений случайного поля (Հէ). Для всех V е W  обозначим

* И у) =  І К ' ( * > -
t ev

У =  (vt, t e V ) e  Y v , X =  (it, t 6 V) € X v . В соответствии с леммой 3.2, сово
купность Rv  =  { R y ,х  6 Х ѵ } является множеством рандомизаций на Y v . Для 

каждого V  £ W  определим функцию

РѵХѵ)=  £  Д И і/ W * ) ,  у е ^ ѵ,
*6ХѴ

которая, в силу леммы 3.1, является распределением вероятностей на Y v . Покат 

жем, что совокупность конечномерных распределений вероятностей |  Ру,  V  6 W j
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согласована по Колмогорову. С учетом согласованности {Pv,  V е W},  можем на
писать

Е  Pv (уш) = Е  Е  Rv" (.Vй1) Рѵ (іи) =
иеУ ѵ\ '  weyy\> хех',ѵехѵ\'

= Е  Е  Pv (хи) Е  П Щ՝ (vt) • п Щ* М  =
х е х ' и е х ѵ\ '  weУ ՝ '՝ '  tei tev\ i

=  E  Щі у)  E  Pv(xu)  E  Щ\ i H =  E  Щ(ѵ)Рі (х)  =  РІ (у).
x e x ՛  u e x w  ш б у п / Xex*

Следовательно, в силу теоремы Колмогорова, существует случайное поле (դ),
для которого jfV , V 6 W I является совокупностью конечномерных распреде
лений вероятностей, причем для всех х € Х ѵ

P(Vt =  V i , t e V ) = P v ( y ) =  £  R y  (у) Pv (х) =  £  R?v ( v ) P ( t i = X t , t € V ) ,
хехѵ хехѵ

у е  Y v . Тогда для у  6 фу1 (х)

р  (I* =  v t,t  e V )  =  R l  (у) P (Հէ =  Xt.t  e  V) =  П  я ?  (.Vt) • p  (6  =  St,t 6 V) •
tev

Далее, в силу Леммы 3.1, для всех V e W  можем написать

P(£t = *t,ie  Ѵ)= £  p(rjt = yt,t 6 V), i e x v.

С другой стороны, для любого г  е  имеем

£  Р (.Vt = Vt,t € V) = Р  (ъ  е ip ՜1 (xt) ,t  6 V) =  P{ip(rk)=xt ,t  6 V). 
ѵеѵѵЧ*)

Следовательно, для всех х 6

Р(&  =  xt , t  6 У) =Р(<р Ы  =  xt , t  6 V ) .

Теорема 3.1 доказана. □

Случайное поле (rjt) назовем ассоциированным со случайным полем (&) (по

средством отображения <р и совокупности рандомизаций R).

В дальнейшем нам понадобится формула связи условных одноточечных рас

пределений заданного и ассоциированного с ним случайных полей.
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Теорема 3.2. Пусть =  [qf ,x  6 X z* W ,t  6 Zd]  -  одноточечное условное

•распределение случайного поля (ft), и =  {<7?і У £ У2 £ Zdj  — одното
чечное условное распределение случайного поля (rjt), ассоциированного с полем 

(ft) посредством отображения tp и совокупности рандомизаций R. Тогда

(3.5) qi (У) =  ДГ(Ѵ) (ѵ) • 9? (<Р М ) . V £ У,

Доказательство. Используя теорему 3.1, для всех у € У можем написать

. .. JVu{t)fa=l/;*?. = І /« .зе  _
9t ^  vrz*\{t} Pv (»?* =  У*. s e  V)

ДГ(ѵ) (у) ■ П (у.) • Pvum  (& = v>(у),Ь  =  տ е к)
=  lim ------------- ^ ------------------------------------------------ ---VTZ-UO П R? ш  ■ Pv (f. = г., a е V)

«еѵ

= дГ(ѵ) (у) • 9? (ѵ> (у)) I

при у  6 ¥>zd\{t} С2)> г 6 է 6 Zd. □

Однородность и эргодичность ассоциированного случайного поля. При

ведем условия, при которых ассоциированное случайное поле будет однородным 

эргодическим полем.

Теорема 3.3. Пусть (ft) — однородное эргодическое случайное поле и (т̂ ) — 

случайное поле, ассоциированное с (ft) посредством однородной совокупности 

рандомизаций R. Тогда ассоциированное случайное поле (rjt) является однород

ным эргодическим случайным полем.

Доказательство. Покажем, что (ijt) является однородным случайным полем. 

Используя результаты теоремы 3.1 и однородность совокупности рандомизаций 

R, для всех V  с  Zd и а 6 Zd можем написать



где xt 6 X,  շ/t € Y, է 6 V. Далее, с учетом эргодичности случайного поля (ft), 
для всех Ѵ, Ае \ Ѵ  имеем

£  -Р ({% =  I/t, * £ V} Ո {т]а+к = w , , s  € Л}) =

X П ***> (ш,)Р ({ft = ?  Ы  , * 6 V} Ո {f,+fc = p (to.), s € Л}) =
»6Л

= П л ѵ Ы (yt)P(ft = V(yt),*6 V) n  я * " 0 (Т1».)Р(f. =  V)(и/,),аe Л) =tev «ел

= P(Vt = Vt,t 6 V ) P ( t), = w B, a e  Л ),

где In -  куб со стороной n и yt, 6 У, է € V, s 6 Л. □

Ассоциированные мартингал-разностные случайные поля. Приведем усло

вия, при которых ассоциированное случайное поле будет мартингал-разностным.

Теорема 3.4. Пусть (ft) — случайное поле с фазовым пространством X , (rjt)

— случайное поле с фазовым пространством Y , ассоциированное с полем (ft) 

посредством отображения у> и совокупности рандомизаций R. Если для всех 

x e X . u t e Z *

(3.6) £  у Щ ( ѵ )  =  О,

тогда случайное поле (т/t) является мартингал-разностным случайным полем.

Доказательство. Пусть Q^  6 £ 6 Zdj  — одноточечное услов

ное распределение случайного поля (ft). Поскольку случайное поле (т̂ ) ассо

циировано со случайным полем (ft), то, в силу теоремы 3.2, его одноточечные 

условные вероятности имеют вид

Qt (у) =  Щ (у)9? (*). у е  1{ х ) , х е Х ,  
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у £ <Р~\{} (*)> г е  X « W ,  * е z d. Вычислим условное математическое ожида

ние случайного поля (т )̂. Имеем

м {тн/ѵ. = у . ,« е zd\ {*}) = Е  (у) =

для всех у  6 <քշկլ} ( x ) , S e  X**W>, է € Zd. Следовательно,

JW {тц/т),,8 6 Zd\{ t} )  =  0.

Теорема 3.4 доказана. □

В случае совокупности равномерных рандомизаций, условие (З.б) упрощается.

Следствие 3.1. Пусть (ft) — случайное поле с фазовым пространством X ,

— случайное поле с фазовым пространством Y , ассоциированное с полем 

(ft) посредством отображения ір и совокупности R равномерных рандомизаций. 

Если отображение и множество Y  таковы, что

(3.7) ^ 2  у =  0, для всех х 6 X,
Ѵб¥>-, (х)

тогда случайное пале (г/t) является мартингал-разностным случайным полем.

Отметим, что совокупность равномерных рандомизаций, определяемых по (3.4), 

удовлетворяет условиям теоремы 3.3. Таким образом, для ассоциированных слу

чайных полей можно сформулировать следующее следствие из ЦПТ.

Следствие 3.2. Пусть (ft) — однородное эргодическое случайное поле с фазо

вым пространством X , {r)t) — случайное поле с фазовым пространством Y, 

ассоциированное с (ft) посредством отображения ір и совокупности R равно

мерных рандомизаций. Если отображение у> и множество Y  удовлетворяют 

условию (3.7), тогда для (^) справедлива ЦПТ.

Ассоциированные гиббсовские мартингал-разностные случайные по

ля. Применим полученные результаты к гиббсовским случайным полям. Прежде 

всего покажем, что случайное поле, ассоциированное с гиббсовским случайным 

полем, также является гиббсовским.



Теорема З.б. Пусть (ft) — гиббсовское случайное пале. Тогда ассоциированное 

с ним случайное поле (r}t) также является гиббсовским случайным полем.

Доказательство. Пусть Р  — распределение случайного поля (ft), компоненты 

которого принимают значения в множестве X . Тогда, по определению гиббсов

ского случайного поля, его канонические одноточечные условные вероятности 
имеют вид

(3.8) ]ішvtz-\{t> Pv (XV)
причем gf (x) > 0, x  € X  и сходимость в (3.8) равномерна по х, х е  т.е.

для любого е > 0 существует достаточно большое Vo е  W, такое, что

sup
£€X*d\( ‘)

< £ ,Рѵ (іѵ)

для всех V, таких, что Ѵо С V.

Пусть компоненты случайного поля (r)t), ассоциированного с (ft) посредством 

совокупности рандомизаций R =  {Rt,  է 6 Zd}, принимают значения в множестве 

У. Покажем, что (т )̂ также является гиббсовским случайным полем. Понятно, 

что если поле (ft) — положительно, тогда и ассоциированное с ним случайное 

поле (rjt) также будет положительным. Далее покажем, что пределы

g f ( y ) =  Um y e Y . t e  Zd,
vtz<\{t} Pv (yv)

сходятся равномерно по у, у € У2<,\М . Воспользовавшись теоремой 3.1 и соот

ношением (3.5), можем записать

Дм*} (ѵѵѵ)sup
деу*л\(«)

=  sup

Qt (У) - Pv(yv)

sup ДГ(ѵ) (У) • 9? (*) ՜
дуЫ (y ) R ^ > ( y v ) Pv{J{t} (ад ѵ)jV>(tv) (.֊

R ^ v) (yv) Pv (xv)

= *?“ (»)• .up r f W - ^ УPv (X V )

где X =  tf (у), у  6 У и է 6 Zd.

< £ ,



Приведем условия на потенциал, при которых гиббсовское случайное поле, 
отвечающее этому потенциалу, будет мартингал-разностным.

Теорема 3.6. Пусть гиббсовское случайное поле (щ) с фазовым пространством

У задается потенциалом Ф. Пусть существует разбиение П множества Y

(Y =  U Ук, Yi Ո Yj =  0 , t փ j) ,  такое, что 
k= 1

(3.9) =  k = T ^ n .
ѵбУ*

Если потенциал Ф принимает постоянные значения на элементах разбиения 

П, т.е. для всех V € W

(3.10) ®vu{t} (.VtVv) =  Փէ (yv), Vt 6 Yk, t  € Zd,k =  lTn,

тогда гиббсовское случайное поле Լդ) является мартингал-разностным случай

ным полем.

Доказательство. Нетрудно проверить, что при данных условиях потенциальная 

энергия принимает постоянные значения на элементах разбиения П. Действи
тельно, пусть շ/ е  У*. Тогда

(ѵ) = *Vu{t} (VtVv) Фк (yv) = U?։k,
V€W(Z‘*\{t}) ve w{z*\{t})

для всех k =  l7n, у 6 У2^ *}, t 6 Zd. Далее, для всех у 6 У* можем написать

յ  «Ф № 1  _ « р К * }  „ ,
ЛѴ) Ё ^ ф Ш  Е  exp {[/*(*)} *•*’

*€У *€У

Тогда для всех j/ 6 У1՛^*}, t  е  Zd

M(rh/r,. = v „ s e z d\{ t} )=  Z  у -<Jt (v) = Е  Е  ѵ я ?(у)=  Е  » = о.
ѵеУ fc=іубУ» fc=i ՛ усу»

Следовательно,

м (гн /г і„ з  e z d\ { t } )  = 0.

Теорема 3.6 доказана. □

Нетрудно проверить, что гиббсовские случайные поля с симметричным отно

сительно нуля фазовым пространством и четным потенциалом удовлетворяют 
условиям теоремы 3.6.



Теперь можно сформулировать следствия из теоремы 2.1 для гиббсовских 

мартингал-разностных полей при более общих условиях на потенциал.

Следствие 3.3. Пусть (ղէ) — однородное эргодическое гиббсовское случайное 

поле с фазовым пространством Y, отвечающее потенциалу Ф, причем Mijg > 0. 

Если существует разбиение П множества Y, удовлетворяющее условию (3.9), 
а потенциал Ф удовлетворяет условию (3.10), тогда для данного поля справед
лива ЦПТ.

Следствие 3.4. Пусть fo ) — однородное эргодическое гиббсовское случайное 

поле с фазовым пространством Y, отвечающее потенциалу Ф с конечным ра

диусом действия такое, что Mrfo > 0. Если существует разбиение П множе

ства Y , удовлетворяющее условию (3.9), а потенциал Ф удовлетворяет усло

вию (3.10), тогда для данного поля справедлива ЛПТ.

Abstract. A general approach to the construction of multidimensional martingales is 

developed. The obtained results allow considerably extend the range of applicability 

of the martingale method to the theory of random fields, especially to the theory of 

limiting distributions of Gibbs random fields.
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вия (условия согласованности), при которых система одноточечных распре
делений вероятностей, индексированных бесконечными граничными усло
виями, является подсистемой некоторой спецификации. В настоящей замет
ке дана алгебраическая интерпретация указанных условий согласованности.
Кроме того, приводится их физическая интерпретация, предложенная Да
шином С. и Нахапетяном Б.С.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Понятие спецификации (согласованная система конечномерных распределений 
с бесконечными граничными условиями) играет основополагающую роль в воп
росах описания случайных полей (см., например, [1] - [3]). В работах [1, 2] была 
поставлена задача (проблема Добрупшна) отыскания необходимых и достаточ
ных условий (условия согласованности), при которых система одноточечных ве
роятностных распределений, индексированных бесконечными граничными усло
виями, является подсистемой некоторой спецификации.

Данная задача была решена в работах [4, 5], где, в частности, было показано, 
что найденные условия допускают элементарную вероятностную интерпретацию.

В настоящей заметке раскрывается алгебраический смысл этих условий. Покат 
зывается, что рассматриваемая проблема по своей сути является алгебраической
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и сводится к вопросу существования решения некоторой бесконечной системы ли
нейных алгебраических уравнений. Условия же согласованности обесценивают ее 

разрешимость.
Показывается также, что указанная проблема эквивалентна задаче продол

жения некоторого функционала, определенного на парах конфигураций, отли
чающихся только в одной точке, на все пространство пар конфигураций.

2. ПРЕДВА РИТЕЛЬН Ы Е СВЕДЕНИЯ

Пусть Zd, d > 1 — целочисленная решетка, W  =  {V  С Zd, |Ѵ| < оо} — множе
ство всех конечных подмножеств Zd и X  — некоторое конечное множество.

Для S  С Zd обозначим через X s  совокупность всех конфигураций на 5. При 
5 = 0  положим X 0 =  {0}, где 0  — пустая конфигурация. Для 5, Т  с  Zd, таких, 
что 5  С Т  и любой конфигурации х =  (х*, і 6 Т) на Т  через xs  обозначим суже
ние конфигурации х  на 5, определяемое следующим образом x s  =  ( i t , t  € 5). 
Д ля  5, T  С Zd, таких, что 5  Ո Т  =  0  и любых конфигураций х 6 5 и у е X 7
обозначим через ху  конкатенацию х и у, т.е. такую конфигурацию на 5  U Т,
которая совпадает с х на 5  и с у  на Т.

Пусть Q =  խ ,  X е  Х 1*\ѵ , V e w }  -  некоторая спецификация, т.е. совокуп
ность положительных конечномерных распределений вероятностей с бесконеч
ными граничными условиями х 6 х г*\ѵ , согласованная по Добрупшну, а именно,
для всех I,  V  6 W, I  с  V,

Яѵ {ху) = (Яѵ)ѵ ѵ  (*) Яіх (у), У 6 X 1, 

где (qv)v \ j  есть сужение распределения ду на Ѵ \І,  а именно

(Чѵ)ѵ\і (*) =  X ) вѵ (**). г  6 X VVf.
ж€Х>

Имеет место следующее утверждение (см. [5J)

Теорема 2.1. Пусть =  |g f ,x  е  X х е  Zdj  — совокупность одно
точечных положительных распределений вероятностей с бесконечными гра
ничными условиями. Д ля того, чтобы совокупность QW была подсистемой 
некоторой спецификации, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись сле
дующие условия согласованности: для любых t, a е  Zd, х, и  6 А՜4, у,ѵ € Х ‘ и
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5 6 Х г^ ѵ

(2.1) «?» (х) (у) Հ »  (И ) ef “ (ѵ) =  Հ -  (у) Հ *  (х) в?» (v) q ?  («).

3. А Л ГЕБРАИ ЧЕСКА Я ИНТЕРПРЕТАЦИЯ УСЛОВИЙ 
СОГЛАСОВАННОСТИ

Пусть Q =  |д л ,г  € X z*\Kt А е  w j  — некоторая спецификация. Пусть Л € W, 

է е  А и х  е  Х г л̂ . Поскольку для Q условия согласованности Добрушина имеют 
место, можем написать

(3.1) й '(* « ) =  й “ ( * ) Е й ( » ) г
хех

где X Е Х ,и  £ . Отсюда видно, что проблему Добрушина можно интерпре
тировать как вопрос разрешимости системы уравнений (3.1), где ցք“ (х) — задан
ные величины, а g j (zu), z € X  — неизвестные.

На простом примере покажем, как условия согласованности (2.1) обеспечива
ют разрешимость системы уравнений (3.1). Пусть Л =  {է, տ}, X  =  {0,1}. Для 
этого случая система (3.1) запишется следующим образом

վ է (*•») =  (*) £  9ft,*} (u .v)I чех
?{«,,} (*. У) = Ճ* (ѵ) £  9?м > (*,«)

uGX

Поскольку граничные условия х 6 Х г фиксированы, мы не будем явно 
отмечать зависимость от них распределений вероятностей, и примем следующую 
систему обозначений

Վ ,  ( з .V) =  «*ѵ> QtV (*) =  °xv. 4sx (у) =  by*. x ,y  Շ X .

В этих обозначениях система (3.1) будет эквивалентна следующей системе урав
нений

ооо aoi boo Ьоі
«օօ = -------«10, «օւ = -------- *11» «оо =  т— • «о і. «ю  =  г ՜  • «11»Оіо Он Оіо oil

при этом 0 <  аху < 1, 0 < Ьух < 1, х, у 6 X  и

ооо +  ою =  1, aoi +  оц =  1, boo +  bio =  1» &oi +  Ьц =  1.

Для того, чтобы данная однородная система имела ненулевое решение, ее детер- 
минант

D  =  аооЬюоцЬоі — ЬооОщЬцОю
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должен равняться нулю, а это требование эквивалентно выполнению условия
согласованности (2.1).

В общем случае, решение данной задачи сводится к вопросу продолжения 
некоторого функционала, определенного на парах конфигураций, отличающихся 
только в одной точке, на все пространство пар конфигураций.

Пусть Л £ W. Рассмотрим следующее функциональное уравнение

(3.2) а(х) = А(х ,у )а (у ) ,

где а (х), X  6 Х ^  — искомая функция, а А  (х, у), х, у  € Х к — известная функция, 
определенная на упорядоченных парах конфигураций.

Для того, чтобы уравнение (3.2) имело бы решение, необходимо, чтобы функ
ция А  (х, у) удовлетворяла следующим очевидным соотношениям

(3.3) А (х ,х )  = 1, А  (х, у) = А (х, £) A  (z, у ) .

Эти условия являются также достаточными для существования решения урав
нения (3.2).

Отметим, что из (3.3) следует, что для любых двух последовательностей конфи
гураций z i , z 2,...,zn  и z j , 7շ,...,z'm выполняется равенство

(3.4) А  (г, zi) А  (гь  z2) •... ■ А  (Zn, у) = А  (х, z \ )  А  (г 'і, z '2) ■... • А  (г 'т , у ) .

У тверж дение 3.1. Пусть условия (3.3) имеют место. Тогда для любого zq 6 
Х к и постоянной С  (го) функция

а(х) = A(x,zo)C(zo)

является решением уравнения (3.2).

Если функция а (х) является решением уравнения (3.2), тогда а (х) с необхо
димостью имеет следующий вид

а (г) =  А  (х, zo) а (*о), 

где zq — любая конфигурация из Х ^ .

По причине простоты, доказательство этого утверждения опускается.
Пусть М  =  Х А X Х А — подмножество пар конфигураций на Х ^ ,  отличающих

ся только в одной точке. Пусть заданная на М  функция А* (х, у) удовлетворяет
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условиям (3.3). Приведем условия, при которых функция А" (х ,у ) может быть 
продолжена на все пространство Х А х Х А.

Введем оператор К “ : Х А —> Х А, который при действии на конфигурацию 
X 6 Х А присваивает ее компоненте в точке է значение и, и £ X , է & Zd.

Теорема 3.1. Пусть функция Ճ* (х,у) удовлетворяет следующим условиям 
согласованности: для любых է, տ 6 Zd и и, ѵ € X
(3.5)

ճ* (х, К?х) А" (К?х, К?К?х) = А* (х, ІГ ,х) А* (ІС ,х , К ? К \х ) , х € Х А.

Тогда функция А* (х, у) имеет продолжение А  (х, у) на все пространство Х А х Х А, 
такое, что для А  (х, у) выполняются условия (3.3).

Доказательство. Пусть х, у € Х А — некоторые конфигурации, отличающиеся в 
ո (ո < |Л|) точках, и пусть էւ, էշ,...,fn — их некоторая нумерация. Пусть щ  =  yt, ,
» =  1 ,2 ,..., п. Положим

Л (х,у) =  Л* (х ,К%х)  А * ( i ^ ’x . i ^ ^ ' x )  ■... • Л* ( * £ . . . * ? ; х ,Ѵ) .

Покажем, что функция А  (х, у) корректно определена, т.е. ее значения не зависят 
от нумерации точек, в которых отличаются конфигурации х и у. Достаточно 
показать, что

А* (х ,К%х)  Ճ* ( К £ х , К % К £ х )  •... • Л* ( ^ . . . і ^ х . у )  =
(3.6)

=  j4* (х, Я “»х) ճ* (JfJ“ x ,Я ?* * ?1*) •... • A* {K Xr . . .K ?x ,y ) . 
Справедливость же соотношения (3.6) следует из того, что операторы XJJ*, АГ4“а,

..., коммутируют, а переход от перестановки էւ,էշ,...,էո к перестановке 1,2, 

...,п осуществляется посредством определенного количества транспозиций, при 
этом, благодаря условию (3.5), значение функции А  (х, у) не изменяется. Оста
ется заметить, что из (3.4) непосредственно следует выполнимость условий (3.3) 
для функции А  (х, у). □

Покажем, что теорема 2.1 является прямым следствием теоремы 3.1. Пусть 
QW = { g f . x e x ^ W . t e  z d} совокупность одноточечных распределений 

вероятностей, удовлетворяющих условиям теоремы 1.1. Для է 6 Л и х 6 Х г*\А ' 

определим
д . ( х „) =  й і 1

{ХіѴ) e f - M ’
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где х =  x tz, у =  vtz, Xt , y t  6 z € Фушсция А* (х, у) очевидным
образом удовлетворяет условиям теоремы 3.1, следовательно, она может быть 

продолжена на все Х А х Х ^ ,  причем

. .  . ,? " ՝...... 1 .......՛ ( . - ) • - - « Г 4- .......- ' м  І в . „ ,
д?п - ...... ' ( и , ) ? " " * 1..........’ (» ,) • .. .• « ,  ............ *’ ( » . ) '

а решение уравнения

а(х) =  A (x,j/)a(j/), х , у е Х Л, 

удовлетворяющее требованию

X ) а  (*) =  1
®еХЛ

единственно и имеет вид
/ \   ^  (̂ Э у) у  л
( ) ~  Е  а  (* ,»)’

*6ХА

который совпадает с формулой восстановления спецификации, полученной в ра
боте [5].

Заметим, что имеется также и физическая интерпретация условий согласо
ванности (2.1), предложенная Дашяном С. и Нахалетяном Б.С.

4. Ф ИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦ ИЯ УСЛОВИЙ 
СОГЛАСОВАННОСТИ

Пусть совокупность функций

Д =  (х.іі) : х ,и  е  Х ,х  6 X ։dW , t  е  Zdj

такова, что ее элементы связаны соотношением

(4.1) Af (х, u) =  A f (х, z) + A f  (z, и ) .

Понятно, что A f  (х, х) =  0. Величину A f  (х, и) можно трактовать как энергию 
(при граничных условиях х 6 .АТ^ХШ), необходимую для перехода частицы, на
ходящейся в точке է, из состояния х в состояние и. Тогда соотношение (4.1) будет 
представлять собой уравнение баланса.

Обозначим через A*ti,} ((x ,u ); (у,ѵ)) энергию (при граничных условиях х 6 
Х г і*І), необходимую для перехода частицы, находящейся в точке է, из со
стояния X в состояние и , и частицы, находящейся в точке տ, из состояния у в
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состояпие V. Попятно, что должпо быть

А {»,.} ((*>и) ; (У.«)) =  д ?ѵ (х >и) + Д?“ (г/, ѵ)
И

л {«.»} (О*.«); (у. ѵ)) =  A f x (у, ѵ) + A f” (х, u ) .

Таким образом, элементы совокупности А должны быть связаны следующим 
соотношением

(4.2) Л?ѵ (х:«) +  Д*“ (у, „) =  Af* (у, ѵ) + A?v (х, и)

д л я  лю бы х է, 8 е  Z d И Х , и , у , Ѵ €  X .

Совокупность Д, удовлетворяющую соотношениям (4.1) и (4.2) будем назы
вать энергетическим полем на решетке Zd.

Пусть Ut (х) — потенциальная энергия частицы, находящейся в точке է в со
стоянии X  при граничных условиях х  € Ясно, что

Af (х,и) =  0 * (х ) -И ? ( и ) .

Из условия (4.2) следует справедливость следующего соотношения

(4.3) U p  (х) ֊  U p  (и) +  U p  (у) ֊  U p  (ѵ) =  U p  (х) -  U p  խ) +  U p  (у) -  E/f* («)

для любых է, տ 6 Zrf и X, tt, у, V 6 А.
Согласно принципу максимума энтропии, гиббсовское распределение, отвеча

ющее энергетическому полю Ճ будет иметь вид
j t  г_ч _  ex p { -A f (х,а)} _  exp {-U ?  (х)}
Գէ Հ)  Е  exp { -A f  (г, а)} -  Е  exp { - U f  (*)}'

* е х  * е х
Из условия (4.3) непосредственно следует, что элементы совокупности

{gf (х) ,х  6 Л \х  € X z* W , t  € Zd}

удовлетворяют условиям согласованности (2.1).
Семейство функций U =  { U f , t  6 Zd}, удовлетворяющих условию (4.3), име

ет фундаментальное значение при построении гиббсовской теории, поскольку 
предположения, определяющие различные классы гиббсовских случайных полей 
(например, квазилокальность, трансляционная инвариантность, ограниченность 
радиуса взаимодействия и т.д.), могут быть сформулированы исключительно в 
терминах свойств функции U‘ ,t  6 Zd.



A bstract. In the paper [5] necessary and sufficient conditions (consistency conditions) 
under which the system of one-point probability distributions indexed by infinite 
boundary conditions is a subsystem of some specification were found. In this note we 
give an algebraic interpretation of the above consistency conditions, as well as present 
their physical interpretation introduced by Dachian and Nahapetian.
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