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Аннотация. В статье исследуется граничная задача типа Шварца для по-
лианалитических функций, когда граничные функции принадлежат весово-
му пространству L1(ρ).
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1. Постановка задачи

Пусть B0–класс функций U , определенных в верхней полуплоскости Π+ =

{z; Imz > 0} комплексной плоскости C, и удовлетворяющих условию

|U(z)| < A |z|N , Imz > y0 > 0,

где A—постоянная зависящая от y0, N – целое число, зависящее только от U , а

L1(ρ) – пространство действительнозначных функций на (−∞,∞) с нормой

∥f∥L1(ρ) =

∫ ∞

−∞
|f(x)| |ρ(x)| dx <∞,

где

(1.1) ρ(x) =
1

(1 + |x|)α

и α – действительное число. Для уравнения

(1.2)
∂nU(z)

∂zn
= 0, z ∈ Π+,

где
∂U

∂z
=

1

2

(∂U
∂x

+ i
∂U

∂y

)
исследуется следующая граничная задача типа Шварца:
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Задача P. Пусть fk, k = 0, 1, ..., n− 1 – действительнозначные функции, опре-

деленные на (−∞,∞), такие, что f (n−k−1)
k ∈ L1(ρ). Определить функцию U ∈ B0

удовлетворяющую уравнению (1.2) и граничным условиям

(1.3) lim
y→0

∥∥∥Re
∂kU(z)

∂yk
− fk(x)

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, k = 0, 1, ..., n− 1.

Задача P в классической постановке в классах Гельдера исследована в ра-

ботах [1] - [5]. В работах [6], [7] исследованы задачи Шварца и Дирихле для

неоднородного уравнения (1.2) и получены необходимые и достаточные условия

разрешимости этих задач, когда граничные функции непрерывны на границе. В

работе [8] исследована задача типа Римана-Гильберта для уравнения (1.2) в еди-

ничном круге, когда граничные условия понимаются в L1(T ), где T – единичная

окружность. В L1(ρ) при n = 2 эта задача исследована в [9].

В настоящей работе исследуется задача P. Устанавливается, что она имеет

решение для любых функций fk(x) при α ≥ 0. Если α < 0 получены необходимые

и достаточные условия разрешимости этой задачи.

2. Задача Шварца для аналитических функций в весовых

пространствах

Рассмотрим следующие две граничные задачи типа Шварца.

Задача P1. Пусть f ∈ L1(ρ). Определить аналитическую в Π+ функцию φ ∈ B0

по граничному условию

lim
y→0

∥Reφ(x+ iy)− f(x)∥L1(ρ) = 0,

где ρ – весовая функция вида (1.1). Пусть A0–класс аналитических функций ϕ(z)

в Π+ ∪Π−, Π− = {z; Imz < 0} удовлетворяющих условию

|ϕ(z)| < A |z|N , |Imz| > y0 > 0,

где N – целое число, зависящее от ϕ, а A – постоянная, зависящая от y0.

Рассмотрим также следующую задачу (задача о скачкe).

Задача P2. Пусть f ∈ L1(ρ) – комплекснозначная функция. Определить функ-

цию ϕ ∈ A0 по граничному условию

(2.1) lim
y→0

∥ϕ+(x+ iy)− ϕ−(x− iy)− f(x)∥L1(ρ) = 0,
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где ϕ± – сужения функции ϕ на Π± соответственно.

Если ϕ – произвольная аналитическая функция в Π+∪Π−, то следуя [10] положим

ϕ∗(z) = −ϕ(z).

Лемма 2.1. Пусть f ∈ L1(ρ) – действительнозначная функция, тогда общее

решение задачи P1 можно представить в виде

(2.2) φ(z) =
1

2
(ϕ(z) + ϕ∗(z)),

где ϕ(z) – общее решение задачи P2.

Доказательство. Пусть ϕ(z) – некоторое решение задачи P2. Так как f – дей-

ствительнозначная функция, то ϕ∗(z) также решение этой задачи, т.е.

lim
y→0

∥ϕ+∗ (x+ iy)− ϕ−∗ (x− iy)− f(x)∥L1(ρ) = 0.

Ясно, что функция

ψ(z) =
ϕ(z) + ϕ∗(z)

2
.

решение задачи P2 и

ψ∗(z) = ψ(z).

Поскольку

Reψ(x+ iy) =
ϕ(x+ iy) + ϕ(x+ iy)

2
− ϕ(x− iy) + ϕ(x− iy)

2
=

=
1

2
(ϕ(x+ iy)− ϕ(x− iy)) +

1

2
(ϕ(x+ iy)− ϕ(x− iy)),

то заключаем, что

lim
y→0

∥Reψ(x+ iy)− f(x)∥L1(ρ) = 0,

т.е. ψ(z) есть решение задачи P1. Верно и обратное: каждое решение задачи P1

представимo в виде (2.2). Действительно, пусть φ(z) – произвольное решение

задачи P1 . Положим

ϕ(z) =


φ(z), z ∈ Π+

−φ(z), z ∈ Π−.

Легко проверить, что функция ϕ(z) – решение задачи P2, ϕ∗(z) = ϕ(z) и, следо-

вательно, φ(z) представима в виде (2.2). �
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Пусть m = [α] и f ∈ L1(ρ). Положим

K(m, f, z) =
(z + i)m

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
dt

t− z
, z ∈ Π+ ∪Π−.

Ясно, что при m ≥ 0 функция K(m, f, z) голоморфна на Π+ ∪Π− и K(m, f, z) ∈

B0 при z ∈ Π+. Если же m < 0, то K(m, f, z) голоморфна на Π+ ∪ Π− тогда и

только тогда, когда∫ ∞

−∞
f(t)(t+ i)kdt = 0, k = 0, 1, ...,−m− 1,

или

(2.3)
∫ ∞

−∞
f(t)tkdt = 0, k = 0, 1, ...,−m− 1.

Лемма 2.2. Имеет место оценка

∥Km(f, x+ iy)−Km(f, x− iy)∥L1(ρ) ≤ C∥f∥L1(ρ), y ∈ (0, 2−1),

где C – постоянная, не зависящая от f и y.

Доказательство. Так как

Km(f, x+ iy)−Km(f, x− iy) = I1(x, y) + I2(x, y),

где

I1(x, y) =
(x+ iy + i)m − (x− iy + i)m

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
dt

t− x− iy
,

I2(x, y) =
(x+ iy + i)m

π

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
ydt

(t− x)2 + y2
.

то достаточно установить, что

∥Ij(x, y)∥L1(ρ) ≤ C∥f∥L1(ρ), j = 1, 2.

Учитывая, что |(x+ iy+ i)m− (x− iy+ i)m| ≤ C1(1+ |x|)m−1y, где C1 – некоторая

постоянная, не зависящая от x и y, получаем

∥I1(x, y)∥L1(ρ) ≤

≤ C2

∫ ∞

−∞

|f(t)|
(1 + |t|)α

(1 + |t|){α}
∫ ∞

−∞

ydx

(1 + |x|)1+{α}|t− x− iy|
dt.

где C2 – постоянная, не зависящая от f и y, а {α} – дробная часть числа α.

Поскольку (см. [11])

sup
−∞<t<∞

(1 + |t|){α}
∫ ∞

−∞

ydx

(1 + |x|)1+{α}|t− x− iy|
<∞,

6



ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ...

то

∥I1(x, y)∥L1(ρ) ≤ C∥f∥L1(ρ).

Учитывая, что [11]

sup
−∞<t<∞

(1 + |t|){α}
∫ ∞

−∞

ydx

(1 + |x|){α}((t− x)2 + y2)
<∞,

получаем ∥I2(x, y)∥L1(ρ) ≤ C∥f∥L1(ρ). �

Лемма 2.3. Пусть f(x) – финитная функция из класса Гельдера. Справедливы

следующие утверждения:

а) Если α ≥ 0, то

(2.4) lim
y→0

∥K(m, f, x+ iy)−K(m, f, x− iy)− f(x)∥L1(ρ) = 0.

б) Если α < 0 и функция f удовлетворяет условиям (2.3), то K(m, f, z) удо-

влетворяет соотношению (2.4).

Доказательство. Существует R > 0 такое, что K(m, f, z) аналитична в |z| > R.

При |z| > 2R будем иметь |K(m, f, z)| < A |z|m−1. Поэтому

|K(m, f, x+ iy)−K(m, f, x− iy)| < Ay|x|m−2

и ∫
|x|>2R

|K(m, f, x+ iy)−K(m, f, x− iy)|ρ(x)dx < Ay

∫
|x|>2R

dx

(1 + |x|)2+{α} .

Следовательно

lim
y→0

∫
|x|>2R

|Km(f, x+ iy)−Km(f, x− iy)|ρ(x)dx = 0.

Так как в силу формулы Сохоцкого-Племеля

lim
y→0

∫
|x|<2R

|ReK(m, f, x+ iy)− f(x)|ρ(x)dx = 0,

получаем доказательство утверждения а).

Если теперь α < 0, то при условии (2.3) функция K(m, f, z) голоморфна в Π+ ∪

Π− и обращается в нуль порядка −m+1 при z = ∞. Аналогично устанавливается,

что K(m, f, z) удовлетворяет (2.4). �
7
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Лемма 2.4. Пусть f(x) ∈ L1(ρ). Справедливы следующие утверждения:

а) Если α ≥ 0, то функция K(m, f, z)–решение задачи P2.

б) Если α < 0 и функция f удовлетворяет условиям (2.3), то функция K(m, f, z)

– решение задачи P2.

Доказательство. Пусть α ≥ 0, ε > 0 и fε(x) произвольная финитная функция

из класса Гельдера такая, что

(2.5) ∥f − fε∥L1(ρ) < ε.

В силу леммы 2.2

∥K(m, f, x+ iy)−K(m, f, x− iy)− f(x)∥L1(ρ) ≤

≤ ∥K(m, f − fε, x+ iy)−K(m, f − fε, x− iy)∥L1(ρ)+

+∥K(m, fε, x+ iy)−K(m, fε, x− iy)− fε(x)∥L1(ρ) + ∥fε − f∥L1(ρ) ≤

≤ ∥K(m, fε, x+ iy)−K(m, fε, x− iy)− fε(x)∥L1(ρ) + C∥fε − f∥L1(ρ).

Учитывая лемму 2.3, получаем доказательство утверждения a) леммы.

Пусть теперь α < 0 и f ∈ L1(ρ) удовлетворяет условиям (2.3). Выберем финит-

ную функцию fε(x) из класса Гельдера так, чтобы имели место (2.3) и (2.5).

Аналогичными рассуждениями получаем доказательство утверждения б) теоре-

мы. �

Лемма 2.5. Пусть f ∈ L1(ρ) и ϕ(z) ∈ A0 удовлетворяет условию (2.1). Тогда

а) Если α ≥ 0 и α – нецелое, то ϕ(z) представима в виде

(2.6) ϕ(z) = K(m, f, z) + P (z)

где P (z) – полином порядка m.

б) Если α ≥ 0 и α – целое, то ϕ(z) представима в виде (2.6), где P (z) – полином

порядка m− 1.

в) Если α < 0, то f удовлетворяет условиям (2.3) и ϕ(z) представима в виде

(2.6), где P (z) = const.

Доказательство. Из (2.1) получаем

lim
y→0

∫ ∞

−∞

∣∣∣ϕ+(x+ iy)

(x+ i)m
− ϕ−(x− iy)

(x+ i)m
− f(x)

(x+ i)m

∣∣∣ρ1(x)dx = 0,

8
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где ρ1(x) = (1 + |x|)−1. Положим

ϕ+(x+ iy)

(x+ i)m
− ϕ−(x− iy)

(x+ i)m
= fy(x).

Ясно, что fy(x) ∈ L1(ρ1) и

lim
y→0

∥∥∥fy(x)− f(x)

(x+ i)m

∥∥∥
L1(ρ1)

= 0.

Пусть α ≥ 0. Тогда функция ϕ−(x− iy)(z+ i)−m имеет полюс порядка m в точке

z = −i. Если

Rm(z) =
A1(y)

(z + i)
+

A2(y)

(z + i)2
+ ...+

Am(y)

(z + i)m

главная часть разложения Лорана этой функции в точке z = −i, то получаем

ψ+
y (x)− ψ−

y (x) +Rmy(x) = fy(x) +Rmy(x),

где

ψ±
y (z) =


ϕ+(z+iy)
(z+i)m , z ∈ Π+,

ϕ−(z−iy)
(z+i)m , z ∈ Π−.

Так как ψy(z) имеет полиномиальный рост, то

ψ±
y (z) =

1

2πi

∫ ∞

−∞

fy(t)dt

t− z
+

1

2πi

∫ ∞

−∞

Rmy(t)dt

t− z
+ Py(z).

Поскольку

1

2πi

∫ ∞

−∞

Rmy(t)dt

t− z
=

 Rmy(z), z ∈ Π+,

0, z ∈ Π−,

то, переходя к пределу при y → 0, получаем

ϕ(z)

(z + i)m
=

1

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
dt

t− z
+ P (z),

где P (z) - некоторый полином. Окончательно

(2.7) ϕ(z) = K(m, f, z) + P1(z),

где P1(z) = (z + i)mP (z). В силу леммы 4

K(m, f, x+ iy)−K(m, f, x− iy) → f(x),

в L1(ρ) при y → 0. Следовательно

lim
y→0

∥P1(x+ iy)− P1(x− iy)∥L1(ρ) = 0.

9
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Если N1 порядок полинома P1(z), то

|P1(x+ iy)− P1(x− iy)| = O(1 + |x|)N1−1

и P1(x+ iy)− P1(x− iy) ∈ L1(ρ), тогда и только тогда, когда α−N1 + 1 > 1 т. е.

N1 < α. Получаем N1 ≤ m при α нецелом и N1 < m при α целом. Утверждения

a) и б) леммы доказаны.

Пусть α < 0. Так как ψy(z) аналитическая функция на Π+ ∪Π−, получаем пред-

ставление (2.7), где P1(z) имеет вид

P1(z) =
B1

z + i
+

B2

(z + i)2
+ ...+

B|m|

(z + i)|m| + P̃1(z),

P̃1(z)–некоторый полином. Учитывая, что ϕ(z) аналитическая функция в точке

z = −i получаем

(2.8)
1

2πi

∫ ∞

−∞
f(t)(t+ i)kdt+B|m|−k = 0, k = 0, 1, ..., |m| − 1.

Так как

|P1(x+ iy)− P1(x− iy)| = O(1 + |x|)n1−1, |x| → ∞,

где n1-порядок полинома P̃1(z), то P1(x+ iy)−P1(x− iy) ∈ L1(ρ) тогда и только

тогда, когда P̃1(z) = const. Далее, пусть Bk первый коэффициент, отличный от

нуля, тогда в окрестности z = ∞ будем иметь

|P1(x+ iy)− P1(x− iy)| = O
( 1

|x|k+1

)
и P1(x+ iy)−P1(x− iy) ∈ L1(ρ) при k+1− |m| > 1 т. е. k > |m|. Следовательно,

Bk = 0, k = 1, 2, ..., |m| и, учитывая (2.8), f удовлетворяет условиям (2.3). �

Из лемм 2.4 и 2.5 непосредственно следует:

Теорема 2.1. Пусть f ∈ L1(ρ). Справедливы следующие утверждения:

а) Если α ≥ 0, то задача P2 имеет решение для любой функции f ∈ L1(ρ). Об-

щее решение можно представить в виде (2.6), где P (z) – произвольный полином

порядка m̃:

m̃ =

 m, {α} ≠ 0

m− 1, {α} = 0.

10
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б) Если α < 0, то задача P2 имеет решение тогда и только тогда, когда f

удовлетворяет условиям (2.3). Решение представимо в виде (2.6), где P (z) =

const.

Теорема 2.2. Справедливы следующие утверждения:

а) Если α ≥ 0, то задача P1 имеет решение для любой действительнозначной

функции f ∈ L1(ρ) и общее решение представимо в виде

(2.9) φ(z) =
1

2
(K(m, f, z) +K∗(m, f, z)) + Pm̃(z),

где Pm̃(z) произвольный полином порядка m̃ вида

Pm̃(z) = iA0 + iA1z + ...+ iAm̃z
m̃,

причем Ak, k = 0, 1, ..., m̃ – действительные числа.

б) Если α < 0, то задача P1 имеет решение тогда и только тогда, когда f

удовлетворяет условиям (2.3). Решение представимо в виде (2.9), где Pm̃(z) =

iA0, A0 – произвольное действительное число.

Доказательство. Пусть α ≥ 0 и ϕ(z) – общее решение задачи P2. В силу леммы

2.1 и теоремы 2.1, оно представимо в виде (2.9), где P (z) = a0 + a1z + ...+ amz
m

полином порядка m. Тогда

P∗(z) = −a0 − a1z − ...− amz
m

и
1

2
(P (z) + P∗(z)) =

a0 − a0
2

+
(a1 − a1)z

2
+ ...+

(am − am)zm

2
.

Положив Ak = ak − ak и учитывая формулу (2.2) получаем (2.9). Аналогично

устанавливается утверждение б). Теорема доказана. �

3. Предварительные леммы и результаты

Лемма 3.1. Общее решение уравнения (1.2) можно представить в виде

(3.1) U(z) = φ0(z) + yφ1(z) + ...+ yn−1φn−1(z),

где φk(z), k = 0, 1, ..., n− 1 – аналитические функции в Π+.

11
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Доказательство. Хорошо известно [12], что общее решение уравнения (1.2) мож-

но представить в виде

(3.2) U(z) = ϕ0(z) + zϕ1(z) + ...+ zn−1ϕn−1(z),

где ϕk(z), k = 0, 1, ..., n − 1 – аналитические функции в Π+. Поскольку z =

z − 2iy, то получаем представление (3.1), где

φ0(z) = ϕ0(z) + zϕ1(z) + ...+ zn−1ϕn−1(z),

(3.3) φk(z) = 2k(−i)k(ϕk(z) + Ck
k+1zϕk+1(z) + ...+ Ck

n−1z
n−1−kϕn−1(z)),

k = 1, 2, ..., n− 1. �

Лемма 3.2. Пусть полианалитическая функция U ∈ B0 представима в виде

(3.2). Тогда ϕk(z) ∈ B0, k = 0, 1, ..., n− 1.

Доказательство. Пусть y0 > 0 и z = x+ iy, y > y0. По условию леммы имеем

|U(z)| < M |z|N , Imz > y0. Поэтому функция

U(z) =
ϕ0(z)

(z + i)N
+ z

ϕ1(z)

(z + i)N
+ ...+ zn−1 ϕn−1(z)

(z + i)N

полианалитическая и ограничена в полуплоскости Imz > y0, т.е. |U(z)| < C, где

C – постоянная, зависящая от y0. Пусть теперь z – произвольная точка Imz > y0.

Известно (см. [13]), что если U(z) полианалитическая ограниченная функция в

круге D = {z : |z − z0| < R}, то∣∣∣∂kU(z0)

∂zk

∣∣∣ ≤ M

Rk
, M = sup

z∈D
|u(z)|, k = 0, 1, ..., n− 1.

Применив это неравенство для круга D =
{
w : |w − z| < y − y0

2

}
, получаем

|ϕn−k(z)|
|z + i|N

< A
|z|k−1

yn−1
0

, k = 1, 2, ..., n, Imz > y0,

или

|ϕk(z)| ≤ A
|z|N+n−k−1

yn−1
0

, k = 0, 1, ..., n− 1,

где A – некоторая постоянная. Следовательно ϕk ∈ B0. Лемма доказана. �

Лемма 3.3. Пусть полианалитическая функция u(z) ∈ B0 и представима в

виде (3.1). Тогда φk(z) ∈ B0, k = 0, 1, ..., n− 1.

12
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Доказательство. Непосредственно следует из (3.3). �

Лемма 3.4. Пусть α ≥ 0, φ(z) ∈ B0, f(x) = Reφ(x) ∈ L1(ρ), x ∈ (−∞,∞), и

Reφ(x+ iy) ∈ L1(ρ) при y = y0 > 0. Тогда

φ(z) =
1

2
(K(m, f, z) +K∗(m, f, z)) +

m̃∑
k=0

iAkz
k,

где Ak – действительные числа.

Доказательство. Рассмотрим граничную задачу

f(x) = Reφ(x), x ∈ (−∞,∞),

где φ ∈ B0. Общее решение этой задачи представимо в виде (2.2), где ϕ ∈ A0 –

решение граничной задачи

ϕ+(x)− ϕ−(x) = 2f(x).

Разделив это равенство на (z + i)m получаем

ψ+(x)− ψ−(x) =
2f(x)

(x+ i)m

где

ψ+(z) =
ϕ+(z)

(z + i)m
, ψ−(z) =

ϕ−(z)

(z + i)m

Функция ψ+(z) аналитична в Π+, а ψ−(z) в Π− за исключением точки z = −i.

Если

R(z) =
m−1∑
k=1

Ak

(z + i)k

главная часть разложения Лорана функции ψ−(z) в точке z = −i, то получаем

ψ+(x)− (ψ−(x)−R(x)) =
2f(x)

(x+ i)m
+R(x).

Следовательно

ψ±(z) =
(z + i)m

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
dt

t− z
+ P̃ (z),

где P̃ (z) = a0 + a1(z) + ...+ an0z
n0 – некоторый полином. Поскольку

P̃∗(z) = −
n0∑
k=1

akz
k,

13
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то применяя формулу (2.2), получаем соответствующее представление. Так как

в силу леммы 2.2

Re(K(m, f, x+ iy) +K∗(m, f, x+ iy)) ∈ L1(ρ),

при y > 0, то P̃ (x + iy) + P̃∗(x + iy) ∈ L1(ρ), что возможно лишь при n0 ≤ m̃.

Лемма доказана. �

Лемма 3.5. Пусть α < 0, φ ∈ B0, f(x) = Reφ(x) ∈ L1(ρ). Тогда, если

Reφ(x + iy0) ∈ L1(ρ), y0 > 0, то f удовлетворяет условиям (2.3), а φ(z)

представима в виде

φ(z) =
1

2
(K(m, f, z) +K∗(m, f, z)) + iA0,

где A0 – действительное число.

Доказательство. По аналогии с предыдущей леммой имеем

φ+(x)(x+ i)|m| − φ−(x)(x+ i)|m| = 2f(x)(x+ i)|m|.

и следовательно

φ±(z)(z + i)|m| =
1

πi

∫ ∞

−∞

f(t)(t+ i)|m|

t− z
dt+ P (z),

где P (z) = A0+A1(z+i)+...+AN (z+i)N – некоторый полином порядка N, N ≥

m. Так как левая часть имеет нуль порядка m в точке z = −i, то получаем

(3.4)
1

πi

∫ ∞

−∞
f(t)(t+ i)|m|−kdt+Ak = 0, k = 1, 2, ..., |m|.

Далее имеем

φ(z) =
(z + i)−|m|

πi

∫ ∞

−∞

f(t)(t+ i)|m|

t− z
dt+

|m|∑
k=1

Ak

(z + i)k
+ P̃1(z)

В силу леммы 2.5 заключаем, что Ak = 0, k = 0, 1, . . . , |m|, P̃1(z) = const. Учи-

тывая теперь (3.4), получаем доказательство леммы. �

4. Исследование однородной задачи P

Задачу P будем называть однородной, если fk ≡ 0, k = 0, 1, ..., n− 1.

14
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Теорема 4.1. Пусть α ≥ 0. Тогда общее решение однородной задачи P можно

представить в виде (3.1), где

(4.1) φ0(z) = iA00 + iA01z + ...+ iA0m̃z
m̃,

(4.2) φk(z) =
1

k!
(iAk0 + iAk1z + ...+ iAkm̃z

m̃ −
k−1∑
j=0

Cj
kj!i

k−jφ
(k−j)
j (z))

причем Akj , k = 0, 1, ..., n− 1, j = 0, 1, ..., m̃ – действительные числа.

Доказательство. При k = 0 из (1.3), получаем

lim
y→0

∥Re(φ0(x+ iy) + yφ1(x+ iy) + ...+ yn−1φn−1(x+ iy))∥L1(ρ) = 0.

Обозначим

Re(φ0(x+ iy) + yφ1(x+ iy) + ...+ yn−1φn−1(x+ iy)) = f0y(x).

В силу леммы 3.4

φ0(z + iy) + yφ1(z + iy) + ...+ yn−1φn−1(z + iy) =

= K(m, f0y, z) +K∗(m, f0y, z) +
m̃∑

k=0

iA0k(y)z
k

где A0k(y), k = 0, 1, ..., m̃ – действительные числа. Переходя к пределу, при y → 0

получаем представление (4.1) функции φ0(z). Далее при k = 1 из (1.3) имеем

lim
y→0

∥Re(iφ′
0(z) + φ1(z) + yiφ′

1(z) + ...)∥L1(ρ) = 0,

где остальные слагаемые содержат y как множитель. Обозначив

iφ′
0(x+ iy) + φ1(x+ iy) + yiφ′

1(x+ iy) + ... = f1y(x),

в силу леммы 3.4 получаем

iφ′
0(z + iy) + φ1(z + iy) + yiφ′

1(z + iy) + ... =

= K(m, f1y, z) +K∗(m, f1y, z) + iA10(y) + iA11(y)z + ...+ iA1m̃(y)zm̃.

Переходя к пределу, при y → 0 получаем

φ1(z) = −iφ′
0(z) + iA10 + iA11z + ...+ iA1N1z

N1 ,

т.е. формулу (4.2) при k = 1. Аналогичными рассуждениями получаем (4.2) при

k > 1.
15
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Докажем, что функция U(z) определяемая по формуле (3.1), где φk(z) опре-

деляются по формулам (4.2), удовлетворяет условиям (1.3). Для этого заметим,

что при фиксированном y > 0

|ReU(x+ iy)| = O(|x|m̃−1)

и поэтому ReU(x+ iy) ∈ L1(ρ)

Каждая функция φk(z) – полином порядка m̃ и

∂kU(z)

∂yk
= φk(z) + yP (y, z),

где P (y, z) полином относительно z порядка меньше чем m̃ − 1. Поэтому при

y ∈ (0, 1) и x ∈ (−∞,∞) ∣∣∣Re
∂kU(z)

∂yk

∣∣∣ < Ay(1 + |x|)m̃−1

где A – постоянная, не зависящая от x. Из последнего неравенства следует, что

lim
y→0

∥∥∥Re
∂kU(z)

∂yk

∥∥∥
L1(ρ)

= 0.

Теорема доказана. �

По аналогии устанавливается

Теорема 4.2. Пусть α < 0. Тогда общее решение однородной задачи P пред-

ставимо в виде

U(z) = iA0 + iA1y + ...+ iAn−1y
n−1,

где Ak, k = 0, 1, ..., n− 1 – действительные числа.

5. Исследование задачи P

Рассмотрим следующую задачу:

Задача P̃k. Пусть даны k, 0 ≤ k ≤ n − 1, и f (s) ∈ L1(ρ), s = 0, 1, ..., n −

k − 1. Определить решение уравнения (1.2) так, чтобы выполнялись граничные

условия

lim
y→0

∥∥∥Re
∂kU(x, y)

∂yk
− f(x)

∥∥∥
L1(ρ)

= 0

и

lim
y→0

∥∥∥Re
∂jU(x, y)

∂yj

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j ̸= k, j = 0, 1, ...n− 1.
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Лемма 5.1. Пусть f ∈ L1(ρ) и p ≥ s > 0. Тогда

lim
y→0

yp||(K(m, f, z))(s)||L1(ρ) = 0.

Доказательство. Утверждение леммы верно, если f бесконечно дифференци-

руемая финитная функция. Поэтому, учитывая что этот класс всюду плотен в

L1(ρ), достаточно установить оценку

yp∥(K(m, f, x+ iy))(s)∥L1(ρ) ≤ C∥f∥L1(ρ),

где C – постоянная, не зависящая от f и y. Имеем

(K(m, f, z))(s) =
s∑

j=0

Aj
(x+ iy + i)m−j

2πi

∫ ∞

−∞

f(t)

(t+ i)m
dt

(t− x− iy)s−j+1
,

где Aj – постоянные, и

|(K(m, f, z))(s)| ≤M
s∑

j=0

(1 + |x|)m−j

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

dt

|t− x− iy|s−j+1
,

где M – постоянная, не зависящая от x. Учитывая, что y < |t−x− iy|, получаем

yp|(K(m, f, z))(s)| ≤Myp−s+j
s−1∑
j=0

(1 + |x|)m−j

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

ydx

|t− x− iy|2
+

+Myp(1 + |x|)m−s

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

dt

|t− x− iy|
,

причем, если m < s, то последнее слагаемое равно нулю.

Поскольку

yp−s+j
∥∥∥(1 + |x|)m−j

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

dt

|t− x− iy|2
∥∥∥
L1(ρ)

≤

≤
∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|α

|t+ i|α−m

∫ ∞

−∞

ydxdt

(1 + |x|)α−m+j |t− x− iy|2
и

sup
−∞<t<∞

|t+ i|α−m

∫ ∞

−∞

ydx

(1 + |x|)α−m+j |t− x− iy|2
<∞,

получаем

yp−s+j
∥∥∥(1 + |x|)m−j

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

dt

|t− x− iy|2
∥∥∥
L1(ρ)

≤ C∥f∥L1(ρ),

j = 0, 1, ..., s− 1.

Учитывая, что s > 0 будем иметь

sup
−∞<t<∞

|t+ i|α−m

∫ ∞

−∞

ydx

(1 + |x|)α−m+s|t− x− iy|
<∞

17
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и поэтому

yp
∥∥∥(1 + |x|)m−s

∫ ∞

−∞

|f(t)|
|t+ i|m

dt

|t− x− iy|

∥∥∥
L1(ρ)

≤ C∥f∥L1(ρ).

Следовательно

yp||(K(m, f, z))(s)||L1(ρ) ≤ C||f ||L1(ρ).

Лемма доказана. �

Лемма 5.2. Функция

Uk0(x, y) =
yk

2k!
φk0(x+ iy),

где

(5.1) φk0(z) = (K(m, f, z) +K∗(m, f, z))

удовлетворяет граничным условиям

(5.2) lim
y→0

∥∥∥Re
∂jUk0(x, y)

∂yj

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j = 0, 1, ...k − 1,

(5.3) lim
y→0

∥∥∥Re
∂kUk0(x, y)

∂yk
− f(x)

∥∥∥
L1(ρ)

= 0.

Доказательство. Так как

∂jUk0(x, y)

∂yj
=

j∑
s=0

Asy
k−s(K(m, f, x+ iy))(j−s)+

+

j∑
s=0

Asy
k−s(K∗(m, f, x+ iy))(j−s),

где As – постоянные, и в силу леммы 5.1

lim
y→0

yk−s∥(K(m, f, x+ iy))(j−s)∥L1(ρ) = 0,

то

lim
y→0

∥∥∥∂j(ykK(m, f, x+ iy))

∂yj

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j = 0, 1, ..., k − 1.

Аналогично

lim
y→0

∥∥∥∂j(ykK∗(m, f, x+ iy))

∂yj

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j = 0, 1, ..., k − 1.

Утверждения (5.2) леммы доказаны. Для доказательства (5.3) заметим, что

∂kUk0(x, y)

∂yk
=

1

2
(K(m, f, x+ iy) +K∗(m, f, x+ iy))+

18
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+
k−1∑
s=0

Asy
k−s(K(m, f, x+ iy) +K∗(m, f, x+ iy))(k−s),

где As – постоянные. Так как

lim
y→0

yk−s∥K(m, f, x+ iy)∥L1(ρ) = lim
y→0

yk−s∥K∗(m, f, x+ iy)∥L1(ρ) = 0,

то доказательство леммы следует из теоремы 2.1. �

Пусть

φk1(z) = −i(K(m, f, z) +K∗(m, f, z))
′,

Uk1(x, y) = Uk0(x, y) +
yk+1

2(k + 1)!
φk1(x+ iy).

Так как

K ′
m(f, z) =

m

z + i
K(m, f, z) +K(m, f̃ , z)−K(m, f ′, z),

где f̃(t) = mf(t)(t+ i)−1, то как при доказательстве леммы 5.1 устанавливается,

что

lim
y→0

∥∥∥ ∂j
∂yj

( yk+1

2(k + 1)!
φk1(x+ iy)

)∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j = 0, 1, ..., k.

При j = k + 1 имеем

∂k+1

∂yk+1

(
Uk0(x, y) +

yk+1

2(k + 1)!
φk1(x+ iy)

)
=

=
k−1∑
s=0

Asy
k+1−s(K(m, f, x+ iy) +K∗(m, f, x+ iy))(k+1−s)+

+

k∑
s=0

Bsy
k+1−s(φk1(x+ iy))(k+1−s).

А по лемме 5.1

lim
y→0

yk+1−s∥(K(m, f, x+ iy))(k+1−s)∥L1(ρ) = 0,

lim
y→0

yk+1−s∥(K∗(m, f, x+ iy))(k+1−s)∥L1(ρ) = 0,

lim
y→0

yk+1−s∥(φk1(x+ iy))(k+1−s)∥L1(ρ) = 0,

Поэтому функция Uk1(x, y) удовлетворяет граничным условиям

lim
y→0

∥∥∥Re
∂jUk1(x, y)

∂yj

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, j = 0, 1, ...k + 1, j ̸= k.

и

lim
y→0

∥∥∥Re
∂kUk1(x, y)

∂yk
− f(x)

∥∥∥
L1(ρ)

= 0

Аналогично доказывается следующая
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Теорема 5.1. Функция

Uk(z) = ykφk0(z) + yk+1φk1(z) + ...+ yn−1φk,n−1−k(z),

где φk0(z) определяется формулой (5.1), а

φkj(z) = − 1

(k + 1)!
(Ck

k+jk!i
jφ

(j)
k0 (z) + ...+ Ck+j−1

k+j (k + j − 1)!iφ′
k,j−1(z)),

j = 0, 1, ..., n− k − 1, является решением задачи P̃k.

Из этой теоремы и из теоремы 4.1 непосредственно следует:

Теорема 5.2. Пусть α ≥ 0. Задача P имеет решение для любых функций

f0, f1, ..., fn−1, f
(j)
k ∈ L1(ρ), j = 0, 1, ..., n− 1− k . Общее решение можно пред-

ставить в виде

U(z) = Ũ0(z) + Ũ1(z),

где Ũ0(z) – общее решение однородной задачи, а

Ũ1(z) = U0(z) + U1(z) + ...+ Un−1(z),

где Uk(z) – решения задачи P̃k.

Теорема 5.3. Пусть α < 0, f (j)k (x) ∈ L1(ρ), j = 0, 1, ..., n−1−k, k = 0, 1, ..., n−1.

Для того, чтобы задача P имела решение необходимо и достаточно чтобы

функции fk удовлетворяли условиям (2.3).

Доказательство. Для простоты изложения приведем доказательство приm = 3.

Тогда общее решение уравнения (1.2) представимо в виде

(5.4) U(z) = φ0(z) + yφ1(z) + y2φ2(z)

Граничные условия (1.3) представимы в виде

(5.5) lim
y→0

∥∥∥Re
∂kU(x, y)

∂yk
− fk(x)

∥∥∥
L1(ρ)

= 0, k = 0, 1, 2,

где f (j)k (x) ∈ L1(ρ), k = 0, 1, 2, j = 0, 2− k. Из (5.5), при k = 0 получаем

lim
y→0

∥Re(φ0(x+ iy) + yφ1(x+ iy) + y2φ2(x+ iy))− f0(x)∥L1(ρ) = 0.

Положим

Re(φ0(x+ iy) + yφ1(x+ iy) + y2φ2(x+ iy)) = f0y(x).
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В силу леммы 3.5

φ0(x+ iy) + yφ1(x+ iy) + y2φ2(x+ iy) =

=
1

2
(K(m, f0y, z) +K∗(m, f0y, z)) + iA0y,

где A0y действительное число, а f0y удовлетворяет условиям∫ ∞

−∞
f0y(x)x

kdx = 0, k = 0, 1, ...,−m− 1.

Переходя к пределу при y → 0 получаем

(5.6) φ0(z) =
1

2
(K(m, f0, z) +K∗(m, f0, z)) + iA0

и f0 удовлетворяет условиям (2.3). Далее имеем

lim
y→0

∥Re(iφ′
0(x+ iy) + φ1(x+ iy) + yφ′

1(x+ iy)+

+2yφ2(x+ iy) + y2φ′
2(x+ iy))− f1(x)∥L1(ρ) = 0.

Применяя лемму 3.5 будем иметь

(5.7) φ1(z) = −iφ′
0(z) +

1

2
(K(m, f1, z) +K∗(m, f1, z)) + iA1

где A1 действительное число. По аналогии получаем

(5.8) φ2(z) =
i2

2
φ′′
0(z) +

i

2
φ′
1(z) +

1

4
(K(m, f1, z) +K∗(m, f1, z)) + iA2,

где A2 действительное число. Поскольку в силу леммы 5.1

lim
y→0

y∥φ1(x+ iy)∥L1(ρ) = 0, lim
y→0

y2∥φ2(x+ iy)∥L1(ρ) = 0,

заключаем, что функция (5.4), где φ0, φ1, φ2 определяются формулами (5.6) –

(5.8) удовлетворяет условиям (5.5). Теорема доказана. �

Abstract. The paper investigates the Schwarz type boundary value problem for

polyanalytic functions when the boundary functions belong to weighted space L1(ρ).
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стики множеств точек расходимости и абсолютной расходимости рядов по
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для функционального ряда

(1.1)
∞∑

n=1

fn(x), x ∈ [0, 1],

множество E ⊂ [0, 1] называется множеством точек расходимости, если этот ряд

расходится при x ∈ E и сходится когда x ∈ [0, 1]\E. Если же расходимость в точ-

ках E неограничена, то E является множеством точек неограниченной расходи-

мости ряда (1.1). Хорошо известна классическая теорема Хана–Серпинского (см.

[8], [2]): для того чтобы E ⊂ [0, 1] стало множеством точек расходимости (неогра-

ниченной расходимости) некоторого ряда (1.1), с непрерывными членами fn(x),

необходимо и достаточно, чтобы оно имело тип Gδσ (Gδ). Характеризации мно-

жеств точек расходимости рядов Фурье функций из разных классов посвящено

много работ. При этом рассматриваются как ряды Фурье по тригонометрической
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так и по другим классическим ортонормированным системам (Уолша, Хаара, Ви-

ленкина). Множество неограниченной расходимости рядов Фурье-Хаара полно-

стью было охарактеризовано в работе М. А. Луниной [7]. Ею доказано, что во пер-

вых множество точек неограниченной расходимости любого ряда Фурье-Хаара

является множеством типа G̃δ, и наоборот, любое множество типа G̃δ может

стать множеством точек неограниченной расходимости ряда Фурье-Хаара неко-

торой функции. Множество точек обычной расходимости рядов Фурье-Хаара

полностью охарактеризована Г. А. Карагуляном в работе [3], где доказывается,

что для того чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством расходимости ряда

Фурье-Хаара некоторой функции из L∞[0, 1] необходимо и достаточно, чтобы

оно имело тип Gδσ. Аналогичное свойство для системы Франклина установле-

но Г. А. Карагуляном в [5]. Более того, в работах [4] и [5] Карагуляном дается

полная характеристика множеств расходимости последовательностей операто-

ров со свойством локализации. В настоящей работе рассматривается вопрос о

характеризации множество точек неограниченной расходимости рядов по систе-

ме Франклина.

Система Франклина получается ортогонализацией системы Фабера-Шаудера

методом Шмидта и обозначается через {Fn(x)}∞n=1. Множество A назовем мно-

жеством типа Gδ, если

A =
∞∩
k=1

Gk,

где Gk суть открытые множества. При этом, очевидно, можно предполагать,

что Gk ⊇ Gk+1 для всех k ∈ N . Нижеследующая теорема является основным

результатом статьи.

Теорема 1. Если множество E ⊂ [0, 1] имеет тип Gδ, то существует ряд по

системе Франклина

(1.2)
∞∑
k=1

akFk(x),

который неограниченно расходится в любой точке x ∈ E и абсолютно сходится

при x ∈ [0, 1] \ E.

Отметим, что система Франклина состоит из непрерывных функций и поэтому

согласно теоремы Хана-Серпинского множество неограниченной расходимости
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любого ряда Франклина имеет тип Gδ. Отсюда, с учетом результата теоремы 1

получаем:

Следствие 1. Для того, чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством

неограниченной расходимости для некоторого ряда Франклина (1.2), необходимо

и достаточно, чтобы оно было множеством типа Gδ.

Следствие 2. Для того чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством неогра-

ниченной расходимости для некоторого ряда
∞∑
k=1

|akFk(x)|,

необходимо и достаточно, чтобы оно было множеством типа Gδ.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Для доказательства теоремы нам потребуются несколько лемм. Положим

βk(x) = rk+1(x)rk+2(x), x ∈ [0, 1], k = 1, 2, ...

где

rn(x) = sign[sin(2nπx)], x ∈ [0, 1], n = 1, 2, ...

есть функции Радемахера.

Лемма 1. Если функция f(x), x ∈ [0, 1], линейна на интервалах[
l − 1

2k
,
l

2k

]
, l = 1, 2, .., 2k,

тогда ∫ 1

0

f(x)βk(x)dx = 0.

Доказательство. Достаточно установить равенство∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)(ax+ b)dx = 0,

для любых чисел a, b ∈ R и l = 1, 2, . . . 2k, или же∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)dx =

∫ l

2k

l−1

2k

βk(x)xdx = 0.

А последнее можно получить простыми вычислениями интегралов. �
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Обозначим

(2.1) βk
I (x) =

{
βk

(
x−a
b−a

)
, x ∈ I

0, x /∈ I

где I = [a, b]. В силу леммы 1, имеем

(2.2)
∫ 1

0

βk
I (x)f(x)dx = 0,

если f(x) линейна на интервалах[
a+

(l − 1)(b− a)

2k
, a+

l(b− a)

2k

]
, l = 1, 2, .., 2k.

Отметим, что система Франклина является базисом в C[0, 1] и обладает свой-

ством локализации. Характерным свойством системы Франклина является экс-

поненциальная оценка

(2.3) |Fn(t)| ≤ C
√
nqn|t−zn|, t ∈ [0, 1]

где C > 0 и q, 0 < q < 1 – абсолютные постоянные, и zn = 2i−1
2k+1 , если n = 2k + i,

k = 0, 1, ..., i = 1, 2..., 2k, z1 = 1 (см. [6], стр. 223).

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть J = (a, b) ⊂ [0, 1], I = [c, d] ⊂ J . Тогда для любого ε > 0

существует число n = n(ε) ∈ N такое, что для любой функции f ∈ L∞[0, 1], с

suppf ⊂ I и ∥f∥∞ ≤ 1, имеем

(2.4)
∞∑

k=n

|(Fk, f)Fk(x)| < ε, при x ∈ Jc.

Доказательство. Обозначим

I1 =

[
a+ c

2
,
b+ d

2

]
, r = min

{
c− a

2
,
b− d

2

}
и зафиксируем любую точку x ∈ Jc. Заметим, что при условии

zk ∈ I1

имеем |x−zk| ≥ r. Отсюда, с учетом (2.3) и неравенства ∥Fk∥1 ≤ C/
√
k, получим

(2.5) |(Fk, f)Fk(x)| ≤ ∥Fk∥1C
√
kqkr ≤ C qkr.

Если же

zk ̸∈ I1,
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то для t ∈ I имеем |zk − t| ≥ r, и следовательно, получим

|(Fk, f)Fk(x)| ≤ C
√
k

∫ 1

0

|Fk(t)f(t)|dt = C
√
k

∫
I

|Fk(t)f(t)|dt ≤

≤ C
√
k

∫
I

|Fk(x)|dx ≤ C1q
kr.(2.6)

Из (2.5) и (2.6) получим

(2.7) |(Fk, f)Fk(x)| ≤ C2q
kr, x ∈ Jc,

при любом k ∈ N. Таким образом, соотношение (2.4) сразу же следует из (2.7)

если учесть, что числовой ряд
∑∞

k=1 q
kr сходится, при q < 1. �

В доказательстве следующей леммы воспользуемся утверждением Г. Г. Ге-

воркяна [1]: если интегрируемая функция f(t) в точке x ∈ (0, 1) имеет разрыв

первого рода, то

(2.8) lim sup
n→∞

Sn(x, f)− lim inf
n→∞

Sn(x, f) ≥ B|f(x+ 0)− f(x− 0)|,

где B есть абсолютная постоянная, а Sn(x, f) – частичная сумма ряда Фурье–

Франклина функции f .

Лемма 3. Пусть J ⊂ [0, 1] – открытый интервал, а I = [a, b] ⊂ J -двоичный.

Тогда для любых чисел p ∈ N и ε > 0, существует полином по системе Фран-

клина

(2.9)
q∑

k=p

akFk(x),

такой, что

(2.10)
q∑

k=p

|akFk(x)| < ε, при x ∈ Jc,

(2.11) max
p≤n≤q

|
n∑

k=p

akFk(x)| ≥ 1, при x ∈ I.

Доказательство. Согласно лемме 2, существует натуральное число n0 такое,

что для любой функции f ∈ L∞[0, 1] , с условиями ∥f∥∞ ≤ 1 и suppf ⊂ I, имеет

место неравенство

(2.12)
∞∑

k=n0

|(Fk, f)Fk(x)| <
Bε

(2B + 1)
, при x ∈ Jc,
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где B есть абсолютная постоянная из (2.8). Так как I – двоичный интервал, то

его можно представить в виде

I =

2m∪
j=1

Ij ,

где Ik – разные двоичные интервалы одинаковой длины. Рассмотрим функцию

βm
I , определенную в (2.1), и пусть n = max{p, n0}. Из (2.12) следует

(2.13)
∞∑
k=p

|(Fk, β
m
I )Fk(x)| <

Bε

(2B + 1)
, при x ∈ Jc.

Ясно, что при достаточно большом m, первые N функции системы Франклина

будут линейными на отрезках Ij . Тогда, согласно (2.2), имеем

(Fk, β
m
I ) = 0, для k = 1, 2, ..., N.

Функция βm
I имеет конечное число точек разрыва. Обозначим их через ξk, k =

1, 2, . . . , l. Согласно (2.8), для любой точки ξk существует частичная сумма, для

которой имеем

|Sνk
(ξk, β

m
I ))| > B|βm

I (ξk + 0)− βm
I (ξk − 0)| ≥ B,

Из непрерывности Sνk
следует, что

(2.14) |Sνk
(x, βm

I ))| > B, x ∈ (ξk − δk, ξk + δk)

для некоторого числа δk > 0. С другой стороны, ряд Фурье–Франклина функции

βm
I равномерно сходится к βm

I на множестве I \
∪

k(ξk − δk, ξk + δk), и, следова-

тельно, существует число ν0 ∈ N, такое, что

(2.15) |Sν0(ξk, β
m
I ))| > 1

2
, x ∈ I \

∪
k

(ξk − δk, ξk + δk)

Определим полином (2.9) взяв

q = max
0≤j≤l

νj , ak =
2B + 1

B
(βm

I , Fk).

Из (2.14) и (2.15) легко следует неравенство (2.11), а (2.10) получается из (2.13).

Лемма доказана. �

Пусть G – открытое множество. Скажем, что система замкнутых двоичных ин-

тервалов {ωk}∞k=1 является разбиением для G, если (ωi)
o
∩
(ωj)

o = ∅ для любых

i, j ∈ N ,
∪∞

k=1 ωk = G, и

lim
k→∞

dist(ωk, G
c) = 0.
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Обозначим через ω∗
k объединение ωk с его двумя соседними интервалами. Легко

заметить, что любое открытое множество обладает таким разбиением.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1.

Если A есть множество типа Gδ, то

A =
∞∩
k=1

Gk,

где Gk – открытые множества и Gk ⊇ Gk+1, k = 1, 2, . . .. Каждое из множеств

Gk обладает некоторым разбиением на двоичные интервалы. Пусть {ωk}∞k=1 есть

некоторая нумерация всех этих интервалов. Легко заметить, что утверждение

x ∈ A эквивалентно нижеследующим утверждениям

x ∈ ωk для бесконечного числа k ∈ N,

x ∈ ω∗
k для бесконечного числа k ∈ N,(3.1)

Для каждого интервала ωk построим многочлен Франклина

(3.2)
nk∑

i=nk−1+1

aiFi(x)

с условиями

(3.3)
nk∑

i=nk−1+1

|aiFi(x)| ≤
1

2k
x ̸∈ ω∗

k,

(3.4) max
nk−1<n≤nk

|
nk∑

i=nk−1+1

aiFi(x)| ≥ k, x ∈ ωk,

где 1 = n0 < n1 < n2 < . . . < nk < . . . есть некоторая последовательность

номеров. Сделаем это по индукции. Применив лемму 3, при J = ω∗
1 , I = ω1, p = 1,

ε = 1, получим полином (3.2), с условиями (3.3) и (3.4) в случае k = 1. Далее

предположим, что условия (3.3) и (3.4) выполняются для некоторых полиномов

(3.2) при k = 1, 2, . . . , t. Обозначим

Mt+1 = max
x∈[0,1]

|
nt∑
i=1

aiFi(x)|+ (t+ 1)

Вновь применив лемму 3, с J = ω∗
t+1, I = ωt+1, n = nt, ε = 1/Mk+12

k, получим

полином вида (3.2), удовлетворяющий условиям (3.3) и (3.4) при k = t+1. Итак,
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завершая индукцию, мы получим некоторый ряд

(3.5)
∞∑
i=1

aiFi(x)

удовлетворяющий условиям (3.3) и (3.4). Пусть x ∈ A. Тогда, согласно (3.1),

существует бесконечная последовательность интервалов ωk, содержащих точку

x. Это значит, что в точке x для бесконечного числа значений k выполняется

(3.4). Отсюда следует расходимость ряда (3.5) в точке x. Если же x ̸∈ A, то

существуют лишь конечное число интервалов ω∗
k, содержаших x. Это значит,

что (3.3) может не выполнятся только для конечного числа индексов k. Отсюда

получаем, что ряд (3.5) абсолютно расходится. Теорема доказана.

В заключении выражаю благодарность Г. А. Карагуляну, под руководством ко-

торого выполнена настоящая работа.

Abstract. Theorems of the paper give a complete description of the divergence and

absolute divergence sets of the series in Franklin system.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть N – множество натуральных чисел, N0 = N∪{0}, Nn
0 – множество n-мерных

мультииндексов, т.е. точек α = (α1, ..., αn), αj ∈ N0, j = 0, ..., n, Rn – n-мерное

вещественное евклидово пространство точек ξ = (ξ1, ..., ξn), а Cn = Rn × iRn

(i2 = −1) n–мерное комплексное пространство.

Для ξ ∈ Rn (ξ ∈ Cn) и α ∈ Nn
0 обозначим

|ξ| = (|ξ1|2 + ...+ |ξn|2)1/2, ξα = ξα1
1 ...ξαn

n , |α| = α1 + ...+ αn

и

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n , где Dj =
∂

∂ξj
j = 1, ..., n.

Пусть

P (ξ) = P (ξ1, ..., ξn) =
∑
α

γαξ
α, γα ∈ C, α ∈ Nn

0

многочлен, где сумма распространяется по конечному набору

(P ) = {α, α ∈ Nn
0 , γα ̸= 0}.

Для многочлена P введем следующие обозначения:
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ℜ(P ) (характеристический многогранник многочлена P ) – минимальный вы-

пуклый многогранник содержащий множество (P ) ∪ {0}, Γ(P ) – множество то-

чек лежащих на главных гранях ℜ(P ) (т.е. на тех гранях ℜ(P ), для которых

существуют индекс j : 1 ≤ j ≤ n и внешняя (относительно ℜ(P )) нормаль

λ = (λ1, ..., λn) этой грани, для которых λj > 0). Далее пусть

ordP ≡ max
α∈(P )

|α|, ordjP ≡ max
α∈(P )

αj , j = 1, . . . , n,

D(P, n) ≡ {ζ ∈ Cn : P (ζ) = 0}, dP (ξ, n) ≡ inf
ζ∈D(P,n)

|ξ − ζ|, ξ ∈ Rn,

ρP (n) ≡ lim inf
t→∞

inf
|ζ|=t

dP (ξ, n).

Характеристический многогранник ℜ(P ) многочлена P называется полным (пра-

вильным, вполне правильным) в Rn, если ℜ(P ) имеет вершину на каждой оси

координат, отличную от начала координат, (компоненты внешних (относитель-

но ℜ(P )) нормалей (n − 1)-мерных не координатных граней не отрицательны,

положительны).

Определение 1.1. Будем говорить, что многочлен P от n-переменных су-

щественно зависит только от переменных ξj: j ≤ k (k ≤ n, k ∈ N0), если

ordjP ≥ 1 j ≤ k и ordjP = 0, j = k + 1, ..., n, т.е. когда

P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξk, 0, . . . , 0), ξ ∈ Rn, и
k∏

j=1

DjP ̸= 0.

Нетрудно заметить, что если многочлен P от n-переменных существенно за-

висит только от переменных ξj : 1 ≤ j ≤ k (k ≤ n), то

D(P, n) = D(P, k)× Cn−k,(1.1)

dP (ξ, n) = dP (ξ
′, n), ξ ∈ Rn, где ξ′ = (ξ1, . . . , ξk),

ρP (n) = min

{
ρP (k), inf

ξ′∈Rk
dP (ξ, n)

}
при k < n.

Через L(n) обозначим множество многочленов P рассматриваемых как много-

член от n-переменных, а через L(n, k), 0 ≤ k ≤ n – множество многочленов

P ∈ L(n) существенно зависящих только от переменных ξj ; j ≤ k.
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Определение 1.2. (см. [1], определение 11.1.2 и теорему 11.1.3). Многочлен

P ∈ L(n) называется гипоэллиптическим в Rn, если для любого 0 ̸= α ∈ Nn
0

P (α)(ξ)/P (ξ) ≡ DαP (ξ)/P (ξ) → 0 при |ξ| → ∞, ξ ∈ Rn.

Из определения 1.2 следует, что если многочлен P ∈ L(n) гипоэллиптичен в

Rn, то P ∈ L(n, n).

Определение 1.3. (см. [2]). Многочлен P ∈ L(n) называется почти гипоэл-

липтическим в Rn, если существует постоянная c > 0 для которого∑
α∈Nn

0

|P (α)(ξ)| ≤ c(|P (ξ)|+ 1) для любого ξ ∈ Rn.

Из определения 1.3 следует, что если многочлен P ∈ L(n) почти гипоэллип-

тичен в Rn, то оно, рассматриваемый как многочлен из L(n+ k), почти гипоэл-

липтичен в Rn+k, k = 0, 1, ....

Пример 1.1. Многочлен ξ21 + ξ22 гипоэллптичен и почти гипоэллиптичен в R2.

Однако этот многочлен рассматриваемый как многочлен от n ≥ 3 переменных

не является гипоэллиптическим в Rn, но является почти гипоэллиптическим

в Rn.

В дальнейшем нам понадобятся следующие известные (см. [1], лемма 11.1.4,

лемма 10.4.1 и теорема 10.4.3) результаты.

Для любых n,m ∈ N включение P ∈ L(n) и неравенство ordP ≤ m выполняются.

А если P (ξ) ̸= 0, то существуют постоянные χj = χj(n,m) > 0, (j = 1, 2, 3, 4),

для которых

χ1 ≤ dP (ξ, n)
∑
α∈Nn

0

∣∣∣P (α)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣1/|α| ≤ χ2, ξ ∈ Rn,(1.2)

χ3P̃ (ξ, t) ≤ sup
|η|≤t

|P (ξ + η)| ≤ χ4P̃ (ξ, t), ξ ∈ Rn, t ≥ 0,(1.3)

если для многочлена Q ∈ L(n) с некоторой постоянной χ > 0 выполняется нера-

венство

(1.4) Q̃(ξ, 1) ≤ χP̃ (ξ, 1), ξ ∈ Rn,
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то существует постоянная χ5 = χ5(n,m, χ) > 0 для которой

(1.5) Q̃(ξ, t) ≤ χ5P̃ (ξ, t), ξ ∈ Rn, t ≥ 1,

где для данного многочлена S ∈ L(n)

S̃(ξ, t) ≡

∑
α∈Nn

0

∣∣∣S(α)(ξ)
∣∣∣2 t2|α|

1/2

, ξ ∈ Rn, t ≥ 0.

Нетрудно заметить, что если для многочленов P,Q ∈ L(n) выполняется оценка

(1.4), то ordjQ = 0 при ordjP = 0, 1 ≤ j ≤ n.

Из оценки (1.2) и определения ρP (n), непосредственно следует, что

a1. многочлен P ∈ L(n) гипоэллиптичен в Rn тогда и только тогда, когда

ρP (n) = +∞.

a2. если для многочлена P ∈ L(n) ρP (n) > 0, то многочлен P почти ги-

поэллиптичен в Rn. При этом, если P ∈ L(n, k) k < n, то (см. (1.1))

существует постоянная c > 0 для которой

|P (ξ)| ≥ c ξ ∈ Rn,

a3. если для почти гипоэллиптического в Rn многочлена P ∈ L(n) с некото-

рыми постоянными C,M > 0

(1.6) |P (ξ)| ≥ c, ξ ∈ Rn с |ξ| ≥M,

то ρP (n) > 0.

Заметим, что если для многочлена P ∈ L(n) \ L(n, n) выполняется оценка (1.6),

то

|P (ξ)| ≥ c ∀ξ ∈ Rn.

Замечание 1.1. Несмотря на то, что из почти гипоэллиптичности в Rn

многочлена P ∈ L(n) следует его почти гипоэллиптичность в Rn+k, если его

рассмотреть как многочлен от (n + k)-переменного k = 0, 1, ..., однако, при

ρP (n) > 0 ρP (n+ k) может обращаться в нуль при k = 1, 2, ... (см. a1).
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Пример 1.2. Многочлен P = ξ21 + ξ22 − 1 почти гипоэллиптичен в Rn, n ≥ 2 и

(см. a1) ρP (2) = +∞, т.к. многочлен P гипоэллиптичен в R2. Однако, ρP (n) = 0

при n ≥ 3.

Определение 1.4. (см. определения 10.3.4 и 10.4.4 из [1] и [3]). Многочлен

P ∈ L(n) сильнее (доминирует, мощнее) многочлена Q ∈ L(n) и записывают

Q ≺ P (Q ≺≺ P ;Q < P ), если с некоторой постоянной χ > 0 выполняется

оценка (1.4)
(
supξ∈Rn Q̃(ξ, t)/P̃ (ξ, t) → 0 при t→ ∞; с некоторой

постоянной c > 0 |Q(ξ)| ≤ (|P (s)|+ 1), для любого ξ ∈ Rn) .

Из определения 1.4 и оценки (1.3) следует, что если Q ≺≺ P (Q < P ), то

Q ≺ P , если Q ≺ P , то DjQ ≺≺ P , j = 1, ..., n.

Замечание 1.2. Если Q < P,Q ≺ P,Q ≺≺ P P,Q ∈ L(n) то ordjQ = 0 при

ordjP = 0 1 ≤ j ≤ n.

В работе [4] В. П. Михайловым и в [5] в других терминах, Л. Р. Волевичем, С. Г.

Гиндикином введено понятие регулярного многочлена и доказано, что многочлен

P ∈ L(n) регулярен тогда и только тогда, когда с некоторой постоянной c > 0

|ξ1|ν1 . . . |ξn|νn ≤ c(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ Rn, где ν = (ν1, . . . , νn) ∈ ℜ(P ).

Известно (см. [3] – [5]), что

b1. если многочлен P ∈ L(n) регулярен, то Q < P для многочлена Q ∈ L(n)

тогда и только тогда, когда ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ).

b2. если характеристический многогранник ℜ(P ) регулярного многочлена

P ∈ L(n) полный, то P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞, ξ ∈ Rn,

b3. если характеристический многогранник ℜ(P ) регулярного многочлена

P ∈ L(n) полный, Q ∈ L(n) то Q(ξ)/P (ξ) → 0 при Q(ξ) → ∞ тогда и

только тогда, когда ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ) \ Γ(P ),

b4. если характеристический многогранник ℜ(P ) регулярного многочлена

P ∈ L(n) правильный, то Q ≺ P для многочлена Q ∈ L(n) тогда и

только тогда, когда ℜ(Q) ⊂ ℜ(P )
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b5. если характеристический многогранник ℜ(P ) регулярного многочлена

P ∈ L(n) вполне правильный, то Q ≺≺ P для многочлена Q ∈ L(n)

тогда и только тогда, когда ℜ(Q) ⊂ ℜ(P ) \ Γ(P ).

Заметим, что если P многочлен из пунктов b2 - b4, то P ∈ L(n, n), если из пункта

b5, то P гипоэллиптичен в Rn.

Из теоремы 11.1.9, определения гипоэллиптичности и следствия 10.4.8 работы

[1] следует, что

(i) если Q ≺ P ≺ Q, Q ∈ L(n) и многочлен P гипоэллиптичен в Rn, то

многочлен Q также гипоэллиптичен в Rn,

(ii) если P,Q ∈ L(n) гипоэллиптичны в Rn, то P ·Q также гипоэллиптичен в

Rn,

(iii) если P ∈ L(n) гипоэллиптичен в Rn и Q ≺≺ P (Q ∈ L(n)), то для

любого a ∈ C многочлен P + aQ также гипоэллиптичен в Rn.

На примерах покажем, что в общем случае, эти утверждения перестают быть

справедливыми для почти гипоэллиптических в Rn многочленов.

Пример 1.3. Пусть n = 2, P (ξ) = ξ21 + ξ21 · ξ22 + ξ42 , Q(ξ) = ξ21 · ξ22 + ξ42 . Прямой

проверкой можно убедиться, что многочлен P почти гипоэллиптичен в R2, Q

не является почти гипоэллиптическим в R2 хотя с некоторыми постоянными

c1, c2 > 0

c−1
1 (|P (ξ)|+ 1) ≤ P̃ (ξ, 1) ≤ c1(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ R2,

c−1
2 (|P (ξ)|+ 1) ≤ Q̃(ξ, 1) ≤ c2(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ R2,

т.е. Q ≺ P ≺ Q.

Пример 1.4. Пусть n = 2, P (ξ) = ξ21 +ξ
2
2 , Q(ξ) = ξ1−ξ2. Нетрудно проверить,

что оба многочлена почти гипоэллиптичны в R2. Однако при ξ1 = ξ2 → ∞

|D1(P ·Q)(ξ)|/[|(P ·Q)(ξ)|+ 1] → ∞,

т.е. многочлен P ·Q не является почти гипоэллиптическим в R2.
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Пример 1.5. Пусть n = 2, P (ξ) = ξ21 + ξ21 · ξ22 + ξ22 , Q(ξ) = ξ21 + ξ22 . Так как при

всех ξ ∈ R2, |(D2
1 + D2

2)P (ξ)| ≥ 2|Q(ξ)|, то Q ≺≺ P . С другой стороны непо-

средственной проверкой можно убедиться, что многочлен P −Q не является

почти гипоэллиптическим в R2 хотя многочлен P почти гипоэллиптичен в

R2.

Цель настоящей работы — исследовать условия, при которых утверждения (i),

(ii) и (iii) останутся в силе, если заменить гипоэллиптичность на почти гипоэл-

липтичность.

2. Почти гипоэллиптические многочлены с комплексными

коэффициентами

Теорема 2.1. Пусть для многочленов P,Q ∈ L(n) с некоторой постоянной

c > 0

(2.1) c−1Q̃(ξ, 1) ≤ P̃ (ξ, 1) ≤ c Q̃(ξ, 1), ξ ∈ Rn,

т.е. Q ≺ P ≺ Q. Тогда существует число ρ0 = ρ0(c, χ2, χ5) > 0 (χ2, χ5 – посто-

янные из оценок (1.2) и (1.5)), такие, что если ρP (n) > ρ0, то многочлен Q

почти гипоэллиптичен в Rn.

Доказательство. Пусть ρ1 ∈ (0, ρP ) любое фиксированное число. Тогда из оцен-

ки (1.2) имеем, что существует постоянная M(ρ1) > 0 для которого

(2.2) dP (ξ, n) ≥ ρ1/2, ξ ∈ Rn, |ξ| ≥M(ρ1),

и

(2.3)
∣∣∣P (α)(ξ)

∣∣∣ d(α)P (ξ, n) ≤ χ
|α|
2 |P (ξ)|, ξ ∈ Rn, |ξ| ≥M(ρ1), α ∈ Nn

0 .
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Из условия Q ≺ P теоремы, в силу оценок (2.2), (1.5) и (2.3) с некоторой посто-

янной c1 = c1(χ2, χ5) > 0 при ξ ∈ Rn, |ξ| ≥M(ρ1) когда ρ1 ≥ 2 имеем, что

Q̃(ξ, ρ1/2) ≤ Q̃(ξ, dP (ξ, n)) ≤ χ5P̃ (ξ, dP (ξ, n))(2.4)

= χ5

∑
α∈Nn

0

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣2 d2|α|P (ξ, n)

1/2

≤ χ5|P (ξ)|

 ∑
α∈Nn

0 , |α|≤ord P

χ
2|α|
2

1/2

≤ c1|P (ξ)|.

Так как, в силу оценки (2.1),

|P (ξ)| ≤ c · Q̃(ξ, 1) ξ ∈ Rn,

то из оценки (2.4) и отсюда при ρ1 ≥ 2, ξ ∈ Rn, |ξ| ≥M(ρ1) имеем, что

|Q(ξ)|2 +
(ρ1
2

)2∑
α ̸=0

∣∣∣Q(α)(ξ)
∣∣∣2 ≤

(
Q̃(ξ, ρ1/2)

)2
≤ c21|P (ξ)|2

≤ c21c
2
(
Q̃(ξ, 1)

)2
≤ c21c

2

|Q(ξ)|2 +
∑
α̸=0

∣∣∣Q(α)(ξ)
∣∣∣2
 .

Пусть ρ0 ≡ max{2, 2
√
2 · c1 · c} и ρP > ρ0. Тогда при ρ1 ∈ (ρ0, ρP ), ξ ∈ Rn,

|ξ| ≥M(ρ1)

(2.5) |Q(ξ)|2 + c21c
2
∑
α ̸=0

∣∣∣Q(α)(ξ)
∣∣∣2 ≤ c21c

2|Q(ξ)|2.

Откуда, непосредственно, следует утверждение теоремы 2.1. �

Следствие 2.1. При условиях теоремы 2.1 ρQ(n) > 0.

Доказательство. Непосредственно, следует из оценки (2.5) и в силу оценки (1.4)

для многочлена Q. �

Теорема 2.2. Пусть P,Q ∈ L(n). Если Q < P < Q и многочлен P почти

гипоэллиптичен в Rn, то многочлен Q также почти гипоэллиптичен в Rn.

Доказательство. Из оценки (1.3), в силу условия Q < P и почти гипоэллип-

тичности многочлена P в Rn, с некоторыми постоянными cj > 0, (j = 1, 2, 3, 4)
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имеем, что

Q̃(ξ, 1) ≤ c1 sup
|η|≤1

|Q(ξ + η)| ≤ c2 sup
|η|≤1

(|P (ξ + η)|+ 1) ≤ c3P̃ (ξ, 1)

≤ c4(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ Rn.

Отсюда, в силу условия P < Q, с некоторой постоянной c5 > 0 имеем, что

Q̃(ξ, 1) ≤ c5(|Q(ξ)|+ 1), ξ ∈ Rn,

т.е. многочлен Q почти гипоэллиптичен в Rn. Теорема доказана. �

Заметим, что в теореме 2.2 не требовалось условие ρP (n) > 0.

Пример 2.1. Пусть n = 2 P (ξ) = (ξ1 − ξ2)
2, Qa(ξ) = (ξ1 − ξ2)

2 + (ξ1 − ξ2) + a,

a ∈ R. Очевидно, оба многочлена почти гипоэллиптичны в R2 и Q ≺ P ≺ Q.

Однако ρP (2) = 0, ρQa(2) = 0 при a ≤ 1
4 и ρQa(2) > 0 при a > 1

4 .

Теорема 2.3. Если для многочленов P,Q ∈ L(n) ρP (n) > 0, ρQ(n) > 0, то

ρP ·Q(n) > 0 т.е. (см. пункт а2) многочлен P ·Q почти гипоэллиптичен в Rn.

Доказательство. Так как, очевидно, D(P ·Q,n) = D(P, n) ∪D(Q,n), то

dP ·Q(ξ, n) = min{dP (ξ, n), dQ(ξ, n)} ξ ∈ Rn.

Откуда ρP ·Q(n) = min{ρP (n), ρQ(n)} > 0. Следовательно, в силу пункта а2, мно-

гочлен P ·Q почти гипоэллиптичен в Rn. �

Следствие 2.2. Пусть 1 ≤ k < n, 1 < l ≤ n, P ∈ L(n, k), Q ∈ L(n), ordjQ = 0,

j = 1, ..., l − 1, ordjQ ≥ 1, j = l, ..., n. Если многочлен P почти гипоэллиптичен

в Rk, Q почти гипоэллиптичен в Rn−l и с некоторой постоянной c > 0

|P (ξ)| ≥ c, ξ′ = (ξ1, . . . , ξk) ∈ Rk,(2.6)

|Q(ξ)| ≥ c, ξ′′ = (ξl, . . . , ξn) ∈ Rn−l.

то многочлен P ·Q почти гипоэллиптичен в Rn.

Доказательство. Из оценки (2.6) в силу пункта а3 имеем, что ρP (k) > 0, ρQ(n−

l) > 0. Из оценок (2.6), (1.3) и почти гипоэллиптичности в Rk многочлена P и в
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Rn−l многочлена Q имеем, что с некоторой постоянной c1 > 0

dP (ξ
′, k) ≥ c1, ξ′ ∈ Rk и dQ(ξ

′′, n− l) ≥ c1, ξ′′ ∈ Rn−l.

Следовательно, в силу (1.1)

ρP (n) ≥ min{c1, ρP (k)} > 0 и ρQ(n) ≥ min{c1, ρQ(n− l)} > 0.

Отсюда, в силу теоремы 2.3 получаем, что многочлен P ·Q почти гипоэллиптичен

в Rn. �

На примере покажем, что, при условиях следствия 2.2, выполнение оценки (2.6)

существенно для почти гипоэллиптичности многочлена P ·Q.

Пример 2.2. Пусть P (ξ) = ξ21 + ξ22 + 1, Q(ξ) = ξ22 + ξ23 − 1, ξ ∈ R3. Нетрудно

заметить, что многочлены P , Q почти гипоэллиптичны в R2. Однако P ·Q не

является почти гипоэллиптическим в R3.

Теорема 2.4. Mногочлен P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn тогда и только

тогда, когда почти гипоэллиптичен в Rn многочлен |P |2 = P · P .

Доказательство. Пусть многочлен P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn. То-

гда в силу конечности множества {α; α ∈ Nn
0 , Dα|P |2 ̸= 0}, оценки (1.3) и

формулы Тейлора с некоторыми постоянными cj > 0, j = 1, ..., 4 имеем, что

∑
α

Dα|P |2(ξ) ≤ c1

(∑
α

(Dα|P |2(ξ))2
)1/2

≤ c2 sup
|η|≤1

|P |2(ξ + η) = c2

(
sup
|η|≤1

|P (ξ + η)|

)2

≤ c2

 sup
|η|≤1

∣∣∣∣∣∣
∑
β

P β(ξ)ηβ

α!

∣∣∣∣∣∣
2

≤ c2

∑
β

∣∣∣∣P β(ξ)

β!

∣∣∣∣
2

≤ c3(|P (ξ)|+ 1)2 ≤ c4(|P (ξ)|2 + 1), ξ ∈ Rn,

Отсюда следует, что многочлен |P |2 почти гипоэллиптичен в Rn.
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Обратно, пусть для многочлена P ∈ L(n) многочлен |P |2 почти гипоэллиптичен

в Rn, т.е. с некоторой постоянной c5 > 0∑
α

(Dα|P |2(ξ)) ≤ c5(|P |2(ξ) + 1) ξ ∈ Rn.

Так как, в силу конечности множества {α; α ∈ Nn
0 , P (α) ̸= 0}, с некоторой

постоянной c6 > 0

∑
α

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣ ≤ c6

(∑
α

|P (α)(ξ)|2
)1/2

, ξ ∈ Rn,

то отсюда, в силу оценки (1.3) и формулы Тейлора, с некоторой постоянной c7 > 0

имеем, что

∑
α

|P (α)(ξ)|2 ≤ c7

(
sup
|η|≤1

|P (α+ η)|

)2

= c7 sup
|η|≤1

|P |2(α+ η)

= c7 sup
|η|≤1

∣∣∣∣∣∣
∑
β

Dβ |P |2(ξ)ηβ

β!

∣∣∣∣∣∣ ≤ c7
∑
β

∣∣∣∣Dβ |P |2(ξ)
β!

∣∣∣∣
≤ c7c5(|P |2(ξ) + 1) ≤ c7c5(|P (ξ)|+ 1)2, ξ ∈ Rn,

Откуда, непосредственно, следует почти гипоэллиптичность многочлена P в Rn.

Теорема доказана. �

Заметим, что в отличии от теоремы 2.3 здесь не требовалось условие ρP (n) > 0.

Аналогично теореме 2.4 можно доказать следующую теорему.

Теорема 2.5. Многочлен P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn тогда и только

тогда, когда почти гипоэллиптичен в Rn многочлен P 2.

Теорема 2.6. Пусть P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn. Если для много-

члена Q ∈ L(n)

(2.7) |Q(ξ)|/
[
|P (ξ)|+ 1

]
→ ∞ при Q(ξ) → ∞, ξ ∈ Rn,

то для любого 0 ̸= a ∈ C многочлен P + aQ также почти гипоэллиптичен в

Rn.
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Доказательство. Для любого t > 0 через A(Q, t) обозначим множество ξ ∈ Rn

для которых |Q(ξ)| ≥ t. Пусть 0 ̸= a ∈ C любое фиксированное число. Из соот-

ношения (2.7) следует, что существует число ta > 0 для которого

|Q(ξ)|/(|P (ξ)|+ 1) ≤ |a|
2
, ξ ∈ A(Q, ta),

Для любого ξ ∈ A(Q, ta) имеем

1 + |P (ξ) + aQ(ξ) ≥ 1 + |P (ξ)| − |a||Q(ξ)| ≥ 1

2
(1 + |P (ξ)|).

Так как при ξ ∈ Rn \A(Q, ta),

|P (ξ) + aQ(ξ)| ≥ |P (ξ)| − |a|ta,

то отсюда получаем, что P < P + aQ.

Так как из соотношения (2.7) следует, что с некоторой постоянной c > 0

|P (ξ) + aQ(ξ)| ≤ |P (ξ) + |a||Q(ξ)| ≤ |P (ξ)|+ |a|c(|P (ξ)|+ 1)

≤ (|a|c+ 1)(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ Rn,

Следовательно, при выполнении соотношения (2.7) для любого a ∈ C P <

P + aQ < P . Отсюда по теореме 2.2, в силу почти гипоэллиптичности в Rn

многочлена P получаем утверждение теоремы. �

3. Почти гипоэллиптические многочлены с вещественными

коэффициентами

Определение 3.1. Скажем, что многочлен P ∈ L(n) устойчив в Rn, если для

любого линейного обратимого отображения T : Rn → Rn многочлен Q(η) ≡

≡ P (Tη) принадлежит L(n, n).

Нетрудно проверить, что гипоэллиптические в Rn многочлены из L(n) устойчивы

в Rn. Известно (см. [6]), что

c1. если почти гипоэллиптический в Rn многочлен P ∈ L(n) устойчив в Rn,

то

P ∈ In ≡
{
Q ∈ L(n) : Q(ξ) → ∞ при |ξ| → ∞

}
⊂ L(n, n).
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c2. если многочлен P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn, то для любого

линейного обратимого отображения T : Rn → Rn многочлен Q(η) ≡

P (Tη) также почти гипоэллиптичен в Rn,

c3. если многочлен P ∈ L(n) почти гипоэллиптичен в Rn, то многочлены

Qj(ξ1, ..., ξj−1, ξj+1, ..., ξn) ≡ P (ξ1, ..., ξj−1, 0, ξj+1, ..., ξn), j = 1, ..., n почти

гипоэллиптичны в Rn−1,

c4. если почти гипоэллиптический в Rn многочлен P ∈ L(n) с ordP ≥ 1

не устойчив в Rn, то существуют линейное, обратимое отображение T :

Rn → Rn, k ∈ N , 1 ≤ k < n, почти гипоэллиптический в Rk, устойчивый

в Rk многочлен q ∈ L(k) такой, что

Q(η) = q(η1, . . . , ηk), η ∈ Rn,

где Q(η) ≡ P (Tη).

Лемма 3.1. Если почти гипоэллиптический в Rn (n ≥ 2) многочлен P ∈ L(n) с

вещественными коэффициентами устойчив в Rn, то существует число a ∈ R

такое, что

P (ξ) ≥ a, для любого ξ ∈ Rn, либо P (ξ) ≤ a, для любого η ∈ Rn.

Доказательство. непосредственно следует из пункта 3.1 так как, если много-

член P ∈ L(n), n ≥ 2 с вещественными коэффициентами принадлежит In, то

либо P (ξ) → +∞ когда |ξ| → ∞, ξ ∈ Rn либо P (ξ) → −∞ когда |ξ| → ∞,

ξ ∈ Rn. �

Лемма 3.2. Пусть m,n ∈ N , m ≥ 1, n ≥ 2, P (ξ) = ξm1 + r(ξ) ∈ L(n), ordr <

m многочлен с вещественными коэффициентами, для которого ord2r + ... +

ordnr ≥ 1. Если многочлен P почти гипоэллиптичен в Rn, то для него верно

утверждение леммы 3.1.

Доказательство. Предположим обратное, что существуют последовательности

{ξs}∞s=1, {ηs}∞s=1 ⊂ Rn, |ξs| → ∞, |ηs| → ∞ при s→ ∞ для которых

(3.1) P (ξs) → −∞ и P (ηs) → +∞ при s→ ∞.
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Отсюда, в силу вещественности P и условия n ≥ 2, существует последователь-

ность {τ s}∞s=1 ⊂ Rn такая, что |τ s| → ∞ при s → ∞ и P (τ s) = 0, s = 1, 2, .... От-

сюда, в силу пункта c1 следует, что многочлен P не устойчив в Rn. Тогда, в силу

пункта c4, для некоторого линейного, обратимого отображения T : Rn → Rn,

k ∈ N , 1 ≤ k < n, устойчивого и почти гипоэллиптического в Rk (в силу пунктов

c2 и c3) многочлена q ∈ L(k) имеем, что

(3.2) P (Tη) ≡ Q(η) = q(η′), η ∈ Rn, η′ = (η1, . . . , ηk).

Покажем, что при условиях леммы k ≥ 2. Предположим обратное, что k = 1.

Тогда из (3.2) следует, что для любого j имеем

(3.3) 0 ≡ ∂

∂ηj
q(η1) =

∂

∂ηj
P (Tη) =

n∑
l=1

(
∂

∂ξl
P

)
(Tη)tlj , j = 2, . . . , n,

где (tlj)
n
l,j=1 ≡ T .

Так как, в силу вида P
n∑

l=1

(
∂

∂ξl
P

)
(Tη)tlj =

∂

∂ξl

(
ξm1 + r(ξ)

)∣∣∣∣
ξ=Tη

t1j +

n∑
l=2

(
∂

∂ξl
r

)
(Tη)tlj ,

то отсюда и условия ordr < m получаем, что t1j = 0, j = 2, ..., n. Следовательно

из (3.3) получаем, что
n∑

l=2

(
∂

∂ξl
r

)
(Tη)tlj ≡ 0, j = 2, . . . , n.

Отсюда, в силу обратимости минора (tlj)
n
l,j=2, получаем

(
∂

∂ξl
r)(Tη) ≡ 0 l = 2, ..., n.

Это, в силу обратимости T , противоречит условию ord2r+ ...+ ordnr ≥ 1 леммы

и доказывает, что в представлении (3.3) k ≥ 2.

Так как многочлен q ∈ L(k) устойчив, почти гипоэллиптичен в Rk и k ≥ 2, то

в силу леммы 3.1 существует число a ∈ R для которого

(3.4) q(η′) ≥ a, η′ ∈ Rk,

либо

(3.5) q(η′) ≤ a, η′ ∈ Rk.
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Тогда из (3.2), в силу обратимости T , имеем, что

P (ξ) ≥ a ∀ξ ∈ Rn,

если имеет место (3.4) или

P (ξ) ≤ a ∀ξ ∈ Rn,

если имеет место (3.5).

Оба случая противоречат соотношению (3.1) и доказывают утверждение леммы.

�

Лемма 3.3. Пусть P,Q ∈ L(n), ordQ < ordP такие многочлены с веществен-

ными коэффициентами, что для любого a ∈ R многочлен Ra = P + aQ почти

гипоэллиптичен в Rn. Если для некоторого c ∈ R

(3.6) P (ξ) ≥ c, ξ ∈ Rn,

то для любого a ∈ R существует постоянная ca ∈ R для которой

(3.7) Ra(ξ) ≥ ca, ξ ∈ Rn.

Доказательство. Представим многочлен P в следующем виде P = P0 + r, где

P0 – однородный многочлен порядка ordP и ordr < ordP . Тогда из (3.6) в силу

однородности многочлена P0 имеем, что

(3.8) P0(ξ) ≥ 0, ξ ∈ Rn.

Пусть при условиях леммы, существует число a0 ∈ R, для которого не выполня-

ется оценка (3.7). Тогда существует последовательность {ξs}∞s=1 ⊂ Rn, |ξs| → ∞

при s→ ∞ для которой

(3.9) Ra0(η
s) → −∞ при s→ ∞.

Так как ordP0 = ordP > ordQ, ordP0 > ordr, то из (3.8) следует, что существует

последовательность {ηs}∞s=1 ⊂ Rn, |ηs| → ∞ при s→ ∞ и для которой

(3.10) Ra0(η
s) → +∞ при s→ ∞.

Проводя рассуждения аналогичные доказательству леммы 3.2, в силу соотноше-

ний (3.9) и (3.10), получаем, что существуют линейное, обратимое отображение
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T : Rn → Rn, k ∈ N , 1 ≤ k < n и устойчивый, почти гипоэллиптический в Rk

многочлен q ∈ L(k) для которого

Ra0(Tη) = P0(Tη) + r(Tη) + a0Q(Tη)(3.11)

= q(η′) = q0(η
′) + q1(η

′), η ∈ Rn,

η′ = (η1, . . . , ηk), q0(η
′) ≡ P0(Tη), q1(η

′) ≡ r(Tη) + a0Q(Tη),

ord q0 = ordP0 = ordP and ord q1 = ord (r + a0Q) ≤ m− 1.

Так как, в силу оценки (3.8)

qa0(η
′) ≥ 0, η′ ∈ Rk,

и ordq0 > ordq1, то существует последовательность {(τ ′)s}∞s=1 ⊂ Rl при s → ∞

для которой

q ((τ ′)s) → +∞ при s→ ∞.

Отсюда, в силу устойчивости многочлена q в Rk, имеем (см. 3.1)

q(η′) → +∞ при |η′| → ∞, η′ ∈ Rk.

Следовательно с некоторой постоянной c1 ∈ R

(3.12) q(η′) ≥ c1, η′ ∈ Rk.

Из (3.11), в силу (3.12) и обратимости T , имеем

Ra0(ξ) ≥ c1, ξ ∈ Rn.

Это противоречит соотношению (3.4) и доказывает справедливость утверждения

леммы. �

Предложение 3.1. Пусть f, g – функции, определенные на Rn а {as}∞s=1 ⊂ R,

|as| → ∞ при s → ∞ – некоторая последовательность. Если для любого s с

некоторой постоянной cs

(3.13) |asg(ξ)| ≤ |f(ξ)|+ cs, ξ ∈ Rn,

то |g(ξ)/f(ξ)| → 0 при g(ξ) → ∞.

46



СРАВНЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ И ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ

Доказательство. Пусть, наоборот, существует последовательность {ξk}∞k=1 ⊂

Rn, |g(ξk)| → ∞ при k → ∞ и число ε > 0, для которых |g(ξk)/f(ξk)| ≥ ε,

s = 1, 2, .... Так как |as| → ∞ при s → ∞, то существует s0 ∈ N для которого

|as0 | ≥ 2/ε. Тогда, из оценки (3.13) имеем, что∣∣as0g(ξk)∣∣ ≤ ∣∣f (ξk)∣∣+ cs0 ≤ |as0 |
2

∣∣g (ξk)∣∣+ cs0 , k = 1, 2, . . . ,

которое противоречит условию g(ξk) → ∞ при k → ∞. Полученное противоречие

доказывает справедливость утверждения предположения. �

Теорема 3.1. Пусть P,Q ∈ L(n), ordQ < ordP – многочлены с вещественными

коэффициентами. Если для любого a ∈ R многочлен P + aQ почти гипоэллип-

тичен в Rn, то

Q(ξ)/P (ξ) → 0 при Q(ξ) → ∞, ξ ∈ Rn.

Доказательство. Так как при n = 1 утверждение теоремы непосредственно сле-

дует из условия ordQ < ordP , то пусть n ≥ 2. Тогда, в силу пунктов c1 и c4,

существуют линейное, обратимое отображение T : Rn → Rn, k ∈ N , 1 ≤ k ≤ n и

устойчивый, почти гипоэллиптический в Rk многочлен q ∈ L(k) для которого

(3.14) P (Tη) = q(η′), η ∈ Rn,

где η′ = (η1, ..., ηk).

Через Ra(η) обозначим многочлен P (Tη)+aQ(Tη), a ∈ R. В силу пункта 3.2 для

любого a ∈ R многочлен Ra(η) почти гипоэллиптичен в Rn.

Рассмотрим следующие возможные случаи:

(A) k = 1,

(B) k ≥ 2.

В случае (A) возможны следующие подслучаи:

(A1) ord2 r + . . .+ ordn r = 0,

(A2) ord2 r + . . .+ ordn r ≥ 1,

где r(η) ≡ Q(Tη).
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Так как, в силу обратимости T , Q(ξ) → ∞ тогда и только тогда, когда r(η) → ∞,

где ξ = Tη, то в подслучае (A1) утверждение теоремы непосредственно следует

из условия ordQ = ordr < ordq = ordP .

Рассмотрим подслучай (A2). Пусть 0 ̸= a0 ∈ R. Тогда, в силу леммы 3.2 суще-

ствует постоянная c ∈ R, для которой

(3.15) Ra0(η) ≥ c, η ∈ Rn,

либо

(3.16) Ra0(η) ≤ c, η ∈ Rn.

Так как утверждение теоремы при выполнении оценки (3.17) доказывается ана-

логично случаю, когда выполняется оценка (3.16), то пусть имеет место оценка

(3.16). Тогда, в силу леммы 3.3 для любого a ∈ R существует число ca ∈ R такое,

что

Ra(η) = Ra0(η) + (a− a0)r(η) ≥ ca, η ∈ Rn.

Отсюда непосредственно получаем, что

|θr(η)| ≤ |Ra0(η)|+max
{
|cθ+a0 |, |c−θ+a0 |

}
, θ ∈ R, η ∈ Rn.

Следовательно, в силу предложения 3.1

r(η)/Ra0(η) → 0 при r(η) → ∞, η ∈ Rn,

или, что тоже самое

r(η)/P (Tη) → 0 при r(η) → ∞, η ∈ Rn.

Но так как, в силу обратимости T , Q(ξ) → ∞ тогда и только тогда, когда r(η) →

∞, ξ = Tη, то отсюда получаем утверждение теоремы и в подслучае (A2)

Рассмотрим случай (B) (k ≥ 2). Так как q(η′) устойчивый почти гипоэллиптиче-

ский в Rk многочлен, то, в силу пункта 3.1 по лемме 3.1 существует число c ∈ R

такое, что

(3.17) q(η′) ≥ c, η′ ∈ Rk,
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либо

(3.18) q(η′) ≤ c, η′ ∈ Rk.

Так как утверждение теоремы при выполнении оценки (3.19) доказывается ана-

логично случаю, когда выполняется оценка (3.18), то пусть выполняется оценка

(3.18). Из представления (3.15), в силу обратимости T , из оценки (3.18) имеем,

что

P (ξ) ≥ c, ξ ∈ Rn.

Отсюда, в силу леммы 3.3 при условиях теоремы имеем, что для любого a ∈ R с

некоторой постоянной ca ∈ R

P (ξ) + aQ(ξ) ≥ ca, ξ ∈ Rn.

Откуда, проводя аналогичные рассуждения как в подслучае (A2) получаем, что

Q(ξ)/P (ξ) → 0 при Q(ξ) → ∞, ξ ∈ Rn,

Этим утверждение теоремы в случае (B) и тем самым окончательно доказана.

�

Следствие 3.1. При условиях теоремы 3.1 для всех j: 1 ≤ j ≤ n для которых

ordjQ > 0 ordjP > ordjQ.

Доказательство непосредственно следует из условия

Q(ξ)/P (ξ) → 0 при Q(ξ) → ∞, ξ ∈ Rn.

Теорема 3.1 является обратной к теореме 2.6, когда многочлены P,Q ∈ L(n)

веществозначные.

На примере покажем, что обратное утверждение теоремы 2.6 в общем случае не

верна.

Пример 3.1. Пусть n = 2, P (ξ) = ξ21 , Q(ξ) = ξ1 + iξ2. Не трудно проверить,

что при всех a ∈ C с некоторой постоянной ca > 0

|ξ1| ≤ ca
(
|P (ξ) + aQ(ξ)|+ 1

)
, ξ ∈ Rn.
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Откуда с некоторой постоянной c′a > 0∑
α

∣∣Dα
(
P (ξ) + aQ(ξ)

)∣∣ ≤ ∣∣P (ξ) + aQ(ξ)
∣∣+ 2|ξ1|+ |a|+ 2

≤ c′a
(
|P (ξ) + aQ(ξ)|+ 1

)
, ξ ∈ Rn,

т.е. для любого a ∈ C многочлен P + aQ почти гипоэллиптичен в R2. Однако

Q(ξ)/P (ξ) ̸→ 0 при Q(ξ) → ∞.

Abstract. The paper investigates the hypoellipticity of polynomials in terms of

comparisons.
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Аннотация. В статье изучаются некоторые топологические свойства звезд-
ных тел. Доказано, что граница звездного тела является липшицевой поверх-
ностью. Доказана теорема отделимости звездных тел. Показано, что усло-
вие звездности графика при некоторых дополнительных предположениях
обеспечивает локальную липшицевость многозначного отображения. Пока-
зано, что контингентные и касательные конусы Ф. Кларка являются шатра-
ми Болтянского. На основе этих результатов для некоторых многозначных
отображений со звездными графиками построены нижные и верхные диф-
ференциалы. Доказаны теоремы о неподвижных точках многозначных отоб-
ражений со звездными значениями.

MSC2010 number: 26E25; 49J52; 46J05.
Ключевые слова: Звездное множество; касательный конус; шатер; многозначное
отображение.

1. Введение

В работе [1] посредством контингентных и касательных конусов определяется

производная для многозначных отображений в точках их графиков. Из выпук-

лого анализа известно [4], [5], [10], что можно определить шатры к выпуклым и

невыпуклым множествам. Эти конусы сохраняют многие свойства касательных

пространств. В настоящей статье доказано, что контингентные и касательные ко-

нусы Кларка [7] для звездных множеств являются шатрами Болтянского [4]. При

помощи этих результатов построены нижние и верхние дифференциалы для мно-

гозначных отображений со звездными графиками. Как известно [1], [6], [16], [18],

основная идея дифференциального исчисления многозначных функций состоит в

локальном приближении отображения положительно однородными отображени-

ями. Различные определения дифференцируемости многозначных отображений

рассматривались в работах [1], [16], [17]. Ближе всего к определению, принятому
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в данной работе, стоит определение Де Блази [16]. Этот подход позволяет вы-

яснить существование селекций, которые имеют производные по направлениям.

Эти факты уточняют известные результаты Э. Майкла, полученные в [19].

Oбобщена теорема Какутана о неподвижной точке для непрерывных много-

значных отображений со звездными значениями.

В статье приняты известные определения и обозначения из выпуклого ана-

лиза [10], [12], a также понятия непрерывности и липшицевости многозначных

отображений [1], [6], [11], [14].

В дальнейшем, если f липшицевая функция, то ∂0f(x) и f ′(x, x) соответствен-

но субдифференциал и верхняя производняя Кларка [7]. Br(x) – замкнутый шар

радиуса r с центром в точке x. ∂M – граница множества M. M – замыкание мно-

жества M. d(x,A) – расстояние от точки x до множества A. H(A,B) – хаусдор-

фово расстояние между множествами A и B. Если a : Rn → 2R
m

– многозначное

отображение, то

graf(a)
def
= {(x, y)/ y ∈ a(x)}, dom(a)

def
= {x/ a(x) ̸= ∅}, ∥a(x)∥ def

= sup
y∈a(x)

∥y∥.

2. O некоторых топологических свойствах звездных множеств

Пусть M – подмножество банахова пространства X. Положим

M0 def
= {x ∈M : λx+ (1− λ)y ∈M, y ∈M, и λ ∈ [0, 1]}.

Подмножество M0 называется ядром звездности множества M . Если M0 ̸= ∅, то

множество M называется звездным [12]. Нетрудно показать, что M0− выпуклое

множество. Очевидно, что если M выпуклое множество, то M = M0. Звездное

множество M называется звездным телом, если int M0 ̸= ∅.

Предложение 2.1. Пусть M ⊆ X звездное тело. Тогда:

(1) если x ∈ intM0, y ∈M, то λy + (1− λ)x ∈ int M для всех λ ∈ [0, 1);

(2) int M =M ;

(3) int M = int M ;

(4) M0 = (M)0.
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Доказательство. Доказательства соотношений 1 – 3 мы опускаем, ибо они ана-

логичны доказательству в выпуклом случае. Покажем последнее свойство. Имеет

место очевидное включение M0 ⊆ (M)0. Покажем теперь обратное включение.

Предположим, что существует точка x ∈ (M)0, но x /∈ M0. Пусть y ∈ intM0.

Тогда так как множество (M)0 выпуклое, то существует число ε > 0 такое, что

conv{Bε(y), x} ⊆ (M)0. Согласно условию 1 для достаточно малых λ ∈ (0, 1)

имеем

xλ
def
= λy + (1− λ)x ∈ int (M)0.

Поскольку x /∈M0, то можно считать, что xλ /∈M0. Следовательно, существует

точка z ∈M, которая не видна из точки xλ, т.е. на отрезке [xλ, z] найдется точка

q такая, что q /∈M. Но поскольку xλ ∈ (M)0 и z ∈M, то [xλ, z) ⊆ int M. Отсюда

получим [xλ, z) ⊆ int M, т.е. q ∈M, что противоречит предположению. �

Теорема 2.1. Пусть f(x) – липшицевая функция на замкнутом шаре Bε(x0), x0 ∈

X. Тогда

M
def
= epi(f) = {(µ, x)/ µ ≥ f(x), x ∈ Bε(x0)}

является звездным множеством.

Доказательство. Поскольку f(x) – липшицевая функция, то существует такое

число L > 0, что

|f(x1)− f(x2)| ≤ L∥x1 − x2∥ для всех x1, x2 ∈ Bε(x0).

Покажем, что при достаточно больших µ точка (µ, x) ∈ M0 для всех x ∈

Bε(x0). Если (µ, x), (µ, x) ∈M, то

µ− f(x) ≥ 0, µ− f(x) ≥ 0.

Отсюда при λ ∈ [0, 1] имеем

λµ+ (1− λ)µ− f(λx+ (1− λ)x) ≥ λµ+ (1− λ)µ− L(1− λ)∥x∥ − f(λx) ≥

≥ λµ+(1−λ)µ−L(1−λ)∥x∥−L(1−λ)∥x∥−f(x) ≥ (1−λ)(µ−L∥x∥−L∥x∥−f(x)).
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Так как фукция f(x) ограничена в Bε(x0), то из последнего неравенства следует,

что можно выбрать µ настолько большим, что

µ− L∥x∥ − L∥x∥ − f(x) > 0 для всех x, x ∈ Bε(x0).

Таким образом показано, что λµ+(1− λ)µ ≥ f(λx+ (1− λ)x). Это означает, что

(µ, x) ∈M0. �

Определение 2.1. [7]. Вектор ν называется гиперкасательным к множеству

M в точке x ∈ M , если существует ε > 0 такое, что y + tw ∈ M для всех

y ∈ Bε(x)
∩
M, w ∈ Bε(ν) и t ∈ (0, ε).

Предложение 2.2. Если M ⊆ Rn – звездное тело, то для любых x ∈ ∂M

и x0 ∈ intM0 вектор ν = (x0 − x)/∥x − x0∥ является гиперкасательным к

множеству M .

Доказательство. Полагая λ = ∥x − x0∥, получим x0 = x + λν. Поэтому суще-

ствует число ε > 0 такое, что x+ λν +Bε(0) ⊆M0. Выберем теперь число δ > 0

так, что Bδ(x) + λBδ(ν) ⊆M0. Тогда для любых t ∈ (0, δ), y ∈ Bδ(x), w ∈ Bδ(ν)

имеем

y + tw = (1− t

λ
)y +

t

λ
(y + λw).

Если y ∈ M, то y + λw ∈ M0, и поэтому y + tw ∈ M. Это означает, что

ν−гиперкасательная к множеству M в точке x. �

Определение 2.2. Множество M ⊆ Rn называется эпилипшицевым вблизи

точки x ∈ M, если существует такое линейное обратимое отображение A :

Rn → Rn−1 ×R, что для некоторой окрестности U точки x имеем

M
∩
U = U

∩
A−1(epiφ),

где функция φ : Rn−1 → R удовлетворяет условию Липшица в некоторой

окрестности ξ, где ξ есть компонента A(x).

Согласно предложению 2.2 множество гиперкасательных для звездных тел

непусто. Поэтому из теоремы 7.3 [7] непосредственно следует, что граница звезд-

ного тела является липшицевой поверхностью.
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Теорема 2.2. Если множество M ⊆ Rn является звездным телом, то вблизи

любой точки x ∈ ∂M множествo M является эпилипшицевым.

3. Липшицевы многозначные отображения со звездными графиками

Пусть a : Rn → 2R
m

– многозначное отображение. Обозначим через a0 отображе-

ние, графиком которого является множество (graf(a))0.

Определение 3.1. [10] Отображение a ограничено, если существует такая

константа c > 0, что

∥y∥ ≤ c(1 + ∥x∥) для всех y ∈ a(x).

Теорема 3.1. Пусть a – выпуклое замкнутое отображение (т.е. отображе-

ние с выпуклым замкнутым графиком), а множество M звездно и замкнуто.

Пусть далее в некоторой точке x0 ∈ dom(a) пересечение множеств a(x0) и M0

непусто и множество a(x0)
∩
M ограничено. Тогда многозначное отображение

b(x)
def
= a(x)

∩
M ограничено.

Доказательство. Допустим обратное. Тогда найдутся последовательности zk =

(xk, yk) и yk ∈ b(xk) такие, что

∥yk∥
1 + ∥xk∥

→ ∞ при k → ∞.

Пусть последовательность xk ограничена. Положим λk = α(1 + ∥xk∥)/∥yk∥, где

α− положительное число. Значит, для достаточно больших k имеем λk ∈ (0, 1).

Возьмем y0 ∈ a(x0)
∩
M0 ⊆ (b(x0))

0 и рассмотрим точки

xk = λkxx + (1− λk)x0, yk = λkyk + (1− λk)y0.

Так как M звездное множество и y0 ∈ M0, то yk ∈ M. Далее поскольку a−

выпуклое отображение, то yk ∈ a(xk). Поэтому yk ∈ b(xk). Имеем

(3.1) yk =
α(1 + ∥xk∥)yk

∥yk∥
+ (1− λk)y0.

Не нарушая общности, можно считать, что

∥xk∥ → α0,
yk
∥yk∥

→ h ̸= 0.
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Тогда из (3.1) и в силу замкнутости отображения b имеем

α(1 + α0)h+ y0 ∈ b(x0).

Отсюда следует, что из точки y0 ∈M0 исходит некоторый луч целиком содержа-

щийся в b(x0). Но это невозможно, поскольку множество b(x0) по предположению

ограничено.

Пусть теперь ∥xk∥ → ∞. Положим в этом случае

λk =
α(1 + ∥xk∥)
∥xk∥∥yk∥

, k ≥ 1.

Тогда повторяя все предыдущие рассуждения с учетом замены формулы (3.1)

на

yk =
α(1 + ∥xk∥)

∥xk∥
yk
∥yk∥

+ (1− λk)y0

и формулы 1+∥xk∥
∥xk∥ → 1, снова получим противоречие. Это завершает доказатель-

ство. �

Совершенно аналогично доказывается следующий результат.

Предложение 3.1. Пусть a : Rn → 2R
m

– многозначное отображение со звезд-

ным и замкнутым графиком. Тогда, если в некоторой точке x0 ∈ dom(a0) мно-

жество a(x0) ограничено, то отображение a ограничено.

Теорема 3.2. Пусть a : Rn → 2R
m

– многозначное отображение со звезд-

ным и замкнутым графиком. Тогда оно полунепрерывно снизу в любой точке

x0 ∈ int dom(a0). Кроме того, если в некоторой точке x0 ∈ dom(a0) множество

a(x0) ограничено, то a удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрест-

ности точки x0.

Доказательство. Пусть x0 ∈ int dom(a0), y0 ∈ a0(x0). Тогда из предложения

3.3.8 [1] следует, что

x0 ∈ int (a0)−1(K
∩
B1(y0)), где K def

= dom(a0)−1.

Значит, существует такое γ > 0, что

B2γ(x0) ⊆ (a0)−1(K
∩
B1(y0)).
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Пусть y ∈ Im(a) и x ∈ Bγ(x0). Если y ∈ a(x), то d(y, a(x)) = 0. Если y /∈ a(x), то

для любого ε > 0 существует такое z ∈ a−1(y), что

∥x− z∥ ≤ d(x, a−1(y)) + ε.

Так как Bγ(x) ⊆ (a0)−1(K
∩
B1(y0)), то

(3.2)
x− z

∥x− z∥
γ ∈ (a0)−1(K

∩
B1(y0))− x.

Положим

λ
def
=

∥x− z∥
∥x− z∥+ γ

.

Ясно, что λ ∈ (0, 1). Включение (3.2) можно записать следующим образом:

(3.3) (1− λ)(x− z) ∈ λ(a0)−1(K
∩
B1(y0))− λx.

Поскольку z ∈ a−1(y) и график отображения a−1 является звездным множе-

ством, то из (3.3) следует, что существует y1 ∈ K
∩
B1(y0), такое, что

x ∈ λ(a0)−1(y1) + (1− λ)a−1(y) ⊆ a−1(λy1 + (1− λ)y).

Следовательно, yx
def
= λy1 + (1− λ)y ∈ a(x). Kроме того, так как, y1 ∈ B1(y0), то

∥yx − y∥ = λ∥y1 − y∥ ≤ λ(∥y1 − y0∥+ ∥y0 − y∥) ≤ λ(1 + ∥y − y0∥).

Далее,

λ =
∥x− z∥

γ + ∥x− z∥
≤ d(x, a−1(y)) + ε

γ
.

Таким образом

d(y, a(x)) ≤ d(x, a−1(y)) + ε

γ
(1 + ∥y − y0∥) для всех x ∈ Bγ(x0).

Перeходяя к пределу при ε→ 0, получим

(3.4) d(y, a(x)) ≤ d(x, a−1(y))

γ
(1 + ∥y − y0∥) для всех x ∈ Bγ(x0).

Из соотношения 3.4 непосредственно следует, что отображение полунепрерывно

снизу в точке x0. Теперь предположим, что множество a(x0) ограничено. Тогда

согласно предложению 3.1 отображение a ограничено, и поэтому из (3.4)следует,

что существует такая константа L > 0, что

H(a(x), a(x′)) ≤ L∥x− x′∥ для всех x, x′ ∈ Bγ(x0).
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Теорема доказана. �

В работе [1] (cм. следствие 7 теоремы 1, стр.138), используя соотношение (3.4)

для многозначного отображения a(x) def
= f(x)+R+, где f непрерывная выпуклая

функция, доказано, что f локально липшицева на внутренности своего эффек-

тивного множества, т.е. на int dom(a). Совершенно аналогично доказывается

следующий результат.

Теорема 3.3. Пусть f : Rn → R такая непрерырвная функция, надграфик ко-

торой является звездным множеством. Пусть a – многозначное отображе-

ние, график которого является надграфик фукнции f . Тогда f локально липши-

цева на int dom(a0).

4. Касательные конусы и шатры для звездных множеств

Напомним некоторые определения из нелинейнего анализа. Пусть M – подмно-

жество банахова пространства X.

Определение 4.1. [20] Вектор ν ∈ X называется внутренним направлением

для M в точке x ∈ M, если существуют такая окрестность Bδ(ν) точки ν и

такое число ε > 0, что

x+ hy ∈M для всех y ∈ Bδ(ν), h ∈ (0, ε).

Конус внутренних направлений для M в точке x обозначим через GM (x).

Контингентный конус TM (x) для M в точке x ∈ M определяется следующим

образом:

Определение 4.2. [1] ν ∈ TM (x) в том и только в том случае, если

для любых ε > 0 и α > 0 существует u ∈ Bε(ν), и h ∈ (0, α] такие, что

x+ hu ∈M .

Касательный конус Ф. Кларка CM (x0) для M в точке x0 определяется следу-

ющим образом:
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Определение 4.3. [7] ν ∈ CM (x0) в том и только в том случае, если

для любого ε > 0 существуют α > 0, и β > 0 такие, что для любого x ∈

Bα(x0)
∩
M и любого h ∈ (0, β] существует u ∈ Bε(ν) такое, что x+ hu ∈M .

Определение 4.4. [3] Конус KM (x) называется шатром множества M в точ-

ке x ∈M , если существует отображение r(x) = o(x), oпределенное в некоторой

Bδ(0) окрестности нуля, такое, что

x+ x+ r(x) ∈M для любого x ∈ KM (x)
∩
Bδ(0).

Шатер называется липшицевым (гладким), если отображение r липшицево

(непрерывно дифференцируемо) в окрестности начала координат.

Пусть M ⊆ X – некоторое множество. Положим

con(M)
def
= {x : x = λx1, x1 ∈M, λ > 0}.

Теорема 4.1. Пусть M –звездное замкнутое тело и x ∈M0. Тогда:

(1) TM (x) = con(M − x),

(2) int TM (x) = con(int M − x),

(3) con(int M − x) = int con(M − x)

(4) GM (x) = int TM (x).

Доказательство. Первое равенство непосредственно вытекает из определения

конуса TM (x). Покажем, что

(4.1) int TM (x) = int con(M − x).

Для этого сначалa докажем, что выпуклый конус KM0(x)
def
= con(M0 − x) яв-

ляется ядром конуса KM (x)
def
= con(M − x). Дeйствительно, пусть ν ∈ KM0(x).

Тогдa для некоторого γ1 > 0 и x0 ∈M0 имеем ν = γ1(x0 − x).

Выберем любую точку u ∈ KM (x) и покажем, что для любого λ ∈ [0, 1]

λν + (1− λ)u ∈ KM (x).

Существуют число δ2 > 0 и элемент x ∈M, такие, что u = γ2(x− x). Имеем

λν+(1−λ)u = (λγ1+(1−λ)γ2)
(

λγ1
λγ1 + (1− λ)γ2

(x0 − x) +
(1− λ)γ2

λγ1 + (1− λ)γ2
(x− x)

)
=
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(λγ1 + (1− λ)γ2)(
λγ1

λγ1 + (1− λ)γ2
x0 +

(1− λ)γ2
λγ1 + (1− λ)γ2

x− x).

Так как x0 ∈M0 и x ∈M, то

(4.2)
λγ1

λγ1 + (1− λ)γ2
x0 +

(1− λ)γ2
λγ1 + (1− λ)γ2

x ∈M.

Следовательно,

λν + (1− λ)u ∈ KM (x).

Таким образом мы показали, что конус KM (x) является звездным телом. По

предложению 2.1 имеем

int TM (x) = int KM (x) = int KM (x).

Значит равенство (4.1) доказано. Осталось доказать, что

int KM (x) = con(int M − x).

Пусть ν ∈ int KM (x). Тогда существует окрестностьBη(0) такая, что ν +Bη(0) ⊆ KM (x).

Если ν + x ∈ int M , то доказательство завершено. Если нет, то возьмем точку

x0 ∈ int M0 и положим ν0 = x0 − x. Тогда

ν − ην0
∥ν0∥

∈ KM (x),

и поэтому существует такое число h > 0, что

x+ h(ν − ην0
∥ν0∥

) ∈M.

Пусть

α =
hη

hη + ∥ν0∥
.

Поскольку x0 ∈ int M0 и x+ h(ν − ην0/∥ν0∥) ∈M, то согласно предложению 2.1,

имеем

x+ (1− α)hν = αx0 + (1− α)(x+ h(ν − ην0/∥ν0∥)) ∈ int M.

Это означает, что

ν ∈ 1

(1− α)h
(int M − x).

Перейдем теперь к доказательству равенства: int TM (x) = GM (x). Пусть x ∈

int TM (x). Так как

int TM (x) = con(int M − x),

60



О МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ СО ЗВЕЗДНЫМИ ГРАФИКАМИ

то

x = λ(x1 − x) для некоторого λ > 0 и x1 ∈ int M.

Существует окрестность Bε(x1) ⊆ M. Тогда множество λ(Bε(x1) − x) является

окрестностью точки x и для любой точки y (y = λ(x′1 − x), x′1 ∈ Bε(x1)) из этой

окрестности и для любого числа δ ∈ (0, 1/λ) будет x + δy ∈ M. Действительно,

по предложению 2.1 имеем

x+ δy = x+ δλ(x′1 − x) ∈ int M, поскольку λδ ∈ (0, 1).

Значит, int TM (x) ⊆ GM (x). Обратное включение очевидно. �

Следствие 4.1. Пусть M – звездное тело и x ∈M0. Тогда GM (x) = TM (x).

Следствие 4.2. Пусть M – замкнутое звездное тело и 0 ∈ M0. Tогда если

h ∈ int TM (0), то существует вектор x ∈ int M такой, что h = λx при неко-

тором λ > 0.

Одно из интересных приложений теоремы 4.1 является теорема отделимости

звездных тел. Введем понятие отделимости множеств.

Определение 4.5. Множества M1, M2 ⊆ X такие, что M1

∩
M2 ̸= ∅ называ-

ются отделимыми, если существуют вектор w и число δ > 0 такие, что

(M1 + αw)
∩
M2 = ∅ для всех α ∈ (0, δ).

Предложение 4.1. Пусть M1,M2 – звездные замкнутые тела в банаховом

пространстве X такие, что

int M1

∩
int M2 = ∅ и M0

1

∩
M0

2 ̸= ∅.

Тогда множества M1 и M2 отделимы.

Доказательство. Не нарушая общности, предположим, что 0 ∈ M0
1

∩
M0

2 . До-

кажем, что int(convM2)
∩
M1 = ∅. Действительно, если существует вектор ν ∈

int (convM2)
∩
M1, то в окрестности вектора ν существует такая точка ν, что

ν ∈ int con(M2)
∩
int M1.
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Поэтому в силу Следствия 4.2 для достаточно малых λ > 0 имеем

λν ∈ intM1

∩
int M2,

что противоречит условию предложения. Теперь, если w ∈ int M0
2 , то

w +M2 ⊆ int conM2.

Действительно, если x ∈M2, то по предложению 2.1 имеем

ν
def
=

1

2
x+

1

2
w ∈ int M2.

Поэтому

x+w ∈ con(int M2) = int con(M2).

Так как w ∈M0
2 и 0 ∈M0

2 , то αw ∈M0
2 при α ∈ (0, 1).

Следовательно,

(αw +M2)
∩
M1 = ∅для всех α ∈ (0, 1).

Предложение доказано. �

Теорема 4.2. Пусть M ⊆ Rn – выпуклое тело и x0 ∈M. Тогда любой замкну-

тый конус K ⊆ int TM (x0) является гладким шатром для M в точке x0.

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что x0 = 0. Рассмот-

рим перeсечение Q = S1

∩
K, где S1 – единичная сфера. Q – компакт и для лю-

бого x ∈ Q множество a(x) def
= [0, x]

∩
M, в силу теоремы 4.1, содержит отличный

от нуля элемент y ∈ int M. Поэтому многозначное отображение a с выпуклыми

непустыми компактными значениями непрерывно на компакте Q (см. [1], тео-

рему 3.1.16). Положим f(x)
def
= d(x, a(x)). Так как многозначное отображение a

непрерывно, то функция f также непрерывна. Следовательно, она достигает сво-

его максимального значения на компакте Q, т.е. maxx∈Q f(x) = f(x∗). Очевидно,

что δ def
= ∥x∗∥ − f(x∗) > 0. Поэтому, если x ∈ K

∩
Bδ(0), то x ∈M. �

Теорема 4.3. Пусть M ⊆ Rn – звездное тело. Тогда для любого x ∈ M конус

CM (x) является липшицевым шатром для M в точке x.
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Доказательство. Согласно теореме 2.2, в окрестности любой точки x0 ∈ ∂M

множество является эпилипшицевым. Поэтому существуют линейное обратимое

отображение A и липшицева функция φ : Rn−1 → R такие, что для некоторой

окрестности U точки x0 имеет место равенство

M
∩
U = U

∩
A−1(epiφ).

Положим

f(y1, y2, ..., yn)
def
= φ(y1, y2, ..., yn−1)− yn, ŷ

def
= (y1, y2, ..., yn−1).

Функция f липшицева вблизи точки y0
def
= Ax0 и субдифференциал Кларка этой

функции равен (∂0φ(ŷ0),−1). Значит, 0 /∈ ∂0f(y0), и поэтому существует такой

вектор a, что f0(y0, a) < 0. Нетрудно заметить, что если CM (x0) – касатель-

ный конус Кларка, то ACM (x0) является касательным конусом для AM в точке

y0. Известно (см. теорему 2.4.9 [7]), что надграфик функции φ0(ŷ, ·) совпадает

с конусом Cepi(f)(ŷ, φ(ŷ)). Не нарушая общности, предположим, что x0 = 0 и

f(0) = 0. Выберем направление a = (0, 0, ..., 1). Так как функция f липшицева

вблизи нуля, то согласно лемме 5.3.5 [10] существует функция r(y) = o(y) такая,

что

(4.3) f(y) ≤ f(0) + f0(0, y) + r(y).

Поскольку функция f0(y, a) полунепрерывна сверху по y, то существуют окрест-

ность V ⊆ U нуля и число C такие, что

max
y∈V

f0(y, a)
def
= m < 0, и ∥y∗∥ ≤ Cдля любого y ∈ V.

Положим ω(λ) = sup{r(y) : ∥y∥ ≤ λ}. Ясно, что ω(λ) монотонно не убывает и

ω(λ)/λ → 0 при λ → 0 и r(y) ≤ ω(∥y∥). Положим K
def
= {y : f0(0, y) ≤ 0}. Пусть

вектор y ∈ K и µ > 0. Тогда из (4.3) получим

f(y + µ∥y∥a) ≤ f0(0, y + µ∥y∥a) + ω(∥y∥(1 + µ∥a∥)) ≤

≤ ∥y∥[µf0(0, a) + ω(∥y∥(1 + µ∥a∥))/∥y∥].
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Выберем теперь δµ > 0 настолько малым, чтобы выражение в квадратных скоб-

ках, было меньше 1/2µf0(0, a) при ∥y∥ ≤ δµ. Тогда имеем

f(y + µ∥y∥a) ≤ 1

2
f0(0, a)∥y∥ < 0 при ∥y∥ ≤ δµ, y ̸= 0.

Рассмотрим теперь функцию q(α)
def
= f(y + α∥y∥a) на отрезке [0, µ]. Очевидно,

что она непрерывна на этом отрезке. Теперь на множестве K
∩
Bδµ(0) определим

функцию α(y) следующим образом. Eсли f(y) ≤ 0, то положим α(y) = 0. Если

f(y) > 0, то q(0) > 0, q(µ) < 0. Следовательно, существует единственная точка

α(y) ∈ [0, µ] такая, что q(α(y)) = 0. Из определения функции α(y) непосред-

ственно следует, что α(y) → 0 при y → 0. Положим ρ(y) = α(y)∥y∥. Очевидно,

что ρ(y) = o(y). Покажем, что функция ρ(y) удовлетворяет условию Липшица

на множестве U def
= K

∩
Bδµ(0). Пусть y1, y2 ∈ U .

Рассмотрим случай, когда f(y1) > 0, f(y2) ≤ 0. Тогда согласно определению

функции ρ имеем

f(y1 + ρ(y1)a) = 0 и ρ(y2) = 0.

Значит,

f(y2 + ρ(y2)a)− f(y1 + ρ(y1)a) = (y∗, y2 − y1 + ρ(y2)a− ρ(y1)a) ≤ 0,

где y∗ ∈ ∂0f(ξ), ξ – некоторая точка из U. Отсюда получим

(4.4) (y∗, ρ(y2)a− ρ(y1)a) ≤ (y∗, y1 − y2) ≤ C∥y1 − y2∥,

где

C = max
y∈U

max
y∗∈∂0f(y)

∥y∗∥.

Так как f0(0, a) < 0 и отображение f0(y, a) полунепрерывно сверху по y, то , не

нарушая общности, можно считать, что

l
def
= max

y∈U
f0(y, a) < 0.

Отсюда и из (4.4) получим

ρ(y1)− ρ(y2) ≤
C

−l
∥y1 − y2∥.
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Положив L def
= C

−l и имея ввиду, что ρ(y2) = 0, окончательно получаем

|ρ(y1)− ρ(y2)| ≤ L∥y1 − y2∥.

Остальные случаи рассматриваются аналогично. Пусть Π – оператор проектиро-

вания на выпуклый замкнутый конус K = CAM (0). Положим r(y)
def
= ρ(Π(y)a).

Так как оператор проектирования удовлетворяет условию Липшица с констан-

той 1, то отображение r(y) также удовлетворяет условию Липшица . Очевидно,

что r(y) = o(y) и если y ∈ U, то f(y + r(y)) ≤ 0. Таким образом мы доказали, что

выпуклый конус K = ACM (0) является липшицевым шатром к множеству AM

в нуле. Следовательно, конус CM (0)− липшицевый шатер для M в нуле. �

Предложение 4.2. Пусть a : Rn → 2R
m− многозначное отображение, графи-

ком которого является такой выпуклый замкнутый конус, что dom(a) = Rn.

Тогда существует такое липшицево, положительно однородное отображение

P : Rn → Rm, что P (x) ∈ a(x) для всех x ∈ Rn.

Доказательство. Рассмотрим многозначное отображение b(x) def
= a(x)

∩
B1(0).

Очевидно, что b− выпуклое отображение с компактными значениями и

0 ∈ int (a(0)−B1(0)).

Известно (см.[8], теорема 6.1) - теорема о липшицевости пересечения липшице-

вых многозначных отображений с условием непустой внутренности ), что отоб-

ражение b удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрестности Bδ(0) нуля

с некоторой константой L. Обозначим через zs(x) селектор Штейнера для отоб-

ражения b, определенный на этой окрестности. Известно (см. [9], лемма 2.1.4)

также, что этот селектор удовлетворяет условию :

∥zs(x1)− zs(x2)∥ ≤ LmH(b(x1), b(x2)), где Lm =
2√
π

Γ(m/2 + 1)

Γ((m+ 1)/2)
.

Положим

(4.5) P (x)
def
= ∥x

δ
∥zs(δ

x

∥x∥
), если x ̸= 0 и P (0) = 0.
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Очевидно, что

P (λx) = λP (x) и P (x) ∈ a(x) для всех x ∈ Rn, λ ≥ 0.

Теперь покажем, что отображение P на Rn удoвлетворяет условию Липшица.

Действительно, имеем

∥P (x1)− P (x2)∥ ≤ ∥x1
δ
∥(∥zs(δ

x1
∥x1∥

)− zs(δ
x2
∥x2∥

)∥+ ∥zs(δ
x2
∥x2∥

)∥∥x1
δ
∥ − ∥x2

δ
∥| ≤

≤ LLm∥x1∥∥
x1
∥x1∥

− x2
∥x2∥

∥+
maxu∈Bδ(0) ∥zs(u)∥

δ
|∥x1∥−∥x2∥| ≤ (2LLm+

C

δ
)∥x1−x2∥,

где C def
= maxu∈Bδ(0) ∥zs(u)∥.

Из (4.5)следует, что

∥P (x)∥ ≤ C

δ
∥x∥ для всех x ∈ Rn.

Предложение доказано. �

Пусть a : Rn → 2R
m

– многозначное отображение и z0
def
= (x0, y0) ∈ graf(a). По-

ложим az0(x)
def
= {y ∈ Rm : (x, y) ∈ K}, где K – шатер к множеству graf(a) в

точке z0.

Теорема 4.4. Пусть выпуклый замкнутый конус K является непрерывным

шатром для graf(a) в точке z0. Допустим также, что dom(az0) = Rn. Тогда:

(1) существует селектор y(x) отображения a, проходящий через точку z0

и определенный в некоторой окрестности точки x0, такой, что

y′(x0, x) ∈ az0(x) для всех x ∈ Rn,

(2) отображение y′(x0, x) удовлетворяет условию Липшица по x в Rn.

Доказательство. По предложению 4.2 найдется липшицевый и положительно

однородный селектор P для отображения az0 . Так как K− непрерывный шатер

для graf(a) в точке z0, то существует такое непрерывное отображение

r(z) ≡ (r1(x, y), r2(x, y)) = o(z), при |z| → 0

что

z0 + z + o(z) ∈ graf(a) для достаточно малых |z|, z ∈ K.
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Покажем, что уравнение

g(x, u)
def
= (x0 + x+ u+ r1(x, P (x+ u))− (x0 + x) = 0

удовлетворяет всем требованиям теоремы 5.1.1 о неявных функциях [10], стр.

191). Действительно, имеем

(1) g− непрерывное отображение, определенное в некоторой окрестности U

нуля и g(0, 0) = r1(0, 0) = 0,

(2) ∥g(x, u)− u∥ ≤ r(
√
∥x∥2 + ∥u∥2), где r(λ) = o(λ).

Следовательно, согласно вышеуказанной теореме существует отображение u(x),

определенное в некоторой окрестности U ⊆ U нуля, такое, что

g(x, u(x)) = 0 при x ∈ U и
u(x)

∥x∥
→ 0 при x→ 0.

Положим z(x)
def
= (x+ u(x), P (x+ u(x)). При малых x имеем z(x) ∈ K.

Следовательно,

y(x0 + y)
def
= y0 + P (x+ u(x)) + r2(x, P (x+ u(x)) ∈ a(x0 + x).

Очевидно, что

y′(x0, x)
def
= lim

λ↓0

y(x0 + λx)− y(x0)

λ
= P (x) ∈ az0(x).

Теорема доказана. �

Теорема 4.5. Пусть M ⊆ Rn – звездное тело и x ∈ M0. Тогда конус TM (x)

является шатром для M в точке x.

Доказательство. Не нарушая общности, предположим, что x = 0. Пусть x ∈

TM (0) и x ̸= 0. Рассмотрим все векторы, образующие с вектором x углы, не

превосходящие ε. Эти вектора заполняют в пространстве Rn конус, который мы

обозначим через Kϵ(x)). Пусть Q ⊆ int TM (0) – замкнутый конус такой, что для

любого x ∈ TM (0) имеет место Q
∩
Kε(x) ̸= {0}. Рассмотрим некоторую сферу

с центром в нуле и обозначим через R пересечение этой сферы с конусом Q.

В силу теоремы,4.1 int TM (0) = GM (0). Поэтому, если x ∈ R, то существуют

окрестность Vx ⊆ int TM (0) и вещественное число δ > 0, такие, что λy ∈ M
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для всех y ∈ Vx и λ ∈ (0, δ). Семейство окрестностей Vx∈R образует открытое

покрытие компактного множества R. Выделим конечное подпокрытие {Vxi}Ni=1.

Положим δ0 = mini∈[1:N ] δi. Тогда, если x ∈ Q
∩
Bδ0(0), то x ∈ M. Пусть теперь

x ∈ TM (0) – произвольная точка такая, что ∥x∥ < δ0. Тогда конус Kε(x) имеет

нетривиальное пересечение с Q
∩
Bδ0(0). Иными словами найдeтся точка y ∈

Q
∩
Bδ0(0) такая, что y ∈ Kε(x) и y ̸= 0. Пусть x̂ – ортогональная проекция

точки x на луч, проходящий через y. Расстояние же между точками x̂ и x не

превосходит ∥x∥ sin ε, т.е. меньше ∥x∥ε. Но тогда

d(x,M) ≤ ∥x∥ε при x ∈ TM (0)
∩
Bδ0(0).

Это означает, что конус TM (0) является шатром к множеству M в точке 0. �

Теорема 4.6. Пусть

(1) M1 ⊆ Rn− выпуклое замкнутое множество,M2 ⊆ Rn – замкнутое

звездное тело,

(2) M1

∩
intM0

2 ̸= ∅ и x0 ∈M1

∩
M0

2 .

Тогда конус TM1(x0)
∩
TM2(x0) является шатром для множества M1

∩
M2 в

точке x0.

Доказательство. Не нарушая общности , будем считать, что x0 = 0. Рассмотрим

многозначное отображение F из Rn в Rn

F (x)
def
= M1 − u, если u ∈M2, F (x)

def
= ∅, если u /∈M2.

Очевидно, что 0 ∈ int F (M2). Значит, существует окрестность Bδ(0) такая, что

Bδ(0) ⊆ F (M2). Тогда поскольку график многозначного отображения F есть

звездное замкнутое множество, то согласно соотношению (3.4) существует такое

число C > 0, что

d(u, F−1(ν)) ≤ Cd(ν, F (u)) для u ∈ Bδ(0), ν ∈M2.

Положив в этом неравенстве ν = 0, с учетом F−1(0) =M1

∩
M2 получим

(4.6) d(u,M1

∩
M2) ≤ Cd(0, F (u)) = Cd(u,M1) u ∈M2

∩
Bδ(0).
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Пусть теперь w ∈ Bδ/2(0) произвольная точка. Тогда, если u− метрическая про-

екция точки w на множество M2, а v− метрическая проекция точки w на мно-

жество M1. Тогда u ∈M2

∩
Bδ(0) и из (4.6) получим, что

d(w,M1

∩
M2) ≤ ∥w − u∥+ d(u,M1

∩
M2) ≤ ∥w − u∥+ Cd(u,M1) ≤

≤ d(w,M2) + Cd(u,M1) ≤ d(w,M2) + C(∥w − u∥+ ∥w − v∥).

Значит,

(4.6) d(w,M1

∩
M2) ≤ (C + 1)(d(w,M1) + d(w,M2)).

Так как 0 ∈ int (M1 −M0
2 ), то аналогично теореме 1.4.16 [1] легко установить,

что

(4.7) TM1

∩
M2

(x0) = TM1(x0)
∩
TM2(x0).

С другой стороны, так как выпуклый конус TM1(0) является липшицевым ша-

тром к множеству M1 в точке 0, то d(x,M1) = o(x), если x ∈ TM1(0) и x → 0.

Аналогично, в силу теоремы 4.5, имеем d(x,M2) = o(x) при x → 0, x ∈ TM2(0).

Отсюда и из соотношений (4.7) и (4.8) следует, что

d(x,M1

∩
M2) = o(x), если x ∈ TM1(0)

∩
TM2(0) и x→ 0.

Значит, конус TM1(0)
∩
TM2(0) является шатром к множеству M1

∩
M2 в нуле.

�

5. О дифференцируемости многозначных отображений

Определение 5.1. [1] Контингентный производной Da(x0, y0) многозначного

отображения a : Rn → 2R
m

в точке (x0, y0) ∈ graf(a) называется отображе-

ние, график которого есть конус Tgraf(a)(x0, y0).

Определение 5.2. [1] Производной Кларка для отображения a в точке (x0, y0) ∈

graf(a) назыяается отображение Ca(x0, y0), график которого является конус

Cgraf(a)(x0, y0).
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Определение 5.3. Многозначное отображение a : Rn → 2R
m

является диффе-

ренцируемым в точке x0, если найдется положительно однородное отображе-

ние Λ: Rn → 2R
m

такое, что

H(a(x0) + Λ(x), a(x0 + x)) = o(x).

Замечание 5.1. В отличие от дифференцируемости по Де Блази (см.[16])

здесь выпуклость значений отображения Λ не предполагается.

Определение 5.4. Положительно однородное отображение Λ: Rn → 2R
m

на-

зывается нижним дифференциалом для a в точке (x0, y0) ∈ graf(a), если для

любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что

y0 + Λ(x) ⊆ a(x0 + x) + ε∥x∥B1(0) для всех x ∈ Bδ(0).

Определение 5.5. Положительно однородное отображение Λ: Rn → 2R
m

на-

зывается верхним дифференциалом для a в точке (x0, y0) ∈ graf(a), если для

любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

a(x0 + x) ⊆ y0 + Λ(x) + ε∥x∥B1(0) для всех x ∈ Bδ(0).

Предложение 5.1. Если f : Rn → R – выпуклая непрерывная функция, то она

дифференцируема по Де Блази.

Доказательство. Имеем

f(x0) + f ′(x0, x) ≤ f(x0 + x) ≤ f(x0) + f ′(x0, x) + o(x).

Значит, для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что

|f(x0 + x)− f(x0)− f ′(x0, x)| ≤ ε∥x∥ для x ∈ Bδ(0).

Это и есть условие дифференцируемости пo Де Блази отображения a(x) def
= {f(x)}

в точке x0. �

Предложение 5.2. Пусть f(x) – липшицевая функция в некоторой окрестно-

сти точки x0. Пусть (x0, f(x0)) ∈ (epi(f))0. Тогда многозначное отображение

a(x)
def
= {y/y ≥ f(x)} дифференцируемo в точке x0.
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Доказательство немедленно следует из теорем 2.1 и 4.5.

Предложение 5.3. Пусть a(x) def
= {y ∈ Rn : g(x) +Ay = 0}, где g : Rn → Rm−

дифференцируемое отображение,A : Rn → Rm− есть такой линейный опера-

тор, что ImA = Rm. Тогда отображение Λx(x)
def
= {y : g′(x)x +Ay = 0} явля-

ется дифференциалом для a в точке x.

Доказательство. Пусть y0 ∈ a(x0), y ∈ Λx0(x). Тогда имеем

a(x0 + x) = {y ∈ Rm/ g(x0) + g′(x0)x+ o(x) +Ay = 0} =

= {y ∈ Rm/ A(y − y0 − y) + o(x) = 0}.

Отсюда следует, что

(5.1) a(x0 + x) ⊆ y0 + Λx0
(x) +A−1(o(x)).

Так как ImA = Rm, то известно (см. теорему 1.3.1 [1]), что обратное отображение

A−1 является липшицевым отображением. Поэтому для любого ε > 0 найдется

δ > 0 такое, что

A−1(o(x)) ⊆ A−1(0) + ε∥x∥B1(0) для x ∈ Bδ(0).

Отсюда и из (5.1) следует, что

a(x0 + x) ⊆ y0 + Λx0(x) +A−1(0) + ε∥x∥B1(0).

Поскольку Λx0(x) = Λx0(x) +A−1(0), то из (5.2)следует, что

a(x0 + x) ⊆ a(x0) + Λx0(x) + ε∥x∥B1(0).

С другой стороны для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что

a(x0) + Λx0(x) = −A−1g(x0)−A−1g′(x0)x = −A−1(g(x0) + g′(x0)x) =

= −A−1(g(x0 + x))−A−1(o(x)) ⊆ a(x0 + x) +A−1(0) + ε∥x∥B1(0) ⊆

⊆ a(x0 + x) + ε∥x∥B1(0) для x ∈ Bδ(0).

Отсюда и из соотношения (5.1) следует предложение 5.3. �
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Теорема 5.1. Пусть a : Rn → 2R
m

– многозначное отображение со звездным и

замкнутым графиком и (x0, y0) ∈ graf(a0), причем x0 ∈ int dom(a0) и множе-

ство a(x0) ограничено. Тогда:

(1) найдется γ0 > 0 такое, что для любого γ ≥ γ0 отображение Λ1(x)
def
=

Da(x0, y0)(x)
∩
γ∥x∥B1(0) является нижним дифференциалом для a в

точке (x0, y0),

(2) oтображение Λ2(x)
def
= Da(x0, y0)(x) является верхним дифференциалом

для a в точке (x0, y0).

Доказательство. Пусть F (x) def
= Ca(x0, y0)(x)

∩
B1(0). Из условий теоремы сле-

дует, что dom (Ca(x0, y0)) = Rn. Так как отображение Ca(x0, y0) полунепрерывно

снизу и 0 ∈ int (Ca(x0, y0)(0)−B1(0)), то найдется окрестность Bδ(0) такая, что

0 ∈ Ca(x0, y0)(x)−B1(0) для x ∈ Bδ(0).

Значит, F (x) ̸= ∅ при x ∈ Bδ(0). Рассмотрим многозначное отображение:

t : Rn → 2R
m

, t(x)
def
=

1

δ
∥x∥F (δ x

∥x∥
), если x ̸= 0, t(0) = 0.

Очевидно, что

t(x) ⊆ 1

δ
∥x∥Da(x0, y0)(δ

x

∥x∥
) ⊆ Da(x0, y0)(x), t(λx) = λt(x) ∀λ ≥ 0.

Отсюда следует, что для любого x существует

y ∈ Da(x0, y0)(x) такой, что ∥y∥ ≤ γ0∥x∥, где γ0 =
1

δ
.

Поскольку, в силу теоремы 4.5, конус Tgraf(a)(x0, y0) является шатром для graf(a)

в точке (x0, y0), то существует такое отображене, что

r(z)
def
= r(x, y) = (r1(x, y), r2(x, y)) = o(z),

определенное в окрестности нуля, что z0 + z + r(z) ∈ graf(a) для достаточно

малых z ∈ Tgrf(a)(x0, y0). Значит, y0 + y + r2(x, y) ∈ a(x0 + x + r1(x, y)) при

малых (x, y) ∈ Tgraf(a)(x0, y0), таких, что ∥y∥ ≤ γ∥x∥, γ ≥ γ0. Так как в силу

теоремы 3.1. отображение a липшицево вблизи точки x0 с некоторой константой
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L > 0, то существует такое число δ1 ≤ δ, что при ∥x∥ ≤ δ1 имеет место включение

y0 + y ∈ a(x0 + x) + ε(1 + L)
√
∥x∥2 + γ2∥x∥2B1(0).

Отсюда

y0 +Da(x0, y0)(x)
∩
γ∥x∥B1(0) ⊆ a(x0 + x) + ε(1 + L)

√
1 + γ2∥x∥B1(0).

Теперь покажем, что Λ2 является верхним дифференциалом для a. Действи-

тельно, поскольку a− отображение со звездным замкнутым графиком, то для

каждого y0 ∈ a0(x0), y ∈ a(x0+x) и для достаточно малых λ ∈ (0, 1) имеет место

включение (1− λ)y0 + λy ⊆ a(x0 + λx). Следовательно,

y − y0 ∈ a(x0 + x)− y0
λ

.

Переходя к пределу при λ→ 0, получим y − y0 ∈ Da(x0, y0)(x). Следовательно,

a(x0 + x) ⊆ y0 +Da(x0, y0)(x).

�

6. Теоремы о неподвижных точках

Пусть X и Y− банаховы пространства, a : X → 2Y − многозначное отображе-

ние со звездными значениями. Обозначим через a0 многозначное отображение,

которое каждому x ∈ X сопоставляет множество (a(x))0.

Предложение 6.1. Пусть a : X → 2Y − непрерывное отображение со звездны-

ми замкнутыми значениями. Тогда отображение a0 является полунепрерыв-

ным сверху.

Доказательство. Пусть xn → x0, yn ∈ a0(xn), yn → y0. Покажем, что y0 ∈ a0(x0).

Пусть v0 ∈ a(x0). Так как a полунепрерывно снизу, то существует последователь-

ность vn ∈ a(xn) такая, что vn → v0. С другой стороны, поскольку yn ∈ a0(xn),

то

λvn + (1− λ)yn ∈ a(xn), для любого λ ∈ [0, 1].

Переходя здесь к пределу, когда n→ 0, получим λv0 + (1− λ)y0 ∈ a(x0). Значит,

y0 ∈ a0(x0). �
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Из предложения 6.1 и классической теоремы Какутани (см. [1], теорема 6.4.13,

стр. 336) следует

Следствие 6.1. Пусть M ⊂ X – компактное выпуклое множество, a : M →

2M – непрерывное отображение со звездными замкнутыми значениями. Тогда

a имеет неподвижную точку.

Применяя Следствие 6.1, можно установить следующий результат, доказа-

тельство которого мы опускаем, ибо оно аналогично доказательству теоремы

5.1.1 [10].

Теорема 6.1. (Теорема о неявных функций для многозначных отображений).

Пусть a : Rn × Rp → 2R
n

– непрерывное отображение со звездными компакт-

ными значениями, такое, что

a(x, y) = Λx+ r(x, y),

где Λ− невырожденная n×n матрица и ∥r(x, y)∥ ≤ r(
√
∥x∥2 + ∥y∥2), где r(λ) =

o(λ) при λ→ 0. Тогда для достаточно малых y включение 0 ∈ a(x, y) разрешима

относительно y, причем существует такое решение x(y), что x(y) = o(y) при

y → 0.

Предложение 6.2. Пусть a : Rn → 2R
m− отображение такое, что a(x) =

Λ(x) + r(x), где Λ: Rn → Rm− линейный сурьективный оператор, r− непре-

рывное многозначное отображение со звездными компактными значениями и

∥r(x)∥ = o(x). Тогда подпространство H def
= {x : Λx = 0} является шатром для

M
def
= {x : 0 ∈ a(x)} в нуле.

Доказательство. Рассмотрим включение

(6.1) 0 ∈ A(x, y)
def
= a(x+ Λ∗y)− Λx,

в которой неизвестными является y, а x− параметр. Нетрудно видеть, что

A(x, y) = ΛΛ∗y + r(x+ Λ∗y).
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Так как матрица Φ
def
= ΛΛ∗ невырождена, то выполнены все условия теоремы

6.1, и поэтому согласно этой теоремe для достаточно малых x существует такое

решение y(x) включения (6.1), что y(x) = o(x). Для малых x ∈ H имеем

0 ∈ A(x, y(x)) = a(x+ Λ∗y(x)),

а значит x+ Λ∗y(x) ∈M, причем Λ∗y(x) = o(x). �

Следствие 6.2. Если H ̸= 0, то для любой окрестности нуля существует

точка x̂ ̸= 0 в этой окрестности, такая, что 0 ∈ a(x̂).

Доказательство. Поскольку подпространство H является шатром для M, то

для любого ненулевого вектора x ∈ H имеем

xλ
def
= λx+ r(λx) ∈M.

Отсюда для малых λ > 0 имеем xλ ̸= 0 и 0 ∈ a(xλ). �

Рассмотрим теперь так называемую нелинейную экономическую модель Нейма-

на. Пусть имеется m технологических способов производства, причем исполь-

зование технологического способа интенсивностью λ = (λ1, λ2, ..., λn) ведет к

производству вектора y = (y1, y2, ..., yn) товаров, удовлетворяющему условию

y ∈ a(λ)
def
= Aλ + r(λ), где (n × m)− матрица, r1 : Rn → 2R

m− многозначное

отображение такое, что

(6.2) ∥r1(λ)∥ = o(λ).

Аналогично, при уровне технологии λ в системе расходуется вектор x товаров,

удовлетворяющий условию x ∈ b(λ)
def
= Bλ + r2(λ), где отображение r2 удовле-

творяет условию (6.2). Тогда чистый выпуск системы задается векторами z, удо-

влетворяющих условию

z ∈ a(λ)− b(λ).

В экономической системе, действующий на технологическом уровне λ i− й про-

дукт в выпуске z называется промежуточным, если zi = 0. Один и тот же про-

дукт i в экономических системах с одинаковой технологией может при разных
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условиях быть отнесен к первичным (z1 < 0), конечным (zi > 0) или промежу-

точным продуктам.

Предложение 6.3. Пусть

(1) многозначные отображения a(x) = Ax+ r1(x), b(x) = Bx+ r2(x) удовле-

творяют всем требованиям предложения 6.2,

(2) существует технологический уровень λ̂ ≥ 0 такой, что Aλ̂ = Bλ̂,

(3) Λ
def
= A−B− сурьективный оператор.

Тогда существует уровень λ технологии и выпуск z на этом уровне в котором

все продукты промежуточны.

Доказательство. Рассмотрим следующее включение

0 ∈ A(x, y)
def
= a(x+ Λ∗y)− b(x+ Λ∗y)− Λx.

Заметим, что A(x, y) = ΛΛ∗y + r1(x+ Λ∗y)− r2(x+ Λ∗y). Применяя теорему 6.1

и, аналогично как в предложении 6.2 установим справедливость нашего утвер-

ждения. �

Из теоремы Банаха о сжимающих отображениях следует существование непо-

движной точки у сжимающего отображения полного метрического пространства

M в себя. В [13] рассматривается вопрос существования неподвижных точках

для так называемых k- сжатых многозначных отображений. В случае, когда

M− компактное звездное множество банахова пространства, то предположение

можно ослабить и считать отображение нерастягивающим.

Теорема 6.2. Пусть M – компактное звездное подмножество банахова про-

странства X, a : M → 2M – нерастягивающее многозначное отображение с

замкнутыми значениями. Тогда a имеет неподвижную точку.

Доказательство. Выберем точку x0 из M0 рассмотрим многозначные отобра-

жения

bk(x)
def
=

1

k
x0 + (1− 1

k
)a(x), k > 1.
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Так как множество M звездно , то bk(x) ⊆M. Имеем

H(bk(x), bk(y)) = (1− 1

k
)H(a(x), a(y)) ≤ (1− 1

k
)∥x− y∥.

Отсюда следует, что все отображения bk являются сжимающими. Значит, для

каждого из них существует неподвижная точка xk ∈M, xk ∈ bk(xk). Не нарушая

общности, можно считать, что последовательность xk сходится к некоторому

элементу x из M. Очевидно, что

(6.3) d(xk, a(xk)) ≤
1

k
(∥x0∥+ max

y∈a(xk)
∥y∥).

Поскольку a(xk) ⊆ M и M ограничено, то правая часть неравенства (6.3) схо-

дится к нулю при k → ∞, и поэтому d(xk, a(xk)) → 0. Значит,

(6.4) d(xk, a(x)) ≤ d(xk, a(xk)) +H(a(x), a(xk)).

Поскольку правая часть неравенства (6.4) стремится к нулю при k → ∞, то

(6.5) d(xk, a(x)) → 0.

Отсюда и из (6.5) следует, что x ∈ a(x). �

Abstract. The paper studies some topological properties of starlike bodies. It is

proved that the boundary of a starlike body is a Lipschitz surface. A separability

theorem for starlike bodies is proved. It is shown that under some additional assumptions

the starlikness property of the graph provides the local Lipschitz property of the set-

valued mapping itself. It is shown that F. Clark’s contingent and tangential cones are

Boltyansky tents. On the base of these results, some lower and upper differentials for

set-valued mappings with starlike graphs are constructed. Some theorems on fixed

points of set-valued mappings with starlike values are proved.
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