


Խ Մ Բ Ա Գ Ր Ա Կ Ա Ն  Կ Ո Լ Ե Դ Ի Ա 

Դլխւսվոր խմբսսփ|ւ Ա. Ա. Մահտկյան

Ն.Հ. Աւափկյան ГѴ. 4 .  Հսւմրսւրձումյսւն
Վ. Ս. Upuiplil|jiu(i Հ. 1Г. Հսւյ|սսպ1ւսւյւսս
Դ.Դ. ԴԱորզյսւն Ա. Հ. Հովհաննիսյան
Ս'. Ս. Դինովյան Վ- Ա- Սսւ|ափրոսյսւն
Ն . П. l7Qq|ipui|ijuiO П. Ս. Նսւհապևայան
Վ. Ս. .QiupiupjiuO Բ. Ս”- Պա^ւայաՕ
Ա. 11. ք(>ալտլ|ւ»1ւ
Վ . Կ . O h u i l i ju iU  (ւ | | |ա սվո |)  խ մրսսւլփ  սէեւ|ակա|)

Պսասսսխանաւոու piupinmrpup Ն . Դ. Ահւսրոնյան

Р Е Д Л К Ц И О  II н Л Я  К О  JI Jl н г  и Я 

Главный редактор Л. А. Саакян

Г. М. Айрапетян II. 1і. Пнгнбарян
I». В. Амбарцумян В. С. Закарян
П. У. Аракелян И. Л. Мартиросян
В. С. Агабекян I». С. Нахапстян
Г. Г  Геворкян А. О. Оганннеян
М С. Гнновян I». М. Могосян
В. К. Оганян (зам. главного редактора) А. А. Талалян

Ответственный секретарь Н. Г. Агаронян



Известия HAH Армении. Математика, том 46, и. 6, 2011, стр. 3-10. 

О В Н Е Ш Н И Х Н О Р М А Л Ь Н Ы Х А В Т О М О Р Ф И З М А Х 
П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х П Р О И З В Е Д Е Н И Й Г Р У П П 

В. С. АТАБЕКЯН, A.. JT. ГЕВОРГЯН 

Ереванский государственный университет 
E-mail: avarujan @ysu. am 

АННОТАЦИЯ. Доказано, что в отличие от свободных произведений групп 
для произвольного нечётного n > 665 существуют такие группы Gi и Օշ, 

n 
n-периодическое произведение Gi * G2 которых обладает нормальным внеш-
ним автоморфизмом. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе [1] для каждого нечетного n > 665 была построена новая операция 

умножения групп, названная периодическим произведением данного периода n 

n 

обладают многими свойствами классических операций свободного и прямого про-

изведений групп, в том числе и свойствами точности, ассоциативности и наслед-

ственности по подгруппам. Последнее свойство означает, что для любых под-

групп Hi сомножителей Gi n-периодического произведения ПГе/ Gi семейства 

групп {Gi}ieI вложения Hi ^ Gi продолжаются до вложения n-периодического 

произведения YViei ^ с е м е й с т в а гр упп {Hi}iei в n-периодическое произведение 

YYiei G^j т-е- подгруппы сомножителей порождают в ПГе1 G^ стое n-периодическое 

произведение. 

Построенные операции периодического произведения групп решают проблему А. 

И. Мальцева о существовании в классе всех групп ассоциативной, точной и на-

следственной по подгруппам операции, отличной как от прямого произведения, 

так и свободного произведения (см. также [3], [4]). 

n 

ческих произведений некоторых классических групп. 
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Определение 1.1. Пусть G ֊ произвольная группа, р G Aut(G) ֊ автомор-

физм группы G и H - подгруппа группы G. Автоморфизм p назовем H-cma-

билъным, автоморфизмом, если p(H) = H. При этом H называется р-допус-

тимой подгруппой. 

Рассмотрим произвольное семейство Ж подгрупп группы G. Всевозможные 

H-ст^ильные автоморфизмы при H G Ж составляют подгруппу группы Aut(G). 

Она называется стабилизатором семейства Ж и обозначается 

AutK(G) ^ {р G Aut(G)\p(H) = .Ядля всех H G Ж}. 

Если vg ֊ внутренный автоморфизм, порожденный элементом g G G, т.е. для 

любого x G G имеет место vg (x) = g - 1xg, то vg (H) = H для каждой нормальной 

подгруппы H < G. 

Пусть N = N(G) ֊ множество всех нормальных подгрупп группы G и M С 

N . Легко заметить, что тогда выполнены следующие вложения 

Inn(G) < AutN(G) < AutM(G) < Aut(G), 

где Inn(G) ֊ группа всех внутренних автоморфизмов группы G. 

Каждый автоморфизм из AutN (G) принято называть н о р м а л ь н ы м автомор-

физмом. В частности, любой внутренний автоморфизм является нормальным 

автоморфизмом. Согласно определению, при данном нормальном автоморфизме 

р G Aut(G) любая нормальная подгрупп а группы G р- допустима и наоборот. 

Ясно, что если N теть р-допустима нормальная подгруппа группы G, то авто-

морфизмом р индуцируется некоторый автоморфизм фактор группы ^ / n . 

А. Любоцкий в [5] и А. Лю в [6] доказали, что каждый нормальный автомор-

физм нециклической абсолютно свободной группы F является внутренним, т.е. 

имеет место равенство Inn(F) = AutN(F). Соответствующее равенство было до-

казано в разные годы для различных интересных классов групп (см. |7| ֊ [14]). 

G 

относительно гиперболическая группа без нетривиальных конечных нормальных 

подгрупп, то Inn(G) = AutN (G). 

М. В. Нещадим в [15], усиливая результаты работ [5] и [6], доказал, что каж-

дый нормальный автоморфизм свободного произведения нетривиальных групп 

֊ внутренний. 
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n 

периодические произведения. Точнее, мы докажем, что для любого нечетного 

n > 665 существуют такие группы G 1 и G 2 , n-периодическое произведение кото-

рых обладает внешним нормальным автоморфизмом. 

n 

будем употреблять запись G i * G2. 

2 . В Н Е Ш Н И Е Н О Р М А Л Ь Н Ы Е А В Т О М О Р Ф И З М Ы 

G 

томорфизмом порядка 2. Тогда если для некоторого нечетного числа n > 665 

группа G совпадает со своей подгруппой Gn, то n-периодическое произведение 

G* G 

Доказательство. Пусть автоморфизмом ф группы G имеет порядок 2. Это озна-

чает, что для любого элемента х е G выполнено равенство ф2(х) = x. По условию 

n > 665 

G = Gn Gn n G 

Рассмотрим пересекающиеся по единичной подгруппе две изоморфные копии 

G 1 и G2 группы G и через  гф1 : G1 ^ G 1 и ф2 : G2 ^ G2 обозначим соответ-

2 n 
п 

G1 * G2 n 

является точной операцией, то автоморфизмы фi : Gi ^ G-լ, i = 1,2, мултипли-

кативным образом расширяются до автоморфизма Ф : G 1 * G2 ^ G1 * G2 группы 

G1 * G2 G1 * G2 

нетривиальная группа называется простой, если она имеет в точности две нор-

мальные подгруппы). Для этого воспользуемся следующим критерием простоты, 

доказанным в работах [16] и [2]. 

n> 

6>6>5 и семейство нетривиальных групп {Gi}ieI, где либо \I\ > 2, либо \Gj\ > 2 
i  n i n i  Gi 

n 

Gi n 

Gi  =  Gin  Gin  

порожденная всеми n-ми степенями группы G^ i = 1, 2. Кроме того, так как G1 
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\ G1 \ > 2 

G1 * G2 

Очевидно, каждый автоморфизм простой группы является нормальным авто-

морфизмом. Докажем, что Ф является внешним автоморфизмом, т.е. не является 

внутренним автоморфизмом. 

Доказывая от противного, предположим, что Ф - внутренний автоморфизм. 

Это означает, что некоторый внутренний автоморфизм vg совпадавт с Ф. Таким 

образом, для любого х е G1 *G2 имеет место равенство Ф(х) = vg(х) = д - 1хд. 

Если х е G.j, то Ф(х) = фДх), поскольку автоморфизм Ф является продолжением 

автоморфизмов фi = 1, 2. Тем самым, имеем vg(х) = ф^,(х) для любого элемен-

та х е Gi, i = 1,2. По условию теоремы автоморфизмы Փզ, имеют порядок 2, т.е. 

ф 2 = 1Gi, i = 1, 2. Значит, для любого х е Gi имеем х) = д - 2хд 2 = 1Gi(х) = х. 

g 2 е G1 * G2 

дой из групп Gi, i = 1, 2. Из этого непосредственно следует, что д2 принадлежит 

G1 * G2 

Ф 

порядок 2. 

Далее нам понадобится следующее утверждение, доказанное в работе [16]. 

Л е м м а 2.2. (см. [16], теорема 7) Пусть F есть периодическое произведение 

семейства групп {Gi}ieI. Если неединичный элемент х группы F сопряжен 

некоторому элементу у одной из подгрупп Gi группы F, то всякий перестано-

х F Gi 

HGiH - 1 которой принадлежит х. 

х G1 

ния G * G, то из равенства д - 2хд 2 = х, согласно утверждению леммы 2.2, по-

g 2 G1 

образом убедимся, что элемент д2 также принадлежит множителю G2. Посколь-

G1 G2 G1 * G2 

единичный элемент, то д2 = 1. Таким образом, элемент д является инволюцией. 

Поэтому элемент д не сопряжен никакому элементу подгрупп Gi, i = 1,2, по-

скольку элемент группы, сопряженный инволюции, сам является инволюцией, в 

то время как, согласно условию теоремы, в группах Gi, i = 1,2 не содержатся 
6 
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д 

ЦИЙ. 

Теперь воспользуемся следующим свойством периодических произведений групп. 

Л е м м а 2.3. (см. [2, теорема 2J) Если элемент х группы ППе1 Gi не сопряжен 

в группе Y\nej Gi никакому элементу подгрупп Gi и не равен в F произведению 

двух инволюций, то в Ոու Gi выполнено соотношение хп = 1. 

В силу леммы 2.3 в группе П П 1 G i выполнено соотно шение дп = 1. Сопостав-

д 2 = 1 д = 1 n 

д = 1 Ф 

Ф 

Ф 

Теорема доказана. • 

Следует подчеркнуть, что согласно основному результату работы [17] (см. также 

[18], [19]), для любого нечётного числа n > 1003 каждый нормальный автомор-

физм свободной периодической группы B(m, n) ранга m > 1 (конечного или 

бесконечного) является внутренним автоморфизмом, т.е. 

Inn(B(m, n)) = AutN(B(m, n)). 

По определению, свободная периодическая (или свободная бернсайдова) группа 

B(m, n) n m 

B(m, n) = (a,1, օդ, .., am \ Xn = 1), 

где X пробегает множество всех слов в алфавите { a f 1 , a f 1 , . . . Соглас-

Gi 

показателя n, то n-периодическое произведение П П 1 Gi также есть свободная 

n 

Gi n 

занный результат работы [17] можно переформулировать следующим образом: 

для любого нечётного числа n > 1003 каждый нормальный автоморфизм n-

периодического произведения B(m1, n) * B(m2, n) свободных периодических групп 

B(m1 ,n) и B(m2,n) рангов m1, m2 > 1 является внутренним автоморфизмом. 

В связи с этим отметим, что из теоремы 2.1 вытекает 

7 
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Следствие 2.1. Для любого нечётного числа n > 665 и для любого взаимно 

простого с n нечетного числа к п-периодическое произведение B(m, к) * B( m, к) 

обладает нормальным автоморфизмом, который не является внутренним. 

Доказательство. Рассмотрим n-периодическое произведение B(m, к) * B( m, к) 

где к и n - нечетные числа, n > 665 и (k,n) = 1. Так как пер иод к группы 

B(m, к) B(m, к) 

взаимной простаты чисел к и n вытекает, что B(m, к) = B(m, к)п. Укажем авто-

B(m, к) 

а : B(m,h) ^ B(т,к), заданный на свободных поро^ждаюгцих ai, . . . , ат группы 

B(m, к) формулами ՝iai( a(ai) = а-1). Таким образом, все условия теоремы 2.1 

B(m, к) *п B(m, к) 

автоморфизмом. • 

На самом деле, нетрудно заметить, что рассуждения, проведенные при дока-

зательстве теоремы 2.1, позволяют получить следующий более общий результат. 

G 1  G 1 

физмами порядка к > 1 и порядок каждого элемента групп Gi , G2 взаимно 

к n n > 665 

Gi = G՝n, i = 1, 2, то n-периодическое произведение G1 * G2 обладает внешним 

нормальным автоморфизмом. 

Доказательство. Повторив начало доказательства теоремы 2.1, построим авто-

морфизм Ф : G1  n G2 ^ G1 * G2 как продолжение автоморфизмов фi : Gi ^ Gi 

к Gi i = 1 , 2 Gi 

просты с n, то имеет место равенство G = Gn. Предположив, что автоморфизм 

Ф является внутренним, как и в теореме 2.1, найдем элемент g удовлетворяющий 

соотношениям gk = 1 и Ф(х) = gxg - 1 для всех x G G. Элемент g не сопряжен 

никакому элементу подгрупп Gi, i = 1, 2, поскольку порядки элементов групп 

Gi, i = 1,2, взаимно просты с к согласно условию теоремы. Элемент g также не 

равняется произведению двух инволюций, поскольку все произведения двух ин-

G1  n* G2 

g n = 1 (к, n) = 1 

для некоторых целых чисел u и v имеет место равенство Խ+nv = 1. Тогда имеем 

8 
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д = g k u + n v = 1, и, тем самым, Ф - тривиальный автоморфизм. Это противоречит 

тому, что автоморфизм Ф имеет порядок k > 1. • 

n > 665 

стых с n нечетных чисел k1} k2 n-периодическое произведение B(m1, k1)nB(m2, k2) 

обладает нормальным автоморфизмом, который не является внутренним. 

В заключение отметим представляющий интерес следующий вопрос: 

n 

n 

A b s t r a c t . The paper proves that, as opposed to free product of groups, for any odd 

n > 665 there are дате groups G1 and G2 with n-periodic product G1  n G2 possessing 

a normal outer automorphism. 
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О П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х М Н О Г О Ч Л Е Н А Х , 
В О З Р А С Т А Ю Щ И Х Н А Б Е С К О Н Е Ч Н О С Т И 
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Ереванский Государственный Университет 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Доказывается,ЧТО многочлен (символ дифференциального опе-
ратора) , многогранник Ньютона которого является прямоугольным парал-
лелепипедом с вершиной в начале координат, будет почти гипоэллиптиче-
ским тогда и только тогда, когда он регулярен. Получены также алгебра-
ические условия почти гипоэллиптичности для нергулярных многочленов, 
возрастающих на бесконечности. Д л я многочленов двух переменных полу-
ченные результаты окончательны. 

M S C 2 0 1 0 number : 12Е10. 
К л ю ч е в ы е слова: почти гипоэллиптический многочлен; регулярный много-
член; гипоэллиптичеекий оператор (многочлен); многогранник Ньютона. 

1. В В Е Д Е Н И Е . П О С Т А Н О В К А ЗАДАЧИ 

Пусть Rn n— мерное евклидово проетранетво, է = (£i, . . . ,£n) € Rn, Nff — 

множество n— мерных мультииндексов, т.е. множество точек a = (ai, ...,an) с 

целыми неотрицательными компонентами. Для է € Rn и a € Щ1 , положим է" = 

ԷՀ 1 • •• էՒ, D a = Da ••• Da, где Dj = d/d^ (j = 1, ...,n), |է| = У ё 2 Г 7 7 7 + ё 2 -

Для линейного дифференциального оператора с постоянными коэффициента-

ми P(D) =Y_1 YaD a, где сумма распространяется по конечному набору мульти-

индексов (P) = {a; a € = 0}, через P (է) = Y^ Ղռէ" обозначим характери-

стический многочлен (полный символ), отвечающий этому оператору. 

Определение 1.1. Будем говорить, что многочлен P(է) мощнее многочлена 

կ(է) (запись Q < P ), если с некоторой постоянной C > 0 

1Չ(է)1< C[IP(է)| + 1] ¥է € Rnn  

Определение 1.2. Оператор P(D) (многочлен P(է)) называется почт,и гипо-

эллиптическим, если DvP < P для любого v € Nfi. 
11 
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Понятие почт,и гипоэллиптического оператора (многочлена) является обоб-

щением введенного Л. Хермандером в [1] понятия гипоэллиптического оператора 

(многочлена). Напомним, что гипоэллиптические многочлены характеризуются 

тем (см. [5], Теорема 11.1.3 ), что для любого 0 = v е Nff 

D vP(0/P(О ^ 0 при 

а гипоэллиптические операторы тем, что все решения из класса распределений 

дифференциальных уравнений, отвечающих этим операторам являются беско-

нечно дифференцируемыми функциями (см. [2] ֊ [4]). 

Из этих определений следует, что гипоэллиптический многочлен является по-

чти гипоэллиптическим. Обратное не верно, в чём можно убедится непосред-

ственной проверкой на примере многочлена P(£) = + + (см. также 

ниже, Лемму 2.1), которому соответствует оператор 

P (D) = - ճ _ . 
3x\ dx2 dx\3x2 

После появления работы [1] Л. Хермандера и особенно после публикации моно-

графии [6] и статьи [7] того же автора, началось бурное развитие теории гипоэл-

липтических уравнений. В частности, разными авторами были найдены различ-

ные алгебраические условия гипоэллиптичности (см., например, [8] - [11] ). Эти 

и многие неотмеченные работы относились к невырожденным (регулярным) (см. 

Определение 1.4 ниже) многочленам, близким по своему характеру к эллипти-

ческим. 

Далее были получены алгебраические условия гипоэллиптичности также и для 

вырожденных (нерегулярных) многочленов, сильно отличающихся от эллипти-

ческих (см., например, [12] - [15] ). 

Несмотря на то, что класс гипоэллиптических операторов содержит множество 

эллиптических операторов и выходит далеко за его пределы, естественным обра-

зом встал вопрос описания таких дифференциальных уравнений, которые будучи 

негипоэллиптическими, имеют "достаточное количество" бесконечно дифферен-

цируемых решений. На этом пути были введены понятия частично гипоэллип-

тического оператора (см., например, [16] - [19]), глобально гипоэллиптического 

оператора (см., например, [20]) и почти гипоэллиптического оператора (см., на-

пример, [21] ֊ [23]). 

Приведем еще несколько определений и обозначений. 
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Пусть А е Rn. Многочлен R(£) = R(£i,..Հո) называется А - однородным (обоб-

Щ6ННО~ однородным) А— порядка d, если для любого t > 0 

R(t xO = R(tX l Հւ, .. .,tX n Հո) = t dR(0 У^ е Rn, 

R 

R(0= Е 
(Л, a)=d 

А- R 

(1.1) R n՛ 0 = {Հ е R n,Հ1Հ2 • • • Հո = 0} и V(\R) = {п е R n , 0,R(n) = 0}. 

Пусть п е S ( R ) = ՝Е(А, R), положим 

(1.2) 4v,R) = {v е N0n,D vR(n) = 0}, 

(1.3) A ( n , R ) = min (A,v), 
vE#(n,R) 

при этом будем считать, что A(n, R) = 0  е с л и Ո е R n , 0\E(R). 

Для набора мультииндексов N = {а1, ••• ,aN}, наименьший выпуклый много-

гранник Ж(^ в Rn՛ 0, содержащий все мультииндексы а? е N (j = 1, ••• ,N) 

называется многогранником Ньютона набора N (см. [8] или [27]). 

Многогранник Ж с вершинам и из N0 1 , называется полным, если Ж имеет вершину 

в начале координат и дополнительную вершину на каждой оси координат. 

Пусть Ж— полный многогранник. Множество Г с Ж называется гранью много-

гранника Ж если существует вектор А = (Ai, • • • , An) и число d > 0 такие, что 

(А, а) = d для всех а е Г и (А, а) < d щ и в е Ж\ Г. В этом случае вектор 

А называется внешней нор малью (Ж— нормалью) грани Г. Множество (единич-

ных) внешних нормалей грани Г обозначим через Л(Г). Грани размерности k 

многогранника Ж обозначим через Жк (i = 1, • • • , Mk, к = 0,1, • • • ,n — 1). 

Грань Жк (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1) многогранника Ж называется главной, если 

Ж— 

положительную координату. Если среди Ж— нормалей Жк существует вектор с 

неотрицательными (положительными) координатами, то грань Жк называется 

п р а в и л ь н о й (вполне правильной) . 

Ж Ж— 

полный и все (n — 1)— мерные некоординатные грани Ж правильны (вполне пра-

вильны) . 
13 
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Многогранник Ж = Ж(Р) построенный на наборе мультииндексов ( P ) операто-

ра Р(D) (многочлена Р(է)) назовем многогранником Н ь ю т о н а или харак-

теристическим многогранником оператора Р(D) (многочлена Р(է)). 

Легко видеть (см. ниже, доказательство первой части Леммы 2.1), что много-

гранник Ньютона гипоэллиптического многочлена является вполне правильным, 

а многогранник Ньютона почти гипоэллиптического многочлена - правильным 

(см. [28], Лемма 1.1). 

Каждой главной грани Жк (i = 1 , • • • , Mk, k = 0,1, • • • ,n — 1) многогранника 

Ж(Р) сопоставим подмногочлен 

Р ' ՝ к ( 0 = У 1 
аешк 

многочлена Р (է). В [8] доказано, что мн огочлен Р г՛  к (է), отвечающий г рани Жк  

многогранника Ньютона Ж = Ж(Р) является А— однородным для А 

Л(Жк), т.е. существует число d = dijk > 0 такое, что 

Р г ' к ( է ) = Ճ 
(X,a ) = d 

при этом d > 0, если грань Жк главная. 

Определение 1.3. (см.[8]) Грань Жк (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1) многогранника 

Ж = Ж(Р) называется регулярной (невырожденной), если Р г , к(է) = 0 щи է € 

R n՛ 0. Если Р г'к ( i f ) = 0 для некоторой точки rp € Rn' 0, то грань Жк наз овём 

нерегулярной (вырожденной). 

Жг к Ж = Ж( Р) 

видно, что для любого ненулевого вектора А € Л(Жк) существует натуральное 

число M = M(А, Жк) и неотрицательные числа dj = d(A, Жк) (j = 0,1, • • • , M) 

Р А— 

однородных многочленов 
M M M 

(1.4) Р(0 = £ Р ( 0 = £ Pdj ( 0 = £ Е Yai a, 
3 = 0 3=0 3=0 (\,a) = dj 

где d0 > di > • • • > dM > 0 и Pdo (է) = Р г , к(է) для любого А € Л(Жк). 

Жг к  

жем с обобщённо ֊ однородным многочленом Р г ' к (է ) (с гранью Жк) и вектором 

А € Л(Жк) множества T,(A,P ,j), ) и числа А(п,А,Р^) (j = 0,1, • • • ,M) 
14 
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для произвольной точки п G )• Для мультииндекса v G N f f , множества 

՝S(A,DVPj), Pj) и числа A(n,X,D vPj) определяются аналогично, если 

иметь в виду, что (см. представление (1.4)) многочлен DvP представляется в 

виде 
M 

(1.5) D v P ( 0 = £ Yav С = Е D v Pj (О-

ae(Dv P) j = 0 

P 

полным многогранником Ньютона №(P) существует постоянная C = C(P) > 0 

такая, что 

(1.6) E I ^ C[ I P(01 + 1] V£ G Rn. 
ae ЩР) 

Более того, справедливо в определенном смысле обратное утверждение: 

Л е м м а 1.1. Если многочлен P с полным многогранником Ньютона ) удо-

P 

Доказательство. Пусть некоторая главная грань многогранника R(P) нере-

P 

для какой постоянной C. Пусть A G Л(Жк), п G ՝S(P r' k), (A, а) = d0 уравне-

ние (n — 1)-мерной опорной к R(P) гиперплоскости, проходящей через грань 

и P l'k - подмногочлен P , отвечающий этой грани. Тогда P l՝ k(n) = 0 и для всех 

s = 1, 2,... имеем из (1.4) 
M 

P (?) = P (s xn) = P i , k (s xn) + Е Pj (sXn) = 
j=1 

M M 

= s d o P i , k ( п ) + £ s d jPj(п) = £ s d jPj(п), 
j = 1 j = 1 

причем I(£ s) aI = sdo 1п'а' 1 • • • п'пI- Так к а к Д л я точек п G ՝ S ( P i ։  k) па1 • • • п'п = 0 

и dj < d0 для всex j = 1,... M, то из этих двух соотношений получаем, что при 

s ^ <х> IP(£s)| = o(s d o), в то время как 

| ( e T I / s d 0 = Iп' 1 ••• п'пI > 0 (s = 1,2,...). 

• 
P 

регулярным, если для него справедливо соотношение (1.6). 
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2. Р Е Г У Л Я Р Н Ы Е П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Е М Н О Г О Ч Л Е Н Ы 

Следующее предложение позволяет нам далее рассматривать только многочлены 

с правильными многогранниками Ньютона. 

Л е м м а 2.1. Пусть Ж = Ж(Р) полный (n— мерный) многогранник Ньютона 

регулярного многочлена Р (է) = Р (է1, • • • ,էո). Тогда много член Р (է) 

Ж— 

Ж— 

Р— Ж = Ж(Р) 

Р 

доказать (см. [5], Теорема 11.1.1), что для любого 0 = v € Nn при |է| ^ го 

(2.1) IDVРmiP(է)1^ 0. 

Ж 

ображений следует, что для любого 0 = v € Щ1 , точки а € (DvР) являются 

Ж 

неглавной точки в € Ж при |է| ^ го 

(2-2) 1էթI/ Е 0. 

аеш 

Поэтому для доказательства (2.1), достаточно воспользоваться соотношениями 

(1.6), (2-2) и фактом, что регулярный многочлен бесконечно возрастает при |է| ^ 

го. 

Р, 

ным, не может быть гипоэллиптическим (независимо от его регулярности). За-

Ж 

рически означает: 

Ж 

Ж Ж 

ник), 

Ж Ж 

Ж 

В случае а) пусть e = (e1,..., en) т а к м вершина Ж, что ее проекция e = (0,.. 

0, ek+1,..., en) на координатную гиперплоскость а1 = • • • = ак = 0 (k < n — 1) 
16 
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выходит за предели Ж. Проведем (n — 1)—мерную гиперплоскость, проходящую 

e 

Ж (А, а) = d А— 

Ж d > 0, (А, e ) = d, 

(А, а) < d для всех а € Ж. 

Обозначим v = (e1,...,ek, 0,..., 0). Представляя по вектору А многочлены Р 

и DvР = D11 ••• Dk kР соответственно в виде (1.4) и (1.5) и рассматривая их 

на последовательности էտ = sxn (s = 1,2,...), где точка п выбрана так, чтобы 

D vР(п) = 0, получим, что при s ^ го 

(2.3) D vР(է) = D vР(n)s d; Р(էտ) = o(s d), 

Р 

В случае б), предполагая, что e есть главная вер шина Ж (т.е. многогранник Ж 

правильный, но не вполне правильный), то проводя через e (n — 1)—мерную 

Ж 

Ж, e 

выше, получим, что с некоторыми постоянными C1 > 0,C2 > 0 

Р (էտ)| > C\sd, P (էտ)| < C2Sd (s = 1, 2,...). 

Р 

Второй пункт доказывается буквальным повторением доказательства первой ча-

сти первого пункта, когда оценки соответствующих многочленов приводят к со-

отношениям (2.3) из которых следует, что ^ s ) | / |P (է տ ) | ^ го при |էտ| ^ го. 
• 

Теорема 2.1. Пусть Ж = Ж(Р) ֊ правильный многогранник Ньютона многочле-

на Р. Пусть все вполне правильные грани Ж регулярны. Многочлен Р является 

Р 

Ж 

Доказательство. Докажем, что в условиях теоремы почти гипоэллиптический 

многочлен не может иметь главных нерегулярных граней. 

Так как все нульмерные грани регулярны, то начнем доказательство с одномер-

ных граней. Пусть Г одномерная главная (не вполне правильная) нерегулярная 

Ж Р 
17 
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Пусть Л е Л(Г) и (А, а ) = d0 уравнениие (n — 1)-мерной опорной к Ж гипер-

плоскости, содержащей Г и не содержащей то чек из Ж \ Г Так как Г не вполне 

Л 

для определенности, А1 < 0. 

Положим m1 = max{a 1 ? а е Г } , Г 0 = {а е Г, а1 = m1} и покажем, что Г 0 со-

стоит из единственной точки и, следовательно, является нульмерной подгранью 

Г, т.е. верши ной Ж. В самом деле, если Г содержит две разные точки а1 и а2 та-
1 2 а1 1 = а21 = m1 

а1 = m1 а е Г Г 

оси 0а1, т.е. Л1 > 0, что противоречит нашему предположению. 

Таким образом Г 0 совпадет с какой - то главной вершиной e = (m1, e2,... en) 

Ж 

Представим по вектору Л многочлены P и Dm1 P по формулам (1.4), (1.5) 

и рассмотрим поведение этих многочленов на последовательности = вЛп = 

(вЛ 1 п1,..., вЛ пnn) (s = 1, 2 , . . •), где п е £ (Г) . Имеем 
M м 

(2.4) P(Հ°) = Pdo (n)s d o + £ Pdj (n)s d j = £ Pdj (n)s d j, 
j=1 j=1 

M 

Dm 1 P ( o = Dm1 ы е т + £ л + £ Pj ю = 
а£Г, «1<m1 j=1 

M 
= Ye(m1\)n e2 2 ••• пП s d — 1 m 1 + £ Dm1 Pdj (n)s d j —^m 1. 

j=1 

Так как Л1 < 0, то d0 — A1m1 > d1 — A1m1 > 0. Поэтому из этих соотношений 

получаем при s ^ ж 

\P(щ = o(s d o), Dm1 Pr)\ = Y ^ I M 2 • • • ner\s d o —^m 1 ( 1 + o ( i ) ) . 

Так как n е R n՛ 0, то ne2 • • • пП п = 0 и эти соотношения показывают, что многочлен 

P 

Г 

грань Ж Л е Л(Г) и пусть, напри мер, Л1 < 0. Введем обозначения m1 и Г 0 как 

Г0 

Ж Ж 

Г0 

ной прямой. В противном случае существуют три точки а1, а2 и а3 из Г, не 
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лежащие на одной прямой такие, что a j1 = m1 (j = 1, 2, 3). Так как три такие 

точки однозначно определяют двумерную грань Г, то это значит, что плоскость, 

проходящая через Г перпендикулярна оси 0а1 и, следовательно, А1 > 0. 

Так как, очевидно, все подграни главной грани являются главными, то Г 0 

либо нульмерная главная грань, т.е. вершина, либо одномерная главная грань Ж 

и, в обоих случаях, подмногочлен Pdo, отвечающий г рани Г и вектору А, имеет 

ВИД 

(2.5) Pdo(о= Е ^ + Е = ^q(b,--.,tn)+ Е , 
а^Г ,ai=mi a^r,ai<mi a^r,ai<mi 

при этом в нульмерном случае q(n2,... ,пп) = 0 для п € R n՛ 0 по определению 

вершины. Если Г 0 - одномерная вполне правильная грань, то q(n2, • • • ,пп) = 0 

по предположению теоремы. Если Г 0 ֊ одномерная главная, но не вполне пра-

вильная грань, то q(n2, • • •, пп) = 0 по уже доказанной части теоремы. 

Рассматривая многочлены P и D՝m i P на последовательности = sAn (s = 

1,2, • • •) с некоторой точкой п € £ (Г) , для многочлена P получим представле-

ние (2.4), а для многочлена Dm i P согласно (2.5), представление 

M 

(2.6) Dm i P (Ո = (m1)q(n2, • • • ,Пп )s d o — A i m i + £ Dm i Pdj (n)s d j — A i m i • 
j = 1 

Так как q(n2, • • • ,пп) = 0, то, рассуждая как выше, из (2.4), (2.6) получим, что 

P 

Если n > 4, то продолжая аналогичные рассуждения для трёхмерных и т.д. 

(n — 1)-мерных граней, получим, что многочлен P регулярен. При этом отметим, 

Г0 

одномерной или двумерной гранью Ж. 

Почти гипоэллиптичность регулярного многочлена с правильным многогран-

ником Ньютона следует из Леммы 2.1. Теорема 2.1 доказана. • 

n=2 

лярными могут, быть только вполне правильные грани его многогранника Нью-

тона. 

Одним из основных результатов настоящей статьи является 
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С л е д с т в и е 2.2. Многочлен P(£) = P(£1,... ,£n), многогранник Ньютона кото-

n— 

является почт,и гипоэллиптическим тогда и только тогда, когда он регулярен. 

Первое следствие очевидно, потому, что подгранями одномерной грани явля-

ются только нульмерные грани. Второе следствие получается из геометрически 

очевидного факта, что вполне правильными гранями для прямоугольного па-

раллелепипеда также являются только нульмерные грани. 

С л е д с т в и е 2.3. Если Г некоторая l—мерная (0 < l < n — 1) правильная, но 

Ж 

ческого многочлена P, все к— мерные главные подграни которой регулярны при 

k < l, то грань Г регулярна. 

3 . Н Е Р Е Г У Л Я Р Н Ы Е П О Ч Т И Г И П О Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Е М Н О Г О Ч Л Е Н Ы 

В О З Р А С Т А Ю Щ И Е НА Б Е С К О Н Е Ч Н О С Т И 

В этом параграфе для одного класса многочленов с вещественными коэффи-

циентами мы получим условия при которых нерегулярный многочлен является 

почти гипоэллиптическим. Для описания класса изучаемых многочленов введем 

ряд дополнительных обозначений и понятий. 

Через In обозначим множество многочленов P(£) = P(£1 ,...,£n) таких, что 

\P(£)| ^ ж при |£| ^ ж. В [25] найдены необходимые и достаточные условия 

I2 

n 

In n 

In 

In, 

точимся на случае, когда правильный многогранник Ньютона Ж = Ж(Р) мно-

гочлена Р имеет единственную, притом вполне правильную (n — 1) ֊ мерную, 

Ж 

(n — 1)— 

что для двумерных многочленов это единственно возможный случай, а рассмот-

рение только вполне правильной грани мотивировано Теоремой 2.1 (см. также 

Следствие 2.1). 
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Если P € I n , то, очевидно, за счет добавления константы к P и умножения на 

константу, можно добиться того, что P(£) > 0 для любого £ € Rn. Поэтому далее 

будем считать, что если P € In, то P(£) > 0 У£ € Rn. Следующее утверждение 

было доказано в [28]. 

Л е м м а 3.1. Пусть Ж = Ж^) ֊ полный многогранник Ньютона многочлена 

P € In и Жк (i = 1, • • •, Mk, k = 0,1, • • • ,n — 1) ֊ главные грани Ж. 

a) Тогда P i k (£) > 0 для любо го £ € Rn (i = 1,...,Mk, k = 0 , 1 , . . . , n — 1); 

b) Пуст,ъ пара (i,k), (1 < i < Mk, 0 < k < n — 1), вектор А € Л(Жк) и 

точка п € ՝ S ( P i ' k ) фиксированы, при этом (см. представление (1-4)) Pj (п) = 0 

(j = 0,1,...,l — 1), Pi(ri) =0(1 < l < M,l = 1(п))- Тогда Pi(֊q) > 0. 

Пусть Жк ֊ некоторм нерегулярная грань Ж ( P ) , А € Л(Ж к), п € ՝ S ( P i ։ k ) и число 

l = 1(п) определяется как в пункте Ь) леммы 3.1. Согласно обозначениям (1.1) 

- (1.3) введем множества ft^iAyPj) и числа A^yAjPj) (j = 0 , 1 , . . . , l — 1). В 

добавление к Лемме 3.1 докажем следующее предложение. 

Л е м м а 3.2. Пуст,ь Жк ֊ некоторая главная нерегулярная грань правильного 

многогранника Ньют,она почти гипоэллиптического многочлена P, а А € Л(Жк) 

и п € S(P i , k) - произвольные точки. Тогда 

(3.1) dj (А) — А(п, А, Pj) < di (j =0,1,...,l — 1). 

j (0 < j < 

l — 1) неравенство (3.1) нарушается, при этом через j0 обозначим наименьшее из 
j 

(3.2) dj (А) — А(п, \ P j ) < di (j =0,1,... ,jo — 1), djo (А) — А(п, \ P j 0) > dd. 

Пусть мультииндекс в € N0} выбран так, что D ePjo (п) = 0 и (А, в) = А(п, A,Pj0). 

Рассмотрим значения многочленов P и D eP на последовательности £ s = sAп 

(s = 1, 2,•••). 

Так как dj (А) > djo (А) (j = 0 , 1 , . . . ,j0 — 1), то из (3.2) следует, что А(п, A,Pj0) < 

А(п, А, Pj) (j = 0,1,... ,jo — 1). Тогда Pj (п) = D e Pj (п) = 0 (j = 0,1,...,jo — 1), 

D ePjo(п) = 0 и, согласно представлениям (1.4), (1.5) и неравенству (3.2) имеем 

P(£ s)= Ш ՛ ^ + o(s d l) при s 
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Для многочлена D eР и для всех s е N имеем 
M 

D eР(£ s) = s djo W — ^ , P j o  )D ePjo (n)+ J2 s dj W—Mv*,Pjo  )D ePj(n). 
j = j o + 1 

Так как dj (Л) < djo (Л) (j = j0 + 1 , . . . , M), то получаем 

\D e P (£ s)\ = \D e Pj2pto (n)\s djo W—A(v,\pjo ) (1 + о ( 1 ) ^ и s ^ ж . 

Так как D ePjo (n) = 0, эти соотношения вместе с (3.2) противоречат почти гипо-

эллиптичности многочлена Р. Лемма 3.2 доказана. • 

Обобщенно ֊ однородный многочлен R(£) назовем многочленом с изолированны-

ми характеристиками, если для каждой точки n е £ (Д) существуют окрестность 

U(n), гладкие обобщенно - однородные функции q(£) = q(£,n) r(£) = r(£,n)  и  

натуральное число m = m(n) такие, что q(n) = 0 r(n) = 0 gradq(n) = 0 и 

R(£) = [q(£)]m r(£), £ е и(л). 

n=2 

щенно - однородный многочлен R(£1,£2) является многочленом с изолированны-

ми характеристиками. При этом, если R1 и R2 два обобщенно - однородных 

многочлена двух переменных таких, что R1(n) = R2(n) = 0 для некоторой 

точки n е R n՛ 0 и 

Ri(£) = Ы£)ГНri(£), £ е Ui(n), г = 1,2 

их представления, то q1(£) = q2(£), U1(n) = U2(n) и Djq1(n) =0 j = 1, 2. 

Г (n — 1) 

вильная нерегулярная грань многогранника Ж(Р) многочлена Р, բ ֊ внешняя 

нормаль этой грани и n е £ (Г) , то (см. (1.4)) ^-однородные многочлены Pj 

(j = 0 , 1 , . . . , l — 1, l = l(n)) имеют изолированные характеристики и (см. За-

мечание 3.1) 

(3.3) Pj(£) = [q(£)]m jrj(£) > 0, £ е U(n), j =0,1, ••• ,l — 1, 

где q(n) = 0 rj(n) = 0 (j = 0,1,... ,l — 1) и, если предполагать, что > /л2 > 

. . . > /лп, ТО Dnq(n) = 0. Тогда имеет место 

Т е о р е м а 3.1. Пусть все главные грани правильного многогранника Ньютона 

Ж = Ж(Р) многочлена Р е In регулярны, кроме одной (n — 1)—мерной вполне 
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правильной грани Г = Ж гП—1 , которая нерегулярна, притом многочлены P j , j = 

0 , 1 , . . . ,l — 1,l = 1(П) удовлетворяют условиям (3.3). Тогда многочлен P почт,и 

гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда для всех п € £ (Г) 

(3.4) dj — А(п, Pj) < di(rj) (j = 0,1,...,l — 1). 

Доказательство. Небходимоеть условий (3.4) вытекает из леммы 3.2. Докажем 

достаточность этих условий. 

Мы применяем метод доказательства В. П. Михайлова [S], примененный для ре-

гулярных многочленов, модифицированный и приспособленный к нерегулярным 

многочленам (см., например [12], Теорема 2, или [28] Теорема 2.1). 

Допустим обратное, существует мультииндекс v0 и последовательность { £ s } та-

кие, что |£s| — го при s — го и \DV°P(£s)|/|P(£s)| — го. При этом достаточ-

но считать (см. [28], Теорема 1.1 ), что ^0| = 1. Пусть, для определенности, 

v0 = (1,0, • • . , 0) и 

(3.5) | D 1 P ( £ s ) y P ( ^ ^ — го щ и s —> ^о. 

Не умаляя общности можно считать, что £s > 0 (i = 1,...,n; s = 1, 2, • • •). 

Положим 

(3.6) ps = exp E ( j A = է £ , s =  1,  շ, 
j=1 

Тогда £ s = pA (£? = p s i = 1,...,n)m |As| = 1 (s = 1,2,...). Так как из 

последовательности {A s } можно выделить сходящуюся подпоследовательность, 

то без потери общности можно считать, что As — А при s — го, где |А| = 1. 

Ж А 

только одной грани Ж^ многогранника Ж. Обозначим А через e1՛1 и выберем 

n—мерные векторы e 1՛ 2,..., e1'n так, чтобы система (e 1' 1,e 1՛ 2,..., e l'n) составляла 

ортонормированный базис в Rn. Тогда As = У1' }=1К\^e 1' j и поскольку As — e1՛1  

при s — го, то к1д — 1, к1 j = o(1), j = 2,... ,n. 

Если для достаточно больших s базис (e 1' 1,e 1՛ 2,.e 1 n) удовлетворяет условию 

՝^ n=2 K1,je 1 j = 0, то обозначим его через e 1,..., en. В противном случае можно 

предположить,что ՝^ п=2К! je 1 ՛ j = 0, для всex s € N и что 

(3.7) [^}=2Ո1 je 1 ' j]/Щ=2к\ je 1 ' j ^ e 2՛ 2; խ 2՛ 2| = 1 при s — го. 
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Выберем n—мерные векторы e՜ 2՛ 3,..., e2'n так, чтобы система (e 2՝ 2, e՜ 2՛ 3,..., e2'n) 

(n — 1)— 

денном базисом ( e 1 , 2 , . . . , e 1 , n). Тогда при n > 3 
n 

Ля = Վ -ye 1՛ 1 + K s2 2e 2՛ 2 + £ K s2 je2՝ j (s = 1, 2,...), 
j=3 

при этом к® 1 ^ 1, к2 2 = о(к\ к2 j = о(к2 2), (j = 3 , . . . , n) при s ^ ж. 

(e 1, . . . , en) 

что Ля = T1' n=1K se j (s = 1, 2,...), при этом к\ ^ 1, Ks = O(Ks—1), (j = 2,..., n) при 

s ^ ж. 

Очевидно, существуют натуральные числа m < n и s0 такие, что Лs = 0 

(j = 1, • • • , m), Л s = 0 (j = m + 1,... ,n; s = s 0 , s 0 + 1,...). За счет выбора 

подпоследовательности можно считать, что s 0 = 1 и Лs > 0 (j = 1,... ,m) для 

s е N Ж 

грани Ж к,..., Ж^ следующим образом: пусть грань Ж 3̂ лежит в опорной к Ж 

гиперплоскости с нормалью e j, (j = 1 , . . . , m), при этом грань Жк, (j = 2,..., m) 

либо совпадает с Жк—1, либо является ее подгранью. Тогда k1 > k2 > . . . > km и 

(см. обозначения (3.6)) 

(3.8) £ s = pST1 (s = 1,2,...), 

при этом ps ^ ж при s ^ ж и для некоторого r (1 < r < m) 

K s K s  

(3.9) psj ^ж (j = 1, ••• , r), psr + 1 ^ b > 1, (s = 1, 2,...). 

Для r = m = n положим K sn+1 = 0 (s = 1, 2,...). 

Сравним поведение многочленов P и D1P на последовательности { £ s } при s ^ ж. 

Из e j — однородности подмногочлена Р i j ՝ k j имеем при s ^ ж, с некоторым 

мультииндексом а, принадлежащим всем граням Жк (j = 1,... ,m) 
n + 1 

/ s ^ £  K S e j s 

P ( £ s ) = P s { a  , K1 e  ) [ P i 1 ՝ k 1 (ps j = 2 ) + o(ps— £ 1 K 1 )] = 
n + 1 

Й kS e j  

= p{ a,Kl e l )[p  i2,k2 p j = * ' ) + օ(րտ — £ 2^ 2 )] = 

n + 1 

(a, £ K S ej ) £ Kj e-

(3.10) = • • • = ps j = [P i r  k (ps j= r+ 1 ) + o(ps — £ r K r)], 
24 



О ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ.. . 

где £1,..., £r — положительные чиела, a en+1 ֊ произвольный единичный вектор, 

если r = m = п, при этом из определения чисел следует (см. (3.8), (3.9)), 

что 
n + 1 

P j + , j = r+1 I Р Г + 1 Т1Г1 0 
Ps — b e = n € Rn , J при s —> ro. 

Если (a, e1) = 0, то грань Ж 1̂ проходит через начало ко ординат Nff и, следо-

вательно, неглавная. Этот случай (не связанный с регулярностью многочлена 

P ) рассматривается как соответствующий случай в доказательстве Теоремы 2 

работы [12]. Повторять его здесь не будем. 

Пусть (a^1) > 0, тогда (a, ) > 0 для всех достаточно больших s. Если 

P i r,kr (n) = 0, то из (3.10) имеем при s — ro 

(310') \P(Щ = ps K S ( e l' a )\P i r k (n)\(l + o(l)). 

Если e՝1 < 0, то из простых геометрических соображений следует, что грань Ж 1̂ 

и, следовательно, все ее подграни правильного многогранника Ж лежат на гипер-

плоскости a1 = 0, т.е. многочлен P l r' k r (£) не зависит от ^ Тогда D1P i 1՝ k r (£) = 0 

для всех £ € Rn и, в частности, D1P l r' k r (n) = 0. Рассуждая как и при доказа-

тельстве формулы (3.10') имеем 

\D1P (Հտ )\ < C1 р / 1 [ ( е 1 ' а — (s = 1, շ,,,,), 

где C1 > 0 и £ > 0 суть постоянные. Если e1 > 0, то рассуждая так же, получим 

с некоторой постоянной C2 > 0 

\D1P (Щ < C1 psK s ( e l' a )- e 1 (s = 1, 2,...). 

Последние три соотношения вместе противоречат (3.5). 

Пусть теперь P i r՝ k r(n) = 0. Тогда грань Жк г совпадает с (п — 1)-мерной нерегу-

лярной гранью Г ПРИ этом r = m = 1, kr = k1 = n — 1, e1 = p, n € £(Г) . По 

вектору p = e1 и точке n € £ (Г) представим многочлены P и D1P в виде (см. 

формулы (1.4), (1.5)) 

l-1 

(3.11) P (0 = J2 Pj (£) + Pi (€) + Q(£), 
j=0 

l-1 

(3.12) D1P(£) = Y ] D1P3 (£) + D1P1 (£) + D1Q(£), 
j=0 
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где номер l = l(n) для точки п определяется как в пункте Ь) Леммы 3.1, Pj есть 

е1 однородный многочлен порядка dj (j = 0 , 1 , . . . ,l), d0 > di > ... > dl-i > di. 

Сначала докажем, что для каждого j = 0 , 1 , . . . , l существует постоянная Cj > 0 

такая, что 

(3.13) \DiPj ( Щ < Cj [\Pj ( Щ + \Pi(e)\] (s = 1,2,...). 

Представим по точке п € £ (Г) многочлены Pj (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1) в виде (3.3), 

предварительно полагая 
n + 1 

P 2 s 1 
n s = P s ; ? = fPsK i e n s (s = 1,2,...). 

Имеем для всех достаточно больших s, для которых n s € U(п) 

Pj (ՀՏ) = P s * 1 ' 1 Pj (Ո Տ) = f s K { d j [q(n s)]m j rj (n s) (j =0, 1, ••• ,l — 1), 

Pi (?) = fsK { d l Pi (n s). 

Для многочленов D1Pj (j = 0 , 1 , . . . , l) соответственно 

DiPj(?) = f s K S ( d j ՜ թ l ] { m j [q(n s)]m j - 1Diq(n s) + Ш ) ] т D i r j ( n s ) } , 

DiPi (? ) = fsK S l { d l -^DiPi(n s), 
где к® ^ 1 при s ^ ж. 

Так как n s ^ Ո, q(n s) ^ q(n) = 0 при s ^ ж и rj(п) = 0 Pl(n) = 0, то из 

последных четырех представлений имеем с положительными постоянными ai, a2 

s 

(3.14) \Pj(?)\> ai f s K S d j \ q ^ r (j =0,1,... ,l — 1), 

(3.15) \ m s ) \ > ai f s K l d t , 

(3.16) \ D i P j ( ? ) \ < a2 PsK K d j-M1)\q^W 4 - i (j =0,1,... ,l — 1), 

(3.17) \ D i P i ( e ) \ < a,շ p s K ' l ( d l - ^ l ) . 

Если mj0 = 1 для некоторого j0 : 0 < j0 < l — 1, то вследствие того, что по 

предположению теоремы Dnq(п) = 0 получаем, что А(п, Pj0) = рп. Тогда условие 

(3.4) теоремы для многочлена Pj0 примет в ид dj0 — /лп < dl и так как dj0 — Ц® < 

dj0 — рп, то неравенство (3.13) для многочлена Pj0 следует из неравенств (3.15) 

и (3.17). 
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Поэтому далее будем считать, что mj > 1 (j = 0,1,... ,l — 1). Рассуждая как 

и выше, в этом случае получим, что A(n,Pj) = mj/лп < mjpj и из условий (3.4) 

следует, что dj — m j < dj — mj/лп < dl (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1). 

Применяя Лемму 1.3 работы [28] для xs = , ys = \q(n s)\, a = n\(dj — բ}), b = 

mj — 1, c = n\dj, d = mj, e = к}di (j = 0 , 1 , . . . ,l — 1; s = 1, 2,...) из соотношений 

(3 .14) - (3. 16) получаем неравенство (3.13). Следует только отметит, что xs > 1 

и ys G [0,1] для достаточно больших s, что позволяет применить упомянутую 

лемму для таких {xs, ys}. 

Из определения многочлена Q следует, что при s ^ ж 

(3.18) \Q(£s)\ = о ( P s K l d l ) , \DiQ(£ s)\ = о ( p s K l ( d l - ^ l ) ) . 

Так как Pj (£ s) > 0, (j = 0 , 1 , . . . , l) для достаточно бол ьших s, то соотношения • 

Далее мы получим критерий почти гипоэллиптичности для многочленов P G 

In без ограничений (3.3) об изолированных характеристиках соответствующих 

обобщённо - однородных многочленов и об их неотрицательности. При этом от-

метим, что условие неотрицательности подходящих многочленов является суще-

ственным для почти гипоэллиптичности нерегулярных многочленов, что следует 

из следующего примера. 

П р и м е р 3.1. Пусть n = 2 и 

P±(0 = (ե — ե)6 ± (ե — ե)42 + Й +1 

Здесь ՝R(P±) — вполне правильный треугольник с единственной вполне правиль-

ной одномерной стороной Ж} = { (6,0) — (0,6)} , которая нерегулярна, при этом 

(см. представление (1.4)) Л(Ж}) = (1/^2,1/V2), P±(£) = ( ^ — ե)6, P±(£) = 

±(ե — ե) 2Հշ, P±(t) = Հ1 V(Po) = 4P±) = {(1/V2,1/V2), ( — 1/V2, —1/V2)}, 

d± =6, d± =4 d± = 2, l = 2. 

Очевидно, условия (3.3), (3.4) теоремы 3.1 для многочлена P+ выполняются и 

P + почти гипоэллиптичен. Условие (3.4) для многочлена P - также выполняется, 

в то время, как нарушается часть условия (3.3) о неотрицательности. Покажем, 

что многочлен P - не является почти гипоэллиптическим, более того P - փ I2. 
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Пусть ? = s + 1,^s = s, тогда P (?) = 2, (s = 1, 2,...), т.е. P € I2^ Так как 

D 2 P - (?) = 24 + 2s2, P - ( ? ) = 2, (s = 1, 2, •••) и ^ ^ ж при s ^ ж , то 

P -

Следующее предложение дает критерий почти гипоэллиптичности в отмечен-

ном случае. 

Т е о р е м а 3.2. Пусть все главные грани правильного многогранника Ньютона 

Ж = R(P) многочлена P € In регулярны, за исключением одной (п - 1) - мерной 

грани Г Բ ՜ внешняя нормаль Г и многочлен P представлен в виде (1-4). Пусть 

для точки п € ՝Е(Г) число l = 1(П) определяется как в пункте Ь) Леммы 3.1. 

Предположим, что D aPj < P0 (j = 1,... ,l — 1) для каждой точки п € £ (Г) и 

для всех а € N f f . 

Тогда P почти гипоэмиптичен тогда и только тогда, когда для всех п € 

Х(Г) выполняются условия (3-4). 

Доказательство. Допуская обратное и повторяя рассуждения, проводимые в 

доказательстве Теоремы 3.1, получим противоречие, когда P l r' k r (п) = 0. Если 

P i r՝ k r (п) = 0, то грань совпадает с нерегулярной гранью Г. 

Представим P и D®P соответственно в виде (3.11), (3.12) и рассмотрим два воз-

можных случая, когда последовательность { P 0 ( £ s ) } ограничена и не ограничена. 

Пусть { P 0 ( £ s ) } ограничена. Тогда по условию теоремы {Pj (£ s ) } также ограниче-

на для всех j = 1,... ,l — 1. Так как Pi(^ s) ^ Pi(^) = 0 при s ^ ж , то с некоторой 

постоянной a3 > 0 имеем 

ШЩ = P s K l d l \Pl(п s)\> a3 f s K l d l (s = 1, 2,...). 

Для многочленов Q и D®Q И В ЭТОМ случае справедливы соотношения (3.18). Если 

ещё иметь в виду, что P € In, т.е. (см. Лемму 3.1) , что P0(?) > 0, Pi(£ s) > 0, 

то с некоторой постоянной a 4 > 0 имеем 

\P (?)\> a4 PsK' s d t (s = 1, 2,...). 

По условиям теоремы DiPj < P0 j = 1, • • • ,l — 1, поэтому, рассуждая анало-

гично, получим с некоторой постоянной a5 > 0 

\DiP ( Щ < as P s K l d l (s = 1, 2,...). 

Эти два соотношения вместе противоречат (3.5). 
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Если {Po (£ s)} ие ограничена, то, за счет выбора подпоследовательности можно 

считать, что P0(£ s) ^ ж при s ^ ж . Так как Pj < P0, D}Pj < P0 (j = 

1, • • • ,l — 1), то из Леммы 1 работы [26] следует, что в этом случае [ \Pj(£ s)\ + 

\DiPj(£ s)\ ] / P o ( £ s ) ^ ж п р и s ^ ж . 

Аналогичные рассуждения в этом случае приводят к соотношениям 

\ P Ю \ > a6[Po(C s)+ P s K t d l ] , \ D i P ( П \ < ar[Po(t s) + P s ^ ' ] 

для всех s = 1, 2, • • • с положительными постоянными a^ и a7, что противоречит 

(3.5). Теорема 3.2 доказана. • 

A b s t r a c t . It is proved that a polynomial (the symbol of a differential operator), the 

Newton polygon of which is a rectangular parallelepiped with a vertex at the origin, 

is almost hypoelliptic if and only if it is regular. Also some algebraic conditions of 

almost hypoellipticity are obtained for nonregular polynomials increasing at infinity. 

The results are unimprovable for polynomials of two variables. 
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АННОТАЦИЯ. В статье характеризуется класс полугрупп в которых суще-
ственно выполняется сверхтождество левой дистрибутивности. Доказывает-
ся, что класс всех полугрупп в которых существенно выполняется сверх-
тождество левой дистрибутивности является объединением трех конечно-
базируемых многообразий полугрупп, причем, явно выписываются базисные 
тождества всех многообразий. 

M S C 2 0 1 0 n u m b e r : 20М07, 08А05, 08А40, 03С05, 03С85. 
Ключевые слова: полугруппа; сверхтождество дистрибутивности; существенная 
выполняемость; многообразие полугрупп. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Напомним, что сверхтождество [1] ֊ формула второго порядка вида: 

(1.1) ՝ i X i , . . . ,Xm՝ixi ,...,xn (wi = աշ), 

где wi, w2 ֊ слова (термы) в алфавите функциональных переменных X1,..., Xm и 

предметных переменных xi,..., Xn- Однако сверхтождество обычно пишется без 

кванторной приставки: w1 = w2. Будем говорить, что сверхтождество w1 = w2 вы-

полняется в алгебре (Q, £ ) , если это равенство справедливо когда каждая функ-

циональная переменная Xi заменяется любой операцией той же арности из £ 

(предполагается возможность такой замены), а каждая предметная переменная 

Xj заменяется любым элементом из Q. 

Многообразие V удовлетворяет данному сверхтождеству, если каждая алгебра 

этого многообразия удовлетворяет этому сверхтождеству. В этом случае данное 

V 

Сверхтождество (1.1) называется нетривиальным, если m > 1, и - тривиаль-

ным, если m = 1. Число m называется функциональным рангом сверхтождества 

(1.1). Бинарную алгебру (Q, £ ) назовем нетривиальной, если |£ | > 1. 
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Известна (см. [1] ֊ [4]) классификация нетривиальных сверхтождеств ассоци-

ативности и дистрибутивности в нетривиальных ց-адгебрах и е-алгебрах. 

Пусть Q(^) - полугруппа. Следующая функция называется бинарным полино-

мом (многочленом, термом) полугруппы Q(^): 

f(x,y) = zl1 z22 ...z En , 

где n e N £ւ,£շ, •••,£ա e N z1,z2,...,zn e {x,y} и Zi = zi+1. 

Аналогично определяются тернарные и n-арные полиномы (многочлены, тер-

мы) полугруппы Q(0- Совокупность всех бинарных полиномов полугруппы Q(^) 

обозначим через Q 2pol. 

Будем говорить, что в полугруппе Q(-) полиномиально выполняется сверхтож-

дество (1.1), если в бинарной алгебре (q, Qpol j выполняется это сверхтождество. 

В работе [5] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых полиномиально 

выполняется тривиальное сверхтождество ассоциативности 

(1.2) X ( x , X ( y , z ) ) = X(X(x,y),z), 

образует конечно-базируемое многообразие (причем указывается базис содержа-

щий около 1000 тождеств). Такие полугруппы называются сверхассоциативны-

ми. В работе [6] (см. также [7]) указывается базис тождеств этого многообразия 

содержащий 5 тождеств. 

В работе [8] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых полиноми-

ально выполняется тривиальное сверхтождество правой (или левой) дистрибу-

тивности, образует конечно-базируемое многообразие полугрупп, определяемый 

тремя тождествами: x 2 = x 3 , xyz = xyxz, xyz = xzyz. Такие полугруппы называ-

ются сверхдистрибутивными. А класс всех полугрупп, в которых полиномиально 

выполняется нетривиальное сверхтождество правой (или левой) дистрибутивно-

сти, образует конечно-базируемое многообразие полугрупп, определяемых тремя 

тождествами: x 2 = x,xyz = xyxz, xyz = xzyz. Из этого описания, в частности, 

следует, что любая сверхдистрибутивная полугруппа является сверхассоциатив-

ной. 

Через Q 2pol обозначим множество всех бинарных полиномов f (x,y) полугруппы 

Q() каждая из которых существенно зависит от обоих аргументов x, y (см. 

определения 2.1 и 2.2 ниже). 

Будем говорить, что в полугруппе Q() существенно выполняется сверхтожде-

ство (1.1), если в алгебре (Q,Q 2epol՝՝j выполняется это сверхтождество. В работе 
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[9] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых существенно выполня-

ется тривиальное сверхтождество (1.2), образует многообразие, определяемый 

четыремя тождествами (см. также [10, 11]). 

В работе [12] доказывается, что в отличие от тривиального сверхтождества ассо-

циативноси, класс всех полугрупп в которых существенно выполняется нетриви-

альное сверхтождество ассоциативности ֊ конечное объединение конечно-базируемых 

многообразий полугрупп. Причем, явно выписываются базисные тозкдсствэ. всех 

многообразий. 

Однако характеризация полугрупп, в которых существенно выполняется сверх-

тождество дистрибутивности, остовалось открытой. 

В настоящей работе описываются полугруппы, в которых существенно вы-

полняется одно из следующих сверхтождеств левой дистрибутивности функцио-

нального ранга 1 или 2, а также одно из сверхтождеств левой дистрибутивности 

функционального ранга 3, 4 или 5: 

(1.3) X ( x , X (y,z) = X ( X (x, y ,X (x ,z 

(1.4) X(x,X (y,z) = X ( X (x, y ,Y (x z )  

(1.5) X(x,X (y,z) = X ( Y (x, y) ,X (x z )  

(1.6) X(x,X (y,z) = X ( Y (x, y) , Y (x, z) 

(1.7) X(x,X (y,z) = Y (X (x, y) ,X (x z )  

(1.8) X(x,X (y,z) = Y (X (x, y) , Y (x, z) 

(1.9) X(x,X (y,z) = Y (Y ( x, y) , X (x, z) 

(1.10) X(x,X (y,z) = Y (Y ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.11) X(x,Y (y,z) = X (X (x, y) ,X (x z )  

(1.12) X(x,Y (y,z) = X (X (x, y) , Y (x, z) 

(1.13) X(x,Y (y,z) = X (Y ( x, y) , X (x, z) 

(1.14) X(x,Y (y,z) = X (Y ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.15) X(x,Y (y,z) = Y (X ( x, y) , X (x, z) 

(1.16) X(x,Y (y,z) = Y (X ( x, y) , Y ( x, z )  

(1.17) X(x,Y (y,z) = Y (Y (x, y) , X ( x, z )  

(1.18) X(x,Y (y,z) = Y (Y (x, y) , Y (x, z )  
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2. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 3 ) и ( 1 . 1 5 ) 

Определение 2.1. Будем говорить, что бинарный многочлен F(x,y) в полу-

группе Q(-) существенно зависит от предметной переменной x, если существу-

ют такие x1,x2,y G Q, что F(x1,y) = F(x2,y). 

Точно так же определяется существенная зависимость бинарного многочлена 

F(x, y) от предметной переменной y. 

Определение 2.2. Назовем бинарный многочлен F(x,y) существенным, если 

x y 

Определение 2.3. Два сверхтождества назовем эквивалентными, если в лю-

бой полугруппе Q(-), эти сверхтождества либо одновременно существенно вы-

полняются, либо ни одно из них существенно не выполняется. 

Будем говорить, что сверхтождество (h2) вытекает из сверхтождества (h1) (и 

обозначим (h1) ^ (Խ)), если во всех полугруппах, где существенно выполняется 

сверхтождество (h1) существенно выполняется так же и сверхтождество (h2). 

По определению, выражение x 0 будем считать пустым. 

Рассмотрим следующее множество тождеств: 

/շ J4 Г xyz = xyxz, 
է xyz = xzyz; 

Л е м м а 2.1. В полугруппе Q(-) с тождествами (2.1), любой существеный мно-

X(x, y) 

P = {xy, yx, x2y, yx2, xyx, yxy}. 

X(x, y) представ-

лен в одном из следующих видов: 

X (x, y) = x a i y e i x a 2 y e ... x an y en, 

X (x, y) = y e i x a i y e 2 x a 2.. . y en x an, 

X (x,y)= x a i y e i x a 2 y e 2 ...x°n y en x°-n+l , 

X (x,y) = y e i x a i y e 2 x a 2 ...yPn x an yPn+l , 

где n,ai,ei G N, a i = 1, 2,... ,n. Докажем следующую формулу: 

(2.2) Va, b, c, d G N, 3e,f G N (x ay bx cy d = x ey f). 
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Так как 

С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А Д И С Т Р И Б У Т И В Н О С Т И В П О Л У Г Р У П П А Х 

x ay bx cy d = x a - 1 (x ( y b x c - 1 ) xyd) = x a - 1 (x ( y b x c - 1 ) yd) 

а Ъ c ֊ 1 d а Ъ d a Ъ+d = x y x y = . . . = x y y = xy , 

то заключаем, что значения e = а и / = b + d удовлетворяют (2.2). Из (2.2) 

ясно, что любой существенный многочлен X(x,y) можно представить в одном 

из следующих видов: 

X (x,y) = x ay b, X (x,y) = y ax b, X (x,y) = x ay bx c, X (x,y) = y ax by c, 

где a,b,c G N. Докажем также, что 

(2.3) Уа,Ь G N, 3c G N (x ay b = x cy). 

Если b = 1, то c = а. Если b > 2, то имеем: 

x ay b = (x ay 2) yb - 2 = (x ayy) yb - 2 = 

= (x ayx ay) yb - 2 = (x ax ay) yb - 2 = x 2 ay b - 1 = ... = x c y. 

Следовательно: 

У а, b, c G N, 3 d, e G N (yx ay bx c = x a y dx = x eyx) , 

У a, b,c G N, 3d, e G N (y ax by c = y ax dy = y exy) . 

Таким образом, любой существеный многочлен X(x,y) можно представлять в 

одном из следующих видов 

X (x,y)= x ay, X (x,y)= y ax, X (x,y) = x ayx, 

где a G N. Имеем 

3 2 2 x y = xxxy = xxy = x y и x yx = xxyx = xyx. 

Следовательно, если a ^ 2, то x ayx = x a - 2x 2yx = x a - 2xyx = x a - 1yx = . 
Таким образом, y axy = yxy, a G N Отсюда, при a ^ 3, имеем 

xyx 

x ay = x a  3x 3y = x a  3x 2y = x a  1y x 2y, 

yxyx yx 2  т.е. x ay = x2y , если a ^ 2. Анадогично, y ax = y2x = yyx 
если a ^ 2. Следовательно, любой существенный многочлен X(x,y) может быть 

представлен в одном из следующих видов: 

X (x,y)= xy, X (x,y) = x2y, 

X (x,y) = yx, X (x,y) = yx2, 

X (x,y) = xyx, X (x,y) = yxy. 
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• 

x y z 

тернарном многочлене X(x, y, z) полугруппы Q(-), если в этом многочлене она 

участвует с ненулевой степенью. 

Например, если Y (x,y), Z (z,y), U (x,y) суть существенные многочлены по-

лугруппы Q (•), то переменные x, y, z участвуют в следующих многочленах: 

X (x,y,z) = Y(x,Z(y,z)), 

X (x, y, z) = Y(Z (x, y), U(x, z)). 

Рассмотрим следующее множество тождеств: 

{ xyz = xzy, 
xyz = yxz, 

xyz = x 2 yz. 

Л е м м а 2.2. В полугруппе Q() с тождествами (2.4), любой тернарный много-

X(x, y, z) x y z 

xyz 

Доказательство. В полугруппе Q(•), который удовлетворяет системе тождеств 

X(x, y, z) x y z 

представить в следующем виде 

X (x,y,z) = x ay bz c, где a,b,c G N. 

Если a > 2, то x ay bz c = x a - 2 (x 2y bz c) = x a - 2 (xy bz c) = x a - 1y bz c = ... = xy bz c, 
x ay bz c = xy bz c xy bz c = xyz c = xyz • 

Т е о р е м а 2.1. Пусть i = 3 или i = 15 В полугруnne Q(^) существенно вы-

(1.i) 

удовлетворяет (2.1) или одному из следующих тождеств: 

xy = x 2 , xy = y2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему только для сверхтождества (1.3), т.е. ко-

i=3 

xy 

xy = x2 xy = y2  

xy yx 

X (x, y) = xy xyz = xyxz 
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X (x, y) = yx zyx = zxyx xyz = xzyz 
ходимость доказана. 

Докажем достаточность. 

А) Если выполнено одно из тождеств (2.5), то не существуют существенных мно-

гочленов. 

Б) Пусть в полугруппе Q(^) выполняется система тождеств (2.1). Согласно лем-

X( x, y) 

жеству: 

P = {xy, yx, x2y, yx2, xyx, yxy}. 

Рассмотрим эти случаи в отдельности: 

X (x, y) = xy xyz = xyxz. 
X (x, y) = yx zyx = zxyx 

(3) При X (x,y) = x?y получим справедливое тождество: x 2y 2z = x 2yx 2yx 2z, 
т.к. 

2 2 2 2 ( 2 2 \ 2 2 2 2 x 2yx 2yx 2 z = x 2 y(x 2yx 2 z) = x 2yx 2yz = x 2y 2z. 

(4) При X (x,y) = yx2 получаем тождество: zy 2x 2 = zx 2yx 2yx 2, т.к. 
2 2 2 2 i 2 2\ 2 2 2 2 2 zx 2yx 2yx 2 = zx 2(yx 2yx 2) = zx 2y 2 x 2 = zy 2x 2. 

X (x, y) = xyx xyzyx = xyxxzxxyx 
xyxxzxxyx = xy(x 2 zx 2y)x = xyx 2 zyx = (xyxx)zyx = xyxzyx = xyzyx. 

X (x, y) = yxy zyzxzyz = zxzyxyzxz 
zyzxzyz = zyxzyz = zyxz 
zxzyxyzxz = zxyxyxz = zxxyxz = zxyxz = zyxz. 

3 . С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 4 ) - ( 1 . 1 4 ) , ( 1 . 1 6 ) - ( 1 . 1 8 ) 

Теорема 3.1. Пусть i = 4,..., 14,16,17,18. В полугруппе Q(^) существенно вы-

(1.i) 
удовлетворяет (2.4) или одному из тождеств (2.5). 

Доказательство . Будем доказывать теорему для сверхтождества (1.4), т.е. ко-

i =4 
xy 

xy = x2 xy = y2  

xy yx 
ным. 
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Принимая в (1.4) X (x, y) = xy и Y (x, y) = xy, будем иметь xyz = xyxz. Прини-

мая в (1.4) X (x, y) = yxrnY (x, y) = yx будем иметь zyx = zxyx, т.е. xyz = xzyz. 

X (x, y) = xy Y (x, y) = yx xyz = xyzx = 

xyzyx = xzyx = xzy. Принимая в (1.4) X (x, y) = yx и Y (x, y) = xy, будем иметь 

zyx = xzyx xyz = zxyz = zyxz = yxz xyz = x(yxz) = 

xxyz = x?yz. Необходимость доказана. 

Докажем достаточность. 

А) Если одно из тождеств (2.5) имеет место, то не существует существенных 

многочленов. 

Б) Допустим, что в полугруппе Q(-) выполняется система тождеств (2.4). Со-

X(x, y, z) 

x y z xyz 

X(x, X(y, z)) = xyz = X(X(x, y), Y(x, z)). 

• 

4. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ДИСТРИБУТИВНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАНГА 
3 , 4 и л и 5 в ПОЛУГРУППАХ 

Многочлены (а так же и функциональные переменные) будем обозначать буква-

ми X,Y,Z,... . 

Т е о р е м а 4.1. Пусть дано сверхтождество левой дистрибутивности, функци-

ональный ранг которого больше 2. В полугруппе Q(-) существенно выполняется 

это сверхтождество тогда и только тогда, когда полугруппа Q(-) удовлетво-

ряет (2.4) или одному из тождеств (2.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Рассматриваемое сверхтождество имеет сле-

дующий вид: 

X ( x , X1(y, z)) = X2(X3(x, y), XA(x, z)), 

где X1,X2,X3,X4 G {X, Y,Z,...}. Поскольку ранг рассматриваемого сверхтож-

дества не меньше 3, то в нем участвуют по крайней мере 3 разных многочлена: 

X Y Z 

Y 

X 

(1.4)-(1.14),(1.16)-(1.18). Если же в этом сверхтождестве имеются 2 или больше 
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Y 
X Y 

(1.16)-(1.18). Необходимость доказана. 

Доказательство достаточности аналогично доказательству достаточности преды-

дущей теоремы. Теорема доказана. • 

Следствие 4.1. Любое сверхтождество левой дистрибутивности эквивалент-

1 2 

( 1 . 4 М 1 . 3 ) . 

В заключение отметим, что аналогичные результаты справедливы и для сверх-

тождеств правой дистрибутивности. 

Abstrac t . The paper gives a description of the class of semigroups in which the 

hyperidentity of left distributivity is essentially valid. It is proved that the class of all 

semigroups, in which this hypeidentity is essentially valid, is a union of three finitely 

based semigroup varieties, and the basic identities of all varieties are given in explicit 

forms. 
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Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Е С К И Х Ф У Н К Ц И Й 

К!. Р. МУРАДЯН 

Ереванский государственный университет 
E-mail: karenmuradyanl988@mail.ru 

А Н Н О Т А Ц И Я . В работе рассматриваются некоторые вопросы абсолютной рас-
ходимости почти всюду рядов Фурье по системе Хаара. Строится измеримое 
множество E С [0, 1], такое, что ряд Фурье-Хаара его характеристической 
функции абсолютно расходится почти всюду. 

M S C 2 0 1 0 number : 42А20. 
К л ю ч е в ы е слова : ряды Фурье-Хаара; абсолютная сходимость. 

Хорошо известно, что ряды Фурье-Хаара функций из класса суммируемых 

по Лебегу функций L 1(0,1) сходятся почти всюду. Многие работы посвящены 

вопросам безусловной сходимости почти всюду рядов Фурье-Хаара. Говорят, что 

функциональный ряд J2 fn(x) безусловно сходится почти всюду на множестве 
n=1 

E, если при любой перестановке его членов этот ряд сходится п.в. на E. Е. М. 

Никишин и П. Л. Ульянов в [2] (см. также [1], стр.104) установили, что для 

безусловной сходимости любого ряда по системе Хаара 

՝^2a>n Xn(x) 
n=1 

на некотором множестве E с [0,1] необходимо и достаточно, чтобы этот ряд 

E 
ной сходимости рядов Хаара сводятся к вопросам их абсолютной сходимости. В 

работе [3] П. Л. Ульянов привел пример функции из класса L 2(0,1) , ряд Фурье-

Хаара которой расходится п.в. на (0,1) после некоторой перестановки его членов. 

Далее, А. М. Олевский [4], [5] распространил этот результат для общих 

оолных 

ортонормированных систем, при этом установив, что эту исключительную функ-

цию можно брать непрерывной. В настоящей работе мы рассматриваем вопрос 

безусловной или абсолютной расходимости рядов Фурье-Хаара для характери-

стических функций. 41 
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Напомним определение системы Хаара {xn(x), n = 1, 2, • • •} (см. [1] часть 3.1). 

Двоичными интервалами назовем интервалы вида 

An = A k = ( ֊ ֊ ) , i =  1 , ^  k =  0 , 1 , • • • ,  

где n = 2k + i. Первая функция Хаара определяется XI (x) = 1 При n > 2 имеем 

( 2 к / ^ и x e Ak+լ1, 
Xn (x) = < - 2 k / 2 ^ и x e Ak+ 1 , 

լ о при x e Aгк, 

а в точках разрыва функция Xn(x) определяется равенствами 

Xn(x) = 2(Xn(x+) + Xn(x )), x e (0,1), 

Xn (0)= Xn (0+), X n ( 1 ) = Xn(1-). 

Через a n ( f ) обозначим коэффициент Фурье-Хаара функции f e L1(0, 1), т.е. 

an(f) = f f(t)Xn(t)dt. 
J о 

Обозначим через I F ( x ) характерическую функцию множества F С [0,1]. В на-

стоящей работе доказываются следующие теоремы. 

Т е о р е м а 1. Для любого е > 0 существует, множество G С [0,1], с |G| < е, 

такое, что 
ж 

у^ lak(Io)Xk(x)| = ж п.в. на [0,1]. 
к=1 

Т е о р е м а 2. Для любого е > 0 существует открытое множество E С [0,1], с 

IEI < е, такое, что 

ж 

lak(Ifi)Xk(x)I = ж п.в. на [0,1] \ E. 
k = 1 

Отметим, что в теореме 2 нельзя получить расходимость п.в. на [0,1] так как 

из открытости E следует безусловная сходимость в любой точке x e E. 

В дальнейшем, множество E С (0,1) назовем простым, если оно есть объединение 

конечного числа двоичных интервалов, а N ֊ множество всех натуральных чисел. 

Доказательства теорем основаны на следующем утверждении. 
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Л е м м а 1. Пусть 0 < £ < 1, m е N а F есть простое множество. Тогда 

существуют простое множество Е, и число n е N такие, что 

Е Ո F = 0 , \Е\ <£, 

n 1 
\{x е [0,1] \ F \ap(IE)Xp(x)\ < ֊ } \ < £ 

p=m 

IE(x) = ^2 ap(IE)xp(x). 
p=1 

Доказательство. Как уже отмечалось выше, существует функция f е Lта-

кая, что 

(1) J 2 \ a p ( f ) X p ( x ) \ =  ю п . в . . 

p=l 

При этом, очевидно, можно предполагать, что \\f \\то < 1 и f(x) > 0. 

Обозначим 

g(x) = f (x)I( F )c (x). 

Из определения системы Хаара следует, что 

an(g) = a n ( f ) при д „ С F c . 

Отсюда и из (1) ясно, что 

(2) \ap(g)Xp(x)\ = ю п.в. на F c. 
p=1 

F F 

конечного числа двоичных открытых интервалов длины v = 2 - q и при этом 

можно предполагать, что q > m. Дадее используя (2) можем найти число n = 2k 

(k е N), такое, что 

n 1 
(3) \{x е [0, 1] \ F . £\ap(g)xp(x)\ < ֊ շ } \ <£ 

p=v 

Для данного интервала Д = (a, b) рассмотрим функцию 

< f A ( x ) = I(a,c)  ( x ) ,  

Гь 
c = a + £ / g(x)dx. 

a 
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Имея в виду, что 0 < g(x) < 1, получим 

(4) 

(5) 

Обозначим 

(6) 

Очевидно 

(7) 

c Е (a,b), c — a < e(b — a), 
ր b fb 

/ ^A(x)dx = £ / g(x)dx. 
J a J a 

g ( x ) = Y, ( x ) . 

g ( x ) = I E (x) И \E\ <£\F  C\ <£, 

где E с F c есть некоторое множество являющееся объединением конечного чис-

ла интервалов. Так как функции Хаара xp(x), p = 1, 2,... ,n = 2к постоянны на 

интервалах А к + 1 , то, с учетом (5) и (6), получим 

ap(g) = ap(lE) = £ap(g), p = v,v + 1,. .. ,n. 

Отсюда следует, что 

n n 

J 2 \ a p ( l E  ) x p ( x ) \ = \ a p ( g ) x p ( x ) \ 
p=v p=v 

Комбинируя последнее с (3), легко получить 

(8) \{x Е [0,1] \ F \ap(lE)Xp(x)\ < ֊ } \ < £. 
p=v 

E 

E 

концы его составляющих интервалов стали двоично рациональными и сохрани-

E 

и учитывая это , имеем, что I E (x) = Sq ( I E , x) при некотором q Е N. Без ограни-

чения общности можем считать, что n = q, т.е. имеем 

I E ( x ) = Sn(lE, x). 

E 
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ОБ АБСОЛЮТНОЙ РАСХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ-ХААРА 

Доказательство теоремы 1. Используя лемму при F = 0 , найдем простое мно-

жество Ei и число ni G N такие, что 

S 
\ E i \ < շ, 

2 
x : X I \ a i ( ^ ֊ E ! )Xi(x)\ < ֊ 

e 
< 2 • 

Учитывая, что Ei состоит из двоичных интервалов, имеем, что 

I E I (x) = Sm (IEI ,x). 

Обозначим Gi = Ei. Очевидно, что существует положительное число е1 < e/2 

такое, что для любого множества A с условием 

\Gi Л A\ < si, 

имеем 
П1 2 s 

\{x \ai(lA)Xi(x)\ <  շ}\ < շ • 
i=i 

Еще раз применив лемму, найдем простое E2 и числ о n2 > ni такие, что 

(9) \ E 2 \ < 2 , 
n2 2 s 

(10) \{x : £ \ai(lE2 )Xi(x)\ < ֊ } \ < ֊ , 
i=ni + 1 

I E 2 (x) = Sn2 ( I E 2 ,x). 

Обозначим G2 = Gi Л E2. Если n > ni, то выполняется одно из соотношений 

An с Gi или An Ո Gi = 0. Если An с Gi, то имеем 

an(lG2 )= f (IGI (x) - IE2 (x))Xn(x)dx 
J An 

= / (IGI (x))Xn(x)dx - ( I E 2 ( x ) ) X n ( x ) d x = 
J An J An 

= - (IE2 (x))Xn(x)dx = -an(lE2 )• 
An 

An Ո G1 = 0 

an (IG2 ) = an ( IE2 )• 

Отсюда имеем \an(IG2)\ = \an(IE2 ni < n < n2, и следовательно имеет 

место (10), если заменить множество E2 на G2. Очевидно, что существует s2, 
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0 < £2 < £\/2, такое, что для любого множества A, для которого \G2 A A\ < £2, 

имеем: 
n2 շ £ 

\{x : £ \at(IA)Xi(x)\ < ֊ } \ < 2 . 
i=ni + 1 

Продолжив этот процесс по индукции, мы получим простые множества Ек, Gk, 

к = 1, 2,..., числа nk Е N и £к > 0 такие, что 

(11) Gk = Gk-i A Ек, 
£к 1 

£к < 2 

(13) \Ек \ < ֊ , к =1,2,..., 

и при этом для любого множества A, удовлетворяющее условию \Gк A A\ < £к, 

имеет место неравенство 
nk 2 £ 

\{x : J2 \ai(lA)Xi(x)\ < — }\ < ֊ . 
£к-1  2  

i=nfc ֊ i+1 

Обозначим 

G = Ո U G -
к = 1 i > k 

Из (11) легко следует, что 

G A Gk С (J E i . 

i=k+1 

Отсюда имеем 

\G A Gk\< J2 \Ei\ < J2 ^ < £ к. 
i=k+1 i=k+1 

Далее, обозначим 
nk 2 

\ai(In)Xi(x)՝ Ak = {x : £ \ai(IG)xi(x)\ < — } , A = Ը I M ) ^ 
i=nk-i + 1 k=1 i>k 

С учетом (13), имеем 

К ! < < 2k , 

|A| = 1 A 

ЧТО 
oo 

53\ai(Ic)Xi(x)\ = x Е A. |ai 
i=1 

Из неравенств \G A G1\ < £1y \G1\ < | и £1 < § следует, что \G\ < £, и теорема 

• 
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О Б А Б С О Л Ю Т Н О Й Р А С Х О Д И М О С Т И Р Я Д О В Ф У Р Ь Е - Х А А Р А 

F = 0 

жеетво E 1 и число ni G N такие, что \Ei\ < | , 

x : \ a i ( I E i  ) X i ( x )  < -
i= 

< շ, I E I (x) = Sni ( I E I ,x)• 

Еще раз применив лемму, при F = Ei найдем простое E2 и числ о n2 > n i такие, 

что 

n2 

E2 Ո Ei = 0, \E2\ < 4, \{x : V՝ \ai(lE2 )Xi(x)\ < ֊ } \ < 4• 
4 ձ s 4 

i=ni + i 

4 . , s 

Можем  E2 

ni 1 

X^lai(IE2 ՝ ) X i ( x ) \ < 2,  IE2  ( x ) =  Sn2  ( IE2  , x )• 
i= 

Продолжив этот процесс по индукции, мы получим простые множества Ek, к = 

1,2, • • •, числа nk G N такие, что 

k 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Обозначим 

Из (14) легко следует, что 

Далее, обозначим 

Ek Ո ( J Ei) = 0, \Ek \ <  տ , 
i =  2  

k—i nk 

i= i i=nk-i + i 

nk-i 

|a 
i= 

\{x G [0,1] \ ( Ա Ei) : J2 \ai(lEk )Xi(x)\ < S } \ < 

Y^ \ a i ( I E k ՝ ) X i ( x ) \ < 2 — ,  

IEk  ( x ) =  Snk  ( I E k  , x ) • 

E = Q Ei. 
i= 

| E | = | Ei | < • 
i= 

k 2k 

Ak = {x G [0,1] \ ( J Ei) : Y , \ai(lEk)Xi(x)\ < ֊ } . 
i= i i=nk-i +1 
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Возьмем x $ Ak тогда с учетом (15),(16) и (17), получим 
nk nk 

Y \ a i ( 1 E  ) X i ( x ) \ l a i ( I U ~ i Eq  ) X i ( x ) \ > 

i = n k ֊ l i = n k ֊ l 

nk то nk դի 

\ a i ( I E k ) X i ( x ) \ - ^ Y k ՝ ՝ ՝ . - e 

i = n k ֊ i q=k+1 i = n k ֊ i 

> Y . \ a i ( J E k )Xi(x)\ - ^ E \ a i ( J E 4 )Xi(x)\> ֊ - 1. 
i=nk-i 

Из (15) следует, что 
A \ < e . 

Учитывая,что \ Ak \ = 0, теорема доказана. • 

В заключение автор выражает благодарность Г. А. Карагуляну, под руковод-

ством которого выполнена настоящая работа. 

A b s t r a c t . The paper studies some questions related to almost everywhere, absolute 

divergence of the series in Haar system. It is constructed a measurable set E с [0,1] 

such that the Fourier-Haar series of the characteristic function of the set E absolutely 

diverges almost everywhere. 
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A b s t r a c t . This note is a revised and enlarged version of the german article [16] in a slightly 
different framework. We here correct a serious mistake in the first version and generalize the 

class of Polya sum processes considered there. (A corrected version of the same results can be 
found already in the thesis of Mathias Rafler [12].) Moreover, the class of Polya difference pro-
cesses is constructed here for the first time. In analogy to classical statistical mechanics we pro-
pose a theory of interacting Bosons and Fermions. We consider Papangelou processes. These are 

point processes specified by some kernel which represents the conditional intensity of the process. 
The main result is a general construction of a large class of such processes which contains Cox, 

Gibbs processes of classical statistical mechanics, but also interacting Bose and Fermi processes. 

M S C 2 0 1 0 n u m b e r : 60G55; 60G57; 60D05 
K e y w o r d s : Papangelou process; Polya sum; Polya difference process. 

1. INTRODUCTION AND G E N E R A L I T I E S 

The analysis of the ideal quantum mechanical gases of Maxwell-Boltzmann, Bose-

Einstein and Fermi-Dirac in [lj shows that the corresponding point processes are 

qualitatively different; the associated random fields have different distributions. 

Nevertheless they are ideal gases in the sense that they are of first order and have 

independent increments. Thus it is natural for the construction of the corresponding 

interacting particle systems to take as a starting point the corresponding ideal, i.e. 

non-interacting processes. For the Gibbsian theory of classical statistical mechanics 

this is the Poisson process. We propose here to construct interacting Bosons by means 

of the ideal Bose process and interacting Fermions by means of the ideal Fermi process. 

This is not done in the spirit of the DLR-approach but in the spirit of the equivalent 

theory of integration by parts formulas (cf. [7]) which represent an abstract version 

of the classical approach by Kirkwood-Salzburg equations. And this means that the 

starting point of the whole theory is the appropriate Boltzmann kernel determined by 
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the underlying interaction potential together with the appropriate ideal gas; and these 

kernels differ for the Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein and Fermi-Dirae processes. 

In the language of modern point process theory the Boltzmann kernels represent 

conditional intensities of the corresponding point processes, which are called Polya 

sum in case of the ideal Bose process resp. Polya difference processes for the ideal 

Fermi process and which have to be modified in case of interacions by an appropriate 

Boltzmann factor. 

Thus the main task is first to identify these conditional intensities for the three ideal 

gas processes. And this has been done in [1]. We take them here as a starting point to 

build up the first steps of a unifying general theory which can explain the appearance 

of all three quantum mechanical gases. Conceptually this theory exists since a long 

time and is the theory of Papangelou processes (cf. [3, 6, 7, 9, 13, 15]). The historical 

point of departure of this theory has been described in [10, 16]. 

The main result is a construction theorem which was missing until now. As examples 

we present the ideal Bose process, i.e. the Polya sum process, and the ideal Fermi 

process, i.e. the Polya difference process, and then indicate how one can add an 

interaction between the particles. All this is done in analogy to the Gibbsian theory 

which can be considered as a theory for quantum particles obeying Maxwell-Boltzmann 

statistics. 

Before starting our approach we indicate shortly how one can use the construction 

theory of the DLR-approach for the construction of Papangelou processes. This 

can be done by combining the important work of Rauchenschwandtner [13] with 

the fundamental work of Preston [11]: Given a kernel n one can define a socalled 

specification Vn such that the associated сollection S(Vn) of all abstract Gibbs states 

specified by Vn coincides with the collection of all Papangelou processes with kernel 

n. This result can be found in [13]. Therefore, if we start with a kernel n such that 

the assumptions of Preston's general existence theorem S(Vn) = 0 are satisfied then 

we are done. Our approach here is more direct but also weaker in the sense that we 

construct for a given n a Papangelou process for some locally modified kernel П which 

in general does not coinside with n. 

We shall work in the following general setting. X denotes a Polish state space, B(X) 

resp. B 0 ( X ) its Borel resp. bounded Borel sets. M ( X ) is the vaguely Polish space 

of locally finite measures on X (i.e. of Radon measures on X ) . M " ( X ) denotes the 
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subspaee of all Radon point measures on X , and M b ( X ) , B e B0(X), the collection 

of all point measures with support in B. Mf(X) is the space of all finite point 

measures. We need also the space M (X) of all simple Radon point measures on 

X, i.e. of all locally finite subsets of X. All these spaces are given the Borel a-

fields generated by the vague topology in M ( X ) , and are denoted by F՛՛, Ff and 

F-ջ. For some underlying measurable space S we denote by F+(S) the collection 

of all non-negative, measurable real functions defined on S. We consider random 

measures in X , i.e. random elements £ in or, their laws P on M ( X ) , for which we 

write P e PM(X). If such a P is concentrated on the measurable subset M' (X) 

P X P 

defined by C P ( h ) = J J h(x, fi)^(dx)P(մբ), h e F+(X xM"(X)), whereas the reduced 

Campbell measure of P is given by C'P(h) = J J h(x— Sx)^(dx)P(մբ), h e F+. (We 

shall use freely these and related concepts of the theory of random measures and 

point processes and refer to the standard monographies [3] and [6] for details.) 

The point of departure is a kernel n(g, դ, dx) from (M x M՛՛, F ® F՛՛) to the set of all 

X X 

interested in point processes P in X for which the kernel n is a conditional intensity. 

P 

C P ( h ) = J j h(x, բ + Sx)n(v,dx)P(dv),h e F+(X x M " ( X ) ) . 

We then call P a Papangelou process for n. For such a Papangelou process the kernel 

n is a.s. uniquely determined; moreover, P is a Papangelou process for some kernel n 

iff the measure C P ( B x (.)) is dominated by P for any B e B0(X). (All this can be 

found in [5, 7, 9j.) In the scholion at the end we develop the notion of a Papangelou 

process in more detail in a discrete setting to relieve the understanding of the following 

abstract developements. 

Given a kernel n we define for every m e N,g e M and n e M՛ ՛ the following kernels 

on X m : 

n ( m )(p, n; dx1 .. . dxm) = n(g, n; dxi)n(g, ; dx2) .. .п(д, +• • •+£ xm֊ i  ;  d xm ) 

For m = 0 we denote by п (°\д,п;.) the kernel on X0 = {0 } which gives mass 1 to 
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2. T H E FINITE PAPANGELOU PROCESS 

Finite Papangelou processes can be constructed if the kernel n satisfies the following 

integrability condition: For any given (g,n) the following series is convergent. 

(2.1) z(g,n) = E m n ( m ) ( g , n ; X m ) . 
Հ—' m! 
m>0 

Under this condition the finite Papangelou process with kernel n is well defined for a 

given ( e F+(M՛՛) by 

(2.2) բ(տ , ո )(() = - ^ ֊ ) E —f f(SXl + ••• + SXm )n ( m )(g,n; dx1 ...dxm). 
m>0  m !  J X m  

We add another condition on the kernel n which plays a fundamental role in the whole 

theory. We require that n satisfies the following cocycle condition: For all g, n, x, y 

n(g,n; dx)n(g,n + 5x; dy) = n(g,n; dy)n(g,n + 5y; dx) 

This condition implies the symmetry of the kernels n ( m )(g, n; •)• The next result plays 

the role of a main lemma. A proof can be found in [16]. 

L e m m a 2.1. If n is an integrable kernel satisfying the cocycle condition then every 

РП 6' 1 1^ is a solution P e PMf of the following integration by parts formula. 

Cp (h) = / / h(x, բ + Sx)n(g,n + թ; dx)P (dp),h e F+(X x Mf). 
JMy J X 

Here C P denotes the Campbell measure of P. 

3. T H E GENERAL PAPANGELOU PROCESS 

Here we give a construction of a large class of infinitely extended Papangelou 

processes, thereby correcting a mistake in [16]. The following comment is in order 

here: In theorem 1 of [16] the statement is that £ is a Papangelou process for n. This 

is false. The correct statement can be found in theorem 3 of the present paper: £ is a 

Papagelou process for П = pen. Thus the factor pe was missing in theorem 1 of [16]. 

We start with a kernel n(g,n;.) from M x M՛՛ to the set M of Radon measures on 

X . We now require that there exists a locally finite partition Л = (Xn)n>0 of X. 

This means that every bounded Borel set has a non-empty intersection with only 

finitely many elements of the partition. In addition every Xn has to be a bounded 

Polish subspace of X . Recall that every Polish subspace of X is a Gs —set and thereby 

Borelian. 
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We need the following notations, nxn is the restriction of n to Xn = X0 U • • • U Xn; 

and nk its restriction to Xk. We then say that n is locally integrable (with respect to 

any A) if for all Q, n,n the following series converge: 

mi m>0 
*(Q,n)=^2 — n ( m )(e,nxn-i; Xnm). m! 

Xn 

all Q,n.Kv e F+(Mf(Xn)) 

1 N ֊ ^ 1 1 1 
Щс  (n; ¥ ) = — ( ^ ^ ^ V ( Sxi  Ւ Ւ 5xm ) n ( m ) (9,nxn-i ;  d x1 . . .  d xm ) . 

( Q , n ) m>0  —i xm 

Note that the kernel n X n depends only on the a-field F x n - 1 of events happening in 

X n- 1. This will be important in the sequel. 

The aim now is to construct by means of these kernels and suitable initial and 

boundary conditions an infinitely extended Papangelou process which has a modification 

of n as its kernel. For this purpose we use the theorem of Ionescu Tulcea which enables 

us to construct processes by means of an initial condition and conditional distributions 

(see [2] e.g.). 

Given Q e M(X ) AND (n0,..., nm-1) e M x 0 x • • • x M x l5 consider the Markovian 

kernels 

Qfn(n0, ... ,nm-i; dnm) = nxm (n0 + Ւ nm-1; dnm) 

from M x x • • • x M x to M"(Xm). also a random measure P0 e PM x 0  x m — 1 4 ' 

then by the theorem of Ionescu Tulcea there exist random elements £ in M ( X ) and 

random elements £n in M"(Xn),n > 0, with the property that the corresponding 

finite-dimensional distributions are given by 

L ( C  £0,...,  £n ) =  P0 ( dQ ) nx0 ( 0 ;  dn0 ) Qi (n0;  dni )...  Qn (rn,..., nn-i;  dnn ). 

We are now in the position to construct the following random element in M՛՛ (X). 

£ = E £n. 
n>0 

Note that £ is locally finite because the underlying partition has this property. The 

distribution Pn of £ is the point process in X we are interested in. (We do not indicate 

the initial condition P 0 . ) We shall show now that Pn is a Papangelou process specified 

by a modification of the kernel n. For later use we remark that Pn has the following 
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disintegration with respect to Հ. 

P6 Po(dg). 

We observe also that this implies for the Campbell measure of РП the disintegration 

We now formulate the conditions for the existence of infinitely extended Papangelou 

processes. 

We assume that n is a kernel from M ( X ) x M՛՛ (X) to M ( X ) which is locally integrable 

with respect to any partition. Moreover, we assume that n is dominated, with a 

symmetric density, i.e. on the complement of any {y} each n(g,n + 5y; dx) has a 

symmetric density f П with respect to n(g, n; dx) whith does not depend on g, n- Thus 

with f П being symmetric. We remark that this condition implies the cocycle condition 

for n and thus is a bit stronger. 

Finally we need the following finite-range property. There exists a positive constant 

R > 0 such that 

1B (x)n(g, n; dx) = 1B (x)n(g, nsRB + ПС с ; dx) for any B,C e B0, B С C. 

Here dRB = {x e X\d(x,B) < R}, where d denotes some fixed metric compatible 

X n 

one has for any B e B 0 

T h e o r e m 3.1. If n is a kernel from M ( X ) x M' ( X ) to M ( X ) which is locally 
integrable, dominated and of finite range, then any Pe, g e M, is a Papangelou process 
with kernel 

!{y}c (x)n(g, n + 5y; dx) = l{y}c (x)fn (x,y)n(g,n; dx), 

lB (x)n(g, n; dx) = 1B (x)n(g, neRB; dx) for any B,C e B0. 

(3.1) n(g, n; dx) = pe(x, n) • n(g, n; dx), 

where 

(3.2) Pe ( x ,n ) = П ՞ Հ 3 ) 
f=o - j ( g , n + Sx )  

The kernel П is a random, Radon measure. 
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P r o o f . We consider the point process £ constructed by means of P0 = Se and start 

to compute its Campbell measure C^. For a given h G F+ 
tt � 

C ( h ) = E / h(x,£) £n(dx)dP. 
n>0 

P 

law of £.) We follow the arguments of Mecke [8j and assume first that h has the 

form h = g ® p, where g G F+(X) is identically 0 outside some Xk, 0 < к < n, and 

P G F+ (M՛՛) is a random variable which is measurable with respect to 1 ՝ х ^ this 

case 
C ( h ) = J (g) р(£х~)dP 

and thus 

C (h) = j ПХо (0,dno)... (nxk-1 ,dnk) nk(g) • ф е(пх— + Vk), 

where 

Ф д (Пхк  ) = j  nxk+1  (Пх к  , dnk+i)...  п е (Пхк +Vk+1+ +Vn-i , dVn՝) P (Пхк +Щ+1+ +Ոո) 

Applying here the main lemma 2.1 to the inner integral of C ( h ) and using the cocycle 

property one obtains 

J п вхк (пхк-i , dnk) nk (g) • Ф д (пхк-1 + nk) = 

J П вхк (пхк-1 ,dnk) Д п(д,пхк ,dx) g(x) • ф(д,Пх— + nk + Sx). 

On the other hand, using again that the kernel n is dominated with a symmetric 

density fn, we obtain for к < l < n - 1, x G Xk , 

Пх1+1  (Пх1 +  Sx;  dni+i ) = — ^ 1+ 1 ( Ձ ,'Ո\ )  fn  ( х ,П1+1 ) п- вх1+1  (Пх i  , dni+i ). 
1 + 1 -i+1(Q,n + dx) + 

Here fn(x,ni+1) = Uyesuppm+i fn(x,y) n i+ l ( y ). 
Thus we have 

Ф^Пхь +  dx )= J  п вхк+1  (Пх к  , dnk+1)...  п вхп  (Пхк + nk+1 + + nn-1 , dnn )  

n-1 — ( ) n-1 
TT — ^t 1—тГтП  f nni+1 p (Пхк + nk+1  Ւ Ւ Ոո + Sx ) ,  

=  - i+ 1 ( Q, n +  dx ) 1=\ 
and consequently, using again that the kernel is dominated with a symmetric density, 

C ( h ) = ( f h(x, £ + Sx) П — ) n(Q, х ; dx)dP. 
J jхк =  -i+1 (Q , £ +  Sx )  
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Changing slightly the parameter l and observing that ^ depends only on that part 

of £ which lies in the 'past' X1-1, where as Sx lies in the 'fut ure' Xk, one has 

Գ т = Լ £ + « n - O f + L  x ; d x ) d P , 

where in this equation £xn can be replaced by £ because of the special choice of < 

and the finite range property of n. 

The finite range property is needed again and will enable us to replace the finite by 

the infinite product. Consider the terms of the infinite product 

^ Z i ( f , £ )  

Ei(f,£ + Sx)' 

Here the assumption of finite range implies that only finitely many terms of the 

1 

h 

That П is a random Radon measure is obvious. • 

S o m e consequences of the theorem. As a first consequence we obtain for the 

distribution of £ with a general initial condition P0 that Pn = fM P£ P0(df) is a 

solution of the equation 

Cpn (h)= f f f h(x,n + Sx) n(f,n; dx)Pn(dn)P0(df), 
M M . . x 

where h e F+(X x M"(X)). 

Furthermore, the above theorem gives a construction of a very large class of Papangelou 

processes. We first discuss the special case where the infinite product appearing in 

П is identically 1: If the normalizing constants El(Q, £) do not change if £ is locally 

1 

condition for this to hold is for instance the tail-measurability of n. 

Consider the following additional condition on the kernel n: For a given Q the kernel 

n has zero range in the strict sense if 

Ressmn ( m )(f, (.); dy),B e B0,m > 1, are measurable with respect to Fb. 

In this case n is dominated with density f = 1, and has range R = 0. Moreover, 

the normalizing constants En depend only on Q but not on n- As a consequence, 

if n satisfies this condition and is locally integrable then £ is a Papangelou process 

for the kernel n. Moreover, by construction, £ has independent increments, and the 
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distribution of the field variables £B ,B e B0, is given by 

P e  ( £B =  k > = EBQ 1  n ՝ k ) { f ' B t  

n 

which class of kernels n with strictly positive range the above construction leads to 

Papangelou processes with kernel n, so that pe = 1. 

Consider now a kernel n which satisfies the assumptions of the theorem and does not 
q 

Y(n, dx) = V(x, n) • n(n, dx), n e M" (X). 

We shall make several assumptions on V which will assure the existence of Papangelou 

processes Py for the modified kernel 7. This will be our model for interacting Bosons. 

V(x, n) is to be understood as a Boltzmann factor exp(-E(x, n)), where E(x,n) 

denotes the energy of a particle in x, given the configuration գ (Usually E is defined 

by means of some potential.) The first assumption on V is that Y(n,.) is always a 

Radon measure. Moreover we need a symmetry condition: 

(3.3) V(x, n) • V(y, n + Sx) = V(y, n) • V(x, n + Sy) for any x,y, գ 

The next is a finite-range property: 

Denoting Br (x) the ball rentered in x with radius r, this means 

(3.4) V(x, n) = V(x, nBr(x)), x e X, for some r > 0. 

Y 

some symmetric density: There exists a symmetric function U e F+(X x X) such 

that 

(3.5) V(x, n + Sy) = V(x, n) • U(x, y), for all x, y, n. 

U 

V 

of Y- We assume that there exists for any configuration n some const ant 0 < C (n) 

such that for any m > 1 and an у x1,..., xm e X 
C(n)m  

( 3 . 6 ) V ( x i ,n)V (x2,n + Sx!) . . . V (xm,n + Sx1 + ••• + Sxm_1) < . 
m! 

In this case 

Y ( m )(nx n֊i ,Xm) < c(n)m m n ( m )(nxn֊i ,Xm), m! 
5 7 



В. NEHRING, Н. ZESSIN 

and thus local integrability of п implies the one of 7. We remark that the stability 

condition (3.6) is a version of super stability. 

Given such a pair (п, V) there exists a Papangelou process for the modified kernel j . 

We now comment the case of simple Papangelou processes. If п is simple in the sense 

that п is a kernel from M (X) to X satisfying the condition 

п(n, supp n) = 0 for any n G M՛, 

п 

that a Papangelou process for the above kernel 7 then is simple too. Thus we have a 

method which allows to construct a large class of simple Papangelou processes. 

The above theorem induces several other problems and questions. Under which condi-

п 

п 

process for п and not for п? These questions can been seen also as follows: We 

explained already in the introduction that the collection of Papangelou processes for 

п 

of Preston [11]) for the local specification Vn induced by п in a natural way. And 

for this collection some of these questions have been analyzed in [11]. As has been 

remarked already here one can find also a general construction method for Gibbs 

states specified by Vn and thereby for Papangelou processes with kernel п. 

The above construction shows that Papangelou processes are processes in spacetime 

which have an infinitely long memory. The underlying symmetry given by the cocycle 

condition is much stronger then reversibility in time. Thus there is a new underlying 

spacetime structure here which has to be developped further. 

4 . E X A M P L E S 

We discuss some applications of the theorem. We don't repeat here the example of 

Gibbs processes for classical interacting systems which can be found in [16]. Instead 

we discuss the analog constructions of interacting Bosons and Fermions which seem to 

be new. In particular the Polya difference process or ideal Fermi process is considered 

here for the first time. 

Cox processes . We include this well known class of processes to make explicit the 

Q P 

P = FM PKW(dn), where W is a random measure in X , i.e. a probability on M. 
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It is well known (see [15]) that any Cox process is a Papangelou process for a 

kernel having the structure п(բ, dx) = P^(d,g) Q(dx). Here ( P i s a Markovian 
M ՛ ՛ M X 

by configurations բ. Thus п(^,.) is given by the intensity measure of Pթ which we 

assume to be always Radonian. A deep result of Wakolbinger [15] is that the following 

P 

P 

Papangelou kernel п can always be represented as п(^,.) = Pթ(dQ)Q(.) with a tail-

field measurable family of random measures P G M՛՛. 

In this case the above theorem yields a construction of Cox processes which in fact 

is well known. To be more precise: Consider the kernel п(д, n;.), which is tail-field 

measurable with respect to ntogether with a random measure P0(dg). Then the 

normalizing constants — n(g) do not depend on n, and it is obvious that the conditions 

of the theorem are satisfied, so that, for a given Q, PS is a Papangelou process 

with kernel п(д, 0) and therefore by Mecke's characterization a Poisson process with 

intensity measure п(д, 0^. As a consequence Pn = J Pn(s,0) P0(dQ) is a Cox process 

with random intensity measure п(д, 0). 

Po lya s u m proces se s a n d the ideal B o s e proces s . Here we consider Polya sum 

processes, which had been introduced in [16]. For the convenience of the reader we 

repeat here their construction and some of their properties. They describe the ideal 

Bose process of quantum mechanics (cf. [1]). 

Let 0 < շ < 1 and Q be some fixed Radon measure on X. Consider the kernel 

п+(д, n;.) =  Z(Q + n) (For simplicity we skip Q in the sequel.) In this case local 

integrability holds true with a normalizing constant independent of գ 

—n (Q ) = exp (Q ( Xn )K ( z ) ) = ^ _ , 

where K(Z) = J 2 j > 1 j . Here we used the fact that 

У) ЛQ(Xn) [ m ]zm = exp(Q(Xn)K(Z)) =  1  
Հ—^ m՛ 

m>0 

with a [m ] = a(a + 1 ) • • • (a + m _ 1) 

the theorem are also satisfied. In particular п+ has range 0 in the strict sense. The 

corresponding Papangelou process P+ = PS+ was called in [16] the Polya sum process 
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specified by (z, ջ). But from the point of view of quantum mechanics this is the ideal 

Bose process specified by (z, ջ). 

Using that P+ is a Papangelou process for we show directly that this process has 

independent increments, we deduce the distribution of the field variables £B, show-

that P+ is of first order (i.e. all £B are integrable) and finally that P+ is uniquely 

determined by the kernel 

Let B G B 0 and k > 1 and consider a non-negative measurable function < on the 

space of configurations which depends only on what happens outside B. Thus < is 

measurable with respect to F՝B Then using its character as a Papangelou process 

we obtain the recursion 
1 
k P + ( 1 { £ B = k } • < = ^ J 1 B ( X ) 1 { « B = k } ( n M v M d x ) P + ( d V )  

z j 1B ( X ) 1 { 5 B = հ - ւ } ( ո ) < ( ո ) ( ջ + n) ( d x) p+ ( dn) 
z 
k. 

z ջB) + (k -P+(1{ZB=k-i} • <). 
k 

B 

P+(1{B=k} • <) = ֊ = 0 } • <). 

Choosing now for < the indicator of the event {£B2 = k2,..., £Bn = kn}, where kj > 1 

and B1 = B,B2,... ,Bn G B 0 are pairwise disjoint, and iterating the above procedure 

ki , . . . , kn > 0 
n k zkj 

P + ( в = k i , . . . , B = К ) = п r r ջ ^ ) l k j ] • P + ( в = O , . . . , B = o). 
k j !  

j=i 

This equation determines P+(£Bl = 0,..., £Bn = 0) as a product of terms which 

depend only on a single kj. Thus P+ has independent increments. 

The distribution of £B,B G B 0 , amounts to 
P+{b = k} = exp—(B)K(z)) • zk •  ջ , k > 0. k! 

If ջ(B) is an integer this is a negative binomial distribution. From this we obtain that 

P+ is of first order and 
z 

P+ & ) = — Z • ջ(B),B G B 0 . 

The above considerations used only the partial integration formula, for which P+ is a 

solution. Thus the finite-dimensional distributions of the random field (£B ) В еъ 0 and 

thereby P+ is completely determined by 
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We finally add an important observation of Mathias Rafler that P+ is infinitely 

divisible. (See [12], Prop. 6.7 .) We thus see that the Polya sum process resp. the 

ideal Bose process P+ for (Z, Q) has analog properties as the Poisson process and thus 

has the character of an ideal gas. 

T h e interacting B o s e process . Here we propose a theory of interacting Bosons 

in analogy to the Gibbsian theory of classical interacting particles. The idea is to 

replace the Poisson process by the Polya sum process and to build by means of a 

given potential the interacting system as in the classical case . To be more precise, 

Q 

intensities of the Polya processes. 

Let V(x, n) be a non-negative, measurable function on X x M " ( X ) satisfying the 

conditions (3.3) _ (3.6); furthermore, let 0 < Z < 1 and Q G M(X). Denote by 

П+(П,.) = Z(Q + n) the Polya sum kernel for (Z, Q) from above. We then consider the 

kernel 

Y(n, dx) = V(x, n) • П+(П, dx), n G M՛՛ (X). 

As a consequence of the considerations above we know the existence of a Papangelou 

process for the modified kernel դ = ps • V • п+ and call it the В о sonic s tate for (Q,V ). 

In the case where V (and thereby C) does not depend on nsay V(x, n) = f (x), we 

obtain a Papangelou process for Y(n,.) = f • Z(Q + n). (Thus the infinite product is 
f 

differs from the above Polya sum process in that the constant Z may depend on the 

position x. We call this process also the ideal Bose process for (f,z,g). It has the 

same properties as the former Polya sum process. A quantum mechanical derivation 

of this model can be found in [1]. 

T h e Polya difference process and the ideal Fermi process . Here we study the 

Papangelou process which describes Fermions and which we call the Polya difference 

process or ideal Fermi process. This notion has been foreshadowed already in [1]. 

X 

even finite. The measure Q is the counting measure on X . Thus Q = 1. Again 0 < Z < 1 

is a given parameter. We then consider the Polya difference kernel for Z defined by 

П-(П,.) = Z • (Q _ n),n G M - ( X ) . 
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Note that this kernel is a kernel from M՝(X), the collection of simple point measures, 

to X, and thus well-defined as a Radon measure in the second variable. Moreover, 

n-(n, suppn) = 0, and thus a Papangelou process for n is simple. Again local integra-

bility holds true with a normalizing constant 

տո(ջ) = E mջ^ո)խւ^ = Ц + z) e { X n\ 
m>0 

which again does not depend on գ Note that here appears now the symbol a[m] = 

a(a — 1) • • • (a — m + 1), a G K. 

Again we are in the situation of the theorem. We call the corresponding Papangelou 

process P- = Pn- the Polya, difference process for z. From the point of view of 

quantum mechanics it is the ideal Fermi process for z. (For a quantum mechanical 

explication we refer again to [1].) By construction this process is simple, i.e. respects 

the Pauli exclusion property, and has independent increments. Exactly as above, by 

using only its character as a Papangelou process for the field variables £B,B G B0, 
have the following distribution: 

P-«B = 4 = Z - B ) > 0. 

where Z-(B) denotes the normalizing constant. In case that ջ(B) is an integer this 

is a binomial distribution. 
P-

z 
P-(tB) = T— • ջ(B),B G B0. 

1 I  z  

Again P- is completely determined by Therefore also P- has the character of 

an ideal gas. We indicate shortly how one can define difference kernels on abstract 

X 

Let X denote a Polish space and fix some Radon measure ջ on it. Consider a (random) 

element Z in M " ( X ) , i.e. a point process in X . Given some Radon measure ջ and a 

parameter z > 0 consider the following kernel called again Polya difference kernel 
n- (C, n; . ) =  z • ջ +  (C — n ) •  1ж-{с) (п ), 

where M"(Z) = {n G M"(X ) \n < Z}• Here n < Z means that n is a subconfiguration 

of Z and therefore the difference Z — n a well defined Radon point measure. The 

corresponding Papangelou process, called again Polya difference process, exists and 

is uniquely determined by n- and the distribution of Z- For a deterministic Z it has 
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independent increments and is of first order. This model seems to be interesting not 

only for quantum mechanical applications. 

We finally remark that in the case of simple Papangelou processes the structure of 

п 

generality by Kallenberg [4j in Theorem 3.1 . This discrete part па has the following 

structure: 

(4.1) п а ( j , dx) = Va(x, j) • (1 _ j ) (dx), x G X, j G M ^ X ) , where 

Va(x,/) = 1 - a n d т is intuitively given by т(x,.) = P(£x = 1 | £ { x p ) ( ) (For 

more details we refer to the following scholion.) 

The atomic part of the kernel for an ideal Fermi gas has the form where Va does 

not depend on j and in this case the corresponding process (£x)x has independent 

increments. Important examples are given by Va = Q with Q a probability on X which 

is not a Dirac measure; or Va = ֊լկ- A very special modification of the second case 

which takes into account also interactions with respect to the particles in j then leads 

to so called determinantal processes. For details we refer to Shirai/Takahashi [14]. 

Scholion: T h e probabi l i s t ic s t r u c t u r e of P a p a n g e l o u kernels . For the conve-

nience of the reader we add a rigorous derivation of the probabilistic structure of a 

Papangelou kernel in the discrete setting. The general theory can be found in [3, 4, 9]. 

The situation now is elementary: X is finite and п(j,x),x G X,j G M՛՛, is a kernel. 

We consider Papangelou processes P for п, i.e. point processes P in X solving the 

equations 

CP (h) = EY1  h(x, J +  5х)п(J, x)P ( / ) , h G F+, 
x բ 

and ask for the meaning of this condition in terms of the corresponding random field 

(бг:): !^. ^ c ^ l that the Campbell measure C P is concentrated on C = {(x, բ)խ^) > 
1}• 

The above equation is equivalent to 

(4.2) /j,(x)P(թ) = п(ц _ 5x, x)P(թ _ Sx) for any x, /л, /j,(x) > 1, i.e. ц G M՛՛. 

This is equivalent to saying 

(4.3) ( j + Sx)(x)P(j + Sx) = п(/, x)P(/), x G X, j G M՛ 
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Note that п ( / , x) > 0 iff ( P ( j + Sx) > 0 ^ ^ P ( / ) > 0). We observe that in the ease 

P 

(4.4) (1 — j ) ( x ) P ( j + Sx) = n(^,x)P(j),x G X, j G M ՛ . 

In this ease п can always be chosen as a kernel п : X x M՛ —> K+ satisfying 

п(/, x) = 0 if j(x) > 1. Thus п(/,.) is supported by the complement of the support 

of j . (4.2) means that п is a local specification of the point process P in the sense that 

п(/, x) = (1 + j)(x) •  P ( j +  S x ) fa all xP — a.s.[j]. 
P  ( j ) 

Note that one can choose always a version V for the quotient on the right hand side 

п 

(4.5) п ( j , x) = (1 + j)(x) • V(x, / ) , x G X, j G M՛՛, 

where V : X x M՛՛ —> K+ . 

Interpretation of п in terms of the random, field £x,x G X : Condition (4.2) can be 

expressed as follows: For all x and all j 

(1 + j)(x)P(£x = 1+ / ( x ) , { } c = /{x}c) = n(/,x) • P(£x = /(x),£{x}c = /{x}c). 

In the case of simple point processes P this condition reduces to: For all x, j 

(1 — J)(x)P(£x = 1,£{x}c = /{x}c) = n(/,x) • P(£x =0,£{x}c = /{x}c) ; 

or equivalently for all x, j with P(£{x}c = j { x } ° ) > 0 

( 1 — J ) ( x ) P ( £ x = 1\£{x}c = /{x}c) =  n ( / , x ) •  P(£x = 0 \ £ {x } c = /{x}c) . 

Setting qx = P(£x = 1 \ £ { x } c ) this means that the process P satisfies the condition 

(£ ) (qx > 0 1 — qx > 0) P — a.s., x G X, 

and thereby P(£{x}c = (.)) > 0, and that п is given by 

(4.6) п(j,x) = (1 — j)(x) qx(/ ,x G X, P — a.s.[j]. 
1 — qx (j )  

Thus in the simple case we have: P is a Papangelou process for п iff condition (՝£) 

п 

the Papangelou kernel by Kallenberg [4], theorem З.1., for simple processes in this 

elementary context. Note that for the right hand side of (4.6) one can choose always a 

version V(x, j) which depends only on / { x y if x is given. Thus for simple Papangelou 

processes P the kernel п has the following structure 

(4.7) п(/,x) = (1 — / ) (x) • V(x,j),x G X, j G M՛, 
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where V : X x M՛ —> R + is exvisible, i.e. is measurable with respeet to the a_field 

Z in X x M՛ generated by all sets of է he form {x} x N, where x G X and N G F{xy 

P 

given kernel п : X x M՛՛ —> R + , then п can be represented as 

(4.8) п(j,x) = (1 + j ) ( x ) • V(x,j),x G X, j G M՛՛, 

where V : X x M՛ —> R+ . 

Let P be a simple Papangelou process for a given kernel п : X x M՛ —> R +. Then п 

can be represented as 

(4.9) п(j,x) = (1 _ j ) ( x ) • V(x,j),x G X, j G M՛, 

where V is exvisible. We observe here that this implies that п(.^) is the conditional 

intensity of £ in the sense that for any x 

п (.^ ) = P ( £ x l £ { x } c )  Pa.s.. 

We use this terminology also in the non-simple case though this interpretation is no 

longer valid. 

Thus we now know the general structure of a Papangelou kernel in the discrete case 

which remains true in the general case (cf. [4]). 

If the random point field (£x)x is independent (or has independent increments) then 

V x 

V 

Acknowledgement . We are grateful to Alexander Bach for several important 

comments concerning the Polya processes. 

С П И С О К Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

[1] A. Bach, H. Zessin, "The particle structure of the quantum mechanical Bose and Fermi gas" (In 
preparation) (2010). 

[2] O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability, Springer (2002). 
[3] O. Kallenberg, R a n d o m Measures, Akademie-Verlag, Berlin, and Academic press, London 

(1983). 
[4] O. Kallenberg, "On conditional intensities of point processes", Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 

verw, Gebiete, 41, 205 ֊ 220 (1978). 
[5] O. Kallenberg, Probabilist ic Symmetries and Invariance Principles, Springer (2005). 
[6] K . Matthes , J . Kers tan , J . Mecke, Infinitely Divisible Point Processes, Wiley (1978). 
[7] K . Matthes , W. Warmuth, J . Mecke, "Bemerkungen zu einer Arbeit von Nguyen X u a n Xanh 

und Hans Zessin", Math. Nachr., 8 8 , 117 ֊ 127 (1979). 
[8] J . Mecke, "Stat ionare Майе auf lokalkompakten Abelschen Gruppen", Z. W-Theorie verw. Geb. , 

9, 36 ֊ 58 (1967). 
[9] F . Papangelou, "The conditional intensity of general point processes and an application to line 

processes", Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete, 28 , 207 ֊ 226 (1974). 

65 



В. NEHRING, Н. ZESSIN 

[10] F . Papangelou, "The Armenian Connection: Reminiscences from a T ime of Interactions", 
Izvestiya N A N Armenii: Matematika , 4 4 , 25 ֊ 32 (2009); Letter to H. Zessin, Izvestiya N A N 
Armenii: Matemat ika , 4 4 , 32 ֊ 34 (2009). 

[11] Ch. Preston, Specifications and Their Gibbs States , unpublished manuscript , Bielefeld (See the 
version from march 2005 on www.math.uni-bielefeld.de/ Pres ton/s tar t .php) . 

[12] M. Rafler, Gauss ian Loop- and Polya Processes, Apoint process approach, Universitatsverlag 
Pot sdam, P H D Thesis (2009). 

[13] B . Rauchenchwandtner, Gibbsprozese und Papangeloukerne, Dissertationen der Johanes Kepler-
Universitat Linz, V W G O , Wien (1978). 

[14] T . Shirai, Y . Takahashi, " R a n d o m point field associated with certain Fredholm determinants 
II", Fermiion shifts and their ergodic and Gibbs properties, Ann. Prob. , 31, 1533 ֊ 1564 (2003). 

[15] A. Wakolbinger, Singularitat von Punktprozessen, Dissertation der Johaes Kepler-Universitat 
Linz, Linz (1979). 

[16] H. Zessin, "Der Papangelou ProzeB" [in German], Izvestiya N A N Armenii: Matemat ika , 4 4 , (1), 
61 ֊ 72 (2009). 

Поступила 25 января 2011 

66 

http://www.math.uni-bielefeld.de/


Известия HAH Армении. Математика, том 46, н. 6, 2011, стр. 67-76. 

О В Р А Щ Е Н И И О Б Р А З А О К Р У Ж Н О С Т И П Р И О Т О Б Р А Ж Е Н И И 
М Е Р О М О Р Ф Н О Й Ф У Н К Ц И Е Й 

В. Г. П Е Т Р О С Я Н 

Ереванский Государственный Университет 
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А Н Н О Т А Ц И Я . В работе изучаются вращения образа окружности \z\ = r при 
отображении функциями w(z) — p(z), где w(z) — мероморфная в C функция, 
p(z) - полином. В терминах отмеченных вращений устанавливаются некото-
рые аналоги второй основной теоремы Р. Неванлинны. 

M S C 2 0 1 0 n u m b e r : 30D30, 30D35, 30С15. 
К л ю ч е в ы е с л о в а : Теория Неванлинны; свойство близости а-точек. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Предполагаем известными основные положения теории распределения значений 

мероморфных функций, теории поверхностей наложения Л. Альфорса и пользу-

емся стандартными обозначениями из [1]. 

Из первой основной теоремы Р. Неванлинны вытекает следующие качественное 

следствие: если мероморфная в \z\ < R < ж функция w(z) (с неограниченной 

характеристикой) относительно редко принимает в круге \z\ < r < R значение 

а, то на окружности \z\ = r найдутся участки, на которых \w(z) — а\ "мало". 

Иначе некоторые участки границы dFr области Fr = {w(z) : \z\ < r} ( F r — часть 

римановой поверхности функции w - 1(z), на которую отображается круг \z\ < r 

w(z)) а 
Рассмотрим часть границы dFr, лежащую над кругом \w — а\ < ^ и а = ж 
и над \w\ > ^ ^ и а = ж. Это множество является объединением некоторой 

совокупности дуг Ya. 

В работе [2] доказано следующее утверждение. 

Т е о р е м а А . Пусть w(z) мероморфная в \z\ < R < ж функция, av G C, v = 
1, 2 , . . . ,q, ai = aj при i = j . Тогда для любого r < R имеет место неравенство 

2п 

(1-1) Е 
A(r,av) 

д ! ֊ arg(w(z) — аи) d գ> < 
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где z = re1^, a L(z) ֊ сферическая характеристика Альфорса, 

Д(Г, a) = Д(Г, a, w) = {z : \z\ = r, \w(z) — a\ < 1 } , \h\ < h i ( a i , . .., aq) < ж. 

Неравенство (1.1) показывает, что вращения дуг v = 1 , 2 , . . . , q вокруг точ-

ки a v оценивается через вариацию угла между касательной к кривой w(re t v) и 

r— 
Теорема А имеет определенное методическое значение. Оно состоит в том, что 

в ней как бы концентрируется "геометрия" доказательства соотношений типа 

второй основной теоремы Р. Неванлинны. 

В доказательстве второй основной теоремы Р. Неванлинны и многих других ос-

новных результатов теории распределения важную роль играет следующее нера-

венство, 

(1.2) ՝^^m(r,av) < m(r, —7)+ O m(r,— J 
v = 1 ՝ ' L ՝ ' -

Это неравенство позволяет оценку близости w(z) к значениям av, v = 1, 2,...,q 
сводить к оценке близости w'(z) к нулю. Вели чина m (r, W7) выполняет как бы 

q 
Неравенство (1.1) по существу является аналогом неравенства (1.2). В этом слу-

чае вместо величин m(r, a), изучаются величины равные числу оборотов дуг Ya 

a 
2п 

д д 
2п 

д д 

д ? a r g s^w(z )  

выполняет ту же роль, что и величина m (r, W7) в неравенстве (1.2). 

В настоящей работе вместо чисел {av} рассматриваются полиномы: 
n 

Pv (z) = Pv,n (z) = J2 a<k )zk, v =1, 2,...,q, 
k=0 

где aՈ^ = a f f l , при i = j. Соответственно вместо множества Д(r,av) рассматри-

ваются множества Д(Г, Pv) = Д(Г, w — Pv, 0). 

В нижеследующей теореме 1.1 мы используем обозначение 

Ea(R) = {r : a2R < r < aR}, 

где a e (0,1) предполагаем фиксированным. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция, в e (0,1),q > 2 - фикси-
рованные числа. Тогда для каждого R > R0 существует такое подмножество 
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Ea(q, R) множества Ea(R), что mes Ea(q, R) > в• mes Ea(R) и при r G Ea(q, R) 
выполняется неравенство 

(1.3) E 1 J A(r,Pv) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) d— 

ր 2n 
< 

д д ( n ) 

д-arg a-w ) ( z ) d— + o[T (cr ,w ) ] , z = re1՝ 

где T(r) ֊ неванлинновская характеристика c = const > 1. 

С л е д с т в и е 1.1. Если w(z) имеет конечный нижний порядок X, то существует 
последовательность r = rn —> оо такое, что 

(1-4) Е 
д 

— arg (w(z) - Pv(z)) d— 

с 2n 
< 

д д ( n ) ֊ a r g  ) ( z )  
d— + o[T (r)], z = re l L p. 

В работе [3] введена величина V(r, a) = v(r, a, w), которая характеризует участки 

{ 7 a } границы дЕг. Обозначим через 2nvYa приращение на Ya величины arg(w(z) — 

a)՜1, при a = ж и величины argw(z) щ и a = <х. Положим 

v ( r ,  a ) =  V ( r , a, ,w ) = ^2  [ vYa], 

Ya 

где [x] ֊ целая часть числа x. 
Величина V (r, a) определяется структурой границы дЕг в окрестности точки a 
и сама характеризует эту структуру, показывая суммарное количество целочис-
ленных оборотов дуг { 7 а } вокруг точки a. В работе [2] вводятся следующие 
величины 

~ ( r ' a ) = 2П ' A(r,a) 
д- arg(w(z) - a) 1 

V - ( r, a ) = lLS д-&Ig (w ( z )  -  a ) - 1) 

d  
d  

1 f ( д 
>A(r,a) 

где x+ = max{x, 0 } x՜ = min{x, 0} и рассматривается следующий вопрос: воз-

можно ли, чтобы для широкого набора значений a и r величина V + (r, a) — V՜ (r, a) 
(суммарное количество оборотов дуг Ya вокруг точ ки a без учета знаков оборо-

тов) существенно превосходила величину V(r, a)1 Если бы это было так, то это 

указывало бы на "хаотичность" геометрической структуры дЕг. И наоборот, если 

для широкого набора значений a и r величины v(r,a) и v+(r,a) — V -(r,a) при-

мерно равны, то это в известной степени указывает на рациональность строения 

дЕг, ибо количество оборотов (без учета знака), примерное равное v(r, a), в силу 
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теоремы 1 работы [3] будет определять разность A(r) - n(r,a), т.е. дефектность 

значения a. 

В пользу такой рациональности, говорит следующий результат: 

Т е о р е м а В . (см.[2]). Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция. Тогда для всех 

a a 

полняется 
v+(r,a) — v  -(r,a) 

( L 5 ) I * A(r) 
a 

\v(r,a)\ 

В соотношениях (1.5) и (1.6) содержится ответ на поставленный вопрос, посколь-

ку из них следует, что имеет место общность в распределениях величин V (r, a) и 

v +(r, a) - v - ( r , a). В настоящей работе доказывается следующая теорема: 

Т е о р е м а 1 .2 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция; в G (0 ,1) ,q > 2 ֊ 

фиксированные числа. Тогда для каждого R > R0 существует такое подмно-

жество Ea(q, R) С Ea(R), что mesEa(q, R) > в • mesEa(R), и при r G Ea(q, R) 

выполняется неравенство 
q 

(1.7) J2[V +(r,Pk) - v -(r,Pk)] < K (а, в, n) • T (cr,w), 
k=1 

где v+(r, Pk) = V+ (r, w - Pk, 0 ^ v - (r, Pk) = v - (r, w - Pk, 0 ^ K(а, в, n) - nocmo-

а в n 

С л е д с т в и е 1 .2 . Если w(z) имеет конечный нижний порядок X, то существует 

последовательность r = rm ^ ж такая, что выполняется неравенство 

(1.8) J2[v+(r,Pk) - v  -(r,Pk)] < K (X, n) • T (r,w), 
k=1 

K( X, n) X n 

2. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

Обозначим через 

wv,i(z)= w ( i ) ( z ) - P( i )(z) + lb(v ), 

A* (r,b(v )) = A (r,b(v )  լյ-, bi , wv 

A\(r, a) = Ai(r, a, w) = {z : \z\ = r, \w(z) - a\ < l} , 

A* (r,b(v )) =Ai (r,b(v ),wv,i) , 
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где b\ v ) = i!a ( v ) и l = max \b (  v՝ )\ + 1 i = 0,1, 2,...,n,v = 1, 2,...,q. 

Сначала докажем следующую лемму. 

Л е м м а 2 .1 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C функция. Тогда имеет место нера-

венство 

(2-D Е 
1-М (r,Pv) 

д 
— arg (w(z) — Pv(z)) 

,-2п 

d , < 
д  д (n) 

д ,
 wg

 3 ^ w
 ) ( z )  

q n—1 

+ K ^ E r 
v=1 i=0  J  A"p'} 

w ( i+2 )(z) - P ( i + 2 ) 

w ( i+1 )(z) _ p ( i + 1 ) 

d, 

d , 

q n 

+ K2 E E ւ է , w ( i ) — P( i ) + i ! a ( v ) ) , 
PiV 

v=1i=0 

где Др'i = Д* (r, b ( v )^ \ Д* (r, b ( + ) 1 j , L(z) ֊ сферическая характеристика Л. Аль-

форса, р e (0,1) ֊ фиксированное число, K1} K2 ֊ постоянные. 

Доказательство. В работе [2] установлено следующее неравенство 

(2.2) 
I A(r,a) 

— &ig(w(z) — a) d , < 
Ap(r ,a) 

д д ) 

д,-f  & I g ~3^>w 
d , + O (L(r,w)) 

Используя это неравенство получим 

f "  a r g ( w V ' i ( z )  —  b i V ) ) 
J A * ( r , b ( v ) ) д , V ) 

d, 

< 
'АЧГ'Ь^) 

д д ( 
- 1 , w V ' i ( z ) d, + O (L(r, wv'i)). 

Отсюда нетрудно видеть, что 

(2.3) f " , )Հ
 д

 a r g ( w v , i ( z )  —  b { (V )՝) 
J A * (r'b (-v )) д , V ) 

d , 

< 

+ 

A * { r ' b f 1 ) \A * (Т'Ь+ 

д 

IA * ( r , b + )  д , 

д_ 
д, 

arg (wv'i+1(z) — b ( (+\j 

д-  aYg  w i + 1 ( z )  — Ь ( ( + \ ) 

d , 

= I (r)+ j' 
A A * ( r ^ ^ 

a r g ( ֊ W v ' i + 1 ( z )  —  Ь ( (+\) 

d , + O (L(r, wv'i)) 

d, + O (L(r, wv'i)) 
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Оценим п(рвый рнтеград в правой части неравенства (2.3). Обозначим через 

A'V' i = A* (r, b ( v )) \ A* (r, b(+1 j , отсюда получим 

(2.4) I(r) <  д arg (wv, i+ i (z ) - dy 

+ 

+ 

P, l  

P, l  

d_ 
д<p 

д 
д<ք 

arg 

arg wV i+i(z 

Z ) - b {v) ՝ z ) b i + 1 

Поскольку при z G AV'\ 1 < 

(2.5) Ii(r) < r 

V v , i + 1 ( z )  -  bi+i 

dy 

dу = Ii(r) + h(r) + h(r)-

(v) l 

lAV 

Վ ' i + i ( z )  

-  bi+i 

Kr \wV'i+i ( z) 
IAv՝ 1 + \wv,i+i(z) 

d¥ <  K r \ w ' ' i + i 
J A v ՝ 

yd^ < KL(r, wV'i 

Для оценивания интеграла I2(r) нетрудно видеть, что при z G AP'l имеем \wV'i+i(z)\ > 

1 

д 

w V ' i + i ( z )  -  b (+i >1 

b (v) ՝ 
i+i / wv'i+i(z 

— arg 
օ<ք \ w 

Следовательно 

(2.6) 

Оценим интеграл I3 (r). 

I3(r) = \ ՝ 

J A " • ՝ 

д / wV'i+i(z) - b. 
dr I wvi+i(z) 

I^(r) < KL(r, wv 

(v) ՝ 
i+i Kr \w' vi+i(z)\ 

1 + \w vi+i(z)\ 
2 • 

— arg wvi+i(z) dу < r 
p,l 

w,,i + i(z 
dy 

w'v,i+i(z) w'vi+i(z) 

wv,i+i(z) ( ) k(v) 
wvi+i(z) - b\+i 

wv,i+i(z) 
< K  \\\ ( ) k(v) 

wvi+i(z) - b\+i 

Следовательно, 

(2.7) I3(r) < Kr 
wv'i+i

 ( z )  -
 b <l+i 
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Учитывая неравенства (2.3) - (2.7), получим 
д  й - Av)' 

A r'b ( v ) \ 
д , aig (w vi(z) — b\v^ d, < J 

w' v,i+1(z) 

A r'b (v) • 

aTg ( w v i + 1 ( z )  —  b (+1) d , 

K 1 r 
' Av  w vi+1  ( z )  —  b (+1 

d , + K2L(r, wvi) + K3L(r, wvi+1). 

Последовательно применяя это неравенство при i = 0 , 1 , 2 , . . . ,n — 1 и учитывая, 

что w„'0(z) — b^^ = w(z) — Pv(z), Д* ^r, = Д (r, Pv) имеем 

lA(r'Pv) 

д 
— arg(w(z) — Pv (z)) d , < [ , ( )ճ  д  a rg (wv,n ( z )  —  b<n  }) 

J A * r,biv ))  д ,  V  J  

d , 

n—1 

K1 r 
i=0  J  AP'J 

w' vi+1(z) 

wv,i+i(z) — b v  i+i 

d, + L(r, wvi). 

Отсюда применяя неравенство (2.2) для первого интеграла правой части этого 

неравенства и учитывая, что wvn(z) = w ( n )(z), Д* (Т,ЬП^ = Д (Т,ЬП՝ ),w (N )՝SJ, 

v = 1, 2, ... ,q, получим 

(2.8) I  д arg(ww(z) — Pv(z)) d , < J 
JA(r,Pv)  д ,  V  1 JA AJ r,b. 

д  д (n) ֊
 ) ( z )  

n—1 

+ K1 r w' v,i+1(z) 

wv,i+1 ( z)  — Վ++1 

d , 

d, + E L(r, wvi). 
i=0 

I bW_ b(j) I 
Пологая р = min < mm  n 2  n , 1 >, очевидно получаем 

l й J 

Др (r, b (n i ),w ( n )) Ո Др (r, b (n j ),w ( n )) =Ф, i = j. 

Учитывая это и суммируя по v (v = 1, 2,... ,q) неравенство (2.8), получим утвер-

ждение леммы 2.1. • 

Л е м м а 2 .2 . Пусть w(z) ֊ мероморфная в C-функция. Тогда имеет место нера-

венство (z = re iV) 

(2-9) Ո ՛ 
0 A 0 J A(r'W'W') 

,,''(re i v) 
w'(re i v) 

rdrd, < K ( c ) { RT1 / 2 (cR, w) + T (cR,w)} , R > R0, 

где Д(Г, W, W') = Д(Г, 0, w) \ Д(Г, 0, w'), c = const > 1. 

Доказательство. Так как при z e Д(r,w,w'), \w(z)\ < 1 и \w'(z)\ > 1, то нбтруд-

но видеть, что 

w ' '(z) 
w '(z) 

< \w''(z)\ 2 + 2 \w''(z \w '(z) 

1 + \w'(z)\2 1 + \w'(z)\2 1 + \w(z)\2' 
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Отсюда используя неравенство Коши-Буняковского, получим 

Г [ w''(z) 

'0 J A(V'W'W') w '(z) 
rdrdy < KA i / 2(R,w'){ R + A i / 2(R,w)}. 

Учитывая очевидное соотношение 

(2.10) 

имеем 

T(cr, w) 
A(r,w) < —'-, c> 1, 

ln c 

՛ 0 J A(V'W'W') 

w ' '(z) 
w '(z) 

rdrdy < KT1 / 2 (cR,w'){ R + T 1 / 2 (cR,w)} . 

Используя теперь известное неравенство (см. [4], теорема 2.3, Гл. III) 

(2.11) T(r, w ( l )) < (l + 1)T(r, w) + Q(r, w), 

где Q(r,w) = o[T(ri,w)], ri > r, r ^ ж, получим 

Г [ w''(z) 

J0 J A(V'W'W') 

Лемма доказана. 

w '(z) 
rdrdy < K^T i / 2(cR,w)R + T(cR,w)} , R > R0. 

• 

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕЗУЛЬТАТОВ 

r 

лучим 

(3.1) 
' E a ( R ) ^ j A i r ' P v ) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) dy 

f2n 

q n-i 

< K i J 2 J 2 

֊ a r g -w{  ) ( z )  

(i 

dy dr 

v=i i=0  E « ( R ) J A ' 
q n 

z) - P (i+2) 

:>(i+i) v 
rdrdy 

w(i+i)(z) - P  (  

n ( р 

+ L(r, w ( i ) - P( i ) + ւՎv )) dr. 

Используя лемму 2.2, неравенство (2.11) и 

(3.2) 

имеем 

(3.3) 
I E a ( R ) J A -

J ^ c v j < J 2 cY, 0 < դ < 1, cv > 0, 

z) - P (i+2) 
V 

(i+i)(z) - P ( i + i ) 
V 

rdrdy < K^T i / 2(cR,w)R + T(cR,w)} . 
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Используя неравенство Коши-Буняковского, получим 

/ L (r, w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) dr < KRA i / 2 (aR, w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) . 
J E a ( R )  v  J  v  J  

Отсюда учитывая неравенства (2.10), (2.11) и (3.2) имеем 

(3.4) [ L (r,w ( i ) - P( i ) + i!a(v )) dr < KRT i / 2(cR,w), R > R0. 
J E a ( R ) v J l E a ( R ) 

Из неравенства (3.1), (3.3), (3.4) получим 

(3.5) 
' E a ( R ) 

E 
i-'A(T'Pv) 

д 
— arg (w(z) - Pv(z)) dy 

,-2n д д (n) 
— arg — w ( n )(z) dy dr \ dy dy 

< K^R i / 2(cR,w) + T(cR,w)} , R>R0. 

• 
Доказательство следствия 1.1. Используя теорему о среднем значении в неко-

торой точке R* G ( a 2 R , a R ) из неравенства (3.5) получим 

(3.6) Е 
r ) A ( R * ' P v ) 

д 
— arg (w(R*e i p) - Pv(R*e i p)) 

,-2п 

< 
д д 

— arg —w ( n ){ R*e i p) 

dy 

dy \ 
dy dy 

+ K IT  i / 2(cR, w) + — T(cR, wH . 

Выберем множество Rn = Rn(a, c) значений R, заяисящих только от а и c, для которых выполняется неравенство 

T(cR,w) = a2R,w) < ԼՕԼ1T{a2R,w) < K (c,a,X) T (R*,w). 

Возможность такого выбора обеспечивается леммой 1.3.1. из работы [5]. С таким 

Rn из неравенства (3.6) имеем (R* = Rn ^ ж) 

Е 
r ) A ( R * ' P v ) 

д 
— arg (w(lTe i p) -  Pv(R*e i p)) 
dy 

д д 
< I -Ւ arg irw ( n )(R*e i p) Jo dy dy 

Следствие доказано. 

Доказательство теоремы 1.2. Нетрудно видеть, что 

dy 

dy+o (T (R*,w)). 

• 

v+(r,Pk) - v -(r,Pk ) = 2- ( 
2n J A A(T'Pk) 

д 

dy arg (w(z) - Pk (z)) 
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Отсюда и из неравенства (3.5) получим 

/ Г Е V +(r,Pk) - V - (r,Pk)] \dr 

r2n 
< 

< 

д д (n) 
дՀ

 ( z )  d^dr 
)Ea(R) Jo 

+ K^T  1 / 2(cR, w)R + T(cR, w ) | 

'•2n w ( n 2 )(z) 

l E a ( R ) J 0 w ( n+1 )(z) 
rdrdу + K^T  1 / 2(cR, w)R + T(cR, w^ -

Используя лемму 2 работы [6] и неравенство (2.11) имеем 

[ \^[v+(r,Pk) - v  -(r,Pk) ] dr < KRT (cR, w), R > R0-
J  E a ( R ) Ա = 1 J 

• 
Следствие 1.2 доказывается аналогично доказательству следствия 1.1. 

Автор выражает благодарность Г. А. Барсегяну за ценные обсуждения резуль-

татов. 

A b s t r a c t . The paper studies the rotation of the image of the sphere \z\ = r under 

mappings by functions of the form w(z) — p(z), where w(z) is an entire meromorphic 

function, while p(z) is a polynomial. In terms of rotations, some analogs of the 

Nevanlinna Second Fundamental Theorem are established. 
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Abstract. In [1], Zessin constructed the so-called Polya sum process via partial 
integration. Here we use the technique of integration by parts to the Polya sum 

process to derive representations of the Polya sum process as an infinitely divisible 
point process and a Cox process directed by an infinitely divisible random measure. 
This result is related to the question of the infinite divisibilty of a Cox process and 
the infinite divisibility of its directing measure. Finally we consider a scaling limit 
of the Polya sum process and show that the limit satisfies an integration by parts 

formula, which we use to determine basic properties of this limit. 

MSC2010 number: 60G55; 60G57; 60D05 
Keywords: Point process; Campbell measure; integration by parts; infinite divisibility; 
Cox process. 

A huge class of point processes admit an integration by parts formula of their 
Campbell measure, that is for a point process P on a polish space X , 

for nonnegative, measurable functions h : X x M(X) ^ R. In such a case, n is 
named conditional intensity or Papangelou kernel. They were introduced and studied 
systematically by Papangelou [2] in connection with point processes on spaces of lines 
and flats, Kallenberg [3], Nguyen and Zessin [4] in connection with Gibbs processes 
and Matthes, Warmuth and Mecke [5]. 

Recently, Zessin [lj gave a construction method for point processes by specifying a 
Papangelou kernel. As a fundamental example he introduced the Polya sum process, 
which is the point process given by the Papangelou kernel 

(1.1) n(^,dx) = z(p + p) (dx), 

where z e (0,1) and p is a fixed Radon measure on X. Furthermore he showed 
that in that way constructed point process has independent increments and that the 
number of points inside some bounded, measurable set follows a negative binomial 
distribution. 

1. INTRODUCTION 

Cp(h) = h(x, p)p(dx)P(dp) = h(x, p + Sx) Վբ, dx)P(dp) 
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A point process with the last two properties is already mentioned in [6]. Here we 
want to demonstrate only by using the integration by parts technique that the Polya 
sum process can be represented as a Cox process, where the underlying random 
intensity measure is a random measure with again independent increments, but 
with gamma distributed mass inside each bounded, measurable set. This particular 
directing random measure is given e.g. in Nehring and Zessin [7] as an example for a 
random measure which is given as the solution of a certain functional equation. 

That point of view on the Polya sum process is in spirit very close to the construction 
of the negative binomial process in Barndorff-Nielsen and Yeo [8] as a Cox process 
with some Gamma process as underlying random measure, but however, the latter 
Gamma processes properties differ to a large extend from those of the former directing 
measure. 

In section 2 we briefly give the setting, review the characterisation of random 
measures by a functional equation as in [7]. The main theorem, the Cox representation 
of the Polya sum process is stated and proven in section 3. In section 4 we demonstrate 
the more general principle behind that representation. Finally we turn in section 5 
to a question of H. Zessin about the behaviour of the Polya sum process as the 
parameter z tends to 1 and show that after a suitable scaling, the limit is an infinitely 
divisible random measure and show that the total mass in bounded regions is gamma 
distributed. 

2. PRELIMINARIES 

Here and in the following sections let X be a polish space and denote by B = B(X) 
its Borel sets as well as by B 0 = B0(X) the ring of bounded Bore 1 sets of X. 
Furthermore let M(X) and M" (X ) be the space of locally finite measures and locally 

X 
with the ст-algebras generated by the mappings ( B ( բ ) = բ(Տ), B e B0. We call 
a probability measure P on M(X) a random measure and if P is concentrated on 
M" (X ) a point process. Finally let F(X) be the set of bounded, non-negative and 
continuous functions on X and Fb(X) с F ( X ) the subset of those functions in F ( X ) 
with bounded support. 
For a detailed construction of random measures solving the functional equation (՝SL,a) 
below see [7j. Let a e M(X) be a locally finite measure and denote by a ( f ) := f fda 
for any f e F. Let L be a measure on M(X) \ {0} satisfying 

(2.1) J 1 - e - v ( f ) L(dv) < +<x>, f e F. 

We are interested in solution of the functional equation 

(ZL,a) Cp = CL * P + a ® P, 
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where * is a kind of convolution, 

(CL * P)(h) = j j h(x,p + V)CL(X,dv)P(dp) fox h e F(X x M(X ) ) . 

Theorem 2.1. (Integration by parts [7\). Let a e M(X) and L e M(M(X) \ {0}) 
satisfy condition ( 2 . 1 ) . Then the functional equation (՝EL,a) has a unique solution 
which we denote by DLa. The random measure DL,a is infinitely divisible with 

(a, L) 

L 
on measures of the form rSx, r > 0 x e X L will even be given as the image of a 
product measure p®r on X xR+ under the map ping x : (x, r) ^ rSx. We only assume 
p e M(X) and f r r (r) < in particular т does not need to be a finite measure. 
This result is caused by the Polya sum process itself, but the structure stays the same 
if we drop this restriction in section 4. 

Given a kernel 
Ո : M ( X ) x X ^ R, 

Zessin [lj gave sufficient conditions on n such that a point process P exists which 
C p 

Cp(h) = J J h(x, բ + 6x) n(p, dx)P(dp), h e F. 

Such point processes are called Papangelou processes according to Zessin. One fundamental 
example he stated is the point process with conditional intensity (1.1). 

Definition 2.1. (Polya Sum Process). Let p e M(X) be a locally finite measure and 
z e (0,1) a real number. Then the Polya sum process Sz,p is the Papangelou process 
for the Papangelou kernel 

Ո : M" (X) x X ^ R, n(p, dx) := z(p + p) (dx). 

Zessin showed by using partial integration that for B e B 0 ( X ) , the number of 
B 

SZACB = k) = (1 - z ) p ( B ) ֊ p ( B ) [ k , 

where a [m = a(a + 1 ) • • • (a + m — 1), and furthermore for each finite collection of 
disjoint, bounded, measurable sets B\,..., Bn, ( B l , . . . , QBn is a family independent 
random variables. 

3. T H E C O X REPRESENTATION 

We begin with the main theorem of this section, which shows in which way the 
Levy measure, the basic component of the random measure, transforms under the 
mapping to the corresponding Cox process. 
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Theorem 3.1. Let p G M(X ) , z G (0,1) and L = XY be the image of Y under the 
mapping X • X x R+ ^ M(X ) , (x, г) ^ r5x, where 

1 1-z 
Y •= p ® т, т(г) •= -e r  z 1(0,то)(г) dr 

г 
and define the Cox process 

P 

Then P = Sz n. 

J PkDLfi(dK). 

Note that since 
րՕՕ 

' -r гт (dr) = e  r  z dr = < ж, 
. о 1 - z 

L is of first order, hence DL ,0 is well defined. The theorem follows directly from 
lemma 3.1 and proposition 3.1 below, in which we show that both processes satisfy the 
functional equation (EL,0) for the same Levy measure L. A second direct consequence 
of either theorem 3.1 or lemma 3.1 below is that the superposition of realizations 
of two independent Polya sum processes is distributed according to a Polya sum 
processes, 

Corollary 3.1. Let z G (0,1) and p,a G M(X ) . Then Sz, p+a = &z,p * bz,a-

A third consequence of lemma 3.1 is a characterization of the Palm distribution 
SX,p of the Polya sum processes. By integrating with respect to the Campbell measure 
functions h which depend on its first component only, one recovers the intensity 
measure ^ o f the Polya sum process Sz,p to be 

z 
V z- p = 1 - zP' 

From equation (3.1) below we get immediately that SX,p is Sz,p with a geometrically 
x 

Corollary 3.2. Let z G (0,1) and p G M(X) . Then 

SX,P =  Sz,p * E ( 1 - z )z j - 1 AX j , 
j>1 

where Ax is the point process which realizes exactly one point at x. 

The first step to prove theorem 3.1 is a successive integration by parts. 

Lemma 3.1. Let p G M(X) , z G (0,1) and L' = XYwhere 

j>i j 
Y՛ •= p ® т', т' —Sj. 

Then Sz,p = DL>,0-
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Proof. Assume 0 < h < c1B ® 1, then by applying the integration by parts formula 
repeatedly and bounded convergence, 

(3.1) CSz։P(h)= J J J2z jh(x,p + jSx)p(dx)Sz,p(dp). z J } 

j > i 

On the other hand, DL ' ,0 is characterized by 

CoL,0 (h) = J J h(x, p + v)CL (dx, dv)Dլ>,օ (dp) 

= J J h(x, p + x(x, r))j'(dx, dr)DL>,o(dp) 

= h(x,p + jSx)p(dx)B L',o(dp). 
J J j>i 

Therefore Sz,p and D L j 0 agree. • 

Proposition 3.1. Let P be the Cox process defined in theorem, 3.1. Then P = DL>,0, 
where DL>,0 is the point process defined in lemma 3.1. 

heF 
I. At first we apply the partial integration to the inner Poisson process, which in 
fact is a partial integration formula for the Cox process, and observe that we get the 
Campbell measure C D of D L j 0 , 

Cp (h) = J J h(x,p + 5x)n(dx)P(dp, dK) 

h(x, p + 5x)K(dx)J iK(dp)DL,0(dK). 

Let g(x, к) := f h(x, p + Jx)PK (dp) to get that on the rhs. we obtained C&L 0 (g). 
II. Applying partial integration to C D yields 

(3.2)  CDL O  ( g ) = J J J g ( x к + v ) v ( d x ) x Y ( d v ) ^ > L , 0 ( d K ) 

(3.3) = g(y,K + rSy )ГТ (dr)p(dy)B L,0(dK). 

Note that the factor r cancels the r " 1 in the definition of the measure т. 
g 

Poisson process with intensity measure к + rSy, but that is only a convolution of two 
Poisson processes with intensity measures к and rSy, respectively. 

g(y,K + rSy) = J h(y,p + Sy)PK+rSy (dp) 

= J J h(y,p + V + Sy)PrSy (dv)Yк (dp). 
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IV. We go back to equation (3.3) and observe that the Poisson process PK and D^o 
form the Cox process P. The remaining Poisson process Pr^H is mixed with respect 
to т and can be evaluated explicitly, 

h(y, բ + v + Sy)Prsy (dv)e - a r 1o<r<TOdr = 

1 ր ^ 1 рж 
= Ys Ոh(y,p +(n +1)Sy) r ne - r^e - rdr = ^ z n h ( y + nSy). 

n>0  Ո•  J o n>1 

For the integrals we have In := f rne  r / zdr = zn + 1nl, which can easily be shown by 
observing that they satisfy the recursion 

In = znIn-1, Io = z. • 

4. GENERAL CANONICAL PAIRS 

In the previous section we focussed on Levy measures which were concentrated 
on the set of measures {rSx : г > 0,x e X}, which caused the Cox process to have 
independent increments. However, we may drop this restriction on the Levy measure 
and nevertheless obtain an infinitely divisible point process. 

Theorem 4.1. Let P(dp) = J PK(dp)DL,a(dK) for a e M(X) and a first-order 
measure L on M(X) \ {0}. Then P satisfies the integration by parts formula 

Cp(h) = J J h ( x + v)Cլ(dx, dv)P(dp). 

In particular P = Dլ 0, where L is the image under the mapping 

M(X) x M(M(X) \ {0}) —> M(M(X ) \ {0}) , (a, L) — x(a ® S1) + / P\L(dX). 

a=0 
outline the changes occurring in the different parts of that proof. 

L 

(4.1) CDь>о (g) = j j I g(x, к + X)X(dx)L(dX)DL,o(dn). 

III. Consider now the integration of g wrt. X, then by the partial integration of the 
Poisson process, 

j g(x,K + X)X(dx) = J J h(x, p + S x )P K + \ ( d ^ ) X ( d x ) 

h(x, բ + v + Sx)X(dx)Pл(dv)PK(dp) 

h(x, p + v)v(dx)T >л(dv)PK(dp). 
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Putting all together we obtain 

Cp(h) = III h(x,p + v)v(dx)Fx(dv)L(dX)P(dp). 

V. Now we drop the restriction a = 0. Because of the additive structure of the 
partial integration we only consider the additional summand to be introduced in 
equation (4.1), 

J J g(x,K)a(dx)DL,a = J J J h(x,p + Sx)a(dx)I'K(dp)DL,a(dK) 

= J J h(x,p + v)x(a ® 51)(dv)P(dp). • 

Remark 4.1. Consider again the measure L as the image of a measure Y on X x R+ 
under the mapping (x, r) ^ rSx, in which case P has independent increments. If 
Y = p ® т, we obtain L = a + xY> where Y = P ® т and 

I j 
րՕՕ 

y = z j - щ j =Լ  г'<-' т ( d r>. 

Theorem 4.1 states that if the directing measure of a Cox process is infinitely 
divisible, then this holds for the Cox process and furthermore its Levy measure is 
known. This can be reversed directly: If we knew that the Cox process is infinetely 
divisible and its Levy measure can be decomposed in a suitable way, then the directing 
measure is infinitely divisible itself. 

P 
P and Levy measure L. If there exist a G M(X) and a measure L on M(X ) \ {0} 
such that L = a + j P\L(dX), then P = DL,a. 

Proof. Reversing the calculations in the proof of theorem 4.1 with D L , a replaced by 
P P 

Cp (h) = JJ g(x,K + ^)Cl (dx,d\)P(dn)+JJ g(x,K)a(dx)P(dn), 

where g(x, p) = f h(x, p + J x ) P p ( d p ) . If A,B G B0 , then at least for h = 1A ® 
we have 

g(x,p) = lA(x)e - l B  ( x )e- ( 1- e - 1 ) Z B  ( p ), 

and the set of these functions generates B ® &((в • B G B0). • 

5. A S Y M P T O T I C OF THE P O L Y A SUM PROCESS 

We already identified the intensity measure v s p r o c e s s SZjP as 
z 

1 — z1 

8 3 
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Hence as z — 1, the intensity measure of Sz,p explodes. But what happens if we 
weight each (including multiple) point configuration by -1— and consider then the 

z — 1 

Definition 5.1. Let z e (0,1) and p e M(X ) . Then denote by Pz the image of Sz,p 

under the mapping 

1 z 
M(X) — M(X), p — — p . 

z z,p 

Levy measure may be obtained directly from that of the Polya sum process by a 
proper scaling. 

Lemma 5.1. Pz = DK,o, where K = xi"  a nd 

j 
S 1 - z -

о Ez֊> 

— S — 
j>1  J  

Proof. Let h e F, then by lemma 3.1, 

Cp z (h) =11 h(^x,  ——Zp(dx)S z,p(dp) 

1 z 1 z 1 z 

z j>1 

1 z 1 z 
y^z jh yx, —z—p + j—z—SxJ p(dx)sz,p(dp) 

J J h(x, p + v )v (dx)K (dv )P z (dp), 

where K = xi" ŝ given by (5.1). • 
One can show that Tz converges for a certain class of bounded and continuous 

function with a growth condition at the origin. We do not need these considerations 
if we use the Cox representation. 

z — 1 z 

functional equation 

VK,o) Cp = C k * P , 

where K = x(p ® T) and, f(dr) =  1 e - r 1(o,x)dr. 

Since the unique solution of the functional equation (T<k o) is D K ' , o , we deduce 
that Pz — D K ՛ , o weakly as z — 1. Proof. Let h e F, then the Cox representation in 
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theorem 3.1 and the argument in the previous proof show that 

Cpz {h) = j h(x,v {p + Sx)^ ՝Px{dp) 1— - ZX{dx)L{d\) Pz{dv) 

= J h(^x,v + —՜ -— {p + Sx^j PrSx { d p ) e - 1 - - Z d r p { d x ) Pz {dv) 
z 

= j h(^x,v + {p + S x P j i ֊ ֊ tsx {dp)e - t dtp{dx) Pz {dv). 

Thus it suffices to show that the inner integrals converge to the Campbell measure of 
a random measure K [9]. Due to the substitution t = -1—r, the mixing measure of the 
inner Poisson process does not depend on z any more. Notice that, as z ^ 1, P t g x 

x 
h 

J h(^x,v +  — ֊ {p + Sx tsx {dp) ^ h{x, v + tSx) 

as z ^ 1. Furthermore note that 

j j h{x,v + tSx)e - tdtp{dx) = J h{x,v + {dx,d\), 

where K is given in the theorem. Using [10, thm lj, one immediately sees that C^ is 
indeed the Campbell measure of a random measure. Therefore Prz has a weak limit 
P as z ^ 1 and P is a solution of the functional equation 

CP{h) = J J h{x,v +  X)CR{dx,d\)P{dv). • 

Finally we address the distribution of the random variable ( B under P for B e 
B0 , which can be derived from the integration by parts formula (S^ 0). Whenever 
p{B) > 0 P{(B = 0) = 0 since т is an infinite measure and therefore P{(B = 0) = 
exp ^—K{ZB > 0)^. Furthermore, since K is concentrated on the set of measures 
of the form rSx, any family ( B l , . . . ZBn of pairwise disjoint Borel sets B1,...Bn is 
independent. 

Next we apply (S^ 0 ) to the function h := 1B ® 1{t<zB<t+e} for t,e > 0 to get 
information about the distribution of ( B : 

P(ZB e {t,t + e]) = J I  1 — 1 { t < ^ ( B ) < t + e } p ^ ) P { d p ) 

= p { B ) I I - + — 1 { s + r e ( t , t + s ] } e - r d r P Z B 1 { d s )  

J JR+  s +  r  

ր t+e /• t + e ֊ s 1 

= p { B ) - — 1 { s + r e { t , t + E ] } e - r  d r P Z B 1 { d s )  

J 0 J t ֊ s  s +  r  

f t+e /• t+e 1 
„ s i „—u 

t + e  t + e 1 
p{B) e s —e - u duPZ - 1{ds). 

J 0 Jt u 
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The last line shows that ZB is a continuous random variable, therefore, if we denote 
by f B the density of ZB, dividing by e and e ^ 0 yields that f B satisfies 

' Л Ր 1 
fB (t)= p(B)e s - t-fB (s)(ds) 

Jo  t  

which is a Volterra integral equation. By substituting g(t) = e  t f B (t), we see th at g 
satisfies 

g(t) = !\(s)ds, 
t o 

whose solutions are multiples of t p ( B ) - 1 . Using the fact that P(ZB = 0) = 0 f B is 
the density of the gamma distribution 

tP(B)-1 

is the desired solution. 
f B  ( t ) = Щ Щ e - ' 
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