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А н н о т л ц и я . В статье получена ф о р м у л а для вычисления кинематической 
меры K(D,l) множества отрезков постоянной длины l целиком л е ж а щ и х в 
ограниченной, выпуклой области D на евклидовой плоскости. Э т а ф о р м у л а 
позволяет найти явный вид кинематической меры K ( D , l) для тех областей 
D, для которых известно распределение длины хорды. В частности, исполь-
зуя эту формулу, выводятся явные выражения для меры K(D,l) для круга, 
правильного треугольника, прямоугольника и правильного пятиугольника. 
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Пусть S - отрезок длины l и пусть D - ограниченная, выпуклая область на евкли-

довой плоскости R 2 , с площадью ||D|| и периметром |9D|. Как хорошо известно 

[1], [3], задача нахождения кинематической меры K(D,l) отрезков постоянной 

длины l, содержащихся в D, имеет непростое решение, существенно зависящее 

от формы области. Известны явные выражения для K(D, l) лишь в двух слу-

чаях [1], [2]. В первом случае D является кругом Cd, и, при этом, очевидно 

K(Cd, l) = 0, если d < l, а при d > l 

1. В В Е Д Е Н И Е 

(1.1) 
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Во втором случае D - прямоугольник Ra,b со сторонами a, b, причем K(Ra,b, l) = 

0, если l не меньше длины \/a2 + b2 диагонали прямоугольника Ra,b [1, 2], а если 

l < min(a, b), то 

(1.2) K(Ra,b,l)= nab - 21 (a + b) + l2. 

В настоящей статье получена формула, позволяющая вычислять кинематиче-

скую меру K(D, l) множества отрезков постоянной длины l, полностью лежащих 

в D, посредством функции распределения длины хорды области D. Полученная 

формула позволяет находить явный вид кинематической меры K(D, l) для об-

ластей D с наперед известным распределением длины хорды. В частности, с ис-

пользованием этой формулы выводятся явные выражения для кинематической 

меры K(D, l) для круга, правильного треугольника, прямоугольника и правиль-

ного пятиугольника. 

2. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ МЕРА 

Пусть Si = MS - образ отрезка S при евклидовом движении M G M, где M 

- группа всех евклидовых движений на плоскости. Для локально компактной 

группы M существует локально конечная мера Хаара, то есть, локально конеч-

ная мера Бореля, которая инвариантна как слева, так и справа и не является 

тождественным нулем. Отрезок Si можно определять двумя координатами (g,t), 

где g G G (G – пространство всех прямых на плоскости) прямая, на которой ле-

жит отрезок Si, а t - одномерная координата центра отрезка Si на прямой g. В 

пространстве G Х R определим меру ш(-) по его элементу следующим образом: 

m(dSi) = dg dt, 

где dg - локально конечная мера в пространстве G, инвариантная относительно 

группы M, а dt - одномерная лебегова мера на g. Мера m(-) называется кинема-

тической мерой на группе M [1], [3]. 

3. О с н о в н о й РЕЗУЛЬТАТ 

В этом параграфе получена основная формула для вычисления кинематической 

меры K(D, l) в терминах функции распределения длины хорды для области D. 
4 
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Очевидно, что K(D, l) = 0, если l > diam(D), где diam(D) - диаметр области D, 

т^. 

diam(D) = max{p(x, y) : x,y G D}, 

где p(x,y) - расстояние между точками x и y. Поэтому всюду в данной статье 

рассматривается случай l < diam(D). Очевидно, в этом случае 

K(D,l)= [[ dgdt = f (x(g) - l)+ dg, 
J J { ( g , t ) : Sr(g,t)cD} ./[D] 

где [D] = {g G G : g Ո D = Щ - множество прямых, пересекающих область D, 

x(g) = g Ո D - хорда в D, а 

+ 10, если x < 0 
I x, если x > 0. 

Следовательно 

(3.1) K(D,l)= x(g) dg -1 dg 
Կ ( ց ) > ւ Կ ( ց ) > ւ 

= n | |D| - G(l) - l IdD| [1 - FD(1)], 

где 

G ( x ) = I x (g ) dg ,  

J x ( g ) < x  

а FD(•) - функция распределения длины хорды для области D, определяемая по 

формуле 

F D (y ) = TdD I  dg. 
I d D I J x ( . g ) < v 

Преобразуем формулу (3.1) для меры K(D, l) к более удобному для применений 

виду. Для этого докажем следующую формулу: 

(3.2) G(x) = |dD| / ufD(u) du, 
J 0 

где fD(x) - плотность распределения длины хорды области D, т.е. fD(x) = FD(x) 

- первая производная функции распределения (см. [10]). Далее, для вычисления 

производной функции G(x) заметим, что 

(3.3) G ( x + 1 ՛ ՜ G ( x ) = ֊ / x(g) dg 
• x • x Jx<x(g)<x+Ax 

= (x + eAx) |dD|  F D ( X +  -  F D ( X ) . 

5 
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Затем, полагая, что функция распределения FD(x) обладает плотностью fD(x), 

устремим в формуле (3.3) Ax к нулю, получим 

G'(x) = |dD| xfD(x), 

откуда следует, что 
/• x /• x 

G(x) = G(0) + |dD| / ufD(u) du = |dD| / ufD(u) du, 
J о J о 

п о с к о л ь к у G ( 0 ) = fx(g)<0 x (g )  dg = 

Теперь преобразуем (3.2) интегрированием по частям: 
Ր x Ր x 

G(x) = IdDI / ufD(u) du = - |dD| / ud[1 - FD(u)] 
Jo J о 

= - x |dD| [1 - FD(x)] + |дD| I՝ [1 - FD(u)] du. 
о 

Следовательно 

(3.4) G(x) = |дD| I՝ [1 - FD(u)] du - x |dD| [1 - FD(x)]. 
0 

Наконец, подставляя (3.4) в формулу (3.1) для K(D,Z) получаем основной ре-

зультат параграфа: 

(3.5) K(D,Z)= п ||DM — Z |dD| + FD(u) du. 
о 

Следовательно, если известен явный вид функции FD(U) при 0 < u < Z, то 

используя (3.5) можно вывести явное выражение для K(D,Z). Эффективность 

этого подхода показана в следующих параграфах статьи. 

4 . С Л У Ч А Й К Р У Г А 

В случае круга D = C d диаметра d функция распределения длины хорды имеет 

вид [8] 

{ 0 , если y < 0, 

1 - Ք ՜ է , если 0 <y < d, 
1, если y > d. 

Следовательно, подставляя (4.1) в (3.5), получаем 

п d2 Г1 I u2 
(4.2) K(Cd,Z) = — - nd J y J 1 - ֊ շ du. 

6 
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Так как 

, Հ Г1 I й2 , d I I I l 2 
(4.3) J J 1 ֊ ^  d u = շ arcsin շ + ֊ 

то подстановкой (4.3) в (4.2) получим кинематическую меру K(Cd, l) при l < d, 

т.е. формулу (1.1). 

5. С Л У Ч А Й ПРАВИЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

В случае правильного треугольника Д со стороной a функция распределения 

длины хорды имеет вид [4, 6, 8] 

0, 

(5.1) ^ д Ы Ч 
(к + У 
\2 + ЗлД] a  ,  

У ֊ + arcsin Օր3 + V 4 y 2 - 3 a 2 
2a 3\/3 a ' тДа 

1, 
2y 2y 

если y < 0, 
если 0 < y < ^ , 

если < y < a, 
если y > a. 

Подставляя значения (5.1) функции ^д(и) в (3.5), получаем следующие выра-

жения: 

5.1. Случай 0 < l < ^ . 

K(Д,1) = ֊ 3 a l + l2 3 п V3 
4 + 6 

5.2. Случай < l < a. 

K (Д,1) 
5 n a 2 V 3 2 ' R 3 i Л з п V3 ֊ 3 al + — ֊ ( 3 n V3^\ I4

 ֊ ՜ ) 

+ 2 V3 f 
a V3/2 

4 3 

a y/3 3 a 
u arcsin du + 

2 u 2 
\J4u2 ֊ 3 a2  

du. 
s V5/2 

Однако, 

f l a՝J3 3 n a2 l2 a ՝ /3 Հ/3 a /—— -
и arcsin du = 1 arcsin — ֊ — | v 412 ֊ 3 a2  

J a _ з / 2 2 u 16 2 21 8 

[ ^ du = \J412 ֊ 3 a2 ֊ a V3 arccos • 
J a _ 3 / 2  u  

a Հ/3 
T T ' 

2 

и 

7 
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Тем самым 

՚ ՜՝ 9 a 
4 3 Г ՝""" ' Т K(Д,1) = ( 4 - l2 - 3al + դ -M—3 

(с V-3+33^a\ 
3л/3 a2 a n a + ի 2 л/ЗН ՜շ J arcsin 21 2 

Таким образом, в случае правильного треугольника кинематическая мера K(Д, l) 

имеет вид 

- 3al + l2 3 + при 0 < l < ^ , 

( f - ^ Т ) l2 - 3) + Գ ՝J41 2 - 3 a2  

+ (l2 V3 + arcsin a^f - ^ ^ при ^ < l < a. 

При этом, нетрудно проверить, что 
2 

lim K(Д,1)= lim K(Д,1) = — (бnV3 - 24V3+9) 
a 23 ^ a 23 Ю V / 

и 

K (Д,a) = 0. 

6 . С Л У Ч А Й П Р Я М О У Г О Л Ь Н И К А 

В случае прямоугольника Ra,b со сторонами a < b мера K(Ra,b, l) различного 

вида в следующих трех случаях: 

1) 0 < l < a, 

2) a < l < b, 

3) b < l < Va2 + b2. 

Для нахождения вида меры K(Ra,b, l) в этих случаях, отметим, что, как хорошо 

известно [5], [6], [8], [9], функция распределения длины хорды для прямоуголь-

ника имеет вид 

0, если y < 0, 
, если 0 < y < a, 

(6.1) F R a b (y)={ ^ь + a+b ( Գ ^ ՜ , е с л и a < У <  b, 

1 - a+b Վ ^ ա 2 + ՝ ) , если b < y 

1, если y > Va2 + b2. 

Подставляя значения (6.1) функции FRa b (y) в (3.5), получаем следующие фор-

мулы. 
8 
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6.1. Случай 0 < l < a. 

K(Rab l) = nab ֊ 2 (a + b) l + 2 (a + b) I 
Jo 

= nab ֊ 2 (a + b) l + l2, 
a+b 

du 

что совпадает с формулой (1.2) (см. также [1]). 

6.2. Случай a < l < b. Вновь пользуясь формулой (3.5) и выражением для 

FRa B(У), из (6.1) получим 

K(Rab,l) = nab ֊ 2 (a + b) l 

+ 2 (a + b) 
a 1 a b 

u г du + (l ֊ a) + -
J0 a + b a + b a + b Ja 

r l Հ/u2 ֊ a2 
du 

nab ֊ a2 ֊ 2bl ֊ 2ab arccos — + 2 b \ J l 2 ֊ a2, 

так как 

(6.2) 
'՝ 1 \Ju2 ֊ a2 /-2 2 

du = v l2 ֊ a2 ֊ a arccos j . 

6.3. Случай b < l < Va2 + b2. Пользуясь формулой (3.5) и выражением для 

F՝RAB(У), применяя (6.2) из (6.1) получим 

K(Rab l) = n a b ֊ 2 (a + b) l + 2 (a + b) 

•du + (l ֊ b) ֊ f 
o 

u du + (b ֊ a) 
լյ 0 a + b a + b 

+ 
b /• l VU 2֊— 2  

a + b a u 

nab — a2 — b2 — 2 ab 

1 a 
u г du + V u 2 ֊ b2 

arccos J + arccos ^ 

a + b a + b Jb 

b 

du 

֊ i2 + 2 b Ք2 ֊ a2 + 2 a Vi2 ֊ b2. 

Следовательно, в случае прямоугольника кинематическая мера K(Ra ,b, i) имеет 

вид (см. [2]) 

если 0 l 

K (Rab,l) = 

nab ֊ 2 (a + b) l + i2, 
n ab ֊ a2 ֊ 2 b l ֊ 
֊2 ab arccos ^ + 2 b^/l2 ֊ a2, если a < l < b, 
n ab ֊ a2 ֊ b2 ֊ l 2 ֊ 
֊2 ab [arccos a + arccos 

֊ + 2 b Vl2 ֊ a2 + 2 a V l ֊ 2 , если b < l <va 2 + b2. 

1 
u 

u 

a 
u 

a 

u 

a 
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При этом, нетрудно проверить, что 

l i m K ( R a b,l) = l i m K ( R a b,l) = n ab — a2 — 2 ab, 
l՝fa 1.խ ' 

lim K (R a b,l) = lim K (R a b,l) = n ab - a2 - 2 b 2 - 2 ab arccos ° + 2 b \Jb2 - a2  
lib ' ц . ь ' b 

K(Ra,b, Va2 + b2) = 0. 

7 . С Л У Ч А Й П Р А В И Л Ь Н О Г О П Я Т И У Г О Л Ь Н И К А 

В случае правильного пятиугольника P a со стороной a вид меры K(Pa,l) раз-

личен в следующих случаях. 

1) 0 < l < a, 

2) a < l < 2 V5 + 2 V5, 

3) 2 V5 + 2 V5 < l < M + Ճ ճ . 

При этом, нетрудно проверить, что площадь Pa равна 

5 ( P a ) 
V5« 

4 \ A + 2 V5, 

и, как хорошо известно [6, 9], функция распределения длины хорды для пра-

вильного пятиугольника имеет вид 

0, 
y ( 1 _ п ( У б ֊ 1 ) А 
a V 2 ^ 1 0 + 2 ^ 5 J ' 
1 + п (5+3 V5) y 

5a A / i 0 + 2 V 5 
2 ( Уб + 1) y 

a 

V5 + 1 

если y < 0, 

если 0 < y < a, 

arcsin I Vх 10+2 V5 

Հ + п ( 5 + 3 V5) y 
Fpa ( y ) = < ^ 5a V0+2V5 

cos ^arcsin a ^ , если a < y < | л/5 + 2 V5, 

2  (f+1) У arcsin 
a\J 10+2V5 4 y  

- V5_+1 co^arcsin  a՝J 

(V+1) 2y a r c c o s a^ 10+2 V5 
ay/10+2 V5  2y^Vb ֊ 1 )  

+ 2( V5+1) s i ^ „ r c c o s M A o + M ) 
+ ( V5 ֊1)2 s i M a r c c o s 2y ( V5 ֊1) ) если a V5 + 2V5 < y < : Դ 1 a,, 

если y > Щг1 a. 

10 
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7.1. Случай 0 < l < a. Используя (3.5) и приведенное выражение для FPa (y), 

получим 

,Հ V5 na2 / ^ , 512 nl2 (V5 ֊ 1) K (Pa, l) = 4 у 5 + 2 հ/5 ֊ 5 al + — ֊  ;  

4 2 ^ 1 0 + 2^/5՛ 

7.2. Случай a < l <  a v7 5 + 2 V5. Вновь пользуясь (3.5) и выражением для 

Fpa(y), а также равенством 

( a V10 + 2 V 5 ) \/161 2 ֊ a2 (10 + 2 V5) 
arcsin — = — — , 

a 
cos I arcsin - , , , 

4l 4l 

получим 

,n V5 n a2 / ^ 15 a2  
K(Pa, l) = 4 у 5 + 2 л/5 ֊ — 

-2 
2 2 n a2 (Հ/5 + 1) n (5 + 3V5) J 

^ 1 0 + 2 V5 2 ^ 1 0 + 2 V5 

10(V5 + 1) f l a՝J 10 + 2 V5 , ' u arcsin du 
л/10+ 2 л/5 J a 4 u 

5 a ( V 5 + 1 ) 16 u2 ֊ a2 (10 + 2 V5) 
du. 

Для упрощения этой формулы воспользуемся простыми равенствами 

^ arcsin 2 , 1 . л/1 ֊ z2 
dz = — -—г- arcsin z — 

z3 2 z2 2 z 
՝ J z 2 ֊ c2 / ֊ 2 2 c 

= v z2 ֊ c2 ֊ z2 ֊ c2 ֊ c arccos - , 
z 

. ^ 1 0 + 2 V5 2 n ^ 1 0 + 2 V5 n 
_ , arccos • . 

4 5 ' 4 10 

Тогда окончательно получаем 

Հ/5 П a? / _ „ ^ n a 
K(Pa, l) = ֊ Y 5 + ^ V 5 + + ^ ^ v / 5 + 1 W 1 0 + ^V5 

4 

^i2 ֊ 8 a2 (10 + 2 V5)^ arcsin • 
5 ( V 5 + 1 ) f,2 1 2 , ^ Л a\J 10 + 2 V5 
/ y [l2 ֊ - a2 (10 + 2 V5) arcsin — 

V^0 + 2V5 V 8 ( V 41 

+ 12 П / 5 + 3 ֊ 1 5 a ^ ^ 1 2 ֊ a2 (10 + 2 У5)՛ 
2V10 + 2V5 1 6 

11 
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7.3. Случай 2 V5 + 2 V5 < l < ( V E + 1 ) ( 

для Fpa (y), а также тождеством 

. Вновь пользуясь (3.5) и выражением 

a V 1 0 + ^V5N 
sin I arccos •= 

I 21 (V5 - 1) , 
sin a 

\J412 ( V5 - 1)2 - a2(10 + 2V5) 

21 (V5 - 1) 

получим 

K (Pa,l) 
15 a2 V5 п a2 / T-

2 п a2 (V5 + 1) , п (5 + 3V5) 

+ 

^ 1 0 + 2 V5 

10 ( 7 5 + 1) 

^ 1 0 + 2 7 5 J 

5 a ( V 5 + 1 ) , 
8 J 

5 ( V 5 + 1 ) 2 

^ 1 0 + 2 7 5 J 

5 a ( V 5 + 1 ) , 
( V5 - 1)3 J 

+ 
2 ^ 1 0 + 2 7 5 

^ 1 0 + 2 V5 u arcsin • 
4 u 

du 

^ 1 6 u2 - a2 (10 + 2V5) 
du 

a V 10 + 2V5 
, u arccos _ 

• v ^ ^ 2 u (V5 - 1) 
du 

^ 4 ( V5 - 1)2 u2 - a2 (10 + 2 V5) 
• V5+2 ys 

2 

du. 

Подстановкой простых равенств, использованных при рассмотрении предыду-

щего случая, а также равенств 

arcsin ^ 1 0 + 2 7 5 п ^ 1 0 + 2 7 5 
= —, arcsin • 

(V5 - 1 ) ^ 5 + 2 ^ 2 2 ( v ^ + 1 ) 5 ' 

формулу для K(Pa, l) приведем к следующей упрощенной форме: 

/ T- па2 \J 10 + 2 V5 
V5 + ^v /5 + K ( P a , l) 

V5 па 2 

V5 - 1 
1 5 (հ/5 + 1) - 2 - ± a2 

^ 1 0 + 2 7 5 V 8 
l2 — a2 (10 + 2 7 5 ) ) 

V 1 0 + 2 7 5 
4l 

l 2 п ( 5 + У 5 ) - 1 5 a ^ ^ 1 2 - a2 (10 + 2 7 5 ) 
V10 + 2V5 1 6 16 

+ 5 ( 7 5 + 1 ^ + а ^ Щ ^ А 
V W 1 0 + ^>/5 (V5 - 1)3 У 

+ 1 ( 5 2 է 7 5 - ^ 3 ^ 4 ( - 1)2 l2 - a2 (10 + 2 75). 

12 

W 10 + 2V5 
21 ( 7 5 - 1) 

4 
2 

u 

u 

п 
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При этом, нетрудно проверить, что 
2 

lim K(Pa, l) = l i m K ( P a , l ) = - Ւ ( 2 7 ֊ 7 ^ ֊ 15 lfa {  a ' Ha {  a ' 4 У V 1 0 + 2 V5 

lim K ( P a , l ) = lim K (Pa,l) 
lt 2 л/5+2 _5 l.l 5+2 _5 

, 

i ^ P a , ^ a ) = 0 . 

Замечание 7.1. Выше вычислены точные значения меры K(D,i) в некоторых 

частных случаях, для которых известен явный вид функции распределения дли-

ны хорды. Однако, в [9] дан явный вид для функции распределения длины хор-

ды для любого правильного многоугольника, а, в частности, для правильного 

шестиугольника соответствующий результат можно найти в [7]. Следова-

тельно, пользуясь результатом [9] можно вычислить меру K(D, i) для любого 

правильного многоугольника. 

и 

Abstract. The paper proves a formula for calculation of the kinematic measure 

K(D, l) of set of segments with constant length l, entirely contained in a bounded 

convex domain D of the Euclidean space. The obtained formula permits to find an 

explicit form for the kinematic measure K(D, l) for the domains D with known chord 

length distribution. In particular, application of the obtained formula gives explicit 

expressions for K(D, l) in the disc, regular triangle, rectangle and regular pentagon. 
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АННОТАЦИЯ. Хорошо известно, что произвольная группа G I является CEP-
подгруппой как прямого произведения G I х G2, так и свободного произведе-
ния группы G I с любой группой G2. В работе получено необходимое и доста-
точное условие, при выполнении которого множитель Gi га-периодического 
произведения О  n Gi произвольного семейств а групп {Gi } i £ i , являет ся CEP-

iel 
подгруппой. В частности, согласно полученному критерию, любая группа 
G I нечетного пер иода га > 665 являет ся CEP-подгруппой га-периодического n 
произведения G i * G2 для произвольной группы G2. 

M S C 2 0 1 0 number: 20F05, 20F50, 20Е06. 

К л ю ч е в ы е слова: п-периодическое произведение; CEP-подгруппа; некоммута-
тивный аналог группы рациональных чисел. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе [1] С. И. Адяном для каждого нечетного п > 665 была построена новая 

операция умножения групп, названная периодическим произведением данного 

п п 

умножения обладают многими свойствами классических операций свободного и 

прямого произведений групп, в том числе и свойством наследственности по под-

группам. Последнее свойство означает, что для любых подгрупп Hi сомножите-

лей Gi апериодического произведения П " ^ с е м е й с т в а гр упп {Gi}ieI тожде-
ie i 

ственные вложения Hi ^ Gi продолжаются до вложения п-периодического про-
изведения П  nHi семейства подгрупп { H i } i e I в п-периодическое произведение 

i e i 
П  nGi, т.е. подгруппы сомножителей порождают в П  nGi свое п-периодическое 
ieI ieI 
произведение. 

15 
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Построенные операции периодического произведения групп решают проблему А. 

И. Мальцева о существовании ассоциативной, точной и наследственной по под-

группам операции (см. также [3], [4]). Доказано также (см. [5]), что периодиче-

ское произведение нечетного периода n > 665 данного семейства групп является 

простой группой в том и только том случае, когда каждый множитель этого 

произведения становится единичной группой при добавлении тождества xn = 1. 

Этот замечательный критерий простоты позволяет строить новые серии конечно 

порожденных бесконечных простых групп в многообразиях периодических групп 

нечетного составного периода nk, где k > 1 и n > 665 и, тем самым, получить 

положительный ответ на вопрос: может ли многообразие, отличное от многооб-

разия всех групп, содержать бесконечное количество неизоморфных неабелевых 

простых групп? (см. проблему 23 монографии [6]). 

Работой [1] открылись новые возможности в теории периодических групп. В ней 

показано, что теория Новикова-Адяна (см. [7], [8]) может быть распространена 

на изучение факторизаций свободных произведений по специально выбранным 

соотношениям вида Xn = 1. Именно, построение теории на базе свободных про-

n 

дробный обзор см. в [9]). 

n 

связанные с так называемыми CEP-подгруппами (Congruence Extension Property) 

Речь идет о вполне естественном свойстве подгруппы: любую конгруэнцию на 

данной подгруппе H можно расширить до некоторой конгруэнции на всей груп-

пе G (следовательно, любая факторгруппа подгруппы H группы G естесвенным 

G 

В литературе для CEP-подгруппы помимо E-подгруппы используется также 

название Q-подгруппа (см. [13], [14]). Понятие CEP-подгруппы было введено Б. 

Нейманом в работе [10], где указанные подгруппы названы E-подгруппами. 

Определение 1.1. Подгруппа H группы G называется CEP-подгруппой, если 

для любой нормальной подгруппы NH группы H существует, нормальная под-

группа Nq группы G такая, что H Ո Nq = NH. 
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В частности, в работе [11] (см. также [12]) доказано, что в абсолютно свободной 

группе F2 ранга 2 с порождающими a b подгруппа порожденная элементами 

[а, b 2 i - 1ab - ( 2 i - 1 )], ( i = 1, 2,...) является CEP-подгруппой, изоморфной свобод-

ной группе F x бесконечного ранга. Соотношения 

н1 = H/NH = H/H Ո NG ~ HNG/NG < G/NG = G1 

показывают, что справедлива 

Лемма 1.1. Подгруппа H группы G является CEP-подгруппой тогда и только 

тогда, когда любой эпиморфизм H ^ H1 на произвольную группу H1 можно 

продолжить до эпиморфизма G ^ G1 на некоторую группу G1, содержащую 
H 1 

H G CEP 

H G CEP 

CEP 

CEP 

H G CEP 

H G 

1H : H ^ H продолжается до некоторого гомоморфизма а : G ^ H). 

Запись H <СЕР G означает, что H является CEP-подгруппой группы G, или, 

H CEP G CEP 

легко следует, что если H < С Е Р G И G < С Е Р F, ТО H < С Е Р F, т.е. свойство 

CEP 

CEP 

шанского из работы [15], согласно которой произвольная неэлементарная гипер-

CEP 

группе Fx бесконечного ранга. 

Как показано в работах [16], [17], свободные бернсайдовы группы В(т,п) до-

статочно большого нечетного периода богаты свободными периодическими под-

CEP 

бернсайдовых групп В(т,п) достаточно большого нечетного периода, изоморф-

ные свободным бернсайдовым группам В(ж,п) бесконечного ранга. 
17 
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В дальнейшем через П  nGi будем обозначать п-периодическое произведение се-
iei 

мейства групп { G i } i e i введенное Адяном в работах [1], [2] для всех нечетных 
n 

п > 665. В случае двух множителей будем употреблять запись G1 * G2. 

Из определений прямого и свободного произведения непосредственно следует, 

G1 CEP 

ния G1 х G2, так и свободного произведения G1 * G2 группы G1 с любой группой 

G2. В работе получено необходимое и достаточное условие, при выполнении ко-

торого множитель Gi апериодического произведения П  nGi произвольного се-iei 

мейства групп {Gi}ie^ являет ся CEP-подгруппой. В частности, будет показано, 

что любая группа G1 нечетного пер иода п > 665 являет ся CEP-подгруппой п-

периодического произведения G1 n G2 для произвольной группы G2, а также, что 

для любого простого числа p и для любой группы G группа Ap(m,n) является 

CEP-подгруппой n-периодического произведения Ap(m, п) n G (группа Ap(m, п) 

есть фактор группа группы A(m, п) ֊ некоммутативного аналога группы рацио-

нальных чисел по подгруппе (dp), где d ֊ порождающий элемент центра группы 

A(m,п) (см. [20])). 

CEP 

Теорема 2.1. Множитель G1 п-периодического произведения G1 n G2 групп G1 

и G2, где \G2\ > 2, является CEP-подгруппой тогда и только тогда, когда лю-

бая нетривиальная нормальная подгруппа NGl группы G1 содержит, подгруппу 

Gn, порожденную в семи п-ми степенями элементов группы G1. 

G1 CEP G = 

G1 n G2. Пусть NGl ֊ нетривиальная нормальная подгруппа группы G^ a N та-

кая нормальная подгруппа группы G, что имеет место равенство NGl = N Ո G1. 

Выберем произвольные нетривиальные элементы a, g, b1, b2 такие, что a G NGl = 

N Ո G ^ g G G1 и b1,b2 G G2, вде b1 = b2 ^^o условию \G2\ > 2). Рассмотрим 

элемент b- 1ab1b- 1ab2g. Заметим, что он не равен произведению двух инволюций 

в свободном произведении G1 * G2, т.е. - в ранге 0, так как из теоремы о нор-

мальной форме для свободных произведений непосредственно следует, что один 

из циклических сдвигов произведения двух инволюций имеет вид i1zi2z - 1, где 
18 



О С В Р - П О Д Г Р У П П А Х ... 

i1 и i2 инволюции го сомножителей произведения G1 * G2, а слов о z либо пусто, 

либо \i1zi2z - 1\ = 2\z\ + 2. Значит слово b- 1a(b1b- 1)ab2g над алфавитом свобод-

ного произведения G1 * G2 есть элементарный период ранга 1. Поскольку a G N, 

то (b- 1ab1b- 1ab2g) n = gn( mod N). 

Так как слово b- 1a(b1b- 1)ab2g является элементарным периодом ранга 1, то, 

согласно определению апериодического произведения, в группе G выполняется 

соотношение (b- 1ab1b- 1ab2g) n = 1. Следовательно gn = 1( mod N), что означает 

g n G N. Но так как g G G1, то gn G N Ո G15 т.е. gn G NGl. Таким образом, 

из условия g G G1 следует, что gn G NGl и поэтому имеет место включение 

Gn с NGl. Необходимость условия доказана. 

Теперь предположим, что любая нетривиальная нормальная подгруппа NGl груп-

пы G1 содержит подгруппу Gn, т.е. Gn С NGl. Рассмотрим произвольный эпи-

морфизм ф1 : G1 ^ G[ и докажем, что его можно продолжить до эпиморфизма 

из группы G = G1 * G2 на некоторую группу G', содержащую G[ в качестве 

подгруппы (см. лемму 1.1). 

Если эпиморфизм G1 ^ G[ является изоморфизмом, то существование нужного 

п 

теорему 3 работы [1]). Поэтому можно считать, что G i1 = G1/NGl для некото-

рой нетривиальной нормальной подгруппы NGl < G1. Обозначим G'2 = G2/G* 

и построим п-периодическое произведение G' = G[  n G'2. По условию теоремы 

Gn С NGl, следовательно, группы Gi суть периодические группы периода п для 

i = 1, 2. Воспользуемся следующим утверждением. 

Лемма 2.1. (см. [1], теорема 5) Если все группы Gi семейства {Gi}ieI суть пе-

риодические группы показателя п, то периодическое произведение П  nGi этих 
iei 

п > 665 п 

Gi 

п. Построим отображение ф : G1 * G2 ^ G1 * G'2, сопоставляя каждому эле-

менту gilgi2...git в нормальной форме свободного произведения G1 * G2 элемент 

g'il gi ...gi G G', где каждый эле мент gis принадлежит или г руппе G1 или группе 

G2, s = 1,...,t & gi есть элемента gis при соответствующем естественном 19 
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эпиморфизме Gi ^ Gi, i = 1,2. Из определения отображения ф следует, что 

оно является продолжением ф1. Чтобы доказать существование нужного эпи-

морфизма ф : Gi * G2 ^ G'x * G'2, достаточно показать, что отображение ф можно 

пропустить через периодическое произведение Gi * G2. 

Докажем, что образ каждого определяющего соотношения группы Gi * G2 при 

отображении ф есть определяющее соотношение группы G'. Произведение Gi * G2 

получается из свободного произведения Gi * G2 добавлением некоторых опреде-

ляющих соотношений вида An, где A G Gi*G2, следовательно, нужно проверить, 

что ф(Ап) = 1 в группе G. Но по определению ф(Ап) = (ф(А))п, а группа G', 

n 

n 

Gi G 

G'i ֊ в группу G'. Теорема доказана. • 

n 

коммутативна и ассоциативна. Поэтому, из теоремы 2.1 вытекает 

Следствие 2.1. Пусть множество | J (Gi — {ei}) содержит, более одно-
i e l - { к } 

го элемента. Тогда множитель Gk п-периодического произведения семейства 

групп {Gi}ieI является CEP-подгруппой группы П  пGi в том и только том 
i e i 

случае, когда любая нетривиальная нормальная подгруппа NQk группы Gk со-

держит подгруппу Gn, порожденную в семи п-ми степенями элементов группы 
Gk-

Как известно (см., например, [6]), группа с единственной минимальной нетри-

виальной нормальной подгруппой называется монолитической, а ее минималь-

ная нормальная подгруппа называется монолитом группы. Согласно этому, тео-

рему 2.1 можно переформулировать следующим образом. 

Следствие 2.2. Пусть группа G2 содержит, более двух элементов. Тогда мно-
n 

житель Gi п-периодического произведения Gi * G2 является CEP-подгруппой 

Gi n Gi 

Gn = {1} . 
20 
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Теорема 2.2. Пусть в группе G1 содержится не более одной инволюции. Тогда 

множитель G1 п-периодического произведения G1 * G2, где \G2\ = 1, является 

CEP-подгруппой тогда и только тогда, когда любая нетривиальная нормаль-

ная подгруппа NGl группы G\ содержит подгруппу G 

Доказательство. Если \G1 \ < 3, то утверждение очевидно, поэтому предполо-

жим, что \Gi\ > 3. Пусть NQ1 ֊ нетривиальная нормальная подгруппа группы 

Gi, a. N < G = G1 * G2 и имеет место равенство NGl = N Ո G1. Выберем произ-

вольные нетривиальные элементы a, g,b такие, что a G NGl = N Ո G1y g G G1y 

a = g и b G G2. Так как в группе G1 содержится не более одной инволюции, 

то можно считать, что a = g±\ Следовательно, слово b - 1abg не равно произ-

ведению двух инволюций в ранге 0. Очевидно, слово b - 1abg есть элементарный 

п 

имеет место равенство ( b - 1 a b g ) n = 1 в группе G. Поскольку a G N, то 

(b - 1abg) n = gn( mod N), 

значит gn = 1(modN), т.е. выполнено соотношение gn G N. Следовательно, 

из условия g G G1 вытекает, что gn G NGl, т.е. имеет место включение G* С 

NQ1. Необходимость условия доказана. Достаточность утверждения доказыва-

ется аналогично теореме 2.1. • 

Следствие 2.3. Любая группа G1 нечетного периода п > 665 является CEP-

подгруппой п-периодического произведения G1 * G2 для произвольной группы G2. 

В качестве другого применения теоремы 2.2 рассмотрим фактор группу Ap(m, п) = 

A(m, п)/(dp), где п > 1003 ֊ произвольное нечетное число, m > 1, p ֊ произволь-

ное простое число, а группа 
ж 

A(m, п) = {a1, a2, ...am, d \ ajd = daj и An = d для всех An G Ա EI и 1 < j < m) 
i=1 

есть некоммутативный аналог группы рациональных чисел, построенный и ис-

следованный в Ap(m, п) 

Ap(m, п) = (a,1, a2,...am, d \ dp = 1, ajd = daj, 
ж 

A n = d для всех An G Ա Ei и 1 < j < m). 
i=1 
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Л е м м а 2.2. Подгруппа (d) содержится в каждой неабелевой подгруппе группы 

Ap(m, п). В частности, группа Ap(m, п) ֊ монолитическая группа с монолитом 

Ap(m,n) n = (d). 

Доказательство. Пусть Д - произвольная неабелева подгруппа группы Ap(m, п), 

а Д ее образ при естественном гомоморфизме 

Ap(m, п) ^ B(m, п) = Ap(m, п)/(d). 

Поскольку фактор группа неабелевой группы по центру ֊ нециклическая группа, 

Д 

Д 

менты порядка п. Согласно утверждению [8, гл.VI, теорема 1.2], в Д содержится 

некоторый элемент вида TAT-i, где A ֊ элементарный период некоторого ранга, 

т.е. An G U°= i Ei. Тогда элемент TA nT - i = TdT-i = d принадлежит Д. Первая 

часть утверждения доказана. 

Остается показать, что если Д - нетривиальная абелева нормальная подгруппа 

группы Ap(m,n), то Д = (d). Поскольку подгруппа Д абелева, то ее образ Д 

тоже ֊ абелева нормальная подгруппа. В силу теоремы Адяна (см. [8, гл.VI, тео-

рема 3.3]), всякая абелева подгруппа группы B(m, п) циклическая, т.е. Д = (y) 

для некоторого элемента y G B(m, п). Так как произвольный элемент x группы 

B(m, п) нормализует подгруппу (y), то \(x,y) \ < п2 для любого x G B(m,n). По 

теореме Адяна (см. [8, гл.VII, теорема 1.8]) всякая конечная подгруппа группы 

B(m, п) ֊ циклическая группа. Поэтому подгруппа (x,y) ֊ циклическая, в част-

ности, x и y коммутируют для любого x G B(m, п). Тогда y принадлежит центру 

B(m, п) 

пы B(m, п) т.е. (y) - тривимьнм подгруппа и поэтому Д С (d). Но 

\(d)\ = p ֊ простое число, а Д нетривиадьна, значит Д = (d). • 

Заметим, что при p > 3 групп a Ap(m, п) ^е имеет инволюций, а группа A2(m, п) 

d 

p G 

Ap(m, п) является CEP-подгруппой п-периодического произведения Ap(m, п) * G. 
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Любопытно, что монолит (d) группы Ap^m/a) является простой подгруппой и 

в то же время совпадает с центром группы A^m,^, а каждое из этих условий 

(d) являлась CEP 

G1 CEP 

for the direct product G1 x G2 and the fee pro duct G1 * G2 of G1 with any gr oup G2. 

G i 
n 

of a п-periodic product П Gi of any family of groups {Gi}ieI is a CEP-subgroup. 
iei 

G1 п > 665 

CEP п G1  n G2 G2 
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АННОТАЦИЯ. В данной работе приводятся достаточные условия для (C, а , в ) 
суммируемости тригонометрических рядов Фурье и сопряженных рядов. 
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1 . В В Е Д Е Н И Е 

Пусть числа {A^ e } ^ 0 определяются как коэффициенты разложения в степен-

ной ряд следующей аналитической функции 

1 / \ в 

• ( ь ֊ ) = n = 0 N < 1 

где a и в суть действительные числа. 

В [4] А. Зигмундом детально изучены свойства этих чисел. Приведем некоторые 

из них. 

, a я n a (ln п) в  
1-2 ~ г / + 1 ) , a = ֊ 1 , ֊ 2 , . . . , 

i ( a + 1) 

(1.3) А а в - в ( ֊ 1 ) а - 1 (|a| ֊ 1)!na ( l n п ) в - 1 , a = ֊1, ֊ 2 , . . . , 

(1.4) A a + 1 ' e ֊ А— в = Аая, nA^ - 1' 1 3 = aA^^ + вАа- в1 - 1. 

Пусть дан ряд J2 an и пусть Sn = a0 + a1 + ... + an частичные суммы этого ряда. 
Рассмотрим следующее линейное преобразование частичных сумм 

1  n 1  n  

( 1 - 5 )  t a ' e =  A a - k ' e  S k =  A < a ' - k a k • 
A n k=0  An k=0 

Sn S 

Чезаро или методом (C,a,[3), если 

lim t an e = S. 
n— 
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Приведенный метод суммирования ввел в рассмотрение А. Зигмунд в 1924 году 

[4]. Легко заметить, что при в = 0 метод суммирования (С, а, в) совпадает с 

классическим методом суммирования Чезаро или с (С, а) методом. Обобщенные 

средние Чезаро изучались в ряде работ ([5], [6], [10], [11])- Отметим, что этот 

метод является регулярным при а > 0, в G R, то есть в этом случае из сходимости 

последовательности Sn к числу S всегда следует сходимость средних t к тому 

же числу. 

В данной работе изучаются сходимость обобщенных средних частичных сумм 

рядов Фурье и сопряженных тригонометрических рядов. 

Пусть дана 2п— периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t). Обо-

значим через a(f) ее ряд Фурье 

(1.6) a ( f ) ~ —о + ^ an cos nt + bn sin nt. 
2 n=1 

Параллельно будем рассматривать сопряженный с ним ряд и функцию f (t), со-

f(t) 

a(f) ~ ^^ an sin nt — bn cos nt n 
n=l 

, ч ^ч 1 , TV ч 1 , I'П f (x + t) — f (x — t) , 1-7 f (t) = — 2 ֊ l i m 0 f(x,e) = — — lim  J  { ^ ' /2 >-dt. 2n s^о 2n s^о Je tan t/2 

Введем еще следующие обозначения 

Vx(t) = f (x +1)+ f (x — t) — 2S, фх (t) = f (x + t) — f (x — t), 

S 
Обобщенные средние Чезаро частных сумм рядов (1.5) и (1.6) имеют вид 

1 n 

t an՛' (x) =  A a ֊ k , e Sk ( x , f ) , 
A n k=0 

= A anzk' e Sk (x,f). 
k=0 

Учитывая, что 

1 ր 
Sn(x,f ) = ֊ (f (x +1)+ f (x — t))Dn(t)dt, 

n J о 

1 ' ' J ( x Iо 
~ 2 гп ~ 
Sn(x,f ) = Փx(t)Dn(t)dt, 

n J о 
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где Dn(t) и Dn(t) ֊ ядро Дирихле и сопряженное с ним ядро 

sin (n + 1 / 2 ) u ֊ cos u/2 — cos (n + 1 / 2 ) u 
D n ( u ) = 7Г- / о —  и  D n ( u ) = 7Г- /о ՛ 

2sin u/2 2sin u/2 

получаем интегральное представление для обобщенных средних Чезаро 

1 I՝п  

(1.8) ta , e(x,f) = ֊ / (f(x+1)+f(x—t))Ka , e(t)dt, 
n J о 

~ 2 f n ~ 
( и ) (x,f ) = — ֊ Ф х т а в (t)dt, 

n J о 

где использованы следующие обозначения: 

( 1 Л ° ) ка/(t) = ֊ ± A - / D k ( t ) = -О-в <է s i n 2 k i + / 2 ) t , 
A n k=0  An k=0 ' 

<'•"> ^ ( t ) = A 1 5  : A n z t ' Խ » = 1 с 2 — л1вit Հ ֊ - k ' 
A n k=0 A n k=0 ' 

= 2 2 — я а - в (t). 

Приведем результаты непосредственно относящиеся к настоящей работе. 

Для сходимости в точке ряда Фурье по тригонометрической системе известен 

следующий результат (см. [1], стр.168). 

Теорема (признак Лебега-Гергена). Пусть 2п-периодическая, интегрируе-

f(t) x 

\Px(t + h) — px(t)\ I (t)dt ( h ) I Wx(t + h) — yx(t)\ dt ( 1 ) h + 0 y>x(t)dt = o(h) и dt = o(1) при h ^ +0. 
J 0 Jh  t  

Тогда в этой точке частичные суммы ряда (1.6) сходятся к числу S. 

Далее в работе [7] Жижиашвили, обобщая условия Лебега-Гергена, привел до-

статочное условие для (C, а) суммируемости рядов Фурье при a G ( — 1,1). 

Теорема (Л. Ж и ж и а ш в и л и ) . Пусть 2п-периодическая, интегрируемая функ-

f(t) x 

( h (t)dt (h) f П \*x(t + h) — yx(t)\ dt ( 1 N h + 0 
J P x ( t ) d t =  o ( h ) U J  d t = o ( h а )  n p u  h ^ + 0 . 

(C, а) S 

Аналогичную теорему он доказал для сопряженных рядов Фурье. 
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2 . Ф О Р М У Л И Р О В К А O C H O B H B I X Р Е З У Л Ь Т А Т О В 

В данной работе приводятся достаточные условия для (С, a, в) суммируемости 

рядов Фурье и сопряженных рядов. Точнее будут доказаны следующие теоремы. 

Теорема 2.1. Если 2п-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
,h  

(a) / ^x(t)dt = o(h) при h ^ +0 
J 0 

(b) Լ \?x(t + h) — ^ x ( t ) \ l n t ( + n / t ) dt = o ^ ^ п р и h ^ +0, 

где a G ( — 1,0) U (0,1), в G R, или a = 0 в > 0  mo  e этой mочке ta , e(x, f ) ^ S 

при n ^ ж. 

Теорема 2.2. Если 2n-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 

( а ) Լ < f x ( t ) d t = l n ( h / h ^ ^  nPu  h ^ + 0 x 
0 

J \px(t + h) — px(t)\ ( i n 2 ^ dt = ^ ^^ ^In ^ при h ^ +0, (ь) Լ \?x( . h ; 7 ՝ ՝ ՛ " ՝ 1 

то в этой точке t- 1 e ( x , f ) ^ S при n ^ ж. 

Аналогичные теоремы справедливы и для сопряженных рядов. 

Теорема 2.3. Если 2п-периодическая, интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
h 

՚ —5֊ (а) / фx(t)dt = o(h) при h ^ +0 
0 

{'П ine (2n/t) / ine (1/h)\ 
(b) Լ \фx(t + h) — фx(t)\ t 1 J dt = o Լ h ^ J при h ^ +0, 

где a G ( —1, 0) U (0,1),в G R, или a = 0 ,в > 0,  mo  в этой точке ta՝ e(x,f) — 

f (x, n) ^ 0 щи n ^ ж. 

Теорема 2.4. Если 2n-периодическая , интегрируемая на периоде функция f (t) 

x 
h 

(a) J фx(t)dt = o^in  h / ^ при h ^ +0 

28 



( b ) 

С У М М И Р О В А Н И Е Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Р Я Д О В Ф У Р Ь Е И ... 

I \фх(Ь + h) — фx(t)\ln e Դdt = օ^Խ h) j  n pu h ^ +0 

то в этой точке tn k ՝ e ( x , f ) — f (x, n) ^ 0 при n ^ ж. 

Замечание 2.1. Условия теорем 2.2 и 2.4 отличаются от условий теорем 2.1 

и 2.3 при формальной постановке в них а = —1. Для (C, — 1,в) суммируемо-

сти приходится налагать на функцию более жест,кие требования. В дальней-

шем мы увидим, что это обусловлено ухудшением поведения ядер Чезаро при 

а = —1. 

Замечание 2.2. В дальнейшем через C1, C2, C3,... мы будем обозначать посто-

n t 

3 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О О С Н О В Н Ы Х Л Е М М 

Леммы ДЕШ Н ОГ О параграфа используются в доказательствах теорем 2.1 - 2.4. 

Лемма 3.1. При 0 < t < п справедливы следующие соотношения 

(a) для любых а G ( — 1,1) и в G R 

К а в(t) = O(n) и dtK՝ 1 3(t) = O(n2) при n ^ж, 

(b) для любого в > 0 

К - 1՝ в(t) = O(n In n) и ֊ К - 1 ՝ в ( t ) = O(n2 In n) при n ^ ж. 

Доказательство. Легко проверить (например с помощью теорем 8.4 ֊ 8.7 в [1] 

стр. 32), что при а G ( — 1 , в G R справедлива оценка 
п 

k a ln e k = O(n a + 1 ln e n) при n ^ ж. 
k = 1 

Используя эту оценку и свойства (1.2), (1.4) и (1.10) получим 

к а ՝ в (t)\ = Ь Е <n!՝e Dk (t) 
k=0 

1 1  n  

—\ s V A a՝ e, cos kt 2 Л".в ' ' n-k 
An k=1 

nn 1 

O 
n" ln en 

ln e k = O(n), 
k=1 

֊ К ՝ " < " 
A a ՝ в  

A n k=1 

VA a ՝  e k k sin kt 
nn k 

1 

O J 2 k a ln e k = O(n 2). 
k=1 
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При a = —1, в > 0 используя (1.3) и оценку 

Е 
k=1 

ine - 1 k 
k 

O(ine n) при n ^ ж, 

получим 

к - 1 в (t)\ 
1 1 

- k=1 
—I TS y ^ A ՜1'? cos kt 

An 
O 

n ^ i n e - 1 k t i n e-1 

k=1 i n e - 1 n ^ k 
O( n in n) , 

A n k=1 
Лемма 3.1 доказана. 

1 ՚ 
- r e Y l A - - k k s i n k t 

O( n2 Հ-1 i n e - 1 k 
i n e - 1 

n k=1  k  

O(n 2 inn). 

• 

Следующая лемма доказывается аналогичным путем. 

Лемма 3.2. При 0 < t < п справедливы следующие соотношения 

(а) для любых a G ( — 1,1) и в G R 

К?/(t) = O(n) и dKZ՛ 1 3(t) = O(n2) при n ^ ж, 

в > 0 

К - 1 в(t) = O(n in n) и —K - 1' e(t) = O(n2 in n) при n ^ ж. 

Для приведения следующей леммы, введем функции 

V1(t)= in + (п — t)2 2 \в/2 

2 sin t/2 4 
п — t 

V2(t) = в arctan — -—, t G (0, ж). 

t G (0, ж), (3.1) 

( 3 . 2 ) 
2 sin t / 2 

Тогда имеет место следующая лемма, впервые доказанная Харди для частного 

в=0 

Лемма 3.3. При —1 < a < 1, в G Rut G (0,п] справедливо представление 

(t) = ^ ( t ) + ( t ) , 

где 

(3.3) (t) V1(t) 
A a e (2 sin t/2) 1+а 

1 + a A na r , ֊ r r / s 
n + — ) t — ֊y — вVշ(t) 

и для любого 1/n < t < п 

(3.4) M! = M nt 3  при n ^ ж. 
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Доказательство. Если а2 + в2 _ 0, то учитывая (1-4), (1.10) и применяя преоб-

разование Абеля получим 

(t) _ V ՝ Л а - 1 ' в  S [ n ( k  + l / 2 ' ) t 
K  ( t ) _ չօւքՆ  An -k շ sin t/2 

k=0 

1 
2AZ'P sin t/2 

1 
2Aa՛^ sin t/2 

-Im 

2 sin t/2 

e i ( n + 1 / 2 ) t ^ 2 A ^ - l ' 1 3 e - i k t 

k=0 

-Im ei(n+1/2)t 
(1 - e - i t ) - 1 J 2 A' 

t a - 2 ' в -ikt 
k e 

k=0 

+ 
Ла-1'թ 

n 

4Aa e sin 2 t/2 

W 
Из свойств (1.3) и (1.2) следует, что при —1 < а < 1 ряд AO;-2'13e - i k t при 

t G [0, п] сходится равномерно, поэтому имеем 
k=0 

к а ՛ 1 3 (t)_ ^ (t)+к՛" (t), 

^ (t)_ Im 
1 e - i t ) - 1  W  

1 —  e  ) V ՝ A a - 2 ՝ p e-ikt 

2A0.' 1 3 sin 2 
k 

k=0 

Щ'Р(t) _ —Im 
ei(n+1/2)t(11 — e - i t ) - 1 

2 A ^ sin 2 

W 

E 
k=n+1 

A-k-2'в e - i k t + 
Aa-1'թ 

n 

4A^ sin 21 

kA a-2'թ 
k ^ и k ^ то, то согласно теореме Таубера (см. напр. [12] 

t_0 

Y^A ak - 2 e e - i k t  

k=0 (1 — e - i t) it\a-1 ln-1 e -

Следовательно 

tff (t) 
2 A a e sin 2 

Im 
ei(n+1/2)t t e 

ln • 
(1 — e - i t ) a  1 e -

Отделяя мнимую часть получим (3.3). Заметим, что из (1.2) и (1.3) следует, что 

при а < 1 и при достаточно больших k последовательность 2 ' в стремится 
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к нулю монотонно. Учитывая это и воспользовавшись леммой Абеля и неравен-

ством \Imz\ <\z\, получим 

\R? ,e(t)\ < 
1 

4Ak'e sin21/2 

O 

Ak 
k=n +1 

а-2,в -ikt + 
4Ak' e sin2t 

^-n 
A a e t3 

+O 
A a~1,P ^-n 
A a e t2 

= O ( i ) + O ( ^ ) = 

Последняя оценка справедлива, поскольку n 2t3 = (nt) • nt2 > nt2 при t > 1 

Оценим теперь производную от (t) 

( t ) = I m 
p i(n 1 — e - i t) it -1 

2A0,'13 sin 1/2 
A 

k=n+1 

а ֊ 2 , в -ikt 
k  e  

— Im 

+ 

ie i ( n  1 — e - i t) it 1 

2Aa e s i n t/2 

ла-1,в V 
n 

kA 
k=n+1 

а-2,в e ֊ i k t 

4Ak e sin 2 t 
2 . 

Законность почленного дифференцирования оправдывается тем, что при каж-

n 

при t > 1. Это следует из теоремы 2.4 (см. [1J, стр. 16) и из монотонного стремле-

ния к нулю последовательности kA?  2' в. Действительно, используя (1.4) имеем 

(k + 1)A°k+ 21' e — A - 2 * = (a — 1)A? - 2' e + в Л a k ֊ 2 ' в ֊ 1 , 

где второе слагаемое в правой части является бесконечно малой более высокого 

k 

что и (a — 1)A?  2' в, следовательно согласно (1.2) сохраняет знак для достаточ-

но больших k, с другой стороны в силу (1.2) kA?  2' в ^ ^ и k ^ ж. После 

несложных вычислений и вновь воспользовавшись леммой Абеля, получаем 

м O 
A a - 2 , i 3  

Ak'e t4 
+O nAar2e 

Ak' e t 3  . nt3  

В случае a 2 + в 2 = 0 легко заметить (см. (1.10)), что Kn՝ 0(t) = Dn(t) и по-

этому представление (3.3) остается справедливым, поскольку ^>n 0(t) = Dn(t), 

R0 0(t) = 0. Лемма 3.3 • 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 3.3. 
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Л е м м а 3.4. При — 1 < а < 1, в G Rut G (0, п] справедливо представление 

(3.5) на ՛ в (t)_ & ՛ в (t)+Ra ՛ 1 3 (t), 

где 

(t) 
V1 (t) 

Aa(2 sin t/2) 1+a 
1 + а А па 

n + ֊ ) t — ֊ 2 ֊ — eV2(t) 

а при 1/n < t < п 

(3.6) \Ra՛"(0! _ о Ш , nt 3  при n ^ то. 

В дальнейшем нам понадобятся следующие две элементарные леммы, которые 

легко вытекают из теоремы Лагранжа о конечных приращениях (см. [2], стр. 

226). 

Л е м м а 3.5. Пусть для а > —1 и в G R функция ша՛ բ(t) : t G (0, 2п] имеет 

(0, 2п) 

влетворяет условиям 

Ша , t) * ^ ш а , <Ч = о ( О- о ( ^ 

при t ^ +0. Тогда при t > h справедливы утверждения 
n 2п/t 

(а) \Ша ք (t + h) — Ша ՛ в (t)\ < C1 а h, 

(b) t tt (Ша 'в (t + h) — Ша ՛ в (t)) < ° 2 t 3+ a  h, 
n 2п /t 

(С) \Д2Ша ՛ թ (t)\ :_ \Ша ք (t) — 2Ша ՛ в (t + h) + Ша ՛ в (t)(t + 2h) \ < C3 h2 . 

Л е м м а 3.6. Пусть функция Ш-1 ՛բ(t) : t G (0, 2п] имеет на (0, 2п) непрерывные 

производные до второго порядка включительно и удовлетворяет условиям 

'ln 1 3 - 1 2п/Л ^ , в 2п < , ^ ln 1 3 - 12п^ Ш-1 в(t) * ln e -у, Ш- 1 ՛ ^ ( t ) _ 0(  1  
t ա՚Լ 1 ՛в(t) _ O 

t2 

при t ^ +0. Тогда при t > h справедливы утверждения 
ln e - 1 2п/t 

(а) \ш-1 ՛в(t + h) — ш-1 ՛^(t)\ < C4 -—'— h, 

(b ) d  ( Ш - 1 ՛ в ( t +  h )  —  Ш - 1 ՛ в ( t ) )  < C5 

lnP 2п/t 
(с) \Д 2Ш-1 ք(t)\ :_ \Ш-1 ,թ(t)—2Ш-1 ,թ(t+h^-1 ք(t)(t+2h)\ < C 6 — h 
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Если функция (г) удовлетворяет условиям леммы 3.5 при а > - 1 и А е R, 

то справедлива следующая лемма. 

Лемма 3.7. Пусть дана 2п-периодическая функция g(t), удовлетворяющая при 

h ^ +0 следующим условиям 
րե 

(a) G(h) = ( g(t)dt = o(h), 
0 

(a) . . , , . . 1пв 2n/t Лп в 2 1 /h 
lg( t + h) - g( t)l t i + a d t = o 

где а е ( —1,0) U (0,1),в2 > в1 или а = 0, թ2 > тах{в1, 0}. Тогда при n ^ <х> 

справедливы следующие соотношения: 

Т° = [ g(t)wa в1 (t) cosntdt = o (п а 1пв2 n) , 
.У п/n '  V ' 

Q ° = / g(t)ua в1 (t) sin ntdt = o (п а 1пв2 n) . 
Jn/n '  v ՚ 

Доказательство. В выражении T^ сделаем замену переменной t на t + n: 

т а = — g [t + n ) (t + n ) cos ntdt. 

Складывая два разных выражения для T^ и совершая простые преобразования, 

получим 

2та g(t) — g (t + n J (t) cos ntdt 
/ 

+ g (t) (t) — t + ֊ 
п/  n  

+ 

п/ 

/ ' 
п/ п 

cos nt dt 

g (t + n ) — g(t) ^ав1 (t) — (t + n ) j cos nt dt 

+ g (t + П ) w a e (t + П ) cos nt dt 
J n - n / n  V  п У  V  п У  

/
п/n 5 

g (t + ^ ^ав1 (t + ^ COS nt dt = ^ т а к . 
Оценим каждый из слагаемых по отдельности. Учитывая условие (Ь) настоящей 

леммы и условия леммы 3.5, получаем 

ТОд | < C 7 • Լ |g(t) — g(t + n ) 
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Снова используя условие (Ь) и утверждение (а) леммы 3.5 будем иметь 

/

П 

•  9(t + n ) — g(t) | |Ша ՛ в! (t) — Ша՛в (t + n ) 
tt 

£ „ H' + n ) ֊ M ՝ ^ ։ _ ln- ,,) 
< C8 

n Jn/u ՜  ճ  n  

Учитывая утверждения (а) и (b) леммы 3.5, для TU5 получим 

TOO՛ 5\ _ 

r2n/u 

' n/u 
д^Ша, ^ (t) cos nt dt < 

r2n/u 
С(։)Ш'0 թւ (t) c o s nt dt 

С(։)Ш0՛թ1 (t) c o s nt 

,-2n/u 

n/u 

2n/u 

n/u 

С ( ։ ) Ш 0 ՛ ( t ) s i n nt dt 

< o(n a ln 1 3 1 n) + C9 / \C(t)\ 
V ' Jn/u 

+ Cgn 

2 n / " , ln^1 2п/t 
t 2+0 tt 

f 2 n /" ln^1 2п/t , 
' СШ—Г^ ֊ dt 
n/u  t  

֊- ln?2 . 

В выражении TO0 2 снова делаем замену переменной и прибавляем к друг другу 

получившиеся два разных выражения. После несложных преобразований полу-

чим 

f 2 n / u Г ( п 
2T0'2 _ g(t) ШаЛ (t) — Шав1 t + ֊ 

Jn/u � � n  

+ g(t) աօ՚թւ(t) — աօ՚թւ ft + -
Jn-n/n L \  n  

րn-n/u 

cos nt dt 

cos nt dt 

+ 

+ 

'n/u 
nn-n/u 

g(t) Ша՛/Յւ (t) — 2աօ՚Բւ (է + nj + աօ՚Բւ (t + n 
2п 
n 

cos nt dt 

g(t) — g[t + -n Ша-'в1 С + n ) —  աօ՚Բւ ( t cos nt dt 

=  t 0'k. 
k=1 
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Слагаемые t ^ i и оцениваются также как и ТО 5 и ТОз• Для оценки t0 3 вос-

пользуемся утверждениями (а) и (Ь) леммы 3.5 
п-п/ 

Кз1 
п/ 

g(t) Д 2 (t) cos ntdt < 

,- п - п /п d 
G(t) dt [ Д 2 ( t ) ] cos nt dt 

п/ dt 

G(t) Д 2шаф1 (t) cos nt 
п-п/ 

п/ 

+ 
п-п/ 

dt 

G(t) Д 2 и а ф 1 (t) sin nt dt 

рп-п/n 
< o n Ьв n) + C10 o ( = o ( n a b * 

Аналогично получается оценка для ^ ^ . Таким образом, получаем ТО2 = o ^n a 1пв2 n 

Приступим к оценке ТО^4. Достаточно оценить следующее выражение 

Т g(t)^cte1 (t) cos ntdt, 

поскольку ясно, что \ТО4 — Т° 41 = o [По 1пв2 n j . При а > 0 или а = 0,в2 > 0 

оценка Т ° 4 = o 1пв2 n j очевидна. Пусть а е ( —1, 0). 

Сначала покажем, что 

f g(t)dt = o ( 
•)п-Ь \ 

1пв2 А 
——— при h —> +0. 
նՐ- / 

Действительно, 

f  п  
п-— 

/ g(t)dt = / [g(t + h) 
п-— — 

2— 

— 

< Cii — ՜ |g(t + h) — g(t)| dt 
2— 

g(t)dt 
'1п в 2 1/h 

h° 

Учитывая, что функции wn(t) = (t) cos nt, n = 2, 3,... непрерывны на [п — 

п/п,п\ и имеют на этом отрезке равномерно ограниченные вариации, получаем 

Т n,4 
' п-п / n 

g(t)wae1 (t) cos nt dt / Un(t)d( g(u)du 
' п - п / n \'J t 

< 

< C 1 2 max 
0<Н<п/г. 

f п - п / n 

п 

рп рп рп 

wn (п — п/n) g(u)du + / g(u)dud^n(t) 
ЛП-П/П J п - п / n J t 

g(t)dt 
п-— 

= o 1 пО 1пв2 n I . 
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Таким образом утверждение леммы 7 для TO доказан о. Q0 оценивается анало-

гично. Лемма 3.7 доказана. • 

Пусть ա-1ք(t), где в G R - функция, удовлетворяющая условиям леммы 3.6. 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 3.7, с единственным разли-

чием, что вместо леммы 3.5 используется лемма 3.6. 

2п 

g( t) 

(a) C(h) _ J g(t)dt _ o ^ n p u h ^ +0, 

Ր 2п ( 1 \ 

(b) \g(t + h) — g(t)\ ln 1 3 —dt _ olh lnA ֊ при h ^ +0, 

где в < в1 + 1- Тогда при n ^ то: 
л Ր (ln 1 3 1  

T- 1 _ ( g(t^-1'P(t)cosntdt _ o ( 
J n / u \ 

Q- 1 _ / g(t^-1'P (t) sin ntdt _ o 
J n/u \ 

n 

n 

4 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М 

Доказательство теоремы 2.1. Достаточно оценить разность 

1 ք՛ո С n ГП 
tO' e(x,f) — S _ - Լ yx(t) • KO' e(t)dt _ Լ + J n _ I1u(x) + I2u(x). 

I1u(x) оценивается при помощи условий теоремы 2.1 и утверждения а) леммы 

3.1. 
րո / u րո / u 

I1u(x)_ <fx(t) • KO' 1 3(t)dt 
Jo 

t  n / u ,-n/u d С t 

_ KO' 1 3(t) Vx(u)du — -KOO' e(t)dt Vx(u)du _ o(1). 
o
 I

 o o dt o 

I2 (x) 2 

I2u(x)_ f 9x(t)KO' p(t)dt 
J n / u ոխ 

րՈ րՈ 

/ Vx(t)vO' e(t)dt + Vx(t)RO' P(t)dt _ R1u(x) + R2u(x). 
J n / u J n / u 

x x 
n/ n/ 
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Воспользовавшись интегрированием по частям и применив лемму 3.3, получаем 

R2n(x) = ( ^x(t)RC e (t)dt 
J п/n 

f t  п ր d fd  

= (u)duRC e (t) — / -RC e (t)dt ^x(u)du = o(1). 
J 0 п/n J п/n  d t J 0 '0 п/n J п / n  ш J 0 

Для завершения доказательства остается оценить R1n(x). Учитывая (3.3), полу-

чим 
1 п 

R i n ( x ) = -ГОв ^x ( t )  
An J п/n 

Vi(t) 
АО' 1 3 J п/n (2 sin t/2) i+'֊ 

• SiՈ 1 + а па 
n + ֊ ) t — ֊y + eV2(t) 

1 

dt 

A а ՚ 3 / / An J п/n 

^x(t)Q1 (t, а, в) cos ntdt + в ^x(t)Q2 (t, а, в) sin ntdt 

ni(t, а, в) = --  V i (t t )i sin 

в) = 

(2 sin 2) 1 + а 

Vi(t) 
(2 sin 2)1+О 

cos 

АО՛ 3 I ! 
An J п/n 

1 + а па 
—t — T + в • V2(t) 

1 + а па 
— t — ֊ у + в • V2(t) 

Легко проверить, что функции 01(t , а, в) и &2^,а,в) удовлетворяют условиям 

леммы 3.5 и 

Q1(t, а, в) 
2п \!3 2п А3 

11п т ) „ ; „ п а r w + „ я̂  ^1п ՜ ) п а 
- s in—, & 2 и,а , в ) г^ t i + О 2 '  2\ 1 1 г / t i + О cos 

2 
при t ^ 0. 

Пусть сначала а = 0. Взяв в лемме 3.7 g(t) = yx(t), в 2 = в1 = в> ^Ов (t) 

Qi(t, а, в), i = 1, 2 (условия леммы 3.7 очевидно выполняются), получим 

/ ^x(t)Q1(t, а, в) cos nt dt = o (пО 1n3 n) , 
ип/n v ' 

/ px(t)Q2(t, а, в) sin ntdt = o 1n3 ^ . 
ип/n v ' 

Отсюда Rin(x) = o(1). 

а=0 

fi1(t, 0,в) = V i ( t ) ՝ sin 
n ' (2 sin t/2) 

«2(t, 0 , в ) = ^ ^ L cos (2 cost/2) 

2 + « t ) 

2 + вVշ(t) 

Легко заметить 

ni(t) - ( 1 n 2 n / t ) 3 - 4 02(t) - ( 1 n 2 n / t ) ^ n t ^ 0. 
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Взяв сначала в лемме 3.7 g(t) = <fx(t), в2 = в1 = в > 0 и0,в(t) = &2(t, 0, в), 

получим 

/ <fx(t) • H2(t, 0,e)sinntdt = o ( V n . 

Далее взяв в ней g(t) = ^x(t), в2 = в > 0 в1 = в - 1 uo,e-i(t) = Mi(t,0,в), 

получим 

J px(t) • n1(t, 0, в) c o s ntdt = o (ln e n) , 

то есть снова R1n(x) = o(l^. Теорема 2.1 доказана. • 

Доказательство теоремы 2.3. Согласно (1.7) и (1.9) имеем 

(x) - f ( x , п ) = - ֊ ( п ы т а / ( t ) d t + 2 f " т . 

n п J о П J n 

Далее поступим так же, как и в доказательстве теоремы 2.1. Первое слагаемое 

оценивается с помощу первого утверждения леммы 3.2, второе оценивается при-

g(t) 

на этот раз ^x(t). Теорема 2.3 доказана. • 

Доказательство теорем 2.2 и 2.4- Доказываются таким же образом, что и тео-

ремы 2.1 и 2.3, с той разницей, что мы будем пользоваться вторыми свойствами 

лемм 3.1, 3.2, леммой 3.3 и леммой 3.8. В остальном все доказательство прово-• 

Автор выражает глубокую благодарность М. Г. Григоряну, под руководством 

которого выполнена настоящая работа. 

Abstract . The paper gives sufficient conditions for (C, а, в)-summability of Fourier 

trigonometric series and conjugate series. 
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АННОТАЦИЯ. Описываются нормализированные числовые образы некото-
рых 2 х 2 комплексных матриц. 
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К л ю ч е в ы е слова: Нормализированный числовой образ; конические сечения. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть (H, {•, •)) ֊ гильбертово пространство и A ֊ оператор в H. Множество 

^ ( A » = { A m : ^ = ' } 

в [1] получило принятое в настоящее время название - нормализированный 

A 

ственных векторов, основанный на величине 

\{A u,u)\ 
ճէփв ||Au|| • ||u|| ՚ 

Практически одновременно М. Г. Крейн в [6] ввел понятие угловой девиации 

A 

сти, в вопросах определения скорости сходимости итераций при решении опе-

раторных уравнений методом Ричардсона [4]. 

Некоторые свойства нормализированного числового образа исследованы в [2]. 

В |3| описаны эти множества для некоторых конечномерных и бесконечномер-

ных операторов. Оказывается, что в отличие от обычного числового образа 

оператора, который согласно классической теореме Хаусдорфа-Теплица всегда 
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есть ограниченное выпуклое подмножество комплексной плоскости, нормали-

зированный числовой образ имеет довольно сложную геометрическую структу-

ру. Даже в простейшем нетривиальном случае ситуация довольно неординар-

на. Поэтому интерес к такому частному случаю кажется вполне оправданным. 

Ниже мы опишем нормализированные числовые образы некоторых 2 х 2 ком-

плексных матриц вида 

Л = ( А | , где А, n.v.aG C. 
\а 0j ' 

2. С Л У Ч А Й Н О Р М А Л Ь Н О Й М А Т Р И Ц Ы 

Имеет место следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Нормализированный числовой образ нормальной матри-

Л 

круга. В исключительных случаях он может выродиться в хорду или радиус 

единичного круга. 

Л 

Л 

тарное преобразование произвольного оператора не меняет нормализирован-

ный числовой образ), ее можно представить в виде 

'А 0 ՝ 

л = ( 0 0 ) . 
a 

А 
ф, argо = ф (это обозначение будет использовано на протяжении всей работы). 

Сперва мы рассмотрим случай А, о = 0 и пусть и = -j A G C 2 \ {0} и arg А 

ф, argо 

Тогда 
{Ли, u) \a\2 А + \թ|2 о 

(2.1) z (t) = x (t) + iy (է) 

у л и у у и у ^ А Й А А ^ ^ А + А 

эез t G [0; мы получг 

{Ли, и) Xt + о 

Обозначив частное \a\2 / \թ\2 через է G [0; мы получим 

И Г ի է2 + С\А\2 + \0\2) է + \0\2 ' 

z (+го) = e a r g л . 
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Пусть А = a + ib и թ — c + id՛ Отделив действительную и мнимую части, будем 

иметь 

at + c 
x՞ — x՞ (t) — , , 

v / a T b 2 ) t 2 T ( a 2 T b 2 T c 2 T d 2 ) t T c 2 T d 2 
( 2 ՚ 2 ) , Հ bt + d 

y — y (t) — —, = , 
v / a T p y t 2 T ( a 2 T b 2 T C 2 T d 2 ) i T c 2 T d 2 

y bt + d dx — cy 
откуда — — .Подставив t — — в первое из уравнений (2.1), получим 

x at + c ay — bx 

(ad — bc)2 — (a2 + b2) (dx — cy)2  

+ (a2 + b2 + c2 + d2) (dx — cy) (ay — bx) + (c2 + d2) (ay — bx)2 ՛ 

x y 

(d2 (a2 + b2) + b2 (c2 + d2) — bd (a2 + b2 + c2 + d 2 ) ) x 2 

+ ((ad + bc) (a2 + b2 + c2 + d2) — 2ab (c2 + d2) — 2cd (a2 + b2)) xy 

+ (c2 (a2 + b2) + a2 (c2 + d2) — ac (a2 + b2 + c2 + d2)) y2  

— (ad — bc)2 ՛ 

Далее 

• շ է . շ , \А\2 + H 2 • • Л 2 •in2 ф + sin2 ф г—j-:—:— sin ф sin ф x2  

\А\ H / 

(IА|2 + I |2 \ 

—\ + — sin (ф + ф) — sin 2ф — sin 2ф xy \А\ \Բ\ ) 
(I—12 + i |2 \ 

cos2 ф + cos2 ф 1—n—I— cos ф cos ф y2 — sin2 (ф — ф) ՚ 
\А\ \ \ \ А\ 2 + \ 

Обозначив к — —г—-—:—, получим 
\А\\ц\  3  

(sin2 ф + sin2 ф — к sin ф sin ф) x 2 + 

(2.3) (к • in(ф + ф) — ЯП2Ф — •in2ф) x y + 

(cos2 ф + cos2 ф — к cos ф cos ф) y2 — sin2 (ф — ф) ՛ 
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Дискриминант квадратичной формы (2.3) равен D — —  к  - 4 sin2 (ф — ф) . Так 

как к > 2 в силу неравенства между средне-арифметическим и средне-гео-

метрическим, то кривая, определенная уравнением (2.2) есть часть одной вет-

ви гиперболы, содержащаяся внутри единичного круга (вырожденная, если 

sin (ф — ф) — 0, что эквивалентно ф — ф, ф — ф — п или к — 2, означающее 

\А\ — \բ\). Действительно, если ф — ф, то 

\А\ t + \բ\ z (t) егФ 

\j\А\212 + (\А\2 + H 2 ) t + И 

и кривая сводится к двум отрезкам, соединяющим точки е гф и 2 • е гф в 

противоположных направлениях. При ф — ф — п имеем 

\А\ t — \и\ (t) — 

\j\А\212 + (\А\2 + \M\2) t + И 5 

В этом случае Wn (A) есть диметр единичного круга, соединяющий точки —е г ф  

и е гф .Если же \А\ — \բ\, то 

z ( t ) —  А +  И — егф  t , гг֊ф 1 

Z ( t ) — \А\ t + И — 6 1 + t + 6 1 + 1 

представляет собой выпуклую комбинацию егф и ег^. 

Квадрат длины действительной полуоси есть 

го2 — 4 ^ 2 cos2 ^ . 
(\А\ + \И\)2 2 

ф+ф 
Вершина гиперболы имеет полярные координаты ( m; —2— ), откуда 

inf 

( ф + ф \ Г ՝;—)•< 

\{Ax,x)\ _ 2^\ЩИ\ Ф — ф 
лх=в \\Ax\\\\x\\ \А\ + \И\ 2 ՝ 

Эта формула является обобщенным неравенством Канторовича [4]. В оставши-

— 0 

{Au,u) А\а\ \а\ 

\ \ A u H \ u \ \ \ А \ ^ \ а \ 2 + И 2 ^ \ а \ 2 + \в\2 

е г ф, (а — 0), 

так что в этом случае кривая есть полуоткрытый интервал (0, е г ф . 
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3 . С Л У Ч А Й М А Т Р И Ц Ы С Н У Л Е В О Й С Т Р О К О Й ИЛИ С Т О Л Б Ц О М 

а) Пусть 

(3-D Л = ( J 0 ) . о о 

,2 и {Au, u) = A |а| + vfia. 

Условие a = 0 означает {Au, u) = 0, поэтому рассмотрим случай а = 0. Пусть 

далее 
{Au, u) 

w = 
IIAull • ||u|| 

Имеем 
A |a|2 + vfia A + vz 

|Aa + vei^laf + |в|2 |A + vzl • у/1 + |z|2 

где z = й Обозначая т(z) = , z = ֊ ֊ получаем 
a A + vz| v 

(3.2) w (z) = . 
1 + |z|2  

Пусть Cr = {z : |z| = r} , (r > 0) и Dr = {A + vz : z G Cr}. Очевидно, что Dr 

есть окружность радиуса V r с центром в точке A. Так как Wn (cA) = в1 a r g  cWn (A) 

для любого комплексного c, то можно предположить, что один из элементов 

матрицы A есть положительное чисто. Для простоты предположим, что A > 0. 

Если 0 < r Հ. j^y, то 

r Խ | 
(3.3) |argт (z)| Վ arcsin —— 

A 

и образ Cr при отображении (3.2) есть дуга окружи ости радиуса v , 1 + r 2 , опре-

деленная неравенством (3.3), так что концы этой дуги будут иметь координаты 

V1 + r 2 ' V1 + r 2 

Если же r > Щ, то образ ом Cr будет вся окружность. Г раницей Wn (A) явля-

ется огибающая этих кривых. 
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Исключая r из формулы (3.4), получаем 

y = ^ 
А2 + \ V j 2 

Предложение 3.1. Пусть Л - матрица вида (3.1) с некоторым А > 0 .Ее 

нормализированным числовым образом является область, ограниченная в пра-

вой полуплоскости, эллипсом с большой полуосью 1 и малой полуосью ,  l v l „, 
V Л2 + \v\2 

а в левой полуплоскости - полуокружностью с радиусом, равным малой полу-

А 

повернута на угол arg А. 

Нетрудно заметить յ что для ^жюрдэжовои клетки с нулевой диэхюнэльк) 

'0 V՝ 
( I ; ) 

J = \ 0 0 / 

нормэлизировэжнълм числовым образом является открытый единичныи круг 

{z : \ z \ < 1}. 
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б) Случай матрицы с нулевым столбцом. Пусть 

( 3 . 5 ) A = £ 0 ) 

S = ~ / A v 

( A V № 7 M R v ֊ A , 

Очевидно, что матрица S унитарна и имеет место равенство 

A0 SCS*= , _ п v 0 (A 0 ) 

означающее, что матрицы 

с = ( 0 0 ) " - = ( A 0 ) 

унитарно эквивалентны. Таким образом, мы приходим к следующему резуль-

тату. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Нормализированные числовые образы матриц (3.1) и (3.5) 

совпадают при \v\ = \a\. 

4 . С Л У Ч А Й М А Т Р И Ц Ы С Н У Л Е В О Й Г Л А В Н О Й Д И А Г О Н А Л Ь Ю 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Нормализированный числовой образ матрицы 

A = ( a 0 ) , v = 0 , a = ° , 

есть эллипс. 

Доказательство. Имеем 

{Au, u) vpa + аав 

HAullllull yj\ve\2 + \aa\ 2y/\a\2 + в \ 2 ՝ 

Обозначив 
Հ. arg v ֊ arg a \ 

V 2 ) 

a arg v ֊ arg a 
z = = exp ՛ 

в 
после несложных преобразований для указанного частного получаем 

{Au,u) mz + z Հ arg v + arg a\ 

( 4 Л ) Ш М = Jm2 + izi2 J i + izi2 Е Х Ч * 2 ) , 
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где m = щ, z G C. Первый множитель в правой части (4.1) равен 

mre i t + re - i t r (m + 1) cos t + ir (m — 1) sin t 
V m2 + r 2 V1 + r 2 \/m2 + r 2 V 1 + r 2 

r 

r (m + 1 ) r \ m — 1 \ 

Л/m2 + r 2 V 1 + r 2 Հ/m2 + r 2 V 1 + r2 ' 

каждая из которых достигает своего наибольшего значения при r = л/m. По-

этому границей интересующей нас области будет кривая, которая получается, 

если в (4.1) подставить z = վա exp(it). Таким образом, область, ограниченная 

эллипсом 

w (t) = (cos t + i\V \ — \ a \ sin Л exp ( i a r g  v + a r g A , t G [0, 2n) 
\ \V \ + \  Ծ \ ) \ 2 ) 

есть нормализированный числовой образ матрицы А • 

5. С Л У Ч А Й Ж О Р Д А Н О В О Й К Л Е Т К И 

Пусть 

Л = 10 V1 . 

Тогда 
{Ли,и) \ a \ 2 + vAa+ \ в \ 2  

у Л и У • у и у ^ \ a + v e \ 2 + \ в \2 • 

Обозначив z = j e ~ l a r g v , получим 

1 + \ v \z + \ z \ 2  

w = 
փ \ V \ + z \2 + 1 V \ z \2 + 1' 

так что в дальнейшем мы будем считать, что v > 0 и опускать знак модуля. 

Тогда 
1 + Vx + x2 + y2 — iVy 

(v + x) 2 + y2 + 1 V x 2 + y2 + 1 

Зафиксировав x или получим координатные кривые w = f (y) или w = g (x) . 

Используя производные легко усмотреть, что точка, в которой достигается ми-

нимум g (x) не зависит от y и имеет место при x = — 2. Другое доказательство 

4 8 
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Рис. 2. Координатные критзтыо — g ( * ) дл.я слунам v — 1 
y = [—1.3, 1.3] с шагом 0.1 

w= 
t2 + 1 — V + y2 — ivy 

(2 + 1 ) 2 + y2 + 1 V (2 — t)2 + у2 + 1 
, t = * + շ . 

вертикальной прямой z = — v/2 + iy, y e R 

f (y) = 

Имеем 

f (y) = 

1 — v2/4 + y2 — ivy 
1 + v 2 /4 + y2 

1 + v2/4 — y2 i v y 
4 + v2 4 + v2 1 + v2/4 + y2 1 + v2/4 + y2 
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Л . 3. Г Е В О Р Г Я Н 

Обозначив ^42+,/2 = tan (t/2), полу՛ 

4 v2 v . . + — — 2 cos t + i ; n sin t, t e [0; 2n) . 
4 + v2 4 + v2 

Окончательно получаем следующий результат. 

Предложение 5.1. Нормализированный числовой образ матрицы 

՜Ճ v 
A 

( 0 Ճ ) 

есть внутренность эллипса 

4 |Ճ | 2  

+ • 
|v|2 

4 |Ճ | 2 +|v|2 4 |Ճ | 2 +|v|2  
cos t + i 

|v| 

\J4 |Ճ|2 + \v|2 

sin t I exp (i arg Ճ). 

zdet e [0, 2n). 

Случай общей ненормальной матрицы A = ^ 0 / J ° Р а з л и ч н ы м и 

ственаыми значен^ми (Ճ = Ճ, / = 0) будет рассмотрен схематично. Так как 
s 

1 j и ( / V Ճ ) суть собственные векторы A, можно положить u 1 
Тогда 

(5.1) 
{Au, u) 

A F M 

Ճ |s| + vs + / 

\Ճտ + v|2 + | / | 2 V | s | 2 + 1 

Средний член удовлетворяет неравенству 

М 

փճտ + v|2 + | / | 2 ^ | s | 2 + 1 

Пусть a, c - ненулевые, a b ֊ произвольное комплексное число. Тогда 

ф а + b|2 + |c|2 ^ | а | 2 + |c|2 

< |b| 

откуда 

v| < 

y j ^ s + v |2 + | / | 2 v/|Ճs|2 + | / | 2 

< 2 
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Рис. 3. Нормализированным чж< :\;ю[юй образ диагональной 
матрицы 4 х 4 

Разность между двумя выраясениями опродолонными (формулами (̂ 2 и 

\х\ • v 
+ А + 

v 1И = 3 V |, 
1Л1 • И ՝ И խ1 

ловой образ A лежит в малой окрестности гиперболы, определенной Предло-

образ A мало отличается от нормализированного числового образа жордановой 

клетки. 

A = diag (1 + i, 3 + i, 3 + 4i, 1 + 4i), 

( с м . РИС. 3). 
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Abst rac t . A description of the normalized numerical ranges of some complex 2 x 2 

matrices is given. 
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АННОТАЦИЯ. В статье рассматриваются ограниченные операторы, задан-
ные в банаховых пространствах LX(B) и Ь1(Б), где Б — единичный шар 
в C n . Областью значений этих операторов являются, соответственно, про-
странства A^ (р) и A1 (ф) голоморфных функций, которые зависят от нор-
мальной пары весовых функций {р, ф}. 

M S C 2 0 1 0 number : 30Н05, 46Е15 
К л ю ч е в ы е слова : банаховые пространства; аналитические функции; нормаль-
ная пара; проекторы. 

1 . В В Е Д Е Н И Е 

В работе рассматриваются пространства А т о(ф) и A1(ф) функций, голоморфных 

в единичном шаре B с C" . Эти пространства зависят от пары весовых функций 

{ф, փ}, и их естественным образом можно рассматривать как замкнутые подпро-

странства соответственно (B) и L l(B). 

Многие свойства весовых пространств голоморфных функций, такие, как их пол-

нота, ограниченность функционала "значение в точке", непрерывность ք-растя-

жения и др. (см. предложения 2.1-2.4) справедливы для весьма общего класса 

весовых функций: достаточно, чтобы они были положительными, непрерывны-

ми и удовлетворяли (2.1). В то же время вопросы, связанные с ограниченностью 

операторов естественного проектирования требуют, чтобы скорость стремления 

к нулю функции ф была бы ограничена сверху и снизу степенными функциями. 

В связи с этим, следуя Шилдсу и Вильямсу |!| . вводится понятие нормальной 

функции (определение 2.1) и понятие нормальной пары весовых функций (опре-

деление 2.2). Понятие нормальной пары оказалось удобным для формулировки 
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утверждении, связанных с оценками интегралов и для описания проекторов, за-

данных в весовых пространствах (лемма 3.4, теоремы 4.1 и 4.2). 

В данной статье некоторые из результатов, полученных в [1] для случая единич-

ного круга на плоскости, обобщаются на случай единичного шара в C n . 

Ниже будем пользоваться следующими обозначениями: 

(z, w) = ^"=1 zkwk — скалярное произведение для точек z,w G C n , a \z\ = \J(z, z) 

֊ соответствующая норма; 

B = {z G Cn: \z\ < 1} ֊ открытый единичный шар в C n ; 

S = dB = {z G Cn: \z\ = 1} ֊ его граница, являющаяся единичной сферой в C" ; 

H(B) ֊ множество всех функций, голоморфных в B; 

dv ֊ мера Лебега в C" , нормированная условием v(B) = 1, 

da ֊ мера площади поверхности на S , нормированная условием a(S) = 1; 

для мультииндекса m = (m1,..., mn) обозначим 

m! = mj! • • • mn\, \m\ = mi + • • • + mn, zm = zJ"1 • • • z"1"-

2. П Р О С Т Р А Н С Т В А Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Пусть функции p(r) и ф(т) положительны и непрерывны на [0,1) и 

(2.1) lim p(r) = 0 и / ф(г) dr < ж. 
Jo 

Среди этих функций выделим так называемые нормальные функции и нормаль-

ные пары. 

Определение 2.1. Положительная и непрерывная на [0,1) функция p назы-

вается нормальной, если существуют три константы 0 < е < k и 0 < r0 < 1 

такие, что 

p(r) p(r) 
убывает при r0 < r < 1 и lim — — = 0, (1 _ r)€ u ^ - r"T- (1 ֊ rf 

p(r) p(r) 
(2.2) T ֊ ry возрастает при r0 < r < 1 и lim — -r = ж. 

(1 _ r)k r^i - (1 _ r)k  

е k p 
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Определение 2.2. Скажем, что пара функции {ф ՛ փ} составляет нормальную 

пару, если ф нормальна и существует такое число а (индекс пары), что 

(2.3) ф(гЩг) = (1 - r2) a, 0 < r < 1՛ и I փ(r) dr < ж. 

J 0 

Л е м м а 2.1. Если функция ф нормальна, то существует такая функция ՛փ, 

что {ф՛ փ} является нормальной парой. 

Доказательство см. в [1]. Отметим, что если а > к, то функция փ также нор-

мальна с соответствующими степенями а - к и а - е. 

Пусть ф и փ удовлетворяют (2.1). Продолжим эти функции в B. положив ф(z) = 

ф(|z|) и փ(z) = փ(lzl) и определим пространства голоморфных функций: 

ATO(ф) = {f е H(B): \\f \\v = sup lf(z)^(z) < ж); 
՝ ֊ zEB > 

A 1(փ) = { f е H (B): \\f = Լ lf (z)W(z)dv (z) < ж}. տ1,փ) = Հ f е H (B): \\f и = J lf (z)№(z)dv (z 

Эти пространства в указанных нормах являются линейными нормированными 

пространствами. Исследуем их свойства подробнее. 

При фиксированном z е B отображение f ^ f (z) является линейным функци-

оналом «значение в точке» в A 1(փ). Как следует из следующего предложения, 

этот функционал непрерывен. 

Предложение 2.1. Для всякой функции f е A1^) и любой точки z е B 

lf ( z ) l < ք " ( շ ո ք1 Г 2 " - 1 ' ( Г ) d r ) \\f Կ . 
( 1 - | z | ) V • / ( i + | z | ) / 2 J 

Доказательство. Следующая оценка для ядра Пуассона очевидна: 

(24) P(z0 = 1 - z L + < 2 
1  ;  У lC - z|2" (1 - | z | ) 2 " - ^ (1 - lzl) 2"- 1 • 

Пусть z е B и lzl < R < 1. В силу субгармоничности функции lf(Rz)l в окрест-

ности шара B и (2.4) имеем 

(2.5) lf (Rz)l < ք lf (RC)lP(z'C) da(C) < * f lf (RC)| da(C). 
JS (1 - lzl) JS 
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Среднее интегральное M(R) = f S \f (RZ)\ da(Z) является неубывающей величи-

ной от R. Поэтому 

2n f 1 r 2 n - 1^(r) dr f \f (RZ)\da(Z) < 
JR JS 

1 
2 n ֊ 1 < 2n f l \f (tZ)\ Г 2 П - 1 Ф ( Г ) drda(Z) = 

•JR JS 

(2.6) = \f (z№(r) dv (z) <\\f . 
•JR<\z\< 1 

Из (2.5) и (2.6) следует 

_ 2 I 2n I r 2 n - 1 

(1 ֊ \ z \ ) 2 n - 4 JR 
Сделав замену переменной Rz ^ z, получим 

\f (Rz)\ < 2 1 ( 2 n [ ՚ Г2п-1Ф(Г) dr) yf . 
(1 ֊ \z\) R 

\ f ( z ) \ < ( 2 " Հ ^ ՜ 1 ^ * ) 
Взяв R = (1 + \z\)/2, получим наше утверждение. • 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пространет,ва А1(ф) и Аж(<) являются банаховыми. 

Доказательство. Очевидно, эти пространства являются линейными нормиро-

ванными, поэтому достаточно доказать их полноту. Сначала докажем полноту 

А 1 (ф). Пусть последовательность f j фундаментальна в А1 (ф) и пусть K — ком-

пактное подмножество B. Из предложения 2.1 следует, что существует константа 

C = C(K) такая, что 

m a x \ f ( z ) \ < Cyf 

для всех f G А 1(ф). Следовательно, 

\fj(z) ֊ fk(z)\ Հ Cyfj ֊ fkIU 

для любых z G K и j, k. Поскольку f j фундаменталь на в А 1(ф), то отсюда 

B f j 

сходится к некоторой функции h, голоморфной в B. Из теоремы Фату 

следует, 

что h G А 1(ф). 

Случай Аж(<) проще. Пусть f j G Ах(<). На компактном подмножестве K шара 

функция <(z) ограничена от нуля, поэтому \fj(z) ֊ fk(z)\ < C<p(z)\fj(z) ֊ fk(z)\ = Cyfj ֊ fk\Iv, z G K. 
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Если последовательность f j фундаментальна в ճ^(գ>), то отсюда следует, что 

на компактных подмножествах B последовательность f j равномерно сходится к 

некоторой функции h, голоморфной в B. Нетрудно видеть, что f j сходится к h 

и в норме Лж(ф). • 

В следующем предложении утверждается непрерывность g-растяжения в про-

странстве Л 1(ф). 

Предложение 2.3. Пуст,ь f e Л1(ф) и fe(z) = f (gz). Тогда 

\\ fe  -  f llv ^ 0  nPu g ^  l ՜ -

Доказательство. Используя выражение для элемента нормированного объема 

dv в полярных координатах 

(2.7) dv(z) = 2nr 2 n - 1 drda((), z = r(, где Z e 

(см., [3, Lemma 1.8]), для любого числа 6 e (0 ,1) будем иметь 

\\fe - f \u < ! if (gz) - f rn(z) dv (z)+ 

(2.8) +2nձ Ц ( i f (grZ)l + if (rZ)l)MZ)} r 2 n - 1 Ф(г) dr. 

Ввиду того, что функция if (w)|p субгармонична, ее среднее по сфере 

m(g) = f if (grZ )l Pda(Z) 
JS 

является неубывающей величиной от g: m(g) Վ m(1). Отсюда и из (2.8) 

\\fe - f \U < f if (gz) - f (zM(z) dv (z) + 2 f if (z)^(z) dv (z), 

6 g 
• 

Отметим, что в случае n = 1 утверждения предложений 2.2 и 2.3 доказаны в [1]. 

Как известно, функции, голоморфные в окрестности B. равномерно на B при-

z 

предложения 2.3 получаем следующее 

Следствие 2.1. Голоморфные полиномы плотны в Л 1(ф). 
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Нетрудно заметить, что предложение 2.3 и его следствие для пространства Аж(<) 

неверны. Они справедливы в следующем слабом варианте. 

П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть f G Ах(<). Тогда 

(i) f g елабо* сходится к f при ջ — 1 -. 

(ii) Голоморфные полиномы, слабо* плотны в Аж(<). 

Доказательство, (i) Нужно доказать, что для любой функции g G L1(B) имеет 

место равенство 

lim / <(w)fg(w)g(w) dv(w) = <(w)f (w)g(w) dv(w). 
g^1՜ J в J в 

Это следует из теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интегра-

ла, поскольку fg(w) — f(w) поточечно при ջ — 1 - и w G B и, кроме того, 

\(<fg g)(w)\ < yf \\v \g(w)\. 

(ii) Для любого ջ G (0,1) частичные суммы ряда Тейлора функции fg (z) СХОДЯт ся 

к ней равномерно на B. Из этого факта, с учетом доказанного выше пункта (i) 
• 

3 . В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Л Е М М Ы 

Всюду ниже предполагается, что {<, ф} составляют нормальную пару. 

Л е м м а 3.1. Для любого числа c > 0 справедлива оценка 

Г da(Z) 

JS \1 ֊ ( Z , z ) \ n + C 

Доказательство см. в [3, Глава 1, §3]. 

O ((1 ֊\z\) - c) при \z\ —̂  1 - . 

Л е м м а 3.2. Для դ > ֊1 и m > 1 + 7 имеем 

I (1 ֊ pr) -m (1 ֊ r)Y dr < C (1 ֊ p) 1+Y -m, 0 <p< 1, 
0 

где константа C = C(m,j) от p не зависит. 

Доказательство см. в [1]. 

Следующая лемма является некоторой модификацией леммы 8 из [1] и мы приве-

c 

местах, необъязательно одна и та же. 58 
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Л е м м а 3.3. Пусть {ф, ф} — нормальная пара, а + в - k > -1 и m > 1 + а + թ. 

Тогда 
Г1 1 

(1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr < с — ֊ ( 1 - р) 1 + а + в - т, 0 < р< 1. 
J о Ф (Р )  Ю 

Доказательство. В обозначениях (2.2) и (2.3) имеем 
/• 1 ր0 /• 1 

(1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr = \ + / = h + 1շ. 
J о J о J r 0 

Первый интеграл при 0 < p < 1 ограничен. При p > r0 для второго интеграла 

имеем 

1շ = ( (1 - pr) -m(1 - r) e (1 - r 2 ) 
J Го 

1 dr = Г + է < 
V ( r ) 'Го -J p 

) а + в ֊ Е ( 1 r ) E 
< с (1 - pr) -m(1 - r) a + e՜^" ' dr+ 

Jrо V ( r )  

+с f (1 - pr) -m(1 - r) a+ e - k dr < Jp v ( r )  

< с ^-Հք- !P(1 - pr) -m(1 - r) a+— dr+ 
V (p ) Jr0 

+C ~ — / (1 - pr) -m(1 - r) a+ e - k dr. 
v (p ) Jp 

Отсюда и из леммы 3.2 следует требуемое утверждение, так как а + в - е > 

а + в - k> - 1 и m> 1 + а + в - е> 1 + а + в - k. • 

Следующая лемма является основной. 

Л е м м а 3.4. Если а + в - k > -1 и m > 1 + а + в, то 

I = f h ( 1 - Ф(") dv(w) < сф--(1 - i z l ) 1 ^ ֊ ™ , z e B. 
J |1 - w,z)i f ( z )  

в 

Доказательство. Пусть w = rZ, где r = |w|, Z e S. Пользуясь формулой (2.7), 

будем иметь 

I = 2n Ր ( 1 - r 2 ) e Ф ( Г ) Г 2 n - 1 ( I' M O A dr, 
\Js |1 -(Z,rz)ln +mJ 

Согласно лемме 3.1, внутренний интеграл имеет порядок 0 ( ( 1 - rlzl) -m). Обо-

lzl = p 

I < с ք (1 - pr) -m(1 - r) eФ(Г) dr. 
о 

p 
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Далее, ввиду леммы 3.3, 

I < c - ^ ֊ ( 1 ֊ p) 1+ a+ e -m = c-^-(1 ֊ \z\) 1 + a + l 3 -m. 
Ф (Р ) P ( z )  

• 

4 . П Р О Е К Т О Р Ы 

Рассмотрим отображения 

Т ՛ : АМ — L'(B), T1: А1(ф) — L 1(B), 

определяемые равенствами Txf = p f , T1g = фg. Очевидно, они являются изо-

метриями. Для их областей значений мы используем следующие обозначения: 

ТА 1 = Т1А 1(ф), ТА՛ = ТжАж(р). 

Для а > ֊1 и 1 < p < ж через Ара обозначим множество голоморфных функций 

пространства Lа = B, (1 ֊ \z\ 2) ad,v(z)), т.е. Ара = Lа Ո H(B), а через 

Ka(z, w) = /1 I \ \n+1 + a ՚ ( 1 ֊  ( w , z ) )  

воспроизводящее ядро гильбертова пространства А2а. Здесь 

= Г(п + а + 1) 

Теорема 4.1. (i) Оператор P, определяемый равенством 

(Ph)(z)= [ Ka(z,w)h(w^(w) dv(w), h G L'(B), z G B, 
в 

является ограниченным оператором, отображающим L' (B) на А՛ (ф); опера-

тор Т՛P является ограниченным проектором из L'(B) на его подпростран-

ство ТА՛. 

(ii) Оператор Q, определяемый равенством 

(Qf )(z) = f Ka(z, w)f (w)p(w) dv(w), f G L 1(B), z G B, 
в 

является ограниченным оператором, отображающим L1(B) на А 1(ф); опера-

тор ^Q является ограниченным проектором из L1(B) на его подпространство 

ТА 1  
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Доказательство, (i) Применяя лемму 3.4, получим 

ц р « т < - . \ \ ч . ք W < « и ч . ֊ է , , 
J в |1 - (w, z)l P ( z )  

откуда следует, что P является ограниченным оператором, отображающим L ,(B) 

в Л,(ф). Покажем, что это отображение сюрьективно. Пусть h e Л,(ф). Имеем 

(P(фh))(z) = I Ka(z,w)p(w)h(w^(w) dv(w) = 
J в 

(4.1) = f Ka(z,w) h(w) (1 -lwl 2) a dv(w). 
в 

Из (2.2) следует, что ф^) > с(1 - iz\ 2) k. Поэтому 

lh(z)l(1 - խ\2)ռ = if(z)l(1 -\zl 2) k(1 - l z l 2 ) a - k < 

< dlh(z)^(z)(1 -lz\ 2) a - k < <2(1 - l z l 2 ) a - k . 

Поскольку а - k > - 1 , то отсюда следует, что h e Как известно (см. [2] 

или [3]), для функций h e Л^ последний интеграл в (4.1) равен h(z). Таким 

образом, для любого h e Л , ( ф ) имеем (P(фh))(z) = h(z), т. е. оператор PT, 

Л. (ф) P 

ным отображением, следовательно, T,P является проектором из L ,(B) на его 

подпространство ТЛ 

(ii) Снова используя лемму 3.4, будем иметь 

\\Qf)\U = f l(Qf)(z)|Ф(z)dv(z) < 
J в 

< -a f ( !  l f ( ( W ) l ^ T + ( : } ) ф(.z) dv (z) = 
'в \J в i 1 - (w, z) 

ф(z) dv(z) 
в в 1 - (w, z) = -al I I , Г Т Г + 1 + J i f(w)iФНdv(w)< 

< с I - T ֊ ) if (w)i фН) dv(w) = \ \\Li. 
J в Ф ( Н )  

Q L1(B) 

Л 1 (ф). Покажем, что множество значений оператора Q совпадает с Л 1(ф). Пусть 
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g G А1 (ф). Имеем 

(Я(Ф9))(г)= Ka(z,w^(w)g(w)tp(w) dv(w) = 
J B 

(4.2) = f Ka(z,w) g(w) (1 - | w1 2) a dv(w). 
B 

t (z) 

ф(z) = ^ 

Отсюда следует, что А1(ф) с Aa. Поэтому, как и выше в пункте (i), послед-

ний интеграл в (4.2) равен g(z). Таким образом, для любого g G А1(ф) имеем 

(Q^g))(z) = g(z), т. е. оператор Q ^ является тождественным на А 1(ф). Тем 

самым доказано, что Q является сюрьективным отображением, следовательно, 

T1Q является проектором из L1 (B) на его подпространство ТА1. • 

Л е м м а 4.1. Пусть L(Ka(-,w)) — линейная оболочка множества функций 

{Ka(-,w), w G B}. Тогда 

(i) £,(Ka(-,w)) плотна в А 1(ф); 

(ii) L(Ka(-,w)) слабо* плотна в А՛(գ). 

Доказательство. Утверждение (i) равносильно тому, что £(Ka(-,w) r^>) плотна 

в ТА 1(ф), а это означает, что всякий линейный непрерывный функционал на 

ТА 1 (ф), аннулирующий £(Ka(^,w)ф), является нулевым. Таким образом, с уче-

том теоремы Хана-Банаха, достаточно доказать, что если h G LV(B) и 

(4.3) / Ka(z, w) r^>(z)h(z) dv(z)=0 
B 

для всех w G B , то h аннулирует все пространство ТА1. Пользуясь очевидным 

разложением 

1 V Г(п + 1 + k + a) k 

Հ-^ Г(п + 1 + а)Г(к + 1) {՝w՛  z  (1 -w,z))n + 1 + a k=0 Г(п + 1 + a)r(k + 1 ) 
k=0 

и формулой полинома Ньютона, получим 

Ka(Z,w)= 7a £ г Г + + 1++]t+ka)1] Е ^ w ^ = 
k = o r ( n + 1 + a ) r ( k + 1 ) \m==km!  

(A 4՝) = V  Г ( п + 1  m 1 +  a wm m 

^ о Г(п + 1)Г(а + 1)m! ՝ 
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Из (4.3) и (4.4) следует 

У  Г ( П +  1  m  1 +  а +  1 )t wm [ zm^{z)h{z) dv(z) = 0 
Г(п + 1)Г(а +1)m! J в  Հ> |m| = U 

w e B m 

[ zm ф (z) h(z) dv(z) = 0, 
в 

h 

ствию к предложению 2.3, h аннулирует все пространство ТЛ1. 

Аналогично доказывается пункт (И), причем в этом случае применяется предло-

жение 2.4(ii). • 

Ниже используется обозначение 

(h1,h2)= [ h1(z)h2(z) dv(z), h1 e L^(B), h2 e L1 (B). 
в 

Т е о р е м а 4.2. Справедливы следующие разложения в прямую сумму: 

(i) L ,(B) = ТЛ,® (ТЛ 1)^, 

(ii) L 1(B)=TЛ 1® (ТЛ,)\ 

где (ТЛ 1) ± = {f e L ,(B): (f,фд) = 0, для всех g e Л1}, 

(ТЛ,) ± = {g e L 1(B): Ы, g) = 0, для всех f e Л , } . 

Доказательство, (i) Согласно теореме 4.1, оператор T,P является ограничен-

ным проектором из L ,(B) на ТЛ,. Поэтому достаточно доказать, что ядром 

этого проектора служит (ТЛ1) \ Из определения T,P следует, что функция 

f e L ,(B) принадлежит ядру oneратора T,P тогда и только тогда, если 

(4.5) / f ^)ф^)Ка^,н) dv(z) = 0 для всex w e B. 
в 

Согласно лемме 4.1 конечные линейные комбинации функций {Ka(-,w), w e B} 

плотны в пространстве Л 1(ф). Поэтому (4.5) равносильно тому, что Ա,Փց) = 0 

для всех g e Л1, т. е. f e (ТЛ1) ^. 

• 

L ,(B) 

and L1 (B) over the unit ball B of C" , the range of which are the corresponding 
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holomorphie subspaces А՛ (t) and А1 (ф) depending on a normal pair of weight-

functions { t , ф}. 
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A b s t r a c t . Under the assumptions that E^ is an га-dimensional, simply connected 
Riemannian manifold of constant sectional curvature Л and L rx is an r-dimensional, 
totally geodesic submanifold of E^, the paper investigates the g-th integral of the 
mean curvature Mn of a convex body K r in E^ and gives the expression of Mn in 
the terms of M£, where Mp is the p-th integral of the mean curvature of K r in L rx. 
A result of L. A. Santalo holds in particular. 

M S C 2 0 1 0 n u m b e r : 53C65, 53A35, 53A07, 52Л20 

K e y w o r d s : Integral of mean curvature; non-Euclidean space; element of area. 

1. INTRODUCTION 

Let n be a natural number, let 0 < r < n, 0 < p < r — 1 and let 0 < q < n — 1. 

Further, let E^ be an n-dimensional, simply connected Riemannian manifold of 

constant sectional curvature A, i.e. the sphere space Sn for A > 0, the hyperbolic 

space Hn for A < 0 and the Euclidean space En for A = 0. Besides, let L rxhe an r-

dimensional, totally geodesic subspace of ЕП &nd let K r с L rx be a convex body. Then, 

the boundary d K r of K r is an (r — 1)-dimensional hypersurface in L rx. Assuming that 

P is a point of dK r, we choose e1,..., er-1 to be the principal curvature directions 

at the point P . ^ r t h e r , we suppose that к1,..., Кг-1 are the principal curvatures at 

P 

Consider the Gauss map G : P ^ N(P), whose differential 

dGP(е.) = x'(t) ^ N'(t) (x(0) = P) 

satisfies the Rodrigues' equations 

dGp(ei) = —Kiei, i = 1, • • • ,r — 1. 

S u p p o r t e d in part by C N S F (Grant No. 11161007) and Guizhou Foundation for Science and 
Technology (Grant No. [2010] 2242). 

S u p p o r t e d in part by C N S F (Grant No. 11101099). 
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ON THE INTEGRAL OF MEAN CURVATURE 

Then we have the mean curvature 

H = t ( K I + • • • + Kr-1) = trace(dG p), 
r — 1 r — 1 

along with the Gauss-Kroneeker curvature 

K = K1 ••• Kr—1 = ( — 1) r—1det(dGP). 

The p-th order mean curvatures are the p-th order elementary symmetric functions of 

the principal curvatures. By Hq we denote the p-th order mean curvature normalized 

such that 
r—1  r—1 f ֊ 1 \ 
П ( 1 + t K p ) = Y^ [ p M  H p t p . 
p=1 q=0 ՝• ' 

Thus, H1 = H is the mean curvature and Hr—1 is the Gauss-Kronecker сurvature K. 

The p-th (0 < p < r — 1) integral of the mean curvature Mp of dKr at P is defined 

by 

Դ — 1 yrK • 1 = 1 H..dn.. = I Mr ( d K r )= ( Hpdar—1 = ( r  - Л f { K i i , • • • ,Kip } dar—1, 
•JdK r \  p J J dK r  

where [ni1,... ,Kip } denotes է he p-th elementary symmetric function of the principal 

curvatures and dar—1 is the area element of dK r. As a particular case, let MQ = ar—1 

be the area of dKr, for completeness. Moreover, we have M^—1 = Or—ь where Or—1 

denotes the area of the (r — 1)-dimensional unit sphere and its value is given by the 

formula 
2n r / 2  

r ( r / 2 ) ' 

For instance, if Л = 0 and r = 2,rn\d K2 is a ^^^^e ^rnvex figure in E2, then M2 = a1 

and M 2 = 2n. If r = 3 and K 3 is а ^^^тех bod у in E 3 , then M 3 = a2 and M 3 is the 

integral of mean curvature of dK3. For more details, see [3, 4j. 

If K r с L rx is a convex body, then it can be considered as a flattened convex body 

of En (n > r). In order to define the ^^^h integral of the mean curvature MՀ (q = 

1 , 2 , . . . , n — 1) of dK r in ЕП, we consider the outer parallel convex body K := {x e 

En : d(K r, x) < e } of K r in ЕП, where է he d(K r, • ) denotes the geodesic distance 

from K r in E^ and then we pass to the limit as e ^ + 0 . 

In this paper, we investigate the q-th integral of the mean curvature Mn of dK r in En, 

where K r is considered as a flattened convex body in En. We obtain an expression 

Mqn Mpr  

following theorem. 
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ON THE INTEGRAL OF MEAN CURVATURE 

T h e o r e m 1.1 . Let EՈ be a simply connected Riemannian manifold of the sectional 

curvature A, let L rx be the totally geodesic subrnanifold of E^, and, let K r С L rx be a 

convex body of dimension r with C2 boundary. 

Then the q-th integral of the mean curvatures Mq of K r , where K r is considered, 

as a flattened convex body in E s a t i s f y the following conditions, where the quantity 

s(p, q) is that defined later, by (3.1): 

1) If q > n — r — 1, then 

( 1 . 1 ) M q ( d K r ) = ] T 

2) If q = n — r — 1, then 

r — 1 
q — ml _ 

n 1 
s(m, n — r) 

O n - r + q - m M r-m(dKr). 
O q-m 

(1.2) Mn ( d K r ) 
n 1 

֊ 1 
s(q, q)OqOr(K r) 

+ E 

r 1 

m=1 n 1 
s(m, n — r) 

On 
O ՜ q—m 

q-m 
M ( d K r ) . 

3) If q < n — r — 1, then 

(1.3) Mn(dK r) 

n r 1 

n 1 
s(q, n — r — 1)On-r-iOr(K r) 

q  

r — 1 
у q — m J _ O 

+ > . ֊ ^ ֊ ^ s ( m , n — r-Гn-՝+q -m M r ( d K r ) . 
n 1 Oq 

Especially, when A = 0, that is, the convex tody in Euclidean space En. In this case, 

if m < q, then s(m,q) = eq -m = 0 as e ^ 0. Theorem 1.1 reduces to the below-

corollary proved by L. A. Santalo in 1957 (see [2, 3j). Note that the results of [2, 3] 

play an important role in integral geometry and differential geometry and are widely 

used (see [1, 3, 4, 5j). 

En Lr r 

E n K r r L r K r  

L r E n  

q Mqn  
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ON T H E I N T E G R A L OF MEAN CURVATURE 

1) If q > n — r — 1, then 

M  n(dK r) 

2) If q = n — r — 1, then 

r — 1 
q — n + r O, ч 

n 1 O q—n+r 
-M-n+r ( d K r ), 

Mn(dK r) 
n— 1 

n r 1 
O n - r - 1 ° r  ( K r ), 

3) If q < n — r — 1, then 

M ^ ( d K r ) = 0 . 

2. PRELIMINARIES 

Let K r с L rx and leէ L rx be a totally geodesic submanifold of EA^. Assuming that 

dKl is a twice differentiable hypersurface with a well defined normal at each point 

P' e дЩ, by N (P') we denote the normal vector at the point P ' . L e t P be the 

intersection point of the normal N(P') with K r . Then, we say that P' belongs to the 

region (A) of dKl if P belongs to K r , besides, we say that P' belongs to the region 

(B) of дЩ if P belongs to dK r. 

In later sections we use the following notation: 

( A - 1 / 2 s in(rVA), A > 0, 
s A ( r ) = < r, A = 0, 

[ \A\ 1 / 2 s inh(^ v / |A|) , A < 0. 

By the moving frames introduced in the book of L. A. Santalo [3], the area elements 

at a point P' e d K £ with respect to the regions (Ճ ) and ( B ) , respectively, are 

do՝n-1 = S A ( £ ) n - r - 1 d u n - r - 1 A dar, 

d&n-1 = SA (£՝)n—rdun-r A dar-1, 

where dun-r denotes the area element of the (n — r)-dimensional unit sphere, dar and 

dar-1 denote the volume element of K r and the element of area of dKr, respectively. 

Then the q-th integral of the mean curvature of dKl is given by the formula 

(2.1) Mnq(dKi ) = ( n q Л I ' К , • 
V  q J J dKi 

/ { K i l ; • 
J K r  

, } d a  n 1 

n — 1 
q  , } S A ( £ ) n r 1 du n—r—1 Л dar 

+ / { K i i , • 
J d K r  

(}sA(e)n rdun-r A dffr-1 
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ON THE INTEGRAL OF MEAN CURVATURE 

Let Ri (i = 1,2, . . . , n — 1) be the principle radii of the eurvature of dK re corresponding 

to e i , . . . , en-1, that is Ri = 1/ni. Then (2.1) can be rewritten as 

( 2 . 2 ) М ? ( д Щ ) = 
n — 1 i 

—, ••• \ sx(e)n r  1 d u n - r ֊ i A dar H H i 

+ I { -H-, ••• , H— \ s x ( e ) n  rdun-r A dar-i 

Hi ( i = 1 , . . . , n — 1) 

a) For the points of the region (Ճ ) , clearly, 

Rh = £ for h = 1, 2,...,n — r — 1, 

Rh = ж for h = n — r,n — r + 1,... ,n — 1. 

b) In order to fed the values of R i at the points of (B), suppose e1,e2,... ,en are a 

frame of n orthogonal unit vectors, such that e1,..., en-r are constants independent of 

x G dK r, orthogonal to ԼՈ and en-r+1,..., en-1 are the principal tangent directions 

represented as 

X = x-£N, 

where x G K r and 
n- r 

(2.3) N = cos0en + ^^ cos0heh. 
h=1 

For any x, ^^e vector X describes an (n — r)-sphere, and consequently 

(2.4) Rh = £ for h = 1, 2,...,n — r. 

For h = n — r + 1 , . . . , n — 1, the Rodrigues equations give 

(2.5) dN • eh = ——dSh, 
Rh 

where dSh denotes the arc element on dKr and 

(2.6) dSh = dX • eh = dsh — £ dN • eh, 

where ds h is tangent to eh arc element on dKr. 

From (2.3), for h = 1, 2,... ,n — r , for which the vectors eh are constant, we get 

(2.7) dN • eh = cosO den • eh = —• 
cosO 

Ph-n+r 
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where p1,... pr-1 are the principal radii of the curvature of dK r. Besides, by (2.5), 

(2.6) and (2.7) we obtain 

(2 .8 ) Rh =  P h - n + r + £ for h = n — r + 1,...,n — 1. 
cosO 

3. PROOF OF THE MAIN RESULT 

Now, we are ready to prove the main result of the present paper, which is given in 

Theorem 1.1. To this end, first we set 

(3.1) s(p,q) = lim ֊ S A ( e ) q 

and note another formula, which will be used later: 

Ր / 2 O + 
( 3 . 2 ) coSq -m Odun-r =  O n n r + q - m . 

J 0  Oq-m 

Proof of Theorem 1.1: 1) If q > n — r — 1, on region (Ճ ) , since all the principal radii 

of curvature Ri1, Ri2,..., Riq cannot be chosen from the norm al space of K r . There 

essentially exist some Rij which are selected from the tangent space of K r . Then, the 

first integral of (2.2) vanishes and formula (2.2) reduces to 

Mqn(dKr) = ( n — ^ U ֊ Է , • • • , — } S A ( e ) n - r d u n - r A dar-1. 

On the region ( B ) , if there are m (1 < m < n — r) principal radii of curvature Rij 

selected from the normal space, by (2.4) and (2.8) we get 

1 1 1  n— 1 f cosO cosO 
— , • • • ^ \ = T ֊ , , , 
R i l  Riq ) r = 1 £ m I P1 Pq—m 

Then, using formula (3.2) and the definition of the </-th integral of the mean curvature 

Mqr  

M rn(dKi) 

n ^ У՝ — [ I —, ••• \ cosq -mO SA(e)n - r dun-r A dar-1 

q ՝ m=1  £ m J d K r \ P1 Pq-m<  A '  n  r  r  1  

r 1 E\ q m J 1 „ ( „ )n-r  O n - r + q - m A/rr ( Հ v-r) 

= 1 Tn—IY ^ m S A ( £ ) O q — m  M q - m ( d K ) . 

Letting here e ^ 0 we come to formula (1.1). 
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2) If q = n — r — 1, от the region (Ճ ) , note that Rh = ж if h changes from {n — 

r, • • • ,n — 1}. Then all Rih in {-R—, • • • , -R—} must be Ril = Ri2 = . . . = Riq = £, 

and the first integral of (2.2) reduces to 

— , • • • , — \ s x ( £ ) n - r - 1 d u n - r - 1 A dar 
I K r I  Ri-  Ri- J 

1 1 
i n - r - { s * ( £ ) n  r  1dun-r-1 A dar = — sx(£)qOq ar ( K r ) . 
I кг  £  £ q  

By the same argument as the case 1), the second integral in (2.2) becomes 

— , ••• , — \ s x ( £ ) n - r dun-r A dar-1 
lQK r Լ  R i -  R  

n-r  A r 
-

n r 1 

E I 4 1 - , ••• , — } cosq -mOsx ( £ ) n - r dun-r A dar-1 
m=1 J dKr  £ Լ P1 Pq-m ) 

՜ ք Հ : : Լ ) s x ( £ ) n - r ). 

Consequently, 

M q n m i ) = ( n — ^ ֊ Oq s x ( £ ) q ar ( K r ) 

r—1 
n- r -1 

+ Vq — „ y _ լ s x ( £ ) n - r " n ֊ r + q - m M r m(dK r ), 
m=1 fn — Л £m X ' Oq-m  q - m ' 

\ q c r j 

Letting here £ ^ 0 we obtain (1.2). 

3) If q < n — r — 1, then similarly the first integral of (2.2) takes the form 

— , ••• , — \ s x ( £ ) n - r - 1 d u n - r - 1 A dar 
K r լ  Ri-  R i y ) 

n — I — ^ On-r-11 s x ( £ ) n - r - 1 a r ( K r ) , 

while the second integral in (2.2) becomes 

— , • •• , — i s x ( £ ) n - r dun-r A dar-1 
dK r Լ  Ri-Ri  Ri 

E I -ml - , • • • , — I cosq -mO s x ( £ ) n - r dun-r A dar-1 
m = ^J dK r  £ l p 1 Pq-m) 1 

q  

у ( r  1 ) ( r M J - s x ( £ ) n - r O n - r + q - m M : _ m ( 6 K r ) . ^ \q — m \q — m £m x w Oq-m q  mV ' 
m=1  4  7  4  7  4  
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Thus, 

M n m i ) = 

n r 1 
q 1 

+ E 

SA(e)n - r - 1On-r-1ar ( K r ) 

q  m J 1 / Xn—r  O n — r + q — m A / l ֊ r ( g i T . s r \ 

n— 1 \ eq  

q ) 
r 1 

m=1 
n — A e 

;SA(e) r  
O ^ q—m 
O q—m 

Ml-m (dK r). 

Letting here e ^ 0 we obtain (1.3) and complete the proof of Theorem 1.1. • 
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