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А Н Н О Т А Ц И Я . В статье изучаются коммутативные медиальные тернарные 
группоиды. Вводится понятие тернарного полутерма, доказывается разре-
шимость эквациональной теории коммутативных медиальных тернарных груп-
поидов, а именно, приводится алгоритм, с помощью которого решается во-
прос о выполнимости тождества u = v в многообразии коммутативных ме-
диальных тернарных группоидов. Используя приведенный алгоритм, описы-
вается строение свободного коммутативного медиального тернарного груп-
поида, доказывается, что коммутативный медиальный тернарный группоид 
имеет выпуклое линейное представление. 

M S C 2 0 1 0 number: 03С05, 08А30, 08А62, 08А35. 
К л ю ч е в ы е слова: Тернарный группоид, коммутативный медиальный группоид, 
разрешимая теория, свободный группоид, линейное представление. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Развитие алгебраической теории n-арных систем началось с выхода работы В. 

Дернте [1] по n-арным группам, которая была выполнена под руководством Эмми 

Нетер. В 40-х годах XX века появились две работы по n-арным группам, которые 

сыграли основополагающую роль в дальнейшем развитии теории n-арных алгеб-

раических систем ֊ это капитальная работа Поста [2] и богатая идеями работа 

С. А. Чунихина [3]. 

n 

тематики - так, с помощью n-арных квазигрупп (n > 2) В. Д. Белоусовым и 

А. С. Бектеновым дано описание пространственных сетей ( [4,5]), а А. А. Гва-

n 

отражение в геометрии и полиадических автоматах. Такие системы существенно 

используются в теории многозначных логик, кибернетике, общей теории систем 

( [7], И). 
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Изучению алгебраических систем с одной операцией арности больше, чем два 

посвящены многие исследования (например [9-13]). 

Условимся тернарные операции определенные на множестве Q обозначать скоб-

ками: (xyz) или [xyz], где x,y,z G Q. 

Алгебра (A;Q) называется медиальной (абелевой, энтропийной), если она удо-

влетворяет сверхтождеству медиальности: 

f (g (xii, • • •, xin) ,...,g (xmi,..., xmn)) = g(f (xi 1, . . . , x m i ) , . . . ,  f  ( xni, • • • ,  x n m ) ) , 

где f , g G О. В частности тернарный группоид называется медиальным, если он 

удовлетворяет тождеству: 

((xyz) (uvw) (pqr)) = ((xup) (yvq) (zwr)). 

Медиальные системы изучались разными авторами (Сад, Стейн, Тойода, Брак, 

Медоч, Белоусов, Курош, Смит, Романовска, Кепка, Ежек, Мовсисян и др.) 

11 I 21)|. они связаны с понятием энтропии в теории информации [20] и находят 

приложения в кибернетике, экономике, физике и биологии. 

В работах Ежека и Кепки [14-16] изучаются бинарные медиальные группоиды, 

в частности, доказывается разрешимость эквациональной теории бинарных ком-

мутативных медиальных группоидов, описывается строение свободного бинарно-

го коммутативного медиального группоида и доказано существование выпуклого 

линейного представления для коммутативных медиальных бинарных группои-

дов. В настоящей работе, с использованием метода работ [14-16], аналогичные 

результаты получены для тернарных медиальных группоидов. 

2. Т Е Р Н А Р Н Ы Е ТЕРМЫ И ПОЛУТЕРМЫ 

В этом параграфе, следуя [15] (Глава I) вводим понятие тернарного полутерма 

и исследуем некоторые его свойства. 

Зафиксируем три символа {а, в, Y}, которые в дальнейшем рассматриваются как 

унарные символы операций. Свободный моноид над множеством {а, в, Y} обозна-

чим через E. Каждый элемент e G E может быть однозначно выражен в виде 
n 

e = JJ^ a>i, где n G N и a G {а, в, Y } ДЛЯ BC ex i = 1,... ,n. 
i=i 
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n называть глубиной в и обозначим через д (в) Для каждого n > 0 

положим 

En = {в е E\д (e)= n} . 

Положим а = в, а = Y в = Ъ в = а, 7 = а 7 = в-

Пусть X ֊ произвольное множество. Через SWX обозначим свободную алгеб-

ру над X в многообразии алгебр сигнатуры { + , 0, а, в, 7} (состоящую из одной 

бинарной, одной нульарной и трех унарных операционных символов), определя-

емую следующими тождествами: 

(x + y) + z = x + (y + z), 

x + y = y + x, 

x + 0 = x, 

а (x + y) = ax + ay, 

в (x + y) = ex + f3y, 

7 (x + y) = 7x + 7y, 

а0 = 0, 

в0 = 0, 

70 = 0. 

Элементы алгебры SW^ будем называть тернарными полутермами над X или 

просто полутермами. Очевидно, что каждый полутерм s е SW^ может быть 

выражен в виде 
r 

s ^ '  e i x i , 
i=1 

где r е N, ei е E, xi е X; это выражение однозначно с точностью до порядка 

слагаемых. Целое число r называется длиной s и обозначается через A(s). Ясно, 

что A (s) = 0 тогда и только тогда, когда s = 0. 

Определим тернарную операцию на SW^ следующим образом: 

(stu) = as + fit + 7u. 

SWX 

X 
5 
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алгебры SWX порожденной множеством X , будем обозначать через WX и назы-

вать тернарными термами над X (в дальнейшем просто термами). 

Следующая лемма очевидна. 

Л е м м а 2.1. WX абсолютно свободный тернарный группоид (З-группоид) над 

X. Для каждого терма է над X имеет место один из следующих случаев: 

(1) է е X; 

(2) существует единственная тройка u, v, w термов над X такая, что է = 

(uvw). 

r 
Л е м м а 2.2. Пусть է = ^ eixi (xi е X) полутерм над X. Тогда է будет термом 

i=i 
X 

(1) г > կ 

(2) если i,j е {1,... ,r} и ei = ejf для некоторого f е Е, то i = j; 

(3) если i е {I,... ,г} и ei = fag для некоторых f,g е Е и a е 

то существуют j,k е {I,... ,г} с ej = fahi} ek = fah2 для некоторых 

hi, h2 е E. 

• 

r 
Пусть s = eixi ֊ терм над X . Через I*(s) и I(s) обозначим следующие мно-

i = i 
жества: 

I *(s) = {ei \i = 1,. .. ,r } , 

I(s) = {e е E \ef е I* (s), где f е E } , 

In(s) = En Ո I(s). 

I(s) s 

է терм над X Тогда I*(է) С I(է). Более того, если e е I(է), то e е I* (է) 

тогда и только тогда, когда ea е I(է), тогда и только тогда, когда ep е I(է), 

тогда и только тогда, когда eY е I(է)- Глубиной терма է назовем число д (է) = 

max {d(e) \ e е I(է)} Очевидно, что կ(է)(է) С I*(է) и д(է) ֊ наибольшее целое 

число ո такое, что In(b) = 0. 

Непосредственно из леммы 2.2 следует следующая лемма. 
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Л е м м а 2.3. Пусть t терм над X. Множество P = I(t) имеет следующие 

свойства. 

(1) P конечное подмножество Ей 1 е P; 

(2) Если в, f е Е и ef е P, то в е P; 

(3) Если в е Е, то ва е P ^ ев е P ^ въ е P. 

Обратно, если P С Е удовлетворяет (1), (2), (3) и h : Q ^ X, где Q = 

{в е P \ ва е P}, то полутерм s = Y1 в^в) является термом над X и P = I(s). 
eeQ 

Л е м м а 2.4. Пусть t-терм над X и в е I(t). Тогда существует единственная 

пара (w, u) такая, что w ֊ полутерм, u ֊ терм ut = w + ви. Более того, если 

v ֊ произвольный терм над X, то w + ву также будет термом над X. 

• 

Пусть t = w + в-u ֊ терм, тогда терм u будем обозначать через t[e] = u и называть 

подтермом терма t, соответствующим в. Ясно, что t[e] е X тогда и только тогда, 
r 

когда в е I* (t). Если t = Y1 вixi5 то t[ei] = xi для всех i = 1,..., r. Терм w + eu 
i=1 

будем обозначать через ae:v (t). 

Доказательство следующей леммы очевидно. 

Л е м м а 2.5. Пусть t,v ֊ два терма над X, n ^ 0 в е In(t). Положим s = 

ae:v (t). Тогда 

(1) Im(s) = Im(t) для всex m е {0, .. . ,n}; 
(2)  s [e] =  v; 

(3) если f е In(t) и f = в, mo Sff] = կյ; 

(4) если 0 ^ m < n,x е X и g е Im(t),mo tg = x ^ s[g] = x. 

Пусть t - т е р м над X , в1,..., ви подтерм ы t такие, что для любых i,j е 

{1,...,к} ш в.1 = вjf для некоторого f е Е, то i = j (такие подтермы назы-

ваются независимыми). Из леммы 2.4 следует, что существует единственная( 

к + 1)-ка w,u1,... ,uk такая, что w ֊ полутерм над X , u1, • • • ,uk ՜ термы над X 

и t = w + в1u1 + . . . + в^к- Имее м u1 = t[ei],... ,uk = t[ek ]. Если v 1 , . . . , v k про-

извольные термы, тогда w + в ^ 1 + . . . + вкик ֊ терм, который будем обозначать 

через aei-v1 .. .ծekvk (t). 
7 
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Пусть է - терм, ո ^ 0 и р - подстановка կ(է). Обозначим через e1,... ,ek попарно 

различные элементы In(է). Очевидно, e1,..., ek ֊ независимые подтермы է. Терм 

aei:vi .. .аек:vk (է), где vi = для всex i = 1,..., k, обозначим через р\Ь]. 

Л е м м а 2.6. Пусть է ֊ терм над X , ո ^ 0 и р ֊ подстановка կ(է). Тогда 

( 1 ) I m ( р [ է ] ) = I m f t ) д л я вс ex m е { 0 , . . . , и } ; 

(2) если e е կ(է), то рЩ[е] = Цр(е)]; 

(3) если 0 ^ m < и, x е X и e е ^(է), то էխ] = x тогда и только тогда, 

когда р [է]լխյ = x. 

• 

Пусть и е 2N, է0,է1,... ,կ ֊ термы над X и a1,..., an ֊ некоторые элементы из 

{а, в, դ}. Определим терм [էօ,է1, a i , a2^2^3, a3, a4,..., an—1, an,էn] индукцией по 

ո 

[էօ] = էօ; 

[էօ,է1, а, в, էշ] = (էօկէշ) 

[էօ,է1,բ,դ,էշ] = (էշէօԿ) 

[էօ,է1,դ, а, էշ] = (կէշէօ) 

[էօ,է1^1^շ,էշ,է3,..., է n ֊ շ , էա — 1, а, в, էn] = 

([էօ,է1, ai, a2, .. ., an—з, an—շ^—շ] Կ—1Կ); 

[էօ,է1^1^շ,էշ,կ, . . . ,էn — շ ,էn—1, в, Y, էn] = 

(էn [էօ,է1^1^շ,..., an—i, an—շ,էn—շ] էn—l); 

[էօ,է1^1^շ,էշ,կ, . . . ,էn — շ ,էn—1,Y, a, էn] = 

( էn—itn  [ է օ , է l , a l , a 2 , . . . ,  an—l ,  an—շ , էn—շ] ). 

Л е м м а 2.7. Пусть է ֊ терм над X и e = a1.. .an е կ(է)(ո ^ 0). Тогда 

( 1 ) է =  է խ ւ . . . դ ո ] , է խ 1 . . . դ ո ] ,  an.,  an. , t [ a 1 . . a n ] , t [ a 1 . . a n ֊ i } ,  an.— 1 ,  a n — 1 , ^ [ a 1 . . : a n - 1 ] , ^ [ a l . . . a n ֊ 2 \ 

an—2 ,  an — 2 , . . . ^ [ a a ], է[ե1] , a i , a i , էխ1]\ ՝; 

v X 

&e:v  ( է ) =  v , t [ a 1 • ••an],  an,  an, է[a1••an], է[a1•••arՆ-l] 

an—2 ,  an — 2 , . . . ^ [ a a ], է[ե1] , a1 , a1 ,%l] 

an—1 ,  an — 1 ,  է  /[al•••an-l] , [ al••• an-շ} ,  



t [ a ] ,  t [ a ] ,  а , 

К О М М У Т А Т И В Н Ы Е М Е Д И А Л Ь Н Ы Е Т Е Р Н А Р Н Ы Е Г Р У П П О И Д Ы 

Доказательство. (1). Индукцией по X(t). Если X (t) = 1, то t = x и утверждение 

очевидно. При X (t) = 3 (случай X (t) = 2 для тернарных термов невозможен) 

имеем: t = (xyz) = ax + fiy + 7Z, t[a] = x, t[e = y, t[Y] = z. Поэтому получаем: 

= [x, y, а, в, z] = (xyz) = t; 

t[p] ,  te] , I3 ,  в ,  t[j]\ =  [y ,  z , I3 ,  x ] =  ( xy z ) = 

t[Y] ,  t[Y]  , 1,  t[Y] =  [ z ,  x ,  a , y ] =  ( xy z ) = t . 

X ( t) < m X ( t) = m 

скольку t терм, то существуют термы u, v, w такие, что t = (uvw) = au+f3v + iw. 

u v w m 

индукции. Пусть в = a1.. .an е In(t), тогда a1 = а или a1 = в или a1 = 7. 

Рассмотрим случай a1 = а . Тогда a2 .. .an е In-1(u) и t = 

[u, v, а, в, w] = (uvw). По предположению индукции имеем: 

t [ a } , t [ a } , a ,  

=  [ u[a2...an] , u[a2 . . . a n } , a n ,  a n ,  u[a2...an] ,  u[aշ...an-l} ,  an-1 ,  an-b  a2  ,  a2  ,  u [ a 2 ] } . 

Поэтому получим: 

t [ a } , t [ a } , a ,  u , t [ a i ] , a 1 , a 1 , t [ a 1 ] = [ [ u [ a շ . . . a n } , u [ a շ . . . a n } , a n , a n ,  

u[a2..an\,u[a2-an-i], an-1,a,n-1, . . . , a 2 , a 2 , u [ a 2 ] \ , t[ai} , a1 , ՝ a 1 , t [ a i ] \ , 

Т . К .  u[a2...an] =  t[aia2...an],  u[a2...an] =  t[aia2...an], . . ;  u[a2] =  t[a1U2]  Ш  a1 =  а , ^ 1 =  в  

TO 

t =  [ t[ai...an], t[ai...an],  a n ,  a n , t [ a i . . . a n ] , t [ a i . . . a n - i ] , a n ֊ 1 , a n ֊ 1 ,  t  ' [ a l . . . a n - l ] , t [ a l • • • a n - շ } ,  

=  an-2,  an-2, . . . , t [ a i a 2 } , t [ a i } , a 1 , a 1 , t [ a i } ] . 

что и требовалось доказать. Случаи a1 = в и a1 = 7 рассматриваются аналогич-

но. 

• 

В этом параграфе приведены необходимые условия для выполнимости произ-

u=v 

u=v 
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классе медиальных сократимых тернарных группоидов остается открытым. От-

метим, что в случае бинарных сократимых медиальных группоидов аналогичные 

условия являются необходимыми и достаточными ( [15], 2.1.1). 

Пусть Q() - тернарный группоид. Правой (левой, средней) трансляцией при 

помощи элементов a, b называется отображение Ra,b ՝• Q ^ Q (La,b ՝• Q ^ Q, Sa,b ՝• 

Q ^ Q)J определяемое равенством: Ra,b (x) = (xab) (La,b (x) = (abx), Sa,b (x) = 

(axb)). 

Тернарный группоид Q() называется сократимым, если трансляции Ra}b, La,b, 

Sa,b инъективны для всех a,b е Q. 

Конгруэнция в тернарного группоида Q() называется сократимой, если для лю-

бых a,b е Q выполняются следующие условия: 

(Ra,b (x), Ra,b (y)) е в ^ (x,y) е в, 

(La,b (x), La,b (y)) е в ^ (x,y) е в, 

(Sa,b (x) ,S(y)) е в ^ (x,y) е в. 

в Q( ) 

поид Q/в будет сократимым группоидом. 

Обозначим через MX множество тождеств над X выполняющихся во всех ме-

диальных сократимых тернарных группоидах. MX ֊ наименьшая конгруэнция 

WX такая, что WX/MX ֊ медиальный сократимый тернарный группоид. MX 

вполне инвариантная конгруэнция WX. Фактор группоид WX/MX ֊ свободный 

медиальный группоид ранга Card(X). 

Если e = a1 ... an е Е, тогда упорядоченная тройка 

(Card {i \ ai = а} , Card {i \ ai = в} , Card {i \ ai = 7}) 

e 

тройки (k, l, m) целых неотрицательных чисел, обозначим через Ek,i,m множество 

всех e е E вес a (k, l, m). Для каждого է е WX положи м Ik}l}m = Ek,l,m Ո I (է). 

Если է е WX, k,l,m ^ 0 и x е X , то положим 

Pk,i,m (x,է) = Card {e е հ,ւ,-ա(է) \ էխ] = x} 

x (k, l, m) t 
10 
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Для каждого непустого множества X определим бинарное отношение RX на WX 

следующим образом: 

(u, v) е RX ^ Pk,l,m ( x , u) = Pk,l,m ( x , v) 

для всех x е X и веет троек k,l,m целых неотрицательных чисел. 

Непосредственной проверкой доказывается следующая лемма. 

Л е м м а 3.1. Пусть t,u,v е WX, k,l,m ^ 0 и x е X. Тогда 

Pk,l,m(x, (tuv) = Pk-1,l,m(x,t) + Pk,l-1,m(x, u) + Pk,l,m-i(x, v) 

где P-i,l,m ( x , t) = Pk,-i,m ( x , u) = Pk,l,-i ( x , v) = 0 . 

Л е м м а 3.2. Пусть t е WX, k,l,m ^ 0, x е X и пусть g эндоморфизм WX. 

Тогда 
k l m 

(3.1)  Pk,l,m  ( x , g ( t ) ) = Y Y Y  ( y , t ) •  Pk-i,l-j,m-v  ( x,g (v))-
yEXi=0j=0v=0 

Доказательство. Индукцией по длине терма t. Если A (t) = 1, то t = x. Все пер-

вые сомножители в правой части равенства (3.1), кроме P0}0}0 (x,x) = 1, равны 

нулю, поэтому сумма равна Pk,l,m (x,g(x)). Базис индукции установлен. Пусть 

t = (uvw) и для термов u, v, w лемма верна. Тогда согласно лемме 3.1 будем 

иметь: 

Pk,l,m (x, g(t)) = Pk,l,m (x, g(uvw)) = Pk,l,m (x, (g (u) g (v) g(w))) = 

= Pk-i,l,m ( x , g(u)) + Pk,l-i,m ( x , g(v)) + Pk,l,m-i ( x , g(w)) = 
k-1 l m 

= Y Y Y Y  Pi,j,v  ( y , u) •  P(k  ( x , g  ( y ) ) + 
yEXi=0j=0v=0 

k l-1 m 

+ Y Y Y Y Pi'j'V ( y , v) • Pk ( x ,g  (y ) )+ 
yEXi=0j=0v=0 

k l m- 1 
+ Y Y Y Y  Pi,j,v  ( y ,  w ) •  Pk-i,l ( x ,g  (y ) ) = 

yEX i=0 j=0 v=0 

k-1 l m 
= Y { Y Y Y P i ' j , v  ( y , u ) •  P(k ( x ,g  (y ) )+ 

yEX i=0j=0v=0 

k l-1 m 
+ Y Y Y P i j ' V  ( y , v ) •  Pk ( x ,g  (y ) )+ 

i=0 j=0 v=0 

1 1 
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к l m-1 

+ Y Y Y Pi,],v (У, w) • Рк-il - j , (m-1)-v  ( x , g  ( y ) ) j = 
i=0 j=0 v=0 

к l m 

Y ( Y Y Y P i - 1 ' j ' V  ( У , и ) ^  Рк-г,1-],т-и  ( x , g  ( У ) ) + 
yEX i=0j=0v=0 

к l m 

+ Y P i ' j - 1 v (У,Ю) • Рк-il  ( x , g  ( y ) ) + 

i=0 j=0 v=0 

к l m 
+ ՝ Y h P i j v - 1 ( y , w ) • Рк-il 

( x ,g Ш = 
i=0 j=0 v=0 

к l m 
= J 2 J 2 J 2 J 2  ( Pi-1,j,v  ( У ,  u ) +  Pi,j-1,v  ( У ,  v ) +  P i , j , v - 1  ( У ,  w ) ) * 

yEX i=0 j=0 v=0 

к l m 

K P ^ l - j ^ - v (x,g (y)) = Y Y Y Y j P i ' j ' V (y,t) • Ph-i,l.-j,m-v (x,g(y))-
yEX i=0 j=0 v=0 

• 

Предложение 3.1. RX вполне инвариантная конгруэнция WX и MX С RX. 

Доказательство. Доказывается с использованием лемм 3.1 и 3.2 аналогично [15, 

• 

4 . К О М М У Т А Т И В Н Ы Е М Е Д И А Л Ь Н Ы Е Т Е Р Н А Р Н Ы Е Г Р У П П О И Д Ы 

В этом параграфе устанавливается разрешимость эквациональной теории ком-

мутативных медиальных тернарных группоидов. В изложении следуем [15]. 

Тернарный группоид называется коммутативным, если удовлетворяет тождеству 

(x1x2x3) = (XT (1)XT (2)XT (3) ) 

где т произвольная подстановка из S3. 

Л е м м а 4.1. В коммутативном медиальном тернарном группоиде выполняет-

ся тождество 

((x 1x2x3) (x4x5x6) (x7x8xg )) = ( (XT(1)XT(2)XT(3)) (XT(4)XT(5)XT(6)) (XT(7)XT(8)XT(9)) ) 

где т ֊ произвольная подстановка из S9. 

• 
1 2 



КОММУТАТИВНЫЕ МЕДИАЛЬНЫЕ ТЕРНАРНЫЕ ГРУППОИДЫ 

Для любого непустого множества X обозначим, через CX множество всех тож-

X 

группоидах. CX наименьшая конгруэнция WX такая, что WX/CX — коммута-

тивный медиальный группоид, она будет вполне инвариантной конгруэнцией, а 

3-группоид WX/CX — свободным коммутативным группоидом ранга Card(x). 

Для t е WX, x е X и n ^ 0 положим 

Pn (x,t) = Card {в е In(t) | t[e] = x} . 

Таким образом Pn (x, t) ֊ число вхождений x глубины n в t. 

Л е м м а 4.2. Пусть n ^ 0, a1,..., an, b1,..., bn, c1,... ,cn е {а, в, 7} и 

u0,.. .,u2n, v0,..., v2n, w0,... ,win е WX• Тогда 

(1) (([u0,ui,ai,ai,u2 ,u3, a2,a2,..., an,an, u2n ] [v0,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2,..., brnbrnv2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, C2,C2, .. ., Cn,Cn,w2n\), ([v0,ui ,ai ,ai,u2, u3, 02,02, .. ., o,n,o,n,v,2n] 

[u0,vi,bi,bi,v2,v3,b2,b2,.. .,bn,bn,v2n][w0,wi,ci,ci,w2,w3,c2,c2,.. .,cn,cn,w2n])) е 

Cx. 

(2) (([u0,ui,ai,ai,u2 ,u3, 0,2,0,2,..., On,On, u2n ] [00,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2,..., bn,K,v2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, c2,c2,..., cn,cn,w2n\), ([w0, ui, ai,ai, v,2,v,3, 02,02, ..., On,On,u2n] 

[v0,vi,bi,bi,v2,v3, b2,b2,..., bn,bn, v2n][u0,wi, ci,ci, w2, w3, c2,c2,..., cn,On,w2n])) е 

C X . 

(3) ( ( [ u 0 , u i , a i , ~ d i , u 2 ,u3, O2,O2, . . ., On, On, u2n ] [v0,vi, bi,bi,v2, v3, b2,b2, . . . , bn,bn,v2n] 

[w0,wi, ci,ci ,w2, w3, c2,c2,..., cn,0n,w2n]), ([u0, ui, ai,ai, u2,u3, 02,02, ..., On,On,u2n] 

[w0, vi ,bi,bi,v2 ,v3,b2,b2,..., bn,bn,v2n][v0 ,wi, ci,ci,w2,w3,c2,c2,..., cn,On,w2n])) е 

CX . 

Доказательство. (1). Индукцией no n. При n = 0 утверждение следует из закона 

n 

n 

[u0,ui,ai,Oi,u2, u3,..., On,an,u2n] = 

= ([u0,ui,Oi,Oi,u2,u3,..., On—1 ,On-i,u2( 

n—1)1  u2n — 1u2n) 

[v0,vi,bi ,bi,v2,v3,.. .,bn,K,v2n] = 

= ( [ v 0 , v i , bi,bi,v2,v3,..., bn—i,bn—i,v2(n—i)] v2n—iv2n) 

[w0,wi,ci,ci,w2,. . . ,cn,On,w2n] = 13 
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= ([w0,w1, С1,С1, w2, w3,..., Cn-1,0n-1,w2(n-1)] w2n-1w2n) . 

Согласно предположению индукции имеем 

(([u0,u1,a1,a1,u2,..., an-1,an-1, u2(n-1)][v0,v1, b1,b1,V2,..., bn-1,K-1,V2(n-1)} 

[w0,w1,C1,C1 ,w2,..., Cn-1,Cn-1, w2(n-1)]), ([v0, u1, a1,a1,u2,..., an-1,an-1,u2(n-1)] 

[u0,V1,b1,b1,V2,..., bn-1,bn-1, V2(n-1) ] [w0,w1, C1,C1,w2,..., Cn-1 ,Cn-1,w2(n-1)])) 

e CX , 

так как CX конгруэнция и 3-группоид коммутативный, получаем требуемое утвер-

ясдснис. Утверждения (2) и (3) доказываются аналогично. • 

Л е м м а 4.3. Пусть t e WX, n ^ 0 и e, f e In(t). Тогда (t,Te,f [t]) e CX, где Tej 

транспозиция определенная на In(t), переставляющая e и f . 

Доказательство. Индукцией по длине t. Если t e X, т.е. при n = 0, то t = 

Te,f[t] и доказывать нечего. Пусть t = (UVW) И n ^ 1. Положим e = a1 ••• an, 

f = b1 • • • bn. Возможны девять случаев. 

(1) a1 = b1 = а . Тогда T e j [t] = (Ta2...antb2---bn [u] VW). П О индуктивному пред-

положению имеем (u,Ta2...an}b2...bn [u]) e CX, следовательно (t,Te,f [t]) e 

CX, так как CX конгруэнция. 

(2) a1 = b1 = թ. Аналогично (1). 

(3) a1 = b1 = 7. Аналогично (1). 

(4) a1 = a,b1 = թ. Тогда 

Te,f [ t ] =  (Va2 -an-.tu,  ( u ) ^b2 -bn:tls]  ( V )  w ) . 

Согласно лемме 2.7 имеем: 

t = I \uu[aշ^^^an] , u[aշ^^^an] , an ,  a n ,  u[a2 • • a n ] ,  u [a2 • • • an-1] ,  a n - 1 ,  a n - 1 ,  a2  , a2  , u f i 2 ] 

V[b2-bn],V[b2-bn],bn,bn,V[b2^=bn],V[b2-bn-1],bn-1,bn-1, . . . ,b2,b2,v^b2j 

Te,f [t] v[b2• • • bn] ,  u[a2 • a n ] , й'гп a-m  u[a2 • • • ̂  ] , u [ a 2 • • an-1] ,  a n - 1 ,  a n - 1 ,  a 2 , a 2 , u a 2 ] 

>2-• an] ,v[b2 • •-bn], bnX,V[_b2• •bn], v[b2• • • ֊bn-1], bn-1,bn-1,..., b2,b2,Vhb2 j  w ) 

Следовательно, согласно лемме 4.2, получим (t,Te,f [t]) e CX. 

Остальные случаи 
1 4 
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(5) a1 = e,b1 = а, 

(6) a1 = a,b1 = դ, 

(7) a1 = Y,b1 = а, 

(8) a1 = e,b1 = դ, 

(9) a1 = Y,b1 = в, 

• 

Л е м м а 4.4. Пусть t e WX, n ^ 0 и p подстановка множества In(t).Тогда 

(t,p [t]) e C X . 

Доказательство. Следует из леммы 4.3, поскольку любая подстановка предста-

• 

Определим бинарное отношение SX на WX следующим образом 

(u,v) e SX ^ Pn (x,u) = Pn(x,v), 

для всех x e X и всех n ^ 0. 

Непосредственно из определения следует следующая лемма. 

Л е м м а 4.5. Пусть t,v,w e WX, n ^ 0 и x e X. Тогда 

Pn (x, (tvw)) = Pn-1 (x,t) + Pn-1 (x,v) + Pn-1(x, w), 

где P-1 (x,t) = 0. 

Л е м м а 4.6. Пусть t e WX, n ^ 0 x e X и g эндоморфизм WX. Тогда 
n 

Pn (x,g (t)) = J2 YjPi(y,t) • Pn-i(x,g (y)). 
yex i=0 

Доказательство. Индукцией по длине t. Если X(t) = 1, то t = x. В этом случае 

все первые сомножители суммы 
n 

J2T,Pi(y,t) • Pn-i(x,g(y)) 
yex i=0 

равны нулю, кроме одного, при y = x, а также Pi (x, x) = 0 (i > 0^ P0(x, x) = 1. 

Pn ( x, g ( t)) 
15 
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Пусть t = (uvw) и для термов u, v, w лемма верна. Согласно лемме 4.5 и предпо-

ложению индукции получим: 

Pn (x, g(uvw)) = Pn (x, (g(u)g(v)g(w))) = Pn—i(x,g(u)) + Pn—i(x, g(v))+ 
n— i n— i 

+Pn—i(x,g(w)) = Y^ Y,Pi(y,u) • Pn—1—i (x,g(y))+Y YPi(y,v) x  

yEX i=0 yEX i=0 

n—i 
xPn—i—i(x,g(y)) ՝Y^Pi(y,w) • Pn—i—i (x,g(y)) = 

yEX i=0 

n—1 n—1 

Y ( Y P i ( y , u ) •  Pn—i—i ( x ,g (y) ) + Y j P i ( y , v ) •  Pn—i—i ( x ,gЫН 
yEX i=0 i=0 

n—1 n—1 

,  w ) n— 
=0 ' yEX ՝ i=0 

+ Y  Pi  ( y , w ) •  Pn—1—i ( x ,g m ) = Y ( Y P i — 1  ( y , u ) •  Pn—i  ( x , g Ш + 

i=0 yEX i=0 

n—1 n—1 
+ Y Pi—i(y,v) • Pn—i(x,g (y)) + Y Pi—i(y,w) • Pn—i(x,g (y))) = 

i=0 i=0 
n 

= Y Y 1 (Pi—1 (y, u) + Pi—1 (y, v) + Pi—1 (y, w)) • Pn—i (x, g(y)) = 
yEX i=0 

n 

= Y Y p i ( У ,  ( u vw ) ) •  Pn—i ( x ,g (y ) ). 
yEX i=0 

Лемма доказана. • 

Предложение 4.1. SX вполне инвариантная сократимая конгруэнция WX и 

Cx С SX • 

• 

Далее будем считать, что X ֊ счетное множество. Для каждого n ^ 0 определим 

линейный порядок на En следующим образом: 

ai • • • an <bi • • • bn ^ 3k е { 1 , . . . ,n} st ai = bi,..., ak—i = bk—i, 

(ak = а & bk = e)\J(ak = а & bk = 7)\J(ak = в & bk = 7). 

Определим множество термов T следующим образом: когда n ^ 0 в, f е In(t), 

в < f и tff] = xj для некоторого j , тогда t[e] = xi для некоторого i е { 1 , . . . , j } . 

Л е м м а 4.7. Для любого терма t е WX существует терм r е T такой, что 

(t,r) е Cx-
1 6 
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Доказательство. Определим последовательность термов t ( 0 ), t ( 1 ), t ( 2 ),... следу-

ющим образом: t ( 0 ) = t; t ( n + 1 ) = p[t ( n )], где p подстановка In+1(tn) такая, что 

когда e, f e In+1 (t ( n )), e < f и t p f ^ = xj для некоторого j тогда tp^e)] = xi Д л я 

некоторого i Վ j Существует натуральное число c e N такое, что t(c) = t(c+ 1) = 

.... Согласно лемме 4.4 получим (t,t ( c )) e CX. Остается доказать, что t ( c ) e T. 

Индукцией по n докажем, что если 0 ^ m Վ n, e, f e Im(t ( n )), e < f и t f ] = xj 

для некоторого j тогда t^ = xi для некотор ого i Վ j При n = 0 утверждение 

очевидно. Предположим условие выполняется для n ^ 0 и пусть 0 ^ m Վ n + 1 , 

e, f e Im(t ( n + 1 )), e < f и tУ+1 = xj . Имеем t ( n + 1 ) = p[t ( n )] для подстановки p 

множества In+1(t ( n^). Если m Վ n, то согласно лемме 2.6 (3), имеем t f ) = xj 
An) • ՜ • и по индуктивному предположению получим t[e] = xi для некотор ого i Վ j и 

следовательно, согласно лемме 2.6 (3), получаем t^^1 = x^ Есл и m = n+1, тогда 
,(n) ,(n+1) „ п ,(n) • , 
t\p(f)] = t[f ] = x j , согласно лемме 2.6 (2), так, что t[p(e)] = xi для некотор ого i Վ 

j (согласно выбору p); отсюда получаем t(է^1 = xit согласно лемме 2.6 (2). • 
Л е м м а 4.8. Пусть t,w e T и (t,w) e CX. Тогда t = w. 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что In (t) = In(w) (n ^ 0) 

и если e e In(t), x e X,тогда t[e] = x ^ w[e] = x. Доказательство проведем 

n 

Для n = 0 утверждение очевидно. Пусть n ^ 1. Согласно индуктивному предпо-

ложению имеем: 

a1 ••• an e In (t) ^ t[ai... an_!] e X ^ w[ai... a^^ </. X ^ a1 ••• an e In (w) . 

Таким образом In (t) = In(w). 

Далее, пусть e e In(t). Допустим In (t) = {e1,..., em}, где m ^ 0 и e1 < • • • < em. 

Имеем e = ei для некотор ого i e { 1 , . . . , m}. Есл и j положительное целое число, 

то поскольку t e T имеем: 

t[e] = xj ^ Pn (x1,t) + + Pn(xj-1 ,t) < i Վ Pn (x1,t) + + Pn (xj ,t). 

Аналогично, так как w e T, имеем: 

w[e] = xj ^ Pn (x1,w) + + Pn(xj-1,w) < i Հ Pn (x1, w) + + Pn ( x j , w) . 

Так как Pn (x,t) = Pn(x,w) для всех x e X получим: t[e] = xj ^ w[e] = xj. • 

Л е м м а 4.9. CX = SX. 
1 7 
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Доказательство. Согласно предложению 4.1 имеем CX С SX. Пусть (t, w) е SX. 

Согласно лемме 4.7, существуют термы r,s е T, такие,что (t,r) е CX и (w, s) е 

CX. На основании леммы 4.8 получаем r = s и следовательно (t, w) е CX. • 

X CX = 

SX 

• 

X u, v 

X . Тогда (u,v) е CX тогда и только тогда, когда Pn (x,u) = Pn(x,v) для всех 

x е X и всех целых неотрицательных чисел n. 

• 

Заметим, что для проверки (u, v) е CX достаточно проверить равенство Pn (x, u) = 

Pn(x, v) для вс ex x е var(u) U var(v) и всех n е { 0 , . . . , Max(d (u), д (v))}. 

Следствие 4.1. Любой свободный коммутативный медиальный тернарный 

группоид ֊ сократимый группоид. 

5. С Т Р О Е Н И Е С В О Б О Д Н О Г О К О М М У Т А Т И В Н О Г О М Е Д И А Л Ь Н О Г О 

Для любого непустого множества X группоид WX/CX — свободный коммутатив-

Card(x) 

описание носит в некотором смысле конструктивный характер. В данном пара-

графе М Ы ДБ.ДИ М более явное описание свободного коммутативного медиального 

тернарного группоида. 

Пусть X ֊ непустое множество. Обозначим через CF'X свободную алгебру над XB 

многообразии алгебр сигнатуры { + , 0, а } (состоящей из одной бинарной, одной 

унарной и одной нульарной операционных символов) определяемую тождества-

ми: 

(x + y) + z = x + (y + z), 

x + y = y + x, 

x + 0 = x, 

а(x + y) = ал + аy, 
18 
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а0 = 0. 

r 
Каждый элемент u е CF'X может быть представлен в виде u = Y1 аn i xif где r 

i=1 

и ni ֊ целые неотрицательные числа, a x i е X(i = 1,... ,r). Данное выражение 

единственно с точностью до порядка слагаемых. 

Определим тернарную операцию на CF'X следующим образом: 

(uvw) = ам + ам + аw. 

Множество CFX относительно этой операции будет тернарным группоидом, ко-
r 

торый обозначим через: CFX. Для любого u = On ixi е CFX положим д (u) = 
i=1 

Max (ni I i = 1,... ,r). 

Обозначим через CGX подгруппоид CFX порожденный множеством X. 

X 

CGX 
r 

ным группоидом над X. Элемент u = Y1 аn i xi е CFX принадлежит CGX 
i=1 

тогда и только тогда, когда 

д(и) 

(5.1) Y 3—kCard {i | ni = k} = 1. 
k=0 

Доказательство теоремы разобьем на несколько лемм. 

Л е м м а 5.1. Обозначим через h единственный гомоморфизм WX на CGX та-

кой, что h (x) = x для всех x е X. Если t е WX, то 

h ( t ) = £ а ^ Ц е ] . 

eEl*(t) 

Если u,v е WX, то h (u) = h(v) тогда и только тогда, когда Pn (x, u) = Pn(x, v) 

для всех x e X и n > 0. 

t 

X(t) = 1, то t = x и утверждение очевидно. Допустим t = (uvw) и для термов 
19 
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u,v,w верно утверждение. Тогда 

h (t) = h (u) h (v) h (w) = ah (u) + ah (v) + ah (w) = 

a ^ a d ( e )u [ e] + a ^ a d ( e )v [ e] + a ^ a d ( e )w [e] 
eEl*(u) eEl*(v) eEl*(w) 

= £ ad(e^+1u[e] + £ ad(՝ )+1v[e] + £ ad ( ՝ )+ 1w[ e ] = £ a d ( e ) t H . 
eEl*(u) eEl*(v) eEl*(w) eEl* (t) 

Второе утверждение непосредственно следует из первого. • 

Л е м м а 5.2. CGX свободный коммутативный медиальный тернарный группо-

ид над X. 

• 

r 
Обозначим через LX множество всех u = an i xi е CFX таких, что 

i=1 

д(и) 

Card {i | ni = k} = 1. 
k=0 

Очевидно 0 е LX-

Л е м м а 5.3. Пусть u е CFX, x,y,z,a е X и n ^ 0. То u + anx е LX тогда и 

только тогда, когда u + an + 1y + an + 1z + an + 1a е LX. 

Доказательство. Сумма (5.1) для u + an + 1y + an + 1z + an + 1a получается из 

суммы (5.1) для u + anx, если к ней добавить 3 - ( n + 1 ) • 3 и вычесть 3 - n • 1, т.е. 

3 ֊ ( n + 1 ) • з _ 3 - n = о. • 

Л е м м а 5.4. CGX С LX. 

Доказательство. Ясно, что X С LX. Поэтому достаточно доказать, что LX 

CFX 
r s p 

u = £ an i xi е LX, v = £ amj yj е LX, w = £ azթ е LX. a l  

i=1 j = 1 թ=1  

Имеем 
r s p 

t = (uvw) = £ ani + 1xi + £ am+1yj + £ a l» + 1  

i=1 j=1 Բ=1 

20 
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d(t) 

^ 3—kCard({i I ni + 1 = k}U{j I mj + 1 = k} U {բ | 1թ + 1 = k}) 
k=0 

ж 

= J^3—k Card {i I ni + 1 = k} + J23—k Card {j | mj + 1 = k}+ 
k=0 k=0 

ж ж 

J^3—k {բ | 1թ + 1 = k} = 3—(k+ 1 )Card{i | ni = k} + 
k=0 k=—1 
ж ж 

J2 3—(k+ 1 )Card {j | mj = k} + 3—(k+ 1 ) {բ | 1թ = k} = 
•= — 1 k = — 1 

ж 

= 3—1J2 3—kCard {i | ni = k} + ֊1^2 3 — k, 

k=0 
ж ж 

3—1Y13—kCard {j | mj = k} + 3—1^ 3—k {բ | 1թ = k} = 3—1 + 3 — 1 + 3 — 1 = 1. 
k=0 k=0 

Таким образом (uvw) е LX. • 
r 

Л е м м а 5.5. Пусть u = аnixi е LX и r = 1. Тогда u е X и ni = 0. 
i=1 

• 

r 
Л е м м а 5.6. Пусть u = аnixi е LX и r ^ 3. Тогда Card {i | ni = d(u)} ^ 3. 

i=1 

Доказательство. Предположим противное, т.е. Card {i | ni = d(u)} ^ 2. Тогда 

Card {i | ni = d(u)} = 1 или Card {i | ni = д(u)} = 2. 

В этих случаях получим 
d(u) d(u) — 1 

1 = Y3—kCard{i | ni = k} = ^ 3—kCard{i | ni = k} + 3—d(u ) • 1 
k=0 k=0 

или 
d(u) d(u) — 1 

1 = J23—k Card {i | ni = k} = ^ 3—kCard {i | ni = k} + 3—d(u ) • 2, 
k=0 k=0 

следовательно 
d(u) — 1 

3 d ( u ) = 1+ 3 d ( u )—kCard {i | ni = k} 
k=0 

или 
d(u) — 1 

3 d ( u ) =2+ 3 d ( u )—k Card {i | ni = k}. 
k=0 
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В обоих случаях равенство возможно только при д (и) = 0, т.е. когда и = x или 

r = 1. • 

Л е м м а 5.7. LX Q CGX. 
r 

Доказательство. Пусть и = Y1 an ixi € LX. Индукцией no r докажем, что 
i=1 

и € CGX. Для r = 1 утверждение следует из леммы 5.5. (Отметим, что слу-

чай r = 2 невозможен, так как, в этом случае и € LX. Действительно, если 

и = akx1 + amx2 € LX, то 3 - k • 1 + 3 -m • 1 = 1 или 3k -m + 1 = 3k (если к > m), 

что невозможно). Допустим r > 3. Положим n = д(и). Согласно лемме 5.6 име-

ем Card{i | ni = д(и)} ^ 3, поэтому существуют три различных целых числа 

c,d,m € { 1 , . . . , r } такие, что nc = nd = nm = n. Положим 

v ^՜՜ an i xi + an - 1xc 

i=c,d,m 

(очевидно n ^ 1). Легко видеть, что v € LX. Действительно, 
d(v) d(u) 

£ 3 - k Card {i I ni = k} = £ 3 - k Card {i | ni = к}- 3 - n • 3 + 3 - ( n - 1 ) = 
k=0 k=0 

d(u) 

^3 - kCard{i | ni = k} = 1. 
k=0 

Длина v меньше r, следовательно согласно индуктивному предположению v € 

CGX 

Обозначим через h единственный гомоморфизм из WX на CGX такой, что h (x) = 

x для всех x € X Имеем v = h (t) для некотор ого t € WX. Согласзно лемме 5.1 

имеем 

v = h (t)= J2 a a ( e )t[e]. 
ее I*(t) 

Поэтому существует e € In-1(t) такой, что t[e] = xc. Положим w = ae:XcXdXm (t). 

Из леммы 5.1 следует, что h (w) = и и следовательно и € CGX. • 

Теорема 5.1 следует из лемм 5.2, 5.4, 5.7. 

6 . Л И Н Е Й Н Ы Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я К О М М У Т А Т И В Н Ы Х М Е Д И А Л Ь Н Ы Х Т Е Р Н А Р Н Ы Х 

Будем говорить, что n-арный группоид Q(A) имеет линейное представление, ес-

ли существуют коммутативный моноид S(+, 0) и система его коммутирующих 
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эндоморфизмов { f i | i = 1,... ,n}, такие что Q С S и операция A может быть 

п р еде тшз л ен е. в виде 

A (xi, ...,xn)= f i (xi) + + fn (xn) + a 

для всех x1,... ,xn е Q, где a некоторый фиксированный элемент S. 

Q=S 

a=0 

G( ) 

парный группоид. Тогда он имеет выпуклое линейное представление S(+, 0, f , g, h) 

такое, что f = g = h и f ֊ автоморфизм S(+), т.е. существуют коммута-

тивный моноид S(+, 0) и его автоморфизм f такие, что G С S и (xyz) = 

f (x) + f (y) + f (z) для вс ex x,y,z е G. 

Доказательство теоремы разобьем на несколько лемм. 

Пусть A[] коммутативный медиальный тернарный группоид. Обозначим через h 

единственный гомоморфизм из CGA на A[] такой, что h (x) = x для всех x е A. 

Определим бинарное отношение R на CFA следующим образом: 

(u, v) е R тогда и только тогда, когда существуют w е CFA, x,y,z,a е A и c ^ 0 

такие, что u = w + а cx, v = w + а c+ 1y + а c+ 1z + а с + 1а и x = [yza]. 

Далее, определим бинарное отношение R на CFA следующим образом: 

(u, v) е R тогда и только тогда, когда существуют m ^ 0 и u0,..., um е CFA 

такие, что u0 = u, um = v и (ui—1 ,ui) е R U R—1 для вс ex i е { 1 , . . . , m}. 

Л е м м а 6.1. Следующие утверждения справедливы: 

(1) R конгруэнция алгебры C F A ( + , 0,а); 

(2) Если u,v е CFA и (аu, аv) е R, то (u, v) е R; 

(3) Если (u,v) е R, тогда u е CGA тогда и только тогда, когда v е CGA; 

(4) Если x,y,z,a е A и x = [yza], то (x, (yza)) е R. 

Доказательство. (1). Очевидно R ֊ отношение эквивалентности. Покажем, что 

R ֊ конгруэнция. Пусть (u, v) е R, ^^^да существуют m ^ 0 и u0,..., um е CFA 

такие, что u0 = u, um = v и (ui—1,ui) е R U R—1 для всех i е { 1 , . . . , m}. Ясно, 

что u0 + t = u + t, um + t = v + t. токазать, что (ui—1 + t,ui + t) е 

R U R—1 для вс ex i е { 1 , . . . , m}. Так как (ui—1 ,ui) е R U R— 1 ^ o ui—1 = w + а с x, 
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щ = w + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a , поэтому ui-1 + t = (w + t) + a cx, ui + t = 

(w + t) + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a, что означает (и + t,v + t) € R. Аналогично 

проверяется, что если (U,V) € R, то (au,av) € R. 

(2). Пусть (aи, av) € R, тогда и0 = a՛:и, ит = av и (щ-1 ,иi) € R U R - 1 для всех 

i € { 1 , . . . , m}. Ясно, что au'0 = au, au'm = av и (aui_ aui) € R U R - 1, поэтому 

aui_ 1 = w + a cx, aui = w + a c + 1y + a c + 1z + a c + 1a , следовательно w так-же 

начинается с a , поэтому получаем ui_ 1 = w' + a c - 1 x, ui = w' + a cy + a cz + a ca, 

что означает (u'i-1,u'i) € R U R - 1 и и = u/0, •• • , v = u'm, т.е. (и, v) € R. 

(3). Следует из леммы 5.3. 

(4). Пусть x,y,z,a € A и x = [yza], Имеем x = 0 + x, (yza) = 0 + ay + az + aa, 

т.е. (x, (yza)) € R ( c = 0,u0 = x,u1 = (yza)). • 

Л е м м а 6.2. Пусть (u,v) € R uu,v € CGA- Тогда h (u) = h(v). 

Доказательство. Имеем u = w + a cx, v = w + a c + 1y + a c + 1z + a c +1 a для неко-

торого w € CFA, c ^ 0 и x,y,z,a € A таких, что x = [yza]. Обозначим через 

g гомоморфизм WA на CG A такой, ч то g (x) = x для всех x € A. Существует 

t € WA такой, что g (t) = и. Согласно лемме 5.1 существует e = a1 • • • ac € Ic(t) 

t[e] = x 

t = ^[e],^-• ac ] , a c , a c , t [ a • Щ , t[a1• • • a c - i ] ,  ac-1, ac-1, t[a^,, ac_1], t[al• • - a - ] , 

ac-2,ac-2,. .. , t ^ a i a 2 ] , t [ a 1 ] , a 1 , a 1 , t [ a i ] \ = 

= [t[e], t2c, ac,ac, t2c-1 ,t2c-2, ac-1, ac-1 ,t2c-3,t2c-4, ac-1, ac-1,. .. ,t3,t2, a1, a1,t1], 

для некоторых термов t1,t2,... ,t2c € WA П О Л О Ж И M ui = g(ti), i = 1, 2,..., 2c. 

Тогда u1,..., u2c € CGAJ поэтому будем иметь 

и = g (t) = g ( ( ( . . . ((xt2ct2c-1) t2c-2t2c-3) . . .) t2t1)) = 

= ( ( . . . ((XU2CM2C-1) U2C-2 U2C-3) . . .) U2U1) . 

Следовательно, 

и = a cx + a cU2c + a cU2c-1 + a c - 1 U 2 c - 2 + a c - 1 U 2 c - 3 + • • • + au2 + au1, 

v = a c+ 1y + a c + 1 z + a c + 1 a + a cU2c + a cU2c-1 + a c - 1 U 2 c - 2 + a c - 1 U 2 c - 3 +• • •+ au1. 
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Таким образом получаем 

h (u) = [ [ . . . [[xh (u2c) h (u2c—i)] h (u2c—2) h խշ—)] • • •] h (u2) h ( u i ) ] = 

= [[••• [[[yza]h (u2c) h (u<2c—i)} h (u2c—2) h (wi—)} ••] h (u2) h (ui)] = h(v). 

Лемма доказана. • 

Л е м м а 6.3. Пусть x,y е A и (x,y) е R. Тогда x = y. 

Доказательство. Из леммы 6.1 (3) следует, что x,y е CGA, поэтому согласно 

h (x) = h(y) x = y • 

A[ ] 

S(+, 0, f , f , f ) такое, что f ֊ инъективный эндоморфизм S(+). 

Доказательство. Из определения R и леммы 6.3 следует, что алгебра изоморф-

ная алгебре CFA(+, 0, а, а, а)/R будет выпуклым линейным представлением груп-

A[ ] 

• 

Теорема 6.1 следует из леммы 6.4 и следующего предложения [15, Предложение 

1.1.1]: 

Предложение 6.1. Пусть А ֊ сигнатура, a F(1),..., F ( n ) ֊ символы, унарных 

операции, из А. Пусть A будет А-алгеброй такой, что операции FA инъектив-

ные эндоморфизмы A дм всех i = 1,... , n. Тогда существует А-алгебрa B со 

следующими свойствами: 

(1) A подалгебра B и существует цепь B0 С B1 С B2 С ... подалгебр B 

Bi A i = 0, 1 , . . . B 

цепи; 

(2) FB автоморфизмы B для всех i = 0 ,1, . . .n; 

A, B 

Abstract . The paper studies the class of commutative medial ternary groupoids. 

A construction of ternary semiterms is given and proved that the equational theory 

of medial commutative ternary groupoids is solvable, namely, an algorithm is found, 

which in all medial commutative ternary groupoids verifies the validity of the identity 
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u = v for any pair (u, v) of terms. A construction of free medial commutative ternary 

groupoids is given, and it is proved that any medial commutative ternary groupoid 

has a convex linear representation. 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Линейный дифференциальный оператор P(D) с постоянны-
ми коэффициентами называется регулярным (невырожденным), если все 
мономы {5™} характеристического многочлена (полного символа) P(5) = 
P(5ւ,5շ) этого оператора оцениваются через P(5). В работе рассматрива-
ется двумерный регулярный, почти гипоэллиптический оператор P(D) = 
P(Di, D2) с правильным многоугольником Ньютона и доказывается, что все 
обобщённые (слабые) решения уравнения P(D)u = f из определенного ве-
сового пространства Соболева являются бесконечно дифференцируемыми в 
прямоугольнике П = П(а,Ь) = {x € E2; —a < xi < a; -b<X2 < b} функция-

f 
той же переменной. 

MSC2010 number: 12E10 
Ключевые слова: гипоэллиптический оператор, гипоэллиптическое уравнение, 
регулярный оператор, почти гипоэллиптическое уравнение, анизотропное весо-
вое пространство Соболева. 

1. В В Е Д Е Н И Е . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. К Л А С С УРАВНЕНИЙ 

В 1937 году И. Г. Петровский доказал (см. [1]), что все классические решения си-

стемы дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными ко-

эффициентами аналитичны тогда и только тогда, когда эта система эллиптична. 

Тем самым Петровский обобщил результаты С. П. Бернштейна (см. [2]) и других, 

относящихся к уравнениям второго порядка. Что касается слабых (обобщённых) 

решений, то их дифференцируемость для уравнения Лапласа впервые была до-

казана Г. Вейлем (см.[3]), а для более общих уравнений (в основном второго 

порядка) этот вопрос изучен Л. Шварцем [4], Ф. Йоном [5], К. Фридрихсом [6], 

П. Д. Лаксом [7], Л. Ниренбергом [8] и другими. 
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Переломным моментом в этой теории можно считать появление в 1955 году рабо-

ты Л. Хёрмандера [9], где он ввел понятие гипоэллиптического уравнения (опе-

ратора), все обобщенные решения которого бесконечно дифференцируемы (для 

более подробных сведений см. [10]). Это оператор P(D), отношения всех част-

ных производных D aP(Հ) характеристического многочлена (символа) P(£) ко-

торого на этот символ стремятся к нулю при стремлении |£| к бесконечности. 

Л. Хёрмандер доказал, что все непрерывные слабые решения линейного диффе-

ренциального уравнения с постоянными коэффициентами P(D)u = 0 являются 

бесконечно дифференцируемыми функциями тогда и только тогда, когда опера-

P(D) 

P(D) 

оператор у которого отношение |£|'а' • I D a P ( £ ) / P ( £ ) | ограничено для любого 

мультииндекса а, то ясно, что понятие гипоэллиптичности является непосред-

СТВ6ННЫМ обобщением понятия эллиптичности оператора. Работы Л. Хёрмандера 

стали естественным толчком в возникновении задачи о выделении нетривиаль-

ных бесконечно дифференцируемых решений негипоэллиптических уравнений. 

В этом направлении первые результаты принадлежат Л. Гордингу и Б. Маль-

гранжу, которые в работе [11] ввели понятие частично гипоэллиптического опе-

ратора и доказали, что те решения частично гипоэллиптических уравнений, ко-

торые бесконечно дифференцируемы по определенным переменным, являются 

бесконечно дифференцируемыми по всем переменным. 

Далее этой тематике были посвящены работы многих авторов. Отметим только 

работы [12] ֊ [15] к которым непосредственно примыкает наша заметка. В част-

ности, в работе Я. С. Бугрова [14] построен пример негипоэллиптического урав-

нения, решения которого в полупространстве являются бесконечно гладкими, 

как только они суммируемы с квадратом вместе с некоторыми их производными. 

В работе [15] В. И. Буренковым н аидены необходимые и достаточные условия 

того, чтобы все решения {м} так называемого глобально гипоэллиптического 

уравнения P(D)u = 0, которые определенным образом стремятся к нулю в бес-

конечности, являлись бесконечно гладкими. 
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На наш взгляд понятие почт,и гипоэллиптического оператора (см. [16]) явля-

ется таким ж е естественным и непосредственным обобщением понятия гипоэл-

липтичности, каким понятие гипоэллиптичности является обобщением понятия 

P(D) 

если отношение D aP(C)/P(С)| ограничено для любого мультииндекса а. 

Нами в [17] доказано: для того, чтобы все те решения уравнения P(D)u = 0, ко-

торые суммируемы с определенным экспоненциальным весом были бесконечно 

дифференцируемыми функциями во всем пространстве, необходимо и доста-

P(D) 

В работе [18] выделено множество бесконечно гладких решений одного класса 

двумерных почти гипоэллиптических уравнений в бесконечной полосе достаточ-

но большой ширины. В настоящей работе мы изучаем определенный класс дву-

мерных регулярных, почти гипоэллиптических уравнений P(D)u = P(D1, D2)u = 

f в конечном прямоугольнике из E2 • 

Для формулировки задачи и изложения результатов условимся в следующих 

обозначениях: R и E 2 
двумерные вещественные пространства точек С = (Ci, С2) 

и х = (х1,х2) , N ֊ множество натуральных чисел, N0 = N U { 0 } , N 2 = N0 х N0 

-множество 2-мерных мультииндексов. Д л я С € R > х € E 2 

и а € NQ обозначим 

С = վս + ս, |а| = a i + а2, С" = СГ • С"2, 

D a = Da1 Dj = d / d j либо Dj = j . d / d x j (j = 1, 2). 

Для линейного дифференциального оператора P(D) = P(Di,D2)= Y , YaD a, (1.1) ae(P) 

где сумма распространяется по конечному набору мультииндексов (P) = {а € 

No,Ya = 0 } , многочлен 

P(С)= P(С1,С2)= Е ^аС" ( 1 . 2 ) 
ae(P) 

назовем характеристическим многочленом или (полным) символом, а наимень-

ший выпуклый многоугольник Ж = №(P), содержащий множество (P) U { 0 } , 

назовем многоугольником Ньютона оператора P(D) (многочлена P(С))-
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Многоугольник Ж с вершинами из N0 назовем полным (см. [19]), если Ж имеет 

вершину в начале координат и отличные от начала координат вершины на каж-

дой оси координат N 2 . Полный многоугольник Ж назовем правильным (вполне 

правильным) (см. [20], [21] ), если внешние нормали некоординатных сторон Ж 

имеют неотрицательные (положительные) координаты. Легко доказать (см., на-

пример, [16]), что многоугольник Ньютона гипоэллиптического (почти гипоэл-

липтического) оператора является вполне правильным (правильным). 

Оператор P(D) вида (1.1) (многочлен P(£) вида (1.2)) назовем регулярным (невы-

рожденным) (см. [19]), если существует число C > 0 такое,что 

E l П < с [\P (01 + 1] V£ е R2- (1.3) 
ae(P) 

В. П. Михайловым в работе [19] н аидены необходимые и достаточные условия 

того, что многочлен P (£) с полным многоугольником Ньютона был регуляр-

ным.Там же доказано, что вершины полного многогранника Ньютона регуляр-

ного многочлена с вещественными коэффициентами имеют чётные координаты. 

В настоящей заметке чётные натуральные числа l,m (l < m) и, тем самым, 

четырёхугольник Ж = {v е N2, vi < l,vi + v2 < m} будут фиксированы. 

Геометрически очевидно, что Ж ֊ правильный четырёхугольник в R+ = {£ е 

R2, Հյ > 0, j = 1, 2 } с вершинами (0,0), (l , 0), (l, m — l), (0, m) из N g . В а ж н о от-

Ж 

координата внешней нормали некоординатной стороны [(l, 0) — (l,m — l)] равна 

нулю, или ֊ геометрически, эта сторона перпендикулярна оси « ւ в N g . 

Пусть для положительных чисел a, b функция f (x) = f (xi,xg) задана в прямо-

угольнике = H(a,b) = {x е E 2 ; x i е (—a,a),xg е (—b,b)}. Рассматривается 

уравнение 

P(D)u(x) = f (x); x е Q- (1.4) 

Легко показать, что при (линейном) преобразовании координат xj = ajyj; 

aj > 0 (j = 1,2) оператор P(D) (многочлен P(£)) не меняет ни своего мно-

гоугольника Ньютона ни регулярности, ни почти гипоэллиптичности. Поэтому 

преобразованием xi = xi, x2 = b.y2 из прямоугольника Q(a, b) можно перейти к 

прямоугольнику, который также обозначим через Q: Q = Q(a) = Q(a, 1) = {x е 

E 2 ; xi е (—a, a),x2 е ( — 1 ,1 ) } . 
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Итак, будем рассматривать уравнение (1.4) с регулярным линейным дифферен-

циальным оператором P(D) с четырёхугольником Ньютона №(P) = Ж и поставим 

x 2 

из множества обобщённых решений уравнения (1.4) при данной правой части 

f x2 

является почти гипоэллиптическим (см. [16]) и частично гипоэллиптическим по 

второй переменной (см. [11] или [10]), но не является гипоэллиптическим, вслед-

ствие того, что четырёхугольник Ж^) = Ж не является вполне правильным. 

2. Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Е П Р О С Т Р А Н С Т В А 

В этом параграфе мы вводим и исследуем функциональные пространства типа 

весовых анизотропных пространств Соболева, в которых мы изучаем уравнение 

Ж 

прямоугольником 0 = 0(a) С E2-

В качестве весовой функции мы рассмотрим функцию g(t) = 1 — t 2 при Щ < 1 и 

g(t) = 0 при |t| > 1. 

Обозначим через H(Ж, 0) множество функций u € L2(0) с конечной нормой 

ЦиЦи = И к з д = Е ^уМыЯ), (2.1) 
аеш 

а через Hg (Ж, 0) множество фун кций u € L2(0) с конечной нормой 

|Мк = |М|и9(ад = Е H D a u g " Ы И ы п у (2.2) 
аеШ 

Из полноты многоугольника Ж и определения функции g легко следует, что фор-

мулами (2.1) и (2.2 ) определяются нормы, при этом H(Ж, 0) (соответственно 

Hg (Ж, 0)) Банахово пространство типа пространств Соболева (соответственно 

типа весовых пространств Соболева ). 

Наконец через H0(Ж, 0 ) обозначим пополнение множества Cfi°(0) по норме (2.1), 

а через H g j o c ^ , 0) ֊ множество фун кций u € Hg (Ж, 0(a )) для любого a € (0, a), 

где 0(a ) = 0(a , 1) = {х € E2, —a' < x1 < a', —1 < x2 < 1 } 0(a ) С 0. 

З а м е ч а н и е 2 .1 . Легко видеть, что u € Hg,ioc^, 0) тогда и только тогда, 

когда u(x).^(x1) € Hg(Ж, 0) для произвольной функции ф € C^(—a,a). 

Сначала докажем два простых вспомогательных предложения. 
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П р е д л о ж е н и е 2 .1 . Пусть 5 е (0 ,1) ; k,n е N0, к + n < m. Тогда 

1) gn(t) < (25)n при 1 — 5 < \t\ < 1; 

2) gm-k (t) < (25)n gm-k -n (t) щи 1 — 5 < \t\ < 1; 

S) существует число Ծ = a(m) > 0 такое, что для всех k = 0 ,1 , . . . , m 

dk  

dtk gm ( t )  < Ծgm-k(t) Vt е ( — 1,1). 

n=1 

\t\> 1 — 5, то g(t) = 1 — \t\2 < 1 — (1 — 5)2 = (2 — 5)5 < 25. 

Второй пункт получается пз первого умножением обеих частей неравенства 
g m - k - n ( t ) 

стыми выкладками. • 

П р е д л о ж е н и е 2 .2 . Пусть 5 е (0,1) . Существует функция ws(t); t е E1, удо-

влетворяющая условиям 

1) w е с ~ ( —1 + 5/2,1 — 5 2); 

2)0 < ws (t) < 1 V t е E  1,-

S) ws(t) = 1 щи \t\ < 1 — 5; 

4) Для любого к е N0 существует число Ck > 0, не зависящее от 5 такое, 

что 

\wSk )(t)\< Ck 5 - k, t е E1; к = 0,1,.... 

Доказательство. Пусть Ф е C— 1,1) &(t) > 0 при Bcext е ( — 1,1) и / ^(t)dt = 

֊ 3 5,1 — 4 1, a xs (t) - характеристическая функция отрезка [— 1 + 3 5,1 — 4 5]. Тогда простыми 

вычислениями легко убедиться, что функция 

4 I' 4т 
ws(t) = 5 J xs(t)(t — т)Ф(5)dT 

удовлетворяет требованиям 1) - 4) предложения при 

Ck =4k j ^ ( k )(t)\dt к = 0 , 1 , . . . . 

• 

Л е м м а 2 .1 . Пусть ф е C™(—a,a) и u е Нд,Ос(Ж, Q), тогда 

u(x)^(x1)gm(x2) е Н(Ж, Q). 
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Доказательство. Пусть 5 € (0,1) и функция ys(x2) (x2 € E1) построена по 

предложению 2.2. Положим 

d,1 = max{Ck; 1 < k < m}, 0s = 0(a, 1) \ 0(a, 1 — 5). 

Тогда из свойства 3) функции уs следует 

I = Hu(x^(x1) gm(x2)[1 — уs(x2)]||и(ж,^) = 

= ||u(x)фl(xl)gm(xշ)[1 — ys X)]Hh (ա,ոտ) = 

E HD a[u(xMx1)gm(x2)(1 — y s Ы Ш ь ^ ) • 
аеш 

Оценим выражение I , применяя свойства 2), 4) функции ys и формулу Лейбница 

( при этом ниже || • || = Ц • | |ь2(п г)) 

I < Е I|D a[u(x)ф(xl)gm(xշ)]|| + 
аеш 

a2 

+d1 Е Е с " 2 5 - в 2 U D ^ ^ ^ x ) g m ( x 2 ) ] | | , 

а е Ш , а 2 > 0 թ 2 = 1 

где C j ֊ биномиальные коэффициенты. Е щ ё раз применив формулу Лейбница, 

получаем 
I < { Е H D ^ ^ ^ ^ m 

a2 

+ Е Е с"25 - в 2 №" - ( 0 ՚?2 )խ^)Փ(^1)^2gm(x2)]U}+ 
а£Ш,а2>0 в2 = 1 

a2 

+d1{ Е Е с " 2 . 5 - в 2 UD a - ( 0, e 2 ) H x ^ x ^ x ) ^ 

аеШ,а2>0 в2 = 1 

а2 " 2 - ^ 2 

+ Е Ес"2.5 - в 2 ^^յ с"22-в2 UD a - ( 0'Y2 ) [u(x^(x1)]DY2gm(x2)H} = 
аеШ,а2>0 թ2 = 1 7 2 = 1 

= I1 + d112. (2.3) 

I 1 

h < Е H D " ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

а£Ш 

a2 

• Е I ^ 2 UD a - ( 0, e 2 )[u^(x1)]gm-e2 (x2 ) | 
аеШ,"2 > 1 02 = 1 
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Для I2 аналогично 
а2 

I2 < Е Х ^ 2 5 - в 2 (25) в 2\\D a - ( 0 ' e 2 ) [ u ^ ( x i ) ] g m - e 2 ( x 2 ) \ i + 
аеШ,а2>1 02 = 1 

а2 а2—@2 

+Ծ Е 5 - в 2 Y , (25) в 2\\D a - ( 0' e 2 ) - (֊0'Y2 )[u(x^(xi)] gm-e2 -Y2 (x2)\\. 
аеШ,а2>1 թ2 = 1 Y2 = i 

Сгруппировав соответствующие члены в оценках I i и I2, из (2.3) получаем с 

d2 > 0 
а2 

I < d2. £ £ C f 2 \ \ D a - ( 0 ' e 2 ) [ u ( x ^ ( x i ) ] g m - e 2 (x2)\\. (2.4) 
а е ж , в2=0 

Так как m — (32 > \а — (0, в2) \ щ и а е Ж, 0 < [32 < а2 и по определению функции 

g> g(x2) < ^ и \x2\ < 1, то 

gm-e2 (x2) < g l a - ( 0' e 2 ) l(x2) Vx2 е ( — 1,1). (2.5) 

С другой стороны, в силу правильности Ж множество {а — (0,բ2); а е Ж, 0 < 

в2 < а2} С Ж. Поэтому из (2.4), (2.5) следует, что с некоторой постоянной d3 > 0 

I < d3 £ \ \ D a [ v ( x ^ ( x i ) ] g a ( x 2 ) \ \ b 2 ^ ) . (2.6) 
аеш 

Если иметь в виду, что mesQs ^ 0 при 5 ^ + 0 и по условию леммы u е 

Нд,1ОС(Ж, Q), следовательно, в силу замечания 2.1 D a[u(x)ф(x1)]g | a | (x2) е L2(Q) 

для всех а е Ж, и правая часть неравенства (2.6) стремится к нулю при 5 ^ + 0 . 

По определению класса Н(Ж, Q) это значит, что при 5 ^ + 0 

I = \\u(x) ф^1) gm(x2) [1 — w s Ы ] ^ ( щ , п ) ^ 0. (2.7) 

Покажем, что для каждого е > 0 существует функция Ф е е C0° такая, что 

\\u(x) ф^1) gm(x2) ws(x2) — Ф е И Ц я с а д < е. (2.8) 

Для фиксированных u и ф через u/ф обозначим продолжение нулём функции u •ф 

вне Q. Если таким образом функцию u • ф доопределить на все пространство E2, 

то функция u • ф • gm • ws также будет доопределена нулём на E2. Далее, не огово-

ривая это каждый раз, будем считать, что рассмотренные функции продолжены 

нулём вне Q, причем мы опустим в обозначениях знак продолжения. 

Пусть .5У,ррф С [—a + A,a — Д ^ Д > 0 и (см. предложение 2.2) suppws С 

[—1 + 5/4,1 — 5/4]. Тогда 

supp(^gmws) С [—a + Д,о, — Д]Х — 1 + 5/А, 1 — 5/4]. 
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Пусть Տ1 = {x € E2, \x\ < 1} открытый круг в E\ 0 < ш € C q ° ( S 1 ) , F u(x)dx = 1, 

h > 0 и Uh(x) = h~2w{x/h). Тогда (см. [23]) 

supp[u ф gm գ>s * шъ] С supp(u ф gm <քs) + supp^h-

Положим h0 = min{A, 5/4}. Тогда при 0 < h < h0 

supp [ u ф gm գ>s * шъ] С supp ( u ф gm գ>s) + supp шъ С О. (2-9) 

Так как (см. [22], Главу 2, или [23], Главу 3 ) խՓ gm vs] * шъ € С ж , то в силу 

(2.9) 

[u^gm փտ] * шъ € С^(П). (2.10) 

ш 

щей разности 

Y,\\D a[uфgm ՓՏ * шъ] - D a[u ф gm vs]\\լ2(ո) = 
аеш 

= Е \ \ I' { D a \ u ^ g m փտ ](x - у) - D a[u ф gm vs ] ( x ) } шк(уУ1у\\Ып) < 
а еШ Iy\<h 

< Е sup \\D a[uфgm vs](•- у)\\ь2(п) Ч М Ь ^ п ) = 
аеш 1  y \ < h  

= Е sup \\D a[uфgm vs](•- у)\\ь2(п). (2-11) 
аеш  1  y  1 < h  

В силу непрерывности в среднем функций из L2 отсюда следует, что при h ^ 0 

Е \\D a[u фgm vs * шъ] - D a[u ф gm <fs]\\L2(q) ^ 0. (2.12) аеш 
Для h € (0, h0) положим 

§ h ( x ) = u(x) ф(xi) gm(x2) vs(x2) * шъ^), 

тогда 

\\uфgm - Фъ\\ = \\uфgm(l - vs) + uф gmvs - Фъ\\н(ш,п) < 

< \\ui^gm(1 - vs)\\H&,Ո) + \\uфgmфs - Ф ъ \ \ н ( З Д . (2.13) 

В силу (2.7) число 5q > 0 можно выбрать так, что при 5 < 5о 
e 

\\uфgm(1 - vs)\\н(зд < 2 . (2.14) 

В силу (2.12) для данного 5о число h € (0, ho) можно выбрать так, чтобы 
e 

\\uфgmфs - ФМн(ա,ո) < 2 . (2.15) 

Из соотношений (2.13) - (2.15) следует (2.8), что и доказывает лемму 2.1. • 
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Л е м м а 2 .2 . В пространстве Hg = Hg(Ж, Q) можно ввести норму 

\\u\ing = \\u\ing m i ) = Е\\D a[ug l a l]\\L2(n), (2.16) 
аеш 

эквивалентную исходной норме (2.2). 

Доказательство. Мы должны доказать существование числа C > 0 такого,что 

с ՜1 Е\\(Dau) g  1 a ^ ^ < Е \ \ D a [ u g  1 a 1 iHL̂ c") < 

< с Е\\(D au) g 1 а
 1\\ւ2(Պ Vu е Hg (Ж, Q). (2.17) 

аеш 
Пусть а е Ж. Воспользуемся свойством 3) функции g с заменой m на а 2 и k на 

в2 (0 < в2 < а2) (см. Предложение 2.1 ). Применяя формулу Лейбница, получим 

с некоторой постоянной C1 > 0 для всex u е Hg (Ж, Q) (при этом, в обозначениях 

нормы мы опустим индекс L2 (Q)) 

Е \ \D a [ug  1 a 1
 ]\\L2W = Е\\ Е [D a֊ ( 0' e 2 )u][De2g1  a  1 ]\\ < 

а£Ш а£Ш в2<а2 

< Ծ ЕЕ C% \\[D a֊ ( 0' e 2 )u] g1 а ֊ в 2 \ \ < Ci Е\\(D au) g1 a| ]\\, 
а£Ш в2<а2 аеш. 

что доказывает правую часть (2.17). 

Для доказательства левой части (2.17) покажем по индукции по j , что для любого 

мультииндекса а е Ж (D՝^1 D32u(x))g a 1+2(x2) е L2(Q), j = 0 ,1, ...,а2 в предпо-

ложении, что выражение \\u\\ в (2.16) ограничено. При j = 0 [Da՛1 u(x)]g a i (x2) = 

Da1 [u(x) ga i (x2)] е L2(Q). Пусть теперь 

(Da1 Dju(x)) g a i+2(x2) е L2(Q), j = 0,1,..,r < а.2 — 1, (2.18) 

покажем, что 

[Da1 D2+1 u(x)] g a 1+ r+1 (x2) е L2(Q). 

Так как при а е Ж и r < а2 — 1 в силу ограничен ности \\u\\ 

Da1 D՝2+1[u(x) g a 1+ r +1(x2)] е L2(Q), (2.19) 

то применяя формулу Лейбница и соотношения (2.18), (2.19) получаем 

[D0^ D2+1u(x)] g a 1+ r +1(x2) = D0^ D r2+1[u(x) g a 1+ r+1(x2)] — 

r+1 

— E Ckr+1[D°l 1 D2+1 -ku(x)] Dkg a 1+ r+1(x2) е L2(Q). (2.20) 
k=1 
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В силу произвольности (a1,j) € Ж это показывает, что u € Hg (Ж, О), при этом 

а2 

\\(D au) g1  а 1 \\ < С ^ D D22 [u g a i + j ] \\ < С ^ \\D e [ug1  в 1 ] \\ 
j=o веш 

с некоторой постоянной С2 = С2(а) > 0, не зависящей от u. Так как число 

мультииндексов а € Ж ограничено, то отсюда следует левая часть неравенства 

• 

Пусть прямоугольник О = О(а, 1^, правильный четырёхугольник Ж = Ж(1,т), 

весовая функция g, весовое пространство Hg(Ж, О) и локальное пространство 

Нд,1ос(Ж, О) определены как и выше. 

Для j = -1, 0 ,1, 2,... положим Жз = {v € N2, v1 < l, \v\ = v1 + v2 < m + j}^ 

Жз - правильный четырёхугольник в R+ с вершинами (0,0), (l, 0), (l,m - l + j ) , 

(0,m + j) из N2, при этом Ж— = {v € N$,vi < l,\v\< m - 1}, Жо = Ж, Жз С Жз+и 

j = -1,0,1, 2,.... 

Следующая лемма нам понадобится для доказательства основного результата. 

Л е м м а 3 .1 . Пусть Q(D) = Q(D1, D2) ֊ линейный дифференциальный оператор 

с постоянными коэффициентами и с четырёхугольником Ньютона Ж(Q) С Жз 

для некоторого j € N0. Если u € Hg< 0с(Жз-1, О), [Q(D)u] gm+ j € L2(0(a , 1)) 

для любого а € (0, а), то для каждой ф € С™(-а, а) 

Q(D)[u(x) ф^) gm+ j(x2)] € L2(E2). (3.1) 

Q(D) 

ного дифференцирования можно применить к функции u • ф • gm+ j, затем пока-

жем, что результат такого применения принадлежит L2(О). При этом отметим, 

что в (3.1) функция u^.gm+ j продолжена нулем вне О. 

Ниже для оператора Q(D) и мультииндекса в € N2 оператор Q ( e ) (D)- диффе-

ренциальный оператор, отвечающий символу (характеристическому многочле-

ну) Q ( e )(0 = D eQ(£), при этом Q ( 0 ՚ 0 ) ( Հ ) = Q(£), и Q ( e )(Հ) = 0 при \в\ >m + j . 

Заметим,что если Ж(Q) С Жз՛, то из правильности Жз- следует, что Ж^ ( в )) С 

Ж ^ при \в\ = 0. 

37 



Г. Г. К А З А Р Я Н , В. Н. М А Р Г А Р Я Н 

Чтобы показать, что оператор Q(D) как оператор обобщенного дифференциро-

вания можно применить к функции u ф gm+2, следует показать, что выражение 

I(р) = \(u(x) ф^1) gm+2(x2),Q(—D)<p(x))\ 

ограничено (постоянной, зависящей от р) для каждой (пробной) функции р е 

CQ°(E 2 ) . 

Итак, пусть р е CQ°(E2). Применяя формулу Лейбница для оператора Q(D), 

неравенство Коши - Буняковского, и формулу интегрирования по частям, полу-

чаем 

I(р) = \(u, ф gm+2 Q(—D)p)\ = \(u,Q(—D)^gm+2]) — 

— Е 1,(u, [Q ( e )(—D)p](—D) e [ф gm+2 ])\ = 
1 в 1 > о  P՝ 

= \(u,Q(—D)^gm+2]) — Е 1(u (—D) e[Ф gm+2], [Q ( e )(—D)p])\< 
1в1>0  P' 

< \(Q(D)u,p ф gm+2)\ + Е 1 \(Q ( e )(D)[u (—D) e(ф gm+2)],р)\ = 
1в1>о  в՝ 

=  A + Е 1  Be • ( 3 2 ) 
1 в 1 > о ' 

Оценим каждое слагаемое правой части (3.2). Имеем 

A = \(Q(D)u,рфgm+2)\ = \([Q(D)ugm+2] ф,р)\ 

Так как по условию леммы Q(D)u gm+2 е L2(Q(a', 1)) для любого а' е (0,а) и 

ф е CQ°(— а, а), то [Q(D)u gm+2] ф е L2(Q) = L2(Q(a, 1)). Поэтому, применяя 

неравенство Коши - Буняковского, получим 

A <\\Q(D)ugm+2 \\p\\L2(n) < ж. (3.3) 

Применив формулу Лейбница для оператора Q ( e ) (D), для слагаемых Bp; \в\ > 0 

имеем 

Bp = \(Q ( e )(D)[u (—D) e(ф gm+2)],р) \ = 

= Е ֊ \ ( [ Q ( e + Y ) ( D ) u ] (D) e+Y[фgm+2],р)\. (3.4) 
դ>0 

Так как D aQ(£) = 0 при \а\ > m+j, то в правой части (3.2) сумма распространя-

ется по мультииндексам в \թ\ < m + j, а в правой части (3.4) по мультииндексам 
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Y \Y\ < m + j . Поэтому из (3.4) имеем с некоторой постоянной С1 > 0 

Be < С1 £ \([Q ( e )(D)u](D) e[ф gm+ j]^)\. (35) 
0< I в | <m+j 

Покажем,что при в € N2; 0 < \в\ < m + j 

[Q ( e )(D)u](D) e[ф gm+ j] € L2^). (3.6) 

Онв.4 eUIel С2 > 0 

\Q ( e )(D)u(x)\ < С2 £ \D ( a - e )u(x)\ Vx € E2. 
ae(Q),a>e 

Далее, так как ф € С а , а), а функция g удовлетворяет свойству 3) предло-

жения 2.1, то с некоторой постоянной С3 > 0 

\D e ^ ( x i ) gm+ j (x2)]\ = \D^1 ф^) D,2 gm+ j x ) \ < С3 gm+ j - e 2 Ы Vx € E2. 

Из последных двух соотношений при в € N2; 0 < \в \ < m + j получаем с 

некоторой постоянной С4 = С4(в) > 0 

\\[Q ( e )(D)u] D e ] \ \ Լ շ ( Ո ) < С4 £ \\(D a - eu) g m + j - e 2 \ \ Ы п ( а ' , 1 ) ) , 

ae(Q),a>e 

где а' = а'(ф) € (0, а), supp ф С [-а', а']. 

Так как g(t) < ^ и t € E1 и \ а - в\ < m + j - в2, то 

\\[Q ( e )(D)u] D e[ф gm+ j]\\Լշ(Ո) < 

< С4 £ \\(D a - eu) gg а - вhk^aM)). (3.7) 

ae(Q),a>e 

Покажем,что а - в € Жз-1 щ и а € (Q); 0 = в < а , т.е. покажем, что а1 - в1 < l 

и (а1 - в ֊\) + (а2 - в2 ) < m + j - 1- Пусть сначала в1 = 0, тогда а1 - в1 = а1 < l 

по определению множества Жз и так как в2 > 1, то а1 + (а2 - в2) < m + j - в2 < 

m + j - 1- Пусть в1 = 0- Так как а € (Q) С Жу-, то а1 + а2 < m + j , поэтому 

(а1 - в1) + (а2 - в2) = (а1 + а.2) - в + в2) < m + j - 1. 

Отсюда, из условия u € Hg, 0с(Жз-1, О) леммы и из (3.7) следует (3.6). Тогда 

применяя к правой части (3.5) неравенство Коши - Буняковского, из соотно-

шений (3.2), (3.3), (3.5) получим ограниченность выражения I(ф) для каждой 

(пробной) функции ф € С^^2). Это значит, что оператор Q(D) как оператор 
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обобщенного дифференцирования можно применить к функции u/^>.gm+2, при 

этом с некоторой постоянной C5 = C5(u) > 0 

I ( р ) < C5\\p\\L2(E2) Ур е C0T(E2). (3.8) 

Для завершения доказательства леммы рассмотрим линейный функционал 

I(р) = (u(x) ф^1) gm+2(x2),Q(—DMx)) 

на (E2). Оценка (3.8) показывает, что функционал I(р) ограничен в C^(E2)^ 

Так как множество CQ° (E2) плотно в L2(E2), то по теореме Хана-Банаха функ-

I L2 

т р ) ^ C5 M\L2(E2) Ур е L2(E2y 

По теореме Рисса существует функция Ф е L2 такая, что 

I(р) = (Ф,р) Ур е L2• 

Так как для всех р е C0՝° 

(Ф, р) = (u(x) ф^1) gm+2(x2), Q(—DMx)), 

то по определению обобщенной производной 

Q(D)(uфgm+2) = Ф е L2(E2). 

Этим Лемма 3.1 доказана. • 

Положим 

N(P) = N(P, Ж, g, Q) = {u е Hg, 1ос(Ж ֊1, Q); 

D{[P(D)u] gm+2 е L2(a', 1) Vj е N0, Va' е ( 0 , a ) } . 

Из нижеприводимой леммы непосредственно следует основной результат насто-

ящей заметки. 

P(D) 

ником Ньютона Ж = Ж(Р) = {v е Ng v1 < l, \v\ < m, l < m}. Тогда 
oo 

N(P, Ж ,g, Q) с Ո Hgjoc^2, Q). 
2=0 
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Доказательство. Проведем по индукции по j . Пусть j = 0 и u € N(Р). Дока-

жем,что 

u € Hg, loc (Жо, О) = Hg, 1ос(Ж, О). (3.9) 

Так как по определению множества Ж(Р), u € Hg, loc(Ж-1, О), то для доказатель-

ства (3.9) достаточно доказать , что для мультииндексов а € Ж \ Ж-1 т.е. для 

{а € Ж, \а\ = m} 

(D au) ф g 1 a 1 € L2(О(а', 1)) У а' € (0,а). (3.10) 

Сначала отметим, что при j = 0 и Q(D) = Р(D) условия леммы 3.1 эквивалентны 

u € N(P) Q(D) = P(D) 

получим 

Р(D)[u • ф • gm] € L2(E2) Уф € С™(-а, а), (3.11) 

N(P) 

uфցm € L2(E2) Уф € С™(-а, а). (3.12) 

Далее символ Р(Է) регулярного оператора Р(D) удовлетворяет неравенству (1.3). 

Поэтому из равенства Парсеваля, неравенства (1.3) и соотношений (3.11), (3.12) 

получим для любых {а € Ж, \а\ = m} и ф € С™(-а, а) 

Н Г F [ u ф g m ] \ \ L շ ( R շ ) < С {\\Р (О • F [ u ф g m ] \ \ L շ ( R շ ) + H F [u ф g m ] \ \ L 2 ( R 2 ) } = 

= С{\\Р(D)[uфgm]\\լշ(E2) + \\uфgm\\լշ(E2) < ж, (3.13) 

где F ( f ) ֊ преобразование Фурье функции f € L2(E2՝). Это в силу равенства 

Парсеваля означает, что 

]Г \\D a[uфgm]\\լշ(E2) < ж Уф € С™(-а,а). (3.14) 
аеШ, | a I =m 

Из принадлежности u к Hg, 1ос(Ж-1, О) и из Леммы 2.2 следует, что 

]Г \\D a[uфgm]\\լշ(E2) < ж Уф € С^(-а,а). (315) 
аеШ, | a I =m-1 

Из (3.14), (3.15) в силу Леммы 2.2 и произвольности ф следует (3.10), т.е. N(Р) С 

Hg, 1ос(Ж 0 , О). 

Теперь докажем, что если N (Р) С Hg,loc(Жj, О) для вс ex j = 0 , 1 , . . . , r , то 

N(Р) С О). 
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Пусть u е N(P), докажем, что u е Hg, 1ОС(Ж2+1, Q)• Сначала отметим, что из 

P(D) 

мультииндекса а е Ж и для любого j е N0 

\ 2 Г \< C [ \ 2 P(О \ + \ 2 \ ] У£, е R2. 

С другой стороны, так как m > 1, то (0, г + 1 ) = (0,m + r — (m — 1)) е Жг. 

Поэтому еще раз применяя равенство Парсеваля и Лемму 3.1 для оператора 

Q(D) = D2+1P(D), имеем для любого мультииндекса а е Ж 

\\e2r+1 • Г F[u ф gm+T  + l] \\L2(R2) < 

< C { \ \eT + 1 P(0 • F[u ф gm+ r+1 \\L2(R2) + H ^ 1 F[u^.gm+2+1] \\լշ{Ո2)} = 

= C • {\\D2+1P(D)[u ф gm+2+1] \\L2(E2) + \\D^+1[u ф gm+2+1] !!լ2{e2)} < ж. 

Отсюда и из равенства Парсеваля следует, что 

D r2+1D e[v, ф gm+2+1] е L2(E2) Ув е Ж. (3.16) 

Так как по предположению индукции и леммы 2.2 

D e[uфg | в |] е L2(Q) Ув е Ж2 (3.17) 

при всех ф е CQ°(—a, a), то в силу леммы 3.1 и замечания 2.1 из (3.16), (3.17) 

следует, что u е Hg, 1ОС(Ж2+1, Q). Лемма 3.2 доказана. • 

Пусть x е Q = Q(a, 1^, функция f (x) = f (x1,x2) имеет непрерывные частные 

x 2 

D2fgm+2 е L2(Q(a', 1)) Vj е N0, Va' е (0,a). (3.18) 

Следующее предложение является основным результатом настоящей заметки. 

P(D) 

ником Ньютона Ж а функция f удовлетворяет условиям (3.18) в прямоуголь-

нике Q. Тогда любое обобщенное решение u е Hg, О с ( Ж ֊ 1 , Q) уравнения (1.2) 

является бесконечно дифференцируемой по второй переменной функцией. 

Доказательство. Д л я области G С E2 и j = 0 ,1, . . . через C ( 0'2 )(G) обозначим 

множество функций {u(x) = u(x1,x2)} непрерывных и имеющих непрерывные 

G x2 j — 
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Пусть, как и выше, (натуральные) числа / и m определяют четырехугольник 

Ж. Обозначим через ^(l, m + j) j = 0 , 1 , . . . множество мультииндексов a е N2  

таких, что a1/l + a2/(m + j) < 1. Д л я каждого j = 0 , 1 , . . . это (неравнобедрен-

ный) прямоугольный треугольник в R+ с вершинами из N^. Через W2'm+ j (G) 

обозначим анизотропное пространство Соболева ֊ множество функций u е L2(G) 

с конечной нормой 

\\u\\w1-m+j (G) = Е \\D a u\\L2(G) j = 0 , 1 , . . . . 

Очевидно, что для каждого j = 0,1,..Q(l, m + j) С (l, m), при этом, если 

G = П(а, 1), то HЖ, Ո) С W2'm+ j(Ո). 

Пусть u е Hg, l o c (Ж_1, Q) обобщенное решение уравнения (1.4). Тогда по услови-

ям (3.18) теоремы u е N(P) и по лемме 3.2 u е Hg, 1ос(Жj, Ո) для любого j е N . 

Покажем, что для любых фиксированных чисел а' е (0, а) и b е ( 0 , u е 

ո H(Жj, Q(a', b)). В самом деле, так как при b е (0,1) и \t\ < b, g(t) > 1 — b2 > 0, j 

то для любого мультииндекса a е | J Жj имеем 
j 

| J \D au(x)\2dx < ^ —  1 b 2 ) { а ! J J \D au(x)\2g21  а\x2)dx < 

Q , ( a ' , b ) Q , ( a ' , b ) 

< 11—12)й J J \D au(x)\2g2  1  a ՝(x2)dx< ж, 
n { a ' , 1 ) 

т.е. u е Ո HЖ, Q(a',b)). 
j  

Так как Q(l,m + j) С Жj (l , m) для каждого j = 0 , 1 , . . . , то отсюда следует,что 

u е Ո W2'm+ j(И(а', b)). Применяя здесь теорему 10.4 монографии [22] о вложении j  

анизотропных пространс W2 l'm+ j(Ո), j = 0 , 1 , . . . в пространство непрерывных 

функций, получим, что u е Ո C(°' j )(Q). Теорема доказана. • 

P(D) 

be regular or nondegenerating, if all monomials { £ " } of the characteristic polynomial 

P(0 = P(£ь £ 2) , i.e. of the complete symbol of the operator P(D) are estimated 

by P (0- This work is devoted to the study of two-dimensional, regular, almost 

hypoelliptic operators P(D) = P(D2,D2) with regular Newton polyhedrons. It is 

proved that all generalized (weak) solutions of the equation P(D)u = f from a 
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several weighted Sobolev space are infinitely differentiable functions in the rectangle 

{x е E՜2 : —a<x1 < a, —b<x2 < b} in the variable x2, in which the function f is 

infinitely differentiable. 
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Abstract. We deal with overconvergence phenom ena of power series w ith radius 
o f convergence zero. Among others it is shown th a t the partial sum s of such series 

can be elongated to  become C esiro  sum m able on a  se t S  С  { z  : \z\ > 0} if  and only 

if  th e  considered power series is overconvergent.

M S C 2010 n u m b er: 30B30. 40A25, 30B40
K eyw ords: Overconvergence, elongation of sequences, Cesaro summability.

1. I n t r o d u c t i o n

We consider a power series
OO

Y ' avzv with lim \au\x/ v = oo----' І/-ЮО
i/=0

which has radius of convergence zero. Its partial sums
Ո

(1.2) Sn(z) = '*Га„г1'

(1.1) 
j/=0

i /= 0

are divergent for all z ^  0 and quantitatively we have

„1 ^ 1 ձ'ո(2) |1/Ո =  °o for all г ^  0.

We define as the family of all functions /  : К -> C which are infinitely differentiable
on K. Then, according to a classical result of E. Borel (see * in^ c. g. [Cdj, page 191 or І7І

page 102) for any sequence of complex numbers there exist, <exists a function p  g C°°

'T h e  research work of the second au tho r has been supported  by G erm an Academ ic Exchange 
Service (DAAD) ‘ b



with the property tha t its sequence of derivatives satisfies ѵэ(,/)(0) =  a „ for all и £ N0. 

Hence, there is a function g £ C°° such that the power series (1.1) can be written as

and therefore represents the Taylor series of g. Of course, this series has no analytic 
properties around the origin.

However, among others, we show in this paper that certain power series of the type

(1.1) may ֊  by applying simple analytic operations to their partial sums ֊  generate 

holomorphic (and other) behavior on sets in |z| > 0. Our idea is, to modify the 

sequence of partial sums by „elongation” and to apply a summability method to the 

new sequence.

We say tha t a sequence {s„} of complex numbers is being elongated with respect to 

a sequence m  =  of natural numbers if the term sn is listed m n-times, i. e. the
modified sequence

SOj • • • j ^ 0 ) ^1 j • . . , S i j . . . , Sfc, . . . , Տ կ ) . . .
4--------V------- «՜ 4------- V--------*՜
m o —tim es m i —tim es m*.—times

is considered. Occasionally we denote this new sequence as the m-elongation of 

{s„}. It is clear that {*•„} converges if and only if any m-elongation converges. 
This may change drastically when instead of convergence, sum m ability properties 
are considered.

We mainly concentrate ourselves to the Cx means (arithmetical means) which transform 
the partial sums (1.2) into

(L 4) Cn(z) =  —L _  . у ՜  s (г )_
n  4-1 t֊՜* 

t/= 0

This sequence again diverges for all * փ 0 and simple estimations show that (in 
analogy to the behavior of partial sums) the following holds:

2 “£ M * ) |1/n =  00 for all z ^ o .

It is the object of this paper:

• To demonstrate in part 2 that certain power series of type (1.1) may show 

overconvergence phenomena with respect to certain notions of convergence. 

To piove in the main parts 3 and 4 that special elongations of the partial 

sums of those series may be C\ summable in sets, contained in |z| > 0 and
46



tha t this property occurs if and only if the power series under consideration 

is overconvergent.

2. O v e r c o n v e r g e n c e

0°
A power series ^  avz '' "'ith radius of convergence zero is called overconvergent, if

i/=U
there exist a set S  С {z : \z\ > 0} and a subsequence {sPfc(,z)} of its partial sums 
which converges on S. Such a sequence is called an overconvergent subsequence of 

the consideres series. (There are other definitions of overconvergence also.)

In this part of our paper we construct power series which have different overconvergence 

behavior with respect to certain convergence concepts.

For the construction of those series the following Lemma is useful.

L em m a 2.1. Let К  be a compact set with connected complement, 0 £ K , a number 

զ £ N, a holomorphic function F  oil К  and e > 0. Then there exists a polynomial of 

the type

P (z) = ՝ £ a ^
u=4

with
m a x | .F ( z )  -  P {z )\ < £ .

P roof. The function I՝ [ z )/z4 is holomorphic on К  and by Runge's approximation
theorem there exists a polynomial Q(z) = £  а„ги with

i/=0

max IQ(z) -  < -----L_ .
K ' z i  I m ax|z?| '

Then P ( z )  := zqQ(z) has the required form and we get

m *x\P (z) ֊  F {z)\ < e .

Lemma 2.1 is-proved. □

In the following results we describe various overconvergence phenomena which deal 
as basis for the main results in parts 3 and 4.

T h eo rem  2-1- Let an open set 0  with simply connected components be given, 0 ^ 0  
and a function f  which is holomorphic on O. Then there exists a power series £  avz v 

with radius of convergence zero and a sequence {pk}, such that the subsequence 
{Sf4 (z)}  of partial sums converges compactly to f ( z )  on O.
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Proof. 1. We have 0  =  Ա Gi "rhere the set J  = {1,2, - - -} is finite or countable 
je j

and the Gj are pairwise disjoint simply connected domains. For each j  & J  we can 

choose a sequence of Jordan domains {G^ 1} exhausting՛ G j, which means that G  ̂ J С 
GW  c  Q(k+1) c  q . for all f. e N and that a coinpact set В  С G} is contained in

some Gjka^.

We consider К  к '■= U and a point z* Հ К  и with 0 < |г*| < £■ Then К  к U
>SJі<ь .

is compact with connected complement and does not contain the origin.

2. Now we construct a sequence of polynomials and a strictly increasing sequence

of integers by induction. Suppose that Po(z) = z.qo = 0 and that for the

polynomials
41։

P0(z) = z , . . . ,P k - i ( z ) =  Y ,
v=4k~ 1 + 1

are already determined. Then, by Lemma 2.1 there exists a polynomials P* oi the 
form

'/k + l
Pk(z) = ^  a^z"

V=4k +1
with

(21) m“ | A W ֊ { / W ֊ X ! ^ ( z )} | < £
î =0

and

(22) |Л к ( * 0 - 2 |< 1 -

3- We consider the power series £  avz v and with the abbreviation pk =  Чк+ 1 we get 

(observe that there are no overlappings of the coefficients in the polynomials):

Pfc к
spA z ) '■= vz" -  £ p „ ( * ) .  

v=0 i/=0
Let be given any compact set К  с  О, then there exists a k0 with К  С K k for all 
& > ко. I hen, for к > к0, we obtain by (2.1)

К  00 -  / ( * ) I < max |sp„(z) -  f {z)| _  max I £  Pv[z) -  }{z)\ <
i/ = 0

Since К  C O  was arbitrary, we obtain that {sPJ, (г)} converges on О compactly to 
f( z ) .



PO W ER SERIES W ITH RADIUS O F CON V ERG EN CE ZERO 

4. The constructed power series has radius of convergence zero. Otherwise there would
DO

exist an r  > 0 such that J2 auz u is uniformly convergent on \z\ < r. We have

0 < \zk \ < r for sufficiently great к and it follows from (2.2)

I avz vk =  |Рд..(л*)| > 1,
"=7Ь+1

which contradicts Cauchy’s criterion for uniform convergence. □

R em ark  2.1. Theorem 2.1 can be derived from a result due to Seleznev /5] (see 

also Grofle-Erdmann [1, Theorem 17]) on universal elements. We prefered to give an 
elementary and direct constructive proof.

In the next result we deal with pointwise or uniform overconvergence.
CO

T h eo rem  2.2. There exists и power sei'ies ^  (iuZu with radius of convergence zero
t/=0

and a sequence {pk}> suc^ ^ 101 ^ le subsequence {sPfc(z)} of partial sums converges to

(a) pointwise for all z € C,

(b) uniformly on each compact set which does not intersect [0,oo),

(c) uniformly on each compact set contained in (0,oo).

P roof. We consider the compact set

K k := {г : ֊  < \z\ < *} \  [ z  : Re (z) > 0,0 < Im (г) < ֊ }
rC J

which has connected complement and construct a sequence of polynomials {Pk} and 

a strictly increasing sequence {qk} of integers by induction. Suppose that P0(z) = 

z,qo = 0, and that for к 6 N

P0{z) = z , . . . ,P k_ l ( z ) = հԷ  auZ»
*/=9(=-i+l

have already been determined. Then, by Lemma 2.1 we find a polynomial
**+* .*•

Pk{z) = ^  avZ1'
‘'=4k +1

with

I ^
(2.3) max ի ( Հ )  + p "(z)

i /= 0
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and

(2 .4)  H k ) - 2\<h

We consider the power series £  auzu. If we abbreviate pk =  4k+ 1 then we have
i/=0

pk ^

տ? ձ շ ) =  avzV =  
t/=0 i/=0

Let a point 2 6 С be given. If շ =  0 then sPk{0) =  0 for all к and for 2 ^ 0  there 

exists a ко with г 6 K k for all к > fco՜, it follows from (2-3) that {spje (֊ )} converges 

to zero.

If К  is a compact set with К  Ո [0,cc) =  0 or К  С (0,oo), then in both cases theie 

is a k\ with К  С K k for all к > fci and it follows again from (2.3) that {sp, ( 2 )} 

converges on К  uniformly to zero.
As in step 4 in the proof of Theorem 2.1 it follows from (2.4) tha t the constructed 

power series cannot have a positive radius of convergence.

R em ark  2.2. Ц f  is an entire junction vlith the p om r series - • tk‘n

f ,  («„ +  m  Has raiins of c o n t e n d  zero and its sc ie n c e  о/ P„  4.1 sums

V t  (a . +  J . K l  c o n g e s  to / ( , )  lor a l t ,  6 С аЫ  ш,ЦогЫу on each compact set 
Լ i/=0 J
К  with К  Ո լօ. oo) -- 0 or К  С (0, oo).

A result, similar to Theorem 2.1 also holds for power series with posit 

convergence which we mention without proof.

T heorem  2.3. There exists a power series ք > „ շ "  with radius of convergence 1 and 

a sequence {pk} such that the subsequence {sPfc(z)} of paitial sums со

(a) pointwise for all z ,|z | > 1 ,

(b) uniformly on each compact set К  С {z : |z | >  1} which does not

U> °°)>

(c) uniformly on each compact set К  С (l,oo).

There also exists a result for measurable functions on measurable sets whic 

follows from a theorem of Tomm und Trautner [7j, where even much more has 
proved.



T h e o re m  2 .4 .  Let M  С С be и (Lebesgue-)measurable set and let the function 
f  : M  -> С be measurable on M . Then there exists a power series avz u with

radius of convergence zero and a sequence {pfc} such that the subsequence {sPk(z)} 
of partial sums converges to f ( z )  almost everywhere on M .

To see this, consider the function

== Հ 2 « M
(0, if z £ M

which is measurable on С and it suffices to construct a  power series with radius of 

convergence zero with an almost everywhere convergent subsequence to the limit g(z). 

But the existence of such a series follows from Theorem 1 in the above mentioned 
p a p e r  [7].

3. E l o n g a t i o n s

We now show that overconvergence phenomena perm it the elongation of partial sums 

to become Cx summable throughout the set of overconvergence. Then, in part 4 it is 

shown -  as a converse result -  that such an elongation only can exist if the considered 
power series is overconvergent.

T h e o re m  3.1. Let be a power series with radius of convergence zero and
11

partial sums sn{z) =  £  avz ' .  Suppose that there exists an overconvergent subsequence 
{sPJ,. (z)} which is on a set S  С {z : \z\ > 0}

compactly convergent )
or uniformly convergent
or pointwise convergent > to a limit f ( z ) .
or almost everywhere convergent I

Then there exists an elongation of { sn(z)} such that its Cx transforms have the same
convergence properties as {sPh (z) j on S.

P ro o f. Let be given such a set 5  where {Spfc(*)} satisfies one of the assumptions.
1. We consider the sequence {]>k} and for every к > 1 we choosc

(3.1) >».֊ := t  ֊ (w +1 +  1). M * ) |} .



we elongate the sequence {s„(z)} to the sequence {s"n(z)} where the partial sums 

sPk(z) for к > 1 are listed m* +  1 times, i. e. we consider the sequence

So, _ լ  j Spy, Spj , .  . . , Spj , Spy փ ւ, • • * • Spk — l j Spk , Spk} • ■ • 5 Spk̂ , • • -
'------w------՜  '------ *------

m i—times т ь —times

Any natural n > p\ has a representation of the form

к
(3.2) n  =  W +  £  m v +  d, where 1 < $ < Pk+1 ~  Pk,

ւ՜=1

or

(3.3) 7i = pk+i + m„ + 7. where
i/=l

2. If n has the form (3.2), then we get 

1
*.(*) =  =

</=0

=  У ^ v ( z ) - - ^ ( P f c  +  l  + ^ W * )  +
n +  1 ռ +  1u=0

+ _ 1 _  . { £ m „ Sp„{z) + (Pk + 1 + Պ  W  (* )} •
t/=l

The last term of this identity is exactly the C\ mean of a sequence elongated along 

{ s p <. (2)} and therefore has (by the regularity of the C\ transform) the same convergence 

Properties as {sPt(z ) |.
By (3.1) we get for the remaining terms and all sufficiently great к

4<fc і т Г Т Т ^  +  1 +  ^  SP k+1 (շ ) I <

< ------~ - + 1 + ՜°------  • max |sp*+1(z)| ^
Pk +  ^2 m v +  i? +  1 M֊ fc

v=l

^  Pk+ 1 + 1  I , 4 , „ 1< -----------  max Sp...(z) < —m k 1 p‘+,v 71 -  к
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and

Pk+I 1 p
max -------  > sv(z) <
w <*ln +  l  ^  I -

max { max 11 < 
t |-|<fc 1 v ' I f  ~

i /= 0  

pk +  ii> +  1

Pk +  £  ttiv +  ՛ծ +  1
w=l

pk+i + 1  Г m a x i ( ) i l  1
m k u<Pl։+1 կ 2|<*' 'Ч  £•

Therefore these terms are compactly convergent to zero on С

3. If n has the form (3.3) then we get

! ”

an{z) = ^ + T ' ^ Sl' (z) =  
i/= 0

1 Pk+l 1 .
=  1 . V Sj /W_ i + £ * ± i . s ( )

n +  1 n +  1 Pk+* ՝ z ) +

1 к *
+ ' { ^  ”՝՝'*’>* ( 2 ) + (n +  1 ֊ E  ra j) sPh+i (z ) }.

u~ l u=l J

Again, the last term has the same convergence properties as {sPk (.г)} and the remaining 
terms are estimated in a similar way as in step 2 □

R em ark  3.1. The Cesaro mean, Ca of order a  > 1 of the partlal sums ( լ շ )  ^  

given by

F o ra  = I we obtain the above considered arithmetical means. It is well known that

for 1 < щ  < a 2 the CQS transform is stronger than Ca i . ճօ, Theorem 3.1 holds also

for all Cesaro means Ca of order a  > 1 and in addition for all Holder means H
of order a  > 1 since Ha is equivalent to Ca . Moreover Theorr™ 9 /

’ J-l remains true
for all summability methods which are stronger than the C, ռ

i means, fo r  a number of
those examples see for instance [3, chapter 2J or [4, chapter I I  q i ]



4. T h e  c o n v e r s e  r e s u l t

We now show, that elongations as in Theorem 3.1 are possible only in the case that 

the power series under consideration is overconvergent. For the proof the following 

Lemma is essential.

OO
Lem m a 4.1. Let £  auz u be a power series with radius of convergence zero. Suppose

u=0 n
that there exists an m-clongation of the partial sums sn(z) = ^  a„z" such that their

v=0
Ci transforms are bounded at a point z q  with \ z q \ >  1. Then has a bounded

71
subsequence, where Mn := £  m v.

Proof. 1. Let {<„} be a sequence with the property that its C\ transforms

u=0

are bounded. We have tn =  (n + 1) r„ -  n r„_i and it follows that j  ^  |  is bounded.

2. Let the m-elongation {s)t(z)} of {s„ (z) } have the form

so(z), • • • j so (г) , .. •, sn (z), . . . ,  sn(z) , . . . .
՝-------- v---------՜  ---------- .՜----------՜

m o-tim cs m n -tim es

Then by the assumption, the C\ transforms of {2*(г )} are bounded at zq. This implies 

by step 1 that, { 2 ^ }  is bounded. Since sMn (z0) = s„(z0) we obtain with a positive 

constant C:

_?( o)| ^  ^  \sn(zo)\ < С ■ M„ ■
Mn

3. Now choose any fixed R  > 1. If {£*“•} would not have a bonded subsequence, then 

■Հքէ -> эс and there exists an щ  such that Mn > R  • тПп for all n  > «о and it follows
for those n

or

It follows
M n < S  • Mn_ !, where 5  = 7Г~~7 >

i i  I

Mn < S  • M„_! < s2 ■ Mn_ 2 <  . . .  < S " - ’10 ■ Mno- 
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и=о

We therefore have |s„(z0)| < c  ՚ Տո՜ ո° ■ Mno which implies

lim |s,,(zo)|1/n < Sn->oo 1 1

in contradiction to (1.3). □

As a corollary one obtains now easily:

00
T h e o re m  4.1. Let £  avzu be a power series with radius of convergence zero and 

!/= 0
Ո

suppose that there exists an m-elongation of the partial sum sn(z) = ^  avz v whose 

C\ transforms are on a set S  С {z : |z| > 0}:

compactly convergent
or uniformly convergent

. , . ւ > to a limit f(z).or pointwise convergent f J ՝  >
or almost everywhere convergent

Then there exists a subsequence {spi. (г)} of the partial sums having the same convergence 
properties with the same limit on S.

P ro o f. According to Lemma 4.1 there exists a sequence {p*.} с  N such that ( ^ £ - \
I mPk Jis bounded.

We consider the following subsequence of the Ci transforms:

1 "
Pn{z) =  t t ~  ՛ m „Sy(z)

l l n  u=0

(of course, with the corresponding convergence properties on the set S) and obtain
71

Mn pn(z) = ^ 2 m „ s v(z),
i/=0 
n-1

M n ֊ l  P n ֊ i( z )  =  յ 2 ա ստՀ2), 
i / = 0

which gives us

uin • sn (z) = M n ■ pn(z) -  M „_j . pn_1(z ) =

=  M n ■ {Pn{z) ֊  p ^ z ) }  +  m n • p n~i(&),

Sn{Z) -  7 ^  ՜ -  Pn֊l (*)) +/»„_! (z).

Setting now n — Pk we find tha t ( s Pt(z)} has on 5  the same c o n v e r t
as {pn(z)}  which proves the theorem properties
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Abstract. The paper studies the differential equation 

y" + �р2ф2(х) - q(x)) y = 0 (*) 
on the interval I = [0, 1], containing a finite number of zeros 0 < x i < X2 < ... < 
< xm < 1 of ф 2 , i.e. so-called turning points. Using asymptot ic est imates from [6] 

for appropriate fundamental systems of solutions of ( * ) as \p\ ^ <x, it is proved 

that , if there is an asymptot ic solution of the initial value problem generated by ( * ) 

in the interval [ 0 , x 1 ) , then the asymptot ic solutions in the remaining intervals can 

be obtained recursively. Furthermore, an infinite product representation of solutions 

of ( * ) is studied. The representations are useful in the s tudy of inverse spectral prob-

lems for such equations. 

MSC2010 number:35G25 

Keywords: Turning point, Sturm-Liouville problem, nondefinite problem, infinite 
products, Hadamard factorization, spectral theory. 

1. I N T R O D U C T I O N 

There are numerous research papers devoted entirely or partially to the study of the 

equation 

(1.1) y" + (p24> 2(x) - q(x)) y = 0, 0 < x < 1, 

where the real valued functions ф2 and q are said to be the coefficients of the problem, 

ф2 is the weight and q is the potential function. Let I+ be the set of points x e (0,1), 

where ф2(x) > 0 I - be the set of x e (0,1), where ф2(x) < 0 and 1 et I0 be the 

set of those x e (0,1), where ф2(x) = 0. If both I+ and I - are of positive Lebesgue 

measure, then the weight function ^2(x) is said to be indefinite. The zeros of ф 2(x), 
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which are assumed to form a discrete set, are called turning points or transition points 

(TP) of (1.1). It is impossible to obtain exact solutions for the majority of differential 

equations with variable coefficients, so it is necessary to find the best possible method 

for approximation of solutions. One of the most useful mathematical methods is the 

representation of a solution in an asymptotic form. For the existence of a solution of 

(1.1) depending on the parameter p2, we would like to call the reader's attention to 

a complete historical review by Mingarelli [19] -

The asymptotic techniques for solving differential equations of the form (1.1) play 

a crucial role in analysis and in the development of methods of modern applied 

mathematics and theoretical physics. The development of the asymptotic theory for 

linear differential equations started by a work of BirkhofF [2], based on transformations 

to first order systems, various diagonal transformation methods were applied by 

many specialists. The reader can find them in the books by Wasow [26, 27]. The 

results of Doronidcyn [4], KazarinofF [11], McKelvey [18], Langer [14], Olver [22], 

Wazwaz [28], Dyachenko [5], Tumanov [25] and Kheiri, Jodayree & Mingarelli [12] 

give important innovations in the asymptotic approximation of solutions of the Sturm-

Liouville equations with two turning points. 

The importance of asymptotic analysis in obtaining information on solutions of the 

Sturm-Liouville equation with multiple turning points was shown by Leung [15], Olver 

[20-22], Heading [8], and Eberhard, Freiling & Schneider [6] in the case when the 

coefficients are smooth, in particular at TP. But the weakness of asymptotic methods 

is that generally it is impossible to express exact solutions in closed forms, which 

is necessary for the methods connected with dual equations. On representation of 

solutions in closed forms, a result of Halvorsen [7] is known, which states that for 

any x e [0,1] a solution y(x,A) of (1.1) satisfying a fixed set of initial conditions 

is an entire function of the variable A, whose order does not exceed 1/2. Thus, it 

follows from Hadamard's factorization theorem (see, eg. [16]) that the solutions are 

representable as infinite products, and this gives an alternate description that has not 

been used for approximation purposes in various applications. Such infinite product 

58 



ASYMPTOTIC FORM AND INFINITE PRODUCT REPRESENTATION 

representations have been effectively used by Trubowitz [23] and others [3,13], etc., 

in some theoretical considerations related to the inverse spectral problem associated 

with (1.1) in definite cases, namely where the coefficient of the parameter Л in (1.1) 

is of a fixed sign in [0,1], which is not true in the more general indefinite cases. 

Nevertheless, there are some works of the same spirit as those of Trubowitz and the 

mentioned above specialists (see, e.g. [10]), where such techniques is effectively used 

in the study of inverse spectral problems associated with the indefinite problem (1.1). 

I 

I = [0,1], with a finite number of arbitrary turning points x1,x2,..., xm subject to 

any initial conditions, say y(0, Л) = 0, у'(0,Л) = 1, and the asymptotic solution in 

intervals [xv-1,xv], v = 1 , 2 , . . . , m + 1 xm+1 = 1, x0 = 0 is recursively obtained. 

Then, the infinite product representation of solutions is studied. 

2. N O T A T I O N S , F U N D A M E N T A L S O L U T I O N S AND P R E L I M I N A R Y R E S U L T S 

p 2 = Л 

spectral parameter. In addition, we assume that 
m 

(2.1) ф 2 И = фо^^^ — xv )£v, 
v=1 

where 0 = x0 < x1 < x2 < ... < xm < 1 = xm+1, iv is natural, фо^) > 0 for 

x e I = [0,1], and фо is twice continuously differentiable on I. In other words, ф2(x) 

has m zeros xv, v = 1 , . . . , m, of orders lv in I, which are also called turning points. 

q I 

We distinguish four different types of turning points as follows: the symbol 

{ I, if lv is even and ф 2(x)(x — xv ) - l v < 0 , 

I I , if lv is even and ф2(x)(x — xv) - l v > 0, 
I I I , if lv is odd and ф 2(x)(x — xv ) - l v < 0, 
IV, if lv is odd and ф 2(x)(x — xv) - l v > 0. xv 1 < v < m xv 1 < v < m 

1 
Iv,E = [xv-1 + £,xv+1 — e] and բv 

2 + lv 
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e>0 

2, if Tv = I I I , IV 
(2.2) 

(2.3) 

Also, we define 

= 

5v = 

1 , Tv = I, II 
1 , Tv = I I , IV 
2, Tv = I, III 

Besides, we set 

[1] = 1 + O ^ Л 

[a] = a + O(p - a°), a e C, 

ao = m i n { p b p 2 , . ..pm}. 

S-1 = {p : arg p e — 4 , 0 I 

and note that by [6j for each fixed x e Iv,E, according to its type, there exists a 

fundamental system of solutions |zV,"1(x,p),zV,"2(x,p)| of (1.1), which is described 

by the following formulas. 

I 

^ ( x ) | - 1 / 2 exp < p \ф(г)\А\ [1], xv-1 <x<xv 
(2.4) Zv,1 (x,p)= >  [  J*v . J 

(2.5) < 2 (x,p) = 

|ф(x)| 1 / 2 cscnpv exp լ p J |ф(£)|л| [1], xv < x < xv+1, 

^ ( x ) | - 1 / 2 exp ՛լ —p J |ф(£)|л| [1], xv-1 < x < xv, 

|ф(x) | - 1 / 2 sinnpv exp | —p J |ф(£)|л| [1], xv < x < xv+1, 

(2.6) Zh (xv ,p) = Դ (ip) 1 / 2 -^v csc npv e l n ( - 1 / 4+^ / 2 ) [1], 
Г(1 — Pv) 

(2.7) Zv,2(xv,p) = ֊ ( i p r = ( , n ) 1 / 2 - ^ егп(-1/4+^/2) 2 M " Փ ( x v ) [1], 

where 

and 

(2.8) 

Г(1 — Pv)' 

1/2-M1 
^ ( x ^ = lim ф - 1 / 2 ( x ) \ [ ф(г)л\ 

x ^ x i I J x 1 J 

W (p) = W (zv,1 (x,p),zv,2(x,p)) = —2p[1], 

where W(f (x),g(x)) := f (x)g'(x) — f'(x)g(x) is the Wronskian of f and g. 
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II 

(2 -9 ) x 

|ф(x)| - 1 / 2 exp j i p J |ф(Ь)|л| [1], i f x v - 1 < x < xv, 

Z 1,1 (x, p) = |Ф(x)| -1 /2csc npv e x p j ip Լ |ф (Ь)и | [1] 

+ i co snp v exp I —ip J |ф(£)|л| [1] 

( 2 . 1 0 ) 

if xv < x < xv+1, 

|ф( 

Z i I 2 ( x , p ) = < 

exp I —ipԼ |ф(Ь)"й|[1] + 

+ i cos npv exp I ip J |ф(Ь)|сй| [1] , 

|ф(x) | - 1 / 2 sinnpv e x p j —ip J |ф(£)|л| [1], if xv < x < xv+1, 

if xv-1 < x <  xv 

(2.11) 

( 2 . 1 2 ) 

(2.13) 

Z i , 1 ( x v , p ) = — 2 ՜ p 1 / 2 -^v c s c n p v е г п ( 1 / А - ^ / 2 ) 2 v ф ( x v ) [1], 
Г(1 — Pv)' 

Z v 2  ( x v , p ) = 
л/2Л 

p1/2-^ ein(1/4-Vv/2) 
2^ ф (xv ) 

2 r ՜ Г(1 — Pv) 
W(p) = W (Zlh(x,p),Zll2(x,p)) = —2ip[1]. 

[1], 

III 

|ф(x)| - 1 / 2 exp < ip / фЬ^ЗЬ^ [1], if xv-1 < x < xv, 

(2.14) Z 1"(x,p) ={ 1 | ф ( x ) - 1 2 csc ^ 

x e x p j p J |ф(Ь)|̂ Ь + ֊ n j [1], if xv < x < xv+1 

W x 
-1/2 

(2.15) ZII2 1 (x,p)=< 
+i exp 

exp ) —ipԼ |ф (Ь)и | [1] 

) " xv 

фЫА 

2 |фИ -1/2 •  n p v ' sin ֊ 2 ֊ 
) x 

xv 1 < x <  xv 

x e x p j —p J |ф(Ь)|̂ Ь + ^ J [1], if xv << x << xv+1, 

(2.16) ZI1 (xv ,p) = Դ (ip) 1 / 2 -»v csc npv 
ф (xv) 

Г(1 — pv) [1], 

(2.17) ZII2 (xv,p) = + ֊ ( b p ) 1 ( , n ) 1 / 2 - ^ / 2 s e c ( П ^ \  2 M " ф ( x v )  

V 2 J Г(1 — pv) [1], 

(2.18) W(p) = W (ZvII 1 (x,p),Zll2 I(x,p)) = —2ip[1]. 
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Turning point of type IV: 

\ф(х)\ - 1 / 2 exp p\ m ) \ d t \ [1] 

(2.19) Z% (x,p) = 
1csc դ \ Փ ( x ) \ - 1 / 2 

if x v - 1 < x <  xv 

exp . W \ф(1)Щ - г - [1] 

+ exp | - i p Լ \Փ(է)խ + г 4 | [ 1 ] 

Wx)\ - 1 / 2 exp I - p £ \Փ(է)խէ^յ [1], if 

(2.20) ZlV2 ( x ^ b s i n ^ \ )(x)\ - 1 / 2 X 

if xv < x < xv+i, 

x 

(2.21) ZVV (xv ,p) 

e x p j - i p Լ \Փ(է) \dt - i4j[1] 

ф (xv) 

, xv < x < xv 

p\ /2 cSc 
Г(1 - ^v) 

[1], 

(2.22) Z%(xv,p) = e — / 2 S e ^ 

(2.23) W(p) = W (ZvIV(x,p),ZlV2 (x,p)) = -2p[1], 

Halvorsen [7j proved that if 0 < c < x < 1 and 

Г \Փ(է) \dt = 0, 
J c 

then the solution y(x, A) of (1.1), determined by fixed values of y, y' at c, is an entire 

function of A of order 1/2. On the other hand, by Hadamard's theorem an entire 

function f (z) of a finite order l, can be represented in the following form: 

f(z) = z"e->n (1 - ֊ ) exp( ± + i ( i ) 2 + ... + h (±) "} , z e C, 

where an = 0 are the zeros of f (z), arranged in order of increasing magnitude, h < l, 

g(z) is a polynomial whose degree q does not exceed l and m is the multiplicity of the 

f(z) 

expansion for sinhz and J'v(z). It is well known that 

J2 
sinh z = z J^J I 1 + 

m=1 
z G C , 
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and therefore 
ж f Z(? \  ж f z \ 

(2.24) sinh c ^ = е ^ П ( 1 + = ^ v ^ n ( 1 + Z r )  , z e C 
m=1 ՝ • ' m=1 ՝ •  m ' 

where zm = mn/c, and the holomorphity domain of the function f (z) = zx / 2 is the 

z<0 

z 

Also, from [lj we have 

(2.25) J'v(z)= (-zrv 1 П (1 — 4 ) , v > 0, 
2 r ( v ) m = \ У m 

where jm, m = 1 , 2 , . . . , is the sequence of positive zeros of J1 (z) and 
2 

(2.26) 3m = m 2n 2 — դ + O(1). 

z=c АД and Г(1) = 1 in (2.25), we obtain 

^ л И ) = 2 n f 1 — £ \ • 
m=1  v  j m / 

and similarly 

(2.28) J1 ( c r f ) = 1 I I (1 + f ) . 
m=1 ՝ J m ' 

For completeness, below we give the following well-known theorems which play an 

important role in estimation of the infinite product and which can be found, for 

instance, in [24]. 

Theorem 2.1. For any sequence of complex numbers pn , n = 0 , 1 , . . . , the product 
ж 
П ( 1 + Pn) 
n=0 

converges absolutely if and only if the series ^Ж pn converges absolutely. 

Theorem 2.2. If pn(z), n = 0 , 1 , . . . , are analytic functions in a simply connected 

domain D, and the series 
ж 

^n ( z  (z 
n=0 

uniformly converges in every closed region R of D, then 
ж 

П ( 1 + Pn (z)) 
n=0 
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uniformly converges in every such R to a function f (z) analytic in D. 

Theorem 2.3. (a) If amn, m,n > 1 are complex numbers such that 

\ amn \ = o f - — ^ — , m = n, 

m 2 - n2  

then for any n > 1 

' log n ՝՝ П (1 + a m n ) = 1 + o 
m>1, m=n 

(b) In addition, if bn (n > 1), is a square summable sequence of complex numbers, 

then the product 

П ( 1 + amnbn) 
m > 1, m=n 

is convergent. 

3 . A S Y M P T O T I C F O R M O F T H E S O L U T I O N 

Let us consider the second order differential equation (1.1) on a finite interval I, say 

I = [0,1], with any initial conditions, where y and y' are determinated at a fixed 

point c, for example y(0, A) = 0 y'(0, A) = 1, also Փ 2 ^ ) is of the form (2.1) meaning 

that I contains m turning points x 1 , x 2 , xm, which are zeros of Փ. A solution of 

the problem in I1iE can be obtained by applying the initial conditions to 

y ( x ,p ) = ^ ( p ^ ^ p ) + C2 (p)ZT2 ( x,p),  x e h,E. 

In view of formulas (2.4) - (2.23) for the functions of {Z^Kx, p), Z'[ 12(x, p)} and their 

derivatives, it is clear that this solution can be represented in the following form: 

y«,xi)(x,p) : = H (x, p) exp | ( - 1 ) 5 l ֊ 1 ( i ) 5 1 p Լ \ Փ(է) \ d^Ek (x,p), 

y(x1,p): = F(x1, բ1, p) c s c e x ^ ( - 1 ) 0 1 (i)^1 p J \Փ(է)\d^j Ek(x1,p), 

as it is done in Example 3.1 below. Here, the functions H(x, p) and F(x1,^1,p) 

x1 

v { x )  

Ek(x,p) = [1] + £ e p a k h n ( x )[bkn(x)], 
n=1 
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where a-շ = ai = — 1, ao = —a-i = i, pkv(x)(x) = 0 0 < S < fiki(x) < Ak (x ) < 

... < вки{х)( х) < 2 m a x { R + (1), R-(1)}, and the integer-valued functions v and bkn 

are constant in all intervals [0, x1 — e] and [x1 + e,x2 — e] for sufficiently small e > 0, 

and 

fx fX 
(3.1) R+(x) = \Jmax{0, ф 2(t)} dt, R-(x) = y /max{0, ֊Փ 2(է)} dt. 

o o 

The following theorem proves that if an asymptotic solution of initial value problem 

(1.1) is obtained in the interval [0, x1], then it can be obtained recursively in the 

remaining intervals. 

Theorem 3.1. Let y(xv,xv+1)(x,p) be an asymptotic solution of the initial value 

problem (1.1) in the interval (xv ,xv+1). Then 

(3.2) y(o,xi) (x, p) = H (x,p)expj( — 1)Й 1 - 1(0Й 1 p Լ №(t)\dt^Ek(x,p) ) S i ֊ U . ) S i p 

o 

= A(x, p)Ek(x, p), 

and for x € (xv,xv+1), v > 1, we have 

1 TT np ֊ 
(3.3) y(x„,x„+1) ( x ,p ) = 2kA ( xi ,p ) П  c s c2^-:l 

( Г xi+1 

x exp ( — 1 ) ^ - 1 ( b ) S v p ^ / \Փ(t)\dt 
x i < x 

+ E (֊1)'v f + (—1)й--1(')Sv pfx Ek (x,p), 
xi<xv :Ti = I I I , I V ՝ ' x ՝ ՝ ՝ 

where к is the number of turning points xi < xv of III or IV type. Also, 

(3.4) y(xi ,p) = F (xi, pi, p) csc npi exp j ( — 1)01 (ւք1 p Լ * \ф(t)\d^ Ek ( x b p ) 
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and for xv > x1} which are turning points of II or IV type, we have 

(3.5) y(xv,p) = 2 ֊ F ( x v , p) exp ՛լ (2 - )in ^4 _ գ 

r x 1 1 „ ֊wn-
+ ( - 1 ) 0 1 (i)^1 pԼ \Փ(է)\d^j cscnpv ]<[ csc 

{f  Xi+1 

( - 1 ) ' " - 1 ( i ) ' " p ^ / \ Փ(է)\di 
X i < X v J  x i 

+ E ( -1 ) ' " Դ ) Ek(xv ,p). 

xv > x1 I III 

(3.6) y(xv,p) = 2 ֊ F ( x v , P v , ip) exp ՛լ (2 - -&v)in (— 4 + 

Հ* X1 ՝\ \ви / Աաւյ յ I „„„ TT „„„ + ( - 1 ) 0 1 (i)^1 pԼ \Փ(է)\d^j cscnpv ]<[ csc 

( f'Xi+1 

x exp ( - 1 ) ' v - 1 ( i ) ' " p ^ J \Փ(է)\Л 
Xi<X" 

+ E ( -1 ) ' " 4Ek(xv,p), 
Xi<X" :Ti = I I I , I V J 

where s is the number of turning points xi < xv, which a re III or IV type. 

Proof: It is clear that in the intervals (0,x1) U (x 1 ,x 2 ) the solution can be obtained 

by the formula 

У ( x , p ) =  C l ( P ) Z Է l ( x , p ) + C 2 ( P ) Z l , 1 շ ( x , P ) ,  

x1 IV 

y(0, A) = 1 y'(0, A) = 0, then using formulas (2.19) ֊(2.21) and (2.23) we obtain 

y(0,X1)(x,p) = 1 \ ф(x) \ - 1 / 2 \ Փ(0) \ 1 / 2 exp ՛լ p £ \ Փ(է) \ d^Ek (x,p) 

:= H (x, p) exp I p J \ Փ(է) \ d^Ek(x,p) 

: =  A(0,X1) ( x ,p ) Ek  ( x ,p ). 
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Moreover, for the interval ( x i , x 2 ) we get 

(3.7) y{xux2)(x,p) = 4 ^ ( x ) r i / V ( 0 ) \ i / 2 csc դ 

(3.8) x e x p j p Լ \ф(г)\Л + ip Լ \ф(Ь)\сИ — ^ J Ek (x,p) 

= 2 A ( o , x 1 ) ( x i , p ) c s c ֊ e x P j l p J W)\dt  — . 

In order to find the solution in I2,E,we fix x e (xi,x2) and write the obtained solution 

in this interval as linear combination of fundamental solutions in I2,£: 

(3.9) y ( x 2 , x 3 ) ( x , p ) =  A ( p ) Z T 2 i ( x , p ) + В (p ) Z T?2 ( x ,p ). 

Then, by Cramer's rule we can determine the connection coefficients 

Հ у(x1 ,x2)(x,p)Z2,22(x,p) —  Z T2 ( x ,p )y(x1 x2) ( x ,p )  

A ( p ) = —:—т~,— ՛ 
W{ZT?i(x,p),ZT2(x,p)) 

, y ' ( x 1 x 2 ) ( x , p ) Z ' T 2 i ( x , p )  —  Z'T2i ( x ,p )y(x1,x2) ( x ,p )  B (p ) = 
W (Zft(x,p),Zti(x,p) 

Note that {ZT\(x,p),ZT 22 (x, p)} are fundamental system of solutions in the intervals 

(xi, x2)U(x2, x3), and hence the continuation oft he solution y(x, A) to (x2 ,x3) satisfies 

(3.9), where A(p) and B(p) are the coefficients obtained in the previous interval, but 

now the formulas for {Z^fa, p), Zl2(x, p)} are Med in x2 < x < x3. Further, one 

can suppose that 

y ( x i , x i + 1 ) ( x, p) = A( x i , x i + 1 ) ( x , p ) E k  ( x ,p )  

is the asymptotic form of the solution of the initial value problem in the interval 

( x i ,  x i + i ), i = 1 , 2 , . . . , m, with xm+i = 1. Without loss of generality we can suppose 

that xi and x2 are turning points of IV and III types. Then, using formulas (2.14) -

(2.16) and those which they imply for the derivatives and taking into account (2.18), 

we can calculate the connection coefficients A(p) and B(p) by (3.10). Thus, (3.9) 
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yields 

1 пш nu2 ( fX1 ՝| 
y(X2,X3)(x,p) = 4 H(x, p) csc — csc — e x p j p J \ Փ(է) \ dt՝> 

x exp | ip Լ \Փ(է) \ dt - դ + p Լ \Փ(է) \dt + — J 

1 пи2 f f X ] / / \ ] in ] 
= 2 A ( X 1 ,X2) ( x 2 , p ) c s c 2 e x p լ p j \ Փ ( է ) \ d t + Y J . 

This procedure can be used to calculate the solution in the remaining intervals. For 

completeness of the proof, note that acting in the same way one can obtain the 

following representations. 

xv I 

A ( X " ,X" + 1)  ( x ,p )=  A(X"-1,X" ) ( x v , p ) c s c  nPv e x p j p J \  Փ ( է ) \ dt^j . 

xv II 

A(X" ,X" + 1 ) ( x , p ) = A ( X " - 1 , X " ) ( x v , p ) c s c  nPv e x p j  ip J \Փ ( է ) \  d t^j . 

xv III 

A ( X " ,X"+1) ( x ,p ) = 1  A(X"-1,X" ) ( x v , p ) c s c  n— e x p j p J \Փ ( է ) \d t + ^ . 

xv IV 

A ( X " ,X" + 1) ( x ,p ) = 1  A ( X " - 1 , X " )  ( x v , p ) c s c ֊ e x p j bp J \Փ ( է ) \d t  -

This completes the proof. • 

y( x, p) 

y(0 ,A)=0 , y'(0, A) = 1. 

Suppose, the first turning point x1 is of IV type, that is of the order l1 = 4m + 1, and 

m- 1 

solutions {Z IV1 (x,p),Z IV2(x,p)} we obtain 

(3.11) y(x, p) = — {Z{V1 (0, p)ZIV2 (x, p) - ZIV1 (x, p)Z(V(0, p)) , x e (0, x 1). 

Hence, from (2.19) and (2.20) it follows that 

\ Փ^)Փ(0) \ 1 
(3.12) y(x,p) = 

2p 
exp^ p Լ \Փ(է^ [1] - expj -p Լ \Փ(է)&\ [1] 
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for x e (0, x i ) or 

^(x^(0)\-i/2 

(3.13) y(x,p)= ^ ( x ) ^ 0 ) \ expjp Լ \ф(1)\С^ Ek(x, p) for x e (0,xi). 

Besides, in virtue of (2.21) and (2.22) we get 

№ ( 0 ) \ - i / 2 V 2 n p i / 2 - ^ 1 2 ^ ^ (x i )c sc 
(3.14) y(xi,p) = 

4Г(1— pi) 

x exp | p Լ \ф (^ )и | Ek(x,p). 

Further, using Theorem 3.1 we can calculate 

( 3 . 1 5 > y(x,p) = I M I ^ t S c Դ 

x exp j p J \ф(t)dt + ip J \ф(t)dt — 4 ^ E k ( x , p ) , xi < x < x2. 

We note that (3.15) also can be obtained directly. 

IV 

in the interval (xv,xv+i): 

( ) 1 \ ф(x)ф(0) \ - i / 2 npi npv j Гx՝ dt n \ 
(3.16) y(xv,x„+1)(x,p ) = 2k 2p c s c ^ r c s c ^ r e x p { p j 0 \ф(^\  d t  — Т / 

x П c s c 2 n - _ e x p { ( — 1 ) ' " - i ( i ) ' " p £ Ր 1 \ф(t)\ dt 
x 2 < x i < x v Հ x i < x v  x i  

+ E ( —1)'" 4 + ip f \Փ(t)\ dt — 4 E k ( x , p). 
x 2<x i <x v :Ti = I I I , I V "՚  x" ՝ 

III 

, Հ 1 \ ф(x)ф(0)\  - i / 2 npv j Г x 1,,41I in I 
(3.17) y(xv xv+1)(x, p) = 2 ^ 2 p c s c ֊ ^ expjpԼ \ ф(1) \ dt — - j 

1 \ф(x)ф(0)\ - i / 2 c s c npi c s c npv 
2 c s c 2 r J o ՝ T ՝ ՝ ' ՝ ~ ՝ 4 

П c s c - n - i exp<j( — 1 ) ' " - i ( i ) ' " p £ Ր \ ф(t) \ dt 
x 2 < x i < x v Հ x i < x v  x i  

+ £ ( —1)'" f +p Г \ ф^ \ dt + f E k (x, p). 
„ .Փ T T T ТЛГ J x" I x2 < x i < x " :Ti = I I I , I V 
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II 

, \ 1 \Փ(x)Փ(0) \1 - 1 / 2 ՈԱ1 ( Ո11Հէ1 in 1 (3.18) y(X" ,X"+1) ( x ,p ) = 2k 2p c s ^ - ^ c s c  n ^ v e x p <pj \Փ ( է ) \d t  - ~4j 

x П csc e x J ( - 1 ) ' " - 1 ( i ) ' " p E Г + 1 \Փ(է)\dt 
X 2 < X i < X " Հ Xi<X"  X i  

+ E ( -1 ) ' " f + ip Г \Փ(է) \ dtEk(x,p). 
X 2 < X i < X " : T i = I 11 ,IV  Xv J 

I 

, N 1 \ Փ(x)Փ(0)\  - 1 / 2 nu1 ( Г ^ м , in 1 (3.19) y(X" , X " + l ) ( x , p ) = 2k 2p c s c ֊ c s c  n ^ v e x p YJo \Փ ( է ) \d t  - ~4j 

x П csc e x J ( - 1 ) ' " - 1 ( i ) ' " p E Ր \Փ(է)\dt 
X 2 < X i < X v Xi<Xv  X i  

+ E ( -1 ) ' " f + p[X\ Փ(է) \ dtEk (x,p). 

X 2 < X i < X " :Ti = I I I , I V  Xv J 

II IV 

1 \ Փ(0) \ - 2 V2np1 2^ ^(x 1)csc npv 
(3.20) y(xv ,p) 2 ֊ 4Г(1 - Բ1) 

Г X1 

x e x p j p £ \ Փ(է) \ dt + ( 2 - -dv ) i n ( 1 - f ) } դ - ^ 

x exp { ( - ! ) ' " - 1 ( i ) ' " p E Ր \Փ(է)\dt\, 

csc 2 ) I < ^ 2^i-1  

I III 

1 \ Փ(0) \  -1 /2V2n(ip)1 / 2 -^12^ ^(x 1 )csc ոբ. 
(3.21) y(xv ,p) = 2 ֊ 4Г(1 - Բ1) 

X1 
x e x p j p £ \ Փ(է) \ dt + ( 2 - Vv ) i n ( - 4 + П """ ^ 

( Ր X i + 1 
x exp ( - 1 ) ' " - 1 ( i ) ' " J \Փ(է) \dt 

csc 

Xi<Xv 

+ E ( -1 ) ' " T E k (xv,P). 
Xi<X" : T i = I 11 ,IV 
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4 . INFINITE P ROD UCT REPRESENTATION 

In this section, we consider the real, second order differential equation (1.1) with the 

initial conditions 

(4.1) y (0 ,A)=0 , y'(0,A) = 1, 

under the assumption that ф 2 (x) is a real function h aving m zeros x v , of the ord ers £v, 

v = 1 , . . . , m, in I , where £1 is an odd number and £2,£3 ... ,£m are even. Specially, 

we suppose that £1 = 4k + 1 and £v = 4k v = 2, 3,... ,m. In the terminology 

of [6J, x 1 is of the type IV while x2, x3,... xv are of the type II. Besides, the function 

Փ0 : I ^ R - {0}, defined as 
m 

Փ օ խ ) = Փ 2 ^ ) J | ( x - xv)- £", 
v=1 

is twice continuously differentiable. 

Now, let S(x,A) be the solution of the initial value problem ( 1 . 1 ) , (4.1). Then by 

Halvorsen's result, S(x, A) is an entire function of the order 1/2 for any fix ed x e (0,1), 

S(x, A) 

s ( x , A ) = s ( x ) n ( 1 - wAx), Wn(x) , 

where s(x) is a function rndependent of A but can depend on x. ^от any x, the sequence 

of zeros of S(x, A ^ e . S(x, wn(x)) = 0, which corresponds to the 

eigenvalues of the boundary value problem Լ(Փ2 (x), q(x), x) defined by the second-

order differential equation (1.1) with the boundary conditions 

y(0,A) = 0, y(0,A) = 1, y(x, A) = 0. 

We see that for any fixed x each wn(x), n = 1, 2,..., appears in the denominator 

and hence must be nonzero. Adding the extra condition q(x) > 0 for any x, we get 

wn(x) = 0 by Sturm's comparison theorem. Further, for any fixed x e (0, x1) the 

S(x, A) 

1 \ Փ^)Փ(0)\՜՚՚-ex^ p /օ (4.2) S(x, A) = ֊ \ ф(x)ф(0)\  - 1 / 2 e x ^ p £ \Փ(է)\dt} Ek(x, p). 
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For any x e [0, x_), the boundary value problem L^ 2(x), q(x), x) has infinitely many 

negative eigenvalues, say {A - (x ) } , and in this ease wn(x) = A -(x). Besides, due to 

(1.1) the asymptotic representation of each A -(x) is of the form 

(4.3) yf—X-(x) = սՎ j \ф(t) \ dt^ + o Q . 

By Hadamard's theorem, for a fixed x e [0, x_) the following representation is true: 

5 ( * . A > = Փ 0 п ( 1 — ֊ ) • 

where the function s(x) is independent of A but may depend on x, and for any x 

infinitely many negative eigenvalues {A - (x)}^= i form the zero set of S(x,A). We 

rewrite the infinite product as follows: 
A A — A - ( x ) 

(4.4) S(x, A) = s(x) П (1 — ֊ ) = si(x) П 
n > \ \  A - ( x ) J > ~n 

where 

Note that 

Z2 nn 
Si ( x ) := . ( x m — — and zn = ( ) . 

Ոձ A - ( x ) R - ( x ) г>1 

z 
1 + o ( — Am(x) 

and hence by Theorem 2.1 the infinite product 
J2 

П >_  Am ( x ) 

is absolutely convergent on any compact subinterval of (0, x_). Besides, the function 
_z2 

^mrx) is continues, and so the O-term is uniformly bounded in x. 

The proof of the following theorem is similar to Theorem 6.1 of [9] and therefore 

omitted. 

S(x, A) 

S(0,A) = 0 S'(0, A) = 1. Then 

S(x, A) = \ ф И ф ( 0 ) \ - 1 / 2 R - ( x ) П A  —  A2m(x), 0 
m> i m 
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where 
m— 

zm 
Ր R-(x) = / ^max{0, -ф 2(Ь)}Л, 
օ R-(x)' 

and the sequence Am(x) (m > 1) is that of the negative eigenvalues of the boundary 

value problem L on [0, x]. 

Similarly, Theorem 3.1 implies that for any xv < x < xv+1, v = 1, 2 . . .m, xm+1 = 1, 

the asymptotic form of the solution of the initial value problem (1.1), (4.1) is 

(4.5) S(x, p) = — \ ф^)ф(0) \  - 1 / 2 csc — ^ csc —բ2 • • • csc —pv֊1 csc —pv 
4p 2 

x exp | p Լ \Փ(է) \dt + ip Լ \Փ(է) \dt - i—J Ek (x,p). 

Further, the boundary value problem L in [0, x] has a countable set of positive and 

negative eigenvalues which we denote by {An(x)} = {A+ (x)} U {A - (x ) } , and the 

following formulas are true: 

\J~A+{x) = [n— - 4) \ Փ(է) \ d^ + o ( i ) , 

\/-A-(x) = - [n— - —) ( £ \Փ(է) \d^ + 0 ( 1 ) 

By Hadamard's theorem, for xv < x < xv+1 the solution on [0, x] is of the form 

— - — , * - ( x ) J \ A+(x)J՝ S ( x ' A ) = ' ( x ^ ( 1 - A ^ X 1 - Щ ) г>1 

Let j n be the sequence of positive zeros of J1 (z). Then (see [lj, § 9.5.11) 

— = 1 + o(—^ 
R+(x)A+(x) + V n2 J ' 

- j n = 1 + o( — ) . R-(x)A-(x) 

Consequently, the infinite products 

nj2 — 
J n n n f i TT J n  

n>1 R+(x)A+(x) >1 R—(x)A-(x) 

are absolutely convergent for each x e (xv,xv+1). Therefore, we can write 

7 Հ S ( A) ( ) т г (A - A-(x))R 2-(x1) ^ (A+(x) - A)R+(x) 
(4.7)  S ( x , A ) = gv ( x ) H j2 Ц — 1 , 

n>1  —n n>1  —n 
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where 

gv ( x ) = g ( x ) n R + x ^ n R ^ A 
n>_ ' ՝ n \ n > _ * 1 ) ' ՝ n ( x ) 

Theorem 4.2. If xv < x < xv+1, v = 1, 2 , . . . m and xm+_ = 1, then 

(4.8) S(x, A) = — \^(x)^(0)\՜ 1 / 2 (R-(x)R+(x)) 1 / 2 csc —— csc np2 • • • csc npv 
8 2 

x П (A — A-(x) )R-(x i ) П (A+(x) — A)R+ (x) 

n>i 3 n n>i 3 n  

where 

f x f x 

R+(x) = \Jmax{0, ф 2(t)}dt, R-(x) = \Jmax{0, —ф 2(t)}dt, 
Jo Jo 

the sequence {A+(x)} is that of the positive eigenvalues and { A - ( x ) } is that of the 

negative eigenvalues of the boundary value problem L in [0, x]. 

x 

П (A — A-(x))R-(xi ) П (A+(x) — A)R+ (x) 

n>i  3 n n>i  3 n  

are entire functions of A, with sequences of zeros A -(x) and A+(x) (n > 1) respectively. 

Moreover, 

П (A — A-(x))R-(x_) П (A+(x) — A)R+(x) 

n>i  j n n>i  j n 

4 e x p { R- (x i^VA| r Հ / 1 

= ^ _//2  J— cos ( R + ( x ) V \ — n/4 + О — 
nR_ 2(x_)R+/ 2(x)VA I  V > VVA 

as A ̂  ro. Consequently, using of the asymptotic expansion (4.5) of S(x, A) we get 

( ) S ( A) / т г (A — A-(x))R 2-(x 1) ^ (A+(x) — A)R+(x)4 

gv(x) =  S ( x,A ) I Ц 32 Ц 32 
\ n > 1  j n n > 1  j n  

= — \^(x)^(0)\ - 1  /2(R-(xi)R+(x))1 /2 csc —— cscnp2 • • • cscnp v , 
8 2 

• 
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