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АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается метод конечных разностей для од-
нофазной задачи препятствия. Получена оценка погрешности для этого при-
ближения. 

M S C 2 0 1 0 number : 35R35, 65N06 
К л ю ч е в ы е CJIOBclt ЗэДеЬЧеЬ со свободной границей, задача препятствия, метод 
конечных разностей. 

Однофазную (или классическую) задачу препятствия можно описать как за-
дачу определения состояния равновесия упругой мембраны при присутствии пре-
пятствия. 

Если предположить, что мембрана расположена над областью Q, С М" с фик-
сированным граничным значением ф, а препятствие дано множеством { ( x , y ) е 
Ո х М : y < ф(х)} С М" + 1 , то задача препятствия можно математически сфор-
мулировать как задачу минимизации функционала энергии 

на множестве всех допустимых "деформаций" мембраны: 

u е = {v е H 1 (Q) : v - ф е H0(Q) в v(x) > ф(х) п.в. в Զ } . 

Здесь мы предполагаем, что Ո С М" является ограниченной областью, а ф е 
H 1 ( 0 ) А е Ь2(И) и ф е C2(П) суть данные функции. 

Теоретические аспекты однофазной задачи препятствия хорошо изучены (см. 
[1, 5, 7, 10, 16]). Кроме того, существует обширная литература, посвященная 
численным методам решения вариационных неравенств, которые, в частности, 
годны для численного исследования классической задачи препятствия. 

1. В В Е Д Е Н И Е 
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Данная работа посвящена методу конечных разностей для приближенного реше-
ния однофазной задачи препятствия. 

Разностные схемы широко используются для численного решения вариационных 
неравенств, однофазных задач препятствия эллиптического и параболического 
типа, и, в частности, для задачи определения стоимости американских опционов 
(см., например, [17]). Этот метод легко реализуется и имеет достаточно хорошую 
скорость приближения на практике, так что имеется теоретический и практиче-
ский интерес на исследование и математическое обоснование сходимости. Но как 
ни странно, до 2006 года не было никаких результатов сходимости и оценок по-
грешности. В 2006-ом Чэн и Хю (см. [3]) доказали квадратичную сходимость 
метода для двумерной классической задачи препятствия при условии, что ре-
шение принадлежит классу С 4(П). Это совсем не неожиданный результат, так 
как для и е С 4 (П), с помощью разложения Тейлора, можно доказать локальную 
оценку 

где A h - конечно-разностное приближение Д (определение см. ниже). Но, как из-
вестно (см. [1]), в общем случае, даже для бесконечно дифференцируемых пре-
пятствий ^ р е ш е н и е u принадлежит только С1,1 (Զ). Таким образом, в общем 
случае результат [3] не может быть использован. 

Между тем, в 2 0 0 9 году, метод конечных разностей был применен для одно-
мерной параболической задачи с препятствием в связи с задачей определения 
стоимости опционов американского типа (см. [8]). Там было доказано, что при 
некоторых естественных условиях метод конечных разностей сходится к точно-
му решению со скоростью сходимости o(^/~h + к), где h и к шаги дискретизации 
пространственного и временного переменного, соответственно. 
В данной работе, опираясь на технику статьи [8] (в действительности идея вос-
ходит от Н. В. Крылова (см. [11, 1 2 ] ) ) , мы получим оценку погрешности прибли-
женного решения однофазной задачи препятствия методом конечных разностей. 

2 . М Е Т О Д К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Е Й 

Хорошо известно, что классическая (однофазная) задача с препятствием можно 

преобразовать к задаче минимизации функционала 

Ди(х) - Дни(х) = O(h 2), 

(2.1) 

на множестве 

(2.2) K = {v е H  1(Q) : v - g е H0\ v(x) > 0 в Զ } , 
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где f е L 2 ( 0 ) и g е С (О) ֊ заданные функции. Известно также, что последняя 

может быть сформулирована в виде вполне нелинейной задачи 

m i n { - Д и ( х ) + f (х), и(х)} = 0, х е О. 

Тогда если обозначить 

F(v)(x) = m i n { - Д v ( x ) + f (х), v(x)}, 

то классическая задача препятствия (2.1)-(2.2) можно записать в виде 

(2.3) ( У ( и ) = ° в ° О х  у [и = g на до. 

Решение этой задачи надо понимать в смысле вязкостого решения (см. напр. [2], 

[4]). Нетрудно проверить, что решение классической задачи препятствия удовле-

творяет уравнению (2.3) как в вязкостном смысле, так и п.в.. 

Для численного решения мы будем предполагать, что n = 1 или 2. В случае 

n = 1 для простоты возьмем О = (—1,1) а в случае n = 2 возьмем О = ( - 1 , 1 ) х 

( — 1,1), имея ввиду, что изложенный метод будет работать и для более сложных 

областей. 

Пусть N е N ֊ натуральное число, h = 2/N и 

хi = — 1 + ih, yi = — 1 + ih, i = 0,1,. . . , N. 

Обозначим 

N = {i : 0 < i < N} шли N = { ( i , j ) : 0 < i,j < N}, 

N o = {i : 1 < i < N — 1} или No = {(i,j ) : 1 < i,j < N — 1}, 

в одномерном и двумерном случае, соответственно, и 

д N = N \ No. 

Обозначим через Дни конечно-разностное приближение оператора Лапласа, то 

есть, для n = 1 
и(х — h) — 2и(х) + и(х + h) 

Дни(х) = h2 , 

n=2 
и(х1 — h^2)+и(х1 + h, х2)+и(х1,х2 —h)+u(xl ,xշ + h) —4и(х1,х2) 

Дни(х1, х2) = h2 . 

Введем следующее обозначение: 

Fh(v)(x) = m in {—Д^(х ) + f (х), v(x)}, х е Он 

Он = {а • h : а е No}. 
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Будем использовать также следующие обозначения: 

dQh = {а • h : а е d N } и H = {v = (va) : va е М, а е N } . 

Обозначим через uh решение следующей задачи: 

/ Շ 4N f Fh(uh) = 0 в Qh 

\ Ահ = g н а dQh. 

Целью данной работы является доказательство сходимости uh ^ u щ и h ^ 0, 

u 
h 

Повсюду далее будем считать, что 
g е C(dQ) я g(x) > 0,х е dQ; 

(2-5) _ 
f е C3(Q) и f (х) > 0, х е Q. 

Основным результатом работы является следующая теорема. 

f g u uh 

суть решения (2.3) и (2.4), соответственно. Тогда существует константа 
C0 > 0, не зависящая от h, такая что 

\u(х) - щ(х)\ < C 0 • h 4 / 1 1, х е Qh. 

3 . Т Е Х Н И Ч Е С К И Е JTEMMBI 

3.1. Принцип с р а в н е н и я д л я н е п р е р ы в н ы х и д и с к р е т н ы х нелинейных 

уравнений. 

Q v1 , v2 е 
W 2՝^(Q). Если F ^ ) < F(v2) п.в. в Q и v1 < v2 на dQ, то v1 < v2 в Q. 

Доказательство. Обозначим 

Q1 = {х е Q\ vl(x) > vշ(x)}. 

Если множество 

Q2 = {х е Q 1 : —Av1(x) > -Av2(x)} 

имеет положительную меру Лебега, то получим противоречие, так как F(v1)(x) > 

F(v2)(x) в Q2. Следовательно, —Av1(x) < —Av2(x) п.в. в Q1. Но в этом случае 

v2 > v1 Q1 

определению Q^. Таким образ ом, Q 1 = 0. • 

Л е м м а 3.2. Пусть v1,v2 е H. Если Fh(v1) < Fh(v2) в Qh и v1 < v2 на dQh, то 
v1  <  v2  Qh 
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Доказательство этой леммы можно найти в статье [15], где автор доказывает 

принцип сравнения для схем более общего типа (так н эзывеьб м ых в ыр схжд ՛в н н ых 

эллиптических схем). 

3.2. Р е г у л я р и з а ц и я и оценка погрешности . Пусть в e Сж (R) функция, 

удовлетворяющая следующим условиям: 

в(г) = 0, z > 0, e(z) = -z - 1, z < - 2 ; 

e'(z) < 0, в"(z) > 0, z e R 

и e£(z) = в (ք ) յ z e R. Обозначим через u£ решение следующей вспомогательной 

задачи: 

{-Ди £ + f = ре(и £) в О, 
(3.1) \ 

I и£ = g на дО. 

Из стандартной теории следует, что задача (3.1) имеет единственное решение и£  

и кроме того и£ e С 4(О). 
Обозначим 

M = max < max f (x), 1 > . 
լ xeo, J 

Л е м м а 3.3. Если и £-решение задачи (3.1), тогда 

(i) в£(и £(х)) < M для всех x e О; 
(ii) и£(х) > — (M + 1)е для всех х e О. 

Доказательство. Рассмотрим только случай n = 2, так как доказательство для 

n = 1 получается аналогично. 

(i) Имеем и£(х) = g(x) > 0 для х e дО. Если и£(х) > 0 для всex х e О, то из 

определения функции в получим в£(и £) = 0 < M. В противном случае, если 

и £(х0) = min и£(х) < 0, 
х£П 

тогда В 2и £(х0) > 0 (т.е. матрица В 2и £(х0) неотрицательно полуопределена), и 
следовательно Ди £(х0) > 0. 

Так как функция в убывающая, из определений и£ и M получим, что для любого 
х e О, 

вЛи £(х)) < в£(и £(хо)) = -Ди £(хо) + f (хо) < f (хо) < M. 

(ii) Так как [3(z) = —z — 1 для z < —2, то в (§) = — f — 1 дая z < —2£, следова-

тельно, z = — е (в£^) + 1) дая z < —2е. Отсюда следует, что 

и £ = —е (в£(и £) + 1), если и£ <—2е, 
7 
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и используя (г), получим 

u £ > —e(M + 1), если u£ < —2е. 

В случае, когда u£ > —2е, снова получим u£ > —e(M + 1 ,̂ так как M > 1 по 
определению. Следовательно, для всех х е Q, u e(x) > —e(M + 1 ) • 

Л е м м а 3.4. Для функции u£ верны следующие оценки: 

(i) —(M + 1)е < F(u £)(x) < 0 для всex х е Q; 
3 

(ii) 0 < u(x) — u e(x) < -(M + 1)e для всех x е Q. 

Доказательство, (г) Прежде всего, по определению F и u£, имеем 

F(u £) = min{—Au £ + f,u£ } = min{ee(u £),u £ }. 

Легко видеть, что F(u£) < 0 для вс ex х е Q. Действительно, 

• если u£ > ^отда fi£(u £) = 0, и следовательно F(u£) = min{0,u £ } = 0; 
• если u£ < ^отда F(u£) = min{[3£(u £),u £} < u£ < 0. 

С другой стороны, учитывая, что (3£(u £) > 0 (поскольку в неотрицательная всю-

(гг) 

F(u£) = min{p£(u £),u £} > —(M + 1)е. 

(гг) Из пункта (г) имеем F(u£) < 0 = F(u) в Q и u£ = u на dQ. Тогда в силу 
u £ < u Q 

Обозначим 

е(х)= ( M  + 1 ) £ (3и —\х\ 2) , х е М". 
2n 

Тогда 

(3.2) A£(x) = —(M + 1)е, х е М"; 

3 

(3.3) (M + 1)е < £(х) < -(M + 1)е, х е [ — 1,1]". 

Учитывая (3.2), получим 

F(u — £) = min{—Au + A£ + f,u — £} = min{—Au — (M + 1)e + f,u — £}. 

Теперь рассмотрим два случая: 
u = 0 u 

min{—Au — (M + 1)e + f,u — £} = 

= min{—Au — (M + 1)e + f , —£} < —£ < —(M + 1)e. 

8 
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2. Если и > 0, то —Ди + f = 0, то есть 

min{—Ди — (M + 1)е + f,u — է} = min{ — (M + 1)е, и — է} < —(M + 1)е. 

Отсюда заключаем, что 

F(u — է) < —(M +1)е, 

что, в сочетании с (i) Леммы 3.3, даст нам F(u — է) < F(u £), Ух e О. Если х 

принадлежит границе дО, имеем (так как էխ) > (M + 1)е > 0 в О) 

и(х) — է(х) = д(х) — էխ) < д(х) = и £(х), 

и снова используя Лемму 3.1, получим, что и(х)—^х) < и £(х), Ух e О. И наконец, 

из (3.3) получим 
3 

и(х) — и£(х) < էխ) < 2((M + 1)е, х e [ — 1,1]". 

• 
Доказательство следующей оценки Шаудера можно найти в [9, стр. 286]. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть О С R " - открытое, ограниченное множество и f e 
С а(О) для некоторой a e (0,1^. Тогда существует постоянная С\ > 0 такая, 
что если v является слабым решением уравнения —Ду = f в О, то v e С 2՝ а(О) 

и 

(3.4) | խ | | № » ( ո ) < С • (\\f||с„(п) + Ի\\ւ4ռ)). 

В дальнейшем нам понадобится только следующий слабый вариант этого резуль-

тата. 

С л е д с т в и е 3.1. Пусть О С R " - открытое, ограниченное множество и f e 
С 1 (О). Тогда существует константа С2 > 0 такая, что если v решение (клас-
сическое) уравнения —Дv = f в О, то 

(3.5) | | v | | o i 4 n ) < С 2 • (f||С1(П) + | v | c o ( Q ) ) . 

Следующая теорема является обобщением известного интерполяционного не-

равенства Ландау-Колмогорова на случай негладких областей и для функций 

многих переменных. Доказательство этого результата можно найти в [13] (см. 

также [14]): 

Т е о р е м а 3.2. Пусть D С R " - ограниченная область, обладающая свойством 
внешнего конуса (см. [6]J и пусть v e LX(D) и D2v e Ьж (D). Тогда существу-
ют постоянные С3,С4 > 0 такие что 

(3.6) ||Dv||co(D) < С з р ^ Н C0(D) • | | v |C0(D) + С 4 У v У C 0 (D). 

9 
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Следствие 3.2. При условиях теоремы 3.2, существуют постоянные C4, C5 > 
0 

( 3 . 7 ) \ \ D V \ \ C ° { D ) < 5 \ \ D 2 V \ \ C ° { D ) + ( C 4 + C^j \\V\\CO(D) 

для любого 6 > 0. 

Теперь перейдем к доказательству сходимости разностной схемы. Для этого нам 
u£ 

е для контроля разности между лапласианом u£ и приближением этого лапла-
сиана конечными разностями. 

Л е м м а 3.5. Если функции f и g удовлетворяют условиям (2.5), uu£ - решение 
уравнения (3.1), то 

d 4u £(x) 
дх 4  

C6 
< —, для х е Q г = 1,...,n, 

е 9 / 2 

где C6 - постоянная, не зависящая от е. 

е е (0, 1) 
как нам нужно перейти к пределу е ^ 0+ . 

В ходе доказательства символами C\ будем обозначать положительные посто-

янные, которые не зависят от е. В частности, обозначим Cf = \\f\\C3(q) И 

Ce = \\ в\\C3(R)-

Пусть u£-pemeHHe уравнения (3.1). Известно, что u£ е C 4(Q). Обозначим 

Тогда, f е C3(Q) 

(3.8) 

f£(x)= p£(u £(x)) — f (х) 

—Au £ = f£ в Q. 

u £ 

Д В CTSK. Д Ы продифференцируем обе стороны (3.8) относительно переменной x iy и 
получим 

— A д2_ u £ = £ 

дх?2 дх2 £ ' 
Тогда, используя оценку (3.5), мы будем иметь 

дх? < C2 

(3.9) 

C 2 ( Q ) 

< C2 

д - f 
дх2  f £  

+ 
C ! ( Q ) дх՝2 

< 
С0(П)у 

д- f дх2  f  
С 1 ( П ) 

1 0 

+ \\u£\\c2(n) . 



ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ... 

Теперь нужно оценить 

д 2  

д - f 
дх2  h  

д х -
Имеем, 

C ! ( Q ) 
д 4 

И ||u f |c 2(Q) J чтобы получить оценку для 

и в частности, для 
C 2 ( Q ) дх 4 

C0(Q) 

д- ՛ £ = ^ Հ £ ) + в£ ֊ f 
Отсюда следует, что 
(3.10) 

д 2  

дх2 f f < д хг С ! ( Q ) 

Прежде всего, 

(3.11) 

Далее, 

в> £->( д х ֊ 

д 2 f 

+ 
C ! ( Q ) 

в£ (и £) 
д 2и 
дх 2  + 

C1(Q) 

д 2f 
д х 2 

C1(Q) 

д х 2 
C1(Q) 

<Hf C ( Q ) = С { . 

в£ (и £) 
д 2 

дх 2  
C1(Q) 

в£ (и £) 
д 2и 
дх 2  + 

C0(Q) 

д 2 

D Я ( и £ ) • дх2 < 

< Ив£(и C 0 ( Q ) 

д 2 

< Կ ֊ { ^ е е 

д х1 
п 

+ J 2 
j=1 

• I I D 2 u £ ՚ 

C0 (Q) j = 1 

д  3i 
в£ (и £)  д  

в£(и £) • 
д и £ д 2 и £ 

дх2дxj 

дxj дх2  

< 

C 0(Q) 

+ 

C0(Q) 

+ 

j=1 

и следовательно, 

C 0 ( Q ) 

1 

l C 0 ( Q ) + 

C 0 ( Q ) 

Կ ( 
£ \ £ 

в՛՛ ( ֊ 

в£ (и £) 

C 0 ( Q ) 

д 2 

д х 2 

j = 1 

• | | D u £ | | C 0 ( Q ) 

, Св I I 

C0 ( Q ) 

• II D 3u £\\ + \ \ D  u I I C 0 ( Q ) + 

• \\D2u£ | C 0 ( Q ) : 

C i(Q) 
I C0 ( Q ) + 

(3.12) 
С 7 

+ С 7 • WDu£ 
C 0 ( Q ) • \\D2u 2 £ I 

I C 0 ( Q ) + ^ • \\D3u C 0 ( Q ) 

Аналогично, для первого слагаемого в правой части (3.10), имеем 
2 

в> £->( д х ֊ 
C1 ( Q ) 

С 

< ֊ в • № и £ Ц 1 0 ( п ) + 

(3.13) + С 9 •№и £И10(п) + ֊ MDu 
£ | 1 • \\ D 2и £\\ C0 (Q) | | D  и II C0(Q) 
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Теперь мы последовательно получим оценки для производных u£ соответственно 

первого, второго и третьего порядка. Здесь необходимо подчеркнуть, что эти 

оценки далеко не оптимальные. 

Оценка д л я \\D 2u £\\co(n). Используя (3.8) и (3.5), получим 

(3.14) \\u £\C(п) < C 2 ( Ш \ С ! ( п ) + \\u£\\co(n)) . 

Прежде всего, из (гг) Леммы 3.4 следует, что существует постоянная C\\ > 0, не 

е 

\ \ u £ \ \c 0 (n) < C 1 1 . 

Теперь, по определению f £ , и имея в виду, что в£ равна нулю, если аргумент 

неотрицателен, мы получим 

\Ш\СЧП) = \Ш\С0(П) + \\DM\co (П) < в Ю И п ) + \\f\С0(П) + 

+ Ш(u£)\c0({»e<0}) • \Du £\c0>({u^<0}) + \\Df\С0(П) < 

< Cf + 1 + 1 • \\Du £\\c0({us<0})^j = C12 + Դ • \\Du £\\c0({us<0}). 

Подставляя полученное в (3.14), будем иметь 

(3.15) \\u £\\С2(п) < C 1 3 + ֊ • \\Du £\\c0({us<o}), 

и , в частности, 

(3.16) \\D 2u £\\c0({u<o}) < C 1 3 + ֊ • \\Du £\\c0(u<o}). 

Теперь возьмем D = {х е Q : u£(x) < 0} и V = u£ в (3.7), откуда следует 

l |Du £ \ \ c ° ( {u e <0} ) < 6 \ D 2 u £ \ c 0 ( { u e < 0 } ) + + \\u £\\c°({ue<0}). 

С помощью оценки (гг) Леммы 3.3 мы получаем \\u£\C0({u e<0}) < (M + 1)е, т.е. 

(3.17) \ \ D u £ \ c 0 ( { u e < 0 } ) < d\\D 2u £\\c0({u<0}) + (M + 1 ) ^ 4 + ֊ ^ е. 

е 
Взяв 6 = ——֊ в полученном неравенстве и подставляя в (3.16), в результате 

2C5 
получим 

(3.18) \\D 2u £\\c0({u<<0}) < ֊ 

для некоторой константы C15. Теперь возвращаясь к (3.17) и беря 6 = е, из 

оценки (3.18) получим 

(3.19) \\Du £\\c0(u<0}) < C 1 6 

C 1 6 

12 



О Ц Е Н К А П О Г Р Е Ш Н О С Т И М Е Т О Д А К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Е Й . . . 

C 1 

Из (3.15) следует, что 

(3.20) 

для некоторой константы C 1 7 . Следовательно 

(3.21) \D 2 u £ 

u \\С2(П) < — 

D՝u\\С0(п) < ֊ . 

Исправленная оценка д л я |Du £ | C 0( П ) . Из (3.21) следует что \\Du£\\c0(n) < 
— . Используя оценку (3.6) Теоремы 3.2 с V = u£ и D = Q, из (3.20) получаем 

| D u £ | c 0 ( n ) < ֊ . 
е  

(3.22) 

Оценка д л я \\D3u£\\С0(П). Дифференцируя обе стороны равенства (3.8) по пе-
ременному xi, получим 

а из оценки (3.5), будем иметь 

д 

—a ձ u£ = д . £ 

(3.23) 
дхi < C 1 9 

С2(П) 
A f 
Դ  f £ дхi 

+ 

С ! ( П ) 

< C 1 9 

дхi 
< 

С0(П)У 

A f 
� J£ дхi С ! ( П ) 

+ l\Du £  1с0(п) I . 

f 
д f 

a f£ дх-լ С!(П) 
в £(u £) • dx^u — ~ f 

—f 
дxi 

< 

+ 

j = 1 

C ! ( Q ) 

+ | |D 2f 

* u ) • ^^ 

• д ! u 

дх•i 
< 

C ! ( Q ) 

+ 

д 
e £ ( u £ ) • ̂  u + 

С1 (П) 

С0(П) 
D K (u£ ) • дхТu£ + 

С0(П) 

1с0(П) < 1 W 

(u £) 

С0(П) 

д 2 ^ 

\\Du£ 1 с 0 ( п ) + 

С0(П), С0(П) 

и поскольку (3.23) верна для любого г = 1,..., n, мы получим 

(3.24) \\D 3u £|с0(п) < ֊ . 

Наконец, сочетая (3.9)-(3.13), (3.20), (3.21), (3.23) и (3.24), получим 

+ | | D 2 f || < 9 2 0 
т \ \ D f I I с 0 ( п ) < е з ՛ 

д4г 
дх4 С0(П) 

<- C6 . , 

• 
13 
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Л е м м а 3.6. Существует постоянная С > 0, не зависящая от е такая, что 
С 

(3.25) \Ди £(х) — Дни £(х)\ < h2, х e О. 
е 9 / 2  

Доказательство. Оценка получается стандартным методом из разложения Тей-

• 

С > 0 

ъ(х) =  С • ֊ ^ • ^ —  , х e  Rn ,  

и 
п 

ф£(х) = K • е • ^ ^ ( c o s x i — cos 1.5), х e О, 
i=1 

где K = + -. Если обозначить 
n • (cos 1 — cos 1.5) 

Ф±(х) = и£(х) ± (у£(х) + ф£(х)), х e R n 

h> 0 

Ф-(х) < uh(x) < Ф+(х), х e Он. 

h> 0 

(3.26) ЫФ -) < 0 = Fh(uh) < ЫФ+), х e Он. 

Поскольку 
h 2 

— Д н ^ £ ( х ) = с • , 

то из оценки (3.25) будем иметь —Дн^£(х) > \Ди £(х) — Дни £(х)\. Это означает, 
что 

(3.27) —Ди £(х) < —Дн(и£(х) + ^(х)) = —Дн(Ф+ — ф^ = —ДнФ+ + ДнФ£ 

(3.28) —Ди £(х) > —Дн(и£(х) — у£(х)) = —Дн(Ф- + фе) = —ДнФ- — Днф£. 

Следовательно, 

F(u £) + ф£ = min{—Ди£ + f , и£} + ф£ = m i n { ^ u £ + ф£ + f,u£ + ф£} = 

= min{—Ди£ — Днф£ + ф£ + Днф£ + f,u£ + ф£}. 

Легко проверить, что 

(3.29) ф£ + Днф£ < 0 в R n 

h> 0 
14 



ОЦЕНКА П О Г Р Е Ш Н О С Т И МЕТОДА К О Н Е Ч Н Ы Х РАЗНОСТЕЙ.. . 

Используя оценки (3.27) и (3.29) и определение Ф+, получаем 

F(u e) + фе = m i n { ֊ A u e ֊ Ак ֊фе + фе + Акфе + f,u e + фе} < 

< m i n { ֊ A u e ֊ Дкфе + f,uE + фе] < шin{ ֊ДhФ+ + f,u e + фе} = 

= шт{ ֊ДкФ+ + f , Ф+ ֊ <fe} < min{ ֊Ah$+ + ք, Ф+} = Fh (Ф+) . 

Аналогично можно доказать, что F(u e) ֊ фе > Fh {Ф—). Из последнего неравен-

ства, используя (i) Леммы 3.4, имеем 

Fh (Ф—) < ?(u£) ֊ фе < ֊фе < 0, 

И 

Fh (Ф+) > F(u e) + фе > ֊(M + 1)e + фе = 
n n 

= ֊(M + 1)e + K • e ^ ( c o s xi ֊ cos 1.5) > ֊(M + 1)e + K • e ^ ( c o s 1 ֊ cos 1.5) = 0 
i = 1 i = 1 

для всех x e Q. 

Таким образом, мы доказали (3.26). С другой стороны, используя неотрица-

тельность фет& фе на dQh, получим 
ф — ( Х ) < uh (x) <  ф+ (х ), 

при x e dQh. Для завершения доказательства остается воспользоваться Леммой 

• 

С л е д с т в и е 3.3. Существуют постоянные M1,M2 > 0 такие, что для малых 
h> 0 

h2 

e9 

Доказательство. Из Леммы 3.7, 

\u e(x) ֊ uh(x)\< фе(х) + фе(х), X e Qh-

• 

(3.30) \u e(x) ֊ uh(x)\< Ml-щ + M2£, X e Qh-

4 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 2 . 1 

(ii) 
3 h 2 

\u(x) ֊ uh(x)\ < \u(x) ֊ u e(x)\ + \u e(x) ֊ uh(x)\ <-(M + 1)e + Mi-9/2 + M2£. 2 e9/2  

Полагая e = будем иметь 

\u(x) ֊ uh(x)\ < C0 • h 4 / 1 1, X e Qh, 

где Co = 22(M + 1) + M1 + M2. 

15 
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A b s t r a c t . The paper proves the existence of nontrivial homoclinic orbits for second 
order nonlinear p-Laplacian difference equations without on assumptions on pereodicity 
using the critical point theory. Moreover, if the nonlinearity is an odd function, 
the existence of an unbounded sequence of nontrivial homoclinic orbits is proved. 

M S C 2 0 0 0 number : 37C29, 37J45. 
Keywords : Homoclinic orbit, nonlinear difference equation, p-Laplacian, variational 
structure, critical point. 

1. I N T R O D U C T I O N 

Below N, Z and R denote the sets of all naturals, integers and real numbers respectively 
For any a, b £ Z, we denote Z(a) = {a, a + 1 , • • • }, Z(a, b) = {a,a + 1, • • • ,b} 
when a < b. Besides, lp denotes the space of all real functions whose pth powers are 
summable over Z. 
The present paper considers the existence of a nontrivial homoclinic orbit for the 
following p-Laplacian difference equation 

(1.1) A(pp(Au(t - 1))) - pp(u(t)) = X(t)f (t, u(t + 1),u(t), u(t - 1)), t £ Z, 

where A is the forward difference operator Au(t) = u(t+1)-u(t), A 2u(t) = A(Au(t)), 
pp(s) is the p-Laplacian operator pp(s) = \s\ p - 2s(p > 2), Л £ C(Z, R ) and f £ 
C(Z x R 3 , R ) . 

p 

functional differential equation 

(1.2) [pp(u')]' - pp(u) = Л(s)f (s, u(s + 1), u(s), u(s - 1)), s £ R , 

where f £ C(R4, R ) . Equation (1.2) includes the following equation 

(1.3) c 2u"(s) = V'(u(s + 1) - u(s)) - V'(u(s) - u(s - 1)), s £ R . 
17 
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Equations similar to (1.3) have been studied by many researchers. For example, using 
a version of the Mountain Pass Theorem, Smets and Willem [27] have proved the 
existence of solitary waves with prescribed speed on infinite lattices of particles with 
nearest neighbor interaction for (1.3). 
Recently, the theory of nonlinear difference equations has been widely used in the 
study of discrete models appearing in many fields such as computer science, economics, 
neural network, ecology, cybernetics see [1, 14, 15, 17, 20]. For example, the simple 
logistic equation un+i = run is a formula for approximating the evolution of an 
animal population over time, where un is the number of animals this year, un+i is 
the number in the next year and r is the growth rate or fecundity. The price-demand 
curve of cobweb phenomenon 

Dn = -mdpn + bd, md > 0, bd > 0 

is the economics application of difference equations, where Dn is the number of units 
demanded in period n, pn is the price per unit in period n and md represents the 
sensitivity of consumers to price. 
In the theory of differential equations, a trajectory which is asymptotic to a constant 
state as |s| ^ то (s denotes the time variable) is called a homoclinic orbit. Such orbits 
have been found in various models of continuous dynamical systems and frequently 
have tremendous effects on the dynamics of such nonlinear systems. So the homoclinic 
orbits have been extensively studied since the time of Poincare, see [4, 6, 9, 13, 16, 
21, 23, 25, 28] and the references therein. Similarly, we give the following definition: 
if x is a solution of a discrete system, another solution z will be called a homoclinic 
orbit emanating from x if lz(t) — xl ^ 0 when t ^ ±то. 
Homoclinic orbits of dynamical systems are important in applications for a number of 
reasons. They may be "organising centres" for the dynamics in their neighbourhood. 
From their existence one can under certain conditions, infer the existence of chaos 
nearby or the bifurcation behaviour of periodic orbits. In the past two decades many 
authors studied homoclinic orbits for dynamical systems via critical point theory. 
Here we only mention [6, 9, 16, 21, 28]. In particular, the second order systems were 
considered in [6, 16]. 
It is well-known that critical point theory is powerful tool to deal with the problems 
for differential equations [18, 19, 24, 29]. Only since 2003, the critical point theory has 
been employed to establish sufficient conditions on the existence of periodic solutions 
of difference equations. In particular, Yu, Shi, Chen and their collaborators considered 
the existence of periodic solutions of second order nonlinear difference equations [8, 
10 - 12, 26, 30, 31]. In the recent paper of Cabada, Li and Tersian [7] the existence 
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HOMOCLINIC ORBITS FOR SECOND ORDER NONLINEAR 

p 
coefficients is studied. However, to our best knowledge, the results on the homoclinic 

p 

scarce. Since f in (1.1) depends on u(t + 1) and u(t - 1), the traditional ways of 
establishing the functional in [2, 3, 10 - 12, 22, 30, 31] are inapplicable to our case. 
The main purpose of this paper is to give some sufficient conditions for the existence 

f ( t , •) 
t£ 
obtained. The main approach used in our paper is variational techniques and the 
notable Mountain Pass Lemma introduced by Ambrosetti and Rabinowitz [5, 24]. 
Now we state the main results of this paper. 

T h e o r e m 1.1. Assume that the following hypotheses are satisfied: 

(Л) Л(t) > 0 for a,lit £ Z and E Л q(t) < where p + 1 = 1; 
t=—ж 

( f i ) there exists a functional g(vi,v2,v3) £ C(R ,R) such that 
g(v1;V2,V3) 

lim = 0 , r = \ v2 + v2 + vi, 

r^o v2 V 1 2 3 

\f(t,vi,v2,v3)\<\g(vi,v2,v3)\, for all t £ Z; 

(Fi) there exists a functional F(t,vi,v2) £ C  i(Z x R2,R) with F(t,v\,v2) < 0 and 

it satisfies the conditions 
dF(t - 1,v2,v3) dF(t,vi,v2) 

8^2 + — d v 2 — =  f  ( t, v i , v 2, v 3 ), 
lim  F ( t , n , v 2 ) =o 
P^0 pp  

uniformly for t £ Z, p = \Jv2 + v2; 
(F2) there exists a constant в > p such that 

d F  ( t ,v1 ,v2 ) +  d F  ( t , v i , v 2 )  

5 vi + 5 '°2 < pF(t,vi,v2) < 0, dv1 dv2 

for all (t,vi,v2) £ZxR2 \ {(0, 0)} . 

Then equation (1.1) has a nontrivial homoclinic orbit. 

R e m a r k 1.1. The above hypotheses imply that u(t) = 0 is a trivial solution of (1.1). 

( F2 ) 
interval I С Z there exist constants a > 0 md R > 0 such that 

(F2) F(t,vi,v2) < -a^/v2 + v2^ , for all t £ I and v2x + v2 > R2. 

f ( t , •) 
nontrivial homoclinic orbits. 
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T h e o r e m 1.2. Suppose that the conditions (Л), ( f i ) , (F1) and (F2) are satisfied. If 

(քշ) f (t, -Vi, -V2, -V3) = -f (t,V!,V2,V3), 
for all (t,V1,V2,V3) e Zx R , then equation (1.1) has an unbounded sequence of 
nontrivial homoclinic orbits. 

2. VARIATIONAL S T R U C T U R E AND SOME LEMMAS 

In order to apply the critical point theory, we establish variational framework corresponding 
to (1.1) and give some lemmas which will be of fundamental importance in proving 
our main results. We start by some basic notation. 
Let S be the vector space of all real sequences of the form 

u = {u(t)}tez, = (••• ,u(-t), • • • ,u(-1),u(0),u(1), • • • ,u(t), •••), 

namely 

S = {{u(t)}\u(t) en, t e Z} . 

Define 

E = J u e S\ ^ [\Au(t - l ) | p + \u(t)\ p] < t e Z I . 
Լ t= ֊<x> ) 

E 
1 ՝ | p 

£ PMt - 1)P + Mt)n > < u e E. 
t= ֊<x> ) 

For all u e E define the functional J as follows: 

J (u):= E 1 \Au(t - 1)\p +  1 \u(t)\ p + Л(^ (t, u(t + 1), u(t)) p p 

(2.2) = p\\u\\ PE + E +1),u(t)), 
p t= ֊<x> 

where 
dF(t - 1,V2, V3) dF(t,Vi,V2) ) 

Я 1 я = f (t, Vi,V2,V3). 0V2 0V2 
The functional J is well-defined C1 functional on E and Equation (1.1) is easily 

J 
J 

Five lemmas should be stated, which will be used in the proof of our main results. 
Firstly, let us recall the Palais-Smale condition. 
Let E be a real Banach space and J e C  1(E,n), that is J is a continuously Frechet-

E J 
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(P.S. condition for short) if any sequence {u(t)} С E for which {J(u(t))} is bounded 
and J'(u(t)) ^ 0(t ^ TO) possesses a convergent subsequence in E. 
Let Bp denote the open ball in E with radius p and centered at 0 and let dBp denote 
its boundary. 

E 
J G C i(E, R) satisfy the P.S. condition. If J(0) = 0 and 

(JI) there exist eonstants p, a > 0 such that J\dBp > a, 
( J 2 ) there exists e G E \ Bp such th at J (e) < 0, 

then J possesses a critical value c > a given by 

c = inf max J(g(s)), 
ger sE[0,I] V Y V L H 

where 
Г = {g G C( [0 ,1 ] ,E ) \g (0 )=0 , g(1) = e}. 

E 
J G C i (E, ) J(0) = 0 

If E = V ф X, where V is finite dimensional, and J satisfies the following conditions 
( J 3 ) there exist cons tants p, a > 0 such th at J\aBpnx > a, 
(J4) for each finite dimensional subspace IS С E, there is a Y = 7(EE) such that 
J < 0 on E \ B y , 

J 

L e m m a 2.3. The following inequalities are true: 

(2.3) \\u\\iP < H\E, 

( 2 . 4 ) \ \ u \ U < \\U\\e, 

where „ 

E \u(t)\ \\u\\ip 

p 

and \u\TO = sup \u(t)\. 
tez 

Proof . By the definition of \\ • \\ • m d \\ • \\E, inequalities (2.3) and (2.4) follow 
• 

L e m m a 2.4. For any x > 0, the following inequality holds 

\x p — 1\ > \x — 1 \p, where p > 1. 

• 
L e m m a 2.5. If the conditions (X), ( f i ) , (Fi) and (F2) are satisfied, then J satisfies 
the P.S. condition. 
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P r o o f . Let {uk} С E be such that {J(uk)} is bounded and J'(uk) ^ 0 as к ^ ж. 
Then there exists a positive constant K such that \J(uk)\ < K. Thus by (2.3) and 
( F2 ) к 

K + \\uk\\E > J(uk) -  1 (J'(uk),uk) 
P 

f 1 1 \ + 

= U - 1 \ uk \E + E Л(t)F(t,Uk(t +1),uk(t)) 
\ p  в J t= — ^ 

в 

1 
- в E 

t= 

\ ( t 1) dF(t - 1, uk(t),uk(t - 1)) 
Л(t - 1) - uk (t)+ dV2 

dF (t,uk (t + 1),uk (t)) (t) 

Л ( ( 1 ) dV2  u k  ( t )  

/1 1 \ 

= ( ֊ - 1 \\ uk \\ PE + E Л(t)F(t,Uk(t +1),uk(t)) 

- в ^ 

dF (t,uk (t +1),uk(t)) dF (t,uk (t +1),uk (t)) 
uk (t + 1) + д uk (t) 

dVi dV2 

f1 1 

1 + 

> l p - Ю \uk \E • 
Since в > p, it is not difficult to conclude that {uk} is a bounded sequenee in E , i.e. 
there exists a constant C1 > 0 such th at \\uk\\E < C1. So passing to a subsequence if 
necessary, it can be assumed that uk ^ u0 in E. Moreover, since 

( 2 . 5 ) \\uO\\E = s u p ^ ^ = s u p 

lim inf h(uk) 
k— 

— < И ^ М \\ uk\\E, 

0=heE' \\ h\\E 0=heE' \\ h\\E  k — ։ x ։  

we conclude that \\u0\\E is bounded and \\u0\\E < C^. By (2.5) we have \uk(t)\ < C1 

and \u0(t)\ < C1y for all t e Z, and by ( f 1 ) , there exists a constant C2 > 0 such that 

\f (t,uk(t +1),uk(t),uk(t - 1)) - f (t,u0(t + 1),u0(t),u0(t - 1))\ < C2, t e Z. 

Since J ] Лq (t) < + ж for all e > 0 there exists D e N ( D > 1) such that 

1 

E Л q ( t ) | < e. 
y\t\>D ) 

For this D, we define a 2(D + 1) dimensional subspace of E : 

ED+1 = {u = {u(t)} e E : u(t) = 0 , \t\ > D + 1}. 

Let 
V (t) = j uk(t), if \t\< D + 1, 
V k ( t ) լ 0, if \t\ > D + 1, 
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uo(t), if \t\< D + 1, 
V o ( t ) - \ 0 , if \t\ > D + 1. 

Obviously, the above assumptions imply vk = {vk(t)} G ED+i and v0 = {v 0 ( t ) } G 
ED+I-

Since uk ^ u0, к — TO in E, we get 

(2.6) (uk,h) — (u0,h), h G E. 

Therefore, for any h G ED+i we have (vk, h) — (v0, h),i.e. vk ^ v0, к —• TO in ED+i . 
Consequently, we arrive at vk — v0, к — TO in ED+i which imp lies vk — v0, к — TO 
in E. So for к large enough, we have 

(2.7) \uk(t) — u0(t)\ = \vk(t) — v0 ( t ) \< 6, \t\< D + 1. 

Thus, we have 

\f (t, uk(t + 1),uk(t),uk(t — 1)) — f (t, u0(t + 1), u0(t), u0(t — 1))\ — 0, к — TO, 

t \ t\ < D 
к 

E X(t) [f (t,uk(t + 1),uk(t),uk(t — 1)) — f (t,u0(t +1),u0(t),u0(t — 1))] (uk(t)—u0(t)) 

= X(t) [f (t,uk(t + 1),uk(t),uk(t — 1)) — f (t,u0(t + 1),u0(t),u0(t — 1))] (uk(t)—u0(t)) 
\t\<D 

+ E X(t) [f (t,uk(t +1),uk(t),uk(t — 1)) — f (t,u0(t + 1),u0(t),u0(t — 1))](uk(t)—u0(t)) 
\t\>D 

< C 2 E X(t)\uk(t) — u0(t)\ + C 2 J 2 X(t)\uk(t) — u0(t)\ 
\t\<D \t\>D 

< C2X E \uk(t)—u0(t)\+C21 E x 9 ( t ) I I E \uk(t)—u0(t)\ 
\t\<D \\t\>D J \ \ t \ > D 

< 2C2XD • 6 + C2 \\uk — U0\\E • 6 = (2C2XD + C2 \\uk — U0\\E) • 6, 

p 

p I 

where X = sup X(t). Sinee 6 is arbitrary, we have 
tEz 

E X(t)[f(t,uk(t + 1),uk(t),uk(t — 1)) — 

(2.8) —f (t,u0(t +1),u0(t),u0 (t — 1))](uk(t) — u0(t)) — 0 as к — TO. 

Similarly, we get 

E X(t)[f (t, uk(t + 1), uk(t), uk(t — 1)) — f (t, u0(t + 1),u0(t), u0(t — 1))]h(t) 
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< (Л + C2)\\h\\E • e, h e E. 

heE 

(J'(uk) - J'(u0),h) ^ 0, as к ^ + ж . 

Therefore, \\J '(u0)\\E < liminf \\J '(uk)\\E = 0. So we have k— 

(J'(uk) - J'(щ), uk - щ) = (J'(uk), uk - u0) 

(2.9) <\\J'(uk)\\E (\\uk\\E + IKWE) < 2Ci \\J'(uk)\\E ^ 0 m к ^ +ж. 

к 

\\uk - u0\\ PE < (J'(uk) - J'(u0),uk - u0) 

(2.10) - X ЛШ(t,uk(t +1),uk(t),uk(t -1))-

-f(t,u0(t + 1),u0(t),u0(t - 1))](uk(t) - u0(t)). 

J 

(J'(uk) - J'(u0),uk - u0) 

= J2 [<fp (Auk(t - 1)) - VP (Au0(t - 1))] (Auk(t - 1) - Au0(t - 1)) 

+ X [<fp (uk(t - 1)) - VP (u0(t - 1))] (uk(t - 1) - u0(t - 1)) 

(2.11) + X Л(t)[f (t,uk(t +1),uk(t),uk(t - 1)) -

-f (t, u0(t + 1), u0(t), u0(t - 1))] (uk (t) - u0(t)). 

If Au0(t - 1) = 0, we set 
= Aukit-D 

X Au0(t - 1). 

Since uk possesses point-wise limit u0(x) at any x > 0, by Lemma 2.4, for all t e Z, 
we easily obtain 

(2.12) [Vp (Auk(t - 1)) - Vp (Au0(t - 1))] (Auk(t - 1) - Au0(t - 1)) > 

> \Auk(t - 1) - Au0(t - 1)\p  

and 

(2.13) [Vp (uk(t - 1)) - Vp (u0(t - 1))] (uk(t - 1) - u0(t - 1)) > 

> \uk(t - 1) - u0(t - 1)\p . 
24 



HOMOCLINIC ORBITS FOR SECOND ORDER NONLINEAR 

If Auo(t — 1) = 0, then (2.12) and (2.13) are obviously true. From the definition of 
|| • \\E, formulas (2.11), (2.12) and (2.13), (2.10) holds. Therefore, (2.9), (2.10) and 
(2.11) imply that uk ^ u0 in E. The proof of Lemma 2.5 is complete. • 

3. P R O O F S OF T H E MAIN R E S U L T S 

In this section, we firstly prove the existence of a nontrivial homoclinic orbit of 
equation (1.1). Next, if f (t, •) is an odd function for any t e Z , w e prove the existence 
of an unbounded sequence of nontrivial homoclinic orbits of equation (1.1). 

3.1. P r o o f of T h e o r e m 1.1. To prove the existence of a homoclinic orbit to (1.1) 
recall that as we know that J G C  1(E,H), J(0) = 0 Mid J satisfies P.S. condition. 
Hence, it suffices to prove that J satisfies the conditions ( J 1 ^ d ( J 2 ) . By (F1), there 
exists S > 0 such that 

\F(t,vi,v2)\< + f o r t G Z and vj + v\ < S2. 

Let p = ֊ S , for any u G E and ||u||E < p, we have 

\u(t)\ < Mi? < \IU\IE < p = ^ S , t G Z . 

Thus, we have u2(t + 1) + u2 (t) < S2 for all t G Z, which implies 

(3.1) \F(t,u(t + 1 ) , u ( t ) ) \ < ^ p + r ^ t v u ^ w + u w + i y < 

< -L[u p(t) + up(t + 1 ) ] , t G Z . 
4\p 

Summing inequalities (3.1) over Z, we get 

E \F(t,u(t + 1),u(t))\< w J2 [u p(t) + up(t + 1 ) ] < ^ \ l u \ I E . 
t= ֊<x> t=֊<x> 

Thus, if ||u||E = p, then 

1 +T O Հ Հ ֊ Հ 
J(u) = -l\ull PE + E  x(t)F(t,u(t + 1),u(t)) > -l\ull PE — ֊^MlullE = 2 - Բ ? , p  E ^ p  E 2\p  E 2p t= ֊Ж  1  

that is J(u) > a > 0, where a = 2pp^. To verify condition ( J 2 ) , for all т G R and 

any given w G E \ {0 } , we consider the quantity 

1 
J(TW) = 1 TP\lwl\E + V X(t)F(t,Tw(t + 1),Tw(t)). p 
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Let w e E be such that w2(t) + w2(t + 1) > R 2 o n a nonempty finite, integer interval 
I С Z. Then by (F2) we conclude that for any т > R 

J(TW) <  1 T p\\w\\E + VЛ(t)F(t,TW(t +1),TW(t)) p 
1 tei 

< ֊T P\\W\\E - а \ т \ в [ , / Щ i + H y + ^ J t ) 
p tei 

в 

where Л = min ЛШ > 0. 
՜ tei 

Since в > p, we can choose т large enough to ensure that J (TW) < 0. Thus, both 
conditions (J1) and ( J 2 ) are satisfied. Theorem 1.1 is proved. • 

( f2 ) J 
already know J e C  1(E,H), J(0) = 0 and J satisfies P.S. condition. In order to prove 

( J3 ) 
and ( J 4 ) . From the proof of Theorem 1.1, condition (J1) is valid, so ( J 3 ) is also valid. 
To prove ( J 4 ) , suppose E С E is a finite-dimensional subspace and consider u e E 

u = 0 ( F2 ' ) R > 1 а > 0 

F(t, Vi,V2) < -a^V2 + V 2  

t e Z and V2 + V2 > R . For all u e E, we have \\u\\ pE < c\\ where c = c(E). 
Choosing u such th at \\u\\E > pcR, we define I = {t \ \u(t)\ > R}. Hence, 

Л(t)F(t,u(t +1),u(t)) > - а ^ Л ^ ^ Ы ^ + 1))2 + (u(t)) 2  

te i te i 

Thus, we have 
Լ ՜ ՜ 

J(u) = ֊\\u\IE + Y Л(^(t,u(t +1),u(t)) E  

< p ME - a £ Л(t) V(u(t + 1))2 + (u(t)) 

а < -cML - a ^ ( t ) Վ W + W + Ш ) 
Դ1 f J 

tei 

< -c\\u\\L - a\\u\\LJ2 Л(t). 
tei 

Since в > p there exists 7 = 7 (E)(Y > R) such th at J (u) < 0 whenever \\u\\TO > 7- By 
Lemma 2.2 J possesses an unbounded sequence of critical values cj with cj = J (uj), 
j e N . Hence, by (Fi) we have 

(3.2) cj = p \\ uj\\E 
1 

+ J2 Л(^(t,uj(t +1),uj(t)) < p j \ E 
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Since cj ^ ж as j ^ ж , (3.2) implies that {uj} is unbounded in E. Therefore, the 
existence of an unbounded sequence homoclinic orbits is obtained. • 

R e m a r k 3.1. As an application of Theorems 1.1 and 1.2, we give an example 
illustrating our results. 

For all t G Z, assume that 

A(<fP(Au(t - 1))) - <fp(u(t)) = 

= -j3e - t u(t) 
Ը ֊ 1 

(1 + cos2 2nt) ((u(t + 1))2 + (u(t)) 2) 2  1  

(3.3) 
Ը ֊ 1 

+ (1 + cos2 2n(t - ((u(t)) 2 + (u(t - 1 ) ) 2 ) 2 1 

where в > p. Then, we have X(t) = e t and 

f (t,vi,v2,v3) = -pv2 (1 + cos2 2nt) (v2 + v2)2  1 + 

+ (1 + cos 2 2n(t - 1)) ( v-2 + v J 

g(vi ,v2,v3) = -4fiv2 (v 2 + v2 + v23) 

Then 

F(t, vi, v2) = - (1 + cos2 2nt) {v2 + v2)2 . 

dF(t - 1,v2,vs)+ dF(t,viv) 
dv2 dv2 

= ev2 (1 + cos 2 2nt) ( v 2 + v2 ) 2 + (1 + cos2 2n(t - 1))( '° 2 + vn) 2\ 2 p_ I 

It is easy to verify that all assumptions of Theorems 1.1 and 1.2 are satisfied. Consequently, 
equation (3.3) has an unbounded sequence of nontrivial homoclinic orbits uj, j G N . 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Работа посвящена исследованию разрешимости характеристи-
ческих сингулярных интегральных уравнений на окружности со сдвигом 
Карлемана ա(է) = —t. При дополнительных предположениях на коэффи-
циенты дается явное описание ядра и коядра соответствующих операторов. 
Метод исследования основан на сведении задачи разрешимости к фактори-
зации некоторой матрицы-функции. Приводится явная факторизация ука-
занной матрицы-функции. 

M S C 2 0 0 0 number : 45F99, 47А68. 
К л ю ч е в ы е слова : Сингулярные уравнения, сдвиг, факторизация, ядро опера-
тора, коядро. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть T = { Z G C ; | Z | = 1 } ֊ единичная окружность разбивающая комплекс-
ную плоскость С на области Т + = {z G С; \z\ < 1} и Т_ = {z G С; \z\ > 1}. 
Как известно (см. [1]), сингулярный интегральный оператор S с ядром Коши, 
определяемый почти всюду на Т по формуле 

(SV)(t) = l [ — ^ T ) d r , t e Т, 
7Г г J т — z 

т 
где интеграл понимается в смысле главного значения, является ограниченным 
оператором в Lp = Lp{Т) для всех р G (1; +оо). 
Рассмотрим оператор сдвига U и оператор умножения Е^ на функцию (матрицу-
функцию) d, действующие по формулам 

(£V)(t) = վ-t), (EdV>)(t) = Հէ)վէ), է е Т. 
V 

Функцию Uср будем обозначать через срА. Пусть p(z) = j^J ՜- — a.i) ֊ отличный от 
i=1 

нуля многочлен на Т, тождественно равный единице при v = 0, а ф ֊ функция из 
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винеровской алгебры W, т.е. разлагающаяся в абсолютно сходящийся ряд Фурье, 
инвариантная относительно сдвига (фл = ф). 
Настоящая работа посвящена исследованию операторов Fd,Fd : Lp —> Lp (1 < 
р < оо), определенных равенствами 

Fd = I + BdUS, Fd = I+USBd, 

где I ֊ тождественный оператор, a d = —ф. Эти уравнения являются сингуляр-рЛ 
ными интегральными уравнениями с сохраняющим ориентацию на Т сдвигом 
Карлемана ւս(է) = —t. Теория сингулярных интегральных операторов со сдвигом 
Карлемана достаточно полно изложена в [2] - [5]. В настоящее время развита 
в основном фредгольмова (нетерева) теория этих операторов. Для достаточно 
широких классов сингулярных интегральных операторов со сдвигом найдены 
эффективные критерии фредгольмовости и формулы для вычисления индек-
сов этих операторов. Задача определения размерностей ядра, коядра (тем более 
их описания) и построения обобщенной обратной этих операторов фактически 
остается открытой. В случае дробно-линейных сдвигов Карлемана в работах [6] -
[8] предложен метод сводящий задачу разрешимости сингулярных уравнений со 
сдвигом на окружности к факторизации некоторой матрицы-функции. В нашем 
конкретном случае это матрица-функция имеет вид 

/ 1 + ф2 2р ф \ 

ի 
1 — ф2 рА 1 — ф2 

2рА ф 1 + ф2 

\ р 1 — ф2 1 — ф2 ) 

Матрица-функция входит в класс матриц-функций, факторизация которых 
исследована в работах [9, 10]. Данное обстоятельство позволяет строить теорию 
разрешимости указанных уравнений. Важную роль в дальнейшем играют функ-
ция v = (1 + ф)/(1 — ф) и числа х = ind-y, z/_ = 2|х| — v. 
Ниже мы предполагаем выполнение следующих условий: 

dl) 1-Փ 2(է)^0, teT; 
d2) многочлены p и pA не имеют общих корней; 
d3) все корни многочлена находятся либо в Т + либо в Т_; 
d4) г/ < |х|-

Условие dl) является необходимым и достаточным условием фредгольмовости 
операторов Fd и Fd (см. [2]). 

30 



Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь Н Е К О Т О Р Ы Х СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

2. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц Ы - Ф У Н К Ц И И GP^ 

2.1. Для линейного пространства X через Хп будем обозначать множество п-
мерных вектор-столбцов с координатами из X , а через Х п х п множество всех 
матриц порядка п х п с компонентами из X . 

Определим проекторы Р± = - ( / ± S) и классы функций L + = imP+, Լ՜ = 
гтР--(-С. Ниже через т(к G Z) обозначается функция определенная равенством 

rk{t)=t k. 

Под факторизацией (см. [11, 12]) матрицы-функции Ор/ф в пространстве Lp (1 < 
р < оо) мы понимаем представление 

Cpj-i/i р/ф ) ֊֊̂ ֊р/ф{^р/ф ) : 

_1_ 2x2 1 2 Ж 2 
где (Gp,v>)± е (Ь±) , (GPiV,)± G (<? = - 1)), Л = diag { Т Х 1 , Т Х 2 ) , 

HI • Ж<2, KI,K<2 G Z. Целые числа x i , ^շ называются частными индексами 
матрицы-функции G. 
Рассмотрим классы функций 

W± = Lp Г) W, W_ =Wn imP_. 

Из условия d l ) следует, что G W 2 x 2. Поскольку detG P i ^ = 1, то Gp^ допус-
кает факторизацию в Lp, причем ( G ^ ) ^ 1 G W 2 x 2, G W 2 x 2, н\ + = О 
(см. [12]). 
Далее будем пользоваться следующими обозначениями: 

(Г \ _ ( ail 9էշ \ ( r N-1 _ ( 9й 9и \ 
9}2 )'  { Գ'՝Փ )- ~ V 921 9շշ J' 

В силу условия d l ) функция v допускает факторизацию v — v—т^/и I , где 

X = ind-y = — vararg v(t) 
2тг te т 

Заметим, что \ ֊ четное число, = v±. 
Предложенная в [9, 10] схема факторизации основана на представлении Ор/ф = 
тХоАВ, где хо £ Z, A G W 2 x 2, В G W 2 x 2. Приведем явный вид этого представ-
ления при условиях, когда р՜1 G W-, v < — х и выполнены условия dl ) , d2). В 
этом случае хо = ~Х ~ а матрицы-функции А, В определяются с помощью 
равенств 

ճ _ ձ _ . VZ1Tv_ (Ф+) -pv_T_„P_ ( Ф + ) 

-T-vV-p h T-Vpv_ 
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В՜ 

2 ф 

1 V+ -у+Р+(Ф+) 
PAv+ рА „ . 1 ^ ֊ ^ ֊—V+P+ Ф+ + 

\ р р pv+ 

Формулы частных индексов и конструкция факторов 
г д е Ф + + 
матрицы-функции Ор/ф в [9, 10] приведены в терминах некоторых матриц X,-
(j G Z, j > — V-). Сравнивая с [9] нетрудно убедиться, что при указанных пред-
положениях, матрицы %j могут быть записаны в виде произведения X,- = Ъ^А^, 

% = 
-1-J (<в-

( в - 1 ) - , - ] ֊ ( в ՜ 1 ) 

<*-�>-„ - ! (В՜' 1" 

( ( � � � 

\ 

о 

о 

֊2-3՜ 

- и ֊ 2 

' 1J-—1 

( в -

(в- ]  

? � 1 \ 

• N 
' -v-֊օ 

) ֊ v - ֊ i ֊ \ 
(В /-(v_+v)-j+ ) 

( А ֊ 1 ) , \ 

о (А 

' 1-3 + 

/ 
Здесь и далее для j е Z и для матрицы-функции (вектор-функции, функции) Ф 
мы пользуемся следующими обозначениями: = ^ ( j ± |j|) и 

{Ф)к = — J Hz)z- k- ldz, keZ. 
т 

Определим семейство теплицевых операторов Tj : (Lp)2 —> (Lp ) 2 (j G Z) дей-
ствующих по формуле: = ^ ֊ { j + x o ^ p ^ f ) • Как известно (см. [9]) 

(2.1) kerTj = ^ T j _ B ֊ 1 P + | Ճ ՜ 1 ^ qkrk 

k = ֊ { v ֊ + j + ) 

qk e С 2 (/г = ֊ 1 , . . . , - ( v _ + j + ) ) , q = ( զ կ „ _ + յ + ) , . . . զԱ)' G k e r X j J 

для j > и kerTj = {0} при j Վ —v_. 

2.2. Пусть p՜1 G W-, v < ֊ x и выполнены условия dl) и d2). Из определения 
В՜ 1 следует, что 

0 0 
6+ с + 

(2 .2 ) В ֊ 1 Bi 

где Bi G W 2 x 2 , а 

6+ = ֊ « + , с+ = ֊^ ±Р+(Ф+) + — = -Ь+Р+( Ф+) + — 
р р Р Pv+ 
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Поскольку b+p G W+ и (р) J, = 1, то 
V - - 1 

(2.3) (b+)k-v = ֊ Y 1 ( Ь+)к-ш(р)ш, -keN. 
т=О 

Из этих равенств следует утверждение. 

Предложение 2.1. Если для целого неотрицательного числа £ и комплексных 
чисел 7о, 7 i , . . . , 7£ равенства 

£ 

՝ ^ 2 ( b + ) k ֊ m 7m = 0 
m= 0 

справедливы при к = — 1 , . . . , —v, то они справедливы при любом целом отрица-
тельном к. Кроме того либо £ ^ v, либо 70 = 71 = • • • = 7г = 0. 

В дальнейшем важную роль играет следующее предложение. 

Предложение 2.2. Пуст,ь р՜1 G W, v < — х и выполнены условия dl) и d,2). 
Тогда j = v — + 1 является наименьшим целым числом, при котором под-
пространство ker Tj нетривиально. Подпространство kerT I /_ J /_+i одномерно и 
совпадает с множеством вектор-функций вида <ք = դ (ру+,рЛу+У՜, где 7 ֊ про-
извольное комплексное число. 

Доказательство. Из условия v < — х следует, что хо = ~Х — v > X ш v ֊ = 
—2x~v > v. Докажем сначала, что ker Tj = {0} при j Վ v — v-. При j Վ —v֊ это 
равенство доказано в [9]. Пусть теперь v > 0 и — z/_ <յՎւ/ — ւ/֊,<ք & ker Tj. Тогда 
из формулы (2.1) следует существование q = • • •, < / ֊ i ) G ker X,- (qk G C 2 , 

k = . . . , —1) такого, что <ք = В~ 1 гф, где 

(2.4) Փ(է) = յ է ( ] Г ( i ֊ V ֊ k f t J 
m= 0 = — J 

Поскольку ф = B f , то ф e W2 и следовательно 
֊ 1 

(2.5) ^ {A~ l)m-kqk=0, при m = 0 , 1 , . . . , - j - 1 . 
к= — 1У— 

Учитывая структуру при s ^ 1, H GT p УД H О убедиться, что Ajq = Հ = 
֊ 1 

( 0 , . . . , 0 , Յ Ա ) ' , где к = i/_ + j , а & = ( ^ , 0 ) * = ^ ( ճ ՜ 1 ) ^ ֊ ^ (s = 
i= ֊V— 

0 , . . . , к — 1). Из (2.2) следует, что при տ Վ — 1 условие Х,</ = 'bjAjq = ЪjՀ = 0 
эквивалентно равенствам 

к ֊ 1 
(2.6) {b+)s ֊mVm = 0 S = - 1 , . . . , - v + j. 

т=0 
з з 
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Так как к Վ v, то в силу предложения 2.1, щ = • • • = r ] k ֊ i = 0 и потому Հօ = • • • = 
Հհ֊ւ = 0. Из определения чисел Հտ следует, что равенства (2.5) справедливы при 
то = 0 , 1 , . . . , г/_ — 1. Учитывая, что ( ճ ՜ 1 ^ = 0 при տ ^ г/_ + 1, нетрудно убедиться, 
что равенства (2.5) справедливы и при то ^ г/_. Из формулы (2.4) следует, что 

գ> = ф = 0. 
Пусть теперь 0 ^ v < — х и j = v — v- + 1. Определим r]m G С и Հա G С 2 

(ш = 0 , . . . , v) равенствами г/т = (р)т, Հա = ((p)m , О)4. Поскольку щ = р(0) փ 0, 
то փ 0. В силу (2.3) имеют место равенства (2.6). Отсюда следует, что Ъ յՀ = 0, 
где £ = ( 0 , . . . , 0 , С 2 - ֊ . 

Рассмотрим уравнение = Հ, где q = {q 1Ll/_, • • •, q ֊ i j • Так как («Z1)o փ 
0, то очевидно, что это уравнение разрешимо и потому существует q փ 0 такой, 
что q = 0. В силу (2.1) вектор-функция 

оо — 1 

т= 0 к=֊и-

принадлежит ker Tv-v_jr\. Поскольку Հօ + Հւ% + • • • = (p(z), 0) (, то из опре-
деления В ՜ 1 следует, что сро = (pv+,pAv+y՛. 
Меньший из частных индексов матрицы-функции T - X o G p ^ равен н\ — хо- По-
скольку с другой стороны наименьшее целое значение j при котором ker Tj нетри-
виально, совпадает с ^ - х о + 1 (см. например [10, 13, 14]), то = v - v - + Х о = 
( x + v ) < 0. Следовательно, н-у փ յ<շ и потому (см. [10,13,14]) dimkerT^_^_ + i = 1. 
Предложение доказано. • 

- 2 фу 2. 
2.3. Определим функции Ф, = 

Ф_ 
- 2 ф 

(1 — ф՝) 2р'о 2_ 
Ф!_ շ ՛ ֊ 

2 фу 2_ 
( I T W p ՝ ' 

(1 - ф) 2рА  

_ Р А -РА 
U I — , С I � Р + ( К ) + ֊ -р 

ь_ = ъ'_ 
р 

pAv_ 

а Ь_-Г1Р_(т„_1Ф_) + 
pAv_ 

с'_=а Ե՚ոԲՀ^-լՓլ) + 

{ք)գա 

(/)=F (m+1) 

p' 
где о. = օ.\օ.շ 
Для функции / G Լ\, через 3 ^ m ( / ) , будем обозначать ганкелевы мат-
рицы 

1 </>т1 ( / )т2 

ог± ^ ( / )т2 ( / )тЗ 

\ 

\ Ш т п ( / ) т ( п + 1 ) ••• ( / ) т ( » + т � 1 ) / 
о 

В случаер G W_ из формул (2.3) следует, что de t J t+ j y (b + ) փ 0 и rank (Ь+) = 

г/ как только n ^ г/, m ^ г/ (см. [15] гл. 16, § 10, а также [16]). Аналогичным 
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образом det փ 0 и rankJ{+ (6+) = v как только п > v и то > v. По-
скольку V- > и, то dimker = d i m k e r + 1 ( b ' + ) = z/_ — v + 1. 
Кроме того, очевидно, что уравнения ՅՀ++լ 1 /_+i(b+)r] = „_+i(b'+)r]' = 
(г/, г/' G C ~ + 1) разрешимы при любых правых частях G С . 
В случае р ՜ 1 G W+ и г/ > 0 аналогичные утверждения справедливы для матриц 

И т , „ ( Ь ' ֊ ) . Именно: d e t J f ֊ ^ ֊ ) փ 0, det J f ֊ ^ ' ֊ ) փ 0; r a n k M „ ֊ m ( L ) = 
rank J£~m(6'_) = v как только n > v, то > г/; 

dimker = dimker = г/_ - v + 1, 

уравнения ՅՀ՜ + լ j/ + i ( b ֊ ) ? ? = „_ + ւ (&!_)(?/) = (г/, г/' G C ~ + 1 ) разрешимы 
при любых правых частях i . i ' G С . 

Теорема 2.1. Пуст,ь р՜1 G г/ < — х и выполнены условия dl), d,2). Тогда 
факторизационные множители матрицы-функции Gp^ определяются следую-
щими равенствами: 

АР։ф = diag { T X + 1 J , T - X - V ) , 

(2.7) 
9ll = 71 P"+, 9ւշ = 72 ( v + X I ? ? m T m " + j , 

V m = 0 J 
+ A + I P A V + Հ ֊ ^ РЛ Բ0 \ 

9շւ = HP 9շշ = 72 Հ . V ™ ՜ Mo ֊ Ф + H 
V p ^ o P P v + J 

(2.8) 
/ Л Л 1 / Пор V ֊ . . /хот^ I Р U - V ^ , D /Лч \ 011 = У, V m r m Н 71/хо ^ v-p J 

( \ л V- / Ո \ ֊ P  V- ֊ PV-
912 = У2 Դո7m + ԲօԲ֊(Փ+) , 921 = , 9շշ 

՞քւԲօ^_ J 72M01V 72Mo^ 

где /хо, 7i; 72 ~ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о, гц,..., rju_ ) ք ՚ , 
(щ G С, г = 0 , . . . , V-) - произвольное решение уравнения 

Доказательство. В предложении 2.2 уже доказано, что частные индексы матрицы-
функции Ор/ф равны соответственно hi = х + v и ^շ = — (х + v) (т.е. хо = 
֊ ( х + v)). Следовательно, частные индексы матрицы-функции т^ Х о С Р г ф совпа-
дают с числами xi — Хо = 2(х + v) = ^ ~ v - И  я2 ~ Хо = 0. Определим матрицы 

K ֊ v _ + i = ( { A - 1 ) 2 U _ ^ i , . . . , { A - 1 ) l / _ ^ ) и %'1 = ({А- 1)и_,...,{А- 1) о). 

В силу результатов работы [10] существует факторизационная пара векторов q = 

(<£„_, • • •, Գ֊ I)' е С 2 - ֊ (qi G С 2 , г = ֊ ! / _ , . . . , ֊ 1 ) , հ = (հկ„_ + 1),..., հէ^ (К G 
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С 2 , i = — (z/_ + 1 ) , . . . , — 1). Эти векторы определяются из уравнений %l/-l/_jr\q = 
О, %չհ = 0 таким образом, что отличные от нуля векторы %'1/_1/_ + -լզ, %[հ ֊ 
линейно независимы. Если построить вектор-функции գ>ւ, գ>շ по формулам 

(2.9) ^ 1 ( t ) = t — ֊ +  1B- 1(t)J2 I £ {A- l)m_kqA tm, 
m=0 \k= —1/_ J 

(2.10) ^ 2 ( t ) = B ֊ 1 ( i ) E ( E (A-'U-k-ihk ] r \ 
m= 0 yfc= ֊(j/_+l) J 

то матрица-функция (<£>ւ,<£>շ) может быть выбрана в качестве фактора {Gp/tp)+. 
Обратно, как бы не был выбран ( G p ^ ) + , существует факторизационная пара q, 
h такая, что первый и второй столбец (GPt1p)+ восстанавливаются по формулам 
(2.9), (2.10) соответственно. 
В предложении 2.2 по существу доказывается, что գ>i = ^ i { p v + , p A v + y (71 փ 
0). Кроме того, вторая компонента вектора %'v_v_+iq равна нулю. Отсюда в 
частности следует, что вторая компонента вектора %[ h должна быть отлична от 
нуля. 
Обозначим С = M h . Пусть £ = Л ъ • • • Л 1 ) \ и £fc = (г]к,^кУ ( т , Բհ & С, 
к = 0 , 1 , . . . , z/_). Из определения А\ и структуры ( ճ ՜ 1 ^ (s = 0 ,1 , . . . ) следу-
ет, что т = • • • = = 0. Но поскольку %[h = то բօ 0. При таком 
выборе Հ легко видеть, что уравнение A\h = Հ разрешимо. Таким образом на-
хождение решения уравнения %չհ = 0, обладающего тем свойством, что вто-
рая компонента вектора %'չհ отлична от нуля, эквивалентно нахождению ре-
шения уравнения 23ւ£ = 0 вида £ = • • • > гДе £о = (">?сьМоУ, Ск = 
(щ,0У (к = 1, . . . ,г /_) , G С (տ = 0, . . . ,г /_) , բօ փ 0. В свою очередь, по-
следнее уравнение эквивалентно уравнению = — 
где г/ = (г/о,..., rju_y. Последовательное решение этого уравнения и уравнения 
A\h = £ при некотором բօ փ 0 определяет вектор h = (h t_l/__1,..., с 
hk = (h\, О)4 (к = —v_ — 1 , . . . , — 2) и h-1 = {h՝ L_l,h 2_֊i) t. Из формулы (2.10) сле-

("� V 
дует, что второй столбец (GPt1p)+ имеет вид <£>2(2) = 72В  1(z) I ^^ r/mzm,jj,o ) . 

\ m = 0 J 
Отсюда и из равенства <ք\ = 71 (pv+,pAv+y в силу определения В՜1 окончатель-
но получим формулы (2.7). Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, 
что det(G , P j^)+ = դշդւբօ- Из равенства detG = det(G ,Pj^)_ detAP j^ • (det Gp^)^ 1 
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следует, что det(G„ w,)!1 = — - — • Отсюда имеем 
7172 Мо 

( G ^ ) ֊ = 7 i 7 2 M o f Դ ո 9 ս ) 
\ —у 21 «11 / 

Сравнивая это равенство с = С р / ф(С р / ф) + А~^ с помощью несложных 
преобразований нетрудно получить формулы (2.8) для <?г. ( i , j = 1,2). Теорема 
доказана. • 

Теорема 2.2. Пуст,ь р՜1 G Т У ֊ , г/ < х  и выполнены условия dl), d2). Тогда 
факторизационные множители матрицы-функции GP}LP определяются следую-
щими равенствами: 

АР։ф = diag (т_х+1У, T X - V ) , 

+ 7i РА 

9 2 1 Т 

(2.11) = ֊ - » ( ^ ճ / ֊ 1 ) ^ Г т ֊ ^ Р + (Ф + J 

(2 .12) 

— f " Х ^ ֊ Е + ( փ ՛ ; ) + ^ 

+ _ 7i P 
ffll •> ffll 

V+f 
312 = 72 , 312 \P 

-U ( 1 
9շշ = 72 — 9շշ 

w 

fl2 
=0 

ճ՚շ ւ — „ , , . „ , ՛ տ՚շշ 7 2 M 0 « ֊ ^ 72M0« ֊1V 
где /хо, 7i, 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0, г/[,..., r/l_)' 
(Վ € С, г = 0,...,1/-) ֊ произвольное решение уравнения ՅՀ^՜+լ „__|_ւ (&+)?/ = 
- M o ^ + i , i ( c + ) -

Доказательство. Рассмотрим матрицу-функцию Она удовлетворяет всем 

условиям теоремы 2.1. При этом необходимо вместо х , « ± , Ь + , с + , Ф рассматри-

вать —х, — ,Ь'+,с'+, Փ՛. Воспользуемся теоремой 2.1 и с соответствующими из-

менениями построим факторизацию = С другой 

стороны легко убедиться, что G p ^ = JoGp _,ф J q 1 , где 

(0 ֊ 1 
J ° - { i о 

Следовательно, 
= J 0 1 = ( —l)^2 ( J 0 ( G P j _ ^ ) A ) 
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и можем взять 

(Gp,-*fi)+ = J o ( G P � - i f i ) A и ( С Р � ф ) - = ( — 1)Ж2 J o ( G P � - i f i ) A . 

Учитывая, что ( — 1)Х2 = ( — I ) " (т.к. ^շ = х ~ а X ~ четное) и Jg՜1 = — Jo, 
получим (Gp^)Z 1 = ( — l ) I / + 1 ( G P i _ ^ ) I 1 A Jo. Из этих формул с учетом равенств 
( — = ( — 1)" и SW = WS следуют (2.11) и (2.12). Теорема доказана. • 

2.4. Рассмотрим теперь случай р ՜ 1 G W+. Определим функцию ф* и многочлен 

р* с помощью равенств ф* = ( —1 Уф, p*{z) = ( —1)" ТТ ( -г + — )• Очевидно, что 
1 V J i=l 4 у 

из условия р՜1 G W+ следует р՜1 G W_. Функцию -у* определим равенством 

v* = • ֊ ֊ • Из d l ) следует, что 1 — фЦх) ^ О (t G Т). Пусть представление 
•у* = является факторизацией функции v*. В случае когда г/ ֊ четное 
число, имеет место равенство v* = v и потому в этом случае 

^ ^ 1 ^ � 1 

v - ( i ) v - ( i ) 

В случае когда v ֊ нечетное число, справедливо равенство v* = — и поэтому 
v 

Х * = Х , = Q j , = ^ 

Поскольку |х*| = 1x1, т 0 условие d4) эквивалентно условию v < |х*|. Таким 
образом к матрице-функции применимы теоремы 2.1 и 2.2. Пусть пред-

ставление 

(^Рх/фх (^Р* /ф* ) — ̂ -р* /ф* ((^Рх /фх 

является факторизацией G P ։ ^ ։ и = diag ( G P ։ t ^ ։ ) + = ( д ^ ) 2 
' ' ' 3 г յ—1 

( С р * , ^ * ) ֊ 1 = ( sQi) • •_-, • Из теорем 2.1 и 2.2 следует, что х* = |х* | - г/ = |х| — 
г/ = Кроме того, число определенное равенством = 2|х*| — v в силу 
|х*| = |х| равно г/_. 

Матрица-функция GP}^ совпадает с сопряженной к матрицей-функцией 
G*^ Поэтому (см. [11, 12]) представление 

Gp/ф = (GP։^։)* = ((GP։^։)+J) J K^^^J J[GPf^f)*_, 

/ 0 1 
յ ՜ Լ 1 0 

является факторизацией G p ^ . Отсюда следует, что 

(GPMz) = ( ( ( Գ ^ յ - ) ՜ 1 ) * ( J ) J, (Gp^)z\z) = J ( ( G p . , ^ ) + r ( ֊ 
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С помощью этих формул и теорем 2.1, 2.2 нетрудно убедиться в справедливости 
следующих утверждений. 

Теорема 2.3. Пуст,ь р՜1 G W+, v < ֊ х , г/-нечетное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Gp^ опреде-
ляются следующими равенствами: 

л 1- / ч + Pv+ + PAV+ kp-ф = й1ад{т х + 1 , - х - и ) , = , gj-լ = 
а 72 мо «72 Мо 

+ 1 ( Р V՜՝ , Р и , ж ч , Мо \ 
ДИ = — / ^ V M R ֊ M + « м о — Г Т 1 / + 1 Р + { Т 1 / - 1 Ф + ) + //.Ո \ Т ) А I' Т ) А 7iMo V ՚ ' • р՛՝ • • • ' v+pA  

9 շշ 
V+TU_ 

=о 
V— 

™ \m=0 
Е VmT-m + a/J,0TlP+(Tv-l&-) 

V— 
9ц = 7 2 VmT-m + Ա բ 0 Բ ֊ ( ^ ֊ ւ Փ ֊ ) 

= 0 
V ֊ 

pv- v p Mo«^ 
3i2 = 72 — У . ПшТ-уп ֊ «Мо— + — , 

\ P ^o P P  v- J 
_ 7i pAv- _ ՞ / i p v -

9 2i = j Տ՚շշ = j 
CTTJ, OLTV 

где мо, դ-չ, դշ ֊ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о,... ,Г1и_) г  

(r/i G С, г = 0 , . . . , V-) ֊ произвольное решение уравнения 

( b ֊ ) v = - M o ^ + i , ! ( с ֊ ) • 

Теорема 2.4. Пуст,ъ р՜1 G v < х, v-четмое число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

rp rpf\ 
Аргф = diag ( т ֊ х + „ х ֊ „ ) , gи = , ցձ = 

a7iMo«+ «72Мо«+ 

+ 1 (РТ„_ ^ а^0рГи_+1 , «Мо«+\ 
912 = — — VmT ֊m + д + — 7iMo \pAv+ է^ pAv+ рЛ I 

V— 
9շշ E VmT-m + a / l o T l - P + ( V l $ ' ֊ ) 7iM0«+ 

( 1 v ^ «МОП D / д./ ч 
011 = 72 ՝ПтТ-т ^ ֊ V ւ Փ ֊ 

= 0 
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I P S - ՝ о.ц0р բօ a.Tvv-
912 = 72 - д — Ճ ՜ + P'՝V—  Ճ—՚ ' ТУ՝ ՝ ՚ P A I ՚ m= 0 1 1 / 

֊ _ LIPA ֊ _ HP 9 21 — J Տ՚շշ — J aTuV- aruv_ 

где /хо, 7i , 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/ = (г/о,... ,г),у_У՛ 
(r/i G С, г = 0 , . . . , г/_) ֊ произвольное решение уравнения 

Т е о р е м а 2.5. Пуст,ъ р՜1 G W+, г/ < —х, г/-четное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

л 1- / ^ + + _РА-У+ Кр ,ф = diag(rx+u ֊ x ֊ v ) , gjx = , gjx = 
«72 Mo «72 Mo 

<?ւշ = ^ ^ ( X ( - 1 ) m ^ ֊ ™ + «Mor iP + ( r „_ 1 $^) ) 
՝ W o J 

9ձ = ֊ ^ ֊ (^v+rv_ + + + 
7iMo \ P о P  V+P J 

A„ P V ^ / ( "MOP « ֊ T 1 D , , « м о ^ 011 = -72 — « ֊ > . - 1 Vm T ֊m P_(T„_I$_) + 
\P ^O P  V ֊ P 

912 = 72 f ՜ , 
V m = 0 / 

_ 7i pAv- _ ՞/iV-p 
9 2 i = i Տ ՚շշ = I 

ar„ ar„ 
где /хо, 7i , 72 ՜ произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0,..., ) 

G С, г = 0 , . . . , г/_) ֊ произвольное решение уравнения 

( b ֊ ) v ' = - М о ^ + 1 , 1 ( с ֊ ) • 

Т е о р е м а 2.6. Пуст,ь р՜1 G v < х, v-нечетное число и выполнены условия 
dl), d2). Тогда факторизационные множители матрицы-функции Ор/ф опреде-
ляются следующими равенствами: 

гр 
АРгф = diag ( T ֊ x + v , x ֊ v ) , 9и = , 9շւ 

« М օ 7 2 « + « 7 2 / i o « + 
/ ъ. 

912 

9շշ 

7lM0«+ V ո 1 \m=0 
J 2 ( - l ) m v ' m T - m - օ ք օ r i P + ( r l y _ i $ / _ ) 

1 / , «М0Рл п / «М0«+\ 
7iMo у ^ pv+ \ ) р } 
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I РА V՜՝՝՝ ( / «МО Л и { «МО TvV-
ffn = ֊ - » Լ ֊ ^ ւ ճ ^ ֊ 1 ) " — p խ - ւ փ ֊ J " ֊ } 

= ( ֊ D ֊ 1 ) ^ ֊ ™ ֊ — P ֊ Ի " ֊ 1 * - ) ) ՚ 
\ m= 0 / 

_ _ 7lPA ֊ _ 71Р 
9 21 — I Տ ՚շշ — I aTuV- aruv_ 

где Mo, 7i, 72 - произвольные ненулевые комплексные числа, а г/' = (г/'0,..., ) 
(Վ € С, г = 0,... ,v-) - произвольное решение уравнения 

( Ь ֊ ) ^ = - W ^ + 1 , 1 ( с ' ֊ ) • 

3 . И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е О П Е Р А Т О Р Ы 

3.1. ЕСЛИ Р ՜ 1 G ТУ, то при выполнении условия dl) оператор Fd фредгольмов и 
поэтому обладает обобщенным обратным (см. [1]). 
Рассмотрим действующий в L 2 матричный сингулярный оператор Md = EQP + + 
3 d P _ , где матрицы-функции С и D определены равенствами: 

е = 0 0 ' ՜ ւ ' 

Как известно (см. [17]), оператор Жա связан с операторами Fd ш F'd = I — EdUS 
следующим операторным тождеством 

< " > { ' , ֊ ս ի Հ ՚ ս ' u ) ֊ ֊ i F o 

При р՜1 G W и выполнении условия dl) , обобщенный обратный к Мd оператор 
может быть определен по формуле (см. [18]): 

Из (3.1) следует, что оператор F^ ^ может быть восстановлен с помощью равен-
ства 

1 ( I U \ . . ( ֊ л Հ / / d = ֊ ; " М r ( ֊ i ) 

* * у 2 \ I - U ) " d \ U - U 

Отсюда, полагая det(Gp^)- = 1 (т.е. взяв в теоремах 2.1-2.6 Mo = 7i = 72 = 1)> 

непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что 

(3.2) F {-1 ) = MU + M12U + UM21 + UM22U, 

Ми = (EgtP+ + + Р ֊ ) Е а ы + (EgtP+ - Ед-Р-)(^_ЖР+ + Р-)Еа2г, 

М2 г = ( Е д } Р + - E f l - P _ ) ( E T „ P + + Р _ ) 5 0 „ + ( Е д } Р + + Е д ֊ Р _ ) ( Е т _ Р + + Р _ ) Н о м > 
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г = 1,2, а 

х = Ixl - v, 

«ii = շ ( ! ^ 2 ) ՝ fei + ' а а = 2 ( 1 - ^ , 2 ) ՚ ( 9 i l < 1 + 9 i ' i = 2-

оператор Բ { ՜ 1 \ определенный по формуле (3.2), является обобщенным обратным 

к ԲԱ. Здесь в зависимости от знака х> четности числа v и от р՜1 G W_ 

Таким образом, в случае когда р W, при выполнении условий d l ) и d2) 

й 
Уъ3 

либо р ՜ 1 G Wl|_ восстанавливаются по формулам полученным в теоремах 2.1-
2.6 (բօ = 7i = 72 = !)• Заметим, что аналогично (3.1) нетрудно убедиться в 
тсхж дсствс 

՛ " ) 0 ֊ ս ի ՛ ( и - ' С М ? £ 

где М^Л = P + S G A + P_SDA, F'd = I — ՍՏ՝8.Ա. Учитывая, что оператор 

^ = + Р " ) С ՜ 1 ) " +  Р ֊ Е ( о р Л ^ ) 

является обобщенно обратным к М^л, в силу (3.3) обобщенный обратный ՜՝՜՝1 

к оператору ԲԱ, может быть восстановлен из равенства 

F t 1 ] * 1 u W > ( 1 1 

* * )՜ շ{ i -и ) [ и -и 

3.2. Сначала докажем следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пуст,ь р՜1 G W и выполнены условия dl), d2). Если սշ > О, 
то 

а) множество kerP^ совпадает с функциями вида 

Փհ ( , + . Р 

где հ - произвольный многочлен, удовлетворяющий условиям 

degh <я2 и ց՜ււ՚հ^ = g^h; 

b) множество ker ԲԱ совпадает с функциями вида 

,+Л , ՝ � / 

где հ - произвольный многочлен, удовлетворяющий условиям 

degh < н-2 и ցՀ1 / ճհ / ճ = ցշչհ. 

Если Я2 = 0, то подпространства ker ԲԱ, ker ԲԱ тривиальны. 
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Доказательство. Пользуясь равенством Gp^ = 33՜1 С, представим оператор М^ 
в виде произведения Мd = S^Mо, где Mo = S g p фР+ + Р-- Очевидно, что 
kerM d = кегМ 0 . Пусть н2 > 0 и h произвольный многочлен с degh < к2, a, 
вектор-функция £ определена равенством £ = (հ, О)4. Множество kerMo (см. [11]) 
совпадает с множеством вектор-функций вида 

(I — P ֊՝^GP։^)(GPi1p)+£ = ((GPi1p)+ — {Gp^)_kp^)£ = (Е2 — Gp^){Gp^)+£, 

где Е2 ֊ единичная квадратная матрица второго порядка. Это множество совпа-
дает со множеством вектор-функций вида ср = [у, и) 1՜՛, где 

Р 
( 3 . 4 ) у = ( фд+ + х _ ^ , и = ( + Ф9т_լ 

Փհ 
р ՜ " ՜ J 1 — ф2  

Из тождества (3.1) следует, что у принадлежит kerf ! тогда и только тогда, когда 

вектор-функция ср = (у,у А У принадлежит kerM. Из (3.4) следует, что условие 

и = уА эквивалентно равенству 

( 3 . 5 ) 
Р Ф  А = ֊фФ, рЛ 

где Ф = дУАЬА — ց2 1հ . Замечая, что одновременно справедливо равенство Ф = рА  

—фФА, нетрудно убедиться, что равенство (3.5) в свою очередь эквивалентно 
Р 

тождеству Ф = 0. Утверждение а) доказано. Утверждение б) доказывается с 
помощью аналогичных рассуждений. Случай ж2 = 0 очевиден. • 

Предложение 3 . 1 вместе с теоремами 2 . 1 - 2 . 6 позволяет дать следующее опи-
сание ядер операторов Fd, Fd- Ниже [х] ֊ целая часть числа ж G Д. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнены условия dl) - d4). Тогда 
а) если х < 0, то система функций 

Ук = 
фру+т2к 

1 -ф ' 
к = 0,.... - X - v - 1 

является базисом пространства ker Fd, а система функций 

Р v+T2к , „ 
ик = — —, к = 0,. 1 — ф 

является базисом пространства ker Fd; 
b) если х >  v + 1, то система функций 

Ф рт2к ֊1 , 
Ук 

- х ֊ V - 1 

X~v 
1 + ф V+ 

является базисом пространства ker Fd, а система функций 

X-v 
Uk = 

PAT2k֊i 
(1 + ФУо+ 

k=l,.... 
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является базисом пространства ker ԲԱ; 
с) если Х =  v + 1, ТО пространства KER ԲԱ и KER ԲԱ тривиальны. 

Доказательство. Из теорем 2.1, 2.3, 2.5 следует, что при х < 0 условия g^AhA = 
ցշ-լհ и = g^ A h эквивалентны тому, что հ ֊ четный многочлен. Анало-
гично, из теорем 2.2, 2.4, 2.6 следует, что при х > 0 условия g^AhA = ցշ-լհ и 
9\ihA = ց շ ֊ ւ ՚ հ эквивалентны тому, что հ ֊ нечетный многочлен. Пользуясь тем, 
что ^շ = Ixl — v, из теорем 2.1, 2.3, 2.5 и предложения 3.1 получим доказатель-
ство утверждения а) и соответственно из теорем 2.2, 2.4, 2.6 и предложения 3.1 
получим доказательство утверждений Ь) и с). Теорема доказана. • 

3.3. Как известно (см. [1]) сопряженным оператором к сингулярному интеграль-
ному оператору Տ действующему в L p (1 < р < оо) является вновь оператор 
Տ действующий в Lq (q = р/(р — 1)). Учитывая также что U* совпадает с U, а 
՝E*d с Տ յ (но действующих уже в Լզ), легко видеть, что Fd = F j , Fd = F j , где 
операторы f j , f j действуют уже в пространстве Lq. Но для z e T имеет место 

P( z) Т7~Т Р* ( z 

pA(z) P*(z) 

V* где многочлен p* и функция ф* определены в п. 2.4. Обозначив d* = — ф * , мы 
Р* 

можем записать F d = F ^ , F d = Fd ։ . Рассмотрим уравнения FԱy = / , F^y = f . 
Первое из этих уравнений разрешимо тогда и только тогда, когда / ортогональна 
ker Fdt • Соответственно второе уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда 
/ ортогональна ker Fdt • 
Пользуясь связью между Х*-,У*-,՝Р*-, Ф*>  v*+  И X> Р-, РА> Ф-,  v ֊ ( с м - п- 2-4) на основе 
теоремы 3.1 нетрудно убедится в справедливости следующего результата. 

Теорема 3.2. Пусть вы,полнены, условия dl) - d4). Тогда 
а) если х < 0 и г/ ֊ нечетное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

~Х ~ v ֊ 1 / dZ
 �
 k

 � � � �: 
т 

а для разрешимости уравнения FԱy = f необходимо и достаточно, чтобы 

- X - v - 1 

Яг)фЩг)у (z) = 

(1 + ф(г))г 2 к+» ' ' ' 
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Ь) если х > О  и  v ~ четное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f(z)p(-z) 
{1 -

• dz = 0, к = 0,.... X - v - 1 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f(z) ֊ip(z)p(z) 

(1 - ф(г))у-(г)г 2 к+ 1 
• dz = 0, к = 0,. ... X ֊ v - 1 

с) если х < О  и  v ~ четное число, то для разрешимости уравнения Fd = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f f(z)p(-z)v-(z) 
(1 + ф(г ) ) г 2 к +"- 1 

dz = О, 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f{z)^{z)p{z)v-{z) 
(1 + ֊iP(z))z 2 k+»- 1  

dz = О, ~X~v 

d) если x > 0  и  v ՜ нечетное число, то для разрешимости уравнения Fdy = f 
необходимо и достаточно, чтобы 

f(z)p(-z) 
(1 -

dz = О, X~v 

а для разрешимости уравнения Fdy = f необходимо и достаточно, чтобы 
f{z)ip{z)p{z) 

(1 -
dz = О, X~v 

е) если х = v + 1, то уравнения Fdy = f и Fdy = f разрешимы для любого 
/ G LP-

Следствие 3.1. При вы,полнении условий dl) - dJt) операторы Fd и Fd обратимы 
(односторонне обратимы) тогда и только тогда, когда х =  v + 1-

Заметим, что при замене условия d4) на v = |х|, операторы Fd, F.յ становятся 
обратимыми. Этот случай подробно исследован в работе [19]. 
Abstrac t . The paper is devoted to investigation of the solvability of some characteristic 
singular integral equations on the circle with the Carleman shift ա(է) = —t. Under 
some additional requirements on the coefficients, an explicit description of the kernels 
and the cokernels of the corresponding operators is given. The investigation method 
is based on the reduction of the solvability problem to the found explicit factorization 
of some matrix function. 
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W E I G H T E D B O U N D E D N E S S F O R M U L T I L I N E A R 
L I T T L E W O O D - P A L E Y A N D M A R C I N K I E W I C Z O P E R A T O R S 

O N M O R R E Y S P A C E S 
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A b s t r a c t . Some sharp estimates for multilinear operators 
are used to prove weighted boundedness for the multilinear 
Littlewood-Paley and Marcinkiewicz operators on the Morrey 
spaces. 

M S C 2 0 0 0 number : 42B20, 42B25. 
K e y w o r d s : Multilinear operator, Littlewood-Paley operator, Marcinkiewicz operator, 
Morrey space, BMO, ճւ-weight. 

Throughout this paper у denote a positive, increasing function on R+ = [0, + ж ) 

such that 

for a constant D > 0. 

Let w be a non-negative weight function on and f a locally integrable function in the 

space R" . Foг 1 < p < ж we define 

where B(x, d) = {y G R " : \x — y\ < d}. The generalized weighted Morrey spaces are 

defined by 

If y(d) = d s for some б > 0, then Lp'^(R",w) = L p' S(R",w) which is the classical 

Morrey space (see [15], [16]). 

This paper studies some integral operators which are defined as follows. 

°Supported by the Scientific Research Fund of Human Provincial Education Department (Grant: 
09C057) and the Excellent Youth Foundation of Educational Committee of Hunan Provincial (Grant: 

LIU LANZHE 

1. INTRODUCTION AND R E S U L T S 

y(2t) < Dy(t), t > 0 

Lp'^(R",w) = {f G Ljoc(R") : \\f \\LP„W < ж}. 

10B002) 
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Introducing the region Г(ж) = {(y,t) G R++ 1 : \x — y\ < t} and its characteristic 

function x r ( x ) j we suppose that mj ( j = 1 , . . . , / ) are naturals, m1 + . . . + ml = m 
and Aj ( j = 1 , . . . , /) are given functions in R n . Let 

Rmj + 1 (Aj; x,y) = Aj(x) — £ ֊D aAj(y)(x — y) a. 
\a \ 

Definition 1.1. Let X > (3n + 2)/n, e > 0 and let ф be a fixed function with the 
following properties: 

(i) fRn = 0, 

(ii) \ФП\ < C(1 + \ x \ ) - ( n + 1 ) , 

(in) \ф(x + y) — ф^)\ < C\y\ E(1 + \x\) - ( n + 1 + E ) when 2\y\ < \x\; 

The multilinear Littlewood-Paley operator is defined by 
ոճ 

gA(f )(x) 

where 

Ft A(f )(x,y) 

t 
1 V t + \x — y\ \FA(f )(x,y)\ 2 dd 

1/2 

n j = 1 R m + 1 ( A j ; x , z ) 

Ф t(y — z)f (z) dz 

and Փէ(x) = t "ф^/^ for t > 0. Set F t ( f ) ( y ) = f * фь(у)- We also define the 

Littlewood-Paley operator (see [21]) 

'Mf > ( x>=\J L.( t+x—yf'K( f «»՛՛ 
2 dydt 

t 

1/2 

If H is the Hilbert space 

H = j h : \\h\\ = ( J Լ + ւ \h(y,t)\ 2dydt/t n+ 1) 1 / 2 < с! , 

then for each fixed x G R n , the function FA(f )(x, y) can be considered as a mapping 

(0, +с ) H 

and 

gA(f )(x) = 

9ճՄ )(x) 

t + |x — y| 

t + |x — y| 

ոճ/2 

Ft A(f )(x,y) 

ոճ/2 

Ft (f )(y) 

Definition 1.2. Let X > max(1, 2n/(n + 2)) and 0 < j < 1 be fixed numbers and Q 
Rn 

՛ S n - 1  

Q(x')da(x') = 0. 
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Assume that Q G LipY(S" 1) and there exists а соnstant M > 0 such that 

— Q(y)\ < M\x — y\ x, y G S i ֊ l 

We introduce the multilinear Marcinkiewicz operator 

where 

Setting 

t*A(f )(x) = 

Ft A(f )(x,y) 

++1 V t + \x — y\ 

"Ճ 

\FA(f )(x,y)\ 2 dydt 

1/2 

Ո յ = 1  Rmj + 1  ( A j ;  x , z ) Q(y — z) 
\y֊z\<t \x — z\ r  \y — 

" ֊ 1  f ( z ) d z -

Ft ( f ) ( y ) 
f Q(y — z) f( 

I i ^ T  f  ( z ) d z ,  
\y֊z\<t \y  —  z\" 

define the Marcinkiewicz integral operator (see [22]) 

^  ) l x )=(J Լ+Հ yt + \x — y\ 

"Ճ 

\Ft(f )(y)\ 
2 dydt 

1/2 

For each fixed x G R", FA(f )(x, y) can be considered as a mapping from (0, + ж ) to 

И"+з, and it is clear that 

and 

fA(f )(x) = 

H \ ( f ) ( x ) 

"Ճ/2 

t + \x — y\ 

t + \x — y\ 

FA (f )(x,y) 

1 Ճ / 2 

Ft ( f ) ( y ) 

Note that for m = 0 operators §A and are just multilinear commutators (see 

[13j,[19j,[22j), while for m > 0, they are nontrivial generalizations of the commutators. 

It is well known that multilinear operators are of great interest in harmonic analysis 

and have been widely studied by many authors (see [3-6]). In [8], the Lp— boundedness 

p > 1 

estimates for multilinear singular integral operators is obtained. The papers [17-19] 

prove some sharp estimates for the multilinear commutator. Note that the Morrey 

spaces can be considered as an extension of the Lebesgue space, and hence it is 

natural and important to study the boundedness of multilinear integral operators on 

the Morrey spaces. 

The present paper has two purposes. The first is to establish some sharp inequalities 

for the multilinear Littlewood-Paley and Marcinkiewicz operators, and the second is 
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to use these inequalities for proving the weighted boundedness of multilinear operators 

on the Morrey spaces. 

For stating the main results of the paper we need some notation. Throughout the 

paper, Q denotes a cube in 1 " with sides parallel to the coordinate axes. For any 

f 

f # ( x ) = s u p - ^ f \ f ( y )  -  fQ\ dy ,  

Q3x \Q\ JQ 

where fQ = \ Q \ - 1 Q f (x)dx. It is well-known that (see [11], [20]) 

f # ( x ) « sup mf — I \ f  (y՝)  — c\dy. 
Q3xc£C \Q\ JQ 

We say that f belongs to BMO(1") if f# belongs to L T O ( 1 " ) and \\f\\BMO = 

\\f # \ \L~. Assuming է hat M is the Hardy-Littlewood maximal operator 

M(f)(x) = sup \Q\ - 1 j \f (y)\dy, 
Q3x JQ 

we briefly denote Mp(f) = ( M ( f p ) ) 1 / p for 0 < p < ж. We denote the class of 

Muckenhoupt weights by A1, that is (see [11]): 

A1 = {0 <w e Ljoc(R") : M(w)(x) < Cw(x), a.e.}. 

Now we state our main result. 

T h e o r e m 1.1. Let 1 <p< ж , 0 <D < 2", w e A1 and D aAj e BMO(1") for a,II 

a with \a\ = mj and j = 1, • • •, I. Then 

(1) \\gA(f)\\b p'f(w) < C п ( E \\D ajAj\\BMOj \\f \\Lp.-p(w); 
j = 1 \ l a 3 \=m3 J 

(2) \ \ tf(f) \ \ Lr.Hw) < C h i E \ \ D a A j \ \ BMO) \ \ f \ \ LP.,(w). 

j= 1 \\ aj \ =mj ) 

2. P R O O F OF T H E O R E M 1 . 1 

To prove the Theorem 1.1 we need several lemmas. 

L e m m a 2.1. ([5]) Let A be a function in R" and D aA e L q(R") for any a with 
\a\ = m and some q > n. Then 

J 1 / q 

\Rm(A; x,y)\ < C\x - y\m £ ( t j - ^ ֊ , ! 
\ a=m\ \  Q ( x,y ) \JQ 

1 I \D aA(z) \qdz 
\a\ =m \ \ Q ( x , y ) \ JQ{x,y) 

where Q is the cube centered a,է x, with sides of the length Ь^/n\x — y \. 
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L e m m a 2.2. Let 1 < p < ж, 0 < D < 2" and w G A1. Then, for any f G 

L p'^(R" ,w), 

(a) \\M(f)\\LP,Hw) < C\\f#\\bP„{w); 

(f>) \\Mq ( f )\\LP'V{w) <  C \\ f \\lp^(w) for any1 < q < p. 

P r o o f , (a) Let f G L p՝ v(R", w). Note that M(wxb) G A1 for any ball B = B(x, d) С 
R " 

f \M(f)(y)\ pw(y) dy < C( \f#(y)\ pw(y) dy, w G A1 

we get 

\M(f )(y)\ pw(y)dy < \M(f )(y)\ pM(WXB)(y) dy < 

< C I \f#(y)\ pM(WXB)(y)dy 

\f #(y)\ p M (WXB )(y)dy + J2 C 
k=0 ' 2 k + 1 B \ 2 k B 

\f #(y)\ pM (WXB )(y)dy 

C 

C 

C 

\f#(y)\ p w(y)dy + £ / \f # ( y ) \ p w B B dy 
k=0J 2 k + i B \ 2 k B \ 2 k + 1 B \ 

OO ր 

\f #(y)\ p w(y)dy + W \f #(y)\ p  

, „ J 2 k + 1 B k=0 
0 0 

M (w)(y) 
2"(k+1) 

p  w (y )  

dy 

\f #(y)\ p w(y)dy + W \f #(y)\ p ^ dy 
k=0 j 2"+ 1 B  2  

< C\\f#\\iP,4w)I22֊"ky(2k+1 d) 
k=0 

< C\\f # \ \ p L P , w)J2 ( 2 ֊ " D ) k v(d) < C\\f #\\ pLP , 4w)^(d)-
k=0 

Thus, 

\\M (f )\\ LP'V(w) < C\\f#\\ LP'V(w)-

A similar argument leads to the proof of estimate (b), which we omit. • 

в 

в 

в 

в 

L e m m a 2.3. For any 1 < p < ж and w G A 1 ; both operators g\ and are bounded, 

in Lp(R",w). 
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P r o o f . Using Minkowski inequality and the properties of ф, we get 

gx(f)(x) <f \f(z)\(f 
J R n yJR 

t 
R++ 1 V t + \x  - y\ 

ոճ 

\ф. (y -z)\ 2 dd 

1/2 

dz 

C ( If( ^ ( Г ( ( t \ ո ճ t - 2 n+ 2 S dydt\ 
< L  f J o Լ Հ t + \x - y\) (1 + \y - z\/t) 2 n+ 2 - 2* t1+n) 

< c f \f(z)\ 
J R n 

1 / 2 

t + \x - y\J (t + \y - z\) 2 n+ 2  

dz 

dz. 

Note that 

2t + \y - z\ > 2t + \x - z\-\x - y\ > t + \x - z\ when \x - y\ < t 

and 

2 k + 1t + \y - z\> 2 k + 1t + \x - z\-\x - y\>\x - z\ when \x - y\ < 2 k + 1t. 

Then recall that Л > (3n + 2)/n and observe 
ոճ 

t 
t - n  

dy 
t + \x - y\ J (t + \y - z\) 2 n+ 2  

= t -
t ոճ dy 

+ 

x-y | <t \t + \x - y\J (t + \y - z\) 2 n+ 2  

ոճ 

+ 

k=o- 2 k t<x-

<t - n  

t 

-yl<2k+it V + \x - y\J (t + \y - z\) 2 n+ 2  

dy 

2 2 n+ 2dy 
+ 

+ 

k = 0 ' 

_yl<t (2t + 2\y - z\) 2 n+ 2  

2(k+2)(2n+2) dy 

Ct 

yl<2k+it (2 k+ 2t + 2 k + 2\y - z\) 2 n+ 2  

dy 
_yl<t (2t + \y - z\) 2 n+ 2  

2 k ( 2n+ 2 )dy 

+ 

\ \ ՝ 2—^ՈՃ 
^ h -yl<2k+it (t + 2 k + 1t + \y - z\) 2 n+ 2  
k=0 ' 

Ct - dy 

x-yl<t (t + \x - z\) 2 n+ 2  

2 k ( 2 n+ 2 )dy 

+ 

+ ^ L-y\<2k+it 2 (t + \x - z\) 2 n+ 2  

Ct -

k=o 

t n  

x z 

4֊n w 4֊n 
t I V ՝ 4 2Վ3ս+2-սճ) t 

(t + \x - z \ ) 2 n + 2 ^ ^ (t + \x - z\) 2n+ 2  

k=o 
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C < 

because 

(t + \x — z\) 2"+ 2' 

tdt 

Hence, we obtain 

J 0 (t + \x — z\) 2"+ 2  

gx(f)(x) < c f \f(z)\(f 
JRn \J0 

= C\x — z\ 2 " 

tdt 
(t + \x — z\) 2"+ 2  

1 / 2 

dz = C 
\f(z 

\x — z\ 
-dz. 

For estimating note that 

\x — z\ < 2t and \y — z\ > \x — z\ — t > \x — z\ — 3t, 

if \x — y\ < t, \y — z\ < t. In addition, 

\x — z\< t(1 + 2k+1) < 2 k+ 2t and \y — z\>\x — z\ — 2 k+ 3t, 

if \x — y\ < 2 k+ 1t and \y — z\ < t. Therefore, we obtain 

Բ ճ Մ ) ( x ) < JR I Is 
t 

< CfKn \f (z)\ 

R n \ f ( z  

++ 1 V t + \ x ֊ y \ ) \ \ y ֊ z 

"Ճ 

" ճ ( m y֊ z )\\f  ( z )W 2 xnz)(y,t) dz 

r<x> r f t \ " Xr(z)  ( y , t ) dydt 
J 0 J \ x — y \ <t \t+ \ x ֊ y \ ) ( \ x—z \ — 3 t ) 2 n - 2 t n+ 3  

1 / 2 

dz 

г ж ^ ж г I t \"Л Xr(z)  ( y , t ) t  n  3 dy d t  

J0 Հ^ k=0 . > 2 k t < \ x ֊ y \ < 2 k + 1 t \t+ \ x ֊ y \l (\ x ֊ z \ ֊ 2 k + 3 t ) 2 n - 2  dz 

<C \f(z) \ 
' R n \x — z\1/2 

dt 
\ x—z \/2 (\ x — z \ ֊ 3 t ) 2  dz 

\f(z) \ 
R n \ x — z \ 1 / 2  

\f(z) \ 

Сж 2 ֊ k " \ ( 2 k t ) " t ֊ " 2 k dt 
Z-^k=0J2- 2- k \ x ֊ z \  Հ ^ ^  1 (\ x ֊ z \ — 2 k + 3 t ) 2 n 

1 / 2 
dz 

< C JKn « dz + C JKn dz[J2 tt=0 2 k " ( — ) ] 1 / 2 = Cb JR n \ x — z \ n  
\f(z) \ dz; 

Now, the proof holds by the result of [1]. 

L e m m a 2.4. fMain L e m m a J . Let D aAj G BMO(R") for all a with \a\ = mj and 

j = 1, • • •, I. Then there exists a constant C > 0 such that for any 1 < q < ж and 

any function f G C$°(R") 

(a) (gA(f))#(x) < C П( £ \\D aAj|bMJ Mq(f)(x); 
j=1 

l 

aj =mj 

(Ю (vA(f))#(x) < С П I E DAj\\BMO )Mq(f)(x), 
j = 1 \ \  a j \ =mj 

" x G R " 
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P r o o f , (a) It suffices to prove that for f £ Сд°(Мп) with some constant C0 > 0, the 

following inequality holds: 

ձ / \ g A ( f ) ( x ) - Co\dx < с m E D A j WBMO ) Mq ( f ) ( x ) . 
m J  Q 3 = l \ l a i l = m i J 

Without loss of generality we can assume l = 2. Fix a cube Q = Q(x0, d) and a point 

X £ Q. Let Q = b^fuQ and 

Aj (x) = Aj (x) - ] T ^(D-Aj)Qx a. 
l a l = m j 

Observe that Rmj (Aj; x,y) = Rm. (Aj; x,y) and 

D aAj = D aAj - (D aAj)q 

for any a with |a| = mj . Denoting f i = f^Q and f 2 = fxRn\Qj  we S e t 

F A ( f ) ( x y ) = f  j R m + ւ { £ ;  x , Z ) МУ - z)f (z)dz 
J R n \x  -  z\ 

Г П2=1  Rm+i ( Aj ;  x , z ) ( )f ( )d 

= x—zm ^ t ( y -  z ) f 2 ( z ) d z  
• J R n \ x  -  z\ 

+ f n2=i  Rm  ( Aj; x ,z ) ( ( z 
+ x z|m ^ t ( y  -  z ) f 1 ( z ) d z  

J R n \x  z\ 

- E ձ / ^ x , 1 l ( m  -  z ) a i D a iAi(z)My - z)fi(z)dz a  1 J R n \x  -  z\ 
l a i l =mi 

- E l _ f  Rm i  (A lx  x , z) (m  -  z ) a 2 D a2 A2(z)My - z)fi(z)dz 
^ օ.շ\ J R n \x - z\m 

l a2 l =m2 

+ V՝ 1 f (x - z) a i+ a 2D a iAi(z)D a 2A2(z) ( Հ ( 
+ Ն ~\—\ i m ^t (У  -  z ) f i ( z ) d z -^ ai\a2\ J Rn \x - z\m 

l a i l = m i , la2l=m2 
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Consequently, 

gA(f )(x) - д^ШЫ) 

է 

< 

< 

+ 

Հէ + \x y |  

է л 
է + \x - y |  

է л 
է + \x - y | 

է л 

ճ/2 

FA(f )(x,y) 
է + \xo - y\ 

г ճ/2 _ 

FA(f2)(x0,y) 

n ճ/2 

FtA(f )(x,y) - (  
\t + \xo - y\ 

ոճ/2 

FtA(f2)(xo,y) 

է + \x - y\/ 

ոճ/2 

ոճ/2 

I «11 =mi 

Rm2 (A2; x,z)(x - z) a i  

Y l j = 1  Rmj  ( A j  ;  x ,  z) 

\x - z\m 

E A * 

Փt(y - z)fi(z)dz 

+ 

\x - z\m 

ոճ/2 

D a iAi(z)^t(y - z)fi(z)dz 

E Л * 
I Օ-շ I =m2 

է + \x - y\ 

Rmi (Ai; x,z)(x - z) a 2  

+ 

\x - z\m 

ոճ/2 

E 
IaiI=mi, Ia2l=m2 

D a 2A2(z)My - z)fi(z)dz 

1 
է + \x - y\ 

(x - z) a i+ a 2D a iAi(z)D a 2A2(z) 

ai !a2! 

Փt(y - z)fi(z)dz 

+ 
է 

FA(f2)(x,y) -
է 

|x - z 
ոճ/2 

է + \x - y\J կ + \x0 - y\ 

:= Ii(x)+ I2(x) + Is(x) + h(x)+ I5(x), 

ոճ/2 

Ft A(f2)(xo,y) 

Thus, we obtain 

\Q\IQ 
C 

ց ճ ( f ) ( x ) - ց ճ ( f 2 ) ( x o )  d x < jQ;j Լ  I i ( x ) d x + Q Լ  I 2 ( x ) d x + 

f h(x)dx + — f IA(x)dx + ֊ f I5(x)dx = Ii 
\ Q \ JQ \ Q \ JQ \Q\ JQ IQ \QM Q \Qu Q 

We estimate I-լ, I2, h, I4 and I5 separately. By Lemma 2.1 we have the inequality 

Rmj (Aj; x,y) < C\x - y\mj \\D a j Aj\\BMO, x e Q and y e Q. 
I aj  I=mj 

է 

է 

x 

է 

X 

է 
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Hence, by the Lq-boundedness of ցճ for any 1 < q < ж we get 

DAJ\\BMO J \ 1  

J=i \Ioj I=mj 

1 r \ i / q 

Ii < C П ( E \\D a j Aj\\BMO I Q F Mfi)(x)\d 
j = i \ I « , I = m J \ Q \ J Q  

< C П ( E \\D a j Aj\\BMO Д Q J ^ ( f i ) ( x ) \ q cb) 

j= i \I  aj ՝\=mj J Q 

C 1 П ( E DAj\\BMO I \Q\-i/q(J \fi(x)\ qdx՝՝j 

< 
j=i \ K ՛ I = m j 

< C П ( E \\D a j Aj\\BMO J Mq (f)(x); 
j=i \ K '  I=mj J 

For I2, denoti ng q = pr for an у 1 < p,r < ж , a n d assuming that 1/r + 1/r' = 1, by 

Holder's inequality we get 

'Q 
I2 < C E \\D a 2A2\\BMO E Q J \ցճ(D a iAifi)(x)\dx 

I a21 =m2 IaiI=mi  Q  

< C E \\D a 2A2\\BMO E (Q Լ \ցճ(D a iAifi)(x)\ pdx\ ^ 
Io.2I=m2 IaiI=mi R 

< C E \ \ D a 2 A2 \ \ BMO E \ Q \ - i / r ( [ \ D a i M x ) f i ( x ) \  pdx) / P  

„ I ֊ ™ „ I ֊ ™ / I ai I =mi 

< C J 2 \\D a 2A2 \\ BMO E ( Q f . \D a iA i ( x ) \ p r ' d x \ " Y Q j _ \f (x)\ p rdx) 
I a21 =m2 IaiI=mi Q Q 

< C  П ( E \ \ D aAj \ \ BMO I Mq ( f ) ( x ) . 
j = i \Н=т,- J 

For I s , similar to I2, we get 

Is < C П ( E \ \ D aAj\ \BMO ) Mq(f )(x); 
j= i \|a I=mj ) 

For I4, denoti ng q = prs for an у 1 < p < ж and r i,r2,rs > 1 such that 1/r i + 1/r2 + 
1 /rs = 1 

I4 < C E ա ք \ ցճ (D a i A i D a 2 A2fi )(x) \ dx 
I I I \Q \ JQ IaiI=mi,Ia2I=m2 ^ 

< C ] T Լ \gճ(D a l A i D a 2 A 2 f i ) ( x ) \ p d x ) 
IaiI=mi,Ia2I=m2 R 
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< с V \Q\ - i / p[ \D a iAi(x)D a 2A2(x)fi(x)\ pdx) 
Rn 

lail=mi,la2l=m2 

\ i / p 

<Ca £ ( m b D a i A i ( x ) Г d x ) ' " ( Q j ^ M ^ r - d x ) 

i/pr2 

I  a2 l =  m2 

(Q Լ \ f (x) \РГ3 dx)  / P  3 < с I l ( E \ \ D aAj \ \ BMO) Mq (f )(x). 

For I5, we write 

t \nX/2 

J + \x - y \ ) F FA(f2)(x,y) - (  t  

t nX/2 

+ 

+ 

t + \ x - y \ 
( t \ nX/2 

\t + \x0 - y\ 
nX/2 

nX/2 

Ft A(f2)(x0 ,y) 

t j  Rm.  ( A j  ;  x ,  z )  

t + \xo - y \ 

1 1 
\t + \xo - y\J JRn\ \x - z\m \xo - z\ 
( t ^ nX/2 

\ x - z \ r  Фг(у - z)f2(z)dz 

m ! U R m 3  ( A j ;  x , z ) ^ t ( y  -  z ) f 2 ( z ) d z  

j=i 

\t + \xo - y\ 
Rmi (Ai; x,z) - Rmi (Ai; xo,z)) ^ ^ ^ ի ^ ^t(y - z)f2(z)dz 

+ (—T- r) f (Rm2 (A2; x,z) - Rm2 (A2; xo, z)}  Rm i  ( A i ; ^ ^ Фt(y - z)f2(z)dz 
\ t + \ x o - У\ 

- E ֊ f 
I  a i \ J R n lai l =mi 

xo - z 

t + \ x - У \ 

X/2 
Rm2 (A2; x,z)(x - z) a i  

x - z 

t 
t + \xo - У \ 

X/2 
Rm2 (A2; xo,z)(xo - z) a i  

E a2\ 
l a2 l =m2 

t 

t 

xo - z 
nX/2 

D a iAi(z)^t(y - z)f2(z)dz 

Rmi (Ai; x,z)(x - z) c  

t + \xo - У \ 

t + \ x - y \) \ x - z \ 

n X / 2 Rmi (A-i; xo,z)(xo - z) 
xo - z 

1 
ai\a2\ 

t 
t + \ x - У \ 

n X / 2 ( x o - z)ai+a2 

+ E 
lail=mi, la2l=m2 
( t , 

\t + \xo - У\J \xo - z\ 

IW + I 5 2 ) + + I ( 4 ) + յ բ + ւբ + I P ; 

57 

D a 2A2(z)^t(y - z)f2(z)dz 

% X / 2 (x - z) ai+ a2 
\ x - z \m  

D a iAi(z)D a 2A2(z)^t(y - z)f2(z)dz : ֊֊ 

X 

X 

t 

m 
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To evaluate these quantities, first recall (see [20]), that 

\ bQi - bQ2\< Clog(\Q2\/\Qi\)\\b\\BMO for Q i С Q2, 

and hence by Lemma 2.1 

\Rm(A; x,z)\ < C\x - z\m E (\ D aA\\BMO + \ ( D a A - (D aA)Q\) 
IaI=m 

< Ck\x - z\m J2 \ \D aA\ \BMO, 

IaI=m 

for any x e Q and z e 2 k+ 1Q \ 2kQ. Note that \x - z\ « \x0 - z\ for x e Q and 

z e Rn \ Q. Then using the inequality ai / 2 - b i / 2 < (a - b) i / 2 for a > b > 0, as in 

the proof of Lemma 2.3, we obtain 

i / 2 

\ \ Վ i ) \ \ < C 
i + + i 

է ո ճ / 2 \x - x 0 \ i / 2 \b,(y - z)\\ f2(z)\ U j = i \Rm  ( A j ; x,z )  

(է + \x - y \ ) ( ^ + i ) / 2 \x - z\m 

Г \x - xo\ i / 2 \ f2 (z) \ U 2 = i \Rmj ( A j ; x,z) \ 

dydt . 
էո+ւ1  d z  

\ x - z \m  

է ^  ոճ+ 2
 dz 

՝ + i y է + \x - y\) (է + \y - z\) 2 ո+ 2  

< C ք \ x - xo \ i / 2 \ f 2 ( z ) \ n g = i \ Rm (Aj; x,z) \ / Г ~ Л Հ / 2 ^ 

+ 

\ x - xo \ 

\x - z\m \ J 0 (է + \x - z\) 2 ո+ 2 ^ 

C Г ng=i Rm (Aj; x,z) \ f2(z) \\x - xo \ i / 2 d 

<  CJVn \ xo - z \ т + г + т  d z  

< C  П  ( E \ \ D aAj \ \BMO I յ է ք k2  | x  - ^ \ f (z) \dz 
7 = i \ a t L , / t=o J2 k+ iQ\2 kQ \xo  -  z\ ո+ 1 / Ղ  j = i \IaI=mj j k=o 

< C  П ( E \ \ D aAj \ \ BMO ) E k 2 2 - k / 2 ֊ k Q ( \ f (z) \ dz 
j = i \ \ a \ = m 3 ) k = i \ 2 k  Q \  J 2 k Я 

< C  П ( E \ \ D aAj \ \ BMO I M (f )(x); 

j = i \Н=т,- J 

\ \ I ( 2 ) \ \<  C Լ X—ZթՈ+1-JП\  Rm (A; x,z) \ \ f2(z) \  dz 
2 

< C l I I T , \ \ D aAJ \ \ BMO I W k2 \ x \ f (z) \ d 
T=i\I«T=L J T=oJ2k + Q \ 2 k Q \ x o  -  z \ ^ 
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< С П I E \ \ D aAj \ \ BMO ) £ k22 
2 դ ֊ k 

j=i k=i \2kQ\ J2kQ 
\f(z) \dz 

< С Ц ( E \\D aAj\\BMO ) M(f ) ( x ) . 
j= i \ | a | = m j / 

To evaluate I^՝՝ and l54\ we use the formula (see [5j) 

Rm(A; x,z) - Rm(A; xo,z)= ^ ^ Rm-lPlD 1 3 A; x,xo )(x - z) e  

lel<m 

and Lemma 2.1, we have 

\ Rm(A; x,z) - Rm(A; xo,z) \ < С ^ E \x - xo\m - l e l\x - z \  l e l\ \ D aA\\BMO . 
lel <m lal=m 

Thus, similar to the proof of Lemma 2.3, we get 

\ \ I5 3 \ \ < С П ( E \ \ D aAj \ \ BMO ) E f (y) \ dy 
k=oJ2k+iQ\2k Q \  xo  -  z \  n + i  

< СП I E \\D aAj\\BMO ) M(f)(x); 

j =  i \lal=mj 

2 

j =  i \lal=mj 

2 

\\44 )\\ < С Ц ( 1 2 \\D aAj\\BMO ) M(f)(x); 
j=i 

Similarly 

№ 
\ \ ՛ Г \ \ < С £ 1 ( r n x - y i ) 

X/2 
Rm2 (A2; x, z)(x - z) a i  

x - z 

( t 

\t + \xo - y\ 

X/2 
Rm2 (A2; xo,z)(xo - z) a i  

\xo - z \m  Фt (y  -  z )  \D a i Ai(z)\ \ f2(z)\dz 

< С J2 \ \ D aA2 \ \ BMO J2 J 2 k ( 2 - k / 2 +2 - k) 
l ai l =mi k = i 

i / q ' ( 1 /՛ 

al=m2 

1 

\ 2 k Q \ Խ Q 
\D a i Ai (y) \ q dy 

V \ * Q \ Լ \ f y ՝q * T 

< СЦ ( 1 2 \ \D aAj \ \BMO ) Mq(f)(x); 
j=i \H=m,-

\ \ 1Г\\ < СЦ  ( 12 \\D aAj\\BMO ) Mq(f)(x); 
j=i \Jal=mj 

1 

a =m 

a =m 

X 
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( 7 ) To evaluate I5 , we take ri, r2 > 1 such that 1/q + 1/ri + 1/r2 = 1, then 

\ \ f \ к C £ jR„ ) 
է \ ո ճ / 2 (x - z) ai+ a2 

IaiI=mi ,Ia2I=m2 

/ է \ ո ճ / 2  

\է + \xo - y\J \xo - z\ 

R n \ է + \  x  - У \ 

(xo - z) a i+ a 2  

•t (y  -  z )  

1 r 
< c e T k ( 2 - k / 2 + 2 - k ) { т լ _ \ f ( y ) \ 4 d y 

IaiI=mi,Ia2I=m2 k=i  ճ\2  Q \  J 2 ^ 

* ( — ^ f \D a i Ai(y)\ r i dy} / ( — ^ f \D a 2 A2M\ r 2dy 
V\ 2 kQ\ J2kQ V V\ 2kQ\ J2kQ՝  y  

< C П ( E \ \ D aAj \ \ BMO I Mq (f )(x). 
j=i \ I a I=mi ) 

\ x - z \m  

\D a i Ai(z)\\D a 2 A2(z)\ \ f2(z)\dz 

i / q 

i / r 2 

m 

Thus 

2 
՝ ՝ia 

\ \ I5\\ < — П [ E \\D aAj\\BMO j M q ( f ) ( x ) . 
j =  I \ I a I = m j 

(b) Let Q, Q, Aj(x), f i and f 2 be the same as the proof of (a), we write 

f A U К , * ֊ i J ^ m j у — - , M»dz 

+ с j  RLj  ( A j ; x , z ) n(y - z) 
+ —i m I I ^ r  f i ( z ) d z  JKn \ x - z \m \ у - z \ ո i 

_ _ձ_ f Rm2 (A2; x,z)(x - z) a iD a i Ai(z) Q(y - z) ( 

^ ai!jKn \x - z\m \у - z\ո- i  f i ( z ) d z  
Iai I =mi 

_ _ձ_ f Rmi (Ai; x,z)(x - z) a 2 D a 2 A2(z) Q(y - z) ( )d 

. f ՜ a2!jKn \x - z\m \у - z\ո- i  f i ( z ) d z  
|a2|=m2 

+ ^ 1 f (x - z) a i+ a 2D a iAi(z)D a 2A2(z) Q(y - z) ( 

+ . ^ . aiWjRn \ x - z \ m \ у - z \  f i ( z ) d z • Ia i I =mi, Ia2 I =m2 
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Consequently, 

< 

< 

C 
+ Q 

C 
+ Q 

C 
+ Q 

1 
+ Q 

> ' A J ) ( x ) - dx 

t 
t+ x -y 

( t 
t+ x -y 

( t 
t+ x -y 

( t 
t+ x -y 

( t 
t+ x -y 

( t 
t+ x -y 

i X / 2 

Ft AJ)(x,y) - (  t  
\t + \xo - y\ 

nX/2 

Ft AJ)(xo ,y) dx 

г Х / 2 f П2=1  Rm, (Aj; x,z) Q(y - z) 
' — 7 J 1 ( z ) d z  

\ x - z \m \ y - z \ ' 
dx 

2 

2 

E . 
\ai1 = m i 

E . 
\օ.շ\=աշ 

Rm2 (A^; x, z)(x - z) a iD a i Ai(z) Q(y - z) 
\x - z\m \y - z \n - 1  

Rmi ( A i ; x, z)(x - z) a 2D a 2 A2(z) Q(y - z) 

•— Ji(z)dz 

i X / 2 

E 
| a i \ =  m i > 
\ a2 \=m2 

\x - z\m \y - z\n-i 

(x - z) a i+ a 2D a i Ai(z)D a 2A2(z)Q(y - z) 

nX/2 

FA(j2)(x,y) - (  t  

x - z  m y - z  n - 1  

nX/2 

—Ji(z)dz 

Ji(z)dz 

dx 

dx 

dx 

\t + \xo - y\ 
Ft A(j2)(xo,y) dx 

Similar to the proof of (a), we get 

Ji + J2 + J3 + J4 < с Щ E \ \ D°j A j \ \BMO j J \vx(Ji)(x) \q dx՝j 
j = i \ j  a j \=mj J Q 

+C E \\D a 2A2 \\ BMO E ( Q J \Vx(D a iAiJi)(x)\pdx\ 
\a.2\=m2 \ai\=mi 

+C E \\D a iAi\\BMO E ( Q Լ \Vx(D a 2A2fi)(x)\pdx) 
\ai\=mi \o.2\=m2 

+C E ( ա ք \vx(D a iAiD a 2A2fi)(x)\ pdx) ^ 
l „ , J ֊ „ . I „ , J ֊ „ . V \ Q \ / 

i / q 

i / p 

i / p 

\ai\=mi,\a2\=m2 

< ^ I E \ \ D aAj \ \ BMO I Mq (J )(x); 
j=i lal =mj 
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For J5 we have 

է + \ x - у \ 

ոճ/2 

FA(f2)(x,y) - (  է  

ոճ/2 

Ft A(f2)(xo ,y) 

է + \ x - у \ 

t Հէ + \ xo - y| 

ո ճ / 2  ( է \ ո ճ / 2 \ Ո Ա Rmj (Aj; x,z) Q(y - z) 

+ 

+ 

+ 

է + \ xo -y 

է 
է + \ xo -y 

է 

ճ/2 

\է + \ xo - у լ 
1 1 

x - z 

R n \ \ x  -  z  

է ոճ/2 

\x - z \m \xo - z \ r  
Rmj  ( A j ;  x7  z ) \y 

\У - z \ ո - 1  

Q(y - z) 

— f 2 ( z ) d z 

j=i 
ո-i f2(z)dz 

ոճ/2 

^ + \xo  - у \J J R 

1 

t j ( Л ) j , ( Л ) Հ
 Rm2  ( A 2 ;  x , z ) n ( y  -  z ) , ( ) , 

Rmi  ( A 1 ;  x , z )  -  Rmi  ( A T ;  x o , z ) ) \ ^ - z \ m \ y - z \ ո-i  f 2 ( z ) d z  

ռ ( Л ) ռ ( Л U  Rmi  ( A i ;  x o , z ) M ( y  -  z ) , ( ) , 
Rm2  ( A 2 ;  x , z )  -  Rm2  ( A 2 ;  x o , z ) , m ] г — Г J 2 ( z ) d z  \xo - z \m \ у - z \ ո - 1' 

E a г ! 
I ai I =mi 

է + \ x - у \ 

ճ/2 

( է ՝Հ ո ճ / 2 Rm2 (A2; xo,z)(xo - z) a i  

\է + \xo - у\ 

Rm2 (A2; x,z)(x - z) a i  

\ x - z \m  

n(y - z) 

- E - f 
I  a 2 ! j R n 

I a.2 I =m2 

է 

xo - z 
ոճ/2 

y- \ո-1 D a i Ai(z)f2(z)dz 

է + \ x - у \ 
Rmi (Ai; x,z)(x - z) 

x - z 

ճ/2 
Rmi (Ai; xo,z)(xo - z) a 2  

է + \xo - у \ 

+ E 
IaiI=mi, Ia2I=m2 

է 

xo - z 
Q(y - z) 

ai!a2! է + \ x - у \ 

ոճ/2 

y-z 

(x - z 

ձ- D a 2 A2(z)f2(z)dz 

x - z  m  

Հէ + \xo - у\ 

ոճ/2 (xo - z) a i+ a 2  

\ xo - z \m  
n(y - z) 

\У - z \ ո - 1 
D a i Ai (z)D a 2 A2(z)f2(z)dz. 

է 

է 

է 

է 

է 

ո 

1 է 

Therefore, similar to the proof of Lemma 2.3 we get 

\ \ J5\\< — П [ E \\D aAj\\BMO I Mq(f)(x). 
j= 1 \JaI=mj 

• 
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P r o o f of T h e o r e m 1.1. Taking 1 < q < p in Main Lemma and by Lemma 2.2 we 

obtain 

\ \gA J )\\Lp.^{W) < 

< 

< 

A similar argument gives the proof of (2), which we omit. • 
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АННОТАЦИЯ. В статье характеризуется класс полугрупп в которых суще-
ственно выполняется нетривиальное сверхтождество ассоциативности. До-
казывается, что в отличие от тривиального сверхтождества ассоциативно-
сти, класс всех полугрупп в которых существенно выполняется нетриви-
альное сверхтождество ассоциативности - конечное объединение конечно-
базируемых многообразий полугрупп. Причем, явно выписываются базис-
ные тождества всех многообразий. 

MSC2000 number: 20М07, 08А05, 08А40, 03С05, 03С85. 
Ключевые слова: Полугруппа, сверхтождество ассоциативности, существен-
ная выполняемость, многообразие полугрупп. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Напомним, что сверхтождеством [1] называется формула второго порядка вида: 

VX1,...,XmVx1,...,xn (wi = աշ) (*) 

где w, w - слова (термы) в алфавите функциональных переменных X1,..., Xm и 
предметных переменных xi,..., Xn- Однако сверхтождество обычно пишется без 
кванторной приставки: w1 = w2. Будем говорить, что сверхтождество w1 = w2 вы-
полняется в алгебре (Q, £), если это равенство справедливо когда каждая функ-
циональная переменная X^ заменяется любой операцией той же арности из £ 
(предполагается возможность такой замены), а каждая предметная переменная 
Xj заменяется любым элементом из Q. 
Многообразие V удовлетворяет данному сверхтождеству, если каждая алгебра 
этого многообразия удовлетворяет этому сверхтождеству. В этом случае сверх-

V 
Сверхтождество (*) называется нетривиальным, если m > 1, и тривиальным, 
если m = 1. Число m называется функциональным рангом сверхтождества (*). 
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Бинарная алгебра (Q, Е) называется g-адгеброй (е-алгеброй), если существует 
операция A е Е такая, что Q(A) ֊ квазигруппа (группоид с единицей). Бинар-
ную алгебру (Q, Е) назовем нетривиальной, если |Е| > 1. Известно [1, 2] (см. так-
же [3, 11). что если нетривиальное сверхтождество ассоциативности выполняется 
в нетривиальной g-адгебре (е-алгебре), тогда оно может быть только функцио-
нального ранга 2 и одного из следующих видов: 

(1.1) X (x,Y (y,z))= Y (X (x,y),z), 

(1.2) X (x,Y (y,z))= X (Y (x,y),z), 

(1.3) Y (x,Y (y,z))= X (X (x,y),z), 

причем в классе g-адгебр (е-алгебр) из сверхтождества (1.3) следует сверхтож-
дество (1.2), а из (1.2) следует сверхтождество (1.1). 
Пусть Q(^) ֊ полугруппа. Следующая функция называется бинарным полиномом 
(многочленом, термом) полугруппы Q(^): 

f ( x , y ) = zl1 z22 ...zn n, 

где n е N e i , е N zi, z2,.. .,zn е {x,y} и zi = zi+1. 
Совокупность всех бинарных полиномов полугруппы Q(^) обозначим через Qpol-
Будем говорить, что в полугруппе Q(^) толиномиально выполняется сверхтож-
дество (*), если в бинарной алгебре (Q,Qpoi՝j выполняется это сверхтождество. 
В работе [5] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых полиномиально 
выполняется тривиальное сверхтождество ассоциативности 

X ( x , X ( y , z ) ) = X(X(x,y),z), (*, *) 

образует конечно-базируемое многообразие (причем указывается базис, содер-
жащий около 1000 тождеств). В работе [6] (см. также [7]) указывается базис 
тождеств этого многообразия, содержащий 5 тсхж дсств. 
Через Q 2pol обозначим множество всех бинарных полиномов f (x,y) полугруппы 
Q() каждый из которых существенно зависит от обоих аргументов x, y (см. 
определения 2.1 и 2.2 ниже). 

Будем говорить, что в полугруппе Q() существенно выполняется сверхтожде-
ство (*), если в алгебре (Q,Qlpoi) выполняется это сверхтождество. В работе 
[8] доказывается, что класс всех полугрупп, в которых существенно выполня-
ется тривиальное сверхтождество (*, *), образует многообразие, определяемое 
четырьмя тождествами (см. также [9, 10]). 
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Однако характернзацня полугрупп, в которых существенно выполняется одно из 
следующих нетривиальных сверхтождеств ассоциативности, оставалось откры-
т о й : ( 1 . 1 ) ֊ ( 1 . 3 ) , 

( 1 . 4 ) Y (Y (x,y),z = X (x,Y (y,z) 

(1.5) Y (X (x,y),z = Y (x,Y (y,z) 

(1.6) X (Y (x,y),z = Y (x,Y (y,z) 

( 1 . 7 ) Y (Y (x,y),z = Y (x,X (y,z) 

( 1 . 8 ) X (Y (x,y),z = Z (x,X (y,z) 

( 1 . 9 ) X (Y (x,y),z = Z (x,Y (y,z) 

( 1 . 1 0 ) X (Y (x,y),z = X (x,Z (y,z) 

( 1 . 1 1 ) X (Y (x,y),z = Y(x, Z(y, z) 

( 1 . 1 2 ) X (Y (x,y),z = Z(x,T(y, z) 

В настоящей работе доказывается, что в отличие от тривиального сверхтож-
дества ассоциативности, класс всех полугрупп, в которых существенно выпол-
няется нетривиальное сверхтождество ассоциативности ֊ конечное объединение 
конечно-базируемых многообразий полугрупп. Причем, явно выписываются ба-
зисные тождества этих многообразий. В результате, классифицируются нетриви-
альные сверхтождества ассоциативности с точностью до существенной выполни-
мости. Оказывается, что в смысле существенной выполнимости, в полугруппах 
каждое нетривиальное сверхтождество ассоциативности эквивалентно одному из 
сверхтождеств (1.1)-(1.5). 

2. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В О ( 1 . 1 ) в ПОЛУГРУППАХ 

Определение 2.1. Будем говорить, что бинарный многочлен F(x,y) в полу-
группе Q(-) существенно зависит от предметной переменной x, если существу-
ют x1,x2,y е Q такие, что F(x1,y) = F(x2,y). 

Точно так же определяется существенная зависимость бинарного многочлена 
F(x, y) y 

F(x, y) 
x y 
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Определение 2.3. Два сверхтождества назовем эквивалентыми, если в лю-
бой полугруппе Q(^) эти сверхтождества либо одновременно существенно вы-
полняются, либо ни одно из них существенно не выполняется. Будем гово-
рить, что сверхтождество (h2) вытекает из сверхождества (hi) (и обозна-
чим (hi) ^ (h2)), если во всех полугруппах, где существенно выполняется 

(hi) 

h). 

Докажем следующую вспомогательную лемму, которой воспользуемся при до-
казательстве основных результатов. 
Рассмотрим следующее множество тождеств: 

{ xyz = zxy, 
x 2yz = xy 2z, 
x 3yz = x 2yz . 

Лемма 2.1. Любой существенный многочлен X(x,y) полугруппы Q(^) с тож-
дествами (2.1), равен одному из многочленов множества 

P = {xy, yx, x2y, xy2, x 2 y 2 } . 

Доказательство. Выражение x0 будем считать пустым. Если многочлен X(x, y) = 

AtBtC, где t е {x, y} и A, B, C суть слова (могут быть и пустыми), то X(x, y) = 

A(tBt)C = At 2BC. Отсюда вытекает, что любой существенный многочлен может 
быть представлен в одном из следующих видов: X(x,y) = xmy n, где n,m е N 

X( x, y) = yx 
Пусть X(x, y) - любой существенный многочлен полугруппы Q(-). Если X(x, y) = 

yx X(x, y) = yx 
к виду: X (x,y) = xmy n, где m,n е N. Есл и m,n Վ 2, то X (x,y) е P. Пред-
положим, что n ^ 3 (если m ^ 3, то этот случай доказывается аналогично). В 
третьем тождестве (2.1) принимая z = y, получим x 3y 2 = x 2y 2. Поскольку из 
первого тождества следует x?z = zx2, то x 2y3 = y 3x 2 = y 2x 2 = x 2y 2. Если m ^ 2, 

то X(x,y) = xmy n = xm - 2x 2y 3y n՜ 3 = xm - 2x 2y 2y n՜ 3 = xmy n - i. 
А если m = 1, то X(x,y) = xyn = xy 3y n - 3 = (xy 2y)y n՜ 3 = (x 2yy)y n՜ 3 = x 2y n~ i, 
т.е. сводится к предыдущему случаю. Такими шагами степени переменных в мно-

X(x, y) X(x, y) 
одному из многочленов множества P. • 
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Теорема 2.1. В полугруппе Q(-) существенно выполняется сверхтождество 
(1.1) тогда и только тогда, когда эта полугруппа удовлетворяет одному из 
следующих систем тождеств: 

{ xyz = zxy, 
x 2yz = xy 2z, 
x 3yz = x 2yz, 

(2.3) { xy = x2 , 

(2.4) { xy = y2 , 
xyz = xzy = zxy, 

՝ ՝ ՝ \ x2 y = x3 , 
xyz = xzy = zxy, 

՝ ՝ ' \ x 2 y = y3 . 

xy 
xy = x2 xy = y2  

xy yx 
X(x, y) = xy Y(x, y) = yx yxz = yzx 

xyz = xzy. Принимая в (1.1) X(x, y) = yxrn Y(x, y) = xy, будем иметь zxy = xzy, 
т.е. xzy = zxy Итак, xyz = xzy = zxy Рассмотрим случай, когда многочлен x2y 

x 2y = x3 x2y = y3  

(2.5) или (2.6). 
xy yx x2y 

2 2 2 xy 2 = xyy = yxy = yyx = y 2 x xy2  

Принимая в (1.1) X(x,y) = xy и Y(x,y) = xy\ будем иметь xy 2z = xy 2z2. 
Следовательно 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 x yz = x zy = zx y = zx y = zy x = zy x = zxy = xzy = xy z. 

Тем самым доказаны первое и второе тождества в (2.2). 
z=x 

получим 
2 2 2 2 2 2 3 x y = xxy = xy x = x yx = x xy = x y, 

3 2 2 2 2 2 2 

т.е. x yz = xyz = zx y = zx y = x yz, которое и есть третье тождество. 
Достаточность. А) Пусть в полугруппе Q(-) имеет место (2.2). Согласно лемме 

X(x, y) 
D ( 2 2 2 2л 

P = {xy, yx, x y,xy ,x y }. 

Рассмотрим эти случаи в отдельности. 69 
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X(x, y) = xy X(Y(x, y), z) = 
Y(x, X(y, z)) Y(x, y)z = Y(x, yz) 
ведливоеть полученного равенства при всех значениях Y(x, y) е P. 
1.1. Y(x,y) = xy ^ xyz = xyz; 
1.2. Y(x, y) = yx ^ yxz = yzx; 
1.3. Y(x,y) = x2y ^ x 2yz = x 2yz; 
1.4. Y(x,y) = xy2 ^ xy 2z = xy 2z 2; 
1.5. Y(x,y) = x 2y 2 ^ x 2y 2z = x 2y 2z 2-, 

X(x, y) = yx zY(x, y) = Y(x, zy) 
(3) При X(x,y) = x2y сверхтождество (1.1) принимает вид (Y(x,y)) 2z = 

Справедливость сверхтождества (1.1) доказывается подстановкой в по-
лученные тождества всевозможных значений Y(x, y) е P. 

(4) Пусть X(x,y) = xy2. Необходимо доказать, что Y(x,y)z 2 = Y(x,yz 2). Из 
(1) имеем Y(x, y)z = Y(x, yz) ^ Y(x, y)z2 = Y(x, yz2). 

(5) Пусть X ( x , y ) = x 2y 2. Необходимо доказать, что (Y(x,y)) 2z 2 = Y(x,y 2z 2). 
Из (3) имеем (Y(x,y)) 2z = Y(x,y 2z) ^ (Y(x,y)) 2z 2 = Y(x,y 2z 2). 

Б) Если выполнены условия (2.3) или (2.4), то не существует существенного 
многочлена. 

xy yx 
могут быть существенными, а по первому тождеству (2.5), сверхтождество (1.1) 
существенно выполняется в Q(•). 

xy yx 
могут быть существенными, а по первому тождеству (2.6) сверхтождество (1.1) 
существенно выполняется в Q() • 

3. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В О ( 1 . 2 ) в ПОЛУГРУППАХ 

Теорема 3.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтождество 
(1.2) тогда и только тогда, когда эта полугруппа удовлетворяет одному из 
следующих систем тождеств: 

Y(x, y2z) 

( 3 . 1 ) 
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(3.2) 

(3.3) 

xy = x2 , 

xy = y2 , 

(3.5) 

(3.4) xyz = zxy, 
x 2 y = x3 , 

xyz = zxy, 
2 3 x 2 y = y3 . 

xy 
xy 

многочлен yx будет существенным. Принимая в (1.2) X(x, y) = xy и Y(x, y) = yx, 
yxz = xzy xyz = yzx = zxy 

x 2y x2y = x3 x2y = y3  

группе Q(-) удовлетворяется или (3.4) или (3.5). Предположим, что многочлены 
xy, yx, x2y существенные. Принимая в (1.2) X(x,y) = xy и Y(x,y) = x2y, будем 

2 2 x 2yz = xy 2z 
Тем самым доказаны первое и второе тождество в (3.1). Докажем третье тожде-

z=y 

Так как x 2y 2 = x 2yy = yx 2y = yyx 2 = y 2x 2, получим x 2y 2 = y 2x 2 = x3y. При-
X(x, y) = x2y Y(x, y) = xy xyxyz = x 2yz 

x 2yz = (xyx)yz = x 2y 2z = x 3yz, которое и есть третье тождество. 
Достаточность. Пусть в полугруппе Q(-) имеет место условие (3.1). Согласно 

X(x, y) P = 
{xy, yx, x2y, xy2, x 2y 2}. 
Обсудим эти случаи в отдельности. 

X(x, y) = xy Y(x, y)z = xY(y, z) 
Справедливость сверхтождества (1.2) доказывается подстановкой в полу-

Y(x, y) е P 
X(x, y) = yx zY(x, y) = Y(y, z)x 

первому тождеству (3.1) zX(x,y) = Y(x,y)z и Y(y,z)x = xY(y,z), a no 
Y(x, y)z = xY(y, z) zY(x, y) = Y(y, z)x 

доказать. 
(3) При X(x, y) = x2y сверхтождество (1.2) принимает вид x 2 Y (y , z) = (Y(x, y)) 2z. 
(4) При X(x,y) = xy2 сверхтождество (1.2) принимает вид x(Y(y,z)) 2 = 

Y(x, y)z2  

2 2 3 2 2 2 3 x y = xy = xyy = y xy = yy x = y x. 
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(5) При X(x,y) = x 2y 2 еверхтождеетво (1.2) принимает вид x 2(Y(y,z)) 2 = 
(Y (x,y)) 2z 2. 
Справедливость еверхтождеетва (1.2) доказывается подстановкой в по-

Y(x, y) е P 

В остальных случаях, т.е. в условиях (3.2)-(3.5), справедливость сверхтождества 
(1.2) доказывается точно также, как доказывается справедливость (1.1) в пунк-

• 

4. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В О ( 1 . 3 ) в ПОЛУГРУППАХ 

Теорема 4.1. В полугруппе Q(-) существенно выполняется сверхтождество 
(1.3) тогда и только тогда, когда эта полугруппа удовлетворяет одному из 
следующих систем тождеств: 

(  x y z =  z x y, 
x 2 yz = xyz , 

(4.2) { xy = x2 , 

(4.3) { xy = y2 , 

/ 4 4N f  xy z =  zyx, 

՝ ՝ ' \ x2y = x3 , 

/ 4 5N f  xy z =  zWx, 

՜ ' \ x2y = y3 . 

xy 
xy 

многочлен yx будет существенным. Принимая в (1.3) X(x, y) = xy и Y(x, y) = yx, 
xyz = zyx 

x 2 y x 2 y = x3 x 2 y = y3  

довательно, удовлетворяется или (4.4) или (4.5). 
xy yx x 2 y xy2 = 

xyy = yyx = y 2 x xy2  

X(x, y) = xy2 Y(x, y) = xy xy 2 z 2 = xyz 

2 2 2 2 2 xyz = xy z = x(yyz ) = xz y = xzy, 

xyz = zyx = zxy 
Для доказательтсва второго тождества в (4.1) заметим, что 

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 x yz = xx yz = xx y z = xy z x = xy zx = x y z = xyz, 
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т.е. 

2 3 4 3 3 3 6 4 2 x yz = xxyz = xx yz = x yz = x xyz = x x yz = x yz = x x yz = 

= (x 2) 2x 2(yz) = x 2x(yz) = x 3yz = xyz, 

которое и есть второе тождество. 

Достаточность. Пусть в полугруппе Q(^) имеет место условие ( 4 . 1 ) . Согласно 
X(x, y) P = 

{xy,yx,x 2y,xy 2,x 2y 2}. Но 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 x y = xxy = y xx = yxx = yx = x y xy = xyy = x yy = x y = x y, 

поэтому P = {xy,yx,x 2y}. Кроме того 

xyz = x 2yz = x(xyz) = xzxy = xz(xy) = xyxz = xzyx = x2 zy = xzy 

zyx = xzy = xyz 

X(x, y) = xy Y(x, Y(y, z)) = 
xyz 
полученное тождество всевозможных значений Y(x,y) е P. 

X(x, y) = yx Y(x, Y(y, z)) = 
zyx = xyz 

(3) При X(x,y) = x2y сверхтождество (1.3) принимает вид Y(x,Y(y,z)) = 
x 2 y 2 z = xyz 

В остальных случаях, т.е. в условиях (4.2)-(4.5), справедливость сверхтождества 
(1.3) доказывается точно также, как доказывается справедливость (1.1) в пунк-

• 

5. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 4 ) и ( 1 . 6 ) в П О Л У Г Р У П П А Х 

Теорема 5.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтождество 
(1.6) тогда и только тогда, когда эта полугруппа удовлетворяет одному из 
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следующих систем тождеств: 

{  xy z =  z x y, x 2 yz = xyz , 

{ xy = x2 , 

{ xy = y2 , 

xyz = zxy, 
՜ ՚ Լ x2y = x3, 

(  xy z =  z xy ,  

K ' ' \ x2y = y3 . 

xy 
в предыдущих теоремах, выполняется условие (5.2) или (5.3). Если же многочлен 
xy yx 

X(x, y) = xy Y(x, y) = yx xyz = zxy 
x 2 y x 2 y = x3 x 2 y = y3  

довательно удовлетворяется или (5.4) или (5.5). Предположим, что многочлены 
xy yx x 2 y 

2 2 xy = xyy = yxy = yyx = y x 

xy 2 X(x, y) = xy2  

Y(x,y) = xy, будем иметь xyz 2 = xyz, т.е. z 2xy = zxy, что совпадает со вто-
рым тождеством из (5.1). 
Достаточность. Пусть в полугруппе Q(-) имеет место условие (5.1). Согласно 
лемме 2.1, любой существенный многочлен этой полугруппы принадлежит мно-
жеству P = {xy,yx,x 2y,xy 2,x 2y 2}. Но x 2y 2 = xxy 2 = y 2xx = yx2 = x2y и 
xy 2 = xyy = x 2yy = x 2y 2 = x2y, поэтому P = {xy,yx,x 2y}. Обсудим все три 
случая в отдельности. 

(1) При Y ( x , y ) = xy сверхтождество (1.6) принимает вид X(xy, z) = xyz. 
(2) При Y(x,y) = yx сверхтождество (1.6) принимает вид X(yx, z) = zyx. 
(3) При Y(x, y) = x2y сверхтождество (1.6) принимает вид X(x 2y, z) = x 2y 2z. 

Справедливость сверхтождества (1.6) доказывается подстановкой в полученных 
тождествах всевозможных значений Y(x,y) е P. 

В остальных случаях, т.е. в условиях (5.2)-(5.5), справедливость сверхтожде-
ства (1.6) доказывается точно также, как доказывается справедливость сверх-
тождества (1.1) в пунктах Б ) ֊ Г ) теоремы 2.1. • 
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Предложение 5.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтожде-
ство (1.4) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно выпол-
няется сверхтождество (1.6), т.е. сверхтождества (1.4) и (1.6) эквивалент-
ны. 

Доказательство. Сверхтождества (1.6) запишем в виде 

X (Y (z,y),x)= Y (z, X (y,x)). 

X( x, y) X(y, x) 

щественны или HG сущсствснны Y(x, y) Y(y, x) 
получим: 

X (x,Y (y,z))= Y (Y (x,y),z), 

что является сверхтождеством (1.4). • 

6 . С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А ( 1 . 5 ) и ( 1 . 7 ) в П О Л У Г Р У П П А Х 

Теорема 6.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтождество 
(1.5) тогда и только тогда, когда эта полугруппа удовлетворяет одному из 
следующих систем тождеств: 

(6.1) (  xy z = z x y  
x 2 yz = xyz , 

(6.2) { xy = x2 , 

(6.3) { xy = y2 , 
xyz = xzy = zxy, 
x 2y = x3 , 

xyz = xzy = zxy, 
՜ ՚ Լ x 2 y = y3. 

xy 
xy 

многочлен yx будет существенным и принимая в (1.5) X(x, y) = yx и Y(x, y) = xy, 
будем иметь yxz = xyz. Подставляя в (1.5) X(x,y) = xy и Y(x,y) = yx, будем 

zxy = zyx xyz = xzy = zxy 
x 2 y x 2 y = x3 x 2 y = y3  

довательно, удовлетворяется или (6.4) или (6.5). Предположим, что многочлены 
xy, yx, x2y существенные. Принимая в (1.5) X(x,y) = x2y и Y(x,y) = xy, будем 

x 2 yz = xyz 
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Достаточность. Пусть в полугруппе Q(^) имеет место условие (6.1). Согласно 
X(x, y) P = 

г 2 2 2 2т тт 2 2 2 2 2 2 2 

{xy, yx, x2y, xy2, x 2y 2}. Ho x 2y 2 = xxy 2 = y 2xx = yxx = yx2 = x2y и xy2 = xyy = 
x 2yy = x 2y 2 = x2y, поэтому P = {xy, yx, x2y}. Еще имеем, что xyz = x 2yz = 
x(xyz) = xzxy = xz(xy) = xyxz = xzyx = x 2zy и zyx = xzy = xyz. Сейчас 
обсудим эти случаи в отдельности. 

Y(x, y) = xy X( x, y) z = xyz 
(2) При Y(x,y) = yx сверхтождество (1.5) принимает вид zX(x,y) = xyz. 

Справедливость сверхтождества (1.5) доказывается подстановкой в по-
лученных тождествах всевозможных значений Y(x, y) е P. 

(3) При Y(x, y) = x2y сверхтождество (1.5) принимает вид (X(x, y))2z = xyz. 
Согласно случаю 1, получим 

X (x, y)2 = (X (x, y)X (x, y))z = (xyX (x, y))z = (xyxy)z = x 2y 2z = xyz. 

В остальных случаях, т.е. в условиях (6.2)-(6.5), справедливость сверхтождества 

(1.5) доказывается точно также, как доказывается справедливость сверхтожде-
• 

Предложение 6.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтожде-
ство (1.7) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно выпол-
няется сверхтождество (1.5), т.е. сверхтождества (1.7) и (1.5) эквивалент-

• 

Доказательство. Сверхтождества (1.5) запишем в виде 

Y(X(z,y),x) = Y(z,Y(y, x)). 

X(x, y) X(y, x) 

Y(X(y,z),x) = Y(z,Y(y, x)). 

Y(x, y) Y(y, x) 

Y (x, X (y,z))= Y (Y (x,y),z), 

• 

7. С В Е Р Х Т О Ж Д Е С Т В А АССОЦИАТИВНОСТИ РАНГА 3 , 4 В ПОЛУГРУППАХ 

Теперь рассмотрим сверхтождества ассоциативности, ранга 3 или 4, т.е. рассмот-
рим сверхтождества (1.8)—(1.12) в полугруппах. 
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Предложение 7.1. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтожде-
ство (1.8) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно выпол-
няется сверхтождество (1.5), т.е. сверхтождества (1.8) и (1.5) эквивалент-
ны. 

Доказательство. Необходимость. В сверхтождестве (1.8) полагая Z(x, y) = X(x, y) 
получим сверхтождество (1.5): 

X (Y (x,y),z)= X (x, X (y,z)). 

Достаточность. Если в полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтожде-
ство (1.5), тогда с помощью теорем 6.1 и 5.1, а также предложения 6.1 выводим, 
что в Q(^) существенно выполняются и сверхтождества (1.3) и (1.7). Поэтому в 
полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтождество: 

X ( Y ( x , y), z) = X(x, X(y, z)) = Z(Z(x, y), z) = Z(x, X(y, z)), 

• 

Аналогично доказываются следующие предложения. 

Предложение 7.2. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтожде-
ство (1.9) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно выпол-
няется сверхтождество (1.6), т.е. сверхтождества (1.9) и (1.6) эквивалент-
ны. 

Предложение 7.3. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтож-
дество (1.10) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно вы-
полняется сверхтождество (1.5), т.е. сверхтождества (1.10) и (1.5) эквива-
лентны. 

Предложение 7.4. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтож-
дество (1.11) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно вы-
полняется сверхтождество (1.7), т.е. сверхтождества (1.11) и (1.7) эквива-
лентны. 

Предложение 7.5. В полугруппе Q(^) существенно выполняется сверхтож-
дество (1.12) тогда и только тогда, когда в этой полугруппе существенно вы-
полняется сверхтождество (1.7), т.е. сверхтождества (1.12) и (1.7) эквива-
лентны. 
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Следствие. Любое сверхтождество ассоциативности ранга 2, 3 или 4 эквивален-
те одному из сверхтождеств (1.1) ֊ (1.5). Причем выполнены следующие импли-
кации: 

(1.5) ^ (1.1) ^ (1.2), 
(1.5) ^ (1.4) ^ (1.2), 
(1.5) ^ (1.3). 
Abstract . The paper gives a characterization of the class of semigroups in which 
the nontrivial associative hyperidentity is essentially satisfied. It is proved that, in 
difference to the case of trivial associative hyperidentity, the class of all semigroups, 
in which a nontrivial associative hyperidentity is essentially satisfied, is a finite union 
of finitely based varieties of semigroups, and the basis identities of all varieties are 
explicitly inscribed. 
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