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АННОТАЦИЯ. Пусть функция / непрерывна в замкнутой полосе Sh и голо-
морфна в ее внутренности. Исследуется задача оптимально равномерного 
приближения / на Sh мероморфными функциями д. Рост функций д оце-
нивается в терминах их неванлиневской характеристики T(г,д). Этот рост 

/ 
свойств на границе. При этом рассматривается возможное расположение по-

д 

MSC2000 number: 30Е10, 30Dxx. 
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Задача оптимально равномерного приближения на вещественной оси R меро-
морфными функциями исследовалась в работе [1] Н. Аракеляном и Р. Авети-
сяном . Здесь рассматривается задача оптимально равномерного приближения 
в замкнутой полосе мероморфными функциями. Целью этой работы является 
конструирование мероморфных функций, аппроксимирующих заданную функ-
цию f в полосе и при этом имеют возможно медленный рост на комплексной 

плоскости C (в терминах их неванлиневской характеристики). Очевидно, что 
f 

полосы. Здесь мы улучшаем и одновременно уточняем результаты, полученные в 
работе [2]. Аналогичная задача о равномерном приближение целыми функциями 
исследовалась в [3]. 
В этой работе мы вводим классы мероморфных функций, которые илюстриру-
ют возможность оптимально равномерного приближения данной функции меро-
морфными функциями в полосе. Такие классы рассмотрены также в работе [2], 
но полученные здесь результаты более точные, так как в некотором смысле они 
обратимые. 
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С. Г. АЛЕКСАНЯН 

Работа состоит из двух параграфов. Первый из них содержит введение и вспо-
могательные сведения, а второй - основные результаты и их доказательства. 

1.1. Обозначения и определения. Замыкание, внутренность и границу мно-
жества E С С обозначим соответственно через E, E° и дЕ. 
Положим также 

R+ := {x е R : x > 0}; 
Dr (a) := {z е С : \z — a\ < r} для a е С, r > 0 ֊ открытый круг, Dr = Dr (0); 
Sh := R x [—h, h] дая h > 0 ֊ полоса; 
Да := {С е С : |arg Z\ < а/2} дая а е (0, 2п) ֊ угол; 
Д а (в) := {Z е С : |arg Z — в\ < а/2} кия а, в е (0, 2п); 
Д а (в, a) := {Z е С : (Z — а) е Да (в)} дая a е С ֊ угол с верш иной a; 
ՀՀ := С\ (Дп-а (—п/2, —2ih)° U Д п - а (п/2, 2ih)°) U S2h дая h> 0; 
Qh,r :=  Qh ո Dr дая h> 0 r > 0. 

Пусть Հ - открытое множество в С и Е относительно замкнутое множество в Հ . 
Для класса C (Е) непрерывных функций f : Е ^ С рассмотрим равномерную 
норму 

\\f УЕ = sup\f (z)\ 
z£E 

И ПОЛОЖИМ 

Mf (r) = Mf (r,E) := \\f W E D , 
Cb (E) := {f е C (E): \\f W E < 

Пусть Cp (ՀՀ) ֊ класс р-раз непрерывно дифференцируемых (в смысле R 2) ком-
плексных функций на Հ . Для жордановой области D с положительно ориентиро-
ванной кусочно гладкой границей и C^функции и в окрестности D, следующая 
формула является комплексной версией известной теоремы о дивергенции: 

(1.1) u (z) dz = i 2duda, 
JdD J D 

где Ծ ֊ плоская мера Лебега на D и 

(1.2) 2ди = д\и + д2и. 

Как обычно, обозначим через H(Հ) класс голоморфных функций в Հ , так что 
условие f е H (Q) означает, что f е C1 (Հ) и df = 0 в Հ . Для относительно 
замкнутого множества E С Հ положим 

A (E) = C (E) Ո H (E°) и Ab (E) = Cb (E) Ո H (E°). 

Пусть A' (E) и A" (E) классы функций E ^ С, которые соответственно один и 
два раза непрерывно дифференцируемы на E в смысле С. 
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ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Мы будем использовать функцию Р. Неванлины log+ : R+ ^ R+, определяемую 
формулой: 

, + (О, если 0 < x < 1, log+ x = < , 7 ՜ 
լ log x, если x > 1. 

Очевидно, log+ неотрицательная и неубывающая функция на R+. Пусть T (r,g) 
неванлиновская характеристика мероморфной функции g, g(0) = ж : 

/• 2п /• r 
T (r, g) = (2п) - 1 ln+ \g(re i e) \ dd +1 n (t,g) t - 1dt, 

J 0 J 0 

где n (t, g) число полю сов g в Dt (с учетом их кратностей). 

1.2. Приближение на Sh функциями из A (OJJ). В этом пункте мы построим 
голоморфные функции F G A (Ռ՚հ), ^ ^ ^ ^ ^ ^ аппроксимируют функцию f в по-
лосе Sh и имеют возможно медленный рост на Сначала докажем следующую 
вспомогательную лемму. 

Л е м м а 1.1. Пусть 0 < 2h < п и a G (0, п). Тогда существует функция q(Z, Z), 
такая что 

(1.3) q(Z,Z) = 1 для Z G па 

и q (Z, Z) удовлетворяет неравенству 

(1.4) \q (Z, Z)\ < k (|ln(|e| + 1) ֊ ln(|z| + 1)|2 + ^ , 

где Z = Հ + Щ и k = k(h, a) > 0. 

Доказательство. Пусть 

Z = G(w) = ±(ew ֊ e -w) 

конформное отображение полосы Sn/2 на 

Л = C\{Z G C : Re Z = 0 и |Im Z \ > 1} 

Представляя Z = x + iy = G(u + iv) получим 

x = 2(e" ֊ e - u) cos v и y = (eu + e - u) sin v. 

Для a G (0, п) существует постоянная h = հ(թ) G (0,п/2) (a = п ֊ в), такая что 
G - 1 (Ар Ս Д^ (п)) с Sh. Искомую функцию можно определить формулой: 

(1.5) q (Z,Z)= 25 ( ( G - 1 (Z) ֊ G - 1 (Z))2 + 2 б ) - 1 для Z G ՏՀ и Z G Па\5\. 
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Из (1.5) следует q(Z,Z) = 1 Д л я Z € 0a\Sh. Очевидно, что q(Z, •) € H (0,%) для 
фиксированного Z € 0 ^ Теперь мы должны оценить рост функции q (Z,z) для 
Z € 0a\Sh и z € 0%. Учитывая, что G - 1(Z) < ln (|ZI + 1) + 2, из (1.5) получим 

\q(Z,z)l <  2 5 2— < 

(ReG - 1 (Z) - ReG - 1 (z))2 + 3՜ 

(1.6) < c((ln (|Z| + 1) - Re G - 1 (z))2 + l) - 1, 

где c = c(a, h) > 0. • 
Следующая лемма улучшает и одновременно уточняет Лемму 1 работы [2]. 

Л е м м а 1.2. Пусть f € A" (Sh) u a € (0, п/2). Тогда для любого е > 0 суще-
ствует функция F € A (0а), такая что 

(1-7) f - F||Sfc < е, 

(1.8) Mf (r) < 3Mf (Ir + h)+ ce exp {ca2r} , 

где 
c 

(1.9) ar (f ) = 1 + - max {\z\ f (z)\ + |z | \ fd(z)\} 
e \z\<lr+h 

для l = 1 + tan (a/2) > 1, fg сужение f на dSh и c = c (h,a) > 0 ֊ постоянная, 
a h 

Доказательство. Заменяя f на е - 1 f и F на e - 1F, можем свести доказательство 
к случаю е = 1. Мы докажем лемму для случая 2h < п; тел и 2h > п, то выберем 
n = n (h) > 0 так, чтобы 2h/n < п и как легко видеть доказательство сведется к 
рассматриваемому случаю. 

Продолжим f как в Лемме 5 из [3]: пусть f,(Z) = f (Z) для Z € Sh и 

(1.10) f (Z):= if (Հ + Ո - han + ihar>) + (1 - i) f (Հ + ihar>), Z = Հ + in € C\Sh, 

где ar функция знака, то есть a0 = 0 и ar = n/|n| Д л я Ո = 0- Из (1.10) следует, что 
f* € C1 (C). Рост функции f * на 0а согласно (1.10) удовлетворяет неравенству 

(1.11) Mu (r, 0а) < 3Mf (lr + h,Sh) дая r > 0. 

Из (1.10) следует также df* (Z) = 0 дая Z € Sh. При этом из (1.2) и (1.10) имеем 

(1.12) 2df* (Z) = (1 - i) [f' (Z + Ո - har + ihar) - f' (Z + ihar)] 

для Z = Z + in € C\Sh. Очевидно, что f* € C'' (0а) и из (1.12) получим оценку 

(1.13) |df* (Z ) | < (\n\- h) Mf՛ (l |Z| + h,dSh) дая Z € 0Հ\5\. 
6 



ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ... 

Следующее неравенство следует из (1.9) и (1.13): 

(1.14) \(dfՓ) (Z) \ < с ( Ո ֊ h) аш/|£| для Z = Հ + in G 

где с = с (a,h) > 0. 

Теперь перейдем к построению искомых функций. Пусть Z ^ n (|Z|) G N для 

Z G дПа - кусочно постоянная функция; фиксируем n (|Z|) условием 

(1.15) 0 < ֊ n (|Z|) < 1для Z G д 

Для (Z,Z) G (Па)2 определим функцию Qz (Z) = Q (Z,Z) G H (П%), такую что 

Qz (Z) = 1 для Z G Տդ 
(Z ֊ Z \ " ( | z | )  

(1.16) Q (Z,Z):.= [ x q (Z,Z) , 

где Z0 Для Z выберем так, что Re Z0 = Re Z для любого Z G na\Sh и 2d (Z, dSh) = 
d (Z0, dSh) дая Z G д в качестве q(Z,z) возмем функцию из Леммы 1.1, удо-
влетворяющую условиям (1.3) и (1.4). 
Из формулы и теоремы Коши следует, что 

f г w \ л / \ յ \ ֊ 2 ™ , если Z G D 
( 1 Л 7 ) L  Qz  ( Z )  Cz ( z ) d z = { Z G ՈՀ ֊ D 

для любой жордановой области D с Ո՚է с кусочно гладкой, положительно ори-
ентированной границей. 

r > 0 

(1.18) Ir (Z)= п - 1 I Gz (Z) daz дая Z G r, 

С подынтегральной функцией Gz (Z) = ( d f Փ ) (Z)Qz(z)Cz(Z). 
Введем функции Fr G C (ո^ следующим образом 

(1.19) Fr (z) = ( f ) ( z ) + Ir (Z) дая Z G . 

Из (1.1), условия дф = 0 и теоремы Морера следует, что Fr (Z) G H ^(ո՚Օ,,r) 

Очевидно также, что Fr G A ԼՈ^ rJ для любого r > 0. 
Докажем, что при r ^ ж интеграл Ir локально-равномерно сходится на Ո՚է к 
несобственному интегралу 

I^(Z) = п - 1 Gz (Z) daz для Z G . 
յոՀ\տհ 

Тогда в силу (1.19), искомую функцию F G A (&%) можно определить формулой 

(1.20) F (Z) := f ) (Z) + I(Z) для Z G Ո՚է. 
7 



С. Г. АЛЕКСАНЯН 

Из определения (1.20) следует, что 

(1-21) \\f - F|Ա = \\U\sh, 

(1.22) \F (z)\ < \ f ) (z)\ + \I^(z)\ дая z G ՀՀ, 

так что приближение функции f на Sh функция ми F G A (Հ%) и оценка роста F 
на Հ՚է сводится в этой схеме к оценке 

Ir 

r ^ ж ) на ՀՀ. Из (1-16) для z G ՀՀ и Z G ՀՀ\Տհ имеем оценку 

(1.23) \Gz(z)\ < \df* (Z )| 3h + 2 \Հ\ S -\n\ 
2h + 2 \Հ\ S 

n(\C\) 
X \q(Z 

\Z - z\ 

где S = tan (a/2) > 0. 

Пусть K С ՀՀ ՜ компактное множество. Существует r 0 > max{1,h}, такое что 

K С Dro и r " > r' > 3r0. Отсюда следует, что \Z — Zo\ <  е \z — Zo\- Поскольку 

ri ^ Г h+ m s  (3h + 2 \е\ S — \п\хш d i n < h+^ S 
( L 2 4 ) Jh I 2h + 2 \Հ\ S ) d ^ < 4 ¥ i ) T T ՚ 
то с учетом (1.4) и (1.13) получим 

er"—r o 1 

\ Լ " ( z ) —  ( z^\<  C l J r ՛ — r 0 u ( l n u — R e G—1 (z ) )2  d u < 

^ ^ < 1 (ln(r'— r0) ln(r''— ro) ) 

равномерно no z G K , при r'', r' ^ ж. Это доказывает абсолютную и локально-
равномерную сходимость интеграла Ir дая z G Հ՛Օ,  и  ч т 0 I ж G A (Հ՛Օ,)- Здесь и в 
дальнейшем через Cj, j = 1,2, • • • будем обозначать положительные постоянные, 

a h 
Для доказательства (1.7) мы должны оценить \ITO(z)\ дая z G Sh. Представим 
интеграл I ж (z) в виде суммы двух интегралов: (1.26) Iж (z) = - i Gc(z)daz + 1 f Gz(z)dac = Ji(z) + h(z), 

n JB(z)  n JE\B(z) 

где B(z) := {Z G C : Z G Е й \Z — z\ < 2 \z\ S}. 
Для Z G E\B (z) следует, что \Z — Z0\ < P \z — Zo\> гДе P = p(a, h) > 0. Так, что из 
(1.23) - (1.26) получим 

Гж 1 
(1.27) \J2 (z)\ < du<C2. 

h u ln2 u 



ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Пусть ZO € dSh такое, что dist(z,z0) = dist (z,dSh) > 0 Обозначим для Z € Sh 

множество C(Z) = {[Z0 ֊ 1,Z0 + 1] x R} ՈB (z). Из (1.23) -(1.24), учитывая также, 
что \Q (Z, Z)\ < 1, будем иметь 

г г LZO| + i 
( 1 . 2 8 ) / \Gz (Z)\daz <  ci du = 2сА. 

JC(z) J l z 0 l ֊ 1 

Так как \Z ֊ Z\ <\u ֊ \zo\\ дая Z € B(Z)/C (Z), то получим 
r r b l z l 1 (1.29) \Gz (Z)\daz < , i iT+Тdu < <5, 

JB(z)/C(z) Jalzl \ u ֊ \Z0\\ + 1 

где a > 0 и b > 0 постоянные зависящие л ишь от а и h. Таким образом, суммируя 
(1.27) - (1.29), мы, по (1.26) и с учетом (1.11) и (1.20), приходим к оценке (1.7). 
Пусть теперь Z € Представ им Ix(Z) в виде суммы двух интегралов: 

(1.30) Iж (Z)= f Gz (Z) daz + / Gz (Z) daz =  J3 (Z) + J (Z) , 
J D(z) JE\D(z) 

где D(Z) := {Z € C : Z € Ей \Z ֊ Z\ < 3 \Z\ J } . Второй интеграл оценивается как 
в (1.27). 
Учитывая, что nen < e2n и 

/ ——- daz < mesD(z), 
JD(z) |Z ֊  Z\ 

из (1.24) и неравенства \Z\ > J \Z\ получаем 

(1.31) J3 (Z) < exp{c7n (3l \Z\ + h))}. 

Из (1.30) - (1.31), с учетом (1.11) и (1.20), мы приходим к требуемой оценке (1.8). 
• 

Замечание 1.1. Если в Лемме 1.2 предположить, что f € A' (Sh), то в (1.9) 
величину ar ( f ) можно заменить на 

с 

a*r (f ) = 1 + ֊ max {\z\\f'd (Z)\ M\z\\f'd ( Z ) \ ) } . 
£ l z l < l r + h 

2. О П Т И М А Л Ь Н О МЕРОМОРФНОЕ П Р И Б Л И Ж Е Н И Е В ПОЛОСЕ 

Настоящий параграф посвящен вопросам о наилучших равномерных приближе-
ниях мероморфными функциями в полосе. 

2.1. Мероморфное приближение в полосе. Процесс оптимально равномер-
ного приближения в полосе мероморфными функциями реализуется двумя шага-
ми: первый из них Лемма 1.2. Второй шаг это приближение функции F € A(П а) 

Sh 
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Теорема 2.1. Для F £ A (&%), а £ (0,п/2), p > 1 и e > 0, существует, меро-
морфная функция G с полюсами на мнимой оси, такая что 

(2.1) \F (z) — G (z)\ <e для z £ Sh 

и 
ppr րէ 

(2.2) T (r, e - 1 G) < c f Р Г f log+  M f ^ — + c log2 {pr) для r > 2h, 
h h e Tt 

где c = c (h,p,a) > 0 ֊ постоянная, зависящая лишь от h, а up. 

Следующая теорема является аналогом Теоремы 1 работы [1] для полосы. 

Теорема 2.2. Пусть f £ A" (Sh), e > 0 и p > 1. Тогда существует мероморная 
функция g с полюсами на мнимой оси, такая что 

(2.3) \f (z) — g (z)\ <edMiz £ Sh, 
ppr ր 

(2.4) T(r,e - 1g)<k / 
h h 

r > 2h k = k (p, h) > 0 

aT ( f ) + log+ M (T,f) drdt 2 
—^֊ + k log (pr), 

Доказательство. По Лемме 1.2 существует функция F £ A (Զ^), удовлетворя-
F 

log+ —Г ՝՝ ՚ < c 
MF (r) 

i + a ֊ f + l o g + м т 

где c = c (a,h) > завершаем докдаательство Теоремы 2.2. • 

2.2. Представление классов Mр. В работе [3] было показано, что если функ-
ция f £ A'b (Sh) и равномерно непрерывна на dSh, то ее можно на Sh равномерно 

1 
нельзя уменьшить. С помощью теоремы 2.2 мы можем указать новые условия на 

f f 
приблизить на Sh мероморфными функциями g порядка р £ (0,1). 

g 
надлежит классу Mр для р £ (0,1), если g ограничена на Sh и 

T (r, g) = O (rp) при r ^ ж. 

Теорема 2.3. Пусть v (r) = rp на R+ для р £ (0,1) и доопределим v на R 
так, что v (r) = —v (-r); положим թ (z) = /л0 (x) + iy для z = x + iy £ Sh, где 
բօ = v - 1 на R. Если f £ A'b (Sh) и функции (f о թ)' и (f о թ)'' ограничены, на 
dSh, то функцию f можно равномерно приблизить на Sh функциями из Mр. 

10 
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ОПТИМАЛЬНО РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

£ > 0 
функция g с полюсами на мнимой оси, удовлетворяющая (2.3) и (2.4). Из условий 
теоремы следует, что |(f о բ)'\ < М и \(f о բ)''\ < M на dSh. 
Учитывая, что թ' (r) = 1/v'(r), получиМ \zf' (Z)\ < M \z\p дая Z € dSh. Из опре-
деления ц имеем, что \f' (Z) թ'' (Z)\ < М0; откуда следует, что \zf '' (Z)\ < M1 \z\p  

для Z € dS\. Таким образом, из определения aT(f) по (1.9) и из (2.4) получим 
T (r, g) = O (rp), npи r ^ ж. • 

В случае вещественной оси аналогичный теореме 2.3 результат был обратимым 
(см. [1]). Для доказательства частичной обратимости теоремы 2.3 нам понадо-
бятся следующие леммы из работы [1]. 

Л е м м а 2.1. Пусть меромофная функция g не имеет полю сов в Aa (6) для а, в € 
(0, 2п). Тогда для произволных чисел p > 1 и в € (0, а) имеем оценку 

(2.5) log+ \g (Z)\ <cT (p\Z\, g) при Z € A— (6), 

где константа с > 0 зависит лишь от вир. 

Л е м м а 2.2. Пусть g € H (DR) И \g (Z)\ < М для Z € DR и \g (t)\ < 1 для 
֊R <t < R. Тогда 

6 
(2.6) \g' (0)\ < R (1 + log+ M). 

Леммы 2.1 и 2.2 позволяют доказать для функций класса Мр следующий 
аналог Леммы 5 работы [1] . 

Л е м м а 2.3. Пусть g € Мр, р € (0,1). Тогда для Z € dSh 

-\g' (Z) (2.7) lim ^ ^ < + ж . 
lzl^tt  V' ( | Z | ) 

Доказательство. Пусть функция g € Мp, тогда g не имеет полюсов в A a U A a ( n ) 
для а € (0, ^ ^ ^ ^ н и м к g и к углам A a и A a (п) Лемму 2.1 при р = 2. Из 
(2.5) с учетом того, что g € Мр, получаем 

(2.8) log \g(z)\ <w (\Z\) для Z € A a U A a ( п ) . 

Пусть Z € dSh. Рассмотрим ^^^^юрфную функцию gz : gz(Z) = g(z + Z) ДЛЯ 
Z € DR, где R = \Z\. Из (2.8) следует, что 

\gz(Z)\ < М = exp{dv (2 \Z\)} для Z € DR. 

gz 

\g' (Z)\< Z (1 + с1 V (2 \Z\)) < с 2 ^ < сз»' (\Z\), 
\Z\ \Z\ 

11 
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что доказывает оценку (2.7), так как cj = cj(h, р) > 0 дая j = 1, 3 • 

Следующая теорема частично обращает теорему 2.3, то есть указывает необходи-
f 

f Sh 

Теорема 2.4. Пусть f £ Ab (Sh) допускает равномерное приближение на Sh 

функциями из класса Mр. Тогда композиция f о р должна быть равномерно 
непрерывной на dSh. 

Доказательство. Из условий теоремы следует, что существует последователь-
ность функций [gn}TJ gn £ Mp такая, что gn ^ f равномерно на Sh, при n ^ ж. 
Тогда gn о р ^ f о р также равномерно на Sh. Если мы докажем, что (gn о р)' 
ограничена на dSh, то (f о р)' также будет ограничена на dSh. Это означает, что 
f о р равномерно непрерывна на dSh. Из (2.7) следует, что для z £ dSh имеем 

-\g' (Բ (z))\ lim j (g  о р)  ( z )\ = Km խ' ( z ) g'  (p ( z ) )\ = lim < ж . 

• 
f 

Sh 

Sh g 
T(r, g) 

f f 
g 
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АННОТАЦИЯ. В работе мы даем обобщение контрпримера, приведенного К. 
Де Буром для R d и приводим пример множества ՕՕշ в R 4 с тремя макси-
мальными гиперплоскостями. Мы также обсуждаем гипотезу, касающуюся 
числа максимальных прямых множеств GC„ в R d и доказываем ее правди-
вость в случае n = 2, d = 3. 

M S C 2 0 0 0 number: 12Е10 
Ключевые слова: геометрическая характеристика, максимальная гиперплос-
кость, фундаментальный многочлен, естественная сеть, 1 -сеть, GCn множество. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Начнем с некоторых стандартных обозначений: 

x = ( x i , Х2, Xd) G R d , a = ( a i , a - շ , a d ) G Z+, 

x a = xi1 • x^ • ... • x ad d, |a| = a1 + a2 + ... + ad. 

Через ПП = ПП (Rd) обозначим пространство многочленов d переменных, степени 

не больше n: 

ПП = J p(x) = ^ aax d, aa G R, x G R d 

N := N(n, d) := МтПП = ^ + ^ . 

Получаем 
^n + d^ 

d 
Задача интерполяции с множеством узлов X s := {x ( 1 ) , x ( 2 ) , . . . , x ( s ) } С R d назы-

вается точной в ПП, если для любых заданных чисел {c1 ,c2,... ,cs} существует 

единственный многочлен p G ПП, называемый интерполяционным многочленом, 

такой что 

(1.1) p(x ( k )) = ck, к = 1, 2,...,s. 

Эти условия образуют систему s линейных уравнений с N переменными (коэф-
фициенты многочлена). Точность означает что эта система имеет единственное 
решение для любой правой части. Отсюда следует необходимое условие точности 
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s = N, т.е. число уравнений равно числу переменных. Впредь будем предпола-
гать, что это условие имеет место. 

Многочлен p*A £ ПП называется фундаментальным многочленом узла A = 
x ( k ) £ X для множества X := X N , если 

pA(x(fc)) = l, pA(x { j՝>) = 0, 1 < j < N, j = k. 

Отметим, что задача интерполяции точна тогда и только тогда, когда для всех 
узлов существуют фундаментальные многочлены. Заметим, что в случае точ-
ности все фундаментальные многочлены единственны, так как они интерполя-
ционные могочлены. Легко заметить, что фундаментальные многочлены имеют 
степень равную п. Действительно, в противном случае, если степень многочлена 
pA будет меньше, чем п, то умножая его на линейный многочлен принимающий 
значение 0 в точке A, получим нетривиальный многочлен из ПП принимающий 

X X 
В случае точности мы имеем формулу Лагранжа для интерполяционного мно-
гочлена 

N 

p = 12 • 
i=1 

В дальнейшем, если гиперплоскость задаётся уравнением h(x) = 0, где h £ n f , 

то через h мы будем обозначать как гиперплоскость, так и многочлен h. 

Определение 1.1. Перемещение линейного пространства имеющего измере-
ние k в R d называется k-мерной плоскостью, или короче k-плоскостью. 

Например точка, прямая и гиперплоскость в R d являются 0, 1 и (d — 1)-мерными 
плоскостеми соответственно. Пустое множество мы назовем (-1)-плоекоетью. 
k-плоскость h мы обозначим через h{k}. Если h есть гиперплоскость, т.е. k = 
d — 1, то мы так же используем обо значение h := h{d — 1}. 

Определение 1.2. Пусть дана k-плоскостъ h{k}. Множество узлов X С h{k} 
удовлетворяет геометрической характеристики для П^ (GCn для краткости), 
если: 
1. # X = N(n,k), 
2. Для любого фиксированного узла A £ X существует не бол ее чем п (k — 
1)-плоскостей hA, hA, hm (m = ША < n) лежащих в h{k}, объединение 
которых содержит, все узлы X, за исключением A. 
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При выполнении условия 2 будем говорить, что узел A использует каждый из 
гиперплоскостей 

к N(n, к) 
множества GCn. 
В частности, если h{k} = Rd , т.е. к = d, то говорят, что X с R d является GCn 

множеством, если # X = N и для любого узла A G X существуют не бол ее чем n 
гиперплоскостей в R d , объединение которых содержит все узлы X за исключе-

A 
Отметим, что условие 2 в этом случае означает, что фундаментальный многочлен 

A 

Р*л = YA • եէ • hA ••• hA, 

где Ь^, hA A,..., hA ֊ гиперплоскости, используемые узлом A,  ։&^л~ постоянная. 

Таким образом, каждое GCn множество точно. Поэтому число гиперплоскостей, 

используемых каждым узлом, равно n, т.е. тл = n для любого A G X. 
М. Гаска и Дж. Маезту (см. [2]) сформулировали следующую гипотезу для GCn 

R2 

Гипотеза - GM. Если X с R2 есть GCn множество, то существует прямая, 
содержащая n + 1 узлов X. 

Rd 

Гипотеза - GMd. Если X с R d теть GCn множество, то существует гиперплос-
кость, содержащая N(n, d — 1) узлов X. 

Указанные выше прямая и гиперплоскость называются максимальными или про-
сто максималами. Ниже мы обобщаем понятие максимала. 
Из Леммы 2.1 работы [8] следует, что #(h{k} Ո X) < N(n, к) для любой к-
плоскости h{k}. 

Определение 1.3. к-плоскостъ h{k} называется максимальной для GCn мно-
жества X, если h{k} содержит ровно N(n, к) узлов из X. 

Таким образом, каждая прямая содержащая n + 1 узлов, называется максималь-
Rd 

Определение 1.4. Множество гиперплоскостей H = {ե1 ,ե2,...,hi}, l > d 
R d d 
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гиперплоскостей из H есть точка, а пересечение любых d + 1 гиперплоскостей 
пусто. 

Ниже мы приводим определение естественной решётки, введенное Чанг и Яо [3]: 

n + d H = 
{ե1, ե2,..., եո+ձ} находится в общем положении. Множество всех N(n, d) точек 

d H 
степени n в R d или короче NLn. 

Легко заметить, что каждая NLn сеть удовлетворяет условиям GCn и все ги-
перплоскости Н^, i = 1, 2,..., n + d максимальные для нее. Более того, число n + d 
есть максимальное количество максимальных гиперплоскостей для любого GCn 
множества. Это вытекает из приведённого ниже Предложения 2.1. 

GCn X с R D 

/• гу ւ rv~ 

фект г աս X есть г-сеть, если число максимальных гиперплоскостей X равно 
n + d — г. 
Таким образом NLn представляет собой 0-сеть. Используя указанное Предло-
жение 2.1, можно доказать, что каждая 0-сеть натуральная. Поэтому сети NLn 

0 
1 R D 

n — 1 n + d — 

1 
добавляем ( П + / - 1 ) произвольных узлов по одной на прямой пересечения каждых 
d— 1 
точки не содержаться в одной гиперплоскости. В противном случае мы получили 

0 

2. П Р И М Е Р GC2 М Н О Ж Е С Т В А В R D С d МАКСИМАЛЬНЫМИ 

Г И П Е Р П Л О С К О С Т Я М И 

Приведем некоторые начальные сведения. Начнем с результата полученного Кар-
никер и Гаска в [7]. 

Теорема 2.1. Если каждое GCn множеств о в R2 имеет максимальную пря-
мую, то оно имеет не менее трех максимальных прямых. 
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GC2 

В [1] С. Боор обобщая этот результат сформулировал гипотезу: 

Гипотеза 2.1. Каждое GCn множеств о в R d , имеющее максимальную гипер-
d+ 1 

В той же работе С. Боор приводит контрпример: GC2 множество в R 3 с тремя 
максимальными плоскостями, таким образом, опровергнув гипотезу 2.1 в слу-
чае d = 3. Он начинит построение контрпримера с 1-сетью степени 2 в R 3 с 
четырьмя максимальными плоскостями. Далее, он уменьшает количество узлов 
на одной из максимальных плоскостей на единицу удаляя из нее одну белую 
точку, тем самым сделав ее не максимальной (см. Рис. 1). Ниже мы приводим 
обобщение этого примера для R d (d > 4), точнее, мы приводим способ получения 
GC2 множеств а с d максимальными гиперплоскостями из GC2 множеств а с d + 1 
максималами, тем самым опровергнув Гипотезу 2.1 в общем случае. 
В дальнейшем нам необходимы следующие результаты, доказанные в [8]. 

Предложение 2.1. Максимальные гиперплоскости каждого GCn множества 
X находятся в общем положении, более того, пересечение любых к из них пред-
ставляет собой максимальную (d — к) ֊плоскость для X, (к = 1, 2,..., d + 1 ) . 
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Предложение 2.2. к-плоскостъ h{k} максимальна для GCn множества X то-
гда и только тогда, когда каждый узел x £ X\h{k} использует гиперплоскость 
содержащую h{k}. 

В частности, если к = d — 1, то имеют место следующие результаты. 

Следствие 2.1. Гиперплоскость h максимальна для GCn множества, или бо-
лее общо, для любого ПП֊точного множества X тогда и только тогда, когда 
каждый узел x £ X \ h использует h (фундаментальный многочлен узла x име-

h 

Следствие 2.2. Каждый многочлен степени n принимающий значение 0 во 
всех узлах максимальной гиперплоскости h ПП֊точного множества X имеет 

h 

Предложение 2.3. (см. [8]). Пусть гиперплоскости h\,h2, ...,hd находятся в 
общем положении в R d . Тогда линии пересечения (1-плоскости) 

d 

li = hi, i = 1, 2,...,d 
j = l , j = i  

этих гиперплоскостей не содержатся в одной гиперплоскости. 

Предложение 2.4. (см. [8]). Пусть максимальная к -плоскость GCn мно-
жества X в R d . Тогда множе cm,во X Ո h{h} есть GCn множеств о в h{к}. 

Вернемся к построению контрпримера. Мы начнем с 1-сети X степени 2 в R d 

(d > 33). Обозначим через H = {h0,h\, ...,hd} множество максимальных гипер-
1 

Предложение 2.5. Пуст,ь X И^-точное множество, и существует макси-
мальная гиперплоскость h, не содержащая A. Тогда фундаментальный много-
член узла A £ X представляется в виде произведения линейных множителей. 

Доказательство. Легко заметить, что # X \ h = d. Обозначив через h' гипер-
плоскость содержащую эти узлы, получим, что многочлен P = hh' фундамен-
тальный для A Действительно, P(x) = 0 Vx £ X \ A . С другой стороны, X, 
P(A) = 0 в силу точности. • 

В силу Предложения 2.1 максимальные гиперплоскости находятся в общем по-

(d — 2) 
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Рис. 2. Максимальная 2 ֊плоскость. 

максимальную плоскость (2-плоскость). Пусть пересечение 
d 

Q := Ը hi 
i=3 

есть максимальная плоскость изображенная на Рис. 2 и 

Lj := h j f } Q, j = 0,1, 2 
Q 

d 

xk := P| hi j = 0,1,...,d. 
i=0, i=k 

В силу Следствия 2.1, узел Х2 использует максимальную гиперплоскость հշ. Дру-
гой гиперплоскостью используемой им и обозначенной через h*, является гипер-
плоскость, содержащая остальные d белые узлы. Очевидно h* содержит прямую 
L * x2 

Предложение 2.6. Может существовать только одна гиперплоскость содер-
жащая — 1 узлов множества X. Если такая гиперплоскость существует, 
то все содержащиеся в ней узлы белы,е. 

Доказательство. Первая часть утверждения вытекает из второй. Действитель-
но, количество всех белых узлов равно M := (d+1). Предположим, что суще-
ствуют две разные гиперплоскости hi и h2 содержащие по M — 1 белых узлов. 

M—2 
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(d — 2) 
плоскость (см. [8], Предложение 1.1), следовательно, ввиду [8, Лемма 2.1], оно 

может содержать не более (2) = M — d узлов, что и является противоречием в 

d > 3 
h 

M — 1 узлов, то они все белые. Предположим, что гиперплоскость Содержит r > 
0 черных узлов. Поскольку h не является максимальным, можно рассматривать 

только случай r < d. Получаем, 0 < r < d — 1. При этом d + 1 — r черные 

h h 

h 
r(d + 1 — r) h 

может содержат не более 

Ф(Г) = + ^ —(d+1—r)—r(d+1—r) = —(r+1)(d+1—r), r = 0,1,...,d—1 

узлов. Имеем 

ф(0) = ф((1) = M, 

ф(1) = ф((1 — 1) = M — d + 1. 

Так как Ф(Г) квадратна форма от r то е е максимальное значение для r £ 
{ 0, 1 , ... , d — 1 } M r = 0 единственное, для 

h M— 1 • 

Заметим, что мы доказали больше, чем утверждает вторая часть Предложения 

2.6. Если гиперплоскость h содержит то крайней мере M — d + 2 узлов, то все 

узлы белые. 

X GC2 d 
перемещаем узел x* прямой L2 на прямую L* (см. Рис. 2). Обозначим полученное 

множество через X'. Отметим, что если ^содержит — 1 белых узлов, то 
X ' 

d + 1 максимальных гиперплоскостей. В силу Предложения 2.6, избежать этого 

можно передвижением другого белого узла из Q (или X) на соответствующую 

прямую. 
h* 

не более чем (d+*) — 2 узла и поэтому после перемещения одного из белых узлов 
h* 
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L* 

Q 

Լշ 

а b 

Рис. 3 

Отметим еще, что если узлы плоскости Q формируют не 1 -сеть, & 0-сеть, то мы 
можем перемещать узел x* вдоль прямой L* так, что x' не будет лежать на L2 

(см. Рис. 3). 

Предложение 2.7. Множество X' является CG2 множеством. 

Доказательство. Сперва покажем, что множество X' П^-точна. Действительно, 
гиперплоскости ho и h\ максимальны, поэтому каждый многочлен степени два, 
принимающий значение 0 на всем множестве X', имеет представление p = դհ0հւ 
при некоторой постоянной 7. Перемещенный узел X' не лежит ни на одном из 
этих двух гиперплоскостей. Таким образом, p принимает значение 0 и в точке 
x', что означает 7 = 0 и поэтому p = 0. 

Теперь покажем, что множество X' удовлетворяет уловиям GC2 множеств. Ги-
перплоскости [hi; i = {0,1,..., d } \ { 2 } } максимальны для X'. Ввиду Следствия 
2.1, узлы не лежащие на одной из этих гиперплоскостей используют ее. Сле-
довательно, в силу Предложения 2.5, эти узлы имеют фундаментальные мно-
гочлены, которые представляются в виде произведения линейных множителей. 

x2 

остальные узлы используют по крайней мере одну максимальную гиперплос-
кость. Фундаментальный многочлен узла x2 в X' совпадает с его фундаменталь-

X x2 
гиперплоскостью на другую. Следовательно и фундаментальный многочлен узла 
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x2 
X' есть GC2 множество. • 

Отметим, что в силу Предложения 2.2 фундаментальные многочлены узлов не 
Q Q 

симальной. 
h2 

максимальной. Таким образом, мы получили следующее утверждение: 
Множество X' удовлетворяет условиям GC2 в R d и имеет только d мак-
симальных гиперплоскостей: [hi; i = [0,1,..., d } \ { 2 } } . Предложением 2.6 мы 
предотвратили появление новой максимальной гиперплоскости. 

3 . П Р И М Е Р М Н О Ж Е С Т В А GC2 В R 4 С Т Р Е М Я МАКСИМАЛЬНЫМИ 

Г И П Е Р П Л О С К О С Т Я М И 

Начнем с определений Д2 и Д3 структур (см. Щ). 

Определение 3.1. Будем говорить, что шесть узлов в R2 формируют Д2-
структуру, если три из них являются вершинами треугольника, а остальные 
три лежат по одному на прямых содержащих стороны этого треугольника 
(см. Рис. 2, а)). 

Определение 3.2. Будем говорить, что десять узлов в R 3 формируют Д3-
структуру, если четыре из них являются вершинами пирамиды, а остальные 
шесть лежат по одному на прямых содержащих стороны пирамиды (см. Рис. 
1, а)). 

GC2 R2 Д2 

А в силу [8, Теорема 4.1 и Утверждение 3.1], каждое GC2 множеств о в ! 3 с 4 или 
5 максимальными гиперплоскостями (0 или 1-сеть) формирует Д3-структуру. 

1 X R4 

костей (3-плоскостей). Узлы, принадлежащие каждой из этих максимальных 
Д 3 

2 
Д 2 

4 а), где черные узлы множества X обозначены через A, B,C, D и E. Обозна-
чим максимальные гиперплоскости формирующие Д3-структуры через Hi := 
ABCD, H2 := ABCE, H3 := ABDE, H4 := ACDE, H5 := BCDE. 
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А \ Ъ 
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а b 

Рис. 4 

Чтобы получить множество ՕՇշ с тремя максимальными гиперплоскостями, мы 
перемещаем два белых узла следующим образом. Первое перемещение мы делаем 
внутри максимальной плоскости ABC, где мы перемещаем белый узел x* лежа-
щий на прямой AC на прямую L*, проходящую через оставшиеся два белых узла 
этой плоскости. Второе перемещение мы делаем внутри плоскости CDE. Мы пе-
ремещаем белый узел x**, лежащий на прямой D E на прямую L**, проходящую 
через оставшиеся два белых узла плоскости CDE. Полученное множество X' 
изображено на Рис. 4 Ь). Легко заметить, что гиперплоскости H3 и H4 содержат 
по 9 узлов и являются максимальными. В самом деле, достаточно отметить два 
обстоятельства. Первое: x', x'' е H3, поскольку, в противном случае, если x' е H3 

или x'' е Нз, то H3 содержал бы A B C или CDE соответственно. Следовательно, 
C е H3 в обоих случаях, что является противоречием. Второе обстоятельство: 
x' е H4, так как в противном случае H4 содержал бы плоскость ABC, следова-
тельно B е H4, что является противоречием. 

Заметим, что мы можем предполагать, что после перемещений не возникает но-
вая максимальная гиперплоскость. Действительно, в силу Предложения 2.6, но-
вая максимальная гиперплоскость может возникнуть как после только одного 
перемещения, так и только после двух. В первом случае, как мы видели в Пред-
ложении 2.6, второе перемещение не приводит к возникновению максимальной 
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плоскости, следовательно, нужно менять только первое перемещение. Если пер-
ABC 

перемещение точки F на соответствующую прямую (см. Рис. 4), а если оно про-
исходит на плоскости CDE, то можно рассматривать перемещение любого дру-
гого белого узла этой плоскости на соответствующей прямой. Каждый из этих 
двух решений проблемы решает проблему так же и во втором случае. 
Следующий результат улучшает результат, полученный в §2, уменьшая количе-
ство максимальных гиперплоскостей множества GC2 на два. 

Предложение 3.1. Множество X' является CG2 множеством. 

Доказательство. Покажем, что множество X' П^-точна. Гиперплоскости H1 и 
H2 

пени p, принимающий значение 0 во всех точках множества X' имеет представле-
ние p = 7H1H2, где 7 - некоторая постоянная. Узел x'' не содержится ни в одном 
из этих двух гиперплоскостей. Следовательно, p(x'') = 0 означает, что 7 = 0 и 

p = 0 
Теперь проверим, что X' является GC2 множеством. Гиперплоскости H1,H2 и 
H5 максимальны для X'. В силу Следствия 2.1 и Предложения 2.5, узлы, не ле-
жащие на одной из этих гиперплоскостей, используют ее, следовательно, имеют 
фундаментальные многочлены, представляемые в виде произведения линейных 
множителей. Таким образом, остается проверить условия GC2 множества для 

B, C F 
B, C F 

кости H4, H3 и H3, соответственно, и гиперплоскость содержащая остальные 5 
узлов. Заметим, что такая гиперплоскость существует, так как три из пяти узлов 

• 

4. Р Е З У Л Ь Т А Т К А С А Ю Щ И Й С Я Г И П О Т Е З Ы 

В этой главе мы воспользуемся результатом полученным Г. Ктряном в [9]. 

Теорема 4.1. Каждое GC2 множество в R 3 имеет по крайней мере три мак-
симальные плоскости. 

Как мы видели в параграфах 2 и 3, Гипотеза 2.1 не верна в 
Rd 

R4 

24 



ГИПОТЕЗЫ О GCN М Н О Ж Е С Т В А Х 

другой стороны, легко заметить, что в этих случаях рассмотренные перемеще-
ния белых узлов ме меняют минимальное количество максимальных прямых 
(1-плоскостей). Имеет место следующая гипотеза, составленная совместно с А. 
Акопяном на основании Теоремы 2.1. 

Гипотеза 4.1. Каждое GCn множество в Rd имеет по крайней мере (D+1) 
максимальных прямых. 

Ввиду Теоремы 2.1, в случае d = 2 Гипотеза 4.1 совпадает с Гипотезой ֊ GM. 
GC1 R 3 

GM3 R 3 GC2 

4.1 так же имеет место для этих множеств. 

GC2 R 3 

Доказательство. В силу Теоремы 4.1, каждое GC2 множество имеет по крайней 
мере 3 максимальных плоскостей. Обозначим их через h1, h2, h3. Ввиду Предло-
жения 2.1, пересечение любых двух максимальных плоскостей является макси-
мальной прямой, т.е., прямой содержащей три узла. Обозначим эти прямые через 

h := H-2 Ո H-3, I2 := H-1 Ո H-3, I3 := H-1 Ո H-2. 

Таким образом, плоскость hi содержит максимальные прямые կ и կ, где i,j, k = 
1,2 ,3 i = j, i = k. В силу Предложения 2.4 множество узлов каждой мак-

GCn 

ввиду Теоремы 2.1, каждая максимальная плоскость содержит по крайней мере 
еще одну максимальную прямую, которая не содержится в других максималь-
ных плоскостях. Получаем, что количество максимальных прямый не менее ше-

• 
Автор выражает свою благодарность профессору Акопу Акопяну за полезные 

дискуссии по теме этой работы. 

Abstract. The paper gives a generalization of the counterexample of C. de Boor 
on R d and provides an exam pie of GC2 set in R4 with three maximal hyperplanes. 
Also, a conjecture on the number of maximal lines of GCn sets in R d is discussed and 
proved that it is true in the case when n = 2, d = 3. 
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АННОТАЦИЯ. The aim of this note is to investigate the relationship between 
strictly positive random fields on a lattice Z v and the conditional probability 
measures at one point given the values on a finite subset of the lattice Z v . 
We exhibit necessary and sufficient conditions for a one-point finite-conditional 
system to correspond to a unique strictly positive probability measure. It is 
noteworthy that the construction of the aforementioned probability measure is 
done explicitly by some simple procedure. Finally, we introduce a condition on 
the one-point finite conditional system that is sufficient for ensuring the mixing 
of the underlying random field. 

M S C 2 0 0 0 n u m b e r : 12E10 
К л ю ч е в ы е с л о в а : Random field; one-point conditional distribution; mixing 
properties. 

1. I N T R O D U C T I O N 

The mathematical theory of random fields is an active area of research aimed at 

study of the probabilistic properties of systems of interacting particles. In recent years, 

random fields have been successfully applied to the analysis of biological sequences, 

text and image processing, as well as to many areas of computer vision and artificial 

intelligence. In most of these applications, a random field is defined by its finite-

dimensional, conditional distributions and is therefore often termed conditional random 

field. The reconstruction of distributions of random fields from such conditional 

probabilities is the subject of the present paper. 

The description of a random field by means of its conditional distributions is an 

old problem, most important contributions to which date back to Dobrushin [5, 6]. In 

his seminal paper [6], Dobrushin considered some systems of conditional distributions 

on finite sets under the condition that the values of the field are known outside that 

sets and he proved that, under some assumptions, there exists a random field with 

the given conditional distributions. This line of research has been developed in recent 
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papers [4, 2, 1, 3, 8], while the present paper is complementing the mentioned works 

by an exhaustive description of one-point finite-conditional distributions that give 

rise to positive random fields. 

To be more precise, we consider a random field X on the ^-dimensional regular 

grid Z v and with values in a finite set X. Given the distribution of X, the conditional 

probabilities Q f A (x) = P(Xt = x\ХЛ) can be easily computed for every x € X and 

for every finite set Л с Z v . In some situations, however, the random field may be 

unavailable, and only a set of conditional distributions [QfA } can be defined. In image 

X 

specifying the conditional distribution of X at any lattice point t given its values on 

the neighboring points. Then, the segmentation is obtained by assigning to each point 

t the most likely value taken by Xt (cf. Figure 1, an example). In such a situation, 

it is relevant to raise the question of the existence of a random field corresponding 

to a set of conditional distributions [QXA }• This is the main issue studied in this 

work. We prove that under some consistency assumptions on the collection [QXA} 

there exists a random field corresponding to the mentioned collection. Furthermore, 

the distribution of this random field is uniquely determined by the collection [QXA }. 

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we introduce the main 

notation used throughout the paper and present the mathematical formulation of the 

questions which are of our interest. The main result of the paper is stated and proved 

in Section 3. We briefly discuss the mixing properties in Section 4 and summarize the 

main results of the paper in Section 5. 

2. N O T A T I O N A N D P R O B L E M S T A T E M E N T 

Let X be a random field on Z v with a finite state space X drawn from a probability 

distribution P on (XZ" , A), where է he ст-algebr a A is defined as ( 2 X ) Z , wit h 2 X being 

the set of all subsets of X. Note th at P is a probability measure acting on an infinite-

dimensional space. A classical way of characterizing such probability measures passes 

through the collection of its finite-dimensional distributions 

( Р л , Л с Z v and СаЫ(Л) < ж]. 

The famous result of Kolmogorov states that a collection of finite-dimensional distributions 

corresponds to a unique probability measure on (XZ" , A) if and only if it satisfies 

Kolmogorov's consistency condition. 

In this paper, we focus our attention on strictly positive random fields, i.e. random 
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F i g . 1. A natural image and its segmentation into 4 regions. The segmented image 

is obtained as the most likely configuration with respect to a probability measure 

corresponding to a random field on Z 2 with state space {1, 2, 3, 4} . 

fields X satisfying Р ( Х Л = хЛ) > 0 for all non-empty, finite sets Л с Z v and for all 

хЛ E Х Л For such a random field, the one-point finite-conditional probabilities are 

defined as follows. For any Л с Z v , Х Л stands for the set of all functions ж defined 

on some non-empty, finite subset J of Z v \ Л and take values in X : x : J ^ X. We 

will refer to J as the support of ж E X^. For every t E Z v ^^d for every ж E X f the 
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following conditional probability measure can be defined on X: 

Q X ( • ) = P(Xt = Հ Xj = X), where J = supp(X). 

The set q ( P ) = { Q X , t E Zv and X E X t } is called one-point finite-conditional 

distribution of P . The problems, we are interested in, can be formulated as those 

related to the inversion of the operator q. 

To be more precise, let X = {QX, t E Zv and X E X t} be a system of probability 

distributions on X, such that QX (x) > 0 for all x E X. We define P(X) the set of 

all strictly positive probability measures P , such that q ( P ) = Xj o r in other terms, 

P(X) = q - 1(X)- The main goal of the present paper is to accomplish the following 

tasks: 

(a) Determine necessary and sufficient conditions on Xj under which the set P(X) 

is non-empty. 

(b) Prove that if P(X) is non-empty, then it is a singleton, which means that 

qx 

distribution. 

qx 

if exists, possesses mixing properties. 

3. N E C E S S A R Y A N D S U F F I C I E N T C O N D I T I O N F O R E X I S T E N C E 

A N D U N I Q U E N E S S 

qx 

to a random field. For instance, it is obvious that any random field with strictly 

positive probability distribution the following property 

(3.1) 
P ( (Xt, Xs) = (x,y) | X j = X) = P ( X t = x | X j = X) P ( X S = y | X j = X, X t = x) 

should be satisfied for any t, s E Z v , (x, y) E X ^ a n d for all X E X^ t> s } . Therefore, 

if for X the condition QX(x)QXxx(y) = Q f (y)QX v(x) fails for some (s,t,x,y, X), then 

there is no random field having X as its one-point finite-conditional distribution. The 

next theorem provides a precise characterization of systems X that can be extended 

to strictly positive random fields. Moreover, it shows that the corresponding random 

field is unique and can be constructed by a simple procedure. 

T h e o r e m 3 .1 . Let X = {QX, t E Zv and XX E X t} be a one-dimensional finite-

X 
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q as its system, of conditional probabilities, i.e. P(q) = 0, if and only if the following 

conditions are fulfilled: 

[CI] QX (x) > 0 for a,II t E Zv, x E X and X E X t. 

[C2] For all t, s E Zv, x E X, y E X andx E X { t, s } it holds that 

QX (x)QX x(y) = QX (y)QX v (x). 

[C3] For all t, s E Zv, x,x' E X t and y, y' E X s it holds that 

(3.2) QV (x)QX' (y)QV' (x')QX(y') = QV՛ (x)QX' (y')QV (x')QX (y). 

qX 

the same distribution. 

P r o o f . We start by proving that all three conditions are necessary. This is obvious 

for the first condition. For the second one, the necessity follows from the property 

(3.1) of random fields. Further, note that if P is a probability measure and A, B, C, D 

are any events, then 

(3.3) P (AIB)P (BC )P (C D)P (DIA) = P (AID)P (DC)P (C IB)P (BIA). 

Applying this identity to the random field X drawn from P and to the events A = 

{ X t = x}, B = { X s = y}, C = { X t = x'} and D = { X s = y'}, we get the necessity 

of condition (3.2). 

qX 

point finite-conditional system satisfying these conditions. Then for any t E Zv, we 

choose s E Z v \ { t } , y E X s and set 

(3.4) Pt(x) =  QV  ( x )  ^ QV ( u ) 
Q u ( y )  

1 
x e X t. 

QS (y) 

Under condition [C2] and [C3], Pt(x) defined as above is independent of s and of y. 

Indeed, it follows from [C2] that for any distinct points t,s,r E Zv and any x E X t, 

y E X s , z E X r  

Qt (x)QZX(y) = QZ (y)QZV (x), 

QV (z)QZV (x) = QV (x)QVX(z), 

QX (y)QVX(z) = QX(z)Q t X ( y ) . 

Multiplying these equations, one can see that many terms vanish, and the result is 

the identity 

(3.5) Qt (x)QX(y)QV (z) = Qt (y)QX(z)QV (x). 
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Since (3.5) holds for any x € X t, we have also 

(3.6) QZ(u)QU(y)QV (z) = QZ(y)QU(z)QV(u), u € X t. 

Dividing (3.5) by (3.6), we come to the equality 

QZ (x)QX(y) QX(z)Qy (x) 
(3.7) 

QZ (u)QU(y) QU(z)Qt (u)' 

Rearranging the terms, we come to the equality 

(3.8) 

which implies 

(3.9) 

QZ(x)Qvt (u) = Qyt (x)QZ(u) 
QX(z)QU (y) Q xa(y)QU(z) 

Qt z(x) 
Qr (z) ^ QS (y) QS ( y ) ^ Qr (z) 

QV (u) QV(x) QZ (u) 

u € X t 

(3.10) QZ (x) 
QX(z) E 

и 

QZ (u) 
QU(.z)\ 

֊ 1 
QV (x) 
QX(y) 

^ Q V (u) 
QU(y)\ и 

1 

P t 
choice of ^ d y, i.e. taking r = s instead of s and z instead of y does not affect 

y 

[СЗ]. 

So far, we proved that for any one-point finite-conditional distribution <7 satisfying 

[C1-C3] one can uniquely determine one-point unconditional distributions. Let us now 

look at what happens with the remaining finite-dimensional unconditional distributions. 

To this end, let Л be a finite subset of Z d , the elements of which are somehow-

enumerated as Л = [tl7..., t n } . Then, for every хл € Хл we define 

(3.11) Р л ( х л ) = Pt ! (xt! )QT21 (xt2) Q t ( x t n ՝ ) , 

where P t l (xtl) is well defined by (3.4). We prove below that this definition is independent 

of the enumeration of elements of Л and that the family : Л is a finite subset of Z v } 

is a collection of probability measures that are consistent in the Kolmogorov sense. 

To prove that the definition of P ^ ^̂  ̂ ^ ^ ^ ^ ^ ^^^^^^ ^ ^ ^ r d e r on the elements of Л, 

t1 , . . . , tn 

of a finite set of permutations of two successive elements. Therefore, it is sufficient to 

prove that the replacement of {t1 ,t2,..., tk-1,tk,..., tn} by the ordered set 
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{t1,t2,... , t k , t k ֊ i , . . . ,tn} does not affect the definition of Р л . Thus, we aim at 

showing that 

(3.12) 

Q Z r t k - 2 ( x t k - i )Qtk 

and that 

(xtk ) = Q tk ՝(xtk )Qtk-i 
X t1 •••X tk-2 ,Xtk 

(xtk-1  ),  k >  2  

(3.13) P t 1 (xt1 Q 1 (xt2) = Pt2 (xt2)Q Xtt2 (xt1). 

Observe that (3.12) is reduced to the condition [C2J by setting t = t k ֊ i , s = tk, 

x = {xt1,... ,xtk-2}, x = xtk-1 and y = xtk. The case of (3.13) is a bit more delicate 

and requires the use of [C3J. To simplify notation, we set t = t i , s = t2, xt1 = x and 

xt2 = y and intend to show that Pt(x)QX(y) = P s ( y ) Q v t (x), which amounts to 

QУ (x) 
V- Qy (x') 

^ QX' (y)J 
QX(y) 

Qxs(y') 

- у ' е х ^  Q t  ( x ) -
E 

This can be equivalently written as 

( 3 _ 1 4 ) £ Q X ( y ' Q x £ 
y ՛ e X s  Q t ( x ) X ՛ e X ' 

^ Qt (x'Q (y) 

QX (y) 

Using the equality J2X, Qy (x') = J2y, QX (y') = 1, one can rewrite (3.14) as follows: 

(3.15) 

^ ^ QS(y')Qt (x)QS (y)Qt (x') £ ^ Qt(x')QS(y)Qt (x)QS (y') 

X e X У e X Qt (x)QS (y) Qt (x)QS (У) 

Now, it follows from [C3] that the equality (3.15) is true.Thus, if conditions [C2] and 

[C3J are fulfilled, then the distribution P л remains the same for any enumeration. 

In order to prove the consistency in Kolmogorov's sense, we use the fact that QX ( • ) 

is a probability measure on X. This provides the equality ^ X e X t QX (x) = 1 which 

implies that 

|X P M j { t } ( X x ) = YX (x) = Pл(x) 

for any finite Л с Z v , any t G Zv \ Л and an у x G Х л . This concludes the proof. 

4. S U F F I C I E N T C O N D I T I O N F O R M I X I N G 

The study of the mixing properties [7] of random fields is of primary interest in 

probability theory, since they characterize the behavior of additive functionals of the 

random field by means of central limit theorems [10]. The aim of this section is to 

describe a simple condition on a one-point finite-conditional distribution satisfying 
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conditions [C1-C3], that allows to evaluate the mixing properties of the underlying 

random field. To this end we introduce the notation 

(4.1) ps,t = sup m a X ^ \ Q f V ( x ) ֊ QfZ(x)\ 
л : в е л , г ^ л , \ л \ < ж V , Z e X s  

t:supp(t )=Л\^ } 

for every pair of distinct points t,s € and prove the following theorem. 

T h e o r e m 4 .1 . Let q = { Q t , t € Zv and X € X t} be a one-dimensional finite-

X 

pair of disjoint finite subsets I and V from Zv the reconstructed, from X random, field 

P 

(4.2) mxx | P y (x) ֊ PV i (x\y)\ Ps,t. 

P r o o f . Denoting the cardinalities of I and V by m and n respectively, we perform 

induction on m + n. First suppose that m + n = 2. Then m = n = 1 and hence 

V = {t^ rnd I = { s } . Therefore, 

|P t (x ) ֊ Pt\s(x\y)\ J2 QZ (x)Ps(z) ֊ QV (x) t 
Z^X 

< £ Ps(z)\QZ(x) ֊ QV(x)| 

(4.3) < max\QZ (x) ֊ QV (x) | < ps,t, 

which proves our statement for m + n = 2. 

Now, we suppose our statement is true for every pair of strictly positive integers 

(m, n), such that m + n < k and prove (4.2) for m + n = k + 1. To this end, we choose 

an arbitrarily point u in I and set J = I \ { u } . Then 

(4.4) | P v ( x ) ֊ Pv\I(x\y)\ < | P v ( x ) ֊ Pv\J(x\yj)| + | P v \ J ( x \ y j ) ֊ P v \ i ( x \ y ) \ 

< E E Ps,t + \ P v \ J  ( x \ y j ) ֊  P v \ I  ( x\y )\, 
s e J t e v 

(V, J ) 

that 

P v \ J ( x \ y j ) =  Q T X V ճ { է ' }  ( x t ՛ ) P v \ { t ՛ } \ J ( x v \ { t ՛ } \ y j ) 

P v \ i (x\y) = QVtf V \ { t ' } (xt՛ ) P v \ { t ՛ } \ i (xv\{t'}\y) 
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for every t' € V, and hence 

(4.5) |Pv\ j ( x \ y j ) ֊ Pv\i(x\y)\ < | Q v t / x \ { է ' } (xv) ֊ Օ ՛ Ր \ { է ' } (xv) 

+ Pv \ t ' \ j (xv\t' \y j ) ֊ Pv\t' \i (xv\t'\y) 

It follows from the total probabilities formula that 

Q;J  X \' (XT') ֊ QYTRV \ (XT') 

Z e X u 

< max 
Z e X u 

J2 Q j ' Z ' x v ( x t ' ) ֊ Qy x(xt')) P(z\yj, x v \ t ' ) 

Q 
t j Z X v \ t ' 
t (xt') ֊ Q y ; x v ( x t ' ) < Pu,t' • 

Combining with (4.5), we get 

\ P v \ j (x\y j ) ֊ Pv \ i (x\y)\ <Pu,t' + Pv\t' \ J (xv\t'\y J ) ֊ Pv\t' \ i (xv\t'\y) 

Repeating the same argument, we obtain 

\Pv\ j ( x \ y j ) ֊ Pv\i(x\y)\ <^2 Put'• 

t ' e v 

Joining this estimate with (4.4), we complete the proof. 

As an application of Theorem 4.1, let us consider the one-dimensional case v =1. t s 
Assume that there exist p* < 1 and dփ > that ps,t < p\ as soon as 

\t ֊ s\ > d*. Then, one can easily verify that 
~ pd 

J 2 J 2 p s , t < J 2 J 2 p* pd+i+j = 

s e i t e v i = 0 j = 0 k=0 

for every pair of finite intervals V,I с Z such that 

d = d(V,I )= min It — s | > d * . 

t e v , s e i ՜ 

This short computation shows that the quantity \ P v ( x ) ֊ PV\i(x\y)\ exponentially 

V I 

5. C O N C L U S I O N 

In the present paper, we have introduced the notion of the one-point finite-conditional 

distributions and established necessary and sufficient conditions (cf. [C1-C3] in Theorem 

3.1) for which such a system to be the set of conditional probabilities of a strictly 

positive random field on Z v and with finite state-space. The conditions [C2-C3J, which 

are the most important ones, can be observed as consistency conditions in the same 

spirit as the Kolmogorov consistency conditions for finite-dimensional distributions 
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of random processes indexed by infinite sets. It is demonstrated that it is possible 

to assess the rate of mixing of a random field by evaluating some characteristics of 

one-point finite-conditional distributions, without resorting to the computation of the 

unconditional distributions of the random field. 

The relaxation of the assumption of strong positiveness, e.g. by introducing a 

notion of weakly positive random fields in the spirit of [2], is an essential open problem. 

We wish to thank Serguei՝ Dashyan for his careful reading of the initial version of 

the manuscript and his numerous valuable suggestions. 
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О Р А З Р Е Ш И М О С Т И З А Д А Ч И Д И Р И Х Л Е Д Л Я 

Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я В Т О Р О Г О П О Р Я Д К А 

В. Ж . Д У М А Н Я Н 

Ереванский государственный университет 
E - m a i l : duman@ysu.am 

АННОТАЦИЯ. Получены условия разрешимости задачи Дирихле для линей-
ного эллиптического уравнения второго порядка в ограниченной области 
Q С R-n, n > 2, с гладкой границей dQ £ О1  

—div ( A ( x ) ՝ V u ) + ( b ( x ) , ՝ 4 u ) — div(c(x)u) + d(x)u = f (x) — divF(x), x £ Q, 

U\QQ = u o £ L2(dQ). 

Доказано, в частности, что если однородная задача имеет только тривиаль-

ное решение, то при всех uo £ L2(dQ) и f F из соответствующих функци-

ональных пространств существует решение неоднородной задачи, оно при-

надлежит пространству Гущина O n ֊ i ( Q ) и для него справедлива оценка 

| | u | | 2 _ + r\Vu\2dx < 
Cn-i(Q) Q 

< О ( l u o l l l 2 ( e Q ) + j r 3 ( 1 + \ ln r \ ) 3 f 2 d x + j r ( 1 + \ ln r \ ) 2 \F\2dx), 
Q Q 

где r(x) — ^^^^^^отие точки x £ Q до границы dQ а постоянная О не зависит 
uo f F 

M S C 2 0 0 0 n u m b e r : 3 5 В 6 0 , 3 5 D 9 9 , 3 5 J 2 5 

К л ю ч е в ы е с л о в а : э л л и п т и ч е с к и е у р а в н е н и я , з а д а ч а Д и р и х л е , р а з р е ш и м о с т ь 

з а д а ч и Д и р и х л е . 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Р а б о т а п о с в я щ е н а и с с л е д о в а н и ю з а д а ч и Д и р и х л е в о г р а н и ч е н н о й о б л а с т и Q С 

Rn, n > 2 , с г л а д к о й г р а н и ц е й dQ G C 1 , д л я о б щ е г о э л л и п т и ч е с к о г о у р а в н е н и я 

в т о р о г о п о р я д к а 

, , Lu = -div ( A ( x ) ՝ V u ) + ( b ( x ) , ՝Чп) — div(c(x)u) + d(x)u = 
՚ = f (x) — d i v F ( x ) , x G Q, 

(1.2) u\dQ =  u 0 , 
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где u0 £ L2(dQ), функции f и F = ( f i , ..., f n ) принадлежат L2,ioc(Q), сим-

метрическая матрица A(x) = (ai j (x)), элементы которой являются веществен-

нозначными измеримыми функциями, удовлетворяет условию 

7iei2 < Е  a i j ( х ) £ & = & АШ < Y-iei2 

i, j = l 

для всех & = (£i, . . . ,&n) £ Rn и почти вcex x £ Q с положительной постоянной 

7, а коэффициенты b(x) = (Ъ\(х), ..., bn(x)), с(х) = (c i (x) , . . . , cn(x)) и d(x) яв-

ляются измеримыми и ограниченными в каждой строго внутренней подобласти 

Q 
Результаты настоящей работы анонсированы в работе [1]. К а к и в работах [2], [3], 

Q 

Дирихле для уравнения без младших членов, будем предполагать, что единич-

ный вектор внутренней нормали v к границе удовлетворяет условию Дини 

(1.3) - (x)- - ы | < w (ix - y\) 

для всех x и y из dQ, где w > 0 - монотонная функция такая, что 

Г w(t) 

J t 
0 

dt < oo, 

а коэффициенты aij непрерывны по Дини на границе: можно так изменить их 

значения на множестве нулевой (лебеговой) меры, что будет выполняться оценка 

( 1 . 4 )  i a i j ( x ) -  a i j ( y ) i < w  ( i x - y i )  

для всех x £ dQ y £ Q и i, j = 1, ..., n. Можно считать, что функция w в 

условиях (1.3) и (1.4) одна и та же. 

Относительно коэффициентов b(x), c(x), d(x) и правой части будем предполагать 

выполнение следующих условий: 

существует постоянная M > 0, такая что 

M 
(1-5) i b ( x ) i < , x £ Q, r(x)(l + i i n r ( x ) i ) 3 ՛ 4 

(1.6) [ t ( l + i i n t i ) 3 / 2 C 2 ( t ) dt< ю , где C(t)= sup ic(x ) i , 
J r(x)>t 
0 

(1.7) f t 3 ( l + i i n t i ) 3 / 2 D 2 ( t ) dt< ю , где D(t) = sup id(x ) i , 
J r(x)> t 
0 

(1.8) r 3 / 2 ( x ) ( l + i in r ( x ) i f 4 f (x) £ L2(Q) 
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(1.9) r1 / 2(x) (1 + \ l n r ( x ) \ f 4 F(x) G (L2(Q))n, 

где r(x) ֊ расстояние от точки x G Q до границы dQ. 

Под решением задачи (1.1), (1-2) будем понимать функцию u из W^ ioc(Q), удо-

влетворяющую уравнению (1.1) в смысле обобщенных функций (см. [4]), т.е. та-

кую, что для всех п G C^°(Q) выполняется интегральное тождество 

j w ^ + ֊ փ ) ա , v , , ) d x + j т . ) , ъ ) + „ ш п  d x = j Մ „ + f щ » d x , 

Q Q Q 

и удовлетворяющую условию (1.2) в следующем смысле: 

для каждой точки x 0 G dQ найдется такая ее окрестность Vxo с dQ, что 

J (u(x + б- (x 0 ) ) — u 0 ( x d s ^ 0 при б ^ + 0 . 

К о 

Целью настоящей работы является исследование разрешимости задачи (1.1), 

(1.2). 

u 

ствует) принадлежит пространству Гущина Cn-1 (Q) (n — 1)-мерно непрерывных 
Q 

2, 

I r ( x ) I V u ( x ) \ 2 d x < 
(x)\vu(x) 

Q 

Напомним, что банахово пространство (n — 1)-мерно непрерывных в Q функций 

C(Q) 

лом 

в котором 

l(v) = j Mn-1 ({x G Q : \v(x)\2 >X}) dX, v G C(Q), 
0 

J ^ r n - 1 : ( J B r i D E I , 

i=1 i=1 J 

а точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества Е шарам и B r . 

радиуса ri. Отметим только, что функции из Cn-1(Q) с L2(Q) имеют следы на 

любом замкнутом множестве Г cQ положительной (n — 1)-мерной меры Хау-

сдорфа, и если Г с dQ G C \ то множество таких следов со впадает с L2(r). 

Наряду с задачей (1.1), (1.2) рассмотрим следующие задачи Дирихле: 

ք—div (AVv)=0 
(1.10) { { ' 

[ v \ a Q = u 0 
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И 

(1.11) 

{—div(AVw) = — (Ъ, Vw) + div(cw) — dw — (Ъ, Vv) + div(cv) — dv + f — divF 

w\dQ = 0 ,  

v 
Справедливость следующего утверждения очевидна. 

v 

для того чтобы функция u являлась решением задачи (1.1), (1.2) необходимо и 

достаточно, чтобы функция w = u — v являлась решением задачи (1.11). 

Задача (1.10) однозначно разрешима при всех u0 € L2(dQ) (см. [2]), ее решение v 

принадлежит пространству Cn-1(Q) и для него справедлива следующая оценка 

\ \ v t - +  r ( x ) \ V v ( x ) \ 2 d x < const \\uo\\l2(dQ)  ,  
Cn-i(Q) j 

Q 

uo 

Следовательно, в силу утверждения 1.1, задача (1.1), (1.2) разрешима тогда и 

только тогда, когда разрешима задача (1.11). 

Введем следующие пространства: 

U(Q) = | u € W2\loc : J r(x) \Vu(x)\2dx < ж, u € Cn-i 

Q 

\\u\\u(Q) = \\uf — +  r ( x ) \ V u ( x ) \ 2 d x , 
C n - 1 ( Q ) J 

Q 

(Q) = {u € U(Q), u\dQ • 

Q 

U (Q) = | u € U(Q), u\dQ =< 
о 

Следуя [3j, обозначим через H1 (Q) пополнение C§° (Q) по норме, порожденной 

скалярным произведением 

(u, v) • = f  (Vu>  V v ) 3 / 2 dx, 
' h i ( Q ) J r (1 + \ l n r \ ) 3 / 2  

Q 

о 

а через H (Q) - пополнение C^(Q) по норме, порожденной скалярным произве-

дением 

M k Q ) = J ( 1 + \ I n r \ ) 1 / 2 ( V u , V v ) + ֊ ֊ 7 2 )  d x-

Напомним, что r (x) ֊ расстояние от точки x € Q до границы dQ. 
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Имеют место следующие вложения 
о о 1 о о 

Я1 (Q) С ^ 2 (Q) С Я (Q) CU (Q). 
о о 

Справедливость вложения H (Q) С U (Q) установлена в работе [3], остальные 

вложения вытекают из следующих оценок для фуннкций из C^(Q) : 

||«|| о 1 < const\\-n\\ ^ и ||п|| ° < const\\-n\\ • 1 , 
W 2 ( Q ) ~  1 1 ՝՝Hi(Q)  1 1 '՝՝H(Q) -  1 1 Wշ(Գ) 

где постоянные не зависят от п- Справедливость первой оценки очевидна, а вто-

рую оценку можно получить применением неравенства Харди, см. [8] (подробнее 

см. доказательство теоремы 1). 

Так как решение задачи (1.1), (1.2) и решение задачи (1.10) принадлежат про-

странству U(Q), см. [7], [2], то из утверждения 1.1 следует, что решение w задачи 
о 

(1.11) принадлежит пространству U (Q). 

Рассмотрим далее выражение 

Tu = — (b, Vu) + div(cu) — du 

из правой части уравнения (1.11). 

Т е о р е м а 1 .1 . T является линейным и ограниченным оператором, д е й с т в у ю -
о о 

U ( Q ) H1 (Q) H1 (Q) 

Доказательство. Пусть x 0 G dQ произвольная точка границы dQ области Q. 

Фиксируем локальную систему координат (x',xn) с началом в точке x°, а ось 

xn направим по внутренней нормали v(x0) к dQ в точке x°. Поскольку граница 

области гладкая, dQ G C\ то существует rxo > 0 и функция ф^з G C  1(Rn-1), 

удовлетворяющая условию: 

<fxo (0) = 0, V ^ x o (0) = 0 и (x') | < ւ для всех x' G Rn-1, 

такие, что пересечение области Q с шаром U^0) = {x : \x — x°\ < rxo} радиуса 

rxo с центром в точке x 0 имеет вид 

) = U  ( Г * 0 ) 

Тогда 

Q Ո Ux0x = Uxo*0' ո {(x',xn) : xn > Vx! (x')}. 

dQ Ո U%'°) = U(! x0 { Ո {(x',xn) : xn = Vx! (x')}. 

Положим lxo = Հ շ и из покрытия ^U^o*0\x° G dQ^ границы dQ выберем ко-

нечное подпокрытие Ux imim), m = 1,... ,p. Обозначим 

Um = Ux rmm), rm = rxm, lm = Ixm, фт = , где m = 1,... ,p. 
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Пусть 

h = 1 ( 7 5 - Հ ) — . , , 

Тогда каждый из криволинейных "цилиндров" 

nlm՝h = {(х', Xn) : \x'\ < lm, фт(х') <Xn < фт(х') + h}, m = ! , . . . ,p, 

лежит в соответствующем шаре Um, также как и в Um Ո Q. 

Пусть l0 < h такое положительное число, что дополнение в Q области 

Qi0 = {х € Q : r(x) = dist (х, dQ) > lo} 

содержится в объединении "цилиндров" П^^ , m = 1,... ,p : т.е. 
p  

Q l 0 = {х € Q : r(x) = dist (х, dQ) < lo} С \J П е™ 
m=1 

Легко видеть, что для всех х = (х', xn) € П m = 1,... ,p, имеем: 

r(x) < xn - фт(х') < —r(x). 

m, 1 < m < p 

координат с началом в точке xm. В дальнейшем зависимость функции фт от 

номера m отмечать не будем: ф = фт. 

Определим отображения L и L_1 пространства Rn на себя соотношениями 

L(x) = (х' , xn - ф(х')), х = (х' , xn) и L_i(y) = (y' , yn + ф(у')),У = (у', УП). 

Образ П т ՚ հ при отображении L будем обозначать через т.е. £(Ոք;ր ,հ) = 
П lm,h m 

Возьмем произвольные u € U(Q) и n € C^(Q). Обозначим u(y', yn+ф(у')) = й(у), 

n(y',УП + ф(У')) = П(у)- Рассмотрим 

(Tu, n) = — j(b(x), Wu(x))n(x)dx — j(c(x)u(x), Wn(x))dx — j d(x)u(x)n(x)dx. 

Q Q Q 

В силу (1.5) 

J (b(x), ՝4u(x))n(x)dx 

Q 

< M Г \^u ( x )\\n ( x )\ dx < 
Q r(x)(1 + \ ln r ( x ) \ f / 4  
Q 

< M r(x) \ Vu(x) \  2dxj ^ 

1/2 / \ 1/2 

dx I < I II n  ( x )  

r3(x) (1 + \ l n r ( x ) \ f / 2  

Q 
4 2 
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1/2 

dx 
r3(x) (1 + \ ln r(xMf> 2  

Q 

n2(x) 

<  M ^ ^ Ա r3(x) (1 + \ln r(x)\f2 

rj2(x) 

Далее, применяя неравенство Харди, имеем 

f r2(x) dx 
J r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 J r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
Q Q l 0 

Հ^ f r2(x) , 1 [ 2 / \ j + у Հ-рт dx < -n r (x) dx+ 
m=1 J h r3(x) (1 + \ ln r ( x ) \ f 2  

dx+ 

+ , S ( Պ / У й ^  d - = У r 2 x  d x + 

0 \y' l<lm 

/V n ՛ 

I f  rT  (y  ) dT . ՛ 

— f -T-i-dy < const \Wr(x)I2 dx+ 
yn (1 + \ ln y n \ f 2  У < j \  r (  U  

+ £ ( Հ ՝ 

է V n ՛ \ 
h ' I Гт (y ,T)dr 

m=1 
( 

dy 

\y'\<lm 0 
УП /2 ( 1 + \ l n y n \ F 4  

dyn < 

/ 

const J \Vr(x)\2 dx + ^ J dy J 

\Q  m=1\y'\<im 0 

r l n  ( y  , Уn )  

1 - 0 yn ( 1 + \ l n y n \ f / 2  

dyn I < 

const \Vr\2 dx + 
\vn(y)\2  

Q 

Уп (1 + \ l n y y n \ f 2 
dy I < 

(1.12) 

Следовательно, 

const 
\Vn(x 

r(x) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
dx. 

(b(x), Vu(x))n(x)dx 

Q 

u n 

В силу (1.6) 

(c(x)u(x), Vn(x))dx 

<  c o n s t \ u \ U ( Q ) \\ոկi{Qy 

< J C(r(x))\u(x)\\Vn(x)\dx < 

Q 
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< I r (x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 2 C (r(x))u (x)dx 
\ Vn(x 

r(x) (1 + \ ln r(x) \)2  
dx I  

1/2 

< I / r (x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) u 2 ( x ) d x 
Hi ( Q ) 

< 

+ 

< ( C Ч а д / г ^ г + пп г ( х ) W i ^ 
Qe0 

+ £ f r(x)(1 + \lnr(x)\) 3 / 2C2(r(x))u2(x)dx)1 / 2\\n\\Hi(Q) < 
m = 1 n m , h 

n m 

< (C2(l0) max r ( x ) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 I u2(x)dx+ 
xeQe0 J 

Qlo 

Yj j УП( 1 + ln 725 УП ) C ^ ֊ yR)J W(y ,yn)dy dyn)1 / 2\\n\\ < 
H1(Q) 

<  cOnst (\\u\\l2(Q) + E j y ^  1 +  l n — УП ^  C 2 ^— УП^  d y . 

m=1 

x max 
0<yn<h 

J u2(y',yn) dy')1 / 2\\n\\Hi(Q) < 

< const 

\y'\<i 

p 1/2 

\\u\\L2(Q) + Y10ma<h J  u 2 (y'  ,yn)d-y' 
V  m = 1  Ո՜ \y'\<lm 

H1(Q) 
< 

\y'\<lm 

1/2 
<  c on s t ( \ \ u f L 2 ( Q ) + \\u\\2on_i(Q)) \ \n\\H l i Q ) <  c on s t\\u\\u(Q) \ \n\\H l i Qy 

u n 

И наконец, в силу (1.7) и (1.12), аналогично предыдущим оценкам, получаем 

d(x) u(x) n(x) dx < J D(r(x))\u(x)\\n(x)\ dx < 

Q 

< I / r3(х)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 2 D (r(x))u (x)dx 

Q 

n2 ( x) 

Q 

r3(x) (1 + \ lnr(x)\) 2  
dx I  

1/2 

< const \ r 3 ( x ) ( 1 + \ln r(x) \ )3 / 2D2 (r(x))u2(x) dx 

Q 
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< ^ n ' m j +1 i n ( x ) + ± j  r  

m = 1 - t m , h 
Qlo 

+ | ln r(x)\)3 / 2 D2( r(x))u2(x) dx)1 / 2 \ 
՝H1(Q) 

< 

< const(D 2(l0) max r3(x)(l + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 / u2(x) dx+ 
x£Qe0 J 

Qio 

+ ± f  уП {՝ + | l n £ 
D ( ^ yn)  u  (y ,Уи )  dy  dyn)2 \nyH liQ)< 

< const(\\u\\ 2L2(Q) + ^ I yn ± J  y 3n ( l + | l n ֊  yn\Y ^  yn)  d ynX 
m=1 0 

< const 

\ 

x max / u2(y',yn) dy')1 / 2\\nil о < 
0<yn<h J ^  1 1 "'H1 ( Q ) ՜ 

\y'\<lm 
1/2 

\\u\\L2(Q) + 0 m a < h f  u 2 (y' ,yn ) dy' ՝՝H1(Q) 
< 

\y'\<l, 

\ 1/2 ,, , 
о < const\\u\\U(Q) inil о , 

H 1(Q) ՜  1 1  l l U ( Q ) l l / ՝ ՝ H 1 ( Q y <  c on s t ^ u \ l 2 ( Q ) + \\u\ \ Cn-1 (Q)) 

u n 

Таким образом, для произвольных u G U(Q) и n £ CQ°(Q) имеет место оценка 

\{Tu,n) \ <  c on s t\\u\\u(Q) 
H1 (Q) 

с независящей от u и n постоянной. Так как функции n и з C^(Q) всюду плотны 
о 

в H1 (Q) , то из полученной оценки немедленно вытекает ограниченность рас-

сматриваемого оператора T : U(Q) ^ H1 (Q) . Теорема доказана. • 

В [3] установлено, что для любой правой части g' G H1 (Q) 

ние задачи 

(1.13) -div(AVu) = g', u\dQ = 0, 
о 

оно принадлежит пространству H (Q) и имеет место оценка 

существует реше-

ԻկQ <  C\\g'\\ H 1 ( Q ) ] " 

с независящей от g' постоянной. Следовательно, если через L - 1 обозначить опе-

ратор, ставящий в соответствие правой части g' G 
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задачи (1.13), то L ^ 1 является линейным и ограниченным оператором, действу-
՜ О 1 * о 

ющим из H1 (Q) в H (Q). Таким образом справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 1 .2 . Lg՜1 T является линейным и ограниченным оператором, деист,ву-
О ющим из пространства U(Q) в H (Q). 

Пусть w является решением задачи (1.11). Тогда нетрудно видеть, что w является 

также решением операторного уравнения 

w = L g1Tw + L g1Tv + L g1(f — divF) 
О 

в пространстве U (Q), где v ֊ решение задачи (1.10), (1.11). С другой сторо-
О 

ны, если функция w из пространства U (Q) является решением операторного 

уравнения 

w = Lgg1(Tw + Tv + f — divF), 
w 

следующее утверждение. 

w 

w 
О 

(1.14) w — L g1Tw = L g1g, w GU (Q), 
О 

в пространстве U (Q), где g = Tv + f — divF, a v - решение задачи (1.10). 

Заметим, что при выполнении условий (1.8), (1.9) слагаемое f — divF в правой 
г о ] * 
H1 (Q) 

нием (1.14) рассмотрим соответствующее операторное уравнение в пространстве 

H (Q) : 
1 О 

(1.15) w — L g g1Tw = h, w GH (Q). 

Из теоремы 1.2 следует справедливость следующего утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 1 .3 . Если g G H1 (Q) U (Q) 

является решением (в H (Q)) уравнения (1.15) с h = L g g. 

З а м е ч а н и е 1 .1 . На самом деле справедливо более сильное утверждение, а имен-
О 

H (Q) 
О 

лежит H (Q). 

Объединяя утверждения 1.2 и 1.3, получаем 
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w 

w 
о 

уравнения (1.15) в прост,ранет,ее H (Q) с правой частью h = L0 (Tv + f — divF), 

где v решение задачи (1.10). 
1 о 

Далее, если рассмотреть оператор L - T в гильбертовом пространстве H (Q), то 

справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1 .4 . L00 1T является вполне непрерывным линейным оператором, дей-
о о 

ствующим из H (Q) в H (Q). 

Доказательство. Так как оператор Լ - 1 является ограниченным линейным опе-
о о 

ратором, действующим из пространства [Hi (Q)]* в пространство H (Q), то для 

T 
о о 

непрерывным линейным оператором из H (Q) в [Hi (Q)] * . Рассмотрим последо-

вательность операторов 
о 

Tkw = —(bfc(x), Vw(x ) ) + div(ck(x)w(x)) — dk(x)w(x), w GH (Q), k = 1, 2,..., 

bk(x) = 

ck(x) = 

dk (x) = • 

b(x), если r(x) > k 
0, если r(x) < k 

) c(x), если r(x) > k 
I 0, если r(x) < k 

d(x), если r(x) > k 
0, если r(x) < ֊ . 

Легко видеть, что оператор Tk, k > 1, является вполне непрерывным линейным 
о о 

оператором из H (Q) в [H1 (Q)]^- ^^^^^^^^етьно, пусть { w ( x ) } ֊ ограниченное 
о 

множество в H (Q). Тогда, очевидно, множества {(bk(x), Vw(x))}, {ck(x)w(x)}, 
о 0 1 

{dk(x)w(x)} ограничены в L2(Q), тем самым компактны в Wշ (Q) (см., напри-
о 

мер [9J) и, следовательно, в [H1 (Q)]^- Покажем, что \\T — Tk|| ^ ^ и k ^ ж. 
о 

Для произвольных w GH (Q) и п G CQ°(Q) рассмотрим 

{ ( T  —  T k М =  — j  (b ( x ), V w ( x ) ) v ( x )  d x  — j  ( c ( x ) w ( x ) , V , ( x ) )  d x— 

Ql/k Ql/k 

j d(x)w(x)n(x) dx = Ii + 1շ + I3. 
Q l / k 
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Далее будем следовать схеме доказательства теоремы 1.1. Будем считать k > ^է. 

В силу (1.5), (1.12) 

\Vw(x) Hn(x) \ 
\I1\< M 

Q 1 / k  

r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 4  
dx 

M r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 1 / 2 \ V w ( x ) \ 2 dx 

\ Q 1 / k  

n2 ( x) 

\ Q 1 / k  

r3(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 2  
dx I < 

const 
< 7ГГ\\w\\ о о 

( 1 + \ ln  1 \ ) 1 / 4  H ( Q )  H 1 ( Q )  
= Z1(k)\\w\\ H (Q)՝՝ H1 (Q)' 

где £ 1 (k) ^ ^ и к ^ ж . 

В силу (1.6) 

( 

\I2\< r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) w 2 ( x ) dx I X 

\ Q 1 / k  

( 
\Vn(x 

r(x) (1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2  
dxI 

< 
E 

\ Q 1 / k  

r(x)(1 + \ l n r ( x ) \ ) 3 / 2 C 2 ( r ( x ) ) w 2 ( x ) dx 
H1 (Q) 

< 
ւ m=1 e , 
\ nm?՛  h n o 1 / k  

I p V5/2k 

< ± J dyn J Հ 1 + ln — yn ^ C Հ y ^ w2 (y , yn)dy I X 
» m=1 n , ,, \  0 \ y \<lm 

x\\n\\ о < \\ '\\h 1 (Q) < 

( 1/k 
5 
4 

0  

( 
У ^ max 

m=10<yn <v5/2k 
w2(y ',yn)dy ' 

՝H1(Q) 
< 

\y'\<lm 

< e2 ( k )\\w\\Cn-1(Q)M\H 1{Q) <  £2 ( k)\\w\\H{Q)\\n\\H 1(Q), 

где £2(k) ^ ^ и к ^ ж . 
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И наконец, в силу (1.7), (1.12), аналогично предыдущим оценкам, получаем 
1 

I 

| ! з | < / r3(x)(1 + I l n r ( x ) l ) 3 / 2 D 2 ( r(x))w 2(x) dx I x 
Q1/k 

( 
n2(x) 

r3(x) (1 + I l n r ( x ) \ ) 3/2 
dxI 

< const 
E 

Q 1 / k 

r3(x)(1 + I l n r ( x ) \ ) 3 / 2 D 2 ( r(x))w 2(x) dx 
m=1 ք , 

\ n m m ՝ h n Q i / k  

՝ H i ( Q ) ՜ 
< 

( p V5/2k 

const 
d y n J  y U { 1 + | i n - я у п \ У  D 2 { - y n ) 

\У \<lm 

x п о < const 
\\  IUH i (Q) < 

( 1/k 

D ( — У и ) w (у ,yn)dy | x 

1/2 

/ ^ ( Ж М ) - ^ ] x 

/ 1/2 

у max 
m==1 o < y „ < v 5 / 2 k 

w2(y', yn)dy' 
H1(Q) 

< 

( 1/k 

У'\<1т 
1 2 

const [ t3(1 + I ln t l ) 3 D2(t) d t ] \ 4 \ 0 _ ւ 

V ° J 

( Q ) \M\ о < £3(k)\\w\\ о \\п\\ о , 
( Ч ) " ' Hi(Q) ~  3V  Л1 ՝՝H(Q)՝՝  1 Hi(Q) 

где £3(k) ^ ^ и k ^ ж. 

Таким образом, имеет место оценка 

\{(T — Tk)w,n)l< £(k)\\w\\H(q)\\n\\H 1(Q), 

где e(k) = e1(k) + £2(k)+ e3(k) ^ ^ и k ^ ж , откуда следует, что \\T — Tk\\ ^ 0 

при k ^ ж. Следовательно, как предел вполне непрерывных линейных опера-

T 
о о 

действующим из H (Q) в [H1 (Q)] * . Теорема доказана. • 

Таким образом, изучение разрешимости задачи (1.1), (1.2) сведено к изучению 
о H 

(Q) с вполне непрерывным оператором L - 1 T . В силу теоремы Фредгольма, для 
о 

H (Q) 
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условие ортогональности правой части h подпространству решений сопряженной 

однородной задачи. В частности, операторное уравнение (1.15) в гильбертовом 
о о 

пространстве H (Q) имеет решение при любой h из H (Q) , если однородное 

уравнение 
о 

(1.16) w - L - 1Tw = 0, w GH (Q). 

имеет только тривиальное решение w = 0. Но, в силу теоремы 1.3, решение 

уравнения (1.16) является решением однородной задачи 

(1.17) Lw = 0, w\aQ = 0 . 

Тем самым для задачи (1.1), (1.2) имеет место следующая теорема об однознач-

ной разрешимости. 

Т е о р е м а 1 .5 . Пусть однородная задача (1.17) имеет только тривиальное ре-

шение. Тогда для всех u0 G L2(dQ), f и F, удовлетворяющих условиям (1.8), 

(1.9), существует решение задачи (1.1), (1.2). Оно принадлежит пространству 

U(Q) и для него справедлива оценка 

իք + r ( x )\Vu (x )\2dx < const ( |խօ | |Լ (gQ) + 
C n - 1 ( Q ) J 

Q 

+ J r 3 ( x ) ( 1 + \ ln r ( x ) \ f / 2 f 2 (x)dx + J r(x) (1 + \ ln r ( x ) \ f / 2 \F (x)\2 dx), 

Q Q 

с независящей от u0, f и F постоянной. 

Доказательство. Существование решения задачи (1.1), (1.2) мы уже доказали 

u 

(1.1), (1.2). Тогда u = v + w, где v ֊ решение задачи (1.10), w - решение задачи 

( 1 . 1 1 ) . Следовательно | | U | | U ( Q ) < | | V | | U ( Q ) + | | w | | U ( Q ) . Далее, имеем 

||w||u(Q) < M H ( Q ) < const HL- 1 (Tv + f - divF)||H(q) < 

< const (ЦиЦшы + f || о + HdivF|| о ) , 
V " l l t t ( Q ^ U I I [ H i ( Q ) ] * [ H i ( Q ) ] V 

| | v | | U ( Q ) <  c on s t h o h ^ S Q ) -

В силу (1.8), (1.9) и (1.12), для произвольной функции ո из C0՝°(Q) имеем 

1/2 

\(f,v)\ J f (x)n(x) dx 
Q 

< ^J r3(x)(1 + \ ln r(x)\) f 2 (x) d x j x 
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rj2(x) 

r3(x) (1 + I lnr(x)l) 2  
dx I  

< ( / r 3 W ( i + 1 l n r W \ > 3 f 2 x 

Hi (Q) 

\{divF, n)I = (F(x), Vn(x)) dx < 

< ( J r(x)(1 + I ln r(x)\)3 IF (x)I2 dx 
H1(Q) 

Таким образом, получаем оценку 

\ M \ u ( Q ) < cons t ( \ \ v \ \ U ( Q ) + \ \ f 1 ( Q ) ] 4 + \ \ d i v F \ \ [ H Q ] t ) < 

0\L2(Q) + ( j r3(x) (1 + I ln r ( x ) I f 2 f  2(x)dx] + const 

1/2 

+ U n.m + nn ,-խ)\ք I F ( ւ , , 2 d x 

Q 

с независящей от u0,f,F постоянной. Теорема доказана. • 

A b s t r a c t . The paper gives some solvability conditions of the Dirichlet problem for 

the second order elliptic equation 

— div (A(x)՝Vu) + (b(x), Vu) — div(c(x)u) + d(x)u = f (x) — divF(x), x G Q, 

u\aQ = uo G L2(dQ) 

in bounded domain Q С Rn (n > 2) with smooth boundary dQ G C1. In particular, it 

is proved that if the homogeneous problem has only the trivial solution, then for any 

u0 G L2(dQ) and f , F from the corresponding functional spaces the solution of the 

non-homogeneous problem exists, from Gushchin's space Cn-1(Q) and the following 

5 1 

2 

X 

2 

2 
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inequality is true: 

Ի \ \ Լ - ւ { ց ) + / г \՝^ս\2dx < 
Q 

< C M K U L O Q ) + J r3 (1 + \ l n r \ ) 3 ' 2 f  2dx + j r (1 + \ l n г \ ) 3 / \F\2dxj , 
Q Q 

where r(x) is the distance from a point x e Q to the boundary dQ and the constant 

C does not depend on u0, f and F. 
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АННОТАЦИЯ. В работе изучается связь медиальных обратимых справа (сле-
ва) бинарных алгебр с правой (левой) группой бинарных операций. 

M S C 2 0 0 0 number : 03С05, 20N05, 20М99, 20В99. 
К л ю ч е в ы е слова : Медиальная алгебра, правая (левая) квазигруппа, правая 
(левая) группа бинарных операций, правая (левая) полугруппа бинарных опера-
ций. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

ո-арная операция f , определенная на множестве Q, называется идемпотентной, 

если выполняется тождество f (x,... ,x) = x. Алгебра (Q; £) называется идемпо-

тентной, если каждая операция f £ £ идемпотентна. 

Пусть f - п-арная и g - то-арная операция определенные на множестве Q. Пара 

(f, g) называется медиальной (иногда абелевой, энтропичной, биссиметричной, 

бикоммутативной), если выполняется тождество: 

f (g ( x i i , . . . , x i m ) , g (xni,..Xnm)) = g (f (хц,..x„i) ,...f ( x i m , . . . , xnm)). 

f g 

f (g(x, y), g(u,v)) = g(f (x,u),f (y,v)). 

Операция f называется медиальной, если пара (f, f) медиальна. В случае би-
f 

f ( f (x, У), f (u,v)) = f ( f (x,u), f (У, v)). 

Алгебра (Q; £) называется медиальной, если для любых операций f,g £ £ па-

ра (f, g) медиальна [3]. Другими словами, в алгебре (Q;£) выполняется сверх-

тождество медиальности (абелевости) [4]. Идемпотентная и медиальная алгебра 

называется модой |5|. О приложениях таких алгебр в выпуклом анализе и ста. 

тистической механике см. [5]. 
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Э. НАЗАРИ 

В [1] характеризуются все непрерывные бинарные функции f : I 2 ^ I С R, ко-
торые строго монотонны по каждому аргументу, коммутативны, идемпотентны 
и медиальны. Однако, легко заметить, что если пара ( f , g) ո-арных коммутатив-
ных и идемпотентных операций медиальна, тогда f = g. Например, в бинарном 
случае: 

f (x, y) = f (g(x,x), g(y, y)) = g(f (x, v),f (x, y)) = g(f (y,x),f (x, y)) = 

f (g(y,x), g(x, y)) = f (g(x, y), g(x, y)) = g(x, y)• 

( f , g) 

медильна, то их арности различны. 

Первый известный результат о медиальных операциях (алгебрах) относятся к 
квазигруппам [6, 7]. Более общий результат содержится в [8], где характери-

( f , g) 

качестве следствия возникает характеризация медиальных алгебр с квазигруп-
повыми операциями: если (Q; �Е) � бинарная медиальная алгебра с квазигруппо-

выми операциями, тогда существует, абелева группа Q ( + ) такая, что каждая 

операция Ai £ £ определяется по правилу: 

Ai(x, y) = щх + ci + фiy, 

где ci £ Q, £ AutQ(+). В частности, если onерация Ai £ £ еще и идем-

потентна, тогда Ai(x, y) = фiх + ф^, где фi, фi £ Aut Q ( + ) . 

Настоящая работа состоит из трех параграфов. В §2 вводятся предварительные 
понятия и результаты. Здесь определяются правое и левое умножение бинарных 
операций. В §3 изучается связь медиальных и обратимых справа (слева) бинар-
ных алгебр с правой (левой) группой бинарных операций. В результате, исходя 
из обратимых медиальных алгебр, можно получить как обратимые справа так и 
обратимые слева медиальные алгебры. 

Q 

через F Q , И на этом множестве определим следующие две операции: 

A • B(x,y)= A(x,B(x,y)), 

A о B(x,y) = A(B(x,y),y), 

где A, B £ FQ, x,y £ Q. Операции (•) и (о) называются правым и левым умно-
жением операций и изучались в работах многих авторов (см. [9] ֊ [15]). 
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ОБРАТИМЫЕ МЕДИАЛЬНЫЕ А Л Г Е Б Р Ы 

Л е м м а 2 .1 . Множество FQ образует, моноиды относительно левого и право-

го умножения операций. Эти два моноида изоморфны. Единичным элементом 

моноида FQ(•) служит элемент E £ FQ, определенный по правилу E(x,y) = y, 

а единичным элементом моноида FQ (о) ֊ элемент, F £ FQ, определенный по 

правилу F(x, y) = x. Изоморфизм между указанными моноидами устанавлива-

ется соответствием A ^ A*, где A*(x, y) = A(y, x). Множество всех бинарных 

идемпотентных операций на Q образует подполугруппу в пол у группах FQ (•) и 

FQ (о). 

A  £ FQ 

бых a,b £ Q уравнение A(a, x) = b (соответственно A(y, a) = b) имеет един-

Q x, y £ Q 

обозначения: x = A-1(a,b), y = � 1 A(b, a) Таким образом, для любых a, b £ Q 
имеем 

A (a, A-1(a, b)) = b, A-1 (a, A(a, b)) = b, 

A 

A (-1A(b, a), a) = b, -1A (A(b, a), a) = b, 

если A � обратима слева. Операция A-1 (соответственно, -1A) называется правой 
A 

A- 1 - 1 A 

( A - 1 ) - 1 = A = - 1 , ( A - 1 ) * = - 1 (A*), (-1A)* = (A*)-1. 
A  £ FQ 

когда она обратима в моноиде FQ(•) (соответственно, FQ(o)). 
A £ FQ 

A 

справедливы равенства: 

( - 1 (A-1))-1 = ((-1A)-1) = A*. 

A £ FQ Q ( A) 

(левой, правой) квазигруппой. Квазигруппа (левая, правая) с единицей называ-

ется лупой (левой, правой). 

О приложениях правых (левых) квазигрупп в геометрии и топологии (теории 

узлов) см. [16, 17]. 
Q 

значим через FQ (соответственно, FQ). 



Э. НАЗАРИ 

Л е м м а 2 . 2 (см., напрмер, [13]) . Множество FQ образует группу относительно 

правого умножения операций. Множество FQ образует, группу относительно 

левого умножения операций. Эти две группы изоморфны. 

Группы FQ(•) И F Q ( О ) называются соответственно правой и левой группой опе-
раций. 
Обратимость операций можно определять и с помощью ортогональности опера-
ций [18, 19]. 

Бинарная алгебра (Q; £) называется обратимой (справа, слева), если каждая 
операция A £ £ обратима (справа, слева). 
Каждая обратимая справа (слева) алгебра (Q; £) порождает обратимую справа 
(слева) алгебру (Q; ^ ^ (соответственно алгебру (Q; -i£)), где 

£ — = { A - i | A £ £ } , 

- i £ = { - i A l A £ £ } . 

Следовательно, каждая обратимая алгебра (Q; £) порождает еще пять обрати-

мых алгебр: (Q; £~i), (Qri £), (Qri (£-i)h (Q; ( - i £ ) �  ̂ и (Q;£*), где 

£* = {A*| A £ £ } . 

Причем алгебра (Q; £*) имеет смысл для любой алгебры (Q; £). 

3 . М Е Д И А Л Ь Н О С Т Ь И П Р А В А Я ( Л Е В А Я ) Г Р У П П А ОПЕРАЦИИ 

Если £ С FQ, то через (£) обозначим подгруппу группы FQ(•), порожденную 
подмножеством £. Если же £ С FQ, ^о через ((£)) обозначим подруппу группы 
FQ (О) , порожденную £. 

(Q; £) 

(՛Q; £ U £ ֊ i ) также будет медиальной. 

Доказательство. Для любых A,B £ £ и для любых x,y,u,v £ Q рассмотрим 
следующее равенство 

A-;L (B(x,y),B(u,v')) = B (A~i(x, u), A-i(y, v)) 

(существование элемента v' £ Q вытекает из обратимости справа операций A�1 

и B). Откуда, по определению A~i, имеем 

A (B(x, y), B (A-i(x, u), A-i(y, v ) ) ) = B(u, v') 
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ОБРАТИМЫЕ МЕДИАЛБНЫЕ АЛГЕБРБ1 

и по определению медиальноети 

B (A (x,A-1(x,u)) ,A (y, A-1(y, v))) = B(u,v'), 

т.е. B(u, v) = B(u, v') и v = v'. Итак, 

A-1 (B(x,y),B(u,v)) = B (A-1(x, u), A-1(y, v)) • 

Из доказанного тождества теперь следует тождество 

A-1 (B-1(x,y),B-1(u,v)) = B-1 (A-1(x,u),A-1(y,v)) • 

• 

Л е м м а 3 . 2 . Если обратимая слева алгебра (Q; £) медиальна, то алгебра 

(Q;£ и - 1 £ ) также будет медиальной. 

Т е о р е м а 3 .1 . Если обратимая справа алгебра (Q;£) медиальна, тогда расши-

ренная алгебра (Q; (£)) также будет медиальной. 

Доказательство. По индукции докажем справедливость тождества 

S (P(x, y), P(u, v)) = P (S(x, u), S(y, v)) 

для любых S, P £ (£). Пусть 

(3.1) S = A11 • • • Am, S = ±1, 

P = Bf1 ••• Bskk, Sj = ± 1 , 

где Ai,Bj £ £. Длиной d(S) операции S £ (£) назовем число one раций Ai £ £ в 
каком-нибудь представлении (3.1). Когда d(S) = d(P) = 1, тогда S,P £ £ и - 1 £ , и 
утверждение следует из леммы 3.1. Предположим справедливость утверждения 
в случае d(S), d(P) Վ n — 1. Далее возможны три случая 

1) д(S) = и, d(P) < n. Тогда S = S1 • S 2 , где d(S1) < n и d(S2) < n, и по 

предположению индукции: 

S (P(x, y), P(u, v)) = S\ • S2 (P(x, y), P(u, v)) = 

S1 (P(x, y), S2 (P(x, y), P(u, v))) = S1 (P(x, y),P (S2(x, u), S2(y, v))) = 

P (S1 (x,S2(x,u)), S1 (y,S2(y,v))) = 

= P (S1 • S2(x,u), S1 • S2(y,v)) = P (S(x,u),S(y,v)) . 

2) д(S) < n, д(P) = n. Здесь имеем P = P1 • P2, где d(P1) < n и d(P2) < n, 
и рассмотрение сводится к случаю 1). 

3) д(S) = d(P) = n. Полагая S = S1 • S2, где d(S1) < n и d(S2) < n, и 
рассмотрение сводится к случаю 2). 
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Э. НАЗАРИ 

• 

(Q; £) 

(Q; ((£))) 

Если £ С FQ, то через )£( обозначим подполугруппу полугруппы FQ(•), по-
рожденную подмножеством £ , А через ) )£(( - подполугруппу полугруппы FQ(О) 

£ 

(Q; £) 

(Q; )£() (Q; ))£(() 

Abstrac t . The paper studies the connection between right and left invertible binary 

algebras and right and left groups of binary operations. 
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О Б А В Т О М О Р Ф И З М А Х И В Л О Ж Е Н И Я Х С В О Б О Д Н Ы Х 
П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х Г Р У П П 
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АННОТАЦИЯ. Пусть B(m, n) - с в о б о д н а периодическая групп а периода n 
и произвольного ранга m > 1. В работе строится свободный моноид ранга 
2 в группе автоморфизмов группы B(m,n) для любого нечетного перио-
да n > 665. Также, при простых n > 1003 доказывается, что если группа 
B(m, n) вкладывается в некоторую апериодическую группу G в качестве 
нормальной подгруппы, то она выделяется в G прямым множителем. 

M S C 2 0 0 0 number : 20F50, 20F05, 20F28, 20М05, 20Е36 
К л ю ч е в ы е слова : свободная бернсайдова группа, группа автоморфизмов, сво-
бодная полугруппа, свободный моноид, периодическая группа. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть Fm ֊ абсолютно свободная группа произвольного ранга m,n- натуральное 

число, Fm - подгруппа порожденная всевозможными n-ми степенями элементов 

из Fm. Фактор-группа  Fm/vn, обозначается через B(m,n) и называется свобод-
m 

n 

m. Более просто, свободная бернсайдова группа B(m,n) имеет следующее зада-

ние: 

B(m,n) = (ai, a2, ...am\An = 1для всех слов A = A^af1,օ,^՜))-

Поскольку Fm - порожденная словом xn вербальная подгруппа группы Fm, то 

группа B(m, n) свободна в многообразии всех n-периодических групп, т.е. всех 

xn = 1 

Известная теорема С. И. Адяна утверждает, что для всех m > 1 и нечетных 

n > 665 групп a B(m,n) бесконечна (решение знаменитой проблемы Бернсайда, 

см [1], Н ) . 

n > 665 

m > 1 центр группы B(m, n) тривиален (см. [1, гл. VI, теорема 3.3]). Отсюда сле-

дует, что группа B(m,n) изоморфна группе своих внутренних автоморфизмов. 
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В терминах групповых гомоморфизмов это означает, что последовательность го-

моморфизмов 

0 ^ B(m,n) ^ Aut(B(m,n)) ^  Au t (B (m,n ) )/lnn(B(m,n)) ^ 0, 

где Inn(B(m, n)) есть группа внутренних автоморфизмов группы B(m, n), явля-

ется точной. Отметим, что фактор-группа  A u t ( B ( m , n ՝ ) ՝ ) / l n n ( B ( m , n ) ) обознача-

ется через Out(B(m,n)) и называется группой внешних автоморфизмов группы 

B(m, n). 

В работе Е. Черепанова [3] доказано, что при нечётных n > 1078 каждый нор-

мальный автоморфизм группы B(m,n) является внутренним автоморфизмом. 

Напомним, что автоморфизм ( г р у п п ы G называется н о р м а л ь н ы м , если для 

любой нормальной подгруппы N группы G выполнено равенство ((N) = N. 

Ясно, что если N есть нормальная подгруппа группы G и ((N) = N, то авто-

морфизм ( индуцирует некий автоморфизм фактор группы ^/n-

Далее, n > 1003 в р ^ о т е [4] показано, что если ( ֊ нормальный 

B(m, n) 

{ai, a2, ...am} группы B(m, n) существует такое целое число fc, что ((щ) сопряжен 
к 

с ak для каждого г. 

Эти результаты об автоморфизмах свободных бернсайдовых групп усилены в ра-

боте [5], где доказано, что для произвольного нечётного n > 100^ и m > 1 каждый 

автоморфизм свободной бернсайдовой группы B(m,n), который стабилизирует 

любую максимальную нормальную подгруппу N < B(m,n) бесконечного индек-

са, является внутренним автоморфизмом. 

Некоторые другие результаты об автоморфизмах свободных периодических групп 

были получены в работах [6]-[9]. 

Первым основным результатом настоящей работы является 

Т е о р е м а 1.1. Для любого m > 1 и нечетного n > 665 группа автоморфиз-

мов Aut(B(m,n)) свободной бернсайдовой группы B(m,n) содержит, свободный 

моноид ранга 2. 

Эта теорема будет доказана в параграфе 2. Теорема 1.1 усиливает аналогичный 

результат Е. Черепанова для нечетных n > 1010 из работы [6] и результаты 

первого автора из работ [7]-[9]. 
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С л е д с т в и е 1.1. Для любого m > 1 и нечетного n > 665 обе группы Aut(B(s, n)) 

и Out(B(s,n)), s > 2m, содержат, подгруппу изоморфную свободной абелевой 

группе Zm ранг a m. 

Доказательство. Пусть [a1: a2} пара свободных порождающих группы B(2,n). 

Выберем элемент ф бесконечного порядка группы Aut(B(2,n)), который суще-

ствует согласно теореме 1.1. Рассмотрим группу B(s,n), s > 2m, со свободными 

порождающими [ai\i = 1 , s } и автоморфизмы фг,ъ = 1, ...,m, такие, что для 

любого i автоморфизм ф{ действует на {a2i-1, a2i} как ф действует на [a1: a2}, и 

тождественно на остальных порождающих. Легко видеть, что эти автоморфизмы 

порождают упомянутую свободную абелеву группу ранга m. • 

Заметим, что из следствия 1.1 непосредственно вытекает теорема 4 работы [10] 

и теорема IV.5.4 работы [11]. 

Второй результат относится к вложениям свободных бернсайдовых групп. 

Как было отмечено выше, свободная бернсайдова группа B(m,n) вкладывается 

в группу автоморфизмов Aut(B(m,n)) как нормальная подгруппа внутренних 

автоморфизмов. Хорошо известная теорема Гелдера-Бэра (см. теорему 13.5.7 в 

[12]) утверждает, что если совершенная группа вкладывается в некоторую груп-

пу в качестве нормальной подгруппы, то выделяется в ней прямым множителем 

(группа называется совершенной, если она без центра и не имеет внешних ав-

томорфизмов). Хотя группа B(m,n) - без центра (теорема С. И. Адяна из [1, 

гл. VI., теорема 3.3])), тем не менее из теоремы 1.1 немедленно следует, что она 

не совершенна. Действительно, все внутренние автоморфизмы группы B(m,n), 

очевидно, имеют порядок n, в то время как, по теореме 1.1, группа B(m, n) име-

ет автоморфизмы бесконечного порядка, которые тем самым, будут внешними 

n 

простого периода группы B(m,n) ведут себя как совершенные группы. 

Т е о р е м а 1.2. Пусть G произвольная периодическая группа простого периода 

n > 1003, которая содержит, нормальную подгруппу N, изоморфную свободной 

бернсайдовой группе B(m,n) для некоторого ранга m > 1. Тогда группа G раз-

лагается в прямое произведение G = N х С, где C ֊ централизатор подгруппы 

N G 
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В частности, из теоремы 1.2 следует, что при m = k и простых n > 1003 группа 

B(m, n) не может быть вложена в какую л ибо группу B(k,n) в качестве нор-

мальной подгруппы, что впервые было доказано в работах [13], [14] (см. также 

n > 1003 

1.2 работы [3]. 

2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 1 . 1 

Рассмотрим свободную группу F(a, b) с порождающими a, b, и определим авто-

морфизмы Փւ и ф2 на порождающих следующим образом : ф1(a) = ab, ф1(Ь) = ab2  

и ф2(a) = ba, ф2(Ь) = ba2. Их обратными являются автоморфизмы ^1(a) = ab - 1a, 

ф1 (b) = a - 1 b и ^>2(a) = a - 1b, Ф2(Ъ) = ab - 1a соответственно. 

Для доказательства теоремы 1.1, очевидно, достаточно доказать следующее пред-

ложение. 

n > 665 ф1 ф2 

составляют базис свободной полугруппы ранга 2 в группе автоморфизмов 

Aut(B(m,n)) свободной бернсайдовой группы B(m,n) ранг a m> 1. 

Пусть Փտ обозначает композицию Փտ = ՓկՓկ .. .Փկ, где S = i1i2.. .ц является 

конечной последовательностью из двух символов 1 и 2. Везде в тексте знак = 

означает графическое равенство слов. По определению для любого слова W име-

ем Փտ (W) ^ фи (фк_г ... (Фг2 (Փկ (W)))...). Обозначим Us = Փտ (a), Vs = Փտ (b). 

Все слова US, VS являются положительными, т.е. они не содержат букв a - 1 и 

b - 1. Следовательно, они представляют элементы свободной полугруппы с бази-

{a, b} 

Отметим некоторые первые члены последовательностей Us, V s , которые нам 

понадобятся: 

U1 = ab, V1 = ab2, U2 = ba,V2 = ba2, 

U11 = abab2, V11 = abab2ab2, U12 = baba2, V12 = baba2ba2, 

U21 = ab2ab, V21 = ab2abab, U22 = ba2ba, V22 = ba2baba. 

U111 = abab2 abab2 ab2 = U11 V11,V111 = abab2 abab2 ab2 abab2 ab2 = U11V11V11, 

U112 = baba2baba2ba2 = U12 V12,V112 = baba2baba2ba2baba2ba2 = U12V12V12, 

U121 = ab2abab2 abab = U21V21, V121 = ab2abab2 ababab2 abab = U21V21V21, 

U122 = ba2baba2baba = U22V22, V122 = ba2baba2bababa2baba = U22V22V22, 

U211 = abab2ab2 abab2 = VnUn,V2n = abab2 ab2 abab2 abab2 = V11U11U11, 
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U212 = baba2ba2 baba? = V12U12,V212 = baba2 ba2 baba2 baba2 = V12U12U12, 

U221 = ab2 ababab2 ab = V21U21, V221 = ab2 ababab2 abb2 ab = V21U21U21, 

2 2 2 2 2 
(2.1) U222 = ba bababa ba = V22U22V222 = ba bababa baba ba = V22U22U22. 

Легко проверить, что если слово T имеет вид T = WSl WS2 ... WSk, где W £ 

{U, V}, a S1, S2, • • •, Sk - произвольные последовательности символов 1 и 2, то 

имеем фи (T) = фи (WS 1 WS 2 .. .Wsk ) = W s l h Ws2it ... Wskit. 

В дальнейшем, через d(X) будем ^^^^^^тать длину слова X , а через X- слово 

X написанное на окружности не фиксируя его начало. Если S = i1i2 ••• it -

произвольная последовательность, то обозначим S' = i2 . . . it-1it• Таким образом, 

имеем S = hS' = i^S". 

Из сделанных выше замечаний вытекают следующие две леммы. 

S= 

i1i2 ... it имеем следующие возможные случаи для слов US и VS: 

(2.2) Us = Us՛VS՛ , VS = Us՛Vs՛ Vs՛ 

при S = 1S', и 

(2.3) US = VS՛ US՛ , V S = VS՛ US՛ US՛ . 

при S = 2S'. 

Л е м м а 2.2. (см. [6], Следствие 2.0 п. (2)) Для любой непустой последователь-

S 

4 • d(Us) < 3 • d(Vs) < 5 • d(Us). 

Z 

виде Z = D r для r > 1. 

Нам понадобится также следующая лемма из монографии [1]. 

Л е м м а 2.3. (см. [1], Лемма 1.2.9) Если A f'A' = B r B', где ело во A' есть начало 

A, B' есть начало B и d(A f'A') > d(AB), то можно указать такое слово D, 

что A = Dk и B = D s при некоторых k и s. В частности, если A- простое 

слово, то B = Ak. 

63 



А. С . П А Й Л Е В А Н Я Н , X . Р. Р О С Т А М И 

Л е м м а 2.4. Для любой непустой последовательности S = pqS'' , p,q £ {1, 2} 

имеем 

U11S՛՛ = Ստ՛^տ՛՛Ստ՛՛ V s ՛ ՛ V S ՛ ՛ , VUS՛՛ = US՛Vs՛՛US՛՛ V s ՛ V ՛ ՛ U S ՛ V ՛ V ՛ ՛ , 

U1S՛՛  V1S՛՛ 

U12S՛՛ = VS՛՛Ստ՛՛VS՛՛Ստ՛՛Ստ՛<i  V12S՛՛ = VS՛՚Ստ՛>yVS՛՛ՍՏէ՛՛Ստ՛^VS՛՛ՍՏԷ՛՛Ստ՛՚ւ 

U21S՛՛ = Ստ՛՛Vs՛՛VS՛՚Ստ՛'Vs՛՛, V21S՛՛ = Ստ՛՛ Vs՛՛ VS՛^Ստ՛'Vs՛^Ստ՛>VS՛՛, 

V1S՛՛  U1S՛՛ 

Ս22Տ՛՛ = VS՛՛Ստ՛՛Ստ՛՛VS՛՛Ստ՛՛, V22S՛՛ = VS՛՛Ստ՛՛Ստ՛ ՛VS՛՛Ստ՛՛VS՛՛Ստ՛՛. 

Доказательство непосредственно следует из определения Փտ и соотношений 

• 

S 

во Ստ я в д я е т м началом слова VS и d(US) < d(VS). Отсюда, используя лемму 2.2, 

получаем d(V11S՛՛) > д(V12S՛՛). Кроме того, из леммы 2.4 следует, что длина слова 

V11S՛՛ меньше 34/3 • д(Ստ՛՛). Итак, мы получили, что для любой последователь-

ности S = pqS'', p,q £ {1, 2} длины слов Ստ и VS удовлетворяют неравенствам 

d(US) < д(VS) < 12d(US՛՛). Отсюда получаем 

Л е м м а 2 .5 . Если слово Z12 входит в одно из слов Ստ или V S , то d(Z) < 

d(US՛՛), d(VS՛՛), в частности, Ստ՛՛12 не входит, в слова Ստ и VS. 

Обозначим VS՛ ^ A, Ստ՛ ^ B, VS՛՛ ^ С Ստ՛՛ ^ D. В силу леммы 2.2 имеем 

5/3 • d(B) > d(A)rn 5/3 • д(D) > д(С). 

Зафиксируем некоторую последовательность S = i1.. .ц. В дальнейшем тексте 

Z 

Л е м м а 2 .6 . Ստ и VS не являются полными, степенями. 

Доказательство. Доказательство будем вести индукцией по длине д(S) = l по-

следовательности S. При l < 3 прямая проверка показывает, что слова Ստ и VS 

l>3 

ложим, что утверждение верно для всех последовательностей длины д(S) < l, и 

докажем утверждение для д(S) = l. 

1. Пусть Ստ = Zk и k > 2. Рассмотрим, например, случай 

Ստ = Ս11Տ ՛ ՛ = Ստ ՛ ՛ VS ՛ ՛Ստ ՛ V ՛ ՛ VS ՛ ՛. 
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Имеем 

US = U11S՛՛ = BAA = DCDCC = ZZ.'.Z. 
к 

Поскольку, очевидно, циклический сдвиг полной степени является полной степе-

C 

CDCDC = (CD)2C = Z 1 Z 1 . . .Z i , 
4 N.  1  

к 

где Z 1 есть циклический сдвиг слова Z. Отсюда, учитывая к > ^ ^ е е м д(CDC) > 

d(Z1). Поскольку Z1 простое слово, то применяя лемму 2.3 получаем CD = Z1p. 

В случае p = 1 имеем CD = Z^, что противоречит условию (CD)2C = Z1к по-

скольку D = Л В случае p > 1 дая S' = 2S'', д(Տ') < I, имеем CD = US՛ = B = 

Z1p есть полная степень, что противоречит индуктивному предположению. 

2. Все остальные случаи выражений слов US и VS из леммы 2.4 рассматриваются 

совершенно аналогично. А именно, для слова U12S՛՛ = CDCDD сдвигаем конец 

D в начало, а для всех остадьных случаев сдвигаем начало длины 2 слов Us, V s 

в конец и продолжаем как в пункте 1. В результате получаем 

U11S՛՛ = DCDCC, (CD)2C = Z1k, CD = Z1p, 

V11S՛՛ = DCDCC DC C, (DCC )2DC = Z1k, DCC = Z1p, 

U12S՛՛ = CDCDD, (DC)2D = Z1k, DC = Z1p, 

V12S՛՛ = CDCDDCDD, (CDD)2CD = Z1  k, CDD = Z1p, 

U21S՛՛ = DCC DC, (CD)2C = Z1k, CD = Z1p, 

V21S՛՛ = DCCDCDC, (CD)3C = Z1k, CD = Z1p, 

U22S՛՛ = CDDCD, (DC)2D = Z1k, DC = Z1p, 

V22S՛՛ = CDDCDCD, (DC)3D = Z1k, DC = Z1p. 

Второе равенство каждой строки получается сдвигом подчеркнутой части перво-

го равенства в другой конец слова. Третье равенство каждой строки получается 

из второго равенства той-же строки применением леммы 2.3. Далее, в случае 

p = 1 p > 1 

доказательство леммы. • 

Пусть X о з н а ч а т циклическое слово, т.е. слово X написанное на окружности. 

Л е м м а 2.7. Если US, VS содержат, Zк, то к < 12. 
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S 

ной базой. Допустим, что некоторое слово Z12 входит в одно из слов US, VS. За-

метим, что Z12 не может входить в слова DCC и CDD, так как в таком случае 

оно бы входило в A, что противоречит предположению индукции. Тогда Z12 не 

входит в под слова слов Us, Vs длины 3 над алфавитом {C, D}. Следовательно, 

оно содержит под слово длины 2 слова US или VS над алфави том {C, D}. Из 

неравенств 4 • d(US) < 3 • d(VS) < 5 • d(US) леммы 2.2 следует, что d(US) < д(VS). 

Следовательно d(Z) < d(D) < d(C). Слов длины 2 над {C, D} 

CC CD DC DD Z12  

входит слово Z1\ где Z1 является циклическим сдвиг ом слова Z. Тогда имеет 

место хотя бы одно из следующих равенств: 

CC = Z1r Z1', CD = DXD = Z1r Z1', DC = DDX = Z1r Z1', DD = Z1r Z1', 

где есть некоторый циклический сдвиг слова Z, r > 2, D есть начало C, а 

X есть начало D. Согласно лемме 2.3 имеем или C = Z1  p, или D = Z1p, что 

p > 1 p = 1 • 

Л е м м а 2.8. В свободной группе F(a, b) выполнено равенство ՓՏւ (x) = ՓՏշ (x), 

x £ F(a, b) \ {1} тогда и только тогда, когда Տ1 = Տ2. 

Доказательство. При Տ1 = Տ2 очевидно имеем ՓՏւ (x) = ՓՏշ (x). Докажем об-

ратное утверждение индукцией по длине Տ ^ Для д(Տ1) = 1 утверждение следует 

из определений автоморфизмов ф1, ф2. Пусть ՓՏւ (x) = ՓՏշ (x) и Տ1 = T1ik, Տ2 = 

T2jt- Есл и ik = jt, то из обратим ости ф^ и равенст ва ф^к (фт1 (x)) = фгк (фт2 (x)) 

следует фт1 (x) = фт2 (x). Тогда, то индуктивному предположению, имеем T1 = T2 

и, тем самым, Տ1 = Տ2 .Пусть теперь ik = jt. Поскольку для любого непустого 

слова A слово ф1 (A) заканчив^тся буквой b, а слово ф2 (A) ֊ буквой а, то при 

ik = jt имеет место ф^к (A) = (B) для любых положительных слов A, B. Лемма 
• 

Следующая лемма была доказана В. С. Атабекяном. Здесь q = 90. 

B (m,n) 

Л е м м а 2.9. Если X ֊ непустое несократимое слово и X = 1, то X содер-

жит подслово вида Aq - 1. 
B(m,n) 

Доказательство. Пусть X ֊ непустое несократимое слово и X = 1. По тео-

реме VI.2.9 монографии [1] для некоторого ранга в имеем X = 1 в группе 
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B(m, n, в). В силу [1, гл.IV, §2, лемма 2.16], тогда для некоторого а имеем X £ 

R a . Но так как X £ R 0 ( X - несократимое слово), то X £ R Y - 1 \ для неко-

торого ранга յ. Согласно [1, гл.IV, §1, лемма 1.19], можно указать некоторое 

вхождение V £ H o p M ( j , X , n — 175). Если основа вхождения V является перио-

дическим словом, то в слово X входит слово вида An -176 и лемма доказана. В 

противном случае, согласно [1, гл.11, §4, лемма 4.8] в слово E = Осн(V) входит 

некоторая элементарная q-степень E1 ранга Տ < դ. Выбрав ранг Տ с указанным 

E 1 

не входит никакая элементарная q-степень ранга թ < Տ, причем lg (E1) > q. Опять 

E 1 

q-степенью. Лемма доказана. • 

Теперь мы можем перейти к доказательсву предложения 2.1. 

Рассмотрим автоморфизмы ф 1 и ф2 группы B(m,n), определенные в начале па-

раграфа. Полугруппу, порожденную в Aut(B(m, n)) этими автоморфизмами обо-

значим через G. Полугруппа G является несвободной тогда и только тогда, когда 

S1 S2 1 2 

ՓՏւ = Փտ2 в Aut(B(m, n)). Если S1 = S 2 , но ՓՏւ = ՓՏշ в Aut(B(m,n)), то по 

F(a, b) 

ՓՏւ (a)(Փտշ ( a ) ) - 1 непуста и, согласно лемме 2.7, не содержит никакого слова ви-

да Z2\ По лемме 2.9 это слово не равно 1 в B(m, n). Следовательно, ՓՏւ = ՓՏշ 

в Aut(B(m,n)) только в случае S1 = S2. 

Таким образом, Предложение 2.1 и Теорема 1.1 доказаны. 

3 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 1 . 2 

Пусть H ֊ максимальная нормальная подгруппа группы G такая, что H Ո N = 

{e} (существование подгруппы H следует из леммы Цорна). Тогда, очевидно, 

канонический образ N1 подгруппы N в группе G1 = G/H изоморфен N. Таким 

H N G 

H Ո N = {e}. Докажем, что G = N х H. Для этого, достаточно показать, что 

G/H = NUT.e. G1 = N1. 

G 1 

N 1 

H 
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пересекающихся с N. Легко проверяется, что централизатор произвольной нор-

мальной подгруппы является нормальной подгруппой. Поэтому, если централи-

затор ^ п о д г р у п п ы N1 в груп пе G1 нетривиален, то от имеет с п одгруппой N1 

N 1 

С.И.Адяна (см. [1, гл.VI, теорема 3.4]), центр группы B(m,n) тривиален. Так 

как N1 ~ B(m, n), то немедленно заключаем, что C1 = {e}, т.е. централизатор 

C1 N1 G1 

G1 n 

G1 = N1 

Пусть фактор группа  G1/n1 порождается смежным классом gN1. Таким обра-

зом g £ N1 и gn £ N1. Рассмотрим автоморфизм фд : N1 ^ N1 группы N1, 

определенный формулой фд (x) = gxg - 1 для любого элемента x £ N1. Предпо-

фд  N 1 

Тогда для некоторого элемента y £ N1 и для всех x £ N1 имеет место равен-

ство фд (x) = yxy - 1, т.е. gxg - 1 = yxy՜1, и поэтому элемент y - 1g принадлежит 

C1 N1 G1 

Но, как было доказано, C1 = {e}. Следовательно, y - 1g = 1, что противоречит 

g £ N1 . фд 

N 1 

Теперь воспользуемся следующим результатом, доказанным в работе [5] 

Л е м м а 3.1. (см. следствие 1 из [5]J Пусть n > 1003 ֊ произвольное нечётное 

число и ф ֊ автоморфизм группы B(m,n) такой, что ф(N) = N для каждой 

максимальной нормальной подгруппы N < B(m,n), для которой  B ( m , n ) / N ֊ 

бесконечная группа (содержащая элементы порядка n). Тогда ф ֊ внутренний 

автоморфизм. 

Согласно лемме 3.1, существует такая нормальная подгруппа L группы N1y что 

фд (L) = L b N 1 / l ՜ н е ^ е л е в а простая группа, содержащая элементы порядка n. 

По выбору подгруппы L, существует элемент x £ L такой, что фд (x) £ L, т.е. 

gxg - 1 £ L. Это означает, что L не является нормальной подгруппой группы H. 

Рассмотрим нормальную подгруппу K = Ո y e a 1 yLy - 1 группы G1. Для заверше-

ния доказательства теоремы 1.2 воспользуемся следующим утверждением, дока-

ЗЭ/ННЫМ А. Ю. Ольшанским в работе [13]. 
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N 1 

группа группы G1} что G1/N1 - циклическая группа порядка p. Предположим 

N 1  G 1 

пы L, фактор-группа N1/L - неабелева простая группа, содержащая элемент 

порядка n. Положим К = Ո xLx - 1. Тогда произведение pn делит порядок 
хея 

некоторого элемента из фактор-группы G1/K. 

Все условия леммы 3.2 в нашем случае выполнены. Поэтому можем заключить, 

что в фактор группе G1 /К содержится элемент порядка n2, что невозможно, так 

G G1 

периода n. Полученное противоречие доказывает, что в фактор группе G1/N1 

G 1 

G1 = N1 . 

Таким образом, мы доказали, что G = N х H. По условию теоремы, группа N 

изоморфна группе B(m, n). Так как центр группы B(m,n) ~ N тривиален, то 

из равенства G = N х H очевидным образом вытекает, что централизатор С 

N G H 

2 

automorphisms of free periodic groups B(m, n) of any odd period n > 665 and any 

rank m > 1. Moreover, it is proved that if the period is any prime number n > 1003 

B(m, n) n G 

B(m, n) G 
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АННОТАЦИЯ. С т а т ь я посвящена вопросам разрешимости одного класса нели-
нейных интегральных уравнений на полуоси в критическом случае с неком-
пактным оператором почти Гаммерштейновского типа . При наличии неко-
торых условий, накладываемых на ядро уравнения, доказывается существо-
вание ограниченного, монотонно возрастающего и положительного решения. 
Изучается асимптотическое поведение решения в бесконечности. 

M S C 2 0 0 0 number: 45G10, 45М20, 47Н10 
Ключевые слова: Однопараметрическое семейство решений, поточечный пре-
дел, оператор Винера-Хопфа, условие критичности, условие Каратеодори. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Рассмотрим следующее нелинейное интегральное уравнение: 
сю 

(1.1) f (x) = R(x,f (x)) J К(x - t)W(t,f (t))dt, x > 0 
0 

относительно искомой функции f (x). Здесь R(x,r) и W(t,r) определенные на 

(0, +то) x ( -то , +то), измеримые и вещественнозначные функции, удовлетворя-

ющие определенным условиям (см. формулировку основного результата в §6). 

K(x) 

(1.2) о < к е +то) ո м(-то, +то), 

(1.3) к(x) > 0 щ и x < 0, 

(1.4) J K (т )dT = 1, v(K )= j тК (т )dT < 0, 
—с —с 

причем предполагается, что последний интеграл абсолютно сходится. 
В случае, когда R(x,t) = 1, уравнение (1.1) превращается в нелинейное инте-
гральное уравнение типа Гаммерштейна. Исследованию нелинейных интеграль-
ных уравнений типа Гаммерштейна при различных ограничениях на ядро и на 
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нелинейность посвящены многочисленные работы (см. [1 -5 ] ) . В результате со-

зданы изящные теории разрешимости и разработаны эффективные методы чис-

ленного решения вышеуказанных классов уравнений. Однако, в классической 

теории, как правило, рассматриваются уравнения с компактными нелинейны-

ми операторами, причем в некоторых случаях существенную роль играет также 

конечность пределов интегрирования. 

В работах автора [6 - 11] были рассмотрены разные нелинейные интегральные 

уравнения на полуоси в критическом случае с некомпактным оператором и до-

казаны теоремы о существовании положительного решения. Отличительной осо-

бенностью этих работ является некомпактность и критичность соответствующе-

го нелинейного интегрального оператора. 

Условие критичности для нелинейных операторов понимается в следующем смыс-

ле: Пусть X ֊ банахово пространство, K - правильный конус с положительными 

элементами, K С X . Пусть A ֊ некоторый нелинейный оператор действующий в 

K. Рассмотрим уравнение 

^Ax = = x, x £ K ֊ , 

причем Ad = в, где в £ K ֊ нулевой элемент. 

A 
Ax = x 
решением. 

A 
Ax = x 

мейством положительных решений. 

В работе [6] рассматривается нелинейное интегральное уравнение со специальной 

нелинейностью 

W(t,z) = w(z) = ae - ( z - a՝> 2, (R = 1), 

имеющее применение в физической кинетике. В работе [7] изучается уравнение 

типа Урысона 
сю 

(1.5) f (x) = j K(x,t,f (t))dt = Af 
0 

с предположением, что существует число г > 0, такое что An < г/. Далее предпо-

лагая, что консервативное ядро Винера-Хопфа является локальной минорантой 
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для оператора Урыеона, т.е. 

К(x,t,T) > K0(x - t)T, (x,t,T) е R+ x R+ x [0,n], 

доказывается существование ограниченного решения уравнения (1.5). 

Работа [8] посвящена исследованию интегрального уравнения типа Гаммерштей-

на. В отличие от настоящей работы в ней функция W(t,z), описывающая нели-

нейность, зависит лишь от одной переменной z, на ядро K(x, t) накладываются 

совершенно другие условия и R = 1. В работах [9, 10] исследуются нелиней-

ные интегральные уравнения типа Урыеона (1.5). В [9] предполагается, что ядро 

K0 (x) 

турой, а ядро Урыеона удовлетворяет следующим условиям: 

(1.6) K(x,t,T) > Ko(x - t)(T - W(T +1)) 

1 
J(1 + ex) 

сю 

J K(x, t,s(i + et))dt < 1, x е R+, e,s> 0, e,s = const. 
0 

K, 
именно 

K(x,t,T) > (K0(x - t) - K*(x + pt))(T - W(T +1)), p > 1. 

Наконец работа [11J посвящена изучению интегрального уравнение типа Гаммер-

штейна со специальным ядром. Эта задача возникает в кинетической теории га-

K( x, t) 
но ее оценить снизу консервативным ядром оператора Винера-Хопфа. Насколько 

нам известно уравнение вида (1.1) ранее другими авторами не исследовалось. 

В §5 в предположении W(т, z) = т - W(T, z), R(x, т) = n(x), доказывается суще-

ствование однопараметрического семейства положительных решений нелиней-

ного уравнения (1.1) (устанавливается критичность в сильном смысле в случае 

W(т, 0) = 0). 

R, 
мой "сильной нелинейности", т.е. когда W(T,Z) = G(z) - W(T,Z), доказывается 

существование положительного решения для нелинейного уравнения (1.1) (уста-

навливается критичность в слабом смысле в случае когда W(т, 0) = 0). Удается 

также вычислить предел этого решения в бесконечности. 
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В параграфе 7 рассматривается следующее более общее нелинейное интегральное 

уравнение 
сю сю 

(1.7) ф{х) = R(x,<p(x)) J K(x - t)W(t, <p(t))dt + J K(x + t)G0(<p(t))dt, x > 0 
0 0 

относительно искомой функции ^ x ) . Здесь K - неотрицательная и суммируема 

на (0, функция, причем 
сс сс 

(1.8) JK(т)dr < J K(т)dr, x G (0, +<x) 
x x 

G0 ֊ измеримая и вещественнозначная функция, удовлетворяющая определен-

ным условиям (см. §7). Используя полученные результаты для уравнения (1.1), 

доказывается разрешимость уравнения (1.7) в классе ограниченных функций. 

2. О Б ОДНОМ В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н О М И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О М У Р А В Н Е Н И И Т И П А С В Е Р Т К И 

Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим следующее линейное интегральное урав-

нение: 
СЮ 

(2.1) x(x) = v(x) J K(x - t)x(t)dt, x G [0, 
0 

относительно искомой функции x(x). Здесь թ(x) монотонно возрастающая на 

[0, функция, причем 

вг) 0 < Е < n(x) < 1, x > 0, 
{ ' ва) (1 - H(x))x j G Li(0, +ж), j = 0,1. 

Как известно, уравнение (2.1) при условиях (1.2), (1.4), (2.2) имеет ненулевое, 

неотрицательное и ограниченное решение xo(x) (см. [12]). 

Ниже докажем, что это уравнение при условиях (2.2), (1.2) - (1.4) обладает поло-

жительным, монотонно возрастающим и ограниченным решением x*(x), причем 

x*(x) > xo(x). 
С этой целью рассмотрим следующие итерации: 

(2.3) x ( n + 1 )(x) = ф) [ K(x - t)x ( n )(t)dt, x ( 0 )(x) = C = ess sup xo(x), 
J x>0 
0 

n = 0,1, 2 , . . . , x G [0, где x0 ограниченное, неотрицательное и ненулевое 

решение уравнения (2.1). По индукции нетрудно убедиться, что 

(2.4) a) x ( n )(x) убывает по n, b) x ( n )(x) > x0(x), n = 0 , 1 , 2 , . . . . 
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Действительно имеем 
СЮ X 

a) x ( 1 ) (x) = C^(x) J K(x-t)dt < C J K(z)dz < C = x ( 0 )(x). 
0 — ̂ o 

Предполагая, что x ( n )(x) < x ( n — 1 ) (x), из (2.3) сразу получим x ( n + 1 )(x) < x ( n )(x). 
b) Неравенство (2.4) следует из (2.3) в случае n = 0 - . Пусть x ( n )(x) > x0(x) для 

n G , 
с 

x ( n + 1 )(x) > p(x) J K(x - t)x0(t)dt = x0(x). 
0 

Следовательно, последовательность функций {x ( n ) (x) }o° имеет поточечный пре-

дел lim x ( n )(x) = x*(x) < C. Записывая итерации (2.3) в следующем виде 

x 

x ( n + 1 )(x)= n(x) j K(т)x ( n )(x - т)dT, x ( 0 ) = C, n = 0,1, 2,..., 
—с 

x G (0, + ж ) и используя монотонность функции n(x) по индукции легко можно 

убедиться, что x ( n^(x) возрастает по x, n = 0,1, 2,.... Следовательно, о р g де л ь~ 

ная функция x*(x) также возрастает по x. Таким образом, из (2.3) с учетом 

сказанного можем утверждать, что 

(2.5) x*(x) է C когда x ^ ж. 

Из теоремы Б. Леви (см. [14]) следует, что x* удовлетворяет уравнению (2.1). 

Далее заметим, что 

(2.6) а = essinf x*(x) > 0. 
x>0 

Действительно, так как x*(x) > 0 и x*(x) = 0, то существует хотя бы одна точка 

x0 G [0, + ж ) , такая что x*(x0) > 0. Тогда из (2.1) с учетом (1.3) и условия в1) 
формулы (2.2) будем иметь 

СЮ X — Xo —Xo 

x*(x) > Е J K(x - t)x*(t)dt > Ex*(x0) J K^d > Ex*(x0) J K^d > 0, 

Xo — ̂ o — ̂ o 

откуда следует, что (2.6) верно. 

x0 (x) 
двух функций (см. [12]): 

0 < x0(x) = S(x) - փ(x), x > 0, 
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где S(x) ֊ ограниченное, монотонно возрастающее и положительное решение од-

нородного уравнения Винера-Хопфа: 
СЮ 

S(x) = J K(x - t)S(t)dt, x > 0, 
0 

а ф(x) e L1(0, lim ф(x) = 0 представляет собой решение следующего уже X—^^о 
неоднородного интегрального уравнения типа свертки: 

сю 

^ = а - „ ^ w + » ( x ) J  K ( x - m m ,  x > 0  

0 

Из вышеуказанных фактов следует, что 

(2.7) lim x*(x) = lim S(x) = C. 
X — Ю X — Ю 

Полученное соотношение мы используем ниже. Заметим, что в отличие от функ-

ции х0(x) функция x*(x) обладает дополнительными свойствами (2.5) и (2.6). В 

дальнейших рассуждениях настоящей работы положительность числа а играет 

существенную роль. 

Пусть w ̂ определенная на (-ж, измеримая функция, причем существует 

число A > 0 такое, что 

(3.1) 0 < w (x) убывает по x на [A, 
СЮ 

(3.2) w e L1(0, Ո C0(0, m1 = J xw(x)dx < 
0 

Рассмотрим следующее линейное неоднородное интегральное уравнение: 
СЮ 

(3.3) Q(x) = 2 w(x + A)+ „(x) J K(x - t)Q(t)dt, x > 0. 
0 

Используя результаты работ [12, 13], ниже покажем, что уравнение (3.3) имеет 

положительное, ограниченное и суммируемое решение, причем 

lim Q(x) = 0. 
X—Ю 

Наряду с уравнением (3.3) рассмотрим следующее вспомогательное уравнение 
С 

(3.5) Q* (x) = 2 W(x + A) + J K(x - t)Q*(t)dt, x > 0 
0 
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относительно Q*(x). 
Пусть E ֊ одно из следующих банаховых пространств: Lp(0, M(0, 

С0(0, CM(0, = C(0, Ո M(0, Рассмотрим интегральный опе-

ратор Винера-Хопфа 
сю 

(Kf )(x) = j K(x — t)f (t)dt, f e E 
0 

K(x) 
Как известно, (см. [13]) оператор I — K допускает следующую вольтерровую 

факторизацию: 

(3.6) I — K =(I — V-)(I — V+) 

как равенство операторов действующих в E, где VT ֊ верхние и нижние воль-

терровые операторы вида: 
СЮ X 

(V-f )(x) = J v-(t — x)f(t)dt, ( V + f ) ( x ) = j v+ (x — t)f(t)dt, f e E, 
x 0 

СЮ 

v±(x) > 0, v± e Li(0, + ж ) , = j v±(x)dx, < 1, դ- = 1, 

(x) = յ v+ (x 
0 

С 

(x) 
0 

причем v±(x) представляют собой поточечный предел следующего итерационно-

го процесса: 

(3.7) v±+1(x) = K(±x)+J v±(t)v±(x + t)dt, v± = 0 , n = 0,1, 2,..., 
0 

(точнее v± ^ v± при n ^ ж) . Учитывая тот факт, что Y+ < 1 и ess sup K(x) = 
xeR 

L < из (3.7) индукцией no n можно доказать, что v± < L(1 — Y+) - 1 , n = 
0 , 1 , 2 , . . . . Отсюда следует, что v±(x) < L(1 — Y+ ) - 1 < С использованием 

факторизации (3.6) решение уравнения (3.5) сводиться к решению следующих 

двух уравнений Вольтерра: 
С 

(3.8) Ql(x) = 2 WW(x + A)+ J v-(t — x)Q\(t)dt, x > 0, 

x 

(3.9) Q*(x)= Q\(x)+j v+(x — t)Q*(t)dt, x > 0 
0 
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Из результатов работ [12, 13] следует, что уравнение (3.8) при условий (3.1), 

(3.2) имеет положительное решение из пространства L1(0, + ж ) . Из ограничен-

ности функций v- и • следует ограниченность функции Q*(x). Заметим, что 

lim Q*(x) = 0, так как 
x ^ c 

С 

0 < Q*(x) < 2• (x + A) + ess sup v-(x) Q*(x)dt —» 0. 
xeR + J 

x 

Поскольку < 1, т 0 оператор V+ будет сжимающим в каждом из пространств 
E. Следовательно, го свойств функций Q*(x) следует, что уравнение (3.9) имеет 
положительное решение Q*(x) > 0, lim Q*(x) = 0, Q* e L1(0, + ж ) Ո M(0, + ж ) . 
Рассматривая следующие простые итерации 

СЮ 

Q<" «(X) = 2 • (X +  A) + j к { х - է)Փ\№, Հ՛՛Ա = о,  n = <>,1  շ,..., 
0 

которые монотонно возрастают по n и удовлетворяют неравенствам Q ( n )(x) < 
Q*(x), (n = 0,1, 2,...) заключаем, что lim Q ( n )(x) = Q(x) < Q*(x). Таким обра-

зом lim Q(x) = 0, Q e L1(0, + ж ) Ո M(0, + ж ) . 

Обозначим через к = ess sup Q(x). Пусть յ0 - некоторое фиксированное число из 
x > 0 

[A, + ж ) , для которого w(Y0) <Y0• Существование такого числа сразу следует из 

(3.1),(3.2). 

Заметим, что если Y ֊ любое число из множества 

rmax(K,Yo) 3.10 Л = [ , +ж) а 
то следующее решение уравнения (2.1) 

(3.11) х-у ( x ) = YX* ( x )  

будет удовлетворять неравенству: XY(x) > Q(x). Действительно, имеем 

XcY(x) > Ya > max(K,Y0) > к > Q(x). 

Из (2.7),(3.11) очевидным образом следует также, что 

(3.12) XY(X) է YC, X ^ ж. 

Наряду с уравнением (3.3) рассмотрим уравнение 
С 

(3.13) p(x) = 2 w(x + х7(X))+ X ( X ) V ( X ) J K(x — t)p(t)dt, x > 0, 
0 
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— w ( x +XY ( x ) ), x > 0. 
XY (x) 

Рассмотрим следующий итерационный процесс: 
С 

p ( n + 1 )( x) = 2 w(x + xY(x)) + X ( X ) K ( X ) K(x — t)p ( n ) (t)dt, p ( 0 ) (x) = 0, 
0 

n = 0 ,1 ,2 , . . . , x > 0. Имеем следующую цепочку неравенств: 

(3.14) w(x + х7(x)) < w(x + Ya) < w(Ya) < W(Y0) < Y0 < aY < X Y ( X ) , 

(3.15) w(x + XY(X)) < w(x + Y0) < w(x + A). 

Из (3.14),(3.15) следует, что 

0 < 1 — < \(x) < h 
Y0 

(1 — X(x))x j =  w ( x +  ( x ) x j < — w(x + A)x j e L1(0, +^0), j = 0,1. 
X Y ( X ) Y0 

По индукции легко можно убедиться в достоверности следующих утверждений: 
a) p ( n ) возрастает по n, b) p ( n )(x) < Q(x), n = 0,1, 2,..., 

c) p ( n )(x) > 2 W(x + XY(x)), n =1, 2,... 
Следовательно, существует 

(3.17) lim p ( n )(x) = p(x) < Q(x). 

p(x) 
нению (3.13), а из (3.16), (3.17) получаем следующую двойную оценку: 

(3.18) 2 W(x + XY(X)) < p(x) < Q(x). 

4. Одно О Б О Б Щ Е Н И Е У Р А В Н Е Н И Я (2.1) 

Рассмотрим уравнение: 
СЮ 

(4.1) E(x)= n(x)X(x) j K(x — t)E(t)dt, x > 0 
0 

E(x) 
Прямой проверкой убедимся, что функция E(x) = 2xY (x) — p(x) удовлетворяет 

уравнению (4.1). Имеем 

n(x)X(x) J K(x—t)E(t)dt = M —  W ( x + x ) ( x ) ) ) Kx) I K(x—t)(2xY(t)—p(t))dt = 
0 V Y 
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сю 
= 2xY(x) — 2 w(x + xY(x)) — X(x)p(x)J K(x — t)p(t)dt = 2xY(x) — p(x) = E(x). 

0 

Поскольку p(x) < Q(x) < xY(x), то E(x) > Xy(x). Рассмотрим следующие итера-

ции: 

(4.2) E ( n + 1 )(x) = fj,(x)X(x) j K(x—t)E ( n )(t)dt, E ( 0 ) ( x ) = 2x7(x), n = 0 ,1 , . . . 
0 

По индукции нетрудно убедиться, что E ( n )(x) убывает по n, E ( n )(x) > E(x), 
n = 0 ,1, . . . . Следовательно, существует lim E ( n )(x) = E(x), причем 

(4.3) E(x) > E(x) > ^(x). 

Из (4.2) следует, что 

(4.4) E(x) < 2X(X)xY(x). 

Рассмотрим уравнение: 
СЮ 

(4.5) F(x) = p(x) j K(x — t)X(t)F(t)dt. 
0 

E( x) 

m  F  x = 

будет удовлетворять уравнению (4.5). Из (4.3), (4.4) с учетом (4.6) будем иметь 

(4.7) XY (x) < E(x) < F(x) < 2XY(x) 

В дальнейшем цепочка неравенств (4.7) нам понадобится. 

5. ОДНОПДРДМЕТРИЧЕСКОЕ СЕМЕЙСТВО РЕШЕНИЙ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА ГАММЕРШТЕЙНА 

Теперь рассмотрим уравнение: 
СЮ 

(5.1) H(x)= p(x) J K(x — t)(H(t) — w(t,H(t)))dt, x > 0, 
0 

где w(t, z) : (0, + ж ) x (—ж, + ж ) ^ (—ж, + ж ) удовлетворяет условиям: 
(i) 0 < w(t, z) убывает no z и (0, + ж ) x [A, + ж ) = ПА 

(ii) w(t, z) удовлетворяет условию Каратеодори на ПА, т.е. при каждом 
фиксированном z € [A, + ж ) функция w(t, z) измерима по t > 0 
и почти при всех t > 0 w(t, z) непрерывна по z на [A, + ж ) , (об этом 
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подробнее см. в [15], стр. 62 - 64). 

(iii) w(t,z) < w(t + z), (t,z) G 
Введем следующие итерации: 

(5.2) H ( n + 1 ) (x) = j(x) K(x — t)(H ( n )(t) — w(t,H ( n )(t)))dt, H ( 0 )(x) = 2xY(x), 
0 

n = 0 , 1 , . . x > 0. Заметим, что H ( n )(x) > F(x), n = 0 ,1 , . . ., H ( n )(x) убывает no 

n. 
Действительно, сначала докажем,что H ( n )(x) > F(x). В случае n = 0 неравен-

ство сразу следует из (4.7). Предположим, что H ( n )(x) > F(x) при некотором 

n G N. Тогда поскольку F(x) > xY(x) > ja > Y0 > A, то из (5.2) будем иметь 
сю 

H <-»>խ) > էէխ) I K  —<w и  — w ( t F ա * > 
0 

сю сю 
> j(x) J K(x — t)F(t)dt — j ( x ) J K(x — t) w(t + F(t))dt > 

0 0 

CG GO 
> jj(x) J K(x — t)F(t)dt — jj(x) J K(x — t) w(t + xY(t))dt = 

0 0 

CG CG 

= ф ) J  K - m ֊ W J  K ֊ W ֊ A M K , { M > 
0 0 

ю 

> jj(x) J K(x — t)A(t)F(t)dt = F(x). 
0 

Теперь докажем, что H ( n )(x) убывает no n. Имеем 
ю 

H < j W /  K - t ) H =  H < ° > w , 

0 

w (t,H ( 0 )(t)) > 0 (ведъ H ( 0 )( x) > 2դ0 > A) и XY(x) удовлетворяет 

уравнению (2.1). Предположим, что H ( n )(x) < H ( n - 1 )(x), тогда учитывая, что 

H ( n )(x) > F(x) > A из (5.2) получим H ( n + 1 )(x) < H ( n )(x). Таким образом, 

можем утверждать, что последовательность функции {H(n)(x)}GC имеет пото-

чечный предел lim H ( n )(x) = H(x), причем 

(5.3) F(x) < H(x) < 2х7(x). 
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Из теоремы Б. Леви следует, что предельная функция удовлетворяет уравнению 

(5.1). Теперь убедимся, что существует 

(5.4) lim H(x) = 2դՕ. 
х ^ ж 

Действительно сначала из (3.4) и (3.18) следует, что lim p(x) = 0. Следователь-
х ^ ж 

но, существует 

(5.5) lim E(x) = 2 lim xY (x) = 2դՕ. 
х ^ ж х ^ ж 

Комбинируя неравенства (4.3), (4.7) и предельное соотношение (5.5), приходим 

к равенству 

(5.6) lim F(x) = 2դՕ. 
х ^ ж 

Следовательно, используя (5.3), (5.6), (3.12) приходим к (5.4). 

Таким образом справедлива 

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия (1.2) - (1.4), (2.2) и (г) — (in). То-
гда уравнение (5.1) обладает однопараметрическим семейством ограниченных 
и положительных решений {HY(x)}je^, где множество А параметров Y за-
дается согласно (3.10). Для каждой функции из этого семейства справедливо 
предельное соотношение (5.4). 

Замечание 5.1. Если дополнительно потребовать, чтобы w(t,z) ^ по t, то 
можно доказать,что полученные решения HY(x) монотонно возрастают по x. 

Действительно, записывая итерации (5.2) в следующем виде 
х 

H =  К W ^ - т ) ֊ ^ ֊  H  է ռ }խ - r M  n = 0, и..., 

— ж 

H ( 0 ) (X) = 2xY (x) 

по индукции нетрудно убедиться, что H ( n )(x) возрастает по x. Следовательно, 

H(x) x 

Замечание 5.2. Из Теоремы 5.1 с учетом определения 1.2 следует, что нели-
нейный оператор Б, задаваемый по формуле 

ж 

(Bf )(x) = p(x)J К(x - t)(f (t) - w(t, f (t)))dt, f G Lж(R +), 
0 

является сильно критическим, если w(t, 0) = 0. 
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6 . Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь У Р А В Н Е Н И Я ( 1 . 1 ) 

Предположим, что W(t, z) имеет следующую структуру: 

W(t,z) = G(z) - w(t,z); 

где w(t, z) удовлетворяет условиям (i) - (iii), a G(z) ֊ непрерывная на отрезке 

[0, n]> Ո e [2° mav0;K' Ղօ՝>, функция, причем 

(6.1) G է [0,n], G(n) = n, 

(6.2) G(x) > x, x e [0,n]. 

Предположим также, что R(x, т) измеримая функция и удовлетворяет следую-

щим условиям: 

- ֊ • < Ա Ч ՝ - - — 

j2) R ( X , T ) - удовлетворяет условию Каратеодори на множестве Bn, 
j3) R(X,T) возрастает по т на отрезке [0, n] при каждом фиксированном x > 0. 

Теорема 6.1. Пусть имеют место все условия теоремы 5.1. Тогда, если функ-
ции G и R удовлетворяют условиям (6.1), ( 6 . 2 ) , ( j i) ( j 3 ) , то уравнение (1.1) 

обладает положительным и ограниченным решением f (x) < n- Более того 

lim f (x) = n-
х ^ ж 

Доказательство. Рассмотрим следующие итерации 
ж 

(6.3) f  ( n + i )(x) = R(x, f  ( n )(x)) J К(x - t)W(t, f  ( n )(t))dt, f  ( 0 )(x) = n, 
0 

n = 0 , 1 , . . . , x > 0. Поскольку уравнение (5.1) (по теореме 5.1) обладает однопа-

раметрическим семейством положительных и ограниченных решений {HY(X)}7£a, 

то если взять 
max(«, դ0) ՝՝ 

Y = n е д = 
Г 2С L а 

мы можем из этого семейства выбрать решение H*(x), которое стремится в бес-
конечности к числу n (см. формулу (5.4)), причем H*(x) < n- Последнее нера-
венство следует из (5.3) и (3.12) в случае դ = 2C -
Сначала докажем по индукции , что 
(6.4) n > f ( n ) ( x ) > H*(x), n = 0 , 1 , . . . . 
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n=0 
n G N. Тогда из (6.3) с учетом (6.1), (6.2) и ( j i ) , будем иметь 

сю x 

f ( n + 1 )(x) < R(x, п) J K(x — t)(G(n) — w(t,n))dt < r)R(x,n)J K(z)dz < r, 
0 - ю 

r 
Г > H*(x) > — a > max(«,70) > A. 2C 

С другой стороны, используя последнее неравенство, получим 
ю 

f  ( n + 1 )(x) > R(x,H*(x)) J K(x — t)(G(H*(t)) — w(t,H*(t)))dt > 
0 

ю 

> j(x) J K(x — t)(H*(t) — w(t,H*(t)))dt = H*(x). 
0 

Теперь убедимся, что последовательность {f (n )(x)}G° монотонно убывает по n. 
Неравенство f  ( 1 )(x) < f  ( 0 )(x) сразу следует из (6.4). Предполагая, что f  ( n )(x) < 
f ( n - 1 ) ( x ) и используя (6.4), из (6.3) получим f ( n + 1 )(x) < f ( n ) ( x ) . 
Таким образом, существует точечный предел lim f  ( n )(x) = f (x) и 

(6.5) H*(x) < f (x) < r. 

Поскольку lim H*(x) = n, то из (6.5) следует, что lim f (x) = r- Используя 

теорему Б. Леви заключаем, что f (x) удовлетворяет уравнению (1.1). • 

Примеры, а) Рассмотрим следующий класс функций: 

R(x, т) =  L ( x )  —  j ( x ) и(т) +  L ( x ) +  j ( x ) , 

Д 

L(x) = i J K (т )dT 

a U(t) измеримая функция на (—то, причем 0 < U(t) < 1, когда t G [0, r], 

U G C [0, п] и U возрастает на [0, п]. 

Нетрудно убедиться, что R(X,T) удовлетворяет всем условиям (j1) — (j3). Дей-

ствительно когда (x, т) G Bn 

R(x, т) >  L ( x S ) +  j ( x ՝ ) > j(x), ибо L(x) > jj(x) 

L(x) — j(x) L(x) + j(x) 
R(x, т) < շ 1 շ = L(x), R возрастает по т на [0, r] 

и удовлетворяет условию Каратеодори. 
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b) В качестве функции G можно взять: 

г,, s / 1 , Ո • xn fx G(x) = \ nxe n , G(x) = x + s i n — , G(x) = n* —. v n n V Ո 
c) Пример функции w(t, z): 

w(t,z) = q(t,z) w(t + z), 0 < q(t,z) < 1, q убывает no z, 

W(т) = те - ( т - a՝> 2, a > 0, q(t,z)= Հ +  C e - zz, 0 < c < a. 
t 2 + a 

В настоящем параграфе мы займемся решением уравнения (1.7) с помощью до-

казанной теоремы 6.1. 
G 0 

(7.1) Go е С[0,n], Go է [0,n], Go(n)= Ո, 

(7.2) Go(x) > 0, x е [0,n]. 

Теорема 7.1. Пусть выполнены все условия теоремы 6.1, а функции R и G 
удовлетворяют условиям (6.1), (6.2) и ( j 2 ) , (j3).Тогда, если p(x) < R(x,T) < 
1, (x,T) е Bv, то уравнение (1.7) обладает положительным и ограниченным 
решением f (x) < n с пределом n в бесконечности. 

Доказательство. Введем следующие итерации 
СЮ СЮ 

փ< ո +- .м = R , x _ М , J К ( x  - т ( t , MM* + / if < x + 
0 0 

n = 0 , 1 , . . . , p ( 0 )(x) = n, x > 0. 

(j ) 
по индукции, что n > ^ ( n )(x) > f (x), n = 0 ,1 , . . . , x > 0 и ф ( п ) убывает no n. 
Следовательно, существует lim ^ ( n )(x) = ф(x), причем 

(7.3) f (x) < ф) < n. 

Из (7.3) с учетом теоремы 6.1 следует, что lim ф(x) = n• Из теоремы Б. Леви 

следует, что ^(x) является решением уравнения (1.7). • 

Ниже приведем два примера функции G0 : 
а 

G0(x) = ^ ^ , a > 0, G0(x) = nsin — . 
Vn/  2n 

Abstract . The paper is devoted to investigation of the solvability of a class of 

nonlinear integral equations on the semiaxis in a critical case, which possess a noncompact 
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operator of almost Hammerstein type. Under some conditions on the equation kernel, 

the existence of a bounded, monotone increasing, positive solution is proved. The 

asymptotic behavior of the solution near infinity is studied. 
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