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1. Введение

Пусть Ψ = {ψk}+∞
k=1 базис в Банаховом пространстве X и infk∈N ∥ψk∥X > 0. Тогда

для каждого элемента f ∈ X имеем

f =
∞∑
k=1

ck(f,Ψ)ψk,

где ck(f,Ψ) → 0 при k → +∞. Положим Λ0 = ∅ и для каждого m ≥ 1 индуктив-
ным методом построим множества Λm ⊂ N удовлетворяющие условиям

(1.1) #Λm = m, Λm−1 ⊂ Λm и min
k∈Λm

| ck(f,Ψ) |≥ max
k/∈Λm

| ck(f,Ψ) | .

Заметим, что множества Λm могут определяться не однозначно. Через D(f) обо-
значим множества всех таких последователностей {Λm}. Для любого Λ = {Λm} ∈
D(f) положим

Gm(f) = Gm(f,Ψ) = Gm(f,Ψ,Λ) =
∑
k∈Λm

ck(f,Ψ)ψk.

Полином Gm(f,Ψ) известен как m-членное жадное приближение элемента f по
системе Ψ, а этот нелинейный метод приближения – жадным алгоритмом (см.
[5]).

Определение 1.1. Базис Ψ = {ψk} называется квази-гриди базисом в X если
существует число C > 0 такое, что для любого элемента f ∈ X существует
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4 С. Л. ГОГЯН

Λ ∈ D(f) для которого выполняется следующее неравенство

(1.2) ∥Gm(f,Ψ,Λ)∥X ≤ C∥f∥X .

Очевидно, что всякий нормированный и безусловный базис является также квази-
гриди базисом.

Определение 1.2. Подсистему F ⊂ Ψ назовем квази-гриди системой в X,
если F является квази-гриди базисом в span{F}.

В работе [9] была доказана следующая теорема.
Теорема А. Базис Ψ является квази-гриди базисом X, тогда и только тогда,
когда

(1.3) lim
m→∞

∥f −Gm(f,Ψ,Λ)∥X = 0,

для любых f ∈ X и Λ ∈ D(f).
В работе [5] отмечена, что если Ψ является квази-гриди базисом, тогда усло-
вие (1.2) выполняется для всех Λ ∈ D(f). В работах [6] и [7] был рассмотрен
алгоритм, где условие (1.1) было заменено более слабым условием. Для любых
0 < t ≤ 1 и f ∈ X обозначим через Λtm множество m натуральных чисел, удовле-
творяющее условию

min
k∈Λt

m

∥ck(f,Ψ)∥X ≥ t max
k/∈Λt

m

∥ck(f,Ψ)∥X ,

и положим

(1.4) Gtm(f) = Gtm(f,Ψ) =
∑
k∈Λt

m

ck(f,Ψ)ψk.

Заметим, что при t = 1 получается жадный алгоритм. В работе [6] (см. также [7])
доказано, что для квази-гриди базисов последовательность {Gtm(f)} сходится к
f .
Теорема Б. Пусть Ψ квази-гриди базис в Банаховом пространстве X. Тогда
для фиксированного 0 < t ≤ 1 и для любых m ∈ N и f ∈ X имеет место
следующее неравенство

∥Gtm(f,Ψ)∥X ≤ C(t)∥f∥X .

В настоящей работе мы рассмотрим жадный алгоритм в L1(0, 1) по общим си-
стемам Хаара. Напомним их определение. Для начала положим t0 = 0, t1 =

1, ∆
(1)
0 = [0, 1). Далее, выберем любую внутренную точку t2 ∈ ∆

(1)
0 и поло-

жим ∆
(1)
1 = [0, t2) и ∆

(2)
1 = [t2, 1). В общем случае выберем любую внутренную

точку t2i+j ∈ ∆
(j)
i = [a, b) для любого i = 1, 2, . . . и j = 1, 2, . . . , 2i и положим
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∆
(2j−1)
i+1 = [a, t2i+j) и ∆

(2j)
i+1 = [t2i+j , b). Единственное требование, которое налага-

ется на интервалы {∆(j)
i } это то, что

lim
i→+∞

max
1≤j≤2i

| ∆(j)
i |= 0,

где | A | мера Лебега мера множества A, т.е. множество точек {ti} должно быть
плотным в [0, 1]. Обозначим h1 = h

(0)
0 ≡ 1, ∆1 = ∆

(0)
0 = [0, 1), γ1 = 1 и для всех

n = 2i + j; j = 1, 2, ...2i, i = 0, 1, 2, ... положим

hn(t) = h
(j)
i (t) =


1

2|∆(2j−1)
i+1 |

, при t ∈ ∆
(2j−1)
i+1 ;

− 1

2|∆(2j)
i+1 |

, при t ∈ ∆
(2j)
i+1 ;

0, в остальных точках.

(1.5) ∆n = ∆
(j)
i ; γn = γn(H) =

| ∆2n−1 |
| ∆2n |

.

Система функций H = HT = {hn} есть нормированная в L1(0, 1) общая система
Хаара, соответствующая делению T = {tn}. Общая система Хаара называется
регулярной, если

(1.6) γ = γ(H) = inf
n≥2

(γn(H), γn(H)−1) > 0.

В случае, когда T = {0, 1, 12 ,
1
4 ,

3
4 ,

1
8 ,

3
8 ,

5
8 ,

7
8 . . .} получается двоичная система Ха-

ара. Для системы Хаара имеем, что γ = 1.
Коэффициенты cn(f,HT) определяются соглсано следующим формулам:

c1(f,HT) =

∫ 1

0

f(t)dt,

(1.7) cn(f,HT) =
2

1 + γn

[∫
∆2n−1

f(t)dt− γn

∫
∆2n

f(t)dt

]
n = 2, 3, . . .

Об эффективности жадного алгоритма в Lp(0, 1) при 1 < p < +∞ по системе
Хаара и по общим системам Хаара можно читать соответственно в [8] и [4]. Здесь
только отметим, что в Lp(0, 1) при 1 < p < +∞ общая система Хаара является
безусловным базисом, следовательно, нормированная в Lp(0, 1) общая система
Хаара является квази-гриди базисом. Но ситуация другая в L1(0, 1). В работе [1]
была отмечена, что (нормированная в L1(0, 1)) система Хаара не является квази-
гриди базисом в L1(0, 1). Аналогичный результат для общей системы Хаара была
получена в работе [2].
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Определение 1.3. Пусть M подмножество множества натуральных чисел.
Скажем, что подсистема общей системы Хаара {hi}i∈M содержит цепь дли-
ной H если существуют числа k1,k2, . . . , kH ∈ M такие, что для любого i =

1, 2, . . . , H − 1 имеет место либо ki+1 = 2ki − 1 либо ki+1 = 2ki.

Для подсистемы общей системы Хаара {hi}i∈M положим

H(M) = sup{H : в {hi}i∈M содержится цепь длиной H}.

В работе [3] была доказана следующая теорема:
Теорема В. Пусть M ⊂ N. Тогда подсистема двоичной системы Хаара явля-
ется квази-гриди системой в L1(0, 1) тогда и только тогда, когда

(1.8) H(M) <∞.

В настоящей работе доказывается следующая теорема:

Теорема 1.1. Пусть M ⊂ N и {hi} регулярная система Хаара. Тогда подсисте-
ма {hi}i∈M является квази-гриди системой в L1(0, 1) тогда и только тогда,
когда H(M) <∞.

Заметим, что в [2] была построена общая система Хаара (не регулярная) для
которой сущвствует подсистема {hn}n∈M сH(M) = 1, которая не является квази-
гриди системой в L1(0, 1).

2. Определения и вспомогательные утверждения

Через ∥f∥∆ обозначим L1 норму функции f на интервале ∆, т.е.

∥f∥∆ =

∫
∆

| f(t) | dt

и используем запись ∥f∥ в случае ∆ = [0, 1). Обозначим ck(f) = ck(f,H) и
sp(H, f) = {k ∈ N , ck(f) ̸= 0}. Напомним, что система Хаара имеет следу-
ющее свойство монотонности: из m > n следует, что ∥Sm(f)∥ ≥ ∥Sn(f)∥, где

Sm(f) =

m∑
i=1

ci(f)hi.

Лемма 2.1. Пусть k ∈ N и f ∈ L1(0, 1). Тогда для любого n ∈ N с ∆n ⊆ ∆k

имеет место следующее неравенство

∥f∥∆k
≥ 1 + γ

2
| cn(f) | .
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай n > 1. Учитывая (1.6) и (1.7)
получим, что

| cn(f) |≤
2

1 + γn

(
∥f∥∆2n−1 + γn∥f∥∆2n

)
≤ 2

1 + γ

(
∥f∥∆2n−1 + ∥f∥∆2n

)
=

2∥f∥∆n

1 + γ
≤ 2∥f∥∆k

1 + γ
.

Теперь рассмотрим случай n = 1. В этом случае имеем, что ∆k = [0, 1), следова-
тельно

| c1(f) |=|
∫ 1

0

f(t)dt |≤ ∥f∥ ≤ 2

1 + γ
∥f∥.

Лемма доказана. �

Лемма 2.2. Пусть f ∈ L1(0, 1) и max{| cn(f) | : ∆n ⊃ ∆m} ≤ 1 для некоторого
натурального m > 1. Тогда

∥Sm−1(f)∥∆m ≤ γ + 1

2γ
.

Доказательство. По индукции по k докажем, что если выполняется условие
леммы при некотором m, 2k < m ≤ 2k+1, то

∥Sm−1(f)∥∆m ≤ γ + 1

2γ
− 1− γ

2γ
(1 + γ)−k.

Пусть k = 0 и условие леммы выполняется при m = 2. Имеем, что | c1(f) |≤ 1,
следовательно

∥S1(f)∥ =| c1(f) |≤ 1 =
γ + 1

2γ
− 1− γ

2γ
.

Предположим, что утверждение леммы справедливо при некотором k и докажем
для k + 1. Пусть условие леммы выполняются при некотором m, 2k+1 < m ≤
2k+2. Определим число j из условия ∆j ⊃ ∆m и 2k < j ≤ 2k+1. Ясно, что
число j удовлетворяет условиям леммы, следовательно, согласно предположению
индукции имеем, что

∥Sj−1(f)∥∆j
≤ γ + 1

2γ
− 1− γ

2γ
(1 + γ)−k.

С учетом вышесказанного и (1.5) заключаем, что

∥Sm−1(f)∥∆m = ∥Sj−1(f) + cj(f)hj∥∆m ≤ ∥Sj−1(f)∥∆m + ∥cj(f)hj∥∆m ≤

≤ | ∆m |
| ∆j |

∥Sj−1(f)∥∆j +
1

2
≤ 1

1 + γ

(γ + 1

2γ
− 1− γ

2γ
(1 + γ)−k

)
+

1

2
≤

≤ γ + 1

2γ
− 1− γ

2γ
(1 + γ)−k−1.

Предположение индукции доказано, откуда следует утверждение леммы 2.2. �
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Для любой f ∈ L1(0, 1), n > 1 и общей системы Хаара H положим

L1(f,H, n)(x) =

{
f(x), при x /∈ ∆2n,

f(a+ γn(x− tn)), при x ∈ ∆2n,

L2(f,H, n)(x) =

{
f(x), при x /∈ ∆2n−1,

f(tn + x−tn
γn

), при x ∈ ∆2n−1,

где [a, b) = ∆n. Заметим, что ∆2n−1 = [a, tn) и ∆2n = [tn, b).

Лемма 2.3. Пусть f, g ∈ L1(0, 1) и ∥f + g∥ > 0. Тогда для любого интервала
∆n = [a, b) с n > 1 справедливо хотя бы одно из следующих неравенств

(2.1) ∥L1(f,H, n)∥ ≥ ∥f∥
∥f + g∥

· ∥L1(f + g,H, n)∥,

(2.2) ∥L2(f,H, n)∥ ≥ ∥f∥
∥f + g∥

· ∥L2(f + g,H, n)∥.

Более того, равенства в (2.1) и в (2.2) выполняются одновременно.

Доказательство. Для краткости положим

B =
∥f∥

∥f + g∥
.

Очевидно, что справедливо хотя бы одно из следующих неравенств (а равенства
выполняются одновременно)

(2.3) ∥f∥ − ∥f∥∆2n +
∥f∥∆2n−1

γn
≥ B

(
∥f + g∥ − ∥f + g∥∆2n +

∥f + g∥∆2n−1

γn

)
,

(2.4) ∥f∥ − ∥f∥∆2n−1 + γn∥f∥∆2n ≥ B

(
∥f + g∥ − ∥f + g∥∆2n−1 + γn∥f + g∥∆2n

)
.

С учетом того, что

∥L1(f,H, n)∥ = ∥f∥ − ∥f∥∆2n +
∥f∥∆2n−1

γn
,

∥L2(f,H, n)∥ = ∥f∥ − ∥f∥∆2n−1 + γn∥f∥∆2n ,

∥L1(f + g,H, n) = ∥f + g∥ − ∥f + g∥∆2n +
∥f + g∥∆2n−1

γn
,

∥L2(f + g,H, n) = ∥f + g∥ − ∥f + g∥∆2n−1 + γn∥f + g∥∆2n ,

становится ясно, что из (2.3) следует (2.1), а из (2.4) следует (2.2). Лемма 2.3
доказана. �
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Для нормированной общей системы Хаара H и для натурального числа n > 1

положим
H1(H, n) = {hk}∆k*∆2n

∪
{γnL1(hk,H, n)}∆k⊆∆2n−1 ,

и
H2(H, n) = {hk}∆k*∆2n−1

∪{
L2(hk,H, n)

γn

}
∆k⊆∆2n

.

Очевидно, что H1(H, n) и H2(H, n) являются нормированными общими систе-
мами Хаара.
Для любых f, g ∈ L1(0, 1), ∥f + g∥ > 0, общей системы Хаара H и натурального
n > 1, положим

L((f, g,H), n) =


(L1(f,H, n), L1(g,H, n),H1(H, n)) , если имеет место (2.1) и

∥L1(f + g,H, n)∥ > 0,

(L2(f,H, n), L2(g,H, n),H2(H, n)) , в противном случае.
и

E((f, g,H), n) =


∆2n , если имеет место (2.1) и

∥L1(f + g,H, n)∥ > 0,

∆2n−1 , в противном случае.

Лемма 2.4. Пусть функции f, g ∈ L1(0, 1) общая система Хаара H и число
n ≥ 2 таковы, что

i) cn(H, f) = cn(H, g) = 0,

ii) sp(H, f) ∩ sp(H, g) = ∅,

iii) ∥f∥ > 0, ∥f + g∥ > 0.

Тогда для (f̃ , g̃, H̃) = L((f, g,H), n) и Ẽ = E((f, g,H), n) справедливы следующие
утверждения

1) cn(H̃, f̃) = cn(H̃, g̃) = 0,

2) ck(H̃, f̃) = ck(H, f) и ck(H̃, g̃) = ck(H, g) для всех k с ∆k * Ẽ,
3) sp(H̃, f̃) ∩ sp(H̃, g̃) = ∅,
4) γ(H̃) ≥ γ(H),

5) ∥f̃∥ > 0, ∥f̃ + g̃∥ > 0,

6) ∥f∥
∥f+g∥ ≤ ∥f̃∥

∥f̃+g̃∥ .

7) H(sp(H̃, f̃ + g̃)) ≤ H(sp(H, f + g)).

Доказательство. 1) - 2). Носитель i-той функции системы H̃ обозначим через
∆̃i. Также положим γ̃i =

|∆̃2i−1|
|∆̃2i|

. Согласно определению функции f̃ имеем, что∫
∆2n−1

f̃ = γn

∫
∆2n

f̃ .
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Из условия i) следует, что

(2.5)
∫
∆2n−1

f = γn

∫
∆2n

f.

Учитывая две последние равенства, а также то, что функции f и f̃ совпадают
либо на ∆2n−1 либо на ∆2n, можно заключить, что∫

∆2n−1

f =

∫
∆2n−1

f̃ и
∫
∆2n

f =

∫
∆2n

f̃ .

Итак имеем, что функции f и f̃ совпадают вне интервала Ẽ, а на Ẽ имеют равные
интегралы. Следовательно, для любого натурального k с ∆k * Ẽ будем иметь,
что ∫

∆2k−1

f =

∫
∆2k−1

f̃ , и
∫
∆2k

f =

∫
∆2k

f̃ .

Также заметим, что ∆2k−1 = ∆̃2k−1, ∆2k = ∆̃2k и γk = γ̃k для всех k с ∆k *
Ẽ. С учетом всего вышесказанного и (1.7) заключаем, что ck(H̃, f̃) = ck(H, f).
Аналогичные утверждения справедливы также для функций g и g̃.
3) - 4). Покажем, что ck(H̃, f̃) · ck(H̃, g̃) = 0 и γ̃k ∈ {γi}∞i=1 для любого натураль-
ного k. Для этого рассмотрим два случая.
Случай 1: ∆k * Ẽ. Согласно утверждению 2) леммы имеем, что ck(H̃, f̃) =

ck(H, f) и ck(H̃, g̃) = ck(H, g). С учетом условия ii) получаем, что ck(H̃, f̃) ·
ck(H̃, g̃) = 0. Также в пункте 2) мы показали, что γ̃k = γk для всех k с ∆k * Ẽ.
Случай 2: ∆k ⊆ Ẽ. Для определенности предположим, что Ẽ = ∆2n−1. Тогда
при некотором натуральном j с ∆j ⊆ ∆2n имеем, что h̃k =

L2(hj ,H,n)
γn

. Заметим,
что | ∆̃2j−1 |= γn | ∆2k−1 | и | ∆̃2j |= γn | ∆2k |, следовательно γ̃k = γj . Также
легко проверить, что ck(H̃, f̃) = γncj(H, f) и ck(H̃, g̃) = γncj(H, g). Итак имеем,
что ck(H̃, f̃) · ck(H̃, g̃) = 0 и γ̃k ∈ {γi}∞i=1. Заметим, что в случае, когда Ẽ = ∆2n

все вышесказанное остается верным, только γn меняется на 1
γn

.

5) - 6). Для краткости положим B = ∥f∥
∥f+g∥ . В случае, когда

(f̃ , g̃) = (L1(f,H, n), L1(g,H, n))

имеем, что ∥f̃∥ ≥ B∥f̃ + g̃∥ > 0. Отсюда следуют утверждения пунктов 5) и 6).
Рассмотрим случай, когда (f̃ , g̃) = (L2(f,H, n), L2(g,H, n)). В этом случае имеем,
что либо ∥L1(f + g,H, n)∥ = 0, либо ∥L1(f + g,H, n)∥ > 0 но не выполняется
неравенство (2.1). Рассмотрим эти случаи по отдельности.
Случай 1: ∥L1(f + g,H, n)∥ = 0. Это означает, что f + g = 0 вне интервала ∆2n.
и согласно (2.5), а также аналогичной формулы для функции g получаем, что

ck(f + g) = 0 для всех k с ∆k * ∆2n.
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С учетом данного свойства и условия ii) получаем, что

ck(f) = 0 для всех k с ∆k * ∆2n.

Следовательно, f = 0 вне множества ∆2n и поэтому

∥f̃∥ = ∥L2(f,H, n)∥ = (1 + γn)∥f∥.

Также имеем, что ∥f̃+ g̃∥ = (1+γn)∥f+g∥. Из последних двух равенств следуют
утверждения 5) и 6) леммы.
Случай 2: ∥L1(f,H, n)∥ < B∥L1(f+g,H, n)∥. В этом случае, согласно лемме 2.3
имеем, что ∥f̃∥ > B∥f̃ + g̃∥. Остается показать, что ∥f̃ + g̃∥ > 0. Это следует из
того, что ∥f̃∥ > 0 и из утверждения пункта 3) данной леммы.
7) Пусть ∆̃α1 ⊃ ∆̃α2 ⊃ . . . ⊃ ∆̃αr является цепью в {h̃i}i∈sp(H̃,f̃+g̃). Покажем, что
в {hi}i∈sp(H,f+g) содержится цепь длиной r. Имеем, что

cα1(H̃, f̃ + g̃) ̸= 0, cα2(H̃, f̃ + g̃) ̸= 0, . . . , cαr (H̃, f̃ + g̃) ̸= 0.

Согласно утверждению пункта 1) имеем, что cn(H̃, f̃+ g̃) = 0, поэтому возможны
следующие два случая:
Случай 1: ∆̃αr * Ẽ. Тогда ∆αi = ∆̃αi * Ẽ для всех 1 ≤ i ≤ r. С учетом
утверждения пункта 2) получим, что

cαi(H, f + g) = cαi(H̃, f̃ + g̃) ̸= 0 для всех 1 ≤ i ≤ r.

Следовательно ∆α1 ⊃ ∆α2 ⊃ . . . ⊃ ∆αr является цепью в {hi}i∈sp(H,f+g).
Случай 2: ∆̃α1 ⊆ Ẽ. Для определенности предположим, что Ẽ = ∆2n−1. Опре-
делим числа β1, . . . , βr из условий h̃αi

=
L2(hβi

,H,n)

γn
для 1 ≤ i ≤ r. Повторяя

рассуждения, сделанные при рассмотрении второго случая при доказательстве
пунктов 3) и 4) данной леммы заключаем, что ∆β1 ⊃ ∆β2 ⊃ . . . ⊃ ∆βr образует
цепь в sp(H, f + g). Лемма 2.4 доказана. �

3. Подсистемы регулярной системы Хаара как квази-гриди базис

Пусть M последовательность натуральных чисел. Скажем, что интервал ∆n, n /∈
M имеет k-тый уровень в M, если

#{i > 1 : i /∈ M,∆n ⊆ ∆i} = k.

Заметим, что если H(M) <∞, то
1. Любой интервал k-го уровня является объединением не более чем 2H(M)+1

интервалов (k + 1)-ого уровня.
2. Все интервалы k-того уровня не пересекаются, а их объединение дает ин-

тервал [0, 1).
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Для функций f, g ∈ L1(0, 1), общей системы Хаара H, измеримого множества
S ⊂ [0.1) и натурального n > 1, положим

L̃(((f, g,H), S),∆n) = (L((f, g,H), n), S ∪ E(f, g,H, n)).

Лемма 3.1. Пусть p полином по регулярной системе Хаара H. Далее пусть
функция q ∈ L1(0, 1) такова, что

1) sp(H, p) ∩ sp(H, q) = ∅,
2) ∥p∥ > 0, ∥p+ q∥ > 0,

3) H = H(sp(H, p+ q)) <∞,

4) 1 /∈ sp(H, p+ q), 2 /∈ sp(H, p+ q),

5) | ci(H, p) |≥| cj(H, q) | для всех i ∈ sp(H, p) и j ∈ sp(H, q).

Тогда
∥p∥

∥p+ q∥
≤ 2H

(
1 + γ

γ

)2

где γ = γ(H).

Доказательство. Лемма очевидна в случае q = 0. Рассмотрим случай ∥q∥ > 0.
Без ограничения общности можно считать, что max

j∈N
| cj(q) | = 1.

Интервалы i-го уровня в sp(H, p+q) обозначим через δ(1)i , δ
(2)
i , . . . , δ

(di)
i . Заметим,

что из условия 4) следует, что δ(1)1 = [0, 1) и d1 = 1. Через k обозначим наимень-
шее натуральное число, для которого полином p постоянен на всех интервалах
k-того уровня. Положим

((p′, q′,H′), E) =

= L̃(L̃(. . . L̃(L̃(((p, q,H), ∅), δ(1)k−1), δ
(2)
k−1), . . .), δ

(dk−1)
k−1 ), δ

(1)
k−2), δ

(2)
k−2), . . .), δ

(1)
1 ).

Согласно Лемме 2.4 имеем, что

(3.1)
∥p∥

∥p+ q∥
≤ ∥p′∥

∥p′ + q′∥
,

(3.2) ∥p′∥ > 0,

(3.3) sp(H′, p′) ∩ sp(H′, q′) = ∅ и {1, 2} ∩ sp(H′, p′ + q′) = ∅.

(3.4) ck(H
′, p′) = ck(H, p) и ck(H′, q′) = ck(H, q) для всех k с ∆k * E′,

(3.5) γ′ := γ(H′) ≥ γ(H),

H(sp(H′, p′ + q′)) ≤ H(H, sp(p+ q)).



О ЖАДНОМ АЛГОРИТМЕ В L1(0, 1) ПО РЕГУЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ ХААРА 13

Из условий леммы и из (3.4) следует, что

(3.6) | ck(H′, q′) |≤ 1 для всех k с ∆k * E′,

и

| ck(H′, p′) |≥ 1 для всех k с ∆k * E′, ck(H
′, p′) ̸= 0,

Заметим, что
A) E′ является объединением интервалов k-того уровня.
Если некоторый интервал ∆j с уровнем 1 ≤ i < k не содержится в множестве

E′, то
B) L1(p

′,H′, j) = L2(p
′,H′, j) и L1(q

′,H′, j) = L2(q
′,H′, j)

C) Либо ∆2j−1, либо ∆2j можно представить в виде объединения интервалов
(i+ 1)-го уровня, каждый из которых не содержится в E′.
Докажем, что для любого интервала δ

(s)
i , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ s ≤ di с δ(s)i * E′

справедливы соотношения

(3.7) ∥p′∥
δ
(s)
i

≤
(
1 + γ′

γ′

)2

2H∥p′ + q′∥
δ
(s)
i

+
1 + γ′

2γ′
если p′ постоянна на δ

(s)
i

(3.8)

∥p′∥
δ
(s)
i

≤
(
1 + γ′

γ′

)2

2H∥p′+q′∥
δ
(s)
i

−2H−1

(
1 + γ′

γ′

)2

если p′ не постоянна на δ
(s)
i .

Доказательство проведем индукцией по i = k, k − 1, ..., 1. Предположим i = k.
Пусть интервал k-того уровня ∆j = δ

(s)
k не содержится в множестве E′. Тогда,

согласно первому свойству множества E′ имеем, что ∆j∩E′ = ∅. Следовательно,
p′ постоянна на ∆j . С учетом монотонности системы Хаара, Леммы 2.2 и (3.6)
получим, что

∥p′∥∆j = ∥Sj−1(p
′)∥∆j ≤ ∥Sj−1(p

′ + q′)∥∆j + ∥Sj−1(q
′)∥∆j ≤

≤ ∥p′ + q′∥∆j + ∥Sj−1(q
′)∥∆j ≤ 2H( 1+γ

′

γ′ )2∥p′ + q′∥∆j +
1+γ′

2γ′ .(3.9)

Предположим, что (3.7) и (3.8) справедливы при некотором 1 < i ≤ k и дока-
жем для i − 1. Пусть δ(s)i−1 * E′ при некотором 1 ≤ s ≤ di−1. Определим число
j из условия ∆j = δ

(s)
i−1. В случае, когда p′ постоянна на интервале ∆j , нера-

венство (3.7) получается аналогично случаю i = k. Рассмотрим случай, когда p′

не постоянна на интервале ∆j . С учетом свойства B множества E′ имеем, что
p′ не постоянна на интервалах ∆2j−1 и ∆2j . С учетом свойства C множества E′

заключаем, что

(3.10) ∆m = δ
(α1)
i ∪ δ(α1)

i ∪ . . . ∪ δ(αr)
i



14 С. Л. ГОГЯН

где m = 2j−1 или m = 2j, a каждый интервал правой части (3.10) не содержится
в E′. Также заметим, что согласно условию 3) данной леммы имеем, что r ≤ 2H .
Для всех интервалов правой части (3.10) имеет место либо (3.7), либо (3.8). Через
b обозначим количество интервалов, на которых справедливо (3.8). Рассмотрим
2 случая.
Случай 1. b = 0. В этом случае p′ постоянна на всех интервалах правой части
(3.10). Положим

q̃ =
∑

n

∆
′
n*δ

(αt)
i

, 1≤t≤r

cn(H
′, q′)h

′

n.

Согласно монотонности общей системы Хаара имеем

(3.11) ∥p′ + q′∥∆m ≥ ∥p′ + q̃∥∆m .

Также, согласно (3.4) и лемме 2.2 имеем, что

∥q̃∥
δ
(αt)
i

≤ 1 + γ′

2γ′
для всех 1 ≤ t ≤ r,

следовательно

(3.12) ∥q̃∥∆m
≤ 2H

1 + γ′

2γ′
.

Комбинируя (3.11) и (3.12) получим, что

(3.13) ∥p′∥∆m − ∥p′ + q′∥∆m ≤ 2H
1 + γ′

2γ′
.

Из того, что p′ не постоянна на ∆m, но постоянна на всех интервалах правой
части (3.10), следует, что cβ(H′, p′) ̸= 0 при некотором β, для которой ∆β ⊂ ∆m

и ∆β содержит один из интервалов правой части (3.10). Следовательно, согласно
(3.4) и лемме 2.1 имеем, что

∥p′∥∆m ≥ 1 + γ′

2
.

Учитывая (3.3) получаем, что

∥p′ + q′∥∆m ≥ 1 + γ′

2
.

С учетом (3.13) заключаем, что(
1 + γ′

γ′

)2

2H∥p′ + q′∥∆m − ∥p′∥∆m ≥

≥

[(
1 + γ′

γ′

)2

2H − 1

]
∥p′ + q′∥∆m − 2H

1 + γ′

2γ′
> 2H−1 1 + γ′

γ′2
.
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Случай 2. b > 0. Тогда имеем

∥p′∥∆m =

r∑
t=1

∥p′∥
δ
(αt)
i

≤ 2H
(1 + γ′

γ′
)2 r∑

t=1

∥p′ + q′∥
δ
(βt)
i

−

−b · 2H−1(
1 + γ′

γ′
)2 + (r − b)

1 + γ′

2γ′
≤ 2H

(1 + γ′

γ′
)2∥p′ + q′∥∆m − 2H−1 1 + γ′

γ′2
.

Итак, в обоих случаях имеем, что

(3.14) ∥p′∥∆m
≤ 2H

(1 + γ′

γ′
)2∥p′ + q′∥∆m

− 2H−1 1 + γ′

γ′2
.

Учитывая свойство B, (3.14) и то, что |∆j\∆m|
|∆m| ≥ γ′ заключаем, что

∥p′∥∆j ≤ 2H
(1 + γ′

γ′
)2∥p′ + q′∥∆j − 2H−1

(1 + γ′

γ′
)2
.

Предположение индукции доказано. Имеем, что δ(1)1 = [0, 1), а из (3.2) следует,
что p′ не постояннa на [0, 1). Следовательно, согласно (3.8) имеем, что

∥p′∥ ≤ 2H
(
1 + γ′

γ′

)2

∥p′ + q′∥.

С учетом (3.1) и (3.5) лемма 3.1 доказана. �

Доказательство теоремы 1.1. Достаточность. Пусть последовательность M

такова, что H(M) < ∞ и 1; 2 /∈ M. Пусть f ∈ span{hn}n∈M. Очевидно, что
полином Gm(f) и функция f − Gm(f) удовлетворяют всем требованиям леммы
3.1, следовательно

∥Gm(f)∥
∥f∥

≤
(
1 + γ

γ

)2

2H(M).

Достаточность условия H(M) доказана.
Необходимость. Пусть H(M) = ∞ . Для любого натурального B выберем числа
k, α1, α2, . . . , α2B ∈ N так, чтобы

∆
(α1)
k+1 ⊃ ∆

(α2)
k+2 ⊃ . . .∆

(α2B)
k+2B,

являлась цепью в {hn}n∈M. Для простоты предполижим, что α1 = α2 = . . . =

α2B = 1. Положим

f =
2B∑
j=1

h
(αj)
k+j

1 + γ
(αj)
k+j

=
I
∆

(1)
k+2B+1

− I
∆

(1)
k+1

2
,

где

IE(x) =

{
1

|E| , при x ∈ E,

0 , в остальных точках.
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Заметим, что при некотором Λ ∈ D(f, γ) имеем, что (см (1.4))

GγB(f,Λ) =

B∑
j=1

h
(1)
k+2j

1 + γ
(1)
k+2j

.

Легко проверить, что

∥f∥ < 1 и ∥GγB(f)∥ >
Bγ2

2(1 + γ)2
,

следовательно

∥GγB(f)∥ > B · γ2

2(1 + γ)2
· ∥f∥.

Ввиду произвольности B и теоремы Б заключаем, что система {hn}n∈M не яв-
ляется квази-гриди системой в L1(0, 1). Теорема 1.1 доказана.
Abstract. The paper describes all quasi-greedy subsystems of the regular Haar
system in L1(0, 1) .
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Аннотация. Строятся контравариантные присоединения Галуа и две ассо-
циированные антиэквивалентности. С помощью полумонадического функто-
ра пополнения получаются аналоги расширения Гротендика основной тео-
ремы теории Галуа в общих категориях.
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1. Введение

Классическая теория Галуа была расширена и обобщена в различных направле-

ниях, параллельные теории были созданы в разных областях математики (крат-

кий обзор старых работ имеется в [3], из новых работ укажем [1] - [4], [9] -[13]).

Как наиболее широкое обобщение теории Галуа может быть рассмотрена кате-

горная теория сопряженных функторов ([14], IV). Основная конструкция класси-

ческой теории Галуа суть контравариантное сопряжение (см. первую часть этой

статьи) и аналоги первой части основной теоремы классической теории Галуа

доказываются для произвольных контравариантных сопряжений (Предложение

3.2 и Следствие 3.1).

Главная цель настоящей статьи - обобщить вышеупомянутые результаты подобно

тому, как Гротендик расширил основную теорему классической теории Галуа

в [8]. Используя результаты статьи [6], мы строим полумонадический функтор

из данной категории в ее свободное пополнение относительно (ко)произведений

малых и конечных семейств объектов (§4). Применяя функтор пополнения, мы

получаем Предложения 5.1 и 5.2. Эти результаты подобны результатам статей

[10-12].

Несколько соглашений об обозначениях:
17
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Морфизм F : X → Y обозначается также XFY. Композиция морфизмов XFY

и YGZ обозначается F ◦G. Образ X относительно отображенния F обозначается

как через F (X), так и через XF . Если (PpXX,PpY Y ) - произведение объектов

X и Y , а (ZfX,ZgY ) - произвольная пара морфизмов, то < f, g > означает

морфизм, однозначно определяемый условием

< f, g > ◦ pX = f, < f, g > ◦ pY = g.

Автор признателен Ж.-П. Оливье за многообразную поддержку.

2. Сопряжение Галуа

Пусть C - произвольная категория, AφB - ее морфизм. С φ ассоциируются две

категории:

(i) категория X = [φ] разложений морфизма φ,

(ii) категория A = (Sgrp ↓ S) действий полугрупп RρS на B.

Здесь Sgrp - категория полугрупп с 1, S =EndφB - полугруппа эндоморфизмов

BβB, для которых φ ◦ β = φ, а RρS - гомоморфизм полугрупп (с единицей).

Объекты в категории [φ] - все разложения φ = ψ ◦ χ . Морфизм из разложения

φ = ψ ◦ χ в разложение φ = ψ′ ◦ χ′ в категории [φ] есть морфизм γ категории C

такой, что ψ ◦ γ = ψ′ и γ ◦ χ′ = χ .

Мы построим пару сопряженных функторов XFA и AGX, которую будем назы-

вать сопряжением Галуа.

Функтор F сопоставляет каждому разложению φ = ψ ◦ χ объект EndχB ↪→ S

категории A, а морфизму γ из φ = ψ ◦χ в φ = ψ′ ◦χ′ категории [φ] - естественное

вложение Endχ′B ↪→ EndχB. Для того, чтобы построить правый сопряженный

функтор G к F , необходимо наложить некоторое ограничение на B.

Определение 2.1. Стабилизацией B относительно действия полугруппы

RρEndB назовем морфизм CσB, который удовлетворяет следующим условиям:

(a) σ ◦ (aρ) = σ для любого a ∈ R;

(b) если морфизм AφB удовлетворяет соотношению φ ◦ (aρ) = φ для всех

a ∈ R, то существует единственный морфизм AτC такой, что

τ ◦ σ = φ.
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Если стабилизация CσB объекта B относительно действия ρ существует, то яв-

ляется мономорфизмом и определена однозначно, с точностью до изоморфизма

объекта C. Очевидно, стабилизация объекта B относительно действия полугруп-

пы эндоморфизмов объекта B совпадает с уравнителем семейства всех эндомор-

физмов этой полугруппы.

Предположим, что стабилизации объекта B относительно всех RρS существуют.

По определению, функтор G сопоставляет каждому действию RρS разложение

φ = τ ◦ σ. Если RαR′ - морфизм категории A из объекта RρS в объект R′ρ′S и

φ = τ ◦ σ, φ = τ ′ ◦ σ′ - соответствующие разложения, то из равенства α ◦ ρ′ = ρ

следует, что существует единственный морфизм γ такой, что τ ′◦γ = τ , γ◦σ = σ′.

Положим αG = γ.

Пусть φ = ψ ◦ χ - объект категории X, φ = τ ◦ σ - его образ относительно

композиции функторов F ◦G = T .

Из Определения 2.1, b) можно заключить, что существует единственный мор-

физм ηψχ такой, что χ = ηψχ ◦ σ и, следовательно, τ = ψ ◦ ηψχ. Таким образом,

1XηT - естественное преобразование.

С другой стороны, если RρS - объект категории A и EndσB ↪→ S - его образ

относительно композиции L = G ◦ F , то, очевидно, образ ρ лежит в EndσB (на-

помним, что σ - стабилизация B относительно ρ). Поэтому для каждого ρ ∈ObA

в категории A существует единственный морфизм RερEndσB из объекта RρS в

объект EndσB ↪→ S. Эта система задает естественное преобразование 1AεL.

Предложение 2.1. (F, G, η, ε) - контравариантное сопряжение из X в A.

Отметим, что существует биекция между контравариантными сопряжениями

(F,G, η, ε) : X → A и ковариантными сопряжениями (F o, Go, η, εop): X → Aop. В

ковариантном сопряжении (F o, Go, η, εop) η - единица, тогда как εop - коединица.

В контравариантном сопряжении (F, G, η, ε) как η, так и ε являются единицами.

Замечание 2.1. В [3] EndφB называется изотропной полугруппой AφB. Двой-

ственно определяются коизотропная полугруппа EndφA, костабилизация от-

носительно полугруппового действия RρEndA, и аналогично может быть по-

строено косопряжение Галуа. Все результаты, двойственные к результатам

этой статьи, конечно, справедливы для косопряжений Галуа.
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3. Подкатегории замкнутых объектов, ассоциированные с

сопряжением, и их эквивалентность

Пусть (F,G, η, ε) - произвольное контравариантное сопряжение из X в A, T =

(T, η, µ) и L = (L, ε, δ) - соответствующие монады. Объект X категории X назы-

вается замкнутым относительно монады T, если XηXXT - изоморфизм. Обозна-

чим полную подкатегорию T-замкнутых объектов категории X через XT. Анало-

гично определяется полная подкатегория AL L-замкнутых объектов категории

A.

Предложение 3.1. Ограничением (F, G, η, ε) определяется антиэквивалент-

ность (F̂ , Ĝ, η̂, ε̂) между XT и AL.

Доказательство. Проверим, что для всех X ∈ObXT образ XF принадлежит

ObAL. Так как ηX - изоморфизм, ηXF - так же изоморфизм. Для сопряже-

ния (F,G, η, ε) имеем (η · 1F ) ◦ (1F · ε) = 1F , где · означает умножение преоб-

разований (в [14] это умножение называется горизонтальным). Следовательно,

ηXF ◦ εXF = 1XF . Поэтому εXF = (ηXF )
−1 - изоморфизм, то есть XF ∈ObAL.

Таким же образом можно получить, что AG ∈ObXT для каждого A ∈ObAL. Та-

ким образом, имеем функторы XTF̂AL, ALĜXT. Естественные преобразования

η̂ : 1XT
→ F̂ ◦ Ĝ и ε̂ : Ĝ ◦ F̂ → 1AL

согласно определению замкнутых объектов

являются функторными изоморфизмами. Предложение 3.1 доказано �

Пусть XT - категория T-алгебр, XTKXT - следующий функтор. Для X ∈ObXT

положим XK = (X,h) с h = ηX
−1. Тогда из свойства

(η · 1F ) ◦ (1F · ε) = 1F

сопряжений следует hT ◦h = µX ◦h . Используя свойство единицы 1ηT , получаем

ηX ◦ fT = f ◦ ηY для любого XfY , отсюда fT ◦ η−1
Y = η−1

X ◦ f . Это означает,

что fK = f определяет морфизм из XK в Y K. Аналогично строится функтор

ALQAL.

Предложение 3.2. Если (F, G, η, ε) - сопряжение Галуа, то функторы K и

Q обратимы (т. е. имеем изоморфизмы категорий XT
∼= XT и AL

∼= AL ).

Доказательство. Пусть (X,h) - T-алгебра. Для сопряжения Галуа морфизм

(XT )hX - монический. Тогда из равенства ηX ◦ h = 1X T-алгебр следует, что
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h - изоморфизм, поэтому h = η−1
X . Итак, K - биекция на объектах. Но тогда K -

биекция также на морфизмах. �

Следствие 3.1. Если (F, G, η, ε) - сопряжение Галуа из X в A, то категории

алгебр XT и AL антиэквивалентны.

Эти результаты унифицируют и обобщают часть результатов различных кон-

кретных теорий Галуа. Тем самым основной задачей и привилегией конкретных

теорий Галуа остается описание замкнутых объектов.

Замечание 3.1. Ограничение на замкнутые относительно рассматриваемого

сопряжения объекты присутствует и в построениях Джанелидзе [10] - [12].

С одной стороны, определение I-нормального объекта c содержит условие, что

в сопряжении (Ic, Hc, ηc, εc) коединица εc является изоморфизмом. С другой

стороны, полная подкатегория SplI(c) состоит из объектов, которые распада-

ются над c, то есть соответствующий ηc - изоморфизм.

4. Свободные пополнения категорий

Пусть Cat - 2-категория всех больших категорий, S - произвольная подкатегория

Cat. Любой функтор UφX с U ∈ObS называется S-семейством в X. Подчеркнем,

что морфизмами Cat являются все ковариантные функторы.

(Ко)предел любого S-семейства есть (ко)универсальный (ко)конус, который опре-

деляется однозначно, с точностью до изоморфизма вершины. Говорят, что функ-

тор XFY сохраняет (ко)пределы S-семейств, если F -образ любого (ко)предельного

(ко)конуса для произвольного S-семейства UφX является (ко)предельным (ко)ко-

нусом для образа S-семейства U(φ ◦ F )Y. Обозначим через CatS (соотв., CatS)

2-категорию, для которой

(i) объектами являются все S-семейства с фиксированным (ко)пределом;

(ii) морфизмами являются все сохраняющие (ко)пределы функторы;

(iii) преобразованиями (= морфизмами ранга 2) являются все естественные

преобразования сохраняющих (ко)пределы функторов.

Если S содержит терминальный объект T (как категория, имеющая единствен-

ный объект и единственный морфизм), то для любого S-семейства TτX в качестве

фиксированного (ко)предела мы берем тождественный морфизм.
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(Ковариантный) функтор XJX называется свободным пополнением категории X

относительно (ко)пределов S-семейств или, кратко, свободным S-(ко)предельным

пополнением, если выполняются следующие условия.

(a) Любое S-семейство в X имеет фиксированный (ко)предел.

(b) Пусть XFY - произвольный функтор в категорию Y с системой фикси-

рованных (ко)пределов для каждого S-семейства в Y. Тогда существует

единственный сохраняющий пределы S-семейств функтор XBY со свой-

ствами:

(i)b F = J ◦B;

(ii)b для любого S-семейства UφX образ фиксированного (ко)предела се-

мейства U(φ◦J)X относительноB совпадает с фиксированным (ко)пре-

делом семейства U(φ ◦ F )Y.

(c) Пусть F и G - произвольные функторы из X в Y, B и C - функторы

из X в Y, соответствующие F и G согласно (b), и FξG - произвольное

естественное преобразование. Тогда существует единственное естествен-

ное преобразование BζC со свойствами:

(i)c 1J · ζ = ξ;

(ii)c для любого S-семейства UφX две диаграммы, которые получаются

♢ из (ко)предельного (ко)конуса U(φ◦J)X с помощью естествен-

ного преобразования ζ и

♢ посредством (ко)предела диаграммы, получающейся из UφX с

помощью естественного преобразования ξ

совпадают.

Мы называем J свободным пополнением, потому что мы не требуем, чтобы он

сохранял существующие в X (ко)произведения.

Очевидно, что если свободное S-(ко)предельное пополнение категории X суще-

ствует, то оно определяется однозначно, с точностью до изоморфизма категории

X.

В статье [6] условия существования свободного S-(ко)предельного пополнения

исследуются в более общей ситуации, когда X - внутренняя категория. Исполь-

зуя эти результаты, можно получить, что каждая (обычная) категория X имеет

S-(ко)предельное пополнение в случае, когда S - скелет полной подкатегории

всех малых или конечных дискретных объектов категории Cat. Обозначим эти
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категории, соответственно, M и N. В этих случаях (ко)предел S-семейства есть

(ко)произведение данного (малого или конечного) дискретного семейства. Таким

образом, любая категория X имеет пополнение (ко)произведениями как конеч-

ных, так и малых семейств. Более того, в этих случаях существует стандартное

пополнение (ко)произведениями XJS(S ↗ X) (соотв., XJS(S ↘ X)), определяемое

следующим образом.

Объектами этой категории являются все (ковариантные) функторы UφX с U ∈ObS.

Морфизм f̃ в S ↘ X (соотв., S ↗ X) из Uφ в Vψ есть пара (f, f ′), где UfV (со-

отв., VfU) - функтор категории S и f ′ - естественное преобразование из φ в f ◦ψ
(соотв., из f ◦φ в ψ). Композиция морфизмов (Uφ)f̃(Vψ) и (Vψ)g̃(Wχ) есть мор-

физм (Uφ)h̃(Wχ) с h = f ◦ g и h′ =< f ′, fO ◦ g′ > ◦mX (соотв., h = g ◦ f и

h′ =< gO ◦ f ′, g′ > ◦mX), где fO и gO суть соответствующие отображения объ-

ектов и mX - отображение композиции. Тождественный морфизм 1Uφ состоит

из тождественного морфизма 1U и 1′Uφ = φO ◦ iX, где XOiXM - отображение,

сопоставляющее объекту соответствующий тождественный морфизм.

Для каждого функтора XFY определим функтор

S ↗ F : S ↗ X → S ↗ Y (соотв., для ↘)

следующим образом. Образ объекта UφX есть U(φ◦F )Y. Образ морфизма (Uφ)f̃(Vψ)

есть пара (f, f ′F ).

Наконец, для каждого естественного преобразования FξG между функторами

F,G : X → Y определим естественное преобразование S ↗ ξ : S ↗ F → S ↗ G,

положив (S ↗ ξ)Uφ = (1U, 1φ · ξ) для любого объекта Uφ in S ↗ X (аналогично

для ↘).

Предложение 4.1. S ↗ и S ↘ - эндофункторы 2-категории Cat.

Свободное S-(ко)пополнение является частным случаем более общего понятия

S-универсальности. Пусть S = (SM , ST ), где SM и ST - некоторые свойства для

морфизмов и преобразований, соответственно. Для 2-функтора DuC и объекта X

категории C пара (X̃,XJX(X̃u)), состоящая из объекта X̃ категории D и морфизма

JX категории C, называется S-универсальной парой из X в u, если

(i) для любого объекта P категории D и любого морфизма XF (Pu) существу-

ет единственный морфизм X̃F̃P категории D со свойством SM и такой,

что JX ◦ F̃ u = F ;
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(ii) пусть P - произвольный объект категории D, F и G - произвольные мор-

физмы из X̃ в Pu, FξG - произвольное преобразование; тогда существует

единственное преобразование F̃ ξ̃G̃, которое удовлетворяет свойству ST и

1J · ξ̃ = ξ.

Обычно мы предполагаем, что пара свойств S унитарна и мультипликативна,

т. е. соответственно тождественный морфизм и преобразование, а также ком-

позиция любых двух морфизмов и любых двух преобразований, со свойствами,

соответственно, SM и ST удовлетворяют этим же свойствам.

Определение свободного (ко)пополнения получим, если взять в качестве C =

Cat, D = CatS (или CatS) и DuC забывающий функтор. Отметим, что свойства

(ii)b ≡ SM и (ii)c ≡ ST унитарны и мультипликативны.

Как теория сопряженных функторов, монад и алгебр над монадами строится

для универсальных морфизмов (в [14] для обычных категорий, а в [7] для 2-

категорий), точно так же теория полусопряженных функторов, полумонад и

алгебр над полумонадами строится для S-универсальных морфизмов и анало-

гичные утверждения получаются в этом случае ([5] и [6]). Так, полусопряжение

из 2-категории X в 2-категорию A - это шестерка

(F,G, φM , ψM , φT , ψT ),

состоящая

(i) из функторов 2-категорий XFA, AGX;

(ii) из семейства отображений

φM : A(xF, a) → X(x, aG), ψM : X(x, aG) → A(xF, a),

для любых объектов x ∈ObX, a ∈ObA, которые естественны как по x,

так и a, и удовлетворяют условию ψM ◦ φM = 1;

(iii) для произвольных морфизмов f, g из x в aG из отображений

φT : A(fF, gF ) → X(f, g), ψT : X(f, g) → A(fF, gF ),

которые совместимы (согласованы) с φM и ψM , естественны по x и a, и

удовлетворяют условию ψT ◦ φT = 1.

Каждое полусопряжение определяет полумонаду T = (T, η, µ), которая отличает-

ся от монады тем условием, что (1T ·η)◦µ - тождественный морфизм, но (η ·1T )◦µ
- всего лишь идемпотент. Аналогично (точнее, двойственно) определяются полу-

комонада и т.д.
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В [5] доказывается, что каждая система фиксированных S-универсальных пар

(X̃,XJX(X̃u)) из всех объектов X 2-категории C в 2-функтор DuC определяет

полусопряжение между 2-функторами CcD и DuC с полуединицей J , состоящей

из JX, X ∈ObC. Применяя этот результат к пополнениям по (ко)произведениям,

получаем

Предложение 4.2. Для S = M,N существуют стандартные полусопряжения

малых, если S = M, и конечных, если S = N, пополнений по (ко)произведениям

(cS, uS, (JS)M , (HS)M , (JS)T , (HS)T

или соответственно

(cS, uS, (JS)M , (H
S)M , (J

S)T , (H
S)T ).

из C = Cat в D = CatS (или соответственно, CatS).

Здесь u - забывающий функтор, c - функтор пополнения. Ниже доказывается,

что это - полумонадической функтор.

Пусть t = c ◦ u и t - полумонада (t, J, µ), где естественное преобразование µ :

t ◦ t→ t 2-функторов определяется с помощью

µ(X) = (H(Xc))u для всех X ∈Ob C

или, иначе говоря, µ = 1c ·H · 1u. Категория Ct t-алгебр в C имеет

(i) в качестве объектов - все пары (X, A) с X ∈ObC, а 2-функтор (Xt)AX

удовлетворяет условию At ◦A = µ(X) ◦A и J(X) ◦A = 1X;

(ii) в качестве морфизмов (X, A)F (Y, B) - все морфизмы XFY, удовлетворя-

ющие условию A ◦ F = Ft ◦B;

(iii) в качестве преобразований FξG для F,G : (X, A) → (Y, B) - все преобра-

зования (XFY)ξ(XGY), такие что 1A · ξ = ξt · 1B .

Сравнивающий функтор DKCt определяется условиями

(i)’ PK = (Pu, (H(P))u) для всех P ∈ObD;

(ii)’ RK = Ru для всех R ∈ D(P,P′);

(iii)’ ζK = ζu для всех ζ ∈ D(PRP′,PR′P′).

С помощью функтора A каждое фиксированное (ко)произведение в XtS = XS

(соотв., XtS = XS) индуцирует фиксированное (ко)произведение в X следующим

образом.
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Пусть UφX - малое или конечное дискретное семейство в X. Тогда φ◦JS (соответ-

ственно, φ◦JS) - малое или конечное дискретное семейство в XS (соответственно,

XS). Оно имеет фиксированное (ко)произведение в XS (соотв.. XS) и образ этого

(ко)произведения относительно A - (ко)произведение Uφ в X. Зафиксировав это

(ко)произведение для каждого Uφ, получим систему фиксированных (ко)произ-

ведений на X.

Нетрудно проверить, что

(i) если (X, A)F (Y, B) - морфизм t-алгебр, то XFY сохраняет (ко)пределы

на X и Y, индуцированные, соответственно, с помощью A и B;

(ii) если FζG - естественное преобразование между F,G : (X, A) → (Y, B),

то оно - естественное преобразование между сохраняющими (ко)пределы

функторами F,G : X → Y.

Предложение 4.3. Сопоставляя

(i) каждой t-алгебре (X, A) категорию X с системой фиксированных (ко)пре-

делов на X, индуцированных посредством A;

(ii) каждому морфизму t-алгебр (X, A)F (Y, B) - соответствующий сохра-

няющий (ко)пределы морфизм XFY;

(iii) каждому естественному преобразованию FζG между F,G : (X, A) →
(Y, B) - то же самое преобразование, рассматриваемое как естествен-

ное преобразование сохраняющих (ко)пределы функторов F,G : X → Y

получаем обратные к сравнивающим функторам функторы

(KS)
−1 : CattS → CatS, (KS)−1 : Catt

S

→ CatS.

Следствие 4.1. Функторы пополнения по (ко)произведениям cS и cS, где S = M

или N, полумонадические.

5. Расширение Гротендика сопряжения Галуа

Для произвольного ковариантного сопряжения (F,G, η, ε) между категориями X

и A и для любого эндофунктора c 2-категории Cat образ (Fc,Gc, ηc, εc) является

ковариантным сопряжением между Xc и Ac.

Действительно, равенства

(1G · η) ◦ (ε · 1G) = 1G, (η · 1F ) ◦ (1F · ε) = 1F
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влекут равенства

(1Gc · ηc) ◦ (εc · 1Gc) = 1Gc, (ηc · 1Fc) ◦ (1Fc · εc) = 1Fc.

С контравариантным сопряжением несколько посложнее. Чтобы вычислить об-

раз, необходимо предварительно перейти к соответствующему ковариантному со-

пряжению (F o, Go, η, εop) между X и Aop. Затем, используя предыдущий резуль-

тат, можно получить ковариантное сопряжение (F oc,Goc, ηc, εopc) между Xc и

Aopc. Наконец, надо вернуться к контравариантному сопряжению ((F oc)o, (Goc)o,

ηc, (εopc)op) между Xc и (Aopc)op.

Исследуем случай, когда c - 2-функтор S ↗ или S ↘. Нетрудно заметить, что

(S ↗ Aop)op = S ↘ A, (S ↘ Aop)op = S ↗ A.

Для контравариантного функтора XFA введем обозначения

S ↗ F = (S ↗ F o)o, S ↘ F = (S ↘ F o)o.

Они определяются по тем же формулам, что и в случае ковариантного функтора

F . Можно проверить, что

(S ↗ εop)op = S ↘ ε, (S ↘ εop)op = S ↗ ε.

Таким образом, для каждого контравариантного функтора XFA получаем два

ассоциированных контравариантных функтора

(S ↗ X)(S ↗ F )(S ↘ A) и (S ↘ X)(S ↘ F )(S ↗ A).

Предложение 5.1. С любым контравариантным сопряжением (F,G, η, ε) меж-

ду категориями X и A канонически ассоциируются два контравариантных со-

пряжения

(S ↗ F, S ↘ G, S ↗ η, S ↘ ε) между S ↗ X и S ↘ A,

(S ↘ F, S ↗ G, S ↘ η, S ↗ ε) между S ↘ X и S ↗ A.

Их можно назвать, соответственно, расширением и корасширением Гротендика

сопряжения (F,G, η, ε), поскольку первый пример такого расширения появился в

[8] как расширение классического сопряжения Галуа для категории полей. Впо-

следствии результаты Гротендика были обобщены в различных направлениях

(см. [10] -[13], [15]).
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Пусть S ↗ T и S ↘ L - монады, соответственно, в S ↗ X и S ↘ A, ассоцииро-

ванные с контравариантным сопряжением

(S ↗ F, X ↘ G, S ↗ η, S ↘ ε).

С применением результатов предложений 3.2 и 3.3 получается

Предложение 5.2. Существует антиэквивалентность между категориями

(i) (S ↗ X)S↗T - объектов, замкнутых относительно S ↗ T и

(S ↘ A)S↘L - объектов, замкнутых относительно S ↘ L;

(ii) (S ↗ T)-алгебр (S ↗ X)S↗T и

(S ↘ L)-алгебр (S ↘ A)S↘L.

Abstract. The contravariant Galois adjunctions and two associated antiequivalences

are constructed. By semimonadic functors of completions the analogs of Grothendieck’s

extension of the fundamental theorem of Galois theory are obtained in abstract

categories.
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1. Introduction

The algebra A = (A,F ) is called entropic or medial if it satisfies the identity of

mediality

(1) g(f(x11, ..., xn1), ..., f(x1m, ..., xnm)) = f(g(x11, ..., x1m), ..., g(xn1, ..., xnm)

for every n-ary f ∈ F and m-ary g ∈ F .

In other words, A is medial if it satisfies the hyperidentity of mediality ([1], [2]).

Note that a groupoid is entropic if and only if it satisfies the identity of mediality:

xy.uv ≈ xu.yv [3].

An algebra A = (A, f) with a single ternary operation is entropic if it satisfies the

following identity:

f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33)).

A variety V is called entropic (or medial) if every algebra in V is entropic. The

Algebra A is called idempotent (commutative), if every operation of A is idempotent

(commutative). An n-ary operation f is called commutative if

f(x1, x2, . . . , xn) = f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)),
29
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where α ∈ Sn. An n-ary operation f is called idempotent if the identity f(x, ..., x) = x

is true. An idempotent entropic algebra is called a mode [4].

We say that the variety V (respectively, the algebra A) satisfies the generalized

entropic property if for every n-ary operation f and m-ary operation g of V (of

A) there exist m-ary terms t1, ..., tn such that the identity:

(2) g(f(x11, ..., xn1), ..., f(x1m, ..., xnm)) = f(t1(x11, ..., x1m), ..., tn(xn1, ..., xnm)

holds in V (in A) [5].

For example, a groupoid satisfies the generalized entropic property if there are binary

terms t and s such that the identity xy.uv ≈ t(x, u).s(y, v) holds.

An algebra A = (A, f) with a ternary operation satisfies the generalized entropic

property if there are ternary terms t, s and r such that

f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23), r(x31, x32, x33)).

It was proved by T. Evans [6] that any gpoupoid in a variety V of groupoids has the

complex algebra of subalgebras if and only if V satisfies the above identity for some

t and s.

Every algebra in a variety V has a complex algebra of subalgebras if and only if the

variety V satisfies the generalized entropic property [5] (see also [7-11]).

2. MAIN RESULTS

The immediate consequences of the generalized entropic property in the idempotent

algebra A = (A, f) with a ternary operation are the following identities, that can be

treated as pseudo-distributivity laws:

f(t(x, y, z), α, β) ≈ f(f(x, α, β), f(y, α, β), f(z, α, β),

f(β, s(x, y, z), α) ≈ f(f(β, x, α), f(β, y, α), f(β, z, α)),

f(α, β, r(x, y, z)) ≈ f(f(α, β, x), f(α, β, y), f(α, β, z)).

Theorem 2.1. An idempotent and commutative algebra A = (A, f) with a ternary

operation satisfying the generalized entropic property is entropic.

Proof. Using pseudo-distributivity and the commutativity, we obtain

f(t(x, y, z), α, β) ≈ f(f(x, α, β), f(y, α, β), f(z, α, β)) ≈

≈ f(f(α, β, x), f(α, β, y), f(α, β, z)) ≈ f(α, β, r(x, y, z)) ≈ f(r(x, y, z), α, β),
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and also

f(t(x, y, z), α, β) ≈ f(f(x, α, β), f(y, α, β), f(z, α, β)) ≈

≈ f(f(β, x, α), f(β, y, α), f(β, z, α)) ≈ f(β, s(x, y, z), α).

Thus

f(t(x, y, z), α, β) ≈ f(α, β, t(x, y, z)) ≈ f(r(x, y, z), α, β) ≈ f(β, s(x, y, z), α).

Now, using idempotency and the above identity we get

t(x, y, z) ≈ f(t(x, y, z), t(x, y, z), t(x, y, z)) ≈ f(r(x, y, z), t(x, y, z), t(x, y, z)) ≈

≈ f(t(x, y, z), s(x, y, z), r(x, y, z)) ≈ f(x, y, z).

Similarly, for s and r we have s(x, y, z) ≈ f(x, y, z) and r(x, y, z) ≈ f(x, y, z). Thus,

by the generalized entropic property and the last three identities we have

f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23), r(x31, x32, x33)) ≈

≈ f(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33)).

Theorem 2.1 is proved. �
The generalized entropic property for an algebra A = (A, f, g) with two ternary

operations means that the following identities are true:

f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(t1(x11, x12, x13), s1(x21, x22, x23), r1(x31, x32, x33)),

f(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(t2(x11, x12, x13), s2(x21, x22, x23), r2(x31, x32, x33)),

g(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(t3(x11, x12, x13), s3(x21, x22, x23), r3(x31, x32, x33)),

g(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(t4(x11, x12, x13), s4(x21, x22, x23), r4(x31, x32, x33)).

The immediate consequences of the generalized entropic property in an idempotent

algebra A = (A, f, g) with two ternary operations are the following identities that

can be treated as pseudo-distributivity laws:

g(t(x, y, z), α, β) ≈ f(g(x, α, β), g(y, α, β), g(z, α, β)),

g(β, s(x, y, z), α) ≈ f(g(β, x, α), g(β, y, α), g(β, z, α)),

g(α, β, r(x, y, z)) ≈ f(g(α, β, x), g(α, β, y), g(α, β, z)).
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At last, the entropic law for an algebra A = (A, f, g) with two ternary operations

means the following identities:

(a) f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33))

(b) g(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(g(x11, x12, x13), g(x21, x22, x23), g(x31, x32, x33))

(c) f(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33)).

Definition 2.1. Let g and f be an m-ary and an n-ary operation on the set A.

We say that the pair of operations (f, g) satisfies the generalized entropic property if

there exist terms t1, ..., tn of the algebra A = (A, f, g) such that identity (2) holds in

the algebra, A = (A, f, g). The pair of operations (f, g) is called entropic or medial,

if identity (1) in the algebra A = (A, f, g) is true. If f = g, then we say that the

operation f satisfies the generalized entropic property.

Theorem 2.2. Let A = (A, f, g) be an idempotent algebra with two ternary operations.

If g is commutative and the pair (f, g) satisfies the generalized entropic property, then

(f, g) is entropic.

Proof. To prove (c), observe that by the generalized entropic property:

f(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23), r(x31, x32, x33)).

Using the pseudo-distributivities and the commutativity of g, we obtain:

g(t(x, y, z), α, β) ≈ f(g(x, α, β), g(y, α, β), g(z, α, β)) ≈

≈ f(g(α, β, x), g(α, β, y), g(α, β, z)) ≈ g(α, β, r(x, y, z)) ≈ g(r(x, y, z), α, β),

and also

g(t(x, y, z), α, β) ≈ f(g(x, α, β), g(y, α, β), g(z, α, β)) ≈

≈ f(g(β, x, α), g(β, y, α), g(β, z, α)) ≈ g(β, s(x, y, z), α).

But g(t(x, y, z), α, β) ≈ b(α, β, t(x, y, z). So, we have

g(t(x, y, z), α, β) ≈ g(α, t(x, y, z), β) ≈ g(r(x, y, z), α, β) ≈ g(β, s(x, y, z), α).

By idempotency and the above identities we have

t(x, y, z) ≈ g(t(x, y, z), t(x, y, z), t(x, y, z)) ≈ g(r(x, y, z), t(x, y, z), t(x, y, z)) ≈
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g(t(x, y, z), s(x, y, z), r(x, y, z)) ≈ f(g(x, x, x, ), g(y, y, y), g(z, z, z)) ≈ f(x, y, z)

In the same manner s(x, y, z) ≈ f(x, y, z) and r(x, y, z) ≈ f(x, y, z). Thus, by the

generalized entropic property and the last three identities we have

f(g(x11, x21, x31), g(x12, x22, x32), g(x13, x23, x33)) ≈

≈ g(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23), r(x31, x32, x33)) ≈

≈ g(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33)). �

The generalized entropic property for an algebra A = (A, f, g) with a ternary and

one binary operation (respectively f, g) means that the following identities are true

f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

f(t1(x11, x12, x13), s1(x21, x22, x23), r1(x31, x32, x33)),

g(g(x11, x21), g(x12, x22)) ≈ g(t2(x11, x12), s2(x21, x22)),

f(g(x11, x21), g(x12, x22), g(x13, x23)) ≈ g(t3(x11, x12, x13), s3(x21, x22, x23)),

g(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32)) ≈ f(t4(x11, x12), s4(x21, x22), r4(x31, x32)).

The immediate consequences of the generalized entropic property in the idempotent

algebra A = (a, f, g) with a ternary and a binary operation (respectively f, g) are the

following identities that can be treated as pseudo-distributivity laws:

g(t(x, y, z), α) ≈ f(g(x, α), g(y, α), g(z, α)),

g(β, s(x, y, z)) ≈ f(g(β, x), g(β, y), g(β, z)).

At last, the entropic law for an algebra A = (A, f, g) with a ternary and a binary

operation (respectively f, g) means the validity of the following identities

(d) f(f(x11, x21, x31), f(x12, x22, x32), f(x13, x23, x33)) ≈

≈ f(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23), f(x31, x32, x33))

(e) g(g(x11, x21), g(x12, x22)) ≈ g(g(x11, x12), g(x21, x22))

(f) f(g(x11, x21), g(x12, x22), g(x13, x23)) ≈ g(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23)).

Theorem 2.3. Let A = (A, f, g) be an idempotent algebra with a ternary operation

f and a binary operation g. If g is commutative and the pair (f, g) satisfies the

generalized entropic property, then (f, g) is entropic.
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Proof. To prove (f) observe that by the generalized entropic property

f(g(x11, x21), g(x12, x22), g(x13, x23)) ≈ g(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23)).

Using the pseudo-distributivities and the commutativity of g we obtain

g(t(x, y, z), α) ≈ f(g(x, α), g(y, α), g(z, α)) ≈

≈ f(g(α, x), g(α, y), g(α, z)) ≈ g(α, s(x, y, z)).

On the other hand, by idempotency and above identities we have

t(x, y, z) ≈ g(t(x, y, z), t(x, y, z)) ≈ g(t(x, y, z), s(x, y, z)) ≈

≈ f(g(x, x), g(y, y), g(z, z)) ≈ f(x, y, z).

In the same manner we get s(x, y, z) ≈ f(x, y, z). Thus, by the generalized entropic

property and the last two identities we have

f(g(x11, x21), g(x12, x22), g(x13, x23)) ≈ g(t(x11, x12, x13), s(x21, x22, x23)) ≈

≈ g(f(x11, x12, x13), f(x21, x22, x23)). �

Corollary 2.1. Every idempotent and commutative algebra A = (A, f, g) with a

ternary and a binary operations satisfying the generalized entropic property is entropic.

Proof. We have to show that identities (d), (e) and (f) hold in the algebra A =

(A, f, g). The identity (d) is proved in Theorem 2.1, the identity (e) is proved analogically,

and the identity (f) is proved in Theorem 2.3. �
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1. Введение

Пусть S0
r - множество локально суммируемых на R функций f , удовлетворяю-

щих условию |f (x)| ≤ c (1 + |x|)r, где r ∈ R, а Hr(R)-пространство Соболева-

Слободецкого обобщенных функций u, преобразование Фурье û которых при-

надлежат весовому пространству L2 (R, (1 + |ξ|)r).
Определим функции

A(1) (x, ξ) = 1 +A0 (ξ) +
N∑
k=1

φ (x, λk)Ak (ξ)

A(2) (x, ξ) = 1 + P (φ (x, λ)) Ã (ξ) , x, ξ, λ ∈ R,

где

φ (x, λ) = thπα

(
x− λ+ iαβ2

)
, Am, Ã ∈ S0

r , P (z) =
N∏
k=1

(z − νk) , x ∈ R, z ∈ C,

причем {λk}N1 ∈ R и {νk}N1 ∈ C суть конечные последовательности, (m = 0, 1, . . . N),

α > 0, −1 < β < 1. Как известно (см. [1]) псевдодифференциальный оператор
35



36 А. Г. КАМАЛЯН, В. В. СИМОНЯН

A(i) (x,D) действующий по формуле

A(i) (x,D) y = F−1
ξ→xA

(i)(x, ξ)Fx→ξy =

∫ ∞

−∞
e−ixξA(i)(x, ξ)ŷ(ξ) dξ i = 1, 2,

является ограниченным оператором из Hr (R) в L2 (R).
Заметим, что в случае N = 1 и r = 0 оператор A(1) (x,D), также как опера-

тор A(2) (x,D) в случае r = 0 и degP = 1, становится известным интеграль-

ным оператором “плавного перехода” (более подробно см. [2]-[6]). В случае когда

N = 1, а A0 и A1- многочлены (degP = 1, Ã- многочлен), дифференциаль-

ное уравнение A(1) (x,D) y = 0 (A(2) (x,D) y = 0) может быть записано в виде

(P1 (D) + exP2 (D)) y = 0, где D = i ddx , a P1 и P2 некоторые многочлены. Послед-

нее с помощью замены переменной сводится к хорошо известному дифференци-

альному уравнению

ϵt

p∏
j=1

(
t
d

dt
− aj + 1

)
y +

q∏
j=1

(
t
d

dt
− bj

)
y = 0,

где ϵ = ±1, p, q ∈ N, а aj , bj ∈ C. Решения этого уравнения записываются с

помощью G- функции Мейера (см. [7]-[10]).

Случай N = 1 r ≥ 0 при некоторых дополнительных условиях подробно рас-

смотрен в [11], где, в частности, получены все решения однородного уравнения

A(1) (x,D) y = 0 в классе Hr(R). В работе [12] результаты полученные в [11] пе-

реведены на случай одной системы псевдодифференциальных уравнений. В слу-

чае N > 1 исследование операторов A(i) (x,D) (i = 1, 2) сводится к исследованию

матричных сингулярных интегральных операторов (см. [13]).

На основе этой связи в данной работе приводятся достаточные условия обес-

печивающие существование нетривиальных решений уравнений A(i) (x,D) y = 0

(i = 1, 2) из класса Hr(R). Получены оценки снизу для количества таких реше-

ний. Отдельно рассматривается дифференциальное уравнение

N∑
k=0

ekxPk (D) y = 0,

где Pk (D)
(
k = 0, 1, . . . , N ;D = i ddx

)
– дифференциальные операторы с постоян-

ными коэффициентами.
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2. Уравнение A(1) (x,D) y = 0.

Пусть T = {z : |z| = 1} – единичная окружность комплексной плоскости, а ST-

оператор сингулярного интегрирования вдоль контура T:

(STy) (t) =
1

πi
v.p.

∫
T
y (τ)

dτ

τ − t
(t ∈ T) .

Оператор ST ограничен в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
, где τ (ζ) = i(ζ + 1) / (1− ζ)

(ξ ∈ T) (см. [14]). Пусть P±
T действующие в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
проекторы,

определенные равенствами P±
T = 1

2 (I ± ST), а L±
2

(
T, |τ |β

)
= P±

T L2

(
T, |τ |β

)
.

Аналогично, через SR будем обозначать оператор сингулярного интегрирования

вдоль R:

(SRy) (t) =
1

πi
v.p.

∫ ∞

−∞
y (τ)

dτ

τ − t
(t ∈ R) .

Пусть ρ0 (t) = |t|β (t ∈ R), а B : L2 (R, ρ0) → L2

(
T, |τ |β

)
- оператор “пересадки”,

определенный равенством (Bφ) (ζ) = (1− ζ)
−1
φ (τ (ζ))(см. [14]). Из ограничен-

ности оператораB и равенстваB−1STB = SR следует ограниченность операторов

SR и P±
R = 1

2 (1± SR) (см. [14]).

Обозначая h(x) = α−1 lnx (x ∈ R+ = (0,+∞)), определим следующие функции

Ψk = Ak ◦ h, Ψ̃ =

(
1 + Ψ0 −

N∑
i=1

Ψi

)−1

и ∆l,k = exp

{
i
λk − λl
α

lnx

}
,

где l = 1, 2, . . . , N ; k = 0, 1, . . . , N , а λ0 – произвольное действительное число.

Пусть матрица-функция GR совпадает с единичной матрицей EN на R− = R\R+,

и на R+

GR =


1 + 2Ψ1Ψ̃ 2Ψ1Ψ̃∆1,2 2Ψ1Ψ̃∆1,3 · · · 2Ψ1Ψ̃∆1,N

2Ψ2Ψ̃∆2,1 1 + 2Ψ2Ψ̃ 2Ψ2Ψ̃∆2,3 · · · 2Ψ2Ψ̃∆2,N

2Ψ3Ψ̃∆3,1 2Ψ3Ψ̃∆3,2 1 + 2Ψ3Ψ̃
...

...
. . .

2ΨN Ψ̃∆N,1 2ΨN Ψ̃∆N,2 1 + 2ΨN Ψ̃

 .

Пусть GT (ξ) = GR (τ (ξ)). Под обобщенной правой факторизацией матрицы-

функции GT в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
мы будем понимать представление

(2.1) GT = G−ΛG+,

где

G±1
− ∈ L−

2

(
T, |τ |±β

)
, G±1

+ ∈ L+
2

(
T, |τ |∓β

)
, Λ (t) = diag (tκ1 , . . . , tκN )
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и κ1 ≥ · · · ≥ κn ≥ 0 ≥ κn+1 ≥ · · · ≥ κN - целые числа называемые правыми част-

ными индексами матрицы-функции. Заметим, что оператор G−STG
−1
− ограничен

в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
.

Здесь и далее принадлежность матриц-функций функциональным классам по-

нимается поэлементно, а действие оператора ST (SR) на вектор-функции пони-

мается покомпонентно.

Следуя схеме предложенной в [15] введем функции

ρ+ (z) = zβ/2, −π < arg z ≤ π, ρ− (z) = zβ/2, −π ≤ arg z < π,

ρ′+ (z) = ρ+ (τ (z)) , (|z| < 1) , ρ′− (z) = ρ− (τ (z)) , (|z| > 1)

и квадратные матрицы-функции порядка N

ρ̂± = diag (ρ±, . . . , ρ±) , ρ̂′± = diag
(
ρ′±, . . . , ρ

′
±
)
.

Определим также матрицы-функции

G′ = ρ̂′−GT
(
ρ̂′+
)−1

, G′
− = ρ̂′−G− и G′

+ = G+

(
ρ̂′+
)−1

.

Пользуясь равенством ρ±L
±
2

(
T, |t|β

)
= L±

2 (T) (см. более подробно [11]) нетруд-

но убедиться, что представление (2.1) является обобщенной правой фактори-

зацией в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
тогда и только тогда, когда представление

G′ = G′
−ΛG

′
+ является обобщенной правой факторизацией G′ в пространсве

L2 (T). Переходя в последнем представлении к транспонированным матрицам,

получим что представление G′Tr = G′Tr
+ ΛG′Tr

− является обобщенной левой фак-

торизацией матрицы-функции G′Tr в пространстве L2 (T) (см. [16]).

Определим следующие функции

Qi (x) = 1 +A0 (x)− (−1)
i
N∑
k=1

Ak (x) , i = 1, 2 и Q (x) = Q1 (x)Q
−1
2 (x) .

Ниже в теоремах 2.1 и 3.1 предполагается, что значения arg принимаются в

интервале (−π, π].

Теорема 2.1. Пусть r ≥ 0, Ak ∈ C (R) ∩ S0
r (k = 0, 1, . . . , N), Q−1

i ∈ S0
−r

(i = 1, 2), существуют нe нулевые конечные пределы q± = lim
x→±∞

Q (x) и θ± =

arg
(
eiπβq±

)
̸= π. Если целое число

(2.2) κ =
1

2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞ − θ+ + θ−

)
меньше нуля, то уравнение A(1) (x,D) y = 0 имееет по крайней мере |κ| решений

из класса Hr(R).
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В случае дифференциального оператора т.е. когда функции Ak (k = 0, 1, . . . , N)

являются многочленами, число κ равно l1 − l2, где li - количество нулей много-

члена Qi (i = 1, 2) в верхней полуплоскости.

Заметим, что в теореме 2.1 одно из условий Q−1
1 ∈ S0

−r и Q−1
2 ∈ S0

−r может

быть опущено. Действительно, нетрудно убедиться, что выполнение одного из

этих условий наряду с существованием не нулевых q± обеспечивает выполнение

второго условия.

Доказательство. Определим сингулярный интегральный оператор

K = P+
R ΞM+N + P−

R ΞM−N ,

где

M =


Ψ−1∆1,0 +Ψ0Ψ

−1∆1,0 −∆1,2 · · · −∆1,N

0 1 0
...

. . .
0 0 1

 ,

N =


Ψ1Ψ

−1∆1,0 0 · · · 0
Ψ2Ψ

−1∆2,0 0 · · · 0
...

...
...

...
ΨNΨ−1∆N,0 0 · · · 0

 .
Здесь и ниже ΞΦ означает оператор умнoжения на матрицу-функцию Φ: ΞΦy =

Φy.

Нетрудно вычислить, что

det (M ±N)
−1

= Ψ

[
∆1,0

(
1 + Ψ0 ±

N∑
k=1

Ψk

)]−1

.

Из условий Q−1
i ∈ S0

−r, i = 1, 2 следует, что Qi (x) ̸= 0 x ∈ R, i = 1, 2 и что

(M ±N)
−1 ∈ L∞. Нетрудно убедиться, что GR = (M +N) (M −N)

−1 и кроме

того для x > 0 detGR (x) = Q (h (x)), а для x < 0 detGR (x) = 1. Поскольку

K = KRΞM−N , где KR = P+
R ΞGR + P−

R , то dimKerK = dimKerKR. Из лемм 1 и

2 работы [13] следует, что количество линейно независимых решений, из класса

Hr(R), уравнения A (x,D) y = 0 совпадает с размерностью пространства KerKR.

Определим оператор

KT = BKRB
−1 = P+

T ΞGT + P−
T ,

где GT (ξ) = GR (τ (ξ)) (ξ ∈ T). Очевидно, что dimKerKR = dimKerKT. Элемен-

ты матрицы-функции GT являются непрерывными всюду на T, за исключением
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быть может точек t1 = 1 и t2 = −1, в которых сушествуют односторонние преде-

лы GT (tj ± 0) (j = 1, 2). Очевидно аналогичное утверждение справедливо и для

матрицы-функции G′Tr (t). Для t ∈ T+ = {t : t ∈ T; Imt > 0} справедливо равен-

ство G′Tr (t) = diag
(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
и потому detG′Tr (t) ̸= 0 (t ∈ T+). Кроме

того detG′Tr (1 + 0) ̸= 0 и detG′Tr (−1− 0) ̸= 0. Для t ∈ T− = {t : t ∈ T; Imt < 0}
имеет место равенство G′Tr (t) = GTrR (τ (t)). Поскольку detGR (ξ) = Q (h (ξ)) при

ξ > 0, то из условии теоремы следует, что detG′Tr (t) ̸= 0 для t ∈ T− и кроме

того detG′Tr (1− 0) ̸= 0, detG′Tr (−1 + 0) ̸= 0.

Собственные значения матриц
(
G′Tr (tj − 0)

)−1
G′Tr(tj + 0) (j = 1, 2) обозначим

через λjk. Непосредственным подсчетом несложно убедиться, что

λ11 = e−iπβ
1 + Ψ0 (+∞)−

∑N
k=1 Ψk (+∞)

1 + Ψ0 (+∞) +
∑N
k=1 Ψk (+∞)

= e−iπβq−1
+ ,

λ1k = e−iπβ (k = 2, . . . , N) ,

λ21 = eiπβ
1 + Ψ0 (+0) +

∑N
k=1 Ψk (+0)

1 + Ψ0 (+0)−
∑N
k=1 Ψk (+0)

= eiπβq−,

λ2k = eiπβ (k = 2, . . . , N) .

Заметим, что arg λ11 = −θ+ ̸= π и arg λ21 = θ− ̸= π, arg λjk ̸= π (j = 1, 2; k =

2, . . . , N).

Таким образом выполнены условия:

(1) для всех t ∈ T detG′Tr (t± 0) ̸= 0,

(2) все собственные значения матриц
(
G′Tr (tj − 0)

)−1
G′Tr (tj + 0) (j = 1, 2)

лежат вне R−.

Из теоремы 5.16 работы [16] следует, что матрица-функция G′Tr допускает ле-

вую обобщенную факторизацию в пространстве L2 (T), причем левый суммарный

индекс матрицы-функции G′Tr вычисляется по формуле

κ =
1

2π

{
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T− +

1

2π

{
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T+ +

+
1

2π

2∑
j=1

N∑
k=1

arg λjk =
1

2π

({
Arg detG′Tr (t)

}
t∈T− − θ+ + θ−

)
=

=
1

2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞ − θ+ + θ−

)
.
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Как было уже отмечено выше, тогда матрица-функция GT обладает правой обоб-

щенной факторизацией в пространстве L2

(
T, |τ |β

)
, причем правые частные ин-

дексы (соответственно правый сумарный индекс) GT совпадают с левыми част-

ными индексами (соответственно с левым суммарным индексом) G′Tr. Из тео-

ремы 4.2 работы [17] следует, что число dimKerKR = dimKerKT равно модулю

суммы отрицательных правых частных индексов матрицы-функции GT, которая

в случае κ < 0, не меньше чем |κ|.
В случае дифференциального оператора имеет место равенство q+ = q−, a чис-

ло 1
2π

(
ArgQ (x)|+∞

−∞

)
равно разности нулей и полюсов в верхней полуплоскости

рациональной функции Q. Теорема 2.1 доказана. �

3. Уравнение A(2) (x,D) y = 0.

Функция A(2) (x, ξ) при подходящем выборе чисел λk (k = 1, . . . , N) и функций

Ak (ξ) может быть записана в виде

1 +A0 (ξ) +

N∑
k=1

φ (x, λk)Ak (ξ) .

Тем не менее применение теоремы 2.1 к уравнению A(2) (x,D) y = 0 осложнено в

связи с необходимостью явного нахождения упомянутых переменных λk, Ak (ξ).

Для оценки количества решений уравнения A(2) (x,D) y = 0 мы здесь предлагаем

прямой подход не опирающийся на теорему 2.1.

Теорема 3.1. Пусть r > 0, Ã ∈ S0
r ∩ C (R),Ã−1 ∈ S0

−r ∩ C (R), P (±1) ̸= 0,

1 + P (±1) Ã (x) ̸= 0 (x ∈ R), arg
(
e−iπβ νk+1

νk−1

)
̸= π (k = 1, . . . , N) и целое число κ

определяется равенством

κ =
1

2π
Arg

1 + P (1) Ã (x)

1 + P (−1) Ã (x)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

.

Тогда, если κ < 0, то уравнение A(2) (x,D) y = 0 имеет по крайней мере |κ|
решений из Hr (R).

Доказательство. Пусть Mr (R) – некоторое прямое дополнение к линейному

пространству Hr (R) в пространстве L2 (R), а π1 : L2 (R) → Hr (R), π2 : L2 (R) →
Mr (R) операторы проектирования связанные соотношением π1y + π2y = y для

y ∈ L2 (R).
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Очевидно, что оператор γ : L2 (R+, ρ0) → L2 (R) определенный равенством γy =

esxy (eαx) (σ = α (β + 1) /2; s = σ + iλ; λ ∈ R) является ограниченным и обрати-

мым.

Определим операторы

ω1 = π1F
−1γ : L2 (R+, ρ0) → Hr (R) ,

ω2 =

N∑
k=0

ckS
k
R+
γ−1FÃ (D) : Hr (R) → L2 (R+, ρ0) ,

ω3 = π2F
−1γ : L2 (R+, ρ0) →Mr (R) ,

ω4 = ΛΨ−1 :W → L2 (R+, ρ0) ,

где W =
{
f : Ã−1(h)f ∈ L2 (R+, ρ0)

}
.

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что IHr(R) + ω1ω2 −ω1 0
ω3ω2 −ω3 IMr(R)

−ω−1
4 ω2 ω−1

4 0

−1

=

 IHr(R) 0 ω1ω4

ω2 0 ω4 + ω2ω1ω4

0 IMr(R) ω3ω4

 .
Поскольку оператор A(2) (x,D) может быть представлен равенством

A(2) (x,D) =

[
IHr(R) + ω1ω2

ω3ω2

]
: Hr (R) →

Hr (R)
⊕

Mr (R)
,

то полученное матричное тождество осуществляет матричное сцепление (см.

[18]) между оператором A(2) (x,D) и

K ′ =

[
ω4 + ω2ω1ω4

ω3ω4

]
:W →

L2 (R+, ρ0)
⊕

Mr (R)
.

Из свойств матричного сцепления следует, что dimKerA(2) (x,D) = dimKerK ′.

Пусть z ∈W и K ′z = 0. Последнее в раскрытой форме означает справедливость

следующий двух равенств

(3.1) ΞΨ−1z +

N∑
k=0

ckS
k
R+
γ−1FÃ (D)π1F

−1γΞΨ−1z = 0,

(3.2) π2F
−1γΞΨ−1z = 0.

Равенство (3.2) эквивалентно тому, что z ∈ L2 (R+, ρ0) (см. например доказа-

тельство леммы 2 из [13]). Из равенства (3.2) следует, что равенство (3.1) может

быть записано в виде

(3.3) ΞΨ−1z +

N∑
k=0

ckS
k
R+

ΞÃ◦hΞΨ−1z = 0.
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Умножив обе части равенства (3.3) на A′ = Ã ◦ h и обозначив A′Ψ−1z через u

получим, что K
(1)
R+
u = 0, где K(1)

R+
u = u + A′∑N

k=0 ckS
k
R+
u. Поскольку Ã ∈ S0

r ,

то A′Ψ−1 ограничена и потому u ∈ L2 (R+, ρ0). Из условия Ã−1 ∈ S0
−r следует,

что z = ΨA′−1u принадлежит L2 (R+, ρ0) как только u ∈ L2 (R+, ρ0). Отсюда

следует, что если K(1)
R+
u = 0 и u ∈ L2 (R+, ρ0), то K ′z = 0, где z = ΨA′−1u. Таким

образом dimKerK ′ совпадает с количеством линейно независимых решений из

L2 (R+, ρ0) уравнения K(1)
R+
u = 0.

Обозначая u1 = u, uN =
(
SR+ − νNI

)
u1 и ui =

(
SR+ − νiI

)
ui+1 (i = 2, . . . , N − 1)

легко видеть, что количество линейно независимых решений из L2 (R+, ρ0) урав-

ненияK(1)
R+
u = 0 совпадает с количеством линейно независимых решений системы

уравнений

(3.4)


u1 +A′ (SR+ − ν1I

)
u2 = 0

u2 −
(
SR+ − ν2I

)
u3 = 0

· · ·
uN−1 −

(
SR+ − νN−1I

)
uN = 0

uN −
(
SR+ − νNI

)
u1 = 0

из LN2 (R+, ρ0) = L2 (R+, ρ0)⊕ · · · ⊕ L2 (R+, ρ0).

Введем матрицы

M ′ =



1 −A′ν1 0 · · · 0

0 1 ν2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 νN−1

νN 0 · · · 0 1

 , N ′ =



0 A′ 0 · · · 0

0 0 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 −1
−1 0 · · · 0 0

 ,

и оператор K(N)
R+

действующий в пространстве LN2 (R+, ρ0) по формуле

K
(N)
R+

u =M ′u+N ′SR+u.

Систему (3.4) можно записать в виде K(N)
R+

u = 0.

Пусть

M̃ (x) =

{
M ′ (x) x ∈ R+

EN x ∈ R−
, Ñ (x) =

{
N ′ (x) x ∈ R+

0 x ∈ R−
.

Определим оператор K(N)
R действующий в пространстве LN2 (R, ρ0) по формуле

K
(N)
R u = Ξ

M̃
u+ ΞÑSRu.

Очевидно, что dimKerK
(N)
R = dimKerK

(N)
R+

. Следовательно

dimKerA(2) (x,D) = dimKerK
(N)
R .
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Обозначив G̃± = M̃ ± Ñ и G̃R =
(
G̃−
)−1

G̃+, получим, что

K
(N)
R u = ΞG̃+P

+
R u+ ΞG̃−P

−
R u = ΞG̃−K̃Ru,

где K̃R = ΞG̃R
P+
R + P−

R .

Учитывая, что на R+ спреведливо равенство det G̃− = 1+P (−1)A′ нетрудно убе-

диться, что элементы матрицы-функции
(
G̃−
)−1

=
∥∥g−ij∥∥Ni,j=1

, на R+ допускают

представление g−ij =
σij+kijA

′

1+P (−1)A′ , где σij , kij ∈ C (i, j = 1, . . . , N), причем ki1 = 0

(i = 1, . . . , N). Учитывая также, что на R+ все элементы матрицы G̃+ =
∥∥g+ij∥∥Ni,j=1

постоянные числа кроме g+1,2 = (1− ν1)A
′, нетрудно видеть, что элементы мат-

рицы G̃R = ∥gij∥Ni,j=1 на R+ могут быть представлены в виде gij =
γij+δijA

′

1+P (−1)A′ ,

где γij , δij ∈ C (i, j = 1, . . . , N). Поскольку lim
x→±∞

Ã (x) = ∞, то отсюда следует

существование пределов lim
x→+∞

gij (x) и lim
x→+0

gij (x).

Определим оператор

K̃T = BK̃RB
−1 = ΞG̃T

P+
T + P−

T ,

где G̃T (ξ) = G̃T (τ (ξ)) (ξ ∈ T). Очевидно, что dimKerA(2) (x,D) = dimKerK̃T.

Определим

G̃′Tr (t) =

{
diag

(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
t ∈ T+

G̃TrR (τ (t)) t ∈ T− .

Легко видеть, что матрица-функция G̃′Tr непрерывна всюду на T, быть может за

исключением точек t1 = 1 и t2 = −1. В силу условий 1+P (±1) Ã (x) ̸= 0 (x ∈ R)
следует, что det G̃′Tr (t) ̸= 0 (t ∈ T\ {−1, 1}). Кроме того, справедливы равенства

G̃′Tr (1− 0) = G̃TrR (+∞) , G̃′Tr (1 + 0) = diag
(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
,

G̃′Tr (−1− 0) = diag
(
e−iπβ , . . . , e−iπβ

)
, G̃′Tr (−1 + 0) = G̃TrR (+0) .

Поскольку r > 0, то

G̃TrR (+∞) = lim
x→+∞

1 + P (1)A′ (x)

1 + P (−1)A′ (x)
=

P (1)

P (−1)
,

G̃TrR (+0) = lim
x→+0

1 + P (1)A′ (x)

1 + P (−1)A′ (x)
=

P (1)

P (−1)
.

Таким образом можно утверждать, что det G̃′Tr (t± 0) ̸= 0 для всех t ∈ T.

Вычислим собственные значения матриц
(
G̃′Tr (tj − 0)

)−1

G̃′Tr (tj + 0) (j = 1, 2).

Заметим, что(
G̃′Tr (1− 0)

)−1

G̃′Tr (1 + 0) =

[(
eiπβG̃R (+∞)

)Tr]−1

,
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G̃′Tr (−1− 0)

)−1

G̃′Tr (−1 + 0) =
(
eiπβG̃R (+0)

)Tr
.

Поскольку

det

{[(
eiπβG̃R (+∞)

)Tr]−1

− λEN

}
=

det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
det
(
eiπβG̃R (+∞)

)
det
(
− 1
λEN

) ,
то собственные значение матрицы

(
G̃′Tr (1− 0)

)−1

G̃′Tr (1 + 0) совпадает с кор-

нями уравнения det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
= 0.

Для x > 0 имеет место равенство

det
(
eiπβG̃R (x)− 1

λEN

)
=

det
(
eiπβG̃+ (x)− 1

λ G̃
− (x)

)
det
(
G̃− (x)

) .

Обозначим η± = eiπβ ± 1
λ . Вычисляя определитель матрицы

eiπβG̃+(x)− 1
λ G̃

−(x) =

=



η− A′(x) [η+ − ν1η−] 0 · · · 0

0 η− ν2η− − η+
. . .

...
... 0 η−

. . . 0

0
...

. . . . . . νN−1η− − η+
νNη− − η+ 0 · · · 0 η−


для x > 0 и учитывая равенство det G̃− (x) = 1 + P (−1)A′ (x) (x > 0) получим

(3.5) det
(
eiπβG̃R (x)− 1

λEN

)
=

ηN− + (−1)
N
A′ (x)

N∏
k=1

[νkη− − η+]

1 + P (−1)A′ (x)
.

Заметив, что lim
x→+∞

[
1 + P (−1) Ã (x)

]−1

= 0, и переходя в (3.5) к пределу x →
+∞, получим что уравнение

det
(
eiπβG̃R (+∞)− 1

λEN

)
= 0

эквивалентно соотношению
N∏
k=1

[
λeiπβ (1− νk) + (1 + νk)

]
= 0.

Таким образом λ1k = e−iπβ νk+1
νk−1 (k = 1, . . . , N).

Аналогично, нетрудно убедиться, что собственные значения матрицы(
G̃′Tr (−1− 0)

)−1

G̃′Tr(−1 + 0)

совпадают с числами λ2k = eiπβ νk−1
νk+1 (k = 1, . . . , N).
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Из теоремы 5.16 [16] следует что матрица-функция G̃′Tr допускает левую обоб-

щенную факторизацию в пространстве L2 (T), причем левый суммарный индекс

матрицы-функции G̃′Tr вычисляется по формуле

κ =
1

2π

{
Arg det G̃′Tr (t)

}
t∈T−

+
1

2π

{
Arg det G̃′Tr (t)

}
t∈T+

+

+
1

2π

2∑
j=1

N∑
k=1

arg λjk =
1

2π
Arg

1 + P (1) Ã (x)

1 + P (−1) Ã (x)

∣∣∣∣∣
+∞

−∞

.

Для завершения доказательства теоремы остается повторить рассуждения сде-

ланные в конце теоремы 2.1, при этом вновь пользуясь теоремой 4.2 из [17]. �

В качестве иллюстрации теоремы 3.1 приведем следующeе замечание.

Замечание. Пусть β = 0, P -многочлен, корни которого находятся вне отрезка

[−1; 1] и существуют числа w1, w2 такие что Imw1 > 1, 0 < Imw2 < 1 а P (1) =

4
(
w2

1 + 1
)−1, P (−1) = 4

(
w2

2 + 1
)−1.

Тогда уравнение y′′ − y′ + 1
P (φ)y = 0 имеет решение в H2 (R). Примером такого

многочлена служит P (z) = q
(
z2
)
(kz + b), где корни многочлена q находятся

вне отрезка [0; 1], и кроме того q (1) = 1, k = 2
w2

1+1
− 2

w2
2+1

, b = 2
w2

1+1
+ 2

w2
2+1

,

b/k∈ [−1; 1].

4. Случай дифференциального уравнения

В качестве следствия теоремы 2.1 докажем следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть Pk (D)
(
k = 0, 1, . . . , N ; D = i ddx

)
- дифференциальные опе-

раторы с постоянными коэффициентами и r = max
k=0,...,N

degPk. Если P0 (x) ̸= 0,

PN (x) ̸= 0 при всех x ∈ R, degP0 = degPN = r и количество корней l0 много-

члена P0 в верхней полуплоскости Imz > 0 больше чем количество корней lN

многочлена PN в верхней полуплоскости, то дифференциальное уравнение

(4.1)
[
P0 (D) + exP1(D) + e2xP2 (D) + . . .+ eNxPN (D)

]
y = 0

имеет по крайней мере l0 − lN решений в классе Hr (R).

Доказательство. Пусть σk (κ = 1, 2, . . . ,N) комплексные числа удовлетворяю-

шие условию arg σk = −πβ.

Пусть Sk (x1, . . . , xN ) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤N xi1 · · ·xik (k = 1, . . . , N) элементарные

симметрические функции. Введем также числа uk,l (k = 1, . . . , N ; l = 0, . . . , N)

определенные равенствами

uk,0 = Sk(σ1, . . . , σN ) (k = 1, . . . , N),
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uk,l = Sk(σ1, . . . , σl−1,−σl, σl+1, . . . , σN ) (k, l = 1, . . . , N).

Определим матрицу

U =


uN,0 uN,1 uN,2 · · · uN,N
uN−1,0 uN−1,1 uN−1,2 · · · uN−1,N

...
...

... · · ·
...

u1,0 u1,1 u1,2 · · · u1,N
1 1 1 · · · 1

 .
Нетрудно убедиться, что U−1 = (bi,j)

N+1
i,j=1, где числа bi,j определены по формулам

b1,1 =
1

2σ1σ2 · · ·σN
, b1,l = 0 (l = 2, . . . , N) , b1,N+1 =

1

2
,

bk+1,l =
−(σk)

l−1

2σk(σ1 − σk) · · · (σk−1 − σk)(σk+1 − σk) · · · (σN − σk)

(k = 1, . . . , N ; l = 1, . . . , N+1). Дифференциальные операторы Ak (D) определим

с помощью равенств

[A0 (D) , . . . , AN (D)]
Tr

= U−1 [P0 (D) , . . . , PN (D)]
Tr
.

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться, что функция y (x) удовлетво-

ряет (4.1) тогда и только тогда, когда справедливо[
A0 (D) +

N∑
k=1

ex − σk
ex + σk

Ak (D)

]
y = 0.

Поскольку ex−σk

ex+σk
= th 1

2 (x− sk + iπβ), где sk = ln |σk| ∈ R, то в силу теоремы

2.1 количество решений дифференциального уравнения (4.1) из класса Hr(R) (r-

степень дифференциального уравнения) не меньше чем l1−l2, где l1 - количество

нулей многочлена A0+
∑N
i=1Ai в верхней полуплоскости, а l2 - количество нулей

в верхней полуплоскости многочлена A0 −
∑N
i=1Ai.

Из равенства [P0 (D) , . . . , PN (D)]
Tr

= U [A0 (D) , . . . , AN (D)]
Tr следует, что

A0 +

N∑
i=1

Ai = PN , A0 −
N∑
i=1

Ai =
1

σ1 · · ·σN
P0.

Теорема 4.1 доказана. �

Abstract. The paper considers homogeneous one-dimensional pseudodifferential

equations of nonnegative order with symbols of the form
∑N
i=1 th(kix + ωi)Ai(ξ).

Using a relationship between these equations and systems of singular equations, esti-

mates for the number of solutions pseudodifferential equations in the Sobolev-Slobo-

detski space are obtained.
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Аннотация. В работе найдены критерии для почти гипоэллиптических мно-
гочленов двух и трех переменных при которых P (ξ)→∞ при |ξ| → ∞.
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нечности.

1. Постановка задачи и предварительные результаты

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N -множество

натуральных чисел, N0 = N ∪ {0}, Nn
0 -множество n-мерных мультииндексов,

Rn(En)– n-мерное вещественное евклидово пространство точек ξ = (ξ1, ..., ξn)

(x = (x1, ..., xn)), Rn+ = {ξ ∈ Rn, ξj ≥ 0, j = 1, ..., n},
C – множество комплексных чисел. Для ξ ∈ Rn и α ∈ Nn

0 обозначим

|ξ| =
√
ξ21 + ...+ ξ2n, |α| = α1 + ...+ αn, ξα = ξα1

1 ...ξαn
n , Dα = Dα1

1 ...Dαn
n ,

где Dj =
∂
∂xj

либо Dj =
1
i
∂
∂xj

, j = 1, ..., n.

Пусть A ≡
{
νj
}k
j=1

⊂ Rn+ (k ∈ N) конечный набор. Многогранником Ньюто-

на (характеристическим многогранником) набора A называется минимальный

выпуклый многогранник ℜ = ℜ (A), содержащий множество A ∪ {0}.
Многогранник ℜ ⊂ Rn+ называется полным (правильным), если ℜ имеет вершину

в начале координат и отличную от начала координат вершину на каждой оси

координат (компоненты внешних (относительно ℜ) нормалей (n− 1)−мерных

некоординатных граней неотрицательны).

Пусть P (D) =
∑
α
γαD

α линейный дифференциальный оператор с постоянными

коэффициентами, а P (ξ)=
∑
α
γαξ

α его полный символ, где сумма распространя-

ется по некоторому конечному набору

(P )={α; α ∈ Nn
0 , γα ̸= 0} , ordP ≡ max

α∈(P )
|α| , ordjP ≡ max

α∈(P )
αj (j = 1, ..., n).

49
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Многогранником Ньютона (характеристическим многогранником) оператора P (D)

(многочлена P (ξ)) называется многогранник Ньютона (характеристический мно-

гогранник) набора (P ).

Хорошо известна (см. [1]) зависимость регулярности решений уравнения P (D)u =

0 от поведения символа P (ξ) на бесконечности. Если символ P (ξ) оператора P (D)

эллиптичен, то есть для некоторой постоянной C > 1

C−1|ξ|m ≤ |P (ξ)|+ 1 ≤ C (|ξ|m + 1) ∀ξ ∈ Rn,m = ordP,

то (см.[2]) все решения уравнения P (D)u=0 являются аналитическими функ-

циями вещественных переменных. Если P (ξ) является гипоэллиптическим мно-

гочленом, то есть ∑
α ̸=0

DαP (ξ) /P (ξ) → 0 при |ξ| → ∞,

то (см. [1] или [2]) все решения уравнения P (D)u=0 являются бесконечно диф-

ференцируемыми функциями.

В работе [4] введено понятие почти гипоэллиптического многочлена, именно,

многочлен P называется почти гипоэллиптическим, если существует постоянная

C > 0 такая, что

(1.1)
∑
α∈Nn

0

|DαP (ξ)| ≤ C (|P (ξ)|+ 1) для любого ξ ∈ Rn,

и доказано, что если для почти гипоэллиптического многочлена

P (ξ1, ξ2) =
∑

|α|≤m

γαξ
α1
1 ξα2

2 , γ(m,0) · γ(0,m) ̸= 0,

существуют последовательность {(ξs1, ξs2)}
∞
s=1 ,(ξs1)

2
+ (ξs2)

2 → ∞ при s → ∞ и

постоянная C1 > 0 такие, что

|P (ξs1, ξ
s
2)| ≤ C1, s = 1, 2, ...,

то многочлен P (ξ1, ξ2) представляется в следующем виде

P (ξ1, ξ2) =

m∑
j=0

Bj(ξ1 − aξ2)
j
,

где a ̸= 0, Bj (j = 0, 1, ...,m) – некоторые числа.

В работе [5] доказано, что если P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞, то многочлен P является

почти гипоэллиптическим тогда и только тогда, когда для некоторого δ > 0{
u : ue−δ|x| ∈ L2 (E

n) , P (D)u = 0
}
⊂
{
u : (Dαu)e−δ|x| ∈ L2(E

n) , ∀ α∈Nn
0

}
.
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В работах [6], [7] в разных терминах введено понятие регулярного многочлена, и

доказано, что регулярный многочлен P (ξ)→∞ при |ξ|→∞ тогда и только тогда,

когда многогранник Ньютона (характеристический многогранник) многочлена

P полный.

В работе [8] найден критерий того, что многочлен двух переменных стремился

бы к бесконечности при стремлении его аргументов к бесконечности.

Цель настоящей работы – найти критерий для почти гипоэллиптических много-

членов P не более трех переменных при котором P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.

Обозначим через
∑

(P ) множество вещественных нулей многочлена P , а через

∑
k
(P )=

τ ∈
∑

(P ) ;DαP (τ) = 0, |α| < k,
∑
|α|=k

|DαP (τ)| ̸= 0

 k ∈ N.

В дальнейшем нам понадобятся следующие легко проверяемые предложения.

Предложение 1.1. Пусть T невырожденная матрица порядка n×n. Тогда

I) многочлен P (ξ) = P (ξ1, ...ξn) почти гипоэллиптичен тогда и только то-

гда, когда почти гипоэллиптичен многочлен Q (ξ) ≡ P (Tξ),

II) ordQ = ordP ,

III) если τ ∈
∑
k (P ), то T−1τ ∈

∑
k (Q) (k ∈ N).

Пример. Пусть n=2, P (ξ)=P (ξ1, ξ2)=(ξ1 − ξ2)
2− 1, T=

(
1 1
−1 1

)
. Тогда

Q (ξ1, ξ2) = 4ξ21 − 1 для любого (ξ1, ξ2) ∈ R2.∑
1
(P ) = {(t± 1, t) , t ∈ R} ,

∑
k
(P ) = ∅ при k ≥ 2,∑

1
(Q) =

{
±
(
1

2
, t

)
, t ∈ R

}
,
∑

k
(Q) = ∅ при k ≥ 2 и

T : ±
(
1

2
, t

)
= ±

(
t+

1

2
, t− 1

2

)
= ±

((
t− 1

2

)
+ 1, t− 1

2

)
.

Предложение 1.2. Пусть Rm (ξ1, ξ2) однородный многочлен порядка m и τ ∈
∈
∑
k (Rm) (k ∈ N). Тогда существует однородный многочлен Rm−k (ξ1, ξ2) по-

рядка m− k такой, что Rm−k (τ) ̸= 0 и

Rm (ξ1, ξ2) = (τ2ξ1 − τ1ξ2)
k
Rm−k (ξ1, ξ2) для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2.

Доказательство. Утверждение предложения непосредственно следует из основ-

ной теоремы алгебры, если заметить, что при τ1 ̸= 0 (τ2 ̸= 0) в силу однородности
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многочлена Rm

Rm(ξ1, ξ2) = ξm1 Rm

(
1,
ξ2
ξ1

)
для любого ξ ∈ R2, ξ1 ̸= 0

или, соответственно,

(Rm(ξ1, ξ2) = ξm2 Rm

(
ξ1
ξ2
, 1

)
для любого ξ ∈ R2, ξ2 ̸= 0),

при этом точка τ2/τ1 (τ1/τ2) является k-кратным корнем многочлена Q(t) ≡
≡ Rm(1, t) (Q(t) ≡ Rm(t, 1)). Предложение доказано. �

Предложение 1.3. Пусть P (ξ1, ξ2) многочлен с постоянными коэффициен-

тами, τ ∈R2 и m∈N . Если с некоторой постоянной C > 0

(1.2) |P (ξ1, ξ2)| ≤ C (|(τ2ξ1 − τ1ξ2)|m + 1) для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2,

то существуют числа Bj ∈ C (j = 0, ...,m) такие, что

P (ξ1, ξ2) =

m∑
j=0

Bj(τ2ξ1 − τ1ξ2)
j
.

Доказательство. Так как при τ1 · τ2 ̸= 0, с помощью обратимой замены пере-

менных τ2ξ1 − τ1ξ2 = η1, τ1ξ1 + τ2ξ2 = η2 оценка (1.2) сводится к оценке

|Q(η1, η2)| ≤ C (|η1|m + 1) для любых (η1, η2) ∈ R2,

где

Q(η1, η2) ≡ P

(
τ2η1 + τ1η2
τ21 + τ22

,
τ2η2 − τ1η1
τ21 + τ22

)
,

то достаточно рассмотреть случай τ1 = 0, τ2 = 1.

Но в этом случае многочлен P не зависит от ξ2, ordP ≤ m и, следовательно,

P (ξ1, ξ2) =
m∑
j=0

Bj ξ
j
1 для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2,

где Bj , j = 0, ...,m – некоторые числа. Предложение доказано. �

Обозначим через rj(t), j = 2, ..., n произвольный многочлен одной переменной

t ∈ R1, а через qj (t1, ..., tj) - многочлен j (2 ≤ j ≤ n) переменных tk ∈ R1

(k = 1, ..., j).

Предложение 1.4. Пусть для многочленов P (ξ) = P (ξ1, ..., ξn), qj (ξ1, ..., ξj) и

rj (ξj), ordrj>ordjqj (j = 2, ..., n), существует постоянная C > 0 такая, что

(1.3) |ξ1|+
n∑
j=2

|rj (ξj) + qj (ξ1, ..., ξj)| ≤ C (|P (ξ)|+ 1) для любых ξ ∈ Rn,

тогда P (ξ) →∞ при |ξ| → ∞.
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Доказательство. Пусть, наоборот, при выполнении оценки (1.3) существуют по-

следовательность {ξs}∞s=1, |ξs| → ∞ при s→ ∞ и постоянная C > 0 такие, что

(1.4) |P (ξs) | ≤ C, s = 1, 2....

Из оценки (1.3) в силу (1.4) имеем, что существует постоянная C1 > 0, для

которого

|ξs1| ≤ C1, s = 1, 2....

За счет выбора подпоследовательности можно считать, что∣∣ξsj ∣∣ ≤ Cj , s = 1, 2..., j = 1, ..., k − 1, |ξsk| → ∞ при s→ ∞ (k < n).

Тогда в силу условия предложения при s→ ∞ имеем∣∣rk(ξsk) + qk(ξ
s
1, ..., ξ

s
k−1, ξ

s
k)
∣∣ ≥ |rk(ξsk)| −

∣∣qk(ξs1, ..., ξsk−1, ξ
s
k)
∣∣ ≥

≥ κ0 |ξsk|
ordrk − κ1 |ξsk|

ordkqk → ∞,

где κ0 = κ0(rk) > 0, κ1 = κ1(qk, c1, ..., ck−1) > 0 некоторые постоянные. Это

противоречит оценке (1.3). Предложениe 1.4 доказано. �

Предложение 1.5. Если многочлен P (ξ) = P (ξ1, ..., ξn) почти гипоэллипти-

чен, то для любого j (1 ≤ j ≤ n) многочлен

P (ξ1, ..., ξj−1, 0, ξj+1, ..., ξn)

также почти гипоэллиптичен.

2. Вспомогательные предложения

Представим многочлен P (ξ) =
∑

α∈(P )

γαξ
α порядка m ≥ 1 в виде суммы однород-

ных многочленов

(2.1) P (ξ) =

m∑
j=0

Rj (ξ) ≡
m∑
j=0

∑
|α|=j

γαξ
α.

Лемма 2.1. Пусть для почти гипоэллиптического многочлена P порядка m ∈
∈ N , представленного в виде (2.1), существуют последовательность {ξs}∞s=1 ⊂
⊂ Rn и постоянная C > 0 такие, что |ξs| → ∞ при s→ ∞ и

(2.2) |P (ξs) | ≤ C, s = 1, 2....

Тогда для любой предельной точки τ последовательности {τ s}∞s=1 = {ξs/ |ξs|}∞s=1∑
|α|≤m−1

|DαRm (τ)| = 0,
∑

|α|=m

|DαRm (τ)| ̸= 0,

то есть τ ∈
∑
m (Rm).
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Доказательство. Пусть τ предельная точка последовательности {τ s}∞s=1. Не

умаляя общности, (за счет выбора подпоследовательности) можно считать, что

τ s → τ при s→ ∞.

Пусть α ∈ Nn
0 , |α| ≤ m − 1, любой мультииндекс. Тогда в силу почти гипоэл-

липтичности многочлена P и оценки (2.2) с некоторой постоянной C1 > 0 имеем,

что

|DαRm (τ)| = lim
s→∞

|DαRm (τs)| = lim
s→∞

|DαRm (ξs)|
|ξs|m−|α| =

= lim
s→∞

∣∣∣∣∣DαP (ξs)−
m−1∑
j=|α|

DαRj (ξ
s)

∣∣∣∣∣
|ξs|m−|α| ≤ C1 lim

s→∞

(|P (ξs)|+ 1)

|ξs|m−|α| +

+
m−1∑
j=|α|

lim
s→∞

|DαRj (ξ
s)|

|ξs|m−|α| =
m−1∑
j=|α|

lim
s→∞

|DαRj (τ
s)| · |ξs|j−|α|

|ξs|m−|α| = 0.

С другой стороны, в силу условия ordP = m существует мультииндекс β ∈
∈ Nn

0 , |β| = m, для которого DβRm (ξ) = const ̸= 0. Этим утверждение леммы

доказано. �

Лемма 2.2. Для любого однородного многочлена Rm ̸= 0 порядка m от n пере-

менных

I)
∑
m (Rm)- линейное многообразие,

II) k ≡ dim
∑
m (Rm) ≤ n− 1,

III) существует матрица T порядка (n−k)×n, rank T = n−k, и однородный

многочлен n−k переменных Q̃m порядка m такие, что Rm (ξ) = Q̃m (Tξ).

Доказательство. Для доказательства пункта I) в силу однородности Rm доста-

точно показать, что τ1 + τ2 ∈
∑
m (Rm) при всех τ1, τ2 ∈

∑
m (Rm).

Пусть

Rm (ξ) =
∑

|α|=m

δαξ
α и τ1, τ2 ∈

∑
m
(Rm) .

Тогда для любого мультииндекса β ∈ Nn
0 , |β| ≤ m− 1, в силу формулы Тейлора

из условия τ1, τ2 ∈
∑
m (Rm) имеем

DβRm
(
τ1 + τ2

)
=
∑
γ

Dγ+βRm
(
τ1
)

γ!

(
τ2
)γ

=
∑

|γ|=m−|β|

δ(β+γ)
(β + γ)!

γ!

(
τ2
)γ

=

=
∑

|α|=m,α≥β

δα
α!

(α− β)!

(
τ2
)α−β

= DβRm
(
τ2
)
= 0.

Так как Rm ̸= 0, то τ1 + τ2 ∈
∑
m (Rm). Этим утверждение пункта I) доказано.
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В силу пункта I)
∑
m (Rm) ⊂ Rn – линейное многообразие и по условию леммы

Rm ̸= 0, то k ≤ n− 1.

Докажем утверждение пункта III). При k = 0 утверждение непосредственно сле-

дует из пункта II) предложения 1.1.

Пусть k ≥ 1, τ1, ..., τk базис в
∑
m (Rm), а τ1, ..., τk, τk+1, ..., τn базис в Rn и

V =

 τ11 ... τ1n
... ... ...
τn1 ... τnn

.
Так как detV ̸= 0, то V отображает Rn на Rn. Сделаем замену переменной

ξ = V −1η и обозначим

Qm (η) ≡ Rm
(
V −1η

)
= Rm (ξ) .

Согласно пункту II) предложения 1.1 Qm является однородным многочленом

порядка m, а в силу пункта III) предложения 1.1 и уже доказанного пункта I)

леммы имеем ∑
m
(Qm) = {(η1, ..., ηk, 0, ..., 0) ; ηj ∈ R, j = 1, ..., k} .

Покажем, что из условия e1 ≡ (1, 0, ..., 0) ∈
∑
m (Qm) следует, что

(2.3) Qm(η) = Qm (0, η2, ..., ηn) для любого η ∈ Rn.

По формуле Тейлора многочлен Qm представим в виде

(2.4) Qm (η) =

m∑
j=0

ηj1
Dj

1Qm (0, η2, ..., ηn)

j!
для любого η ∈ Rn

и по индукции покажем, что Dj
1Qm (0, η2, ..., ηn) ≡ 0 при j = 1, ...,m.

Так какDj
1Qm однородный многочлен порядкаm−j, тоDj

1Qm(0)= 0 при j ≤ m−1.

Поэтому из условия e1 ∈
∑
m (Qm), используя представление (2.4), имеем

0 = Qm
(
e1
)
=

m∑
j=0

1j
Dj

1Qm (0)

j!
= Dm

1 Qm (0) .

Так как ordQm = m, то Dm
1 Qm (ξ) ≡ const. Следовательно,

Dm
1 Qm (0, η2, ..., ηn) = Dm

1 Qm (0) = 0 для любых (η2, ..., ηn) ∈ Rn−1.

Тогда из представления (2.4) имеем

Qm (η) =
m−1∑
j=0

ηj1
Dj

1Qm (0, η2, ..., ηn)

j!
для любого η ∈ Rn.
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Предположим, что Dj
1Qm (0, η2, ..., ηn) ≡ 0 при всех j, r ≤ j ≤ m, (r ≥ 2). До-

кажем, что Dr−1
1 Qm (0, η2, ..., ηn) ≡ 0. Из предположения индукции в силу пред-

ставления (2.4) имеем

Qm (η) =
r∑
j=0

ηj1
Dj

1Qm (0, η2, ..., ηn)

j!
для любого η ∈ Rn.

Так как e1 ∈
∑
m (Qm) , то для любого мультииндекса β = (0, β2,..., βn) ∈ Nn

0 ,

|β| = m− r (≤ m− 1) имеем

0 = DβQm
(
e1
)
=

r∑
j=0

1j
DβDj

1Qm (0)

j!
=
DβDr

1Qm (0)

r!
.

Так как для любого однородного многочлена Rℓ порядка ℓ в силу формулы Эй-

лера

Rℓ (ξ) =
∑
|α|=ℓ

DαRℓ (0)

α!
ξα для любого ξ ∈ Rn,

то отсюда имеем, что

Dr
1Qm (0, η2, ..., ηn)=

∑
|β|=m−r

DβDr
1Qm (0)

β!
ηβ2

2 ...η
βn
n =0 для любых (η2, ..., ηn)∈ Rn−1.

Этим из представления (2.4) по индукции получаем

Qm (η) = Qm (0, η2, ..., ηn) .

Так как ej ≡ (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈
∑
m (Qm) (j = 1, ..., k), то аналогичным образом

можно доказать, что

Qm (η) = Qm (0, ..., 0, ηk+1, ..., ηn) для любого η ∈ Rn.

Обозначим Q̃m (t1, ..., tn−k) = Qm (0, ..., 0, t1, ..., tn−k). Так как η = V ξ, то

(ηk+1, ..., ηn) = Tξ, где

T =

 τk+1
1 ... τk+1

n

... ... ...
τn1 ... τnn

.
Следовательно, Rm (ξ) = Q̃m (Tξ) при всех ξ ∈ Rn. Этим утверждение пункта

III) доказано. Лемма 2.2 доказана. �

Лемма 2.3. Пусть P (ξ)=P (ξ1, ..., ξn) эллиптический многочлен порядка m>0.

Тогда существует постоянная C > 0 такая, что

(2.5) |ξ| ≤ C

 ∑
|α|=m−1

|DαP (ξ)|+ 1

 для любого ξ ∈ Rn.
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Доказательство. Представим многочлен P в виде
m∑
j=0

Rj (ξ),

где Rj -однородный многочлен порядка j (j = 0, ...,m). Очевидно, оценка (2.5)

эквивалентна следующей оценке

(2.6) |ξ| ≤ C1

 ∑
|α|=m−1

|DαRm (ξ)|+ 1

 для любого ξ ∈ Rn,

где C1 > 0 некоторая постоянная.

Покажем справедливость оценки (2.6). Предположим обратное, что существу-

ет последовательность {ξs}∞s=1⊂Rn такая, что

(2.7) |ξs| → ∞,
∑

|α|=m−1

|DαRm (ξs)|
|ξs|

→ ∞ при s→ ∞.

Не умаляя общности, (за счет выбора подпоследовательности) можно считать,

что последовательность τ s = ξs/ |ξs|, s = 1, 2, ..., сходится к некоторой точке τ ,

|τ | = 1. Тогда в силу непрерывности многочленов и из (2.7) получаем∑
|α|=m−1

|DαRm (τ)|= lim
s→∞

∑
|α|=m−1

|DαRm (τs)| = lim
s→∞

∑
|α|=m−1

|DαRm (ξs)|
|ξs|

= 0.

Так как в силу формулы Эйлера для однородных функций

Rm (ξ) =
1

m!

∑
|α|=m−1

DαRm (ξ)ξα для любого ξ ∈ Rn,

то отсюда получаем

Rm (τ) =
1

m!

∑
|α|=m−1

DαRm (τ)τα = 0,

что противоречит эллиптичности многочлена Rm. Полученное противоречие до-

казывает справедливость оценки (2.6) и тем самым оценки (2.5). Лемма доказа-

на. �

3. Почти гипоэллиптические многочлены двух переменных

Лемма 3.1. Пусть

P (ξ1, ξ2) = ξm1 +

m−1∑
j=0

ξj1rj (ξ2), m ∈ N, D2P ̸= 0 (ord2P ≥ 1),

j + ordrj ≤ m− 1, j = 0, ...,m− 1 (ord (P − ξm1 ) ≤ m− 1),

почти гипоэллиптический многочлен. Тогда P (ξ1, ξ2) → ∞ при ξ21 + ξ22 → ∞.
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Доказательство. В силу условия j + ordrj ≤ m− 1 (j = 0, ...,m− 1) rm−1 (ξ2) ≡
const, и из почти гипоэллиптичности многочлена P с некоторой постоянной C1 >

0 имеем

|ξ1| =
∣∣Dm−1

1 ξm1
∣∣

m!
=

1

m!

∣∣∣∣∣∣Dm−1
1 P (ξ1, ξ2)−Dm−1

1

m−1∑
j=0

ξj1rj (ξ2)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(3.1) ≤ 1

m!

∣∣Dm−1
1 P (ξ1, ξ2)

∣∣+ 1

m
|rm−1 (ξ2)| ≤ C1 (|P (ξ1, ξ2)|+ 1) ,

для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2. Так как для любого j, 0 ≤ j ≤ m − 1, в силу почти

гипоэллиптичности многочлена P с некоторой постоянной C2 > 0∣∣∣∣∣∣j!rj (ξ2) +
m−1∑
k=j+1

′ k!

(k − j)!
ξk−j1 rk (ξ2) +

m!

(m− j)!
ξm−j
1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣Dj

1P (ξ1, ξ2)
∣∣∣ ≤

≤ C2 (|P (ξ1, ξ2)|+ 1) для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2

(
∑′ считаем равным нулю при j = m − 1), то отсюда и из оценки (3.1) имеем с

некоторой постоянной C3 > 0

|ξ1|+

∣∣∣∣∣∣j!rj (ξ2) +
m−1∑
k=j+1

′ k!

(k − j)!
ξk−j1 rk (ξ2) +

m!

(m− j)!
ξm−j
1

∣∣∣∣∣∣ ≤
(3.2) ≤ C3 (|P (ξ1, ξ2)|+ 1) для любого (ξ1, ξ2) ∈ R2, j = 0, ...,m− 1.

Пусть r = max
0≤j≤m−1

ordrj и j0 = max {j; ordrj = r}. В силу условия D2P ̸= 0

леммы r ≥ 1, а по определению j0 ordrj < ordrj0 , j = j0 + 1, ...,m − 1. Поэтому

из оценки (3.2) при j = j0 и предложения 1.4 следует утверждение леммы. �

Для любого n ∈ N обозначим через In множество многочленов P n переменных,

для которых P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.

Теорема 3.1. I) Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2) /∈ I2 почти гипоэллиптический мно-

гочлен порядка m, для которого D1P ·D2P ̸= 0, то есть ord1P ≥ 1 и ord2P ≥ 1.

Тогда существуют числа a, b ∈ R, a · b ̸= 0, и многочлен Q одной переменной

порядка m такие, что

(3.3) P (ξ1, ξ2) = Q (aξ1 − bξ2) для любых (ξ1, ξ2) ∈ R2.

II) Для любых a, b ∈ R, a · b ̸= 0, и многочлена Q одной переменной порядка

m ≥ 1 многочлен P (ξ1, ξ2), определенный по формуле (3.3), является почти

гипоэллиптическим многочленом, P /∈ I2 и D1P ·D2P ̸= 0.



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ 59

Доказательство. Сначала докажем утверждение пункта II). Очевидно, что лю-

бой многочлен одной переменной почти гипоэллиптичен. Поэтому в силу пункта

I) предложения 1.1 многочлен P (ξ1, ξ2), определенный по формуле (3.3), почти

гипоэллиптичен.

При a · b ̸= 0 P
(
s
a ,

s
b

)
= Q (0), s = 1, 2, ..., и

(
s
a

)2
+
(
s
b

)2 → ∞ при s→ ∞.

Следовательно, P /∈ I2.

Так как DQ ̸= 0 (m ≥ 1), то D1P ·D2P = −ab(DQ)
2 ̸= 0.

Докажем утверждение пункта I). Представим многочлен P (ξ1, ξ2) в виде

P (ξ1, ξ2) =
m∑
j=0

Rj (ξ1, ξ2),

где Rj - однородный многочлен порядка j (j = 0, ...,m). Так как P /∈ I2 почти ги-

поэллиптический многочлен, то в силу леммы 2.1 существует точка τ ∈
∑
m (Rm)

такая, что τ21 + τ22 = 1.

Сначала покажем, что из условия D1P ·D2P ̸= 0 следует, что τ1 · τ2 ̸= 0. Пусть,

наоборот, τ1 · τ2 = 0. Тогда, не умаляя общности, можно считать, что τ = (0, 1).

Повторяя рассуждения, проводимые при доказательстве представления (2.3),

можно показать, что Rm (ξ1, ξ2) = C ′
mξ

m
1 при всех (ξ1, ξ2) ∈ R2, где C ′

m ̸= 0

(ordP = m). Следовательно, многочлен P можно представить в виде

P (ξ1, ξ2) = C ′
mξ

m
1 +

m−1∑
j=0

ξj1rj (ξ2),

где j+ ordrj ≤ m− 1, j = 0, ...,m− 1. Так как по условию теоремы D2P ̸= 0, то в

силу леммы 3.1 получим, что P ∈ I2. Полученное противоречие доказывает, что

τ1 · τ2 ̸= 0.

Итак, имеем, что существует точка τ ∈
∑
m (Pm), τ21 + τ22 = 1 и τ1 · τ2 ̸= 0. Тогда

в силу предложения 1.2 многочлен Rm (ξ1, ξ2) представляется в виде

(3.4) Rm (ξ1, ξ2) = Cm(τ2ξ1 − τ1ξ2)
m ∀ (ξ1, ξ2) ∈ R2,

где Cm ̸= 0 (ordP = m) некоторая постоянная.

Обозначим τ2ξ1 − τ1ξ2 = η1, τ2ξ1 + τ1ξ2 = η2 и положим

Q (η1, η2) = P

(
η1 + η2
2τ2

,
η2 − η1
2τ1

)
для любого (η1, η2) ∈ R2.

Очевидно, что |ξ| → ∞ тогда и только тогда, когда |η| → ∞. Поэтому из условия

теоремы P /∈ I2 следует, что Q /∈ I2.
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На основании пункта II) предложения 1.1 и представления (3.4) многочлен Q

можно представить в следующем виде

Q (η1, η2) = Cmη
m
1 +

m−1∑
j=0

ηj1r̃j (η2),

где j + ordr̃j ≤ m− 1, j = 0, ...,m− 1.

Так как многочлен Q в силу пункта I) предложения 1.1 почти гипоэллиптичен,

то при D2Q ̸= 0 согласно лемме 3.1 имеем, что Q ∈ I2. Отсюда получаем, что

P (ξ1, ξ2) = Q(τ2 ξ1 − τ1 ξ2, τ2 ξ1 + τ1 ξ2) ∈ I2.

Полученное противоречие показывает, что D2Q = 0, то есть r̃j (η2) ≡ Cj , j =

0, ...,m− 1, где Cj ∈ C (j = 0, ...,m− 1) некоторые постоянные, и поэтому

Q (η1, η2) =
m∑
j=0

Cjη
j
1 и P (ξ1, ξ2) =

m∑
j=0

Cj(τ2ξ1 − τ1ξ2)
j ∀ (ξ1, ξ2) ∈ R2.

Теорема доказана. �

4. Почти гипоэллиптические многочлены трех переменных

Лемма 4.1. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2, ξ3) почти гипоэллиптический многочлен с

постоянными коэффициентами можно представить в виде

(4.1) P (ξ) = ξm1 +
m−1∑
j=0

ξj1Pj (ξ2, ξ3) ,

где m ∈ N и

(4.2) P0 (ξ2, ξ3) =

m1∑
j=0

Bj(aξ2 − bξ3)
j
,m1 ∈ N, a, b ∈ R, Bj ∈ C (j = 0, ...,m1).

Тогда многочлен P ограничен при ограниченных |ξ1|+|aξ2 − bξ3|, (ξ1,, ξ2,, ξ3) ∈ R3.

Доказательство. Сначала заметим, что если многочлен P вида (4.1) почти ги-

поэллиптичен, то существует постоянная C1 > 0 такая, что

|Pj (ξ2, ξ3)| =

∣∣∣Dj
1P (0, ξ2,, ξ3)

∣∣∣
j!

≤ C1 (|P (0, ξ2,, ξ3)|+ 1) =

(4.3) = C1 (|P0 (ξ2,, ξ3)|+ 1) (ξ2,, ξ3) ∈ R2, j = 1, ...,m− 1.

Из оценки (4.3) и представления (4.2) в силу предложения 1.3 имеем с некото-

рыми числами Ak,j ∈ C, k = 0, ...,m1, j = 1, ...,m− 1

(4.4) Pj (ξ2, ξ3) =

m1∑
k=0

Ak,j(aξ2 − bξ3)
k
j = 1, ...,m− 1.
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Тогда для любого d > 0 при всех ξ ∈ R3 таких, что |ξ1| + |aξ2 − bξ3| ≤ d, в силу

(4.2), (4.4) и представления (4.1) имеем

|P (ξ1, ξ2, ξ3)| ≤ |ξ1|m +
m−1∑
j=0

|ξ1|j |Pj (ξ2, ξ3)| ≤

≤ dm +

m−1∑
j=1

dj
m1∑
k=0

|Ak,j | dk +
m1∑
k=0

|Bk| dk <∞.

Лемма доказана. �

Лемма 4.2. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2, ξ3) /∈ I3 почти гипоэллиптический много-

член вида (4.1), для которого ord (P − ξm1 ) ≤ m−1. Тогда многочлены Pj (ξ2, ξ3),

j = 0, ...,m− 1, представляются в виде (4.4).

Доказательство. Из условия P /∈ I3 имеем, что существуют последовательность

{ξs}∞s=1 ⊂ R3 и постоянная C > 0 такие, что |ξs| → ∞ при s→ ∞ и

(4.5) |P (ξs)| ≤ C, s = 1, 2...,

а из условия ord (P − ξm1 ) ≤ m− 1 леммы имеем

(4.6) Pm−1 (ξ2, ξ3) = const (ξ2,, ξ3) ∈ R2.

Покажем, что при условиях леммы многочлены Pj , j = 1, ...,m−1, ограничены на

последовательности {(ξs2, ξs3)}
∞
s=1, то есть для любого j = 1, ...,m− 1 существует

постоянная Cj > 0 такая, что

(4.7) |Pm−j (ξ
s
2, ξ

s
3)| ≤ Cj , s = 1, 2, ..., j = 1, ...,m− 1.

Оценку (4.7) докажем методом индукции по j. При j = 1 оценка (4.7) следует

из (4.6). Пусть оценка (4.7) верна при j ≤ r (1 ≤ r ≤ m − 2). Докажем его для

j = r + 1. Из условия почти гипоэллиптичности многочлена P для любого j ≥ 1

в силу оценки (4.5) с некоторой постоянной d1 > 0 имеем∣∣∣∣ m!

(m− j)!
(ξs1)

m−j
+

(m− 1)!

(m− 1− j)!
(ξs1)

m−1−j
Pm−1 (ξ

s
2, ξ

s
3) + ...+ j!Pm−j (ξ

s
2, ξ

s
3)

∣∣∣∣ =
(4.8) =

∣∣∣Dj
1P (ξs)

∣∣∣≤ d1 (|P (ξs)|+ 1) ≤ d1 (C + 1) , s = 1, 2, ... , j = 1, ...,m− 1.

Из (4.8) при j = m− 1 в силу (4.6) имеем с некоторой постоянной d2 > 0

(4.9) |ξ1s| ≤ d2, s = 1, 2, ... .
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Тогда из (4.8) при j = r+1 в силу предположения индукции и оценки (4.9) имеем

с некоторой постоянной d3 > 0

(r + 1)!
∣∣Pm−(r+1) (ξ

s
2, ξ

s
3)
∣∣ ≤ d1 (C + 1) +

m!

(m− (r + 1))!
|ξs1|

m−(r+1)
+

+
(m− 1)!

(m− 1− (r + 1))!
|ξs1|

m−1−(r+1) |Pm−1 (ξ
s
2, ξ

s
3)|+ ...+

+
(r + 2)!

2!
|ξs1| |Pm−r (ξ

s
2, ξ

s
3)| ≤ d1 (C + 1) +

m!

(m− (r + 1))!
d
m−(r+1)
2 +

+
(m− 1)!

(m− 1− (r + 1))!
d
m−1−(r+1)
2 C1 + ...+

(r + 2)!

2!
d2Cr ≤ d3, s = 1, 2, ... .

Отсюда получаем оценку (4.7) при j = r + 1 с постоянной Cr+1 = d3/(r + 1)!.

Этим по методу индукции оценка (4.7) доказана.

Из представления (4.1) многочлена P в силу оценок (4.5), (4.7) и (4.9) имеем

с некоторой постоянной Cm > 0

|P0 (ξ
s
2, ξ

s
3)| ≤ |P (ξs)|+ |ξs1|

m
+
m−1∑
j=1

|ξs1|
j |Pj (ξs2, ξs3)| ≤

(4.10) ≤ C + dm2 +

m−1∑
j=1

dj2Cj ≤ Cm, s = 1, 2, ... .

Так как |ξs| →∞ при s →∞, то в силу (4.9) (ξs2)
2
+(ξs3)

2→∞ при s →∞. Тогда

из (4.10) в силу предложения 1.1 и теоремы 1.1 при D2P0 ·D3P0 ̸= 0 (ord2P0 ≥ 1,

ord3P0 ≥ 1) имеем, что многочлен P0 представляется в виде (4.2), где a · b ̸= 0.

Так как при условиях леммы с некоторой постоянной d4 > 0 (см. оценку (4.3))

(4.11) |Pj (ξ2, ξ3)| ≤ d4 (|P0 (ξ2,, ξ3)|+ 1) для любого (ξ2,, ξ3) ∈ R2,

то в силу предложения 1.3 многочлены Pj , j = 1, ...,m − 1, представляются в

виде (4.4).

Если же D2P0 ·D3P0 = 0, то в силу аналитичности многочленов либо D2P0 = 0,

либо D3P0 = 0, либо D2P0 = 0 и D3P0 = 0. Если D2P0 = 0, то есть P0 (ξ2,, ξ3) =

= P0 (0, ξ3) при всех (ξ2,, ξ3) ∈ R2, то из оценки (4.11) следует, что

Pj (ξ2,, ξ3) = Pj (0, ξ3) , j = 1, ...,m− 1,

при всех (ξ2,, ξ3) ∈ R2.

Следовательно, многочлены Pj представляются в виде (4.4) с a = 0, b ̸= 0.

Утверждение леммы в случаях D3P0= 0 или D2P0= 0 и D3P0 = 0 доказывается
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аналогичным образом с a ̸= 0, b = 0 или с a = 0, b = 0 соответственно. Лемма

доказана. �

Из лемм 4.1 и 4.2 непосредственно следует:

Следствие 4.1. Для того, чтобы почти гипоэллиптический многочлен P вида

(4.1) с ord (P − ξm1 ) ≤ m − 1 не принадлежал I3, необходимо и достаточно,

чтобы многочлены Pj, j = 0, ...,m− 1, представлялись в виде (4.4).

Предложение 4.1. Пусть 2 ≤ m ∈ N , ℜ ⊂ R2
+ многоугольник, лежащий в{

ν ∈ R2
+, |ν| ≤ m

}
, для которого существует мультииндекс α ∈ ℜ∩N2

0 такой,

что |α| = m. Если для любого β ∈ ℜ ∩ N2
0 , |β| = m, β1 ≥ 1 (β2 ≥ 1), то

существует γ ∈ ℜ ∩N2
0 , для которого

B (γ) ≡
{
β ∈ ℜ ∩N2

0 , β ≥ (γ1 − 1, γ2)
}
⊂ {(γ1 − 1, γ2) , γ} ≡ D (γ)

(B (γ) ≡
{
β ∈ ℜ ∩N2

0 , β ≥ (γ1, γ2 − 1)
}
⊂ {(γ1, γ2 − 1) , γ} ≡ D (γ)).

Доказательство. Пусть r = min
{
β1, β ∈ ℜ ∩N2

0 , |β| = m
}
. Из условия предло-

жения имеем, что r ≥ 1. С другой стороны, в силу определения числа r имеем,

что

(4.12)

γ ≡ (r,m− r) ∈ ℜ ∩N2
0 и (β1,m− β1) /∈ ℜ, для любого β1 ∈ N0, β1 ≤ r − 1.

Покажем, что B (γ) \D (γ) = ∅. Пусть, наоборот, существует мультииндекс β ∈
B (γ) \D (γ). Из условия β ∈ B (γ) (B (γ) ⊂ ℜ) имеем r − 1 ≤ β1 ≤ r, m −
r ≤ β2 ≤ m − r + 1. Так как (r,m− r + 1) /∈ ℜ, то из условия β ∈ B (γ) \D (γ)

имеем, что β = (r − 1,m− r + 1) ∈ ℜ. Это противоречит (4.12) и доказывает, что

B (γ) ⊂ D (γ). Предложение доказано. �

Пусть многочлен P (ξ)=P (ξ1, ξ2, ξ3)=
∑

α∈(P )

δαξ
α порядка m ≥ 2 представляется

в виде

(4.13) P (ξ)=Rm (ξ1, ξ2) +
r∑
j=0

ξj3Pj (ξ1, ξ2),

где 1 ≤ r ≤ m− 1,

Rm (ξ1, ξ2) =
∑

(α1,α2,0)∈(P ), α1+α2=m

δ(α1,α2,0)ξ
α1
1 ξα2

2 ≡
∑

α∈(Rm)

δ(α,0)ξ
α1
1 ξα2

2

однородный многочлен порядка m, D1Rm ·D2Rm ̸= 0 (ord1Rm ≥ 1, ord2Rm ≥ 1),

Pr ̸= 0, ord (P −Rm) ≤ m− 1.
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Лемма 4.3. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2, ξ3) почти гипоэллиптический многочлен

представляется в виде (4.13). Если Rm (1, 0) ·Rm (0, 1) = 0 (δ(m,0,0) ·δ(0,m,0) = 0),

то P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.

Доказательство. Пусть ℜ характеристический многогранник многочлена P , а

ℜ0 его проекция на плоскость α3 = 0.

Так как характеристический многогранник почти гипоэллиптического многочле-

на правильный (см. [4]), то

ℜ0={(ν1, ν2, 0)∈ℜ} и M≡{(ν1,ν2) ; (ν1, ν2, 0)∈ℜ0} = ℜ (Rm+P0) .

Очевидно, многоугольник M удовлетворяет условиям многоугольника ℜ предло-

жения 4.1. Ради определенности (см. условие леммы) будем считать, чтоRm (0, 1) =

0 (δ(0,m,0) = 0). Следовательно, если (β1,m− β1) ∈ ℜ, то β1 ≥ 1. Тогда в силу

предложения 4.1 существует мультииндекс γ = (γ1, γ2) ∈ M, |γ| = m такой, что

B (γ) ⊂ D (γ) (обозначения см. в предложении 4.1).

Так как в силу условия ord (P −Rm) ≤ m − 1 Dγ1−1
1 Dγ2

2 Pj (ξ1, ξ2) ≡ 0, j =

= 1, ...,m− 1, и для некоторого C1 Dγ1−1
1 Dγ2

2 P0 (ξ1, ξ2) ≡ C1, то

(4.14) Dγ1−1
1 Dγ2

2 P (ξ) = Dγ1−1
1 Dγ2

2 Rm (ξ1, ξ2) + C1 для всех ξ ∈ R3.

В силу предложения 4.1 B (γ) ⊂ D (γ) и, очевидно, что {γ} = D (γ) ∩ (Rm).

Поэтому

Dγ1−1
1 Dγ2

2 Rm (ξ1, ξ2) =
∑

β∈B(γ)∩(Rm)

δ(β,0) ·
β!

(β1 − γ1 + 1)! (β2 − γ2)!
ξβ1−γ1+1
1 ξβ2

2 =

=
∑

β∈D(γ)∩(Rm)

δ(β,0) ·
β!

(β1 − γ1 + 1)! (β2 − γ2)!
ξβ1−γ1+1
1 ξβ2

2 = δ(γ,0) · γ!ξ1.

Поскольку в силу определения мультииндекса γ δ(γ,0) ̸= 0, то отсюда, из (4.14)

и почти гипоэллиптичности многочлена P с некоторой постоянной C2 > 0 имеем

|ξ1| =
∣∣∣∣δ(γ,0) · γ!ξ1δ(γ,0) · γ!

∣∣∣∣ ≤
∣∣δ(γ,0) · γ!ξ1 + C1

∣∣+ |C1|∣∣δ(γ,0) · γ!∣∣ =

(4.15) =

∣∣∣Dγ1−1
1 Dγ2

2 P (ξ)
∣∣∣+ |C1|∣∣δ(γ,0) · γ!∣∣ ≤ C2 (|P (ξ)|+ 1) для всех ξ ∈ R3.

Так как γ1+(γ2 − 1) = m−1, то в силу условия ord (P −Rm) ≤ m−1 с некоторой

постоянной C3 > 0 имеем

Dγ1
1 D

γ2−1
2 P (ξ) = Dγ1

1 D
γ2−1
2 Rm (ξ1, ξ2) + C3 =

= δ(γ,0) · γ!ξ2 + δ(γ1+1,γ2−1,0) · (γ1 + 1)! (γ2 − 1)!ξ1 + C3 ∀ξ ∈ R3.
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Отсюда в силу почти гипоэллиптичности многочлена P с некоторой постоянной

C4 > 0 имеем

(4.16) |ξ2 + d1ξ1| ≤ C4 (|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R3,

где d1 = (γ1 + 1) δ(γ1+1,γ2−1,0)/γ1δ(γ,0).

Так как Pr ̸= 0, то существует мультииндекс β = (β1, β2) и постоянная C5 ̸= 0

такая, что

Dβ1

1 Dβ2

2 Pr (ξ1, ξ2) = C5 при всех (ξ1,, ξ2) ∈ R2.

Следовательно,

DβDr−1
3 P (ξ) = DβDr−1

3 Rm (ξ1, ξ2) +
r∑

j=r−1

Dr−1
3 ξj3D

βPj (ξ1, ξ2) =

= r!C5ξ3 + (r − 1)!DβPr−1 (ξ1, ξ2) +DβDr−1
3 Rm (ξ1, ξ2) .

Отсюда (C5 ̸= 0) в силу почти гипоэллиптичности многочлена P с некоторой

постоянной C6 > 0 имеем, что∣∣ξ3+d2DβPr−1 (ξ1, ξ2)+d3D
βDr−1

3 Rm (ξ1, ξ2)
∣∣≤

(4.17) ≤ C6 (|P (ξ)|+1) при всех ξ∈R3,

где d2 = 1/rC5, d3 = 1/r!C5.

Из оценок (4.15)-(4.17) с некоторой постоянной C7 > 0 имеем, что

|ξ1|+ |ξ2 + d1ξ1|+
∣∣ξ3 + d2D

βPr−1 (ξ1, ξ2) + d3D
βDr−1

3 Rm (ξ1, ξ2)
∣∣ ≤

≤ C7 (|P (ξ)|+ 1) при всех ξ ∈ R3.

Отсюда в силу предложения 1.4 непосредственно получаем утверждение леммы.

Лемма доказана. �

Аналогичными рассуждениями можно доказать следующую лемму.

Лемма 4.4. Пусть для почти гипоэллиптического многочлена P вида (4.13)

вместо условия ord (P −Rm) ≤ m − 1 выполняется условие ordPj ≤ m − 2,

j = 1, ..., r. Если Rm (1, 0) ·Rm (0, 1) = 0, то P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.

Лемма 4.5. Пусть P (ξ)=P (ξ1,ξ2,ξ3) почти гипоэллиптический многочлен ви-

да (4.13), где Rm(ξ1, ξ2) однородный эллиптический многочлен. Тогда P (ξ) → ∞
при |ξ| → ∞.
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Доказательство. В силу условия ord(P−Rm)≤m− 1 имеем, что

(4.18)
r∑
j=1

|DαPj (ξ1, ξ2)| ≡ 0

(4.19) DαP0 (ξ1, ξ2) ≡ Cα,

для любого (ξ1,, ξ2) ∈ R2, и любого α ∈ N2
0 , |α| = m− 1.

Из условия почти гипоэллиптичности многочлена P в силу (4.18) и (4.19)

имеем с некоторой постоянной d1 > 0∑
α1+α2=m−1

|Dα1
1 Dα2

2 Rm (ξ1, ξ2)| =

=
∑

α1+α2=m−1

|Dα1
1 Dα2

2 P (ξ)−Dα1
1 Dα2

2 P0 (ξ1, ξ2)| ≤

≤
∑

α1+α2=m−1

|Dα1
1 Dα2

2 P (ξ)|+
∑

α1+α2=m−1

|Cα1,α2 | ≤ d1 (|P (ξ)|+ 1) при всех ξ ∈ R3.

Отсюда в силу леммы 2.3 с некоторой постоянной d2>0 имеем, что

(4.20) |ξ1|+ |ξ2| ≤ d2 (|P (ξ)|+ 1) при всех ξ ∈ R3.

Так как Pr ̸= 0, то существуют мультииндекс β = (β1, β2) и постоянная κ ̸= 0

такие, что DβPr (ξ1, ξ2) ≡κ. Тогда из почти гипоэллиптичности многочлена P в

силу того, что

DβDr−1
3 P (ξ) = ξ3r!D

βPr (ξ1, ξ2) + (r − 1)!DβPr−1 (ξ1, ξ2)+

+DβDr−1
3 Rm (ξ1, ξ2) = ξ3r!κ + (r − 1)!DβPr−1 (ξ1, ξ2)+

+DβDr−1
3 Rm (ξ1, ξ2) при всех ξ ∈ R3,

с некоторой постоянной d3 > 0, при всех ξ ∈ R3, имеем∣∣∣∣ξ3 + 1

rκ
DβPr−1 (ξ1, ξ2) +

1

r!κ
DβDr−1

3 Rm (ξ1, ξ2)

∣∣∣∣ ≤ d3 (|P (ξ)|+ 1) .

Отсюда и из оценки (4.20) в силу предложения 1.3 получаем утверждение леммы.

Лемма доказана. �

Лемма 4.6. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2, ξ3) почти гипоэллиптический многочлен

вида (4.13), для которого Rm (1, 0) ·Rm (0, 1) ̸= 0,
∑

(Rm) \ {0} ̸= ∅ и
∑
m (Rm) =

= {0}. Тогда P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞.
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Доказательство. Пусть τ ∈
∑

(Rm) \ {0}. Тогда в силу предложения 1.2 много-

член Rm можно представить в следующем виде

Rm (ξ1, ξ2) = (τ2ξ1 − τ1ξ2)
k
Rm−k (ξ1, ξ2) ∀ (ξ1, ξ2) ∈ R2,

где 1 ≤ k < m (0 ̸= τ ∈
∑

(Rm) \
∑
m (Rm)) порядок нуля многочлена Rm в точке

τ , Rm−k - однородный многочлен порядка m− k и Rm−k (τ) ̸= 0.

Так как Rm (1, 0) ·Rm (0, 1) ̸= 0, то τ1 ·τ2 ̸= 0. Тогда в силу пункта I) предложения

1.1 многочлен

Q (η)= Q (η1, η2, η3)= P

(
η1 + η2
2τ2

,
η2 − η1
2τ1

, η3

)
почти гипоэллиптичен.

Из представления (4.13) многочлена P в силу пункта II) предложения 1.1 следует,

что многочлен Q можно представить в следующем виде

Q (η) = Qm (η1, η2) +

r1∑
j=0

ηj3qj (η1, η2) =η
k
1Qm−k (η1, η2) +

r1∑
j=0

ηj3qj (η1, η2),

где r1∈N ,Qm−k - однородный многочлен порядкаm−k, qr1 ̸= 0 и ord (Q−Qm) ≤
≤ m − 1. Так как в силу пункта III) предложения 1.1 порядок нуля многочлена

Rm равно k, при этом k < m, то ord2Qm ≥ 1. Поэтому, учитывая также, что

Qm (0, 1)=0 и ord1Qm≥1, в силу леммы 4.3 имеем, чтоQ (η)→∞ при |η|→∞. Так

как |ξ|→∞ тогда и только тогда, когда |η|→∞, то отсюда получаем утверждение

леммы. Лемма доказана. �

Теорема 4.1. Для того, чтобы почти гипоэллиптический многочлен P (ξ) =

= P (ξ1, ξ2, ξ3), D1P ·D2P ·D3P ̸= 0 (ordjP ≥ 1, j = 1, 2, 3), не принадлежал

множеству I3, необходимо и достаточно, чтобы существовали почти гипо-

эллиптический многочлен Q(ξ)= Q(ξ1, ξ2, ξ3), D1Q · D2Q · D3Q = 0 (то есть

многочлен Q на самом деле зависит от одного или двух переменных) и невы-

рожденная матрица T порядка 3× 3 такие, что

P (ξ) = Q (Tξ) при всех ξ ∈ R3.

Доказательство. Достаточность. Пусть Q (ξ) = Q (ξ1, ξ2, ξ3) почти гипоэллип-

тический многочлен, D1Q · D2Q · D3Q = 0, T = (tij) невырожденная матрица

порядка 3 × 3 и P (ξ) = Q (Tξ). Тогда в силу пункта I) предложения 1.1 много-

член P почти гипоэллиптичен. Ради определенности предположим, что D1Q = 0,
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то есть Q (η) = Q (0, η2, η3) при всех η ∈ R3. Пусть {ξs}∞s=1 такое решение системы{
t21ξ1 + t22ξ2 + t23ξ3 = 0
t31ξ1 + t32ξ2 + t33ξ3 = 0

,

что |ξs| → ∞ при s→ ∞. Существование таких решений очевидно.

Обозначим через ηs2 = t21ξ
s
1 + t22ξ

s
2 + t23ξ

s
3, ηs3 = t31ξ

s
1 + t32ξ

s
2 + t33ξ

s
3, s = 1, 2, ....

Тогда P (ξs) = Q (Tξs) = Q (0, ηs2, η
s
3) = Q (0), s = 1, 2, ..., то есть P /∈ I3.

Необходимость. Пусть m ≡ ordP = 1, то есть P (ξ) = aξ1 + bξ2 + cξ3 + d, abc ̸= 0.

Очевидно, существуют h1, h2, h3 ∈ R, h21+h22+h23 ̸= 0 такие, что h1a+h2b+h3c = 0.

Для определенности h1 ̸= 0, (h1 = 1). Тогда P (ξ) = b(−h2ξ1+ξ2)+c(−h3ξ1+ξ3)+d
и P /∈ I3. Обозначим

T =

 1 0 0
−h2 1 0
−h3 0 1

 и Tξ = η.

Тогда P (ξ) = Q (η)|η=Tξ = Q (Tξ). Так как любой многочлен первого порядка

почти гипоэллиптичен, то этим утверждение теоремы для многочленов первого

порядка доказана.

Пусть для почти гипоэллиптического многочлена P (ξ1, ξ2, ξ3) /∈I3 m ≥ 2. Пред-

ставим многочлен P (ξ) в следующем виде

P (ξ) =
m∑
j=0

Rj (ξ),

где Rj−однородный многочлен порядка j, j = 0, ...,m. Из условия теоремы в

силу леммы 2.1 имеем, что
∑
m (Rm) \ {0} ̸= ∅.

Рассмотрим следующие возможные случаи (см. пункт II) леммы 2.2):

I) dim
∑
m (Rm) = 2, II) dim

∑
m (Rm) = 1.

Пусть в случае I) τ1, τ2 базис в
∑
m (Rm), а τ1, τ2, τ3 базис в R3. Обозначим через

T1 матрицу

T1 =

 τ11 τ12 τ13
τ21 τ22 τ23
τ31 τ32 τ33

−1

и положим Q (ξ) = P (T1ξ). Так как T1 отображает R3 на R3, то Q
(
T−1
1 ξ

)
=

= P (ξ). В силу пункта I) предложения 1.1 многочлен Q почти гипоэллиптичен,

а в силу пункта III) леммы 2.2 и пункта II) предложения 1.1 многочлен Q можно

представить в следующем виде

(4.21) Q (ξ) = dξm3 +
m−1∑
j=0

ξj3Qj (ξ1, ξ2) ∀ξ ∈ R3,
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где d ̸= 0, ord (Q− dξm3 ) ≤ m− 1.

Так как P /∈ I3, и |Tξ| → ∞ тогда и только тогда, когда |ξ| → ∞, то Q /∈ I3.

Из представления (4.21) и условий Q /∈ I3, ord (Q− dξm3 ) ≤ m−1 в силу следствия

4.1 имеем, что многочлен Q представляется в следующем виде

Q (ξ) = dξm3 +
m−1∑
j=0

ξj3

m−1−j∑
k=0

Ak,j(aξ1 − bξ2)
k
,

где Ak,j ∈ C, k = 0, ...,m− 1− j, j = 0, ...,m− 1, некоторые числа.

Отсюда непосредственно следует необходимая часть теоремы в случае I).

Рассмотрим случай II). Пусть 0 ̸= τ1 ∈
∑
m (Rm) и τ1, τ2, τ3 базис в R3. Тогда

в силу пункта III) леммы 2.2 и пункта II) предложения 1.1 многочлен Q (ξ) =

= P (T1ξ) можно представить в следующем виде

Q (ξ) = Rm (ξ2, ξ3) +
m−1∑
j=0

ξj1qj (ξ2, ξ3),

где Rm - однородный многочлен порядка m, D2Rm · D3Rm ̸= 0 (случай II) и

ord (Q−Rm) ≤ m− 1.

Пусть для некоторого 1≤ r≤ m− 1, qr ̸=0, qj=0, j = r + 1, ...,m− 1. Тогда

(4.22) Q(ξ) = Rm (ξ2, ξ3) +
r∑
j=0

ξj1qj (ξ2, ξ3), qr ̸= 0, D2Rm ·D3Rm ̸= 0.

Из условия почти гипоэллиптичности многочлена P в силу пункта I) предложе-

ния 1.1 многочлен Q почти гипоэллиптичен. Так как P /∈ I3, и |T1ξ| → ∞ тогда

и только тогда, когда |ξ| → ∞, то Q /∈ I3.

Если Rm эллиптический многочлен, то в силу леммы 4.5 Q (ξ)→∞ при |ξ|→∞,

что противоречит вышесказанному.

Если Rm (1, 0) · Rm (0, 1) ̸= 0 и Rm не эллиптичен, то
∑

(Rm) \ {0} ̸= ∅ и∑
m (Rm) = {0} (случай II), тогда противоречие вышесказанному следует из

леммы 4.6.

Если же Rm (1, 0) ·Rm (0, 1) = 0, то противоречие с условием теоремы получим в

силу леммы 4.3. Полученные противоречия доказывают, что при условиях тео-

ремы в случае II) r = 0 (см. представление (4.22)), то есть

Q (ξ) = Rm (ξ2, ξ3) + q0 (ξ2, ξ3) при всех ξ ∈ R3.

Следовательно, D1Q = 0. Так как матрица T1 обратима, то этим утверждение

необходимой части теоремы в случае II) также доказана. Теорема доказана. �

Из теоремы 4.1 непосредственно следует
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Следствие 4.2. Почти гипоэллиптический многочлен P не более трех пере-

менных стремится к бесконечности при |ξ| → ∞ тогда и только тогда, когда

не существуют многочлен Q r ≤ n− 1 переменных и матрица T размерности

r × n такие, что

P (ξ) = Q (Tξ) при всех ξ ∈ Rn.

Abstract. The paper gives criteria for almost hypoelliptic polynomials of two and

three variables, providing that P (ξ)→∞ as |ξ| → ∞.
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1. Introduction

Denote by Πn = Πn(R2) the space of bivariate polynomials of total degree not

exceeding n

Πn =

p(x, y) = ∑
i+j≤n

aijx
iyj : i, j ∈ Z+

 .

Set

N := dimΠn =

(
n + 2

2

)
.

Let

D := D(n) = {Dk : k = 1, . . . , N}

be a collection of Lebesgue measurable sets of finite nonzero measure.

In this paper the following mean-value interpolation problem is considered.

Find a unique polynomial p ∈ Πn whose mean-values over the sets Dk are equal to

given numbers ck, k = 1, . . . , N

(1.1)
1

µ(Dk)

∫ ∫
Dk

p(x, y)dxdy = ck, k = 1, . . . , N,

where µ is the Lebesgue measure. Denote this interpolation problem by (Πn,D). More

precisely we consider the mean-value interpolation problem (1.1), where part of sets

of D are concentric circles.

Definition 1.1. The mean-value interpolation problem (Πn,D) is poised if for any

real values ck, k = 1, . . . , N, there exists a unique polynomial p ∈ Πn satisfying the

conditions (1.1).
71
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In the sequel we will use the following well known

Proposition 1.1. The mean-value interpolation problem (Πn,D) is poised if and only

if

p ∈ Πn,

∫ ∫
Dk

p(x, y)dxdy = 0, k = 1, . . . , N implies p = 0.

It is worth mentioning that in the case when D is a set of circles with the same radius,

i.e.

D = B := {Bai,r : i = 1, . . . , N}

where Bai,r, is the circle of radius r ∈ R+ centered at ai ∈ R2 then the following

Theorem 1.1. (see [4]) The mean-value interpolation problem (Πn,B) is poised if

and only if the pointwise Lagrange interpolation with Πn and the centers of circles of

B is poised.

In the next section we use the following

Theorem 1.2. (see [2]) The mean-value interpolation problem (Π1,D(1)) is poised if

and only if the centroids of sets of D(1) are not collinear.

For some other versions of mean-value interpolation problem we refer to [1 - 4].

2. The result

Denote by [x] the greatest integer not exceeding x.

Theorem 2.1. Suppose that among the regions of interpolation problem (Πn,D) there

are [n2 ]+2 concentric circles, where n ≥ 1. Then the mean-value interpolation problem

(Πn,D) is not poised.

To prove Theorem 2.1 we use the following lemma.

Lemma 2.1. If Theorem 2.1 is true for n = 2k, then it is true also for n = 2k + 1.

Proof. Assuming that the parameters related to the concentric circles are linearly

dependent in the case n = 2k, i.e.,

(2.1)
k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

p dx dy = 0, for any p ∈ Π2k,
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where not all cl are zero, we establish a similar dependence in the case n = 2k + 1.

Without loss of generality we assume that the concentric circles are centered at the

origin. For any p ∈ Π2k+1 we set

p(x, y) =
∑

i+j=2k+1

aijx
iyj + q(x, y),

where q ∈ Π2k. Then we have
k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

p(x, y)dxdy =
k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

a2k+1,0x
2k+1dxdy + · · ·+

+

k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

a0,2k+1y
2k+1dxdy +

k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

q(x, y)dxdy =

= 0 + · · ·+ 0 +
k+2∑
l=1

cl

∫ ∫
Dl

q(x, y)dxdy = 0.

In the last equality we used (2.1). �
Proof of Theorem 2.1. First let n = 1. In this case, the interpolation is not poised

since according to Theorem 1.2, the center of two concentric circles along with the

center of third circle are on a straight line.

Now in view of Lemma 2.1, it is sufficient to assume that n = 2k where n > 1.

According to Proposition 1.1 it is enough to show that there exists some p ∈ Πn with

(2.2)
∫ ∫

Dl

p(x, y)dxdy = 0, l = 1, . . . , N, p ̸= 0.

Here we assume that Dl := B0,rl , l = 1, . . . , k+2, are the concentric circles with radii

rl centered at (0, 0), while the remaining N − (k + 2) regions are arbitrary.

Let p(x, y) =
∑
i+j≤n aijx

iyj then we have∫ ∫
Dl

p(x, y)dxdy = r2l

∫ ∫
D:x2+y2≤1

p(rlx, rly)dxdy =

= r2l

∫ ∫
D

∑
i+j≤n

aijx
iyjri+jl dxdy = r2l

∑
i+j≤n

ri+jl aij

∫ ∫
D

xiyjdxdy.

Using the fact that the integral of a monomial xiyj , i, j ∈ Z+ over circles Dl, l =

1, . . . , k + 2 vanish if i or j is odd, we get

(2.3)
∫ ∫

Dl

p(x, y)dxdy = πr2l [a0,0]r
0
l +

πr2l
4
.r2l [a2,0 + a0,2] + ...

+r2k+2
l

[
a2k,0

∫ ∫
D

x2kdxdy + a2k−2,2

∫ ∫
D

x2k−2y2dxdy + ...+ a0,2k

∫ ∫
D

y2kdxdy

]
.

Now consider the following homogeneous linear system with left-hand sides coincide

with the above expressions in brackets:
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a0,0 = 0

a2,0 + a0,2 = 0

.

.

.

a2k−2,0

∫ ∫
D
x2k−2dxdy + · · ·+ a0,2k−2

∫ ∫
D
y2k−2dxdy = 0

a2k,0
∫ ∫

D
x2kdxdy + · · ·+ a0,2k

∫ ∫
D
y2kdxdy = 0.

Next we add to this system the homogeneous conditions over the remaining N−(k+2)

arbitrary regions:∫ ∫
Dl

p(x, y)dxdy =
∑
i+j≤n

aij

∫ ∫
Dl

xiyj = 0, l = k + 3, . . . , N.

The resulting system has N −1 equations and N unknowns which are the coefficients

of p. Therefore it has a non-trivial solution. It is easily seen that the polynomial with

these coefficients satisfies (2.3). Hence the problem is not poised. �
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1. Introduction

A connected Finsler space (M,F ) is called homogeneous if it admits a transitive

connected Lie group G of isometries. Then M can be viewed as a coset space G
H with

a G−invariant Finsler metric, where H is the isotropy subgroup of some point in M .

A geodesic γ(t) through the origin O of M = G
H is called homogeneous if it is an orbit

of a one-parameter subgroup of G, that is

γ(t) = exp(tZ)(O), t ∈ R,

where Z is a nonzero vector in the Lie algebra g of G.

Homogeneous geodesics on homogeneous Riemannian manifolds have been studied

by many authors. For results on homogeneous geodesics in homogeneous Riemannian

manifolds we refer for example to [4], [9], [12], [13], [17]. Homogeneous geodesics in a

Lie group were studied by V. V. Kajzer in [11] where he proved that a Lie groupG with

a left-invariant metric has at least one homogeneous geodesic through the identity.

In [20] J. Szenthe proved that if a compact connected and semisimple Lie group
75



76 PARASTOO HABIBI, DARIUSH LATIFI, MEGERDICH TOOMANIAN

has rank greater than 1, then for every left-invariant Riemannian metric there are

infinitely many homogeneous geodesics through the identity element. A generalization

of Kajzer’s result was obtained by O. Kowalski and J. Szenthe [12] who proved that

every Riemannian homogeneous manifold admits at least one homogeneous geodesic

through each point.

Homogeneous geodesics have important applications to mechanics. For example, the

equation of motion of many systems of classical mechanics reduces to the geodesic

equation in an appropriate Riemannian manifold M . Homogeneous geodesic of M

correspond to “relative equilibriums” of the corresponding system [2]. Geodesics of

left-invariant Riemannian metrics on Lie groups were studied by V. I. Arnold extending

Euler’s theory of rigid-body motion [1].

Homogeneous geodesics are interesting also in pseudo-Riemannian geometry. For

results on homogeneous geodesics in homogeneous pseudo-Riemannian manifolds we

refer for example to [5] — [8], [18], [19]. The existence of a homogeneous geodesic

in every homogeneous pseudo-Riemannian manifold (not necessarily reductive) was

proved by Z. Dušek in [7], the proof is not using any advanced algebra but rather

elementary facts from differential topology. In Physics, Penrose limits along null

homogeneous geodesics are studied in [8] and [19]. In [19], it is shown that the Penrose

limit of a Lorentzian spacetime along a homogeneous geodesic is a homogeneous

plane wave and the Penrose limit of a reductive homogeneous spacetime along a

homogeneous geodesic is a reductive homogeneous plane wave. Null homogeneous

geodesics on Lorentzian homogeneous spaces are also studied in [18].

In [14] the second author studied homogenous geodesics in homogeneous Finsler

spaces. In this paper we consider Lie groups with invariant Finsler metrics and give

an extension of J. Szenthe’s result on homogeneous geodesics of left-invariant Finsler

metrics. This result gives a relation between geodesic vectors and critical points of

restricted Minkowski norms in Finsler setting.

2. Preliminaries

In this section, we recall some well-known facts about Finsler geometry. See [3]

for more details. Let M be an n-dimensional smooth manifold and TM denotes
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its tangent bundle. A Finsler structure on a manifold M , is a continuous map F :

TM −→ [0,∞) which has the following properties:

(1) F is smooth on TM \ {0};

(2) F (tv) = tF (v), for all t > 0, v ∈ TxM i.e. F is positively homogeneous of

degree one;

(3) For each y ∈ TxM \ {0}, the induced symmetric bilinear form gy on TxM is

positive definite, where

gy(u, v) =
1

2

∂2

∂s∂t
[F 2(x, y + su+ tv)]|s=t=0, u, v ∈ TxM.

The Chern connection on a Finsler manifold is a linear connection on the pull-back

bundle π∗TM . This connection is almost g−compatible and has no torsion. Let σ :

[0, r] −→ M be a smooth curve with velocity field T = T (t) = σ̇(t). Suppose that

U and W are vector fields defined along σ. We define the covariant derivative DTU

with reference vector W as

DTU =

[
dU i

dt
+ U jT k(Γijk)(σ,W )

]
∂

∂xi

∣∣∣∣
σ(t)

,

where Γijk are the coefficients of Chern connection.

A curve σ : [0, r] −→M , with velocity T = σ̇ is a Finslerian geodesic ifDT

[
T

F (T )

]
= 0,

with reference vector T .

We assume that all our geodesics σ(t) have been parameterized to have constant

Finslerian speed. That is, the length F (T ) is constant. These geodesics are characterized

by the equation DTT = 0, with reference vector T .

Since T = dσi

dt
∂
∂xi , this equation says that

d2σi

dt2
+
dσj

dt

dσk

dt
(Γijk)(σ,T ) = 0.

If U , V and W are vector fields along a curve σ, which has velocity T = σ̇, we have

the derivative rule
d

dt
g
W
(U, V ) = g

W
(DTU, V ) + g

W
(U,DTV )

whenever DTU and DTV are with reference vector W and one of the following

conditions holds:

i): U or V is proportional to W, or

ii): W=T and σ is a geodesic.
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3. Left-invariant Finsler metrics over Lie groups and their

homogeneous geodesics

Let G be a connected Lie group with Lie algebra g = TeG. We may identify the

tangent bundle TG with G× g by means of the diffeomorphism that sends (g,X) to

TeLgX ∈ TgG.

Definition 3.1. A Finsler function F : TG −→ R+ is called G-invariant if F is

constant on all G-orbits in TG = G× g; that is F (g,X) = F (e,X) for all g ∈ G and

X ∈ g.

The G-invariant Finsler functions on TG may be identified with the Minkowski norms

on g. If F : TG −→ R+ is an G-invariant Finsler function, then we may define

F̃ : g −→ R+ by F̃ (X) = F (e,X), where e denotes the identity in G. Conversely,

if we are given a Minkowski norm F̃ : g −→ R+, then F̃ arises from an G-invariant

Finsler function F : TG −→ R+ given by F (g,X) = F̃ (X) for all (g,X) ∈ G× g.

Let G be a connected Lie group, L : G × G −→ G the action being defined by the

left-translations Lg : G −→ G, g ∈ G and TL : G× TG −→ TG the action given by

the tangent linear maps TLg : TG −→ TG, g ∈ G of the left-translations.

A smooth vector field X : TG− {0} −→ TTG is said to be left-invariant if

TTLg ◦X ◦ TL−1
g = X for all g ∈ G.

By a classical argument of calculus of variation we have the following proposition.

Proposition 3.1. If F : TG −→ R+ is a left-invariant Finsler metric then its

geodesic spray X is left-invariant as well.

Definition 3.2. Let G be a connected Lie group, g = TeG its Lie algebra identified

with the tangent space at the identity element, F̃ : g −→ R+ a Minkowski norm and

F the left-invariant Finsler metric induced by F̃ on G. A geodesic γ : R −→ G is

said to be homogeneous if there is a Z ∈ g such that γ(t) = exp(tZ)γ(0), t ∈ R holds.

A tangent vector X ∈ TeG − {0} is said to be a geodesic vector if the 1-parameter

subgroup t −→ exp(tX), t ∈ R, is a geodesic of F .

The geodesic defined by a geodesic vector is obviously a homogeneous one. Conversely,

let γ be a geodesic with γ(0) = g which is homogeneous with respect to a 1-parameter
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group of left-translations, namely

γ(t) = exp(tY )g, t ∈ R,

then a homogeneous geodesic γ̃ is given by

γ̃(t) = L−1
g ◦ γ(t) = L−1

g ◦Rg ◦ exp(tY )

= exp(Ad(g−1)tY ).e = exp(Ad(g−1)tY )γ̃(0),

which means that X = Ad(g−1)Y is a geodesic vector.

For results on homogeneous geodesics in homogeneous Finsler manifolds we refer to

[14] — [16]. The basic formula characterizing geodesic vector in the Finslerian case

was derived in [14], Theorem 3.1. For Lie groups with left invariant metrics we have

the following theorem.

Theorem 3.1. [14] Let G be a connected Lie group with Lie algebra g, and let F be

a left-invariant Finsler metric on G. Then X ∈ g − {0} is a geodesic vector if and

only if

gX(X, [X,Z]) = 0

holds for every Z ∈ g.

4. Homogeneous geodesics and the critical points of the restricted

Finsler function

Let G be a connected Lie group, g = TeG its Lie algebra, Ad : G × g −→ g the

adjoint action, G(X) = {Ad(g)X | g ∈ G} ⊂ g the orbit of an element X ∈ g and

GX < G the isometry subgroup at X. The set G
GX

of left-cosets of GX endowed with

its canonical smooth manifold structure admits the canonical left-action

Λ : G× G

GX
−→ G

GX
(g, aGX) −→ gaGX ,

which is also smooth. Moreover, a smooth bijection ρ : G
GX

−→ G(X) is defined

by ρ(aGX) = Ad(a)X which thus yields an injective immersion into g which is

equivariant with respect to the actions Λ and Ad.

Now consider a Minkowski norm F̃ : g −→ R, then F defines a left-invariant Finsler

metric on G by

F (x,U) = F̃ (TLx−1U), U ∈ TxG.
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Let Q(Z) = F̃ 2(Z), Z ∈ g. Using the formula F̃ (Z) =
√
gZ(Z,Z), we have Q(Z) =

gZ(Z,Z). The smooth function q = Q◦ρ : G
GX

−→ R is called the restricted Minkowski

norm on G
GX

.

In the following, we give an extension of results of [20] to left-invariant Finsler metrics.

Theorem 4.1. Let G be a connected Lie group and F̃ a Minkowski norm on its Lie

algebra g. For X ∈ g − {0} let U ∈ g be such that X ∈ G(U) for the corresponding

adjoint orbit and let gGU ∈ G
GU

be the unique coset with ρ(gGU ) = X. Then X is

a geodesic vector if and only if gGU is a critical point of q = Q ◦ ρ the restricted

Minkowski norm on G
GU

.

Proof. The coset gGU is a critical point of q if and only if vq = 0 for v ∈ TgGU (
G
GU

).

But as G
GU

is homogeneous, for each v there is a Z ∈ g such that v = Z̃(gGU )

where Z̃ : G
GU

−→ T ( G
GU

) is the infinitesimal generator of the action Λ corresponding

to Z. Consider also the infinitesimal generator Ẑ : g −→ Tg of the adjoint action

corresponding to Z. Since the injective immersion ρ is equivariant with respect to the

action Λ and Ad the following holds: Ẑ ◦ ρ = Tρ ◦ Z̃. But then the following is valid:

v(q) = Z̃(q)
∣∣∣
gGU

= Z̃(Q ◦ p)
∣∣∣
gGU

=
(
TρZ̃

)∣∣∣
gGU

Q = (Ẑ ◦ ρ)
∣∣∣
gGU

Q =

=

(
d

dt
|t=0 (Ad(exp tZ)X)

)
Q =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Q(Ad(exp tZ)X) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g
Ad(exp tZ)X

(Ad(exp tZ)X,Ad(exp tZ)X) =

= gX([Z,X], X) + gX(X, [Z,X]) + 2CX([Z,X], X,X) = 2gX([Z,X], X),

where CX is the Cartan tensor of F at X. It follows from the homogeneity of F that

CX([Z,X], X,X) = 0. Since the map α : g −→ TgGU (
G
GU

), Z −→ Z̃(gGU ) is an

epimorphism, the assertion of the theorem follows. �

Corollary 4.1. Let G be a compact connected semi-simple Lie group and F̃ a Minkowski

norm on its Lie algebra g. Then each orbit of the adjoint action Ad : G × g −→ g

contains at least two geodesic vectors.

Proof. Consider an orbitG(X) of the adjoint action, the corresponding coset manifold
G
GX

and the injective immersion ρ : G
GX

−→ g. Since G is compact and semi-

simple then the manifold G
GX

becomes compact, and the restricted Minkowski norm

q = Q ◦ ρ : G
GX

−→ R has at least two critical points. �
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The following corollary is a consequence of the preceding corollary. Two geodesics are

considered different if their images are different.

Corollary 4.2. Let G be compact connected semi-simple Lie group of rank ≥ 2

and F̃ a Minkowski norm on its Lie algebra. Then the left-invariant Finsler metric F

induced by F̃ on G has infinitely many homogeneous geodesic issuing from the identity

element.

Proof. The proof is similar to the Riemannian case, so we omit it. �
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[6] Z. Dušek and O. Kowalski, “On six-dimensional pseudo-Riemannian almost g.o. spaces”, J.

Geom. Phys., 57, no. 10, 2014 - 2023 (2007).
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