


Խ Մ Բ Ա Գ Ր Ա Կ Ա Ն  Կ Ո Լ Ե Դ Ի Ա 

Դլխւսվոր խմբսսփ|ւ Ա. Ա. Մահտկյան

Ն.Հ. Աւափկյան ГѴ. 4 .  Հսւմրսւրձումյսւն
Վ. Ս. Upuiplil|jiu(i Հ. 1Г. Հսւյ|սսպ1ւսւյւսս
Դ.Դ. ԴԱորզյսւն Ա. Հ. Հովհաննիսյան
Ս'. Ս. Դինովյան Վ- Ա- Սսւ|ափրոսյսւն
Ն . П. l7Qq|ipui|ijuiO П. Ս. Նսւհապևայան
Վ. Ս. .QiupiupjiuO Բ. Ս”- Պա^ւայաՕ
Ա. 11. ք(>ալտլ|ւ»1ւ
Վ . Կ . O h u i l i ju iU  (ւ | | |ա սվո |)  խ մրսսւլփ  սէեւ|ակա|)

Պսասսսխանաւոու piupinmrpup Ն . Դ. Ահւսրոնյան

Р Е Д Л К Ц И О  II н Л Я  К О  JI Jl н г  и Я 

Главный редактор Л. А. Саакян

Г. М. Айрапетян II. 1і. Пнгнбарян
I». В. Амбарцумян В. С. Закарян
П. У. Аракелян И. Л. Мартиросян
В. С. Агабекян I». С. Нахапстян
Г. Г  Геворкян А. О. Оганннеян
М С. Гнновян I». М. Могосян
В. К. Оганян (зам. главного редактора) А. А. Талалян

Ответственный секретарь Н. Г. Агаронян



Назарет Ервандович Товмасян
(1934 – 2010)

В городе Глендора (Калифорния, США) 23 июля 2010 года ушел из жиз-
ни заслуженный деятель науки Армении, член-корреспондент НАН Армении,
ведущий специалист в области теории дифференциальных уравнений Назарет
Ервандович Товмасян.

Назарет Ервандович Товмасян родился в 1934 году в с. Бжни Разданского
района Армянской ССР. В 1956 году, по окончании Ереванского госуниверсите-
та, он поступает на работу в Институт математики и механики АН Арм. ССР. В
1959 году, с целью развития в Армении теории дифференциальных уравнений,
Н.Е.Товмасян командируется в аспирантуру в Институт математики и механики
им. Стеклова АН СССР. Научным руководителем Н. Е. Товмасяна становится
выдающийся ученый Илья Несторович Векуа. Через год И. Н. Векуа назнача-
ют ректором недавно созданного университета Сибирского Отделения Академии
Наук СССР, и Назарет Ервандович продолжает обучение в аспирантуре инсти-
тута гидродинамики СО АН СССР в городе Новосибирске.

Далее следует почти десятилетний период жизни в Новосибирске, в знамени-
том Академгородке, вписавшем много блестящих страниц в историю советской
науки. В эти годы Товмасян работает рядом с С. Л. Соболевым, М. А. Лаврен-
тьевым, И. Н. Векуа, А. В. Бицадзе и другими видными советскими учеными.
Именно в это время сформировались научные интересы Назарета Ервандовича,
была заложена основа его дальнейших исследований. Первые работы ученого
посвящены исследованию уравнений Лапласа и Трикоми в классах разрывных
функций. Были получены явные формулы решений граничных задач для этих
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уравнений в подходящих классах. Особенно следует отметить результаты, полу-
ченные для уравнений Трикоми с вырождением. Эти результаты имеют важные
приложения в задачах газовой динамики.

Докторская диссертация “К теории граничных задач для эллиптических си-
стем второго порядка”, которую Н. Е. Товмасян в 1967 году защищает в Но-
восибирском Университете, была посвящена фундаментальному исследованию
эллиптических краевых задач. Им были получены новые интегральные пред-
ставления решений эллиптических систем, удобные при решении классических
граничных задач. В его диссертации особое место занимали краевые задачи с
нарушением известного условия нормальности Шапиро - Лопатинского. Н. Е.
Товмасян описал широкий класс таких задач, которые при подходящем выборе
области решений и граничных данных являются корректными, а также указал
метод их решения.

Работы Н. Е. Товмасяна явились существенным вкладом в только что заро-
дившуюся тогда теорию эллиптических краевых задач. Как писал академик С.
Л. Соболев, “Н. Е. Товмасян выполнил ряд глубоких оригинальных исследова-
ний в области теории уравнений с частными производными. Его исследования
получили широкие отклики среди специалистов, как в Советском Союзе, так и
за рубежом”.

В 1969 году, по приглашению ректора Ереванского политехнического инсти-
тута Назарет Ервандович возвращается в Армению и с тех пор его творческая
жизнь неразрывно связана с этим институтом (сейчас это Государственный Ин-
женерный Университет Армении, ГИУА). Н. Е. Товмасян возглавил кафедру
прикладной математики (впоследствии кафедру высшей математики-2), кото-
рой и руководил до 1990-го года. В эти годы ярко проявилась другая сторона его
многогранного таланта. Выдающийся педагогический дар неразрывно связал на-
учную деятельность Назарета Ервандовича с его работой по подготовке научных
кадров. Под его руководством подготовлены и защищены более 20 кандидатских.
Трое из его учеников защитили докторские диссертации. Большая часть его уче-
ников работает сейчас в ГИУА и в Ереванском государственном университете.
Многие математики, прошедшие школу Н. Е. Товмасяна, работают в Израиле,
России, Украине, Германии.

С 1990 по 2007 г. Н. Е. Товмасян - профессор департамента математики ГИУА
и руководитель научной темы "Краевые задачи и их приложения". В эти годы
проф. Товмасян активно разрабатывает теорию эллиптических дифференциаль-
ных уравнений. Глубокие исследования, развивающие теоретико-функциональные
методы в теории граничных задач, легли в основу его двух монографий, опуб-
ликованных им на английском языке в 1994 и 1998 годах. В 2000-м году Н. Е.
Товмасян был избран член-корреспондентом Национальной Академии Наук Ар-
мении. Научная и педагогическая деятельность проф. Товмасяна была высоко
оценена правительством Армении. В 2003 году ему было присвоено звание за-
служенного деятеля науки Республики Армении.

Память о Назарете Ервандовиче - яркой личности, выдающемся математике,
талантливом педагоге навсегда останется в наших сердцах.

Редколлегия
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СЛУЧАЙНАЯ КОПИЯ ОТРЕЗКА ВНУТРИ ВЫПУКЛОЙ
ОБЛАСТИ

Н. Г. АГАРОНЯН, Г. С. АРУТЮНЯН, В. К. ОГАНЯН

Ереванский государственный университет
E-mail: victo@aua.am

Аннотация. Пусть S – отрезок длины l, а D – ограниченная выпуклая об-
ласть на евклидовой плоскости R2. Мы рассматриваем случайную копию L
отрезка S при условии, что она пересекает D. Обозначим через |L| длину
отрезка L ∩D. В статье приводится явное выражение для функции распре-
деления F|L|(x) случайной величины |L|. Отметим, что F|L|(x) может иметь
скачок в точке l, или быть непрерывной функцией в зависимости от пара-
метра l и области D. В частности, устанавливается связь между функцией
распределения длины хорды области D и F|L|(x). Кроме того, приводятся
элементарные выражения функции распределения F|L|(x) для круга и пра-
вильных n-угольников при n = 3 − 7. В статье приводятся также графики
F|L|(x) для правильных n-угольников со стороной 1 и l = 1 при n = 3− 7.

MSC2000 number: 60D05; 52A22; 53C65
Ключевые слова: функция распределения длины хорды, случайная копия от-
резка, кинематическая мера.

1. Введение

Пусть S – отрезок длины l, а D – ограниченная выпуклая область на евклидовой

плоскости R2. Мы рассматриваем случайную копию L(ω) отрезка S при условии,

что она пересекает область D, то есть случайный отрезок из следующего мно-

жества

Ω = {множество всех положений отрезка S, пересекающих областьD}.

Обозначим через |L|(ω) (ω ∈ Ω) длину отрезка L(ω)∩D. Случайный отрезок L(ω)

мы можем задавать двумя координатами (g, t), где g ∈ G (G – множество всех

прямых на плоскости R2) прямая, на которой лежит отрезок L, а t – одномерная

координата центра отрезка L на прямой g. Отметим, что началом координат

на прямой g берется одна из точек пересечений g с областью D. Множество

всевозможных положений L(ω) в координатах (g, t) есть следующая область:

Ω = {(g, t) : L(g, t) ∩D ̸= ∅} =

{
(g, t) : g ∈ [D], t ∈

[
− l

2
, χ(g) +

l

2

]}
,
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6 Н. Г. АГАРОНЯН, Г. С. АРУТЮНЯН, В. К. ОГАНЯН

Рис. 1. Функция распределения случайной величины |L|
для правильного треугольника со стороной 1 и l = 1.

где χ(g) = |g∩D| – длина хорды, полученной пересечением прямой g с областью

D, а

[D] = {g ∈ G : g ∩D ̸= ∅}.

На множестве G×R (R – ось действительных чисел) определим меру m следу-

ющим образом:

m(dL) = dg dt,

где dg – локально-конечная мера в пространстве G, инвариантная относительно

группы всех евклидовых движений плоскости (т.е. группы вращений и парал-

лельных переносов), а dt – одномерная лебегова мера на g. Мера m(·) называет-

ся кинематической мерой на группе всех евклидовых движений плоскости (см.

[1]—[4]). Случайный отрезок пересекающий область D есть отрезок с распреде-

лением, пропорциональным сужению меры m на Ω. Следовательно,

P (B) =
m(B)

m(Ω)
для любого борелевского множества B ⊂ Ω.

Далее, пусть

Bx
D = {(g, t) ∈ Ω : |L|(g, t) ≤ x}, x ∈ R.
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Рис. 2. Функция распределения случайной величины |L|
для квадрата со стороной 1 и l = 1.

Функция распределения случайной величины |L| имеет следующий вид:

F|L|(x) = P (|L| ≤ x) =
m(Bx

D)

m(Ω)
=

1

m(Ω)

∫
Bx

D

dg dt.

Поскольку (см. [1]—[4])∫
[D]

χ(g) dg = π ||D|| и
∫
[D]

dg = |∂D|,

то получаем

(1.1) m(Ω) =

∫
[D]

dg

∫ χ(g)+ l
2

− l
2

dt =

∫
[D]

(χ(g) + l) dg = π ||D||+ l |∂D|,

где ||D|| есть площадь, а |∂D| – периметр области D (т.e. длина границы D).

2. Функция распределения случайной величины |L|

Очевидно, что F|L|(x) = 0, если x ≤ 0 и F|L|(x) = 1, если x ≥ l. В случае 0 < x < l,

имеем

F|L|(x) =
1

m(Ω)

∫
Bx

D

dg dt =
1

m(Ω)

∫
[D]

dg

∫ χ(g)+ l
2

− l
2

I(|L| ≤ x) dt,
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Рис. 3. Функция распределения случайной величины |L|
для правильного пятиугольника со стороной 1 и l = 1.

где I есть индикатор, т. e. I(A) = 1, если имеет место событие A и 0, в противном

случае. Нетрудно видеть, что

1

m(Ω)

∫
[D]

dg

∫ χ(g)+ l
2

− l
2

I(|L| ≤ x) dt=
1

m(Ω)

[∫
χ(g)≤x

(χ(g) + l) dg +

∫
χ(g)>x

2x dg

]
=

=
1

m(Ω)

[∫
χ(g)≤x

χ(g) dg + l |∂D|F (x) + 2x |∂D| (1− F (x))

]
,

где F (x) – функция распределения длины хорды области D. По определению

(см. [2], [3] и [9]):

F (x) =
1

|∂D|

∫
χ(g)≤x

dg.

В [13] приводится явное выражение для функции распределения длины хорды

правильного многоугольника. Аналогичные выражения для случаев правильно-

го треугольника, квадрата, правильного пятиугольника и правильного шести-

угольника приведены в [5] – [8], соответственно.

Таким образом, мы получаем следующую формулу для функции распределения

случайной величины |L(ω)|.
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Рис. 4. Функция распределения случайной величины |L|
для правильного шестиугольника со стороной 1 и l = 1.

Лемма 1. Функция распределения случайной величины |L(ω)| имеет вид:

(2.1) F|L|(x) =


0, если x ≤ 0

1
π ||D||+l |∂D|

[∫
χ(g)≤x

χ(g) dg+

+ l |∂D|F (x) + 2x |∂D| (1− F (x))] , если 0 < x < l

1, если x ≥ l

Следовательно, (2.1) устанавливает связь между функциями распределения

F (x) и F|L|(x).

Чтобы преобразовать функцию F|L|(x), докажем следующую формулу

(2.2) G(x) =

∫
χ(g)≤x

χ(g)dg = |∂D|
∫ x

0

uf(u) du,

где f(x) – плотность распределения длины хорды области D (т.е f(x) = F ′(x)).

Вычислим производную функции G(x):

G(x+△x)−G(x)

△x
=

1

△x

∫
x<χ(g)≤x+△x

χ(g) dg =

(2.3) = (x+ θ△x) |∂D| F (x+△x)− F (x)

△x
.

Полагая, что функция распределения F (x) имеет плотность f(x), в обеих частях

(2.3) переходя к пределу при △x → 0 получаем G′(x) = |∂D|x f(x). Поэтому
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Рис. 5. Функции распределения F (x) и F|L|(x) в случае
квадрата со стороной 1 и l = 40.

имеем

G(x) = G(0) + |∂D|
∫ x

0

uf(u) du = |∂D|
∫ x

0

uf(u) du,

поскольку G(0) =
∫
χ(g)≤0

χ(g) dg = 0.

Окончательно, для F|L|(x) получаем следующий результат.

Теорема 1. Функция распределения случайной величины |L(ω)| имеет следую-

щий вид:

(2.4) F|L|(x) =


0, если x ≤ 0

|∂D|
π ||D||+l |∂D|

[∫ x

0
uf(u) du+

+l F (x) + 2x (1− F (x))] , если 0 < x < l

1, если x ≥ l

Как видно из (2.4), мы можем вычислить функцию распределения F|L|(x),

если известна функция распределения длины хорды F (x).

Очевидно, что если в точке l сложить значение FL(l) и скачок J(l) функции в

точке l, то получим 1 = FL(l) + J(l). В статье приводятся графики F|L|(x) для

правильных n-угольников (в случае n = 3, 4, 5, 6, 7) со стороной 1 и l = 1.

Нетрудно проверить (см. (2.4)), что если l стремится к ∞, функция распределе-

ния F|L|(x) стремится к F (x). Кроме того, если в формуле (2.4) подставить x = 0,

получим FL(0) = 0, то есть F|L|(x) непрерывна в точке x = 0. Однако, F|L|(x)
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Рис. 6. Функция распределения случайной величины |L|
для правильного семиугольника со стороной 1 и l = 1.

может иметь скачок в точке x = l, равный

J(l) =
1

m(Ω)

∫
χ(g)>l

(χ(g)− l) dg.

Поэтому, в точке x = l возможный скачок функции F|L|(x) равен

J(l) =
1

m(Ω)
[π ||D|| −G(l)− l |∂D| (1− F (l))] .

Используя формулу (2.4), мы можем получить функцию распределения F (x),

имея функцию распределения F|L|(x). На Рис. 5 приведены графики функции

распределения длины хорды F (x) и функции распределения F|L|(x) для квадрата

со стороной 1 и l = 40.

Отметим, что некоторые модели применения явного вида функции распреде-

ления F (x) в вопросах кристаллографии приведены в [10] - [12].
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3. Случай круга

Рассмотрим круг радиуса R. В этом случае функция распределения и плотность

длины хорды имеют следующий вид:

F (y) =


0, если y ≤ 0

1−
√
1− y2

4R2 , если 0 < y ≤ 2R

1, если y > 2R,

f(y) =

0, если y ≤ 0 или y > 2R
y

4R2

√
1− y2

4R2

, если 0 < y ≤ 2R.

Поскольку ∫ x

0

u2√
1− u2

4R2

du = 4R2

[
R arcsin

x

2R
− x

2

√
1− x2

4R2

]
,

то для круга радиуса R имеем

G(x) =


0, если x ≤ 0

2π R2 arcsin x
2R − π x

2

√
4R2 − x2, если 0 ≤ x ≤ 2R

π2R2, если x ≥ 2R.

Поэтому в этом случае функция распределения случайной величины |L|, когда

0 < x ≤ min(l, 2R), имеет следующий вид:

F|L|(x) =

=
2πR

π2R2 + 2πRl

 1

4R2

∫ x

0

u2√
1− u2

4R2

du+ l

(
1−

√
1− x2

4R2

)
+ 2x

√
1− x2

4R2

 .
Окончательно получаем

F|L|(x) =
2πR

π2R2 + 2πRl

[
R arcsin

x

2R
+ l

(
1−

√
1− x2

4R2

)
+

3x

2

√
1− x2

4R2

]
.

График функции F|L|(x) при R = 1 и l = 1, приведен на Рис. 7.

4. Моменты случайной величины |L| для произвольной области D

Не трудно убедиться, что в случае χ(g) ≤ l имеем

|L| =


l
2 + t, если t ∈ (− l

2 , χ(g)−
l
2 )

χ(g), если t ∈ (χ(g)− l
2 ,

l
2 ))

l
2 + χ(g)− t, если t ∈ ( l

2 , χ(g) +
l
2 ),
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Рис. 7. Функция распределения отрезка |L| для круга ра-
диуса R = 1 и l = 1.

а если χ(g) > l, то

|L| =


l
2 + t, если t ∈ (− l

2 ,
l
2 )

l, если t ∈ ( l
2 , χ(g)−

l
2 )

l
2 + χ(g)− t, если t ∈ (χ(g)− l

2 , χ(g) +
l
2 ).

Следовательно,

ak = E(|L|k) = 1

m(Ω)

∫
[D]

dg

∫ χ(g)+ l
2

− l
2

|L|k dt =

=
1

m(Ω)

∫
χ(g)≤l

dg

[∫ χ(g)− l
2

− l
2

(
l

2
+ t)k dt+

+

∫ l
2

χ(g)− l
2

χ(g)k dt+

∫ χ(g)+ l
2

l
2

(χ(g) +
l

2
− t)k dt

]
+

+
1

m(Ω)

∫
χ(g)>l

dg

[∫ l
2

− l
2

(
l

2
+ t)k dt+

+

∫ χ(g)− l
2

l
2

lk dt+

∫ χ(g)+ l
2

χ(g)− l
2

(χ(g) +
l

2
− t)k dt

]
Окончательно получаем

(4.1) ak =
1

m(Ω)

∫
χ(g)≤l

[
χk(g) l + χk+1(g)

1− k

k + 1

]
dg+
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+
1

m(Ω)

∫
χ(g)>l

[
lk χ(g) + lk+1 1− k

k + 1

]
dg.

При k = 1 имеем

(4.2) a1 = E(|L|) = 1

m(Ω)

∫
[D]

l χ(g) dg =
lπ||D||

π ||D||+ l |∂D|
.

Используя (2.4), можем вычислить плотность распределения f|L|(x) случайной

величины |L|. Имеем

fL(x) =
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|
[(l − x)f(x) + 2(1− F (x))] .

Обозначим через Mk k-ый момент длины хорды, а через d – диаметр области D

(т.е. максимальное расстояние между двумя точками области D). Пусть l ≥ d,

тогда

ak = E(|L|k) =
∫ d

0

xk fL(x) dx =
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[∫ d

0

xk(l − x)f(x) dx+

+2

∫ d

0

xk(1− F (x)) dx

]
=

|∂D|
π ||D||+ l |∂D|

[
lMk −Mk+1 +

2

k + 1
Mk+1

]
=

=
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[
lMk − k − 1

k + 1
Mk+1

]
.

При k = 1 имеем

a1 =
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|
lM1 =

|∂D|
π ||D||+ l |∂D|

l
π ||D||
|∂D|

=
l π ||D||

π ||D||+ l |∂D|
,

т.е. (4.2).

Теперь пусть l < d. В этом случае

ak =

∫ l

0

xk fL(x)dx =

=
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[∫ l

0

xk(l − x)f(x) dx+ 2

∫ l

0

xk(1− F (x))dx

]
+ lk J(l) =

=
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[
l

∫ l

0

xkf(x) dx− k − 1

k + 1

∫ l

0

xk+1f(x) dx

]
+ lk J(l).

Подставляя k = 1 в этом случае, мы снова получаем (4.2).

Нетрудно проверить, что последние два выражения полученные для ak совпада-

ют с выражением (4.1). Действительно, если l ≥ d, второй интеграл в (4.1) равен

0 и мы имеем
1

m(Ω)

∫
χ(g)≤l

[
χk(g)l + χk+1(g)

1− k

k + 1

]
dg =
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=
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[
lMk − k − 1

k + 1
Mk+1

]
= ak.

Теперь пусть l < d. Из (4.1) имеем

1

m(Ω)

∫
χ(g)≤l

[
χk(g) l + χk+1(g)

1− k

k + 1

]
dg+

+
1

m(Ω)

∫
χ(g)>l

[
lk χ(g) + lk+1 1− k

k + 1

]
dg =

=
1

m(Ω)

∫
χ(g)≤l

[
χk(g) l + χk+1(g)

1− k

k + 1

]
dg+

+
1

m(Ω)

∫
χ(g)>l

[
lk χ(g) + lk+1 1− k

k + 1
+ lk+1 − lk+1

]
dg =

=
1

m(Ω)

[ ∫
χ(g)≤l

[
χk(g) l + χk+1(g)

1− k

k + 1

]
dg+

+

∫
χ(g)>l

[
lk l + lk+1 1− k

k + 1

]
dg

]
+

=
|∂D|

π ||D||+ l |∂D|

[
l

∫ l

0

xkf(x) dx− k − 1

k + 1

∫ l

0

xk+1f(x) dx

]
+ lk J(l) = ak.

Abstract. Under the assumption that S is a segment of the length l and D is a

bounded, convex domain in the Euclidean plane R2, the paper considers the randomly

moving copy L of S, under the condition that it hits D. Denote by |L| the length of

L∩D. In the paper an elementary expression for the distribution function F|L|(x) of

the random variable |L| is obtained. Note that F|L|(x) can have a jump at the point

l or can be a continuous function depending on l and the domain D. In particular,

a relation between chord length distribution functions of D and F|L|(x) is given.

Moreover, we derive explicit forms of F|L|(x) for the disk and regular n-gons with

n = 3÷ 7.

Список литературы

[1] R. V. Ambartzumian, Combinatorial Integral Geometry with Applications to Mathematical
Stereology, John Wiley and Sons, Chichester (1982).

[2] R. V. Ambartzumian, Factorization Calculus and Geometric Probability, Cambridge University
Press, Cambridge (1990).

[3] L. A. Santalo, Integral Geometry and Geometric Probability, Addison-Wesley,Reading, Mass.
(1976).

[4] R. Schneider and W. Weil, Stochastic and Integral Geometry, Springer-Verlag Berlin Heidelberg
(2008).

[5] R. Sulanke, “Die Verteilung der Sehnenlängen an ebenen und räumlichen Figuren”, Math. Nachr.
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Пусть Ω – локально компактное пространство, допускающее компактное ис-

черпание Ω =
∞∪

n=1
Kn, где Kn ⊂ Kn+1 и каждое Kn есть компакт. Обозначим че-

рез C∞(Ω) алгебру всех ограниченных непрерывных комплекснозначных функ-
ций на Ω. Если в алгебре C∞(Ω) ввести топологию при помощи нормы

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ Ω},

то получим коммутативную банахову алгебру Cb(Ω) у которой пространство мак-
симальных идеалов MCb(Ω) = βΩ, где βΩ есть Стоун-Чеховская компактифика-
ция для Ω (см. [1], [2]). Напомним, что если φ ∈ MCb(Ω), то φ – мультипли-
кативный функционал с единичной нормой. Каждая точка x ∈ Ω порождает
мультипликативный функционал δx, полагая δx(f) = f(x), для всех f ∈ Cb(Ω).

Преобразованием Гельфанда f ∈ Cb(Ω) называется функция f̂ на βΩ, где
f̂(φ) = φ(f). Из определения ∗-слабой топологии следует, что f̂ ∈ C(βΩ), поэто-
му преобразование Гельфанда порождает гомоморфизм между алгебрами Cb(Ω)

и C(βΩ), где C(βΩ) – алгебра всех непрерывных комплекснозначных функций на
компакте βΩ. Отметим, что "нарост"βΩ\Ω имеет достаточно сложную структу-
ру, хотя бы потому, что в каждой точке "нароста"не выполняется первая аксиома
счетности (см. [3]).

17
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Пусть C00(Ω) есть подалгебра из Cb(Ω), состоящая из функций с компактны-
ми носителями, а C0(Ω) – подалгебра Cb(Ω), содержащая все функции, которые
обращаются в нуль в "бесконечности". Так как Ω является σ-компактным мно-
жеством (что предлагается везде ниже), то C00(Ω)  C0(Ω). Отметим, что C0(Ω)

есть замкнутый в равномерной норме идеал в банаховой алгебре Cb(Ω), а C00(Ω)

в этой норме плотна в C0(Ω). Кроме того алгебра Cb(Ω) является C0(Ω)-модулем.
Так как C∞(Ω) есть C0(Ω)-модуль, то на C∞(Ω) определим семейство полу-

норм {Pg}g∈C0(Ω), полагая

Pg(f) = ∥Tgf∥∞ ,

где Tg : Cb(Ω) → Cb(Ω) – мультипликативный оператор Tgf = fg.
Определим топологию на C∞(Ω) при помощи этого семейства полунорм, где

в качестве базиса окрестностей нулевой функции O рассматриваются множества
вида

U (P1, . . . , Pn; ε) = {f ∈ C∞(Ω) : Pi(f) < ε, (i = 1, . . . , n)} ,

где ε > 0, а {P1, . . . , Pn} – произвольное конечное семейство полунорм из {Pg}g∈C0(Ω).
Определенная таким образом топология будет называться β-топологией на C∞(Ω)

и в дальнейшем алгебра C∞(Ω) наделенная β-топологией будет обозначаться че-
рез Cβ(Ω). Отметим, что β-топология является локально выпуклой топологией.

Будем говорить, что последовательность {xk}∞k=1 ⊂ Ω, сходится к "бесконеч-
ности если для любого n найдется такое k, что xℓ ̸∈ Kn, для всех ℓ > k.

Напомним, что сеть функций {fi}i∈I является β-сетью Коши, если

lim
i,j∈I

∥fig − fjg∥∞ = 0,

для любого g ∈ C0(Ω).Из σ-компактности Ω, следует что каждая β-сеть Коши,
является сетью Коши в равномерной топологии на каждом Kn. Поэтому всякая
β-сеть Коши сходится к некоторой непрерывной функции на Ω.

Отметим, что верны следующие утверждения

(а) Cβ(Ω) есть β-полная локально выпуклая алгебра.
(б) C0(Ω) всюду плотна в Cβ(Ω).
(в) Cβ(Ω)

∗ =M(Ω), где M(Ω) есть пространство всех регулярных конечных
боролевских мер на локально компактном пространстве Ω (см. [4]-[9]).

Заметим, что если Ck(Ω) есть пополнение C∞(Ω) в топологии, порожденной се-
мейством полунорм {Pg}g∈C00(Ω), тогда Ck(Ω) – топологическая алгебра, а про-
странство всех непрерывных линейных функционалов на Ck(Ω) совпадает с про-
странством всех конечных мер из M(Ω) у которых компактный носитель.

Хорошо известно, что каждый линейный мультипликативный функционал на
банаховой алгебре непрерывен. С другой стороны из утверждения (в) следует:
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Предложение 1. Существует линейный мультипликативный функционал
φ : Cβ(Ω) → C, который в β-топологии не является непрерывным.

Доказательство. Отметим, что если Ω-компакт, что пространство всех муль-
типликативных функционалов совпадает с Ω так как MC(Ω) = Ω, т.е. каждый
мультипликативный функционал φ есть функционал Дирака δx0 , где x0 ∈ Ω.
Заметим, что φ имеет единственную представляющую меру на Ω, которая сов-
падает с атомарной мерой Дирака, сосредоточенной в точке x0. С другой стороны
если Ω – локально компактное пространство, тогда Cβ(Ω) изоморфно C(βΩ).

Пусть x0 ∈ βΩ \ Ω, тогда мультипликативный функционал φ : C(βΩ) → C,
такой, что φ(f) = f̂(x0), является также мультипликативным функционалом
на Cβ(Ω). Так как у функционала φ существует единственная представляющая
мера, сосредоточенная в точке x0, то в силу утверждения (в), функционал φ не
является непрерывным. �

Отметим, что предложение 1 можно также доказать, используя утверждение (б).
Отсюда получаем, что множество всех разрывных мультипликативных функ-
ционалов на алгебре Cβ(Ω) совпадает с “наростом” βΩ \ Ω.

Напомним, что замкнутая подалгебра A алгебры Cβ(Ω) называется β-равно-
мерной, если она содержит константы и разделяет точки множества Ω (т.е. для
любых x1, x2 ∈ Ω, x1 ̸= x2, существует функция f ∈ A, такая, что f(x1) ̸= f(x2)).

Поскольку равномерная топология сильнее β-топологии, β-равномерная ал-
гебра является замкнутой подалгеброй алгебры Cb(Ω) в sup-норме. В дальней-
шем алгебру A наделенную равномерной топологией будем обозначать через A∞,
а ее пространство максимальных идеалов через MA∞ .

Каждый мультипликативный функционал на A∞ непрерывен в равномерной
норме и MA∞ есть компактное в ∗-слабой топологии подмножество единичного
шара в A∗

∞-пространстве, сопряженным к A∞.
Так как Cβ(Ω) = Cβ(Ω)R+iCβ(Ω)R, то будем говорить, что A есть β-равномерная
алгебра Дирихле, если пространство

Re(A) = {Re(f) ∈ Cβ(Ω)R : f ∈ A}

всюду плотно в Cβ(Ω)R.
A- компактификацией Стоуна-Чеха для Ω называется замыкание в ∗-слабой

топологии пространства Ω в пространстве максимальных идеалов MA∞ . Через
MA обозначим множество всех β-непрерывных линейных мультипликативных
функционалов β-равномерной алгебры A. Ясно, что MA ⊂ MA∞ . Границу Ши-
лова алгебры A∞, обозначим через ∂A∞, а множество ∂A∞∩Ω будет называться
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β-границей Шилова алгебры A и обозначим через ∂A, которое может быть и пу-
стым, соответствующий пример приведен ниже.

Предложение 2. Пусть ∂A∞ = ∂A, тогда MA =MA∞ .

Доказательство. Для φ ∈ MA∞ существует представляющая мера µ, сосредо-
точенная на ∂A∞. Из условия ∂A∞ = ∂A ⊆ Ω следует, что мера µ ∈ M(Ω),
поэтому φ есть β-непрерывный функционал и поэтому, в силу утверждения (в),
получаем, что φ ∈MA.

Рассмотрим нетривиальный пример β-равномерной алгебры. Пусть ∆ = {z ∈
C : |z| < 1} и H∞(∆)-алгебра всех ограниченных аналитических функций на
∆. Пусть сеть {fi}i∈I ⊂ H∞(∆) является β-сетью Коши, тогда она сходится
в β-топологии к непрерывной ограниченной на ∆ функции f . Покажем, что
f ∈ H∞(∆). Для z0 ∈ ∆ пусть U – такая окрестность z0, что Ū ⊂ ∆, где Ū
– замыкание U в C. Тогда существует функция g ∈ C0(∆), которая равна еди-
нице на U . Из определения β-топологии имеем, что сеть {gfi}i∈I равномерно на
∆ сходится к f . Отсюда имеем, что сеть аналитических функций {fi}i∈I равно-
мерно на U сходится к функции gf . Но тогда f – аналитическая функция на U ,
а в силу произвольности точки z0, функция f аналитическая, ограниченная на
∆, т.е. f ∈ H∞(∆). �

В связи с проблемой короны, отметим, что β-равномерная алгебра H∞(∆)

не имеет короны, так как пространство β-непрерывных мультипликативных ли-
нейных функционалов данной алгебры есть ∆. Одновременно отметим, что ее
β-граница Шилова ∂H∞(∆) = ∅.

Пусть A⊥ – пространство всех мер из M(Ω), которые ортогональны к алгебре
A. По теореме о биполяре (см. [10], стр. 160) A⊥⊥ = A, так как A замкнуто в
β-топологии. Как и в [11] обозначим через Mφ множество всех представляющих
мер для φ ∈ MA, то есть, множество всех вероятностных мер µ на Ω таких, что

φ(f) =

∫
Ω

f dµ. Ясно, что Mφ – замкнутое, выпуклое подмножество в M(Ω).

Замкнутое подмножество E локально компактного пространства Ω будет на-
зываться множеством пика для алгебры A, если существует функция f ∈ A,
такая, что f(x) = 1 для всех x ∈ E и |f(x)| < 1, если x ∈ Ω \ E. Множество E
будет называться p-множеством, если оно есть пересечение множеств пика. В
дальнейшем µE будет обозначать сужение меры µ ∈M(Ω) на множество E. Если
µ ∈ A⊥, а E – произвольное замкнутое множество в Ω, то мера µE не обязана
принадлежать A⊥.
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Теорема 1. Пусть E – замкнутое множество в локально компактном про-
странстве Ω, и E есть p-множество для β-равномерной алгебры A на Ω. Тогда
для любой меры µ ∈ A⊥, мера µE ∈ A⊥.

Доказательство. Не нарушая общности, можно предположить, что E – множе-
ство пика для алгебры A. Если функция f пикует на E, то ∥f∥∞ = 1.

Определим множество E = {φ ∈MA∞ : φ(f) = 1}. Если отождествить точки
x ∈ Ω с мультипликативным функционалом Дирака δx, δx(f) = f(x), то можно
считать что Ω ⊂MA∞ и значит E ⊂ E.

Рассмотрим функцию h =
1 + f

2
, тогда φ(h) = 1 для всех φ ∈ E, и |φ(h)| < 1

для φ ∈ MA∞ \ E. Поэтому преобразование Гельфанда ĥ функции h имеет пик
на множество E. В силу теоремы Гликсберга о множествах пика (см. [11]) мера
µε ∈ A⊥

∞, для любой меры µ ∈ A⊥
∞. Ввиду того, что

A⊥ =
{
µ ∈ A⊥

∞ : supp(µ) = Ω
}

и E ∩ Ω = E, то для любой меры µ ∈ A⊥ имеем, что µE ∈ A⊥. �

Заметим, что если E есть p-множество, то сужение A на E замкнуто в равно-
мерной норме. Из теоремы 1 следует, что если E1, . . . , En есть конечное семей-

ство p-множеств для алгебры A, то E =
n∪

k=1

Ek также будет p-множеством

для алгебры A.

Теорема 2. Следующие условия эквивалентны

(а) A-алгебра Дирихле.
(б) Единственная вещественная конечная борелевская мера на Ω, ортого-

нальная к β-равномерной алгебре A, есть нулевая мера.

Доказательство. (а) ⇒ (б). Допустим противное. Пусть µ есть вещественная
мера, ортогональная к Re(A). Тогда Re(A) содержится в пространстве Cµ(Ω) =

{f ∈ Cβ(Ω)R : f ⊥ µ}. Так как Cµ(Ω)
⊥ = Cµ и (Cµ)⊥ = Cµ(Ω), то Cµ(Ω) есть β-

замкнутое подпространство в CR(Ω), содержащее Re(A), что есть противоречие.
(б) ⇒ (а). Пусть A не есть алгебра Дирихле. Тогда β-замыкание Re(A) есть
замкнутое подпространство в Cβ(Ω)R. Поэтому найдется ненулевая конечная бо-
релевская вещественная мера µ на Ω, ортогональная к Re(A). Так как A есть
подпространство в Re(A)+ iRe(A) и эта мера ортогональна к Re(A)+ iRe(A), то
она ортогональна к A, а это есть противоречие. �

Напомним, что если A∞ – равномерная алгебра на компакте Ω, то она назы-
вается максимальной (A∞ ̸= C(Ω)), если из того, что B –равномерная алгебра и
A∞ ⊂ B  C(Ω) следует, что A∞ = B.
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Аналогично β-равномерная алгебра A на локально компактном пространстве
Ω будет называться максимальной, если A ̸= Cβ(Ω) и не существует β-равномерной
алгебры, заключенной строго между A и Cβ(Ω).

Заметим, что из максимальности β-равномерной алгебры A не следует, что
соответствующая равномерная алгебра A∞ максимальна в Cb(Ω).

Отметим, что если F – замкнутое подмножетво в Ω, то F и Y = Ω\F являются
локально компактными множествами в индуцированной топологии Ω.

Обозначим через AY (соответственно AF ) замыкание в Cβ(Y ) ( соответственно
в Cβ(F )) сужения β-равномерной алгебры A на Y ( соответственно F ). Ясно, что
AY и AF есть β-равномерные алгебры на Y и F соответственно.

Теорема 3. Пусть A есть β-равномерная алгебра Дирихле, A ̸= Cβ(Ω), где Ω –
локально компактное пространство, а F есть p-множество для A. Тогда AY ,
AF являются алгебрами Дирихле соответственно на Y и F . Если при этом
AF = Cβ(F ), то AY есть собственная подалгебра алгебры Cβ(Y ).

Доказательство. Пусть µ есть вещественная конечная борелевская мера, орто-
гональная к AY (AF ), тогда она ортогональна и к алгебре A, а поэтому, µ = 0 и
значит алгебры AY и AF есть алгебры Дирихле.

Пусть AF = Cβ(F ), тогда µF = 0 для любой меры µ ∈ A⊥. Откуда для любого
f ∈ A имеем ∫

Ω

f dµ =

∫
Y

f dµ = 0 ,

т.е. µ ∈ A⊥
Y . Так как A ̸= Cβ(Ω), то множество A⊥ нетривиально и следовательно

A⊥
Y не тривиальное подпространство в M(Y ) и поэтому AY ̸= Cβ(Y ). �

Заметим, что для β-равномерных алгебр Дирихле A могут выполняться сразу
два условия AF ̸= Cβ(F ) и AY ̸= Cβ(Y ). Однако для максимальных алгебр
ситуация несколько иная.

Теорема 4. Пусть A – максимальная β-равномерная алгебра на локально ком-
пактном пространстве Ω, а F есть p-множество. Тогда либо AY есть макси-
мальная β-равномерная алгебра на Y , и AF = Cβ(F ) (Y = Ω \F ), либо AF есть
максимальная β-равномерная алгебра на F , и AY = Cβ(Y ).

Доказательство. Не ограничивая общности будем считать, что F – множество
пика для алгебры A. Пусть h есть пикующая на множестве F функция из алгеб-
ры A. Тогда последовательность {en = 1− hn;n = 1, 2, . . .} есть аппроксиматив-
ная единица в идеале JF = {f ∈ A : f |F = 0}. Предположим, что AF = Cβ(F ). В
таком случае, для любой меры A⊥, имеем, что µF = 0, т.е. для любой функции
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f ∈ Cβ(Ω), выполняется равенство∫
Ω

f dµ =

∫
Y

f dµ.

Пусть AY не является максимальной β-равномерной алгеброй на Y . Тогда суще-
ствует β-равномерная алгебра B на Y такая, что

AY  B  Cβ(Y ).

Отсюда имеем, что
{0} ≠ B⊥  A⊥

Y  M(Y ).

Так как B – алгебра, то имеем, что для любой функции f ∈ B и меры µ ∈ B⊥,
произведение fµ ∈ B⊥. Для любого f ∈ B, функции fen непрерывны на Ω и,
следовательно, принадлежат алгебре Cβ(Ω). Пусть µ – нетривиальная мера из
B⊥, тогда ∫

Ω

fen dµ =

∫
Y

fen dµ = 0,

для любого f ∈ B.
Рассмотрим β-равномерную алгебру B̌, порожденную функциями из A и функ-

циями вида fen, где f ∈ B (n ∈ N). Из вышесказанного следует, что B̌  Cβ(Ω).
Из максимальности A следует, что A = B̌, откуда имеем, что fen ∈ A для любого
f ∈ B и n ∈ N. При n → ∞ последовательность {fen}∞n=1 сходится в Cβ(Y ) к
функции f . Отсюда следует, что f ∈ AY , т.е. B = AY . Полученное противоречие
показывает, что AY -максимальная алгебра.

Пусть AF ̸= Cβ(F ). Тогда A⊥
F = (JF +A)⊥ ̸= {0}, где JF = {f ∈ Cβ(Ω) : f |F =

0}.
Так как JF +A – алгебра и существует нетривиальная мера на F , ортогональ-

ная к алгебре JF +A, то замыкание JF +A в алгебре Cβ(Ω) будет β-равномерной
алгеброй, строго содержащейся в Cβ(Ω). Из максимальности A следует, что за-
мыкание JF + A совпадает с A. Так как A = A + JF , то JF есть подалгебра
алгебры A. Отметим, что JF плотно в Cβ(Y ), поэтому AY = Cβ(Y ). Теперь убе-
димся в том, что AF есть β-равномерная максимальная подалгебра в алгебре
Cβ(F ). Пусть это не так, т.е. существует β-равномерная алгебра B на F такая,
что, что

AF  B  Cβ(F ).

Продолжим каждую функцию f ∈ B до непрерывной функции f̌ на Ω. Множе-
ство таких продолжений обозначим через B̌, тогда JF +B̌ есть алгебра, содержа-
щая акгебру A. Из условия AF  B  Cβ(F ) следует, что A  JF + B̌  Cβ(Ω).
Так как

(
JF + B̌

)⊥
= B⊥

F , то замыкание JF + B̌ в алгебре Cβ(Ω) не совпадает с
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Cβ(Ω). Поскольку A есть максимальная β-равномерная алгебра, то A = JF + B̌

и значит AF = B. Получили противоречие. Теорема 4 доказана. �

Ниже предлагается метод построения максимальной β-равномерной алгебры
(теорема 5) с помощью максимальной равномерной алгебры.

Напомним, что если A-равномерная алгебра на метризуемом компакте X, то
множество пика E в X, для которого сужение A|E = C(E), называется интер-
поляционным множеством пика для алгебры A. Так как E – интерполяционное
множество пика для алгебры A, то в силу теоремы 2 µE = 0 для всех µ ∈ A⊥.

Пусть Ω = X\E и A0 есть замыкание сужения A|Ω в Cβ(Ω). Так как для любой
меры µ ∈ A⊥ имеем, что µE = 0, то можно считать, что A⊥ есть подпространство
вM(Ω). Так как A|Ω ⊂ A0, то A⊥

0 ⊂ (A|Ω)⊥ = A⊥. С другой стороны, если µ ∈ A⊥

и сеть функций {fj}j∈J из A|Ω β-сходится к f0, то из равенства Pg(fj − f0) =

Pg

(
f̄j − f̄0

)
следует, что

lim
J

∫
Ω

(
g
(
fj − f̄0

))
g−1dµ = 0,

где g – такая функция из C0(Ω), что g−1µ ∈ M(Ω). Отсюда
∫
Ω

f̄0dµ = 0, т.е.

A⊥ ⊂ (A|Ω)⊥ и значит A⊥
0 = A⊥.

Теорема 5. Если A — равномерная максимальная алгебра на X, то алгебра A0

есть β-равномерная максимальная алгебра на Ω.

Доказательство. Пусть B есть β-равномерная алгебра на Ω, содержащая алгеб-
ру A0 и B ̸= Cβ(Ω).

Рассмотрим семейство функций {en}∞n=1, где en(x) = 1−h(x)n ∈ A, порождена
функцией h ∈ A, которая имеет пик на E, т.е. h(x) ≡ 1 на E и |h(x)| < 1, если
x ∈ Ω \ E. Это семейство является ограниченной аппроксимативной единицей
для алгебры C0(Ω). Поэтому семейство {en}∞n=1 есть аппроксимативная единица
(в β-топологии) и для алгебры A0. В самом деле, для любой функции g ∈ C0(Ω)

и f ∈ A0 имеем

lim
n→∞

Pg(enf − f) = lim
n→∞

Pg(h
nf) = lim

n→∞
sup
Ω

|ghnf | = 0.

Отсюда, enf → f в β-топологии. Так как A⊥
0 = A⊥ и A0 ⊂ B, B ̸= Cβ(Ω), то

пространство мер B⊥ есть нетривиальное подпространство в A⊥. Пусть µ есть
нетривиальная мера из B⊥. Убедимся в том, что enf ∈ A для любого f . Так как
en – непрерывная функция на X, равная нулю на E, а f – непрерывная и ограни-
ченная функция на Ω \E, то enf – непрерывные функции на X. Ввиду того, что
A0B ⊂ B, то нетривиальная мера µ ортогональна к равномерной алгебре на X,
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порожденной функциями из A и функциями enf . Из максимальности алгебры
A следует, что enf ∈ A. Отсюда получаем, что enf ∈ A0 для всех n ∈ N. Исполь-
зуя тот факт, что в β-топологии enf → f , получим f ∈ A. Отсюда следует, что
A0 = B. Теорема доказана. �

Можно, аналогично убедиться в том, что если A равномерная алгебра Дири-
хле, то A0 есть β-равномерная алгебра Дирихле.

Теперь исходя из вышеуказанных результатов, обсудим известную теорему
Бишопа-Шилова об антисимметичном разбиении для β-равномерных алгебр, ко-
торая ранее была доказана И. Гликсбергом в работе [12].

Пусть A есть β-равномерная алгебра на локально компактном пространстве
Ω. Замкнутое подмножество E множества Ω называется множеством антисим-
метрии для β-равномерной алгебры A, если алгебра A|F не содержит веществен-
ных функций отличных от постоянной. Множество антисимметрии алгебры A

можно упорядочить по вложению, образуя частично упорядоченное множество.
Максимальные элементы это множества называются максимальными множе-
ствами антисимметрии алгебры A. Поэтому, каждое множество антисимметрии
алгебры A содержится в некотором максимальном множестве антисимметрии.

Теорема 6 (И. Гликсберг). Пусть A есть β-равномерная алгебра на локально
компактном пространстве Ω. Тогда

а) каждое максимальное множество антисимметрии является p-множеством
для алгебры A;

б) все максимальные множества антисимметрии попарно не пересекают-
ся, и их объединение есть Ω.

Доказательство. Пусть Ω0 есть A-компактификация Стоуна-Чеха. Тогда мно-
жество Ω всюду плотно в компакте Ω0 и каждая функция из A однозначно рас-
ширяется до функции на Ω0. Это расширение порождает такую алгебру A0 на
Ω0, что сужение A0 на Ω совпадает с A. По теореме Бишопа-Шилова об антисим-
метричном разбиении для равномерных алгебр, множество Ω0 представляются в
виде объеденения Ω0 =

∪
i∈I

Fi, где {Fi}i∈I есть попарно непересекающие макси-

мальные множества антисимметрии для алгебры A0, которые есть p-множества.
Тогда множества Ei = Fi ∩ Ω, попарно не пересекаются, их объеденение есть Ω,
и они являются максимальными и p-множествами для β-равномерной алгебры
A. Теорема доказана. �

Отсюда как следствие имеет место
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Теорема 7. Пусть {Ei}i∈I – разбиение локально компактного пространства Ω

на максимальные множества антисимметрии для β-равномерной алгебры A.
Пусть функция f ∈ Cβ(Ω) такая, что ее сужение на каждое множество Ei

принадлежит A|Ei
. Тогда f ∈ A.

Замечание. Отметим, что исследования проведенные в данной работе и в ра-
ботах [8], [9] можно продолжить в направлении замены условия локальной ком-
пактности в Ω условием вполне регулярности, где вместо идеала C0(Ω) естествен-
но рассмотреть идеал B0(Ω) всех ограниченных комплекснозначных функций на
Ω, которые обращаются в нуль на “бесконечности”, поскольку в этом случае запас
полунорм порожденных идеалом C0(Ω) может оказаться тривиальным.

Abstract. The paper studies the properties of β-uniform Dirichlet algebras and
maximal β-uniform algebras. A method is given for construction of a β-uniform
Dirichlet algebra and a maximal β-uniform algebra by means of a uniform Dirichlet
algebra and a maximal uniform algebra respectively. As a consequence, an analog of
the Bishop-Shilov theorem on antisymmetric partition is obtained.
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Аннотация. Доказывается, что системы функций {sin(n − β)x}∞n=1 и си-
стема функций {cos(n − β)x}∞n=0 не являются безусловными базисами ни в
одном из пространств Lp(0, π), p ̸= 2.
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монические ряды.

Следующая теорема была доказана Е. И. Моисеевым [1].

Теорема. Пусть 1 < p < ∞.Система функций
{
sin
(
n− β

2

)
x
}∞

n=1
являет-

ся базисом в Lp(0, π) тогда и только тогда, когда β ∈
(
− 1

p , 2−
1
p

)
. Система

функций
{
cos
(
n− β

2

)
x
}∞

n=0
является базисом в Lp(0, π) тогда и только то-

гда, когда β ∈
(
−1− 1

p , 1−
1
p

)
.

Отметим, что системы {sin(n − β)x}∞n=1 и {cos(n − β)x}∞n=0 не являются ба-

зисами в L1(0, π) для β ∈ R, так как равномерно ограниченная нормированная

система не может быть базисом в L1(0, π) (см.[2], [3], [12]).

Легко проверить, что если для некоторого числа β ∈ R системы {sin(n −

β)x}∞n=1, {cos(n−β)x}∞n=0 являются базисами в пространстве Lp(0, π), то система{
ei(n−β signn) x

}
является базисом в Lp(−π, π). С результатами теории негармо-

нических рядов можно познакомиться в [4] – [6]. Условия для безусловной базис-

ности систем синусов и косинусов были изучены в [7]. Справедливо следующее

утверждение.

Теорема 1. Пусть β ∈ R. Тогда система функций {sin(n− β)x}∞n=1 и система

функций {cos(n − β)x}∞n=0 не являются безусловными базисами ни в одном из

пространств Lp(0, π), p ̸= 2.
27
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай системы {sin(n− β)x}∞n=1. Пред-

полочим, что 1 < p < 2. Согласно теоремы Моисеева,
{
sin
(
n− β

2

)
x
}∞

n=1
может

быть безусловным базисом в Lp(0, π) только если β ∈
(
− 1

p , 2−
1
p

)
. Возьмем 2π-

периодическую нечетную функцию f такую, что f ∈ Lp(−π, π). Для коэффици-

ентов Фурье функции f по тригонометрической системе имеем, что

an(f) =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(n t) dt, n = 0, 1, ...;

bn(f) =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(n t) dt, n = 1, 2, ....

Равенство Парсеваля в этом случае имеет следующий вид

a20(f)

2
+

∞∑
n=1

[
a2n(f) + b2n(f)

]
= π−1∥f∥2L2(−π,π).

Используя формулу sin(n − β)x = sin(nx) cos(β x) − cos(nx) sin(β x), легко по-

лучаем, что для любой последовательности {cn}∞n=1 ∈ l2 и для всех m ∈ N

(1)

∥∥∥∥∥
m∑

n=1

cn sin[(n− β)x]

∥∥∥∥∥
2

L2(0,π)

≤ σ ∥{cn}∥2l2 .

Если бы система {sin(n− β)x}∞n=1 была бы безусловным базисом в Lp(0, π), 1 <

p < 2, то по теореме Орлича [9] получили бы, что для любой функции f ∈

Lp(−π, π), 1 < p < 2

f(x) =

∞∑
n=1

cn(f) sin[(n− β)x] в Lp(0, π)

и
∞∑

n=1

|cn(f)|2 ∥ sin[(n− β)x]∥2Lp(0,π) <∞.

Из последнего условия следует, что
∞∑

n=1

|cn(f)|2 <∞

для всех f ∈ Lp(0, π), что противоречит условию (1), так как можем выбрать

f ∈ Lp(0, π) такую, что f ̸∈ L2(0, π). Перед тем как перейти к доказательству

теоремы 1 для случая 2 < p <∞ рассмотрим функции

φ(x) =

∞∑
k=1

k−1/2 sin[k x],
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ψ(x) =
∞∑
k=1

k−1/2 cos[k x],

которые принадлежат пространству Lp(0, π) для всех 1 ≤ p < 2 (см. [10], стр.

298). Посчитаем кощффициенты b∗n(φ), b∗n(ψ), где

b∗n(f) =

∫ π

0

f(t) sin[(n− β) t] dt.

Для этого воспользуемся равенствами∫ π

0

sin[k x] sin[(n− β)x] dx =

{
sin[β π]

k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l, l ∈ N

− sin[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l − 1, l ∈ N∫ π

0

cos[k x] sin[(n− β)x] dx =

{
1−cos[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l, l ∈ N
1+cos[β π]
k2−(n−β)2 · k, когда k + n = 2l − 1, l ∈ N

Из полученных формул сразу получаем, что для любого ν ∈ N

b∗2ν−1(φ) = −
∞∑
k=1

(2 k)1/2 sin[β π]

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 sin[β π]

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(φ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 sin[β π]

(2 k)2 − (2 ν − β)2
−

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 sin[β π]

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
,

b∗2ν−1(ψ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 (1 + cos[β π])

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 (1− cos[β π])

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(ψ) =
∞∑
k=1

(2 k)1/2 (1− cos[β π])

(2 k)2 − (2 ν − β)2
+

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2 (1 + cos[β π])

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
.

Рассмотрим функцию

f
(1)
β (x) =

φ(x)

sin(β π)
+

ψ(x)

1 + cos(β π)
.

Для этой функции имеем, что

b∗2ν−1(f
(1)
β ) = λ

(1)
β

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2

(2 k + 1)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(f
(1)
β ) = λ

(1)
β

∞∑
k=1

(2 k)1/2

(2 k)2 − (2 ν − β)2
,

где

λ
(1)
β = 1 +

1− cos(β π)

1 + cos(β π)
=

2

1 + cos(β π)
.

Для функции

f
(2)
β (x) = − φ(x)

sin[β π]
+

ψ

1− cos(β π)
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будем иметь

b∗2ν−1(f
(2)
β ) = λ

(2)
β

∞∑
k=1

(2 k)1/2

(2 k)2 − (2 ν − 1− β)2
,

b∗2ν(f
(2)
β ) = λ

(2)
β

∞∑
k=0

(2 k + 1)1/2

(2 k + 1)2 − (2 ν − β)2
,

где

λ
(2)
β =

2

1− cos(β π)
.

Когда 0 < β < 1 мы имеем, что для любого ν = 1, 2, ...

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) =

∞∑
l=1

(2l − 1)1/2

(2l − 1)2 − (2ν − 1− β)2
≥
∫ 2ν−3

1

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt+

+

∫ ∞

2ν−1

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt+

(2ν − 3)1/2

(2ν − 3)2 − (2ν − 1− β)2
.

Так как∫ 1

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt < 0 и

∫ 2ν−1

2ν−3

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt < 0,

то мы приходим к следующему неравенству

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) ≥

∫ ∞

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt− (2ν − 3)1/2

(2− β) (2ν − β − 4)
.

Имеем, что∫ ∞

0

t1/2

t2 − (2ν − 1− β)2
dt =

1

(2ν − 1− β)1/2

∫ ∞

0

x1/2

x2 − 1
dx =

π

2

1

(2ν − 1− β)1/2
,

где последний интеграл является значением преобразования Меллина функции

(x2 − 1)−1 в точке 3/2 (см. [11], стр. 337). Откуда следует, что для некоторого

числа N0

1

λ
(1)
β

b∗2ν−1(f
(1)
β ) ≥ π − 1

2

1

(2ν − 1− β)1/2

для всех ν ≥ N0.

Отсюда сразу следует, что

(2)
∞∑
k=1

|b∗k(f
(1)
β )|2 = ∞.

Когда −1/4 < β < 0 аналогичным образом получаем, что

1

λ
(2)
β

b∗2ν(f
(2)
β ) ≥ π − 2

2

1

(2ν − β)1/2
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для всех ν ≥ N1, где N1– некоторое число. Откуда следует, что

(3)
∞∑
k=1

|b∗k(f
(2)
β )|2 = ∞.

Условия (2) и (3) нам дают возможность завершить доказательство теоремы 1

для системы {sin[(n− β)x]}∞n=1.

Действительно, предположим, что система {sin[(n− β)x]}∞n=1 для некоторого

2 < p <∞ является безусловным базисом в Lp(0, π). Тогда сопряженная система

{hn}∞n=1 будет безусловным базисом в Lp′
(0, π).

Заметим, что (см. [1])

0 < inf
n

∥hn∥Lp′ (0,π) ≤ sup
n

∥hn∥Lp′ (0,π) <∞.

Отсюда, применяя теоремы Орлича, приходим к противоречию с условиями (2)

и (3). Таким образом, теорема 1 полностью доказана для системы {sin[(n −

β)x]}∞n=1.

Доказательство теоремы 1 для случая системы {cos[(n−β)x]}∞n=1 аналогично,

поэтому мы не будем приводить детали. �

Из теоремы 1 сразу следует

Следствие. Система функций
{
ei(n−β signn) x

}
не является безусловным базисом

ни в одном из пространств Lp(−π, π), p ̸= 2.

Abstract. We prove that systems of functions {sin(n−β)x}∞n=1 и {cos(n−β)x}∞n=1

are not unconditional bases in not any space Lp(0, π), p ̸= 2.
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Аннотация. В работе доказывается следующая теорема: Для того, чтобы
E ⊂ [0, 1] было множеством точек расходимости ряда Фурье-Хаара некото-
рой функции f ∈ L∞[0, 1] необходимо и достаточно, чтобы E было множе-
ством типа Gδσ меры нуль.

MSC2010 number: 42A20
Ключевые слова: Ряды Фурье-Хаара, множества расходимости, множества
Gδσ.

1. Введение

Для функционального ряда

(1.1)
∞∑

n=1

fn(x), x ∈ [0, 1],

множество E ⊂ [0, 1] называется множеством точек расходимости, если этот ряд

расходится при x ∈ E и сходится когда x ∈ [0, 1] \ E. Если же расходимость в

точках E неограничена, то скажем, что E является множеством точек неограни-

ченной расходимости ряда (1.1).

Хорошо известна классическая теорема Хана-Серпинского (см. [14], [7]): для

того чтобы E ⊂ [0, 1] было множеством точек расходимости (неограниченной рас-

ходимости) некоторого ряда (1.1), с непрерывными членами fn(x), необходимо и

достаточно, чтобы оно имело тип Gδσ (Gδ).

В 1910г. А. Хаар (см. [6] или [10] часть 3.4) доказал, что ряды Фурье-Хаара

непрерывных функций сходятся равномерно, и что для произвольных рядов

Фурье-Хаара имеет место сходимость почти всюду на интервале [0, 1]. Отсюда
33
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ясно, что множества точек расходимости рядов Фурье-Хаара могут иметь толь-

ко нулевые меры. Класс множеств неограниченной расходимости рядов Фурье-

Хаара полностью была охарактеризована в работе М. А. Лунины [12]. Там дока-

зывается, что во первых множество точек неограниченной расходимости любо-

го ряда Фурье-Хаара является множеством типа G̃δ, и наоборот любое множе-

ство типа G̃δ может быть множеством точек неограниченной расходимости ряда

Фурье-Хаара некоторой функции. При этом эта функция может иметь сколь

угодно медленно растущую функцию распределения. Отметим, что в более ран-

ней работе В. И. Прохоренко [13] было установлено существование функции

f(x) ∈
∩

1≤p<∞

Lp

ряд Фурье-Хаара которой неограниченно расходится на данном множестве E ме-

ры нуль, а в 1992 В. M. Бугадзе [1] доказал, что для любого множества меры нуль

существует функция из класса L∞[0, 1] ряд Фурье-Хаара которой расходится на

этом множестве.

Аналогичные задачи рассмотрены также для тригонометрических рядов Фу-

рье ([15], [16], [8], [3], [4],[20]) а также для рядов Фурье по системе Уолша([18],

[19], [2], [5]). Мы не будем обсуждать результаты этих работ. Отметим лишь

работу Целлера [20], где дается полная характеристика множеств точек неогра-

ниченной расходимости тригонометрических рядов Фурье, основываясь на зна-

менитом примере А. Н. Колмогорова [11]. В [20] доказывается, что для любого

множества E ⊂ [0, 2π] типа Gδ существует ряд Фурье, который неограниченно

расходится в каждой точке E и сходится в каждой точке его дополнения. От-

метим, что вопрос о характеризации множеств точек расходимости рядов Фурье

остается открытым. Об этой а также о других задачах аналогичного характера

обсуждается в обзорной статье П. Л. Ульянова [17].

И наконец отметим, что недавно в работе [9] установлена теорема общего харак-

тера из которой следуют некоторые из результатов упомянутых выше работ. В [9]

доказывается, что если последовательность линейных операторов Un : L1 → L∞

обладает свойством локализации, то для любого множества E меры нуль суще-

ствует функция f ∈ L∞, для которой Unf(x) расходится в каждой точке E. В

настоящей работе доказывается следующий результат.
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Теорема 1. Для того чтобы множество E ⊂ [0, 1] было множеством точек

расходимости ряда Фурье-Хаара некоторой функции f ∈ L∞[0, 1], необходимо и

достаточно, чтобы оно было Gδσ-множеством меры нуль.

2. Определения и Вспомогательные леммы

Напомним определение системы Хаара {χn(x), n = 1, 2, . . .} (см. [10] часть 3.1).

Если ω есть некоторый интервал с концами α и β , то обозначим ω̊ = (α, β),

ω̄ = [α, β]. Двоичными интервалами назовем интервалы вида

ωi
k =

(
i− 1

2k
,
i

2k

)
, i ∈ Z, k = 0, 1, . . . .

Первая функция Хаара определяется χ1(x) ≡ 1, а при n ≥ 2 имеем

(2.1) χn(x) =


2k/2 при x ∈ ω2i−1

k+1 ,

−2k/2 при x ∈ ω2i
k+1,

0 при x ̸∈ ω̄i
k,

если n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, k = 0, 1, 2 . . ., а в точках разрыва функция χn(x)

определяется равенствами

χn(x) =
1

2
(χn(x+) + χn(x−)), x ∈ (0, 1), χn(0) = χn(0+), χn(1) = χn(1−).

Через Sn(x, f) обозначим n-ую частичную сумму ряда Фурье-Хаара функции

f ∈ L1[0, 1]. Если ω = (α, β) есть некоторый двоичный интервал из [0, 1], то

обозначим

(2.2) ω− =

{
(2α− β, α) при α ̸= 0,
∅ при α = 0,

(2.3) ω+ =

{
(β, 2β − α) при β ̸= 1,
∅ при β = 1.

Отметим, что если ω− и ω+ непустые, то они являются двоичными интервалами

смежными для ω и при этом |ω+| = |ω−| = |ω|. Формулы для частичных сумм

Sn(x, f) соответствующие номерам n = |ω|−1 = 2k можно записывать в виде

(2.4)
S|ω|−1(x, f) = 1

|ω|
∫
ω
f(t)dt, x ∈ ω,

S|ω|−1(α, f) = 1
|ω∪ω−|

∫
ω∪ω−

f(t)dt,

S|ω|−1(β, f) = 1
|ω∪ω+|

∫
ω∪ω+

f(t)dt.

где ω = (α, β) ⊂ [0, 1] есть двоичный интервал (см. [10], часть 3.1).

Мы будем иметь дело с множествами из метрического пространства [0, 1]. От-

крытыми в нем будут множества, которые представимы в виде G ∩ [0, 1], где G-

открытое множество в R. Множества, которые можно представить в виде счет-

ного пересечения открытых множеств отрезка [0, 1], называются множествами
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типа Gδ. Всевозможные счетные объединения множеств Gδ дает класс множеств

типа Gδσ. В вышеупомянутой теореме Лунини были рассмотрены множества ти-

па G̃δ. Этот класс чуть шире класса множеств типа Gδ. Множества этого класса

являются счетными пересечениями множеств, представимых в виде

G =
(
∪k (ak, bk)

)
∪A,

где {(ak, bk)}-конечное или счетное семейство попарно не пересекающихся интер-

валов, а A составлено из некоторых двоично рациональных точек, содержащихся

в множестве {ak, bk}. В Теореме 1 искажение от обычных Gδσ множеств не будет.

Причина в том, что счетные пересечения множеств типа G̃δ в точности совпадают

с классом множеств типа Gδσ, что будет показано при доказательстве Теоремы

1 в параграфе 3.

Для f ∈ L∞(R) обозначим

Df(x) = lim sup
|J|→0: x∈J

1

|J |

∫
J

f(t)dt, Df(x) = lim inf
|J|→0: x∈J

1

|J |

∫
J

f(t)dt

где J является интервалом в R. Если имеем Df(x) = Df(x), то эту величину

обозначим через Df(x). Если A ⊂ [0, 1] есть некоторое измеримое множество, то

обозначим

λ(A) = A ∪

{
x ∈ [0, 1] : DIA(x) = lim sup

|J|→0:x∈J

|A ∩ J |
|J |

> 0

}
,

По теореме Лебега, Df(x) существует и равен f(x) почти всюду. Отсюда следует,

что для любого измеримого множества A ⊂ R имеет место равенство |λ(A)\A| =
0. Если I – интервал, то через kI обозначим интервал концентрический с I и

имеющий длину k|I|.

Лемма 1. Для любого ε > 0 и любого измеримиго множества A ⊂ ∆ = (a, b)

существует открытое множество G такое, что

A ⊂ G ⊂ ∆,

(2.5) |G ∩ J | ≤ |A ∩ 4J |+ ε|J |2

для любого интервала J , с J ̸⊂ ∆.

Доказательство. Отметим, что полуоткрытые интервалы

I0 =

[
a+

b− a

4
, b− b− a

4

)
, Ik =

[
b− b− a

2k+1
, b− b− a

2k+2

)
,
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I−k =

[
a+

b− a

2k+2
, a+

b− a

2k+1

)
, k = 1, 2, . . .

образуют разбиение интервала ∆ = (a, b). Очевидно существуют открытые мно-

жества Ek такие, что

(2.6) A ∩ Ik ⊂ Ek ⊂ Ik ∪ Ik−1 ∪ Ik+1, |Ek| ≤ |A ∩ Ik|+
ε

16
|Ik|2.

ОбозначимG =
∪

k Ek. Пусть J ̸⊂ (a, b) есть некоторый интервал. Если J∩(a, b) =
∅, то (2.5) очевидно. В случае (a, b) ⊂ J имеем

|G ∩ J | = |G| ≤
∑
k

|Ek| ≤
∑
k

|A ∩ Ik|+
ε

16

∑
k

|Ik|2 ≤ |A ∩ J |+ ε

16
|J |2

и получим (2.5). Итак, без ограничения общности можно предполагать a ∈ J , b ̸∈
J . Пусть m ∈ Z есть максимальное число удовлетворяющее условию Em∩J ̸= ∅.

Для такого m очевидно имеем ∪
k≤m

Ik ⊂ 4J.

Отсюда, с учетом (2.6), получим

|G ∩ J | ≤
∑
k≤m

|Ek| ≤
∑
k≤m

|A ∩ Ik|+
ε

16

∑
k≤m

|Ik|2 ≤ |A ∩ 4J |+ ε|J |2.

Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Если B ⊂ R есть открытое, а A ⊂ B измеримое множества, с

λ(A) ⊂ B, 0 ≤ |A| < |B|, то существует другое открытое множество G ⊂ B

такое, что

(2.7) λ(A) ⊂ G, λ(G) ⊂ B,

(2.8) |G| = |A|+ |B|
2

.

Доказательство. Предположим B =
∪

k ∆k, где {∆k = (ak, bk), k = 1, 2, . . .} –

конечное или счетное семейство попарно не пересекающиеся интервалов. Обо-

значим Ak = A ∩∆k. Из соотношения λ(A) ⊂ B следует λ(Ak) ⊂ ∆k. Поэтому,

применив лемму 1, можно определить открытые множества Gk такие, что спра-

ведливы соотношения

(2.9) λ(Ak) ⊂ Gk ⊂ ∆k, |Gk ∩ J | ≤ |Ak ∩ 4J |+ |∆k||J |2

для любого интервала J , с J ̸⊂ ∆k. При этом очевидно дополнительно можно

предполагать также, что

(2.10) |Gk| < |Ak|+
|B \A|
2k+1

.
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Существует число p ∈ N такое, что

(2.11)
p∑

k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
.

Если семейство {∆k} конечно, то берем p равным количеству интервалов ∆k.

Обозначим

(2.12) G(t) =

(∪
k

Gk

)∪( p∪
k=1

(t∆k)

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

Рассмотрим функцию f(t) = |G(t)|. С учетом (2.10) и (2.11), имеем

f(0) =
∑
k

|Gk| <
∑
k

|Ak|+ |B \A|
∞∑
k=1

1

2k+1
=

|A|+ |B|
2

,

f(1) >

p∑
k=1

|∆k| >
|A|+ |B|

2
.

Отсюда и из непрерывности f(t) следует, что для некоторого 0 < t0 < 1 имеет

место равенство

|G(t0)| =
|A|+ |B|

2
,

т.е. множество G = G(t0) удовлетворяет условию (2.8). Докажем первое из со-

отношений (2.7). Если x ∈ λ(A), то имея в виду включение λ(A) ⊂ B, имеем

x ∈ λ(A)∩∆k при некотором k. Отсюда легко усмотреть, что x ∈ λ(Ak) ⊂ Gk ⊂ G

и получим λ(A) ⊂ G. Остается доказать λ(G) ⊂ B. Возьмем произвольную точку

x ̸∈ B. Так как 0 < t0 < 1, имеем

x ̸∈
p∪

k=1

(t0∆k).

Следовательно, если интервал J ∋ x имеет достаточно малую длину, то, с учетом

(2.12), получаем

G ∩ J =

(∪
k

Gk

)∩
J.

Отсюда и из неравенств (2.9) и (2.10) вытекает

(2.13) |G ∩ J | =
∑
k

|Gk ∩ J | ≤
∑
k

|Ak ∩ 4J |+ |J |2
∑
k

|∆k| ≤ |A ∩ 4J |+ |B||J |2.

Так как x ̸∈ λ(A) имеем

lim
|J|→0

|A ∩ 4J |
|J |

→ 0,

которое вместе с (2.13) дает

lim
|J|→0

|G ∩ J |
|J |

→ 0,
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а это значит, что x ̸∈ λ(G). Лемма 2 доказана. �

Семейство открытых множеств {Gr : r ∈ E}, где E ⊂ R-некоторое множество

индексов, является цепью, если λ(Gr) ⊂ Gr′ при любых r, r′ ∈ E, с r < r′.

Лемма 3. Если A и B-открытые множества в R, с условиями λ(A) ⊂ B и

α = |A| < |B| = β, то существует цепь открытых множеств {Gr : α ≤ r ≤ β}
такая, что

(2.14) Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r.

Доказательство. Определим Gα = A, Gβ = B и применим лемму 2 к па-

ре открытых множеств Gα, Gβ . Этим определяется открытое множество G =

G(α+β)/2, с условиями (2.7) и (2.8), а это означает, что множества Gα, G(α+β)/2,

Gβ образуют цепь. Далее, продолжим рассуждения по индукции. Обозначим

Dk[α, β] = {α+
i(β − α)

2k
, 0 ≤ i ≤ 2k},

и предположим, что уже выбраны множества Gr, для всех r ∈ Dk[α, β], при этом

они образуют цепь и |Gr| = r. Каждое из множеств G(2i+1)/2k+1 , 0 ≤ i ≤ 2k − 1

получается очередным применением леммы 2 к паре множеств Gi/2k , G(i+1)/2k .

Ясно, что полученное таким путем семейство {Gr, r ∈ Dk+1[α, β]} тоже будет

цепью. При этом сохраняется свойство |Gr| = r теперь уже при r ∈ Dk+1[α, β]. В

самом деле, имеем

|G(2i+1)/2k+1 | = 1

2
(|Gi/2k |+ |G(i+1)/2k |) =

1

2

(
i

2k
+
i+ 1

2k

)
=

2i+ 1

2k+1
.

Продолжив этот процесс, получим семейство множеств Gr, определенных при

всех

r ∈ D =

{
α+

i(β − α)

2k
, 0 ≤ i ≤ 2k, k = 0, 1, . . .

}
,

которое будет цепью и |Gr| = r. Если же r ∈ [α, β]-произвольное число, то опре-

делим

G(r) =
∪

r′∈D: r′<r

G(r′), r ∈ [α, β].

Легко проверить, что {G(r) : r ∈ [α, β]} станет цепью и удовлетворяет условию

(2.14). Лемма 3 доказана. �

Лемма 4. Пусть открытые множества A ⊂ B ⊂ R таковы, что α = |A| <
|B| = β и λ(A) ⊂ B. Тогда, если f(x) ∈ C[0, β] и f(x) = 1 при x ∈ [0, α], то
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существует функция h(x), x ∈ B такая, что

(2.15) h(x) = 1, x ∈ A,

(2.16) |{x ∈ B : h(x) > t}| = |{x ∈ [0, β] : f(x) > t}|, t ∈ R,

(2.17) Dh(x) = h(x) в каждой точке x ∈ B.

Доказательство. Согласно лемме 3, существует цепь открытых множеств {G(r) :
r ∈ [α, β]}, удовлетворяющая условиям

Gα = A, Gβ = B, |Gr| = r.

Определим функцию

τ(x) = inf{r : x ∈ Gr}, x ∈ B \A,

которая отображает множество B \A на [α, β]. Легко проверить соотношение

τ(x) ≤ c тогда и только тогда, когда x ∈
∩
r>c

Gr,

из которого следует

τ−1(a, b] = {x : a < τ(x) ≤ b} =

(∩
r>b

Gr

)
\

(∩
r>a

Gr

)
.

Отсюда, в силу (2.14), вытекает |τ−1(a, b]| = b− a и следовательно

(2.18) |τ−1(E)| = |E|

для любого открытого множества E ⊂ [α, β]. Определим

(2.19) h(x) =

{
f(τ(x)) при x ∈ B \A,

1 при x ∈ A.

Имеем

(2.20) |{x ∈ B \A : h(x) > t}| = |{x ∈ B \A : f(τ(x)) > t}| =

= |τ−1{x ∈ [α, β] : f(x) > t}| = |{x ∈ [α, β] : f(x) > t}|.

Последнее равенство следует из (2.18) и из того, что {x ∈ [α, β] : f(x) > t}
есть открытое множество в [α, β]. Так как функции h(x) и f(x) равны единице

соответственно на множествах A и [0, α], причем |A| = α, то из (2.20) получаем

|{x ∈ B : h(x) > t}| = |{x ∈ [0, β] : f(x) > t}|.

Остается проверить условие (2.17). Возьмем произвольную точку x ∈ B = Gβ . В

случае

x ∈
∩
r>α

Gr,
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имеем x ∈ Gr для любого фиксированного r > α. Из определения τ следует

τ(t) < r при t ∈ Gr. Отсюда, учитывая (2.19), получаем, что числа 1 и h(t) при

t ∈ Gr заключены между величинами

(2.21) inf
t∈[0,r]

f(t), и sup
t∈[0,r]

f(t).

Из непрерывности f(t) следует, что величины (2.21) стремятся к 1 при r → α+.

Отсюда вытекает, что

lim
|J|→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du = 1 = h(x),

так как h(u) = 1 на множестве A = Gα. Если же

x ∈ Gβ \

(∩
r>α

Gr

)
,

то имеем x ∈ Gr+δ \Gr при некотором r и при этом r − δ > α.

Из соотношений λ(Gr−δ) ⊂ Gr и x ̸∈ Gr следует

(2.22) lim
|J|→0, x∈J

|J ∩Gr−δ|
|J |

= 0.

Так как Gr+δ открыто и x ∈ Gr+δ имеем

lim
|J|→0, x∈J

|J ∩ (Gβ \Gr+δ)|
|J |

= 0.

Отсюда и из (2.22) получаем

(2.23) lim
|J|→0, x∈J

|J ∩ (Gr+δ \Gr−δ)|
|J |

= 1.

С другой стороны

inf
t∈[r−δ,r+δ]

f(t) ≤ h(u) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

f(t), u ∈ Gr+δ \Gr−δ.

Отсюда, учитывая (2.23) и ограниченность функции h(x), получим

Dh(x) = lim sup
|J|→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du = lim sup
|J|→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u) · IGr+δ\Gr−δ
(u)du ≤

≤ sup
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

f(t),

а также

Dh(x) = lim inf
|J|→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u)du = lim inf
|J|→0, x∈J

1

|J |

∫
J

h(u) · IGr+δ\Gr−δ
(u)du ≥

≥ inf
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) lim inf
|J|→0, x∈J

|J ∩ (Gr+δ \Gr−δ)|
|J |

=

= inf
t∈Gr+δ\Gr−δ

h(t) ≥ inf
t∈[r−δ,r+δ]

f(t).
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В итоге получаем

inf
t∈[r−δ,r+δ]

|f(t)| ≤ Dh(x), Dh(x), h(x) ≤ sup
t∈[r−δ,r+δ]

|f(t)|.

В силу непрерывности f(x) разность между правой и левой частями можно сде-

лать сколь угодно малой выбором δ, а это значит Dh(x) = h(x). �

Пусть g(x) есть некоторая функция, определенная на [a, b]. Скажем, что зна-

чение Dg(x) существует на [a, b], если оно существует в обычном смысле при

x ∈ (a, b), а в точках a и b определяется равенствами

D+g(a) = lim
u→0+

1

u

∫ a+u

a

g(t)dt, D−g(b) = lim
u→0+

1

u

∫ b

b−u

g(t)dt.

Лемма 5. Если A ⊂ R есть открытое множество и |A∩ [a, b]| < (b−a)/10 для

некоторого отрезка [a, b], то существует функция g(x), x ∈ [a, b], такая, что

(2.24) g(x) = 1, x ∈ A ∩ [a, b],

(2.25) |g(x)| ≤ 1, x ∈ [a, b],

(2.26)
∫ b

a

g(x)dx = 0,

(2.27) Dg(x) = g(x) внутри [a, b].

Доказательство. Обозначим

I = (a, b), B =
11

10
· I, A′ = A ∩

(
21

20
· I
)
, α = |A′|, β = |B|.

Имеем

α ≤ b− a

20
+ |A ∩ [a, b]| < b− a

20
+
b− a

10
=

3(b− a)

20
, и β =

11(b− a)

10
.

Исходя из этих неравенств, легко усмотреть, что существует функция f ∈ C[0, β],

для которой имеем

f(x) = 1, x ∈ [0, α],

(2.28)
1

2
≤ f(x) ≤ 1, x ∈ [0, β],

(2.29)
∫ β

0

f(x)dx = 0.
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Так как λ(A′) ⊂ B, то применив лемму 4, найдем функцию h(x), x ∈ B, кото-

рая удовлетворяет условиям (2.15)-(2.17). Из (2.16) следует, что h(x) обладает

свойствами аналогичными (2.28) и (2.29), т.е. имеем

(2.30) − 1

2
≤ h(x) ≤ 1, x ∈ B,

(2.31)
∫
B

h(x)dx = 0.

Определим

(2.32) g(x) =
h(x) + γ

1 + γ
, где γ =

1

b− a

∫
B\[a,b]

h(t)dt.

Отметим, что из (2.15) следует формула (2.24), а из (2.17) следует (2.27). Из

неравенства

|γ| ≤ |B \ [a, b]|
b− a

= 1/10

и (2.30) вытекают неравенства

g(x) ≤ 1 и g(x) ≥ −1/2− 1/10

1− 1/10
> −1,

из которых следует (2.25). Далее, из (2.31) и (2.32) получаем∫ b

a

g(x)dx =
1

1 + γ

(∫ b

a

h(t)dt+ γ(b− a)

)
=

1

1 + γ

∫
B

h(t)dt = 0,

которое дает (2.26). Лемма 5 доказана. �

Скажем, что семейство попарно непересекающихся двоичных полуоткрытых

интервалов Ω = {ωk = [αk, βk)} является двоичным разбиением открытого мно-

жества G ⊂ R, если

G =
∪
ω∈Ω

ω и dist (ω,Gc) > 0, ω ∈ Ω.

Если Ω такое, что

1 ≥ |ω|
dist (Gc, ω)

→ 0, при dist (Gc, ω) → 0,

то скажем, что оно является регулярным разбиением. Легко усмотреть, что лю-

бое открытое множество обладает регулярным двоичным разбиением. Пусть Ω′

и Ω′′ являются двоичными разбиениями открытых множеств G′ и G′′, с G′ ⊂ G′′.

Обозначим Ω′ < Ω′′, если любой интервал ω′′ ∈ Ω′′, а также его два смежных

интервала той же длины, не входят целиком ни в один из интервалов ω′ ∈ Ω′.
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Лемма 6. Пусть B есть открытое множество в R, а Ω = {ωk} его регулярное

разбиение на двоичные интервалы. Тогда, если открытое множество A ⊂ B

таково, что λ(A) ⊂ B и

|A ∩ ω| < |ω|
10
, ω ∈ Ω,

то существует измеримая функция g(x), x ∈ [0, 1], такая, что

(2.33) supp g ∈ B ∩ [0, 1], g(x) = 1, x ∈ A ∩ [0, 1],

(2.34) |g(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 1],

(2.35)
∫
ωk

g(x)dx = 0, если ωk ⊂ [0, 1],

(2.36) lim
n→∞

Sn(x, g) = g(x) в каждой точке x ∈ [0, 1].

Доказательство. Предположим ωk = [ak, bk). Обозначим Ak = A∩ωk. Применив

лемму 5 определим функции gk(x), x ∈ ωk, со свойствами

(2.37) gk(x) = 1, x ∈ Ak,

(2.38) |gk(x)| ≤ 1, x ∈ ωk,

(2.39)
∫
ωk

gk(x)dx = 0, k = 1, 2, . . . ,

(2.40) Dgk(x) = gk(x) внутри [ak, bk].

Определим g(x) = gk(x), при x ∈ ω̊k = (ak, bk) ⊂ (0, 1), а если x является концом

одного из интервалов ωk, то предположим, что

g(x) = (D+g(x) +D−g(x))/2

при x ̸= 0, 1, и D+g(x) или D−g(x), когда соответственно x равно 0 или 1. В точ-

ках x ∈ [0, 1]\B определяется g(x) = 0. Этим g(x) будет корректно определена на

[0, 1] и очевидно она удовлетворяет условиям (2.33)-(2.35). Проверке нуждается

лишь свойство (2.36). Если x ∈ B∩ [0, 1] то либо имеем x ∈ (ak, bk) ⊂ (0, 1) либо x

равно одному из ak или bk. В первом случае (2.36) немедленно следует из (2.40),

а при x = ak, bk надо также учитывать следующее свойство системы Хаара:

Sn(x, g) → (D+g(x) +D−g(x)))/2, если D+g(x) и D−g(x) существуют.
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Пусть теперь x ∈ [0, 1]\B, а J ∋ x некоторый интервал. Для любого интервала

ωk, кроме быть может ωk′ и ωk′′ , имеем либо ωk ⊂ J либо ωk ∩ J = ∅. Тогда из

(2.38), (2.39) и регулярности разбиения Ω следует

1

|J |

∣∣∣∣∫
J

g(t)dt

∣∣∣∣ = 1

|J |

∣∣∣∣∣
∫
J∩ωk′

gk′(t)dt+

∫
J∩ωk′′

gk′′(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |ωk′ |

dist (Bc, ωk′)
+

|ωk′′ |
dist (Bc, ωk′′)

→ 0

когда |J | → 0. Отсюда следует, что (2.36) выполняется при всех x ∈ [0, 1]. �

Лемма 7. Если E ⊂ [0, 1] есть множество типа Gδ в [0, 1], имеющее меру

нуль, то существуют конечное или счетное число открытых множеств Gk ⊂
R, с регулярными двоичными разбиениями Ωk, такие, что

(2.41) E = [0, 1] ∩ (∩kGk) ,

(2.42) Ωk+1 < Ωk, λ(Gk+1) ⊂ Gk,

(2.43) |Gk+1 ∩ ω| <
|ω|
10
, ω ∈ Ωk, k = 1, 2, . . . .

Доказательство. Имеем

E = [0, 1]
∩(∩

k

Ek

)
,

где Ek ⊂ R-открытые множества. Множества Gk будут определены по индукции.

Возьмем G1 = E1 и пусть Ω1 есть произвольное регулярное двоичное разбиение

множества G1. Предположим, что уже выбраны множества Gk, с соответствую-

щими двоичными разбиениями Ωk, для k = 1, 2, . . . , p, при этом они удовлетво-

ряют условиям (2.42),(2.43) и дополнительно имеем Gk ⊂ Ek при k ≤ p.

Так как |E| = 0, имеем λ(E) = E. Применив лемму 2 для множеств B = Gp и

A = E, найдем множество G′ такое, что E ⊂ G′ и λ(G′) ⊂ Gp. Существует также

множество G′′ ⊃ E такое, что

|G′′ ∩ ω| < |ω|
10
, ω ∈ Ωp.

Возьмем Gp+1 = G′ ∩G′′ ∩ Ep+1. Очевидно имеем

λ(Gp+1) ⊂ λ(G′) ⊂ Gp, Gp+1 ⊂ Ep+1

|Gp+1 ∩ ω| ≤ |G′′ ∩ ω| < |ω|
10
, ω ∈ Ωp.

В силу Gp+1 ⊂ Gp существует регулярное двоичное разбиение Ωp+1 множества

Gp+1 такое, что Ωp+1 < Ωp. Итак полученная таким образом последовательность
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Gk в месте с разбиениями Ωk удовлетворяют условиям (2.42), (2.43) и E ⊂ Gk ⊂
Ek, из которого следует (2.41). Лемма доказана. �

Лемма 8. Для любого множества E ⊂ [0, 1] меры нуль, имеющее тип Gδ в

[0, 1], существует функция g(x), удовлетворяющая условиям

a) |g(x)| ≤ 2,

b) Sn(x, g) → g(x) в каждой точке x ∈ [0, 1] \ E,

c) для любой точки x ∈ E имеем

δ(x, g) = lim sup
n→∞

Sn(x, g)− lim inf
n→∞

Sn(x, g) ≥ 1.

Доказательство. Применив лемму 7, множество E можно представить в виде

E =

∞∩
k=1

Gk,

где Gk ⊂ [0, 1]-открытые множества, которые в месте с некоторыми регулярными

двоичными разбиениями Ωk удовлетворяют условиям

λ(Gk+1) ⊂ Gk,

|Gk+1 ∩ ω| <
|ω|
10
, ω ∈ Ωk, k ∈ N.

Для пары множеств B = Gk и A = Gk+1 можно применить лемму 6. В итоге

получим последовательность функций gk(x), x ∈ [0, 1], с условиями

(2.44) supp gk ∈ Gk ∩ [0, 1], gk(x) = 1, x ∈ Gk+1 ∩ [0, 1],

|gk(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 1],

(2.45)
∫
ω

gk(x)dx = 0, ω ∈ Ωk, ω ⊂ [0, 1],

(2.46) lim
n→∞

Sn(x, gk) = gk(x), в каждой точке x ∈ [0, 1].

Будем предполагать G0 = [0, 1]. Во первых заметим, что при условии

(2.47) x ∈ (Gk \Gk+1) ∩ [0, 1], k = 0, 1, . . . ,

из (2.44) вытекает

(2.48) gi(x) = 1, i < k, gi(x) = 0, i > k,

(2.49) Sn(x, gi) = 0, i > k.

Соотношения (2.48) сразу же следуют из (2.44). Докажем (2.49). Из (2.47) сле-

дует, что если I ⊂ [0, 1]-некоторый двоичный интервал, с x ∈ Ī, то для любого
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двоичного интервала ω ⊂ Gk+1, в частности для интервалов ω ∈ Ωi, i > k, либо

ω ∩ I = ∅ либо ω ⊂ I. Отсюда, с учетом (2.45), получаем равенство∫
I

gi(t)dt = 0, i > k,

из которого следует (2.49). Если x ∈ [0, 1] \ E, то имеем (2.47) для некоторого

k = 0, 1, . . .. Отсюда функция

g(x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1gk(x)

определена при x ∈ [0, 1] \ E, т.е. почти всюду. Определим g(x) = 0 при x ∈ E.

Если x ∈ [0, 1] \ E, то имеем (2.47) при некотором k = 0, 1, . . . и следовательно

(2.48). Отсюда следует

|g(x)| = |
k−1∑
i=1

(−1)i+1gi(x) + (−1)k+1gk(x)| ≤ |
k−1∑
i=1

(−1)i+1|+ |gk(x)| ≤ 2,

и получаем |g(x)| ≤ 2, x ∈ (0, 1), что дает a). Далее вновь предположим x ∈
[0, 1] \ E. Тогда имеем (2.47). Отсюда, с учетом (2.48) и (2.49), получаем

g(x) =
k∑

i=1

(−1)i+1gi(x), и Sn(x, g) =
k∑

i=1

(−1)i+1Sn(x, gi),

которые вместе с (2.46) дает b). Теперь пусть x ∈ E. Тогда имеем x ∈ ω̄k для

некоторой последовательности ωk ∈ Ωk, ωk ⊂ [0, 1], k = 1, 2, . . .. Из (2.45), регу-

лярности разбиений Ωi и соотношения Ωi < Ωk, i > k, следует∫
ωk

gi(t)dt =

∫
ω+

k

gi(t)dt =

∫
ω−

k

gi(t)dt = 0, i ≥ k,

gi(x) = 1, x ∈ ωk ∪ ω+
k ∪ ω−

k , i < k.

Отсюда следует, что

S|ωk|−1(x, gi) = 0, i ≥ k,

S|ωk|−1(x, gi) = 1, i < k.

Следовательно, имеем

S|ωk|−1(x, g) =
k−1∑
i=1

(−1)i+1S|ωk|−1(x, gi) =
k−1∑
i=1

(−1)i+1,

а это значит, что

δ(x, g) ≥ 1, x ∈ E.

Итак функция g(x) удовлетворяет условиям a), b) и c) и лемма 8 доказана. �
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3. Доказательство теоремы 1

Необходимость. Для данной функции f ∈ L1[0, 1] рассмотрим множества

An,m(f) =
∪

i,j>n

{
x ∈ [0, 1] : |Si(x, f)− Sj(x, f)| >

1

m

}
.

Докажем, что множество

A(f) =
∪
m≥1

∩
n≥1

An,m(f)

в точности состоит из точек расходимости ряда Фурье-Хаара функции f . Для

этого проверим эквивалентность следующих соотношений:

(i) x ∈ A(f);

(ii) существует число m0 ∈ N такое, что x ∈ An,m0(f) при любом n = 1, 2, . . .;

(iii) существует число m0 ∈ N и последовательности pk, qk ⊂ N такие, что pk,

qk → ∞ при k → ∞ и

|Spk
(x, f)− Sqk(x, f)| >

1

m0
;

(iv) Sn(x, f) расходится.

Отметим, что множества{
x ∈ [0, 1] : |Si(x, f)− Sj(x, f)| >

1

m

}
можно представить в виде объединения конечного числа двоичных отрезков раз-

ного типа (открытых, замкнутых или полуоткрытых). Из этого следует, что

An,m(f) = Gn,m ∪ dn,m

где Gn,m-открытое множество, а dn,m конечно. Отсюда легко вытекает, что

A(f) ⊃
∪
m≥1

∩
n≥1

Gn,m,

а разность

A(f) \
∪
m≥1

∩
n≥1

Gn,m

есть не более чем счетное множество. Так как любое счетное или конечное мно-

жество имеет тип Gδσ, то получим, что A(f) тоже является множеством типа

Gδσ. То, что оно имеет меру нуль, следует из сходимости почти всюду рядов

Фурье-Хаара. �

Достаточность. Предположим, что E есть множество типа Gδσ в [0, 1], имею-

щее меру нуль, и представим его в виде E =
∞∪
k=1

Ek, где Ek ⊂ [0, 1]-множества

типа Gδ меры нуль. Очевидно можно предполагать, что Ek ⊂ Ek+1. В противном
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случае могли бы рассматривать множества E′
k =

k∪
j=1

Ej , которые тоже являются

множествами типа Gδ и их объединение равно E. Применив лемму 3, каждому

множеству Ek сопоставим функцию fk(x), такую, что

a*) |fk(x)| ≤ 2,

b*) ряд Фурье-Хаара функции fk сходится в каждой точке x ∈ [0, 1] \ Ek,

c*) для любой точки x ∈ Ek имеем δ(x, fk) ≥ 1.

Докажем, что

f(x) =
∞∑
k=1

fk(x)

10k

является искомой функцией. Ее ограниченность следует из свойства a*). Возь-

мем любую точку x ∈ E. Для некоторого k имеем x ∈ Ek \
( k−1∪

i=1

Ei

)
. Отсюда

вытекает, что существует предел

lim
n→∞

Sn

(
x,

k−1∑
i=1

10−kfk

)
,

а также

δ(x, fk) ≥ 1, δ(x, fi) ≤ 2 sup
n

|Sn(x, fi)| ≤ 2∥fi∥∞ ≤ 4, i = 1, 2, . . . .

Далее имеем

δ(x, f) ≥ δ(x, fk)

10k
−

∞∑
i=k+1

δ(x, fi)

10i
≥ 1

2 · 10k
−

∞∑
i=k+1

4

10i
=

1

18 · 10k
> 0.

Это значит, что ряд Фурье-Хаара расходится в любой точке x ∈ E. Теперь возь-

мем точку x ̸∈ E. При любом фиксированном i ∈ N имеем сходимость частичных

сумм Sn(x, fi). Отсюда получим

δ(x, f) = δ

(
x,

∞∑
i=k+1

10−ifi

)
≤ 2 sup

n

∣∣∣∣∣Sn

(
x,

∞∑
i=k+1

fi
10i

)∣∣∣∣∣ ≤ 4
∞∑

i=k+1

10−i <
1

2 · 10k
.

Так как последнее имеет место при любом k, то получим δ(x, f) = 0. Теорема

доказана. �

Автор выражает благодарность К. Навасардяну за полезные замечания по по-

воду оформления статьи.

Abstract. The paper proves that E ⊂ [0, 1] is a set of divergence points of Fourier-

Haar series of a function f ∈ L∞[0, 1] if and only if E is a Gδσ type set of zero

measure.
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Аннотация. В работе исследуются свойства оператора Tφ на гильбертовом
пространстве l2(Z), индуцированного отображением φ множества Z в себя.
Показывается, что если относительно этого отображения мощность прообра-
за каждого элемента из Z конечна, но не равностепенно ограничена, то опера-
тор Tφ допускает замыкание и представляется в виде суммы счетного числа
операторов частичной изометрии. Рассматриваются C∗-алгебры Aφ, Pφ и
Uφ, связанные с заданным отображением и порожденные с помощью этих
операторов. Приводятся некоторые свойства алгебр и соотношения между
ними.

MSC2010 number: 46L05; 46L35; 47L80
Ключевые слова: C∗-алгебры; частичные изометрии; Теплицевы операторы.

1. Введение

Начиная с 70-х годов прошлого века публиковались статьи, посвященные раз-
личным обобщениям операторов Тёплица и C∗-алгебр, порожденных этими опе-
раторами (алгебра Тёплица). Интерес к этим алгебрам вызван тем, что они
имеют широкое применение в различных областях математики, в частности K-
теории и некоммутативной геометрии ( [1]– [7]). Не менее широкое применение
алгебра Тёплица нашла и в физике, особенно в квантовой оптике ( [8], [9]).

Напомним классическое определение оператора Тёплица. Пусть H – гильбер-
тово пространство. Оператор T : H −→ H называется оператором односторон-
него сдвига, или оператором Тёплица, если найдется ортонормированный базис
{hn}∞n=1 в H, такой, что Thn = hn+1. Каждый оператор сдвига является изомет-
рическим, т.е. ∥Th∥ = ∥h∥ для любого h ∈ H (∥.∥ – норма в H). Согласно тео-
реме Уолда-фон Неймана, каждый изометрический оператор есть прямая сумма
унитарного оператора и копий оператора сдвига. C∗-подалгебра алгебры всех
ограниченных операторов B(H), порожденная оператором Тёплица, называется
алгеброй Тёплица. Основные свойства этой алгебры можно найти в [15], стр.132.

В работах [10]– [13] был предложен подход, обобщающий понятие операто-
ра Тёплица и исследован ряд свойств соответствующей алгебры. Каждое отоб-
ражение φ : Z −→ Z множества целых чисел в себя порождает отображение
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Tφ : {hn} −→ {hn} ортонормированного базиса {hn}∞n=1 гильбертова простран-
ства H = l2(Z) в себя: Tφhn = hφ(n). Возникает естественная задача: описать все
отображения φ : Z −→ Z, при которых оператор Tφ можно продолжить на все
H и исследовать C∗-алгебру, порожденную этим оператором. В частности, когда
задано отображение φ : N −→ N, φ(n) = n+1, то оператор Tφ является операто-
ром Тёплица. Алгебра Тёплица возникает и в ряде других случаев ( [11], [12]).
Оказалось, что оператор Tφ : {hn} −→ {hn} можно расширить до ограниченного
линейного оператора на H тогда и только тогда, когда γ(φ) = sup

n∈Z
cardEn < ∞,

где En = {m ∈ Z : φ(m) = n}, если n ∈ φ(Z), и En = ∅ для n /∈ φ(Z).
Данная работа посвящена исследованию оператора Tφ в случае, когда γ(φ) =

∞, хотя cardEn < ∞, n ∈ Z. Доказывается, что в этом случае оператор Tφ

расширяется до замкнутого оператора, исследуются его свойства и свойства C∗-
алгебр, связанных с данным отображением.

2. Необходимые сведения

Пусть задано отображение φ : Z −→ Z. Чтобы избежать путаницы в обозначе-
ниях, элементы множества целых чисел будем обозначать латинскими буквами
x, y, z. Пусть l2(Z) = {f : Z → C :

∑
x∈Z

|f(x)|2 < ∞} – гильбертово пространство

функций со скалярным произведением (f, g) =
∑
x∈Z

f(x)g(x). Семейство функций

{ex}x∈Z на Z, таких, что

ex(y) =

{
1, если x = y,
0, если x ̸= y,

образует ортонормированный базис в l2(Z). Отображение φ индуцирует отобра-
жение Tφ : {ex} → {ex} по правилу Tφex = eφ(x).

Пусть Ey = {x ∈ Z : φ(x) = y} – полный прообраз элемента y ∈ Z, и пусть
γ(y) = cardEy. Если Ey = ∅, то мы предполагаем, что cardEy = 0. Элементы
множества Z, для которых γ(y) = 0, назовем начальными. Множество Z пред-
ставляется в виде дизъюнктного обьединения Zk, где Zk = {y ∈ Z, cardEy = k}.

Приведем основные свойства оператора Tφ и сопряженного к нему.

Теорема 1. Пусть γ(y) < ∞ для любого y ∈ φ(Z). Тогда отображение Tφ :

{ex} → {ex} расширяется до замкнутого линейного оператора.

Доказательство. Пусть P (Z) – пространство всех конечных линейных комбина-
ций функций из {ex}x∈Z. Поскольку {ex} есть ортонормированный базис в l2(Z),



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ C∗-АЛГЕБР, ... 53

то это пространство плотно в l2(Z). Отображение Tφ продолжим до линейного
оператора на P (Z), полагая

Tφ(
n∑

i=1

αiexi) =
n∑

i=1

αieφ(xi).

Таким образом получим линейный оператор (обозначим его также Tφ) с плот-
ной областью определения P (Z). Покажем, что он расширяется до замкнутого
оператора на l2(Z). Для этого достаточно показать, что область определения со-
пряженного к нему оператора T ∗

φ плотна в l2(Z) ( [14], 278). Покажем, что для
любого f из P (Z) линейный функционал F (g) = (g, T ∗

φf) продолжается до огра-

ниченного линейного функционала на l2(Z). Действительно, пусть f =
n∑

i=1

αieyi ,

и g =
m∑
j=1

βjexj – такая функция из P (Z), что каждый индекс xj в представлении

функции g принадлежит множеству
n∪

i=1

Eyi . Тогда очевидно, что m <
n∑

i=1

cardEyi .

Поэтому

|(Tφg, f)| = |
n∑

i=1

m∑
j=1

αiβj(Tφexj , eyi)| ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

|αiβj ||(eφ(xj), eyi)| ≤

≤ c
n∑

i=1

m∑
j=1

|βj ||(eφ(xj), eyi
)|,

где c = max
1≤i≤n

|αi|. Теперь, воспользовавшись тем, что в конечномерном простран-
стве все нормы эквивалентны, получим
m∑
j=1

|βj ||(eφ(xj), eyi)| ≤
m∑
j=1

|βj | ≤ c(y1, y2, . . . , yn)(

m∑
j=1

|βj |2)
1
2 = c(y1, y2, . . . , yn)∥g∥2.

Здесь c(y1, y2, . . . , yn) зависит от
n∑

i=1

cardEyi <∞. Следовательно, в случае, когда

g =
m∑
j=1

βjexj , и все xj ∈
n∪

i=1

Eyi , выполнено неравенство |(Tφg, f)| ≤ M∥g∥2,

где число M не зависит от выбора g из l2(
n∪

i=1

Eyi). Пусть теперь g =
l∑

i=1

γiexi .

Представим эту функцию в виде суммы двух функций g = g1 + g2, где g1 и g2

взаимно ортогональны, и g2 есть сумма всех тех γiexi , у которых xi принадлежит
объединению

∪
Eyi . Тогда (Tφg1, f) = 0. Поэтому

|(Tφg, f)| = |(Tφg2, f)| ≤M∥g∥2 ≤M∥g∥.

Следовательно, функционал

F (g) = (g, T ∗
φf) = (Tφg, f)
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ограничен на всюду плотном множестве P (Z) и его норма не превышает M .
Таким образом, сопряженный оператор T ∗

φ имеет всюду плотную область опре-
деления. Следовательно, оператор Tφ допускает замыкание. �

Теперь, показав, что Tφ допускает замыкание (а T ∗
φ является замкнутым как

сопряженный к оператору с плотной областью определения), приведем ряд до-
статочно очевидных свойств этих операторов. Для любого y ∈ φ(Z) определим
функцию с единичной нормой

gy =
1√
γ(y)

∑
x∈Ey

ex.

Эти функции попарно ортогональны, поскольку из y1 ̸= y2 следует, что

Ey1 ∩ Ey2 = ∅.

Легко проверить, что Tφgy =
√
γ(y)ey.

Лемма 1. Оператор T ∗
φ удовлетворяет следующим равенствам:

1) T ∗
φey =

∑
x∈Ey

ex =
√
γ(y)gy,

2) TφT ∗
φey = γ(y)ey,

3) T ∗
φTφgy = γ(y)gy,

4) T ∗
φTφey =

∑
x∈Eφ(y)

ex =
√
γ(φ(y))gφ(y).

Доказательство. 1) Скалярное произведение
(
T ∗
φey, ex

)
=
(
ey, eφ(x)

)
равно 1,

если φ(x) = y, то есть x ∈ Ey, и равно 0 в противном случае. Этим свойством
обладает и вектор

√
γ(y)gy, который является суммой элементов множества Ey,

так как (ex1 + ex2 + . . .+ exn , ex) = 1, если exi ∈ Ey, и 0 для любого exi /∈ Ey.
Поэтому имеем T ∗

φey =
∑

x∈Ey

ex, если γ(y) ̸= 0. Если же γ(y) = 0, то есть Ey = ∅,

то T ∗
φey = 0.

2), 3), 4) проверяются непосредственной подстановкой. �

Теперь рассмотрим операторы TφT
∗
φ и T ∗

φTφ более подробно. Очевидно, что на
области P (Z) они являются симметричными, поскольку выполняются равенства

(TφT
∗
φf1, f2) = (f1, TφT

∗
φf2) и (T ∗

φTφf1, f2) = (f1, T
∗
φTφf2)

для любых функций f1 и f2 из P (Z).

Теорема 2. Операторы TφT
∗
φ и T ∗

φTφ, заданные на P (Z), являются в суще-
ственном самосопряженными и представляются в виде:

TφT
∗
φ =

∑
k∈σ(TφT∗

φ)

kPk, T ∗
φTφ =

∑
k∈σ(T∗

φTφ)

kQk,
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где Pk и Qk – взаимноортогональные проекторы.

Доказательство. Рассмотрим оператор TφT
∗
φ. Поскольку он является симмет-

ричным оператором, он обладает замкнутым расширением. Пусть A = TφT ∗
φ

– замыкание оператора TφT
∗
φ и D(A) – его область определения, и A∗ – опе-

ратор, сопряженный к A с областью определения D(A∗). Чтобы показать, что
D(A) = D(A∗), т.е. оператор A является самосопряженным, достаточно показать,
что ker(A∗∓ i) = 0 ( [14],283). Пусть существует f ∈ ker(A∗∓ i) и f ̸= 0. Рассмот-
рим ((A∗ ∓ i)f, ex) = (f, (A ± i)ex). Но для любого ex (A ± i)ex = (n ± i)ex, где
n = cardEφ(x) – целое число (лемма 1). Таким образом, (f, (n± i)ex) = (f, ex) = 0

для любого ex из l2(Z), что означает, что f = 0. Таким образом, оператор (A∗∓i)
имеет нулевое ядро. �

Аналогичное утверждение можно доказать и для оператора T ∗
φTφ. Для этого

нужно рассмотреть скалярное произведение ((B∗∓ i)f, gy) = 0, где B∗ – замыка-
ние T ∗

φTφ, а f принадлежит ядру оператора B∗ ∓ i. Таким образом, операторы
TφT

∗
φ и T ∗

φTφ являются в существенном самосопряженными.
Из леммы 1 видно, что точечный спектр операторов TφT ∗

φ и T ∗
φTφ содержится

в Z+. Гильбертово пространство l2(Z) можно представить в виде прямой сум-
мы попарно ортогональных гильбертовых пространств l2(Zk), где l2(Zk) – это
множество всех функций из l2(Z), являющихся собственными векторами для
оператора TφT ∗

φ и имеющих собственное значение k, базис в нем образуют те ey,
для которых γ(y) = k. Таким образом,

l2(Z) =
⊕

k∈σ(TφT∗
φ)

l2(Zk).

В дальнейшем для удобства будем записывать

l2(Z) =
∞⊕
k=0

l2(Zk),

полагая l2(Zk) = {0} если k /∈ σ(TφT
∗
φ).

Аналогично, с помощью T ∗
φTφ пространство l2(Z) разбивается на инвариант-

ные подпространства l2k, состоящие из собственных векторов оператора T ∗
φTφ

с собственным значением k, k ≥ 1. Очевидно, что семейство gy, для которых
γ(y) = k, образует ортонормированный базис в l2k. Определив l20 как ортогональ-
ное дополнение ко всем l2k, можно разбить l2(Z) на прямую сумму подпространств

l2(Z) =
∞⊕
k=0

l2k.

Таким образом, Pk и Qk являются проекторами на l2(Zk) и l2k соответственно.
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В дальнейшем, говоря о неограниченных операторах Tφ, T ∗
φ, TφT ∗

φ, T ∗
φTφ, и т.д.,

будем подразумевать их замыкания и, в силу самосопряженности в существенном
операторов TφT ∗

φ, T ∗
φTφ, не рассматривать детально их области определения.

3. C∗-алгебры, порожденные отображением

В этом параграфе мы определим C∗-алгебры, связанные с заданным отображе-
нием, и укажем их свойства. Сначала рассмотрим структуру оператора Tφ.

Лемма 2. Tφ =
∞∑
k=1

√
kUk, где Uk – операторы частичной изометрии, и U∗

kUl =

0, если k ̸= l.

Доказательство. Определим оператор частичной изометрии U на l2(Z), полагая
на базисных элементах

Uey =

{
0, если γ(y) = 0,
gy, если γ(y) ̸= 0,

и продолжая по линейности на l2(Z). Нетрудно убедиться, что сопряженный к
нему оператор будет действовать следующим образом:{

U∗gy = ey если γ(y) ≥ 1,
U∗f = 0 если f ∈ l20.

Применив оператор UU∗ к векторам gy, которые являются базисными в l2k при

k ̸= 0, увидим, что он является проектором на подпространство
∞⊕
k=1

l2k. Оператор

U∗U является проектором на подпространство
∞⊕
k=1

l2(Zk) (достаточно рассмот-

реть его действие на векторах ex). Полагая U∗U = P и UU∗ = Q, получим

P1 + P2 + . . .+ Pm + . . . = P, Q1 +Q2 + . . .+Qm + . . . = Q.

Тогда Uk = U∗Qk, U∗
kUk = QkUU

∗Qk = Qk, поскольку Qk есть проектор на l2k, а

UU∗ проектор на
∞⊕
k=1

l2k. Соответственно, оператор

UkU
∗
k = (UkU

∗
k )

∗ = U∗QkU = (U∗QkU)2 = Pk,

что следует из леммы 1.

Рассмотрим оператор
∞∑
k=1

√
kUk. Можно показать, что операторы Tφ и

∞∑
k=1

√
kUk

совпадают на P (Z), следовательно, Tφ =
∞∑
k=1

√
kUk. �

Пусть Aφ1 – C∗-алгебра, порожденная оператором частичной изометрии U1;
Aφ2

– C∗-алгебра, порожденная операторами U1, U2; Aφk
– C∗-алгебра, порож-

денная набором операторов {U1, U2, . . . , Uk} соответственно. Под C∗-алгеброй,
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порожденной отображением, будем понимать индуктивный предел алгебр Aφk
,

Aφ = lim
k→∞

Aφk
.

Помимо Aφ можно определить и другие C∗-алгебры, связанные с заданным
отображением. Пусть Pφ – C∗-алгебра, порожденная набором операторов {Uk}∞k=1

и проекторами P и Q, а Uφ – C∗-алгебра, порожденная набором операторов
{Uk}∞k=1 и оператором U .

Если мощность прообраза ограничена в совокупности (т.е. γ(φ) = m <∞), то
все эти алгебры, очевидно, совпадают. В нашем случае Aφ ⊂ Pφ ⊂ Uφ. Стоит
указать на еще одно отличие. Если γ(φ) = m < ∞, то алгебра Aφ является
унитальной (см.ниже). Если же γ(φ) = ∞, то не только Aφ, но и Pφ и Uφ могут
быть, вообще говоря, не унитальными. Однако каждая подалгебра Aφk

алгебры
Aφ обладает единицей. Для доказательства этого утверждения сформулируем
простую лемму.

Лемма 3. Пусть A – такой самосопряженный оператор на конечномерном
пространстве, что для любого элемента x из этого пространства Ax ̸= 0.
Тогда оператор A обратим.

Доказательство. Каждый самосопряженный оператор в некотором базисе при-
водится к диагональному виду. Если A нигде не обращается в 0, то все его соб-
ственные значения отличны от 0. Следовательно, оператор A обратим. �

Теорема 3. Для любого k ∈ N подалгебра Aφk
унитальна.

Доказательство. Гильбертово пространство l2(Z) можно представить в виде
прямой суммы, l2(Z) =

⊕
y∈Z

l2(Ey), причем все l2(Ey) конечномерные подпро-

странства размерности γ(y). Рассмотрим операторы

P1 + P2 + . . .+ Pk = P̃k ∈ Aφk
и Q1 +Q2 + . . .+Qk = Q̃k ∈ Aφk

.

Очевидно, что оператор P̃k + Q̃k является положительным. Мы хотим показать,
что в алгебре Aφk

этот оператор обратим. Элементы алгебры Aφk
нетривиально

действуют на подпространстве ⊕
y∈Z,γ(y)≤k

l2(Ey)

⊕ ⊕
y∈Z,γ(y)>k

l2(Ey

∩
(
⊔

1≤p≤k

Zp))

 .

На каждом подпространстве

l2(Ey

∩
(
⊔

1≤p≤k

Zp)), γ(y) > k

оператор Q̃k равен 0, а оператор P̃k действует как тождественный.
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Рассмотрим действие P̃k + Q̃k на
⊕

y∈Z,γ(y)≤k

l2(Ey). Каждое l2(Ey) является

для него инвариантным. В общем случае любое из этих подпространств можно
представить в виде l2(Ey) = H1y⊕H2y, где H1y – те элементы l2(Ey), на которых
и P̃k и Q̃k равны 0, т.е. элементы, принадлежащие одновременно и l2(Z0) и l20,
а на пространстве H2y оператор P̃k + Q̃k нигде не обращается в 0. Но H1y ⊂
kerTφ ∩ kerT ∗

φ, поэтому пространство H1y можно не рассматривать.
Обозначим сужение оператора P̃k + Q̃k на H2y через Ay. Рассмотрим произ-

вольный элемент ey, γ(y) = l ≤ k, и действие P̃k+ Q̃k на l2(Ey). Пусть на первых
m элементах из Ey оператор P̃k равен 0, т.е. эти элементы либо начальные , ли-

бо принадлежат
∞⊕

i=k+1

l2(Zi), 0 ≤ m ≤ l. Тогда базисными в H2y будут элементы

{f, em+1, em+2, . . . , el}, где f = e1+e2+...+em√
m

, элементы же вида, к примеру, e1−e2,
принадлежат H1y. Запишем действие Ay на базисных элементах (лемма 1, тео-
рема 2):
Ayf =

√
m
l (

√
mf + em+1 + em+2 + . . .+ el);

Ayei = ei +
1
l (
√
mf + em+1 + em+2 + . . .+ el) =

1
l (
√
mf + em+1 + em+2 + . . .+ (l+

1)ei + . . .+ el).
Таким образом, оператор Ay описывается матрицей размерности l −m + 1 ×

l −m + 1, l ≤ k, 0 ≤ m ≤ l, с указанными выше матричными коэффициентами.
Причем, поскольку k – фиксированное число, количество таких матриц, отлич-
ных друг от друга, ограничено. Отсюда следует, что оператор P̃k + Q̃k можно
представить в следующем виде:

P̃k + Q̃k =

d⊕
i=1

(
⊕

y,γ(y)≤k

Ayi),

где операторы Ayi действуют каждый на своем подространстве l2(Ey) и имеют
одинаковое матричное представление. Оператору P̃k + Q̃k сопоставим конечно-

мерный оператор
d⊕

i=1

Ai, где каждый Ai удовлетворят условию леммы 3. Этот

оператор обратим, значит, обратим и оператор P̃k + Q̃k в алгебре Aφk
. �

Обозначим через Ik единицу алгебры Aφk
. В общем случае последовательность

{Ik}∞k=1 является аппроксимативной единицей алгебры Aφ.

Теорема 4. Следующие условия эквивалентны:
1) Aφ – унитальная алгебра;
2) существует такой номер n, что для любого y ∈ Z сужение оператора P̃n +

Q̃n на l2(Ey) обратим.
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Доказательство. 1) ⇒ 2) Из унитальности Aφ следует, что последовательность
{Ik}∞k=1 сходится к единице I. Это значит, что существует такой номер n, что еди-
ница алгебры Aφn совпадает с I (поскольку {Ik}∞k=1 – возрастающая последова-
тельность проекторов, и если она сходится, то имеет вид {I1, I2, . . . , In−1, I, I, . . .}).
Следовательно, сужение оператора P̃n + Q̃n обратим на каждом l2(Ey), y ∈ Z.

2) ⇒ 1) Если существует такой номер n, что сужение P̃n + Q̃n обратим на
каждом l2(Ey), значит, он обратим на l2(Z) \ kerTφ ∩ kerT ∗

φ. (Согласно теореме
3, оператор P̃n + Q̃n обратим на

⊕
y,γ(y)≤n

(l2(Ey)). Но на каждом l2(Ey), γ(y) > n,

оператор Q̃n будет равен 0. Значит, чтобы P̃n + Q̃n был обратим, P̃n должен
действовать как тождественный оператор на каждом элементе из l2(Ey).) Таким
образом, Aφ – унитальная алгебра. �

Следствие 1. Пусть φ – такое отображение, что, начиная с некоторого n, для
любого y, с γ(y) > n,

l2(Ey) ⊂
n⊕

k=1

l2(Zk).

Тогда алгебра Aφ унитальна.

Теперь перейдем к алгебре Pφ. Если для отображения φ нет начальных эле-
ментов, то Pφ унитальна, поскольку содержит P = I. Поэтому считаем, что
множество Z0 ̸= ∅. Опять рассмотрим оператор P + Q. Это самосопряженный
оператор и каждое l2(Ey) является для него инвариантным подпространством.
Возьмем произвольное множество Ey, γ(y) = n. Возможны два крайних случая:
либо все элементы Ey являются начальными; либо оно не содержит ни одного
начального элемента. В первом случае имеем (P +Q)gy = gy, все остальные эле-
менты принадлежат l20∩l2(Z0) (см. теорему 3). Во втором случае (P+Q)gy = 2gy.

Пусть теперь первые k элементов Ey – начальные. Тогда сужение опера-
тора P + Q на подпространство, натянутое на вектора {f, ek+1, ek+2, . . . , en},
f = e1+e2+...+ek√

k
, описывается матрицей размерности n − k + 1 × n − k + 1 (см.

теорему 3). Перейдем к новому ортонормированному базису {f1, f2, . . . , fn−k+1},
где

f1 =
ek+1 − ek+2√

2
;

f2 =
ek+1 + ek+2 − ek+3√

6
;

fn−k−1 =
ek+1 + ek+2 + . . .+ en−1 − (n− k − 1)en√

n− k − 1 + (n− k − 1)2
;

fn−k =
ek+1 + ek+2 + . . .+ en − (n−k)

k

√
kf√

n− k + (n−k)2

k

;
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fn−k+1 =
ek+1 + ek+2 + . . .+ en +

√
kf√

n
.

Нетрудно проверить, что в этом базисе матрица оператора P +Q имеет вид:

P +Q ≃



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 0

0 . . . 0 0 k
n

√
k(n−k)

n

0 . . . 0 0

√
k(n−k)

n 2− k
n


.

Теперь можно сформулировать критерий унитальности Pφ.

Теорема 5. Если φ – сюрьекция, то алгебра Pφ унитальна. Если φ не является
сюрьекцией, то для того, чтобы алгебра Pφ была унитальна, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялось условие

sup
y,l2(Ey)∩l2(Z0 )̸=∅

lim
n→∞

√
1− k(y)

n(y)
< 1.

Доказательство. Первое утверждение очевидно, поэтому докажем второе. Ис-
пользуя матричное представление оператора P + Q в базисе {f1, . . . , fn−k+1},
легко получить его собственные значения , это 1 и 1 ±

√
1− k

n . Обобщая рас-
суждения, приведенные выше, можно утверждать, что спектр оператора P +Q

– это множество чисел {1, 2, 1±
√
1− k

n}n,k∈N. Допустим, что выполнено условие
теоремы 4. Тогда спектр оператора P + Q ограничен снизу, следовательно, он
обратим. Пусть теперь

sup
y,l2(Ey)∩l2(Z0 )̸=∅

lim
n→∞

√
1− k(y)

n(Y )
= 1.

Для простоты рассуждений допустим, что для любого n найдется такой eyn ,
γ(y) = n, что множество Eyn содержит ровно один начальный элемент. Для
удобства обозначим его e1(n). Предположим, что Pφ унитальна. Множество C∗-
алгебр Pφk

= ⟨Aφk
P,Aφk

Q,Aφk
⟩ + ⟨P,Q⟩ плотно в Pφ. Значит, единицу можно

приблизить полиномами из Pφk
, т.е. для любого ϵ > 0 должно найтись k ∈ N и

полином Ak ∈ Pφk
, что ∥I −Ak∥ < ϵ. Полином Ak может состоять из слагаемых

вида A1A
′, A2P , A3Q, где Ai – конечное произведение операторов из Pφk

, а
A′ – элемент алгебры Aφk

. Выберем элемент e1(n), причем возьмем n ≫ k, и
рассмотрим на нем действие каждого слагаемого по отдельности.

Любой элемент A′ из Aφk
можно представить в виде A′Ik, где Ik – единица

алгебры Aφk
. Но в алгебре Aφ Ik – проектор (условие теоремы 4 не выполняется),

и Ike1(n) = 0. Значит, A1A
′e1(n) = 0. Очевидно, что и A2Pe1(n) = 0, так как e1(n)
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– начальный элемент. Осталось рассмотреть слагаемые вида A3Q. Допустим,
A3Qe1(n) ̸= 0. Имеем

Qe1(n) =
1

n
(e1(n) + e2 + . . .+ en) =

1√
n
gyn , и ∥Qe1(n)∥ =

1√
n
.

Но A3 – конечное произведение ограниченных операторов, поэтому при n → ∞
∥A3Qe1(n)∥ → 0. Таким образом, с одной стороны имеем Ake1(n) = f , причем
∥f∥ → 0 при n → ∞. С другой стороны, Ie1(n) = e1(n), ∥e1(n)∥ = 1. Пришли к
противоречию. Значит, алгебра Pφ не может содержать единицу. Теорема дока-
зана. �

Теорема 6. Пусть для любого k ∈ N проектор Pk конечного ранга. Тогда:
1) алгебра Aφ является AF -алгеброй;
2) алгебра Aφ – идеал для алгебры Pφ;
3) алгебра Aφ – идеал для алгебры Uφ.

Доказательство. Поскольку Pk – проектор на подпространство l2(Zk), то оно
является конечномерным. Значит, и оператор Uk тоже конечного ранга, так как
имеет конечномерный образ, Uk(l

2(Z)) = l2(Zk). Соответственно, и U∗
k тоже ко-

нечного ранга. Каждая Aφk
есть конечномерная алгебра, таким образом алгебра

Aφ есть AF -алгебра, как замыкание объединения вложенных друг в друга ко-
нечномерных алгебр.

Для доказательства утверждений 2) и 3) достаточно рассмотреть элементы
UkP , PUk, UkU , UUk. Равенство PUk = Uk выполняется в силу определения
проектора P , а UkP ∈ Aφn ⊂ Aφ как оператор конечного ранга, n ≥ k. Отсюда
же и операторы UkU и UUk принадлежат Aφ. �

Следствие 2. Если выполнено условие теоремы 5 и отображение φ сюрьектив-
но, то:
1) алгебра Pφ/Aφ двумерна;
2) алгебра Uφ/Aφ изоморфна алгебре Тёплица.

Доказательство. Если φ – сюрьекция, то для него на Z нет начальных элемен-
тов. Тогда в этом случае P = I, и алгебра Pφ/Aφ порождается двумя взаимно
ортогональными проекторами Q и I − Q. Оператор U в этом случае является
изометрией, поскольку удовлетворяет соотношениям: U∗U = I; UU∗ = Q. Следо-
вательно, по теореме Кобурна, алгебра Uφ/Aφ изоморфна алгебре Тёплица. �

Abstract. The paper investigates the properties of an operator Tφ on Hilbert space
l2(Z) induced by the mapping φ of set Z into itself. It is shown if the mapping φ

is such that every preimage has finite, but not equipotentially bounded cardinality,
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then the operator Tφ allows a closure and can be represented as a countable sum of
partial isometries. The C∗-algebras Aφ, Pφ and Uφ associated with given mapping
and generated by the mentioned partial isometries are considered. Some properties
of these algebras and some relations between them are given.
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1. Introduction

The Euclidean plane is represented by R2 and addressed simply as the �plane�. Let

W be a non-empty, bounded, convex, polygonal, open subset of R2, called window.

Loosely speaking, our random tessellations in W will be constructed in a way of the

following kind:

By help of a sequence of independent, identically distributed random lines γ1, γ2, . . .

in the plane that intersect W, a sequence of random tessellations T0, T1, T2, . . . in W

will be generated. It is supposed that γ1, γ2, γ3 cannot meet in one point a. s. The

number ζk of cells in Tk will be less or equal to k + 1.

The initial tessellation T0 has only the single cellW , it is called the empty tessellation.

Hence, ζ0 = 1.

The tessellation T1 consists of two cells, namely of the two parts into which W

is divided by the line γ1. The intersection γ1 ∩W of the line γ1 with the window is

called an I-segment. We have ζ1 = 2.

The line γ2 chooses randomly with probability 1/2 one of the two cells of T1, say

C. If the intersection of γ2 with C is empty, the line γ2 will be discarded. Otherwise,

C is divided into two cells. The una�ected cells of T1 together with the possibly new

cells form the tessellation T2. If the line γ2 is not rejected, the intersection of that

line with C is said to be an I-segment. Note ζ2 ≤ 3.
63
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In the n-th step, the line γn intersects some cells of Tn−1, sayD1, . . . , Dm. It is clear

that 1 ≤ m ≤ n a. s. Independently of the past, now some random decisions will be

made. With probability 1−m/n, the line γn leaves the tessellation Tn−1 unchanged;

we would say that γn is rejected. With the complementary probabilitym/n, a member

of the set of cells {D1, . . . , Dm} is selected for further treatment, where each of them

has equal chance of being chosen. If the cell Dk is selected, it is divided by γn into

two parts which are considered as cells of Tn as well as the una�ected cells of Tn−1.

The intersection γn ∩ Dk is called an I-segment of Tn,Tn+1, . . .. The number ζn of

cells of Tn ful�lls ζn = ζn−1 with probability (n − m)/n, and ζn = ζn−1 + 1 with

probability m/n.

The sequence (ζk)k=0,1,... is non-decreasing with ζk ≤ k + 1.

A more formalized description of the construction is presented in section 2.

A large variety of similar models for creating random tessellations by cell division

is treated by Cowan in [3]. Our selection of cells is �perimeter-weighted� in the sense

of Cowan, where �perimeter� means a pseudo-perimeter according to Ambartzumian

[1, 2], cf. subsection 3.2 and [9].

Note that in our terminology cells and edges are non-empty open sets. The union

of all cells and their boundaries is equal to the closure of W.

The random tessellations Tk are addressed as �random line-generated tessellations�;

k = 0, 1, . . ..

Some mean values for the random line-generated tessellations Tk are calculated in

Section 3.

The sequence T0,T1, . . . may be considered as a Markov chain with discrete time and

the set of tessellations inW as state space. Note that then the transition probabilities

are not time-homogeneous. The Markov chain T0,T1, . . . can be interpreted as a

process of cell division. In contrast to the Markovian process of cell division treated

in [7, 8], it lives on a discrete time axis, and in this way, many technical di�culties

can be avoided. Cowan also prefers a discrete time axis for the Markovian processes

in [3] producing random cells and random tessellations.

Not only the random states Tn of the chain at �xed time instants n can be

investigated, but also the states Tν at a random time instant ν.

We are only interested in the special case that the random non-negative integer ν is

independent of the sequence T1,T2, . . . and has a geometric distribution. Such random

tessellations Tν could be called mixed random line-generated tessellations; we simply

speak of �mixed line-generated tessellations�. For a strong de�nition and treatment,

see Section 4.
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If the distribution of the random lines γ1, γ2, . . . can be obtained by the restriction

of a shift-invariant line measure to the set of lines intersecting W , then we get an

interesting subclass of mixed line-generated tessellations. We speak of the homogeneous

case. The mean values evaluated in Section 5 coincide in the homogeneous case with

that for corresponding random STIT tessellations inW of Nagel and Weiss [4, 5, 6].

Relying on unpublished results, the author expects that in the homogeneous case,

the mixed line-generated tessellation Tν has the same distribution as a corresponding

random STIT tessellation in W . A related conjecture is formulated in Section 5.

One of the main achievements of Nagel and Weiss [5], the construction of a

spatially homogeneous random tessellation in the whole plane, is beyond the scope of

this paper. But for many characteristics of such unbounded random STIT tessellations,

there exist unbiased estimators depending on bounded regions only. Hence, if conjecture

3 of Section 5 is true, on principle, all those characteristics can be calculated by the

methods presented in the following. These procedures are not very elegant, but are

almost elementary.

2. A sequence of random tessellations

As in the introduction, let W be a non-empty, bounded, convex, polygonal open

subset of the plane, called window.

Denote by N the set of positive integers, by N0 the set of non-negative integers, by

G the set of all lines in the plane, by G the common σ−algebra over G [10, 9], by Gx

the set of lines containing x ∈ R2, and given any subset B ⊂ R², by GB the set of all

lines having points in B,

GB = {g ∈ G : g ∩B ̸= ∅} .

The σ−algebra G ∩ GB over GB is denoted by GB .

Let Q be a probability measure on the measurable space [G,G] with Q(GW ) = 1, i.e.

Q(G \ GW ) = 0. Furthermore, it is assumed that Q(Gx) = 0 for all x ∈ R2. Such

measures are said to be bundleless ; they are in particular atomless.

Furthermore, let

(αn)n∈N, (γn)n∈N

be a system of random variables with the property of maximal independence, de�ned

on a probability space [Ω,F,P], where αn is a random non-negative integer uniformly

distributed in the �nite set {0, . . . , n− 1} and γn is a random line distributed according

to Q; n ∈ N.
If γ is a line not containing the origin O, denote by γ the open halfplane bounded

by γ and containing O and by γ the other open halfplane bounded by γ. It doesn't
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matter how the halfplanes are denoted when the line γ goes through O, because our

line measure Q is assumed to be bundleless.

We de�ne recursively a sequence of (n+ 1)- tuples

(C00), (C10, C11), . . . (Cn0, . . . Cnn), . . .

of so-called quasi-cells by

C00 =W, C10 = γ
1
∩W, C11 = γ1 ∩W

and for n = 2, 3, . . . :

Cnj =


Cn−1,j if j ∈ {0, . . . , n− 1} ; j ̸= αn,

Cn−1,αn ∩ γ
n

if j = αn,

Cn−1,αn ∩ γn if j = n.

Many of the quasi-cells are empty. The lines by which they are produced do not

contribute in a visible way to the system of boundary lines of the random tessellation.

In the language of simulation theory, one would say that these lines are rejected. The

non-empty quasi-cells are called cells.

The cells belonging to the (n+1)−tuple (Cn0, Cn1, . . . , Cnn) form the tessellation Tn

of the plane we are interested in; n ∈ N0.

By a cell C in W we mean a non-empty convex polygonal open subset of W , and

by a tessellation T in W a �nite set of non-overlapping cells in W with the property

that the union of the closures of these cells is equal to the closure of W.

Remark 1. By a suitable de�nition of the state space, the random sequence

(C00), (C10, C11), (C20, C21, C22), (C30, C31, C32, C33), · · ·

can be interpreted as a Markov chain on the discrete time-axis N0 with time-homogeneous

transition probabilities.

A sequence J1, J2, J3, . . . of so-called quasi-segments is given by J1 = γ1 ∩W , and

in general

Jn = γn ∩ Cn−1,αn ; n ∈ N.

Many of the quasi-segments are empty. If Jn is non-empty, it is called an I-segment

of Tn,Tn+1, . . .. The non-empty members of {J1, . . . , Jn} are the I-segments of Tn;

n ∈ N.

Remark 2. Analogous random tessellations on the sphere can be generated by random

great circles.
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3. Some mean values

3.1. Mean total edge length . Let Ek be the mean total length of all edges in the

random tessellation Tk; k = 0, 1, . . .. Then it is equal to the mean total length of all

I-segments in Tk.

Obviously, E0 = 0 and

E1 =

∫
Q(dg)|g ∩W |,

where |g ∩W | denotes the length of the segment g ∩W .

Relying on the construction of Tk described in Section 2, we obtain

E2 =

∫
Q(dg1)

(
|g1 ∩W |+ 1

2

∫
Q(dg2)

(
|g2 ∩ g1 ∩W |+ |g2 ∩ g1 ∩W |

))
or

E2 =

(
1 +

1

2

)
E1.

Analogously,

En =

(
1 +

1

2
+ . . .

1

n

)
E1; n ∈ N.

The generating function GE : [0, 1) → [0,∞) for the sequence E0, E1, . . . is de�ned

by

GE(z) =
∞∑
k=0

zkEk.

We obtain

GE(z) = E1

∞∑
k=1

zk
k∑

m=1

1

m
= E1

∞∑
m=1

1

m

∞∑
k=m

zk =
E1

1− z

∞∑
m=1

zm

m
.

Finally,

(3.1) GE(z) = −E1
ln(1− z)

1− z
.

Remark 3. Analogously, the entire intensity measure of total edge length can be

evaluated for Tk. The total mass of this �nite measure is then the mean total edge

length Ek; k ∈ N0, cf. proposition 1.

3.2. Mean total Ambartzumian length of edges . The results in this subsection

are not only interesting for its own; they are also helpful for calculating the mean

values in subsection 3.3.

Let R be a locally �nite bundleless measure on [G,G]. The R−pseudo-length |s|R
in the sense of Ambartzumian [1, 2] of a segment s in the plane is de�ned by

|s|R =
1

2
R(Gs).
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Although for certain R, a non-empty segment can have the R−pseudo-length 0, we

simply speak of �R-length� for short.

It is important for us that the R-length as a function on the set of segments is

additive on lines.

If R is shift- and rotation-invariant, the R−length is proportional to the Euclidean

length, and the results in this subsection reduce to that in subsection 3.1.

In the case R = Q, we speak of the intrinsic length belonging to the random

tessellations Tk; k ∈ N0.

Denote the mean total R-length of edges of Tk by Ak(R).

Analogously to subsection 3.1, we obtain

A0(R) = 0,

A1(R) =

∫
Q(dg)|g ∩W |R

=
1

2

∫
Q(dg)R(Gg∩W ),

. . . = . . . ,

An(R) =

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n

)
A1(R); n ∈ N

The result for n = 1 can be written in the form

A1(R) =
1

2

∫
Q(dg)

∫
R(dh)M(g, h),

where M(g, h) = 1 if g, h∈ G meet in W and M(g, h) = 0 otherwise.

Analogously to formula (3.1), the generating function GR : [0, 1) → [0,∞) for the

sequence A0(R), A1(R), A2(R), . . . is given by

(3.2) GR(z) = −A1(R)
ln(1− z)

1− z
.

3.3. Mean number of nodes . Denote by Nk the mean number of nodes of Tk in

W ; k ∈ N0. It is easily seen that

N0 = 0, N1 = 0, N2 = 2A1(Q),

where A1(Q) is the mean intrinsic length, i.e. the mean Q−length, of the single I-

segment in T1. Generally, we �nd

Nn+1 = Nn +
4

n+ 1
An; n ∈ N,

where An = An(Q) is the mean total intrinsic length of all edges in Tn, which was

evaluated in subsection 3.2. This recursion formula leads to

(3.3) Nn+1 = 4
n∑

m=1

Am

m+ 1
; n ∈ N.
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The generating function GN : [0, 1) → [0,∞) for the sequence (Nk)k=0,1,... is de�ned

by

GN (z) =
∞∑
k=0

zkNk =
∞∑
k=2

zkNk.

Formula (3.3) implies

GN (z) =
∞∑

n=1

Nn+1z
n+1 = 4

∞∑
n=1

zn+1
n∑

m=1

Am

m+ 1
=

= 4

∞∑
m=1

Am

m+ 1

∞∑
n=m

zn+1 =
4

1− z

∞∑
m=1

Am

m+ 1
zm+1

or

(1− z)GN (z) = 4
∞∑

m=1

Am

m+ 1
zm+1.

Di�erentiation leads to

d

dz

(
(1− z)GN (z)

)
= 4

∞∑
m=1

Amz
m.

The power series on the right hand side is equal to GQ(z) provided by formula (3.2),

hence

(1− z)GN (z) = −4A1(Q)

z∫
0

du
ln(1− u)

1− u

and �nally

(3.4) GN (z) =
2

1− z
A1(Q) ln2(1− z); 0 ≤ z < 1,

where

A1(Q) =
1

2
(Q×Q)

{
(g, h) ∈ G2 : g ∩ h ∩W ̸= ∅

}
The numbers Nk itself can be derived from (3.4) by representing the analytical

function in z on the right-hand side as a power series.

Remark 4. Even the entire intensity measure for nodes can be evaluated by similar

methods. The total mass of such an intensity measure is then equal to the corresponding

mean value calculated above, cf. proposition 2.

3.4. A restricted capacity functional. Let K be a compact convex subset of

W and Sk the probability that K is contained in exactly one cell of the random

tessellation Tk, i. e. that no I-segment of Tk intersects K; k ∈ N0. Obviously,

S0 = 1, S1 = Q(G \ GK)
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and

S2 =

∫
G\GK

Q(dg1)

(
1

2
+

1

2

∫
G\GK

Q(dg2)

)
= S1

(
1

2
+

1

2
S1

)
.

Analogously,

Sn = Sn−1

(
n− 1

n
+

1

n
S1

)
or

Sn =

(
S1 + n− 1

n

)
Sn−1; n ∈ N.

Finally,

Sn =

(
S1 + n− 1

n

)(
S1 + n− 2

n− 1

)
. . .

(
S1 + 1

2

)
S1; n ∈ N

or

Sk = (−1)k
(
−S1

k

)
; k = 0, 1, . . . .

Let GS : [0, 1) → [0, 1] be the generating function for the sequence S0, S1, . . . , i.e.

GS(z) =
∞∑
k=0

zkSk.

We obtain

GS(z) =
∞∑
k=0

zk(−1)k
(
−S1

k

)
.

The right hand side is the well-known binomial series, and hence

(3.5) GS(z) = (1− z)−S1 ; 0 < z < 1.

4. Mixed line-generated tessellations

4.1. De�nition. Let ν be a random non-negative integer independent of the sequences

(αn)n∈N, (γn)n∈N

and geometrically distributed with parameter 0 < p < 1 :

P(ν = k) = p(1− p)k; k ∈ N0.

It is convenient for our purposes to introduce the new parameter t = − ln p for the

geometric distribution, i.e.

P(ν = k) = e−t(1− e−t)k; k ∈ N0.

We are interested in the random tessellation Tν . Let Tt be a random tessellation

distributed as Tν , where ν has a geometric distribution with the new parameter t;

0 < t <∞.

Formally, the random tessellations Tk are mappings from the probability space

[Ω,F,P] into the space of tessellations; k ∈ N0. These mappings induce a σ−algebra
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over the space of tessellations. The distributions Pk (laws) of the Tk are probability

measures on that σ−algebra. The law P t of Tt is given by

P t =
∞∑
k=0

e−t(1− e−t)kPk.

The random tessellation Tt is addressed as a mixed line generated tessellation with

characteristics Q, t.

In addition to theorem 1 in Subsection 4.2.4 and corollary 6 in Section 5, the

following observation may be regarded as a motivation for investigating such mixtures.

Conjecture 1. Let T be a mixed line-generated tessellation in W with characteristics

Q, t and Ŵ a window in the sense of section 2 with Ŵ ⊂ W and Q(G
Ŵ
) > 0. Then

the cutout of T in Ŵ can be interpreted as a mixed line-generated tessellation in Ŵ

with characteristics

Q̂ =
1

Q(G
Ŵ
)
Q(� ∩ G

Ŵ
), t̂ = tQ(G

Ŵ
).

4.2. Mean values .

4.2.1. General formula. If Mk is one of the mean values for Tk treated in section 3,

the corresponding mean value of Tt is denoted by M t, and we get

M t =

∞∑
k=0

e−t(1− e−t)kMk

or

(4.1) M t = e−tGM (1− e−t),

where GM : (0, 1) → [0,∞) means the generating function for the sequence (Mk)k∈N0 :

GM (z) =
∞∑
k=0

zkMk.

Now, the characteristics can be easily deduced from that in Section 3.

4.2.2. Edge length intensity measure. According to formula (4.1), the mean total edge

length Et of Tt is equal to e−tGE(1− e−t). Combining this with (3.1), we �nd

Et = t

∫
Q(dg)|g ∩W |.

Obviously, in an analogous manner the entire edge length intensity measure can be

deduced.

For easy formulation, the intensity measures are described as measures on R2

having zero mass at R2 \ W. A measure on R2 in our sense is a measure on the

measurable space [R2,R2], where R2 denotes the Borel σ−algebra over R2. In this
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manner, we often do not mention the σ−algebra involved if there is no danger of

confusion.

Proposition 1. The edge length intensity measure of Tt is given by

t

∫
Q(dg)µ(g; � ∩W ),

where µ(g; �) is a special measure on R2, namely the 1-dimensional Hausdor�-measure

concentrated at g.

Note that the total mass of this intensity measure is equal to Et.

Corollary 1. The edge length intensity measure of Tt is equal to βt(�∩W ), where βt

denotes the edge length intensity measure of a Poisson line �eld in R2with intensity

measure tQ (on G).

A Poisson line �eld in R2 is a Poisson hyperplane process (mosaic) in the case of

dimension d = 2 in the sense of Schneider and Weil [10].

4.2.3. Node intensity measure. According to formula (4.1), the mean number of nodes

N t of Tt is equal to e−tGN (1− e−t). Combining this with (3.4), we �nd

N t = t2c(Q),

where

(4.2) c(Q) = (Q×Q)
{
(g, h) ∈ G2 : g ∩ h ∩W ̸= ∅

}
.

Analogously, the complete node intensity measure can be calculated.

Proposition 2. The node intensity measure of Tt is given by

t2
∫
Q(dg)

∫
Q(dh)δ(g, h; �),

where δ(g, h; �) denotes the Dirac measure on R2concentrated at the intersection point

g ∩ h of the lines g, h, if this intersection point exists and is contained in W , and

δ(g, h; �) is equal to the zero-measure otherwise.

Note that the total mass of this node intensity measure is equal to N t.

Corollary 2. The node intensity measure of Tt is equal to 2νt(�∩W ), where νt denotes

the node intensity measure of a Poisson line �eld in R2 with intensity measure tQ

(on G).
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4.2.4. Restricted capacity functional. As a consequence of formulas (3.5), (4.1) we

have

(4.3) St(K) = exp (−tQ(GK)) ,

where K ⊂W is convex and compact.

Proposition 3. The restricted capacity functional for Tt is equal to that for the

cutout in W of a Poisson line tessellation with intensity measure tQ (on G).

A remarkable consequence should be pointed out.

Theorem 1. The cell of Tt containing a �xed point x ∈W has the same distribution

as the intersection with W of the cell containing x of a Poisson line tessellation with

intensity measure tQ (on G).

4.3. Remark on iterations. The following considerations are devoted to specialists

already familiar with the notions of iteration (nesting) of random tessellations and

stability under iteration [5], [7] .

The leading normalized line measure Q is �xed in this subsection.

Given the mixed line-generated tessellations Tt with law P t and Ts with law P s, let

Y1, Y2, . . . be a sequence of i. i. d. copies of Ts, independent of Tt. If {Z1, . . . , Zκ} is

the set of cells of Tt and Yn the set of cells of Yn (n = 1, 2, . . .), then the set of cells
κ∪

n=1

(Yn ∩ Zn)

forms a new tessellation, the law of which is denoted by P t � P s.

Conjecture 2. The class of all mixed line-generated tessellations (related to Q) as

a whole is stable under iteration in the following sense: Every operation of iteration

maps the mentioned class into itself, i. e. an iterated mixed line-generated tessellation

is again a mixed line-generated tessellation. If the mixed line-generated tessellation

Tt is iterated according to the law P s of Ts, then the law P t � P s of the outcome

ful�ls

P t � P s = P t+s.

5. Homogeneous case

Let Λ be a shift-invariant, locally �nite measure on the space of lines [G,G] with

Λ(GW ) = 1, not concentrated on a set of parallel lines.

Denote by Tt the mixed line-generated tessellation in W in the sense of Section 4,

now related to the line measure Q = Λ(. ∩ GW ).

As a consequence of proposition 1, we obtain the following result.
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Proposition 4. The edge length intensity measure of Tt is equal to

t

2
Λ(GB)µ2(� ∩W ),

where B is the unit disk, and µ2 denotes the Lebesgue measure on R2.

Let Ht be a random STIT tessellation [5] in the whole plane related to the line

measure tΛ.

Corollary 3. According to [6] and proposition 4, the cutout in W of the random

STIT tessellation Ht has the same edge length intensity measure as Tt.

Now, proposition 2 is applied to the homogeneous case.

Proposition 5. The node intensity measure of Tt is equal to

t2

4

∫
GB

Λ(dg)

∫
GB

Λ(dh) | sin](g, h)|µ2(� ∩W ).

Corollary 4. According to [6] and proposition 5, the cutout in W of the random

STIT tessellation Ht has the same node intensity measure as Tt.
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Proposition 6. The restricted capacity functional of Tt in formula (4.3) can be

written in the form

St(K) = exp(−tΛ(GK)); K ⊂W compact, convex.

Corollary 5. According to [6] and proposition 6, the cutout in W of the random

STIT tessellation Ht has the same restricted capacity functional as Tt.

Note also the following consequence.

Corollary 6. The cell of Tt containing the point x ∈ W as well as the intersection

with W of the cell in Ht containing x are distributed as the intersection with W of

the Crofton cell related to Λ, x.

If conjecture 2 could be veri�ed, also the following conjecture is true.

Conjecture 3. The random tessellations Ht restricted to W and Tt are identically

distributed.

The following two additional ways are proposed for proving the conjecture:

(1) Comparing the algorithms for producing the tessellations.

(2) Evaluating the capacity functional.

In the case of random STIT tessellations, the capacity functional is already known as

a recursion formula [5]; the stability under iteration even was the starting point for

all investigations.

The above Figure is related to the homogeneous case. It shows a simulation of an

anisotropic random STIT tessellation according to an algorithm of Nagel and Weiss

[4, 5, 10] and was provided by Joachim Ohser, Hochschule Darmstadt.

Note added after submission

The present paper was submitted on December 31, 2009. On February 16, 2010, the

author received the profound and very important preprint of Tomasz Schreiber and

Christoph Thaele: �Typical Geometry, Second-Order Properties and Central Limit

Theory for Iteration Stable Tessellations� from Werner Nagel.

In the article of Schreiber and Thaele, the process of cell division living on the

continuous time axis that was introduced in [7, 8] and the related STIT tessellations

are treated with the e�cient and very powerful methods of martingale theory.

Because also inhomogeneous counterparts are considered, probably the conjectures

above can be easily veri�ed by the methods of Schreiber and Thaele.

In the present paper, the focus is on a tessellation-valued Markov chain living on a

discrete time axis and producing STIT tessellations and inhomogeneous counterparts.

Furthermore, the aim of the present paper is to provide an easy access to the theory.
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Notes added in proof

1. Remark 2 in the present paper is in�uenced by an idea of Matthias Reitzner.

2. The argument in the exponential function in formula (4.3) may be addressed as

the Ambartzumian perimeter related to the line measure tQ of the compact convex

set K.
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