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1. Введение и предварительные сведения

Пусть {zk}∞k=0 (|zk| < 1, k = 0, 1, ...) - произвольная последовательность ком-

плексных чисел. Рассмотрим систему Такенака-Мальмквиста рациональных функ-

ций {rk(z)}∞k=0 ассоциированную с последовательностью чисел {zk}∞k=0:

(1.1) r0(z) =

(
1− |z0|2

)1/2
1− z0 z

, rn(z) =

(
1− |z0|2

)1/2
1− z0 z

n−1∏
k=0

zk − z

1− zk z
εk,

где

εk =

{
|zk|
zk
, если zk ̸= 0

−1, если zk = 0, n, k = 0, 1, ...

Известно, что система (1.1) ортонормальна на единичной окружности T = {ξ :

|ξ| = 1} относительно меры (2π)−1 dθ, т.е.

1

2π

∫
T

rn(ξ) rm(ξ) |dξ| = δnm =

{
1, если n = m

0, если n ̸= m,
, n,m = 0, 1, ....

Пусть µ(θ) – произвольная ограниченная неубывающая функция на отрезке

[0, 2π] с бесконечным множеством точек роста. Ортогонализируя упорядоченную

последовательность (1.1) на T относительно меры (2π)−1 dµ(θ), получим после-

довательность рaциональных функций {φk(z)}∞k=0, удовлетворяющих условиям,

определяющим функции этой последовательности единственным образом:

φn(z) = αn rn(z) + ..., φ∗
n(0) > 0, n = 0, 1, ...

1

2π

∫
T

φn(ξ)φm(ξ) dµ(ξ) = δnm, n,m = 0, 1, ....

3



4 А. В. АБРАМЯН

где

φ∗
n(z) =

Bn(z)

z
rn

(
1

z

)
, Bn(z) =

n∏
k=0

zk − z

1− zk z
· εk.

Рациональные функции {φk(z)}∞k=0 были введены М. М. Джрбашяном [1], где и

были получены аналоги некоторых хорошо известных соотношений теории ор-

тогональных на единичной окружности многочленов. Рациональным функциям

{φk(z)}∞k=0 посвящены также работы [2]—[5]. Отметим, что в частном случае,

когда zk = 0, k = 0, 1, ..., система Такенака-Мальмквиста {rk(z)}∞k=0 переходит в

систему {zk}∞k=0, а система рациональных функций {φk(z)}∞k=0 переходит в си-

стему ортогональных на единичной окружности (относительно меры (2π)−1 dµ)

многочленов Г. Сеге, т. е. при zk = 0, k = 0, 1, ... имеем

φn(z) = αn z
n + ..., αn > 0, n = 0, 1, ...

1

2π

∫
T

φn(ξ)φm(ξ) dµ(θ) = δnm, n,m = 0, 1, ..., ξ = ei θ.

Известно, что так называемые асимптотические формулы для ортогональных

многочленов полезны при исследовании многих задач связанных с теорией орто-

гональных многочленов (например, проблемы теории вероятностных процессов,

см. [6]), т.е. полезно иметь характеристику поведения ортогональных многочле-

нов при безграничном возрастании их номеров. Поэтому нижеследующая теоре-

ма из теории ортогональных многочленов, имеет важное значение.

Теорема 1. Если сходится ряд
∞∑
k=0

|Φk(0)|2, где Φ0(0) = 1, Φk(0) = φk(0)
αk

, то

ряд
∞∑
k=0

|φk(z)|2 и последовательность φ∗
k(z) = zk φk

(
1
z

)
, k = 0, 1, ... сходятся

равномерно в каждом круге |z| ≤ r < 1.

Для случая, когда функция µ(θ), (0 ≤ θ ≤ 2π) абсолютно непрерывна, первона-

чально теорема доказана Г. Сеге [7] (для общего случая см. Я. Л. Геронимус [8],

[9], а также [10]).

Настоящая работа посвящена доказательству аналогичной теоремы (см. §2,

теорема 3) для ортогональных на единичной окружности рациональных функ-

ций {φk(z)}∞k=0. В работе потребуются некоторые соотношения, которые для

удобства приведены ниже.

Справедливы соотношения (см. [2], [3], [5])

(1.2) Sn(ξ, z) =
1− zn ξ

1− |zn|2
1− zn z

1− ξ z
{φ∗

n(ξ)φ
∗
n(z)− Un(ξ)Un(z)φn(ξ)φn(z)},
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где

Sn(ξ, z) =
n∑

k=0

φk(ξ)φk(z), Un(z) =
zn − z

1− zn z
, ξ, z ∈ C,

C –поле комплексных чисел.

(1.3) φ∗
n(z) ̸= 0, |z| ≤ 1.

(1.4) |τn|2 = |τ0|2
n−1∏
k=0

1− |zk+1|2

1− |zk|2
1− |zk ωk|2

1− |ωk+1|2

где τk и ωk определяются из следующих соотношений:

φn(z) =
τnωn(z)

πn(z)
, πn(z) =

n∏
k=0

(1− zkz), ωn(z) = zn + . . . , ω0 = 1, ωk = ωk(0).

2. Асимптотическая формула для φn(z) при |z| > 1

Для удобства обозначим

(2.1) hn = |τ0|−2
n∏

k=1

1− |ωk|2

1− |zk ωk|2
, n = 1, 2, . . . , h0 = 1.

Так как (см. [2]) |ωk| < 1, k = 1, 2, . . ., то hk ≥ hk+1 > 0, k = 0, 1, . . ., и следова-

тельно, существует предел h = lim
k→∞

hk.

Теорема 2. Ряд

(2.2)
∞∑
k=0

|φk(0)|2

сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд

(2.3)
∞∑
k=0

(1− |zk|2) |ωk|2

1− |zkωk|2
.

Доказательство. Из (1.2) при ξ = z = 0 следует
n∑

k=0

|φk(0)|2 =
|φ∗

n(0)|2 − |znφn(0)|2

1− |zn|2

откуда с учетом (2.1), (1.3) имеем

(2.4)
n∑

k=0

|φk(0)|2 =

n∑
k=0

1

hk

(1− |z2k|) |ωk|2

1− |zk ωk|2
=

1

hn
, n = 0, 1, . . . .

Если учесть, что

hn = |τ0|2
n∏

k=1

{
1− (1− |z2k|) |ωk|2

1− |zk ωk|2

}
,

то справедливость теоремы следует из признака сходимости бесконечного про-

изведения и из равенств (2.4). Теорема доказана. �
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Следствие 1. Если расходится ряд

(2.5)
∞∑
k=0

(1− |zk|),

то ряд (2.2) сходится тогда и только тогда когда сходится ряд

(2.6)
∞∑
k=0

(1− |zk|) |ωk|2.

Доказательство. Из расходимости ряда (2.5) и из сходимости ряда (2.6) следу-

ет, что lim
n→∞

ωn = 0. Очевидно, что тогда сходимость ряда (2.3) эквивалентна

сходимости ряда (2.6), остальное следует из теоремы 2. Следствие доказано. �

Теорема 3. Если ряд (2.5) расходится, а ряд (2.6) сходится, то ряд

(2.7)
∞∑
k=0

|φk(z)|2

и последовательность

(2.8)

{
1− zkz√
1− |zk|2

φ∗
k(z)

}∞

k=0

сходятся равномерно в каждом круге |z| ≤ r < 1.

Доказательство. Из формулы (1.2) при ξ = z следует

(2.9)
∞∑
k=0

|φk(z)|2 =
|1− znz|2

(1− |z|2)(1− |zn|2)
|φ∗

n(z)|2 −
|zn − z|2

(1− |z|2)(1− |zn|2)
|φn(z)|2.

Из этой формулы вытекает, что при |z| < 1√
1− |zk|2

|1− zkz|
1

|φ∗
k(z)|

≤ 1√
1− |z|2

1

|φ∗
0(z)|

,

откуда следует, что последовательность

(2.10)

{√
1− |zk|2
1− zk z

1

φ∗
k(z)

}∞

k=0

равномерно ограничена в каждом круге |z| ≤ r < 1. На основании теоремы

Стилтьеса-Витали из этой последовательности можно выделить подпоследова-

тельность

(2.11)

{√
1− |zk|2
1− zk z

1

φ∗
k(z)

}
k∈Λ

, Λ = {n1, n2, . . .}, 0 ≤ n1 < n2 < . . . ,

которая равномерно сходится в каждом круге |z| ≤ r < 1. Ни одна функция

последовательности (2.10) не обращается в нуль в круге |z| ≤ 1, следовательно,
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на основании теоремы Гурвица (см. [11], стр. 299) предельная функция подпо-

следовательности (2.11) не может обращатся в нуль внутри этой области и эта

функция не равняется нулю тождественно, так как(√
1− |zk|2
1− zk z

1

φ∗
k(z)

)∣∣∣∣∣
z=0

=

√
1− |zk|2
|τk|2

=
√
1− |zk ωk|2, hk → h > 0

(см. следствие 1). Из сказанного следует, что подпоследовательность

(2.12)

{
1− zk z√
1− |zk|2

φ∗
k(z)

}
k∈Λ

стремится к пределу равномерно в каждом круге |z| ≤ r < 1. На основании (2.9)

отсюда следует, что сумма ряда (2.7) непрерывна в круге |z| < 1. Так как члены

этого ряда неотрицательны, то по теореме Дини (см. [12], стр. 431) ряд (2.7)

сходится равномерно в каждом круге |z| ≤ r < 1. Первое утверждение теоремы

доказано. Далее, из этого утверждения следует, что ряд
∞∑
k=0

φk(0)φk(z)

в каждом круге |z| ≤ r < 1, сходится равномерно, а из (1.2) при ξ = 0 следует
n∑

k=0

φk(0)φk(z) =
1− znz

1− |zn|2
φ∗
n(0)φ

∗
n(z)−

zn(zn − z)

1− |zn|2
φn(0)φn(z),

откуда в свою очередь следует, что не только подпоследовательность (2.12), но

и вся последовательность (2.8) сходится равномерно в каждом круге |z| ≤ r < 1.

Теорема доказана полностью. �

Следствие 2. Если ряд (2.5) расходится, а ряд (2.6) сходится, то существует функ-

ция ∆(z) аналитическая в области |z| > 1, нигде в этой области не обращающаяся

в нуль и такая, что

lim
n→∞

z − zn√
1− |zn|2

φn(z)

Bn(z)
= ∆(z)

в каждой точке z области |z| > 1 и притом сходимость равномерна внутри этой

области.

Доказательство. Пусть

lim
n→∞

1− zn z√
1− |zn|2

φ∗
n(z) = g(z), |z| < 1, ∆(z) = g

(
1

z

)
, |z| > 1,

как существование так и свойства функции ∆(z), указанные в формулировке

следствия, вытекают из теоремы 3. Следствие 2 доказано. �
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Abstract. The paper is devoted to investigation of the asymptotic behavior of ortho-

gonal on the unit circle rational functions with fixed poles.
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Аннотация. В статье установлено необходимое и достаточное условие при-
надлежности лакунарных степенных рядов пространствам со смешанной
нормой в единичном круге. В качестве приложения получены точные по-
точечные оценки лакунарных рядов.

MSC2010 number: 30B10, 30H05, 30D55.
Ключевые слова: Лакунарные ряды; пропуски Адамара; пространства со сме-
шанной нормой.

1. Введение

Пусть D – единичный круг комплексной плоскости, а T – его граница. Через

H(D) обозначим множество голоморфных функций в D. Для измеримой в D
функции f(z) = f(rζ) ее интегральные средние порядка p обозначаются, как

обычно, через

Mp(f ; r) =
∥∥f(r·)∥∥

Lp(T;dm)
, 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

где dm – мера Лебега на окружности T. Семейство голоморфных функций f(z),

для которых ∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f ; r) < +∞, есть обычное пространство Харди

Hp. Квазинормированное пространство H(p, q, α)
(
0 < p, q ≤ ∞, α > 0

)
– это

множество тех функций f(z), голоморфных в круге D, для которых конечна

квазинорма

∥f∥p,q,α =


(∫ 1

0

(1− r)αq−1Mq
p (f ; r)dr

)1/q

, 0 < q <∞,

sup
0<r<1

(1− r)αMp(f ; r), q = ∞.

Пространства H(p, q, α) со смешанной нормой тесно связаны со многими из-

вестными функциональными пространствами такими, как весовые пространства
9
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Харди (q = ∞), аналитические пространства Бесова, Соболева, Блоха, Дирих-

ле и др., см. [1], [2]. Если (1 − r)αMp(f ; r) = o(1) при r → 1−, то говорят, что

голоморфная функция f принадлежит малому пространству H0(p,∞, α).

Символы C(α, β, . . . ), cα и т.п. всюду будут обозначать положительные посто-

янные, возможно различные в разных формулах и зависящие только от ука-

занных параметров α, β, . . . . Символ A ≈ B означает, что существуют положи-

тельные постоянные C1 и C2 (несущественные по своим значениям) такие, что

C1|A| ≤ |B| ≤ C2|A|.

Лемма 1. Пусть f ∈ H(p, q, α) для некоторых 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, α > 0, и

fρ(z) = f(ρz) – растянутая функция. Тогда ∥f − fρ∥p,q,α = o(1) при ρ→ 1−.

Доказательство леммы довольно стандартно, и его можно найти, например, в [3,

Prop. 2.3], см. также [4] при p = q.

Лемма 2. Пусть α > 0, p > 0, ak ≥ 0, Ik =
{
j ∈ N; 2k ≤ j < 2k+1

}
, k = 1, 2, . . . .

Тогда ∫ 1

0

(1− r)α−1

( ∞∑
k=1

akr
k

)p

dr ≈
∞∑
k=0

1

2αk

∑
j∈Ik

aj

p

,

где участвующие в двусторонней оценке постоянные Ci = Ci(p, α), i = 1, 2

зависят только от p и α.

Лемма 3. Пусть p > 0, ak ≥ 0, N ∈ N. Тогда

min{1, Np−1}

(
N∑

k=1

apk

)
≤

(
N∑

k=1

ak

)p

≤ max{1, Np−1}

(
N∑

k=1

apk

)
.

Лемма 2 доказана Мательевичем и Павловичем [5], а лемма 3 является следстви-

ем неравенства Гельдера.

Последовательность натуральных чисел {mk}∞k=0 называется лакунарной (по

Адамару), если существует постоянная λ > 1 такая, что mk+1

mk
≥ λ для всех

k = 0, 1, 2, . . . . Соответствующий степенной ряд называется лакунарным. Клас-

сическая теорема Пэли характеризует лакунарные ряды в пространствах Харди.

Теорема A. (Пэли, [6, Глава V, Теорема 8.20]) Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная

лакунарная последовательность, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная

сходящимся лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда для любого p, 0 < p <∞,
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функция f принадлежит классу Харди Hp тогда и только тогда, когда {ak} ∈
ℓ2. Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥Hp ≈

( ∞∑
k=0

∣∣ak∣∣2)1/2

.

Лакунарные ряды в классических функциональных пространствах, таких как

пространства Блоха, Бесова, Дирихле, Q-пространства, широко изучались в по-

следнее время, см. [7]–[17]. В недавней работе автора [18] доказана версия сле-

дующей теоремы (для высших размерностей см. [19]), которая характеризует

лакунарные ряды в весовых пространствах Харди–Блоха.

Теорема B. ([18], [19]) Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последо-

вательность, α > 0, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся

лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносиль-

ны:

(a) f(z) ∈ H(∞,∞, α);

(b) f(z) ∈ H(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) supk≥0
|ak|
mα

k
< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥∞,∞,α ≈ ∥f∥p,∞,α ≈ sup
k≥0

|ak|
mα

k

.

Основная цель настоящей статьи – распространить Теорему B на все значения

q ∈ (0,∞), т.е. на случай пространств со смешанной нормой H(p, q, α). В качестве

приложения, затем мы выводим точные поточечные оценки лакунарных рядов

из H(p, q, α).

2. Основные результаты

Недавно Стевич [14, 15] получил характеризацию лакунарных рядов и их

производных в H(p, q, α) для конечных значений p. Ниже в теоремах 1 и 2

мы обобщаем и уточняем его результаты с использованием дробного интегро-

дифференцирования произвольного порядка.

Теорема 1. Пусть 0 < q < ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная

последовательность, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся
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лакунарным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносиль-

ны:

(a) f(z) ∈ H(∞, q, α);

(b) f(z) ∈ H(p, q, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p, q, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d)
∞∑
k=0

|ak|q
mαq

k
< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥f∥∞,q,α ≈ ∥f∥p,q,α ≈

( ∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

)1/q

.

Доказательство. Импликация (a)⇒(b) очевидна ввиду элементарного вложе-

ния H(∞, q, α) ⊂ H(p, q, α).

Импликация (b)⇒(c) следует из неравенств Пэли Теоремы A, которая утвер-

ждает, что Mp(f ; r) ≈ Ms(f ; r) для любого s, 0 < s < ∞. Докажем импликацию

(c)⇒(d). По условию (c), в частности, имеем f(z) ∈ H(2, q, α). Тогда по леммам

2 и 3

∥f∥q2,q,α =

∫ 1

0

(1− r)αq−1

(∫ π

−π

|f(reiθ)|2 dθ
2π

)q/2

dr =

=

∫ 1

0

(1− r)αq−1

∫ π

−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akr
mkeimkθ

∣∣∣∣∣
2
dθ

2π

q/2

dr ≥

≥ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|2r2mk

)q/2

dr ≥

≥ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|2rmk

)q/2

dr ≥ C
∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |2
q/2

≥

≥ C
∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |q
 ≥ C

∞∑
k=0

 ∑
mj∈Ik

|aj |q

mαq
j

 = C
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

,

где C = C(p, q, α, λ).

Для доказательства импликации (d)⇒(a), вновь применим леммы 2 и 3, учиты-

вая, что количество целых чиселmj , содержащихся в интервале Ik, не превышает

N = 1 + [logλ 2],

∥f∥q∞,q,α =

∫ 1

0

(1− r)αq−1Mq
∞(f ; r)dr =
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=

∫ 1

0

(1− r)αq−1

(
sup

θ∈(−π,π)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akr
mkeimkθ

∣∣∣∣∣
)q

dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)αq−1

( ∞∑
k=0

|ak|rmk

)q

dr ≤

≤ C

∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |

q

≤ C

∞∑
k=0

1

2kαq

 ∑
mj∈Ik

|aj |q
 ≤

≤ C
∞∑
k=0

 ∑
mj∈Ik

|aj |q

mαq
j

 = C
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

,

где C = C(q, α, λ). Это завершает доказательство теоремы 1. �

Определим оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля

D−αf(z) =

∞∑
k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
akz

k, z ∈ D, α > 0,

Dαf(z) =

∞∑
k=0

Γ(k + 1 + α)

Γ(k + 1)
akz

k, z ∈ D, α > 0,

ср. [2], [20, Раздел 22, (22.51)].

Теорема 2. Пусть 0 < q < ∞, α > 0, β ∈ R,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лаку-

нарная последовательность, f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходя-

щимся лакунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда следующие утверждения

равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H(∞, q, α);

(b) Dβf(z) ∈ H(p, q, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H(p, q, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d)
∑∞

k=0
|ak|q

m
(α−β)q
k

< +∞.

Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥Dβf∥∞,q,α ≈ ∥Dβf∥p,q,α ≈

( ∞∑
k=0

|ak|q

m
(α−β)q
k

)1/q

.

Доказательство. Разложение в ряд функции Dβf(z) также лакунарно. Поэто-

му, мы можем применить теорему 1 к каждой из функций

Dβf(z) =

∞∑
k=0

Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)
akz

mk ,
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D−βf(z) =
∞∑
k=0

Γ(mk + 1)

Γ(mk + 1 + β)
akz

mk .

Далее, формула Стирлинга утверждает, что для β > 0

Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)
∼ mβ

k при k → ∞.

Следовательно,

∥Dβf∥qp,q,α ≈
∞∑
k=0

(
Γ(mk + 1 + β)

Γ(mk + 1)

)q |ak|q

mαq
k

≈
∞∑
k=0

|ak|q

m
(α−β)q
k

.

�

Замечание 1. Легко видеть, что теорема 2 остается верной, если мы заме-

ним оператор Римана–Лиувилля Dβ на дробный оператор Адамара

Fαf(z) =
∞∑
k=0

(1 + k)αakz
k, z ∈ D, α ∈ R.

Замечание 2. Подставляя β − α вместо α, убеждаемся, что теорема 2 по-

крывает все пространства Бесова и обобщает предыдущие аналогичные резуль-

таты из [7, 8, 13, 17].

Теоремы A и B допускают аналогичные обобщения с дробными производными,

доказательства которых мы опустим.

Теорема 3. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунарным

рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда для любого p, 0 < p <∞, функция Dβf принадле-

жит классу Харди Hp тогда и только тогда, когда {mβ
kak} ∈ ℓ2. Более того,

соответствующие нормы эквивалентны: ∥Dβf∥Hp ≈
( ∞∑

k=0

m2β
k

∣∣ak∣∣2)1/2

.

Теорема 4. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

α > 0, β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунар-

ным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H(∞,∞, α);

(b) Dβf(z) ∈ H(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) sup
k≥0

|ak|
mα−β

k

< +∞.
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Более того, соответствующие нормы эквивалентны:

∥Dβf∥∞,∞,α ≈ ∥Dβf∥p,∞,α ≈ sup
k≥0

|ak|
mα−β

k

.

Теорема 5. Пусть
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная последовательность,

α > 0, β ∈ R, и f(z) – голоморфная в D функция, заданная сходящимся лакунар-

ным рядом f(z) =
∞∑
k=0

akz
mk . Тогда следующие утверждения равносильны:

(a) Dβf(z) ∈ H0(∞,∞, α);

(b) Dβf(z) ∈ H0(p,∞, α) для некоторого p ∈ (0,∞);

(c) Dβf(z) ∈ H0(p,∞, α) для всех p ∈ (0,∞);

(d) limk→∞
|ak|

mα−β
k

= 0.

Замечание 3. Следует отметить, что теорема 3 включает случай голоморф-

ных пространств Харди–Соболева [21], содержащих те голоморфные функции,

чьи производные из Hp. Теоремы 4 и 5 покрывают все весовые пространства

Блоха и малые пространства Блоха, обобщая предыдущие известные резуль-

таты из [7], [8], [10], [13], [17], [22].

3. Поточечные оценки лакунарных рядов

Хорошо известно, что произвольная функция f(z) ∈ H(p, q, α) удовлетворяет

поточечной оценке

(3.1) |f(z)| ≤ C(p, q, α)
∥f∥p,q,α

(1− |z|)α+1/p
, z ∈ D.

Неравенство (3.1) следует из оценки Харди–Литтлвуда

M∞(f ; ρ) ≤ C(1− ρ)−1/pMp(f ; ρ), 0 < ρ < 1,

которую можно найти в [1, Теор.5.9], или в [3, Prop.2.1]. Действительно, доста-

точно возвести последнее неравенство в степень q < ∞ и проинтегрировать с

весом (1− ρ)αq−1 по интервалу (r, 1),∫ 1

r

(1− ρ)q/p+αq−1Mq
∞(f ; ρ)dρ ≤ C

∫ 1

r

(1− ρ)αq−1Mq
p (f ; ρ)dρ, 0 < r < 1.

Ввиду монотонности величины M∞(f ; ρ) получаем

Mq
∞(f ; r)

∫ 1

r

(1− ρ)q/p+αq−1dρ ≤ C∥f∥qp,q,α,

что немедленно влечет (3.1).
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Показатель α+1/p в (3.1) наилучший для произвольных функций. Действитель-

но, вложение H(p, q, α) ⊂ H(∞,∞, α+ 1/p− ε) ложно для любого малого ε > 0.

Можно проверить, что функция

g(z) =
(
1− z

)−(α+1/p)
(
log

e

1− z

)−2/q

, z ∈ D,

принадлежит H(p, q, α), но не принадлежит H(∞,∞, α+ 1/p− ε).

Следующая теорема показывает, что лакунарные ряды из H(p, q, α) имеют более

медленный рост вблизи границы, чем произвольные функции из H(p, q, α).

Теорема 6. Пусть 0 < p, q ≤ ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произвольная лакунарная

последовательность, и f(z) – функция из H(p, q, α), заданная сходящимся ла-

кунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда

(3.2) |f(z)| ≤ C(λ, p, q, α)
∥f∥p,q,α
(1− |z|)α

, z ∈ D,

где показатель α не может быть уменьшен.

Доказательство. Для функции f ∈ H(p, q, α) с 0 < q <∞, по теореме 1 имеем
∞∑
k=0

|ak|q

mαq
k

≤ C∥f∥qp,q,α, и
|ak|q

mαq
k

≤ C∥f∥qp,q,α, k ≥ 0,

или

(3.3) |ak| ≤ C∥f∥p,q,αmα
k для всех k ≥ 0,

где C = C(λ, p, q, α) независима от f . Для q = ∞ и функции f ∈ H(p,∞, α),

последнее неравенство следует непосредственно из Теоремы B. Таким образом,

любой лакунарный ряд f из H(p, q, α) с 0 < q ≤ ∞ удовлетворяет оценке (3.3).

Следовательно,

|f(z)| ≤
∞∑
k=0

|ak||z|mk ≤ C∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

mα
k |z|mk =

(3.4) = C∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

∑
mj∈Ik

mα
j |z|mj ,

где Ik = {i ∈ N; 2k ≤ i < 2k+1}. Количество целых чисел mj , содержащихся в

Ik, не превышает N = 1+ [logλ 2]. Поэтому внутреняя сумма в (3.4) может быть

оценена следующим образом∑
mj∈Ik

mα
j |z|mj ≤ N2(k+1)α|z|2

k

.
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Значит, из (3.4) следует, что

|f(z)| ≤ CN∥f∥p,q,α
∞∑
k=0

2(k+1)α|z|2
k

≈ ∥f∥p,q,α
(1− |z|)α

.

Последнюю оценку можно найти, например, в [1, стр. 66].

Теперь покажем, что показатель α в (3.2) наилучший. Предположим, что су-

ществует показатель β, 0 < β < α, такой, что для каждого лакунарного ряда

f ∈ H(p, q, α) найдется постоянная C > 0 такая, что

(3.5) |f(z)| ≤ C∥f∥p,q,α
(1− |z|)β

, z ∈ D,

т.е. f ∈ H(∞,∞, β). Выбирая γ таким, что β < γ < α, определим контрпример

f0(z) =
∞∑
k=0

2kγz2
k

, z ∈ D.

По Теоремам B и 1 функция f0(z) принадлежит H(p, q, α), но, с другой стороны,

f0(z) ̸∈ H(∞,∞, β). Это противоречит (3.5) и завершает доказательство теоре-

мы. �

Хотя мы не можем уменьшить показатель α в (3.2), тем не менее, мы можем

уточнить оценки (3.2) в следующем смысле.

Теорема 7. Пусть 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, α > 0,
{
mk

}∞
k=0

– произволь-

ная лакунарная последовательность, и f(z) – функция из H(p, q, α), заданная

сходящимся лакунарным рядом f(z) =
∑∞

k=0 akz
mk . Тогда

(3.6) f(z) = o

(
1

(1− |z|)α

)
при |z| → 1−.

Доказательство. Для любого ε > 0 по Лемме 1 можем выбрать ρ0 ∈ (0, 1) на-

столько близким к 1, чтобы

∥f − fρ∥p,q,α < ε для всех ρ ∈ (ρ0, 1),

и, кроме того, (1 − r)α < ε для всех r ∈ (ρ0, 1). По теореме 6 для функции

f − fρ ∈ H(p, q, α) будем иметь оценку

|f(z)− fρ(z)| ≤ C(λ, p, q, α)
∥f − fρ∥p,q,α
(1− |z|)α

, z ∈ D.

Для фиксированного ρ ∈ (ρ0, 1) получим

(1− |z|)α|f(z)| ≤ (1− r)α|f(z)− fρ(z)|+ (1− r)α|fρ(z)| ≤

≤ C∥f − fρ∥p,q,α + Cρ(1− r)α < Cε

для всех r ∈ (ρ0, 1). �
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Разумеется, показатель α в (3.6) не может быть уменьшен ввиду теоремы 6.

Abstract. The paper establishes a necessary and sufficient condition under which

a lacunary series belong to a mixed norm space of functions holomorphic in the unit

disc. As a corollary, some sharp pointwise estimates for lacunary series are obtained.
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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ î áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è àíàëèòè÷íîñ-
òè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíî Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì â ðàáîòå [1]. Â ðàáîòå [2] Ã. Âåéëîì
äîêàçàíà, ÷òî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â ðàáîòå [3] È.Ã.Ïåòðîâñêèé äîêàçàë, ÷òî
âñå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñèñòåì ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ëþáîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Â ðàáîòå [4] (ñì. òàêæå [5]) Ë. Õåðìàíäåðîì ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè
äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöàëüíîãî óðàâíåíèÿ P (D)u =

0 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíê-
öèÿìè. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè. Òàì æå îí ïîêàçàë,
÷òî äëÿ ëþáîãî ãèïîýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà P (D) ñóùåñòâóåò âåêòîð λ =

λ(P ) = (λ1, . . . , λn) (λj ≥ 1, j = 1, . . . , n) òàêîé, ÷òî âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ
äàííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññóÆåâðå Γλ, ïðè ýòîì â òàêèõ
êëàññàõ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íå óëó÷øàåìûì.
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Â ðàáîòå [6] ââåäåíî ïîíÿòèå âåñà ãèïîýëëèïòè÷íîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è íà îñíîâå ýòîãî ïîíÿòèÿ â ðàáîòàõ [7]-
[8] ââåäåíû ìóëüòèàíèçîòðîïíûå êëàññû Æåâðå è äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ðåøåíèÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèíàäëåæàò òàêèì êëàññàì.
Â ðàáîòå [9] Â. È. Áóðåíêîâûì ðàññìîòðåí êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
P (D)u = 0 â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â áåñêîíå÷íîñòè
áûëè áû áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå îïåðàòîðû ìû áóäåì
íàçûâàòü ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè ïî Áóðåíêîâó.
Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ (èç îïðåäåëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà)
ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ ïî Áóðåíêîâó óðàâíåíèé P (D)u = 0 ïðèíàäëåæàò êëàññè÷åñ-
êèì êëàññàì Æåâðå.
Â ðàáîòå [11] óëó÷øåí ýòîò ðåçóëüòàò. Èìåííî òàì ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ
ïðèíàäëåæàò ìóëüòèàíèçîòðîïíûì êëàññàì Æåâðå.
Â ðàáîòàõ [12],[13] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ êëàññîâ Æåâðå è
äëÿ îäíîãî îáùåãî êëàññà ñëàáî ãèïeðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò ìóëüòèàíèçîòðîïíûì êëàññàì
Æåâðå.
Íàøà öåëü â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðàáîòå [11] ðåçóëüòàò
äëÿ äðóãîãî ïîäêëàññà ðåøåíèé ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ ïî Áóðåíêîâó óðàâíåíèé,
ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åñêèìè.

1. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè: N � ìíîæåñ-
òâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 = N ∪ {0}, N2

0 = N0 × N0 � ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ
ìóëüòèèíäåêñîâ, E2 è R2 � äâóìåðíûå âåùåñòâåííûå ýâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
òî÷åê x = (x1, x2) è ξ = (ξ1, ξ2). Äàëåå

C2 = R2 × iR2 (i2 = −1),

R2
+ = {ξ ∈ R2; ξj ≥ 0, j = 1, 2}, R2

0 = {ξ ∈ R2, ξ1 · ξ2 6= 0}.
Äëÿ ξ, η ∈ R2, x ∈ E2, α ∈ N2

0 è ν ∈ R2
+ îáîçíà÷èì

|ξ| =
√

ξ2
1 + ξ2

2 , (ξ, η) = ξ1 · η1 + ξ2 · η2, |α| = α1 + α2,

ξα = ξα1
1 · ξα2

2 , |ξ|ν = |ξ1|ν1 · |ξ2|ν2 , Dα = Dα1
1 Dα2

2 ,

ãäå Dj = ∂/∂ξj ëèáî Dj = i−1 · ∂/∂xj , j = 1, 2.
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Ïóñòü
P (D) = P (D1, D2) =

∑
α

γαDα

åñòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à

P (ξ) =
∑
α

γαξα

åãî ïîëíûé ñèìâîë, ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó íàáîðó
(P ) ≡ {α; α ∈ N2

0 , γα 6= 0}.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà îïåðàòîðà
P (D) (ìíîãî÷ëåíà P (ξ), íàáîðà (P )) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé âûïóêëûé ìíî-
ãîóãîëüíèê N = N(P ) ⊂ R2

+ ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî (P )∪{0}. Ìíîãîóãîëüíèê N

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì (âïîëíå ïðàâèëüíûì), åñëè êîìïîíåíòû âíåøíèõ (îòíîñèòåëüíî
N) íîðìàëåé îäíîìåðíûõ íåêîîðäèíàòíûõ ãðàíåé N íå îòðèöàòåëüíû (ïîëîæèòåëüíû).

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. [9]). Îïåðàòîð P (D) = P (D1, D2) (ìíîãî÷ëåí P (ξ) =

P (ξ1, ξ2)) íàçîâåì ãèïîýëëèïòè÷åñêèì ïî Áóðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ïåðâîé êîì-
ïîíåíòû (îòíîñèòåëüíî ξ1), åñëè ïðè |ξ| → ∞ (ξ ∈ R2).

P (α1,0)(ξ)/P (ξ) ≡ Dα1
1 P (ξ)/P (ξ) −→ 0 ∀α1 ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 2. (ñì. [14]). Îïåðàòîð P (D) (ìíîãî÷ëåí P (ξ)) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
ãèïîýëëèïòè÷åñêèì, åñëè ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0

∑

α∈N2
0

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣ ≤ c (|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (ξ) = P (ξ1, ξ2) áóäåì îáîçíà÷àòü

D(P ) = {ζ ∈ C2, P (ζ) = 0}, dP (ξ) = inf
ζ∈D(P )

|ξ − ζ|.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P ñóùåñòâóåò ïîñ-
òîÿííàÿ c = c(P ) > 0, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ ξ ∈ R2 òàêèõ, ÷òî P (ξ) 6= 0

c−1 ≤ dP (ξ) ·
∑

0 6=α∈N2
0

∣∣∣P (α)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/|α|

≤ c.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè ε > 0, M > 0

(1.1) |P (ξ)| ≥ ε ïðè ξ ∈ R2, |ξ| ≥ M,

òî ìíîãî÷ëåí P ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1.2) ρP := lim
t→∞

min
|ξ|=t

dP (ξ) > 0.
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Â äàëüíåéøåì íå îãîâàðèâàÿ ýòî êàæäûé ðàç ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà P âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1.1).

Îïðåäåëåíèå 3. Âåñîâûì ìíîæåñòâîì ãèïîýëëèïòè÷åñíîñòè îòíîñèòåëüíî
ïåðâîé êîìïîíåíòû (îòíîñèòåëüíî ξ1) îïåðàòîðà P (D) = P (D1, D2) (ìíîãî÷ëåíà
P (ξ) = P (ξ1, ξ2)) íàçîâåì ìíîæåñòâî

M(P ) =

{
ν ∈ R2

+, sup
|ξ|≥M

|ξ|ν ·
∑

α1∈N

∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/α1

< ∞
}

.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [11]), ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P ãèïîýëëèïòè÷åí ïî Áó-
ðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ξ1, òî ìíîæåñòâî M(P ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì ìíîæåñòâîì,
ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè ν ∈ M(P ), ν1 · ν2 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî
(β1, 0), (0, β2) ∈ M(P ) ïðè |β1 − ν1| < ε, |β2 − ν2| < ε.

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà {νj}k
1 ⊂ M(P ), k ∈ N ôóíêöèÿ h(ξ) =

k∑
j=1

|ξ|νj íàçûâàåòñÿ

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè ïî ξ1 ìíîãî÷ëåíà P . Åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà P M(P )

ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè {νj}k
1 , òî ôóíêöèþ hp(ξ) =

k∑
j=1

|ξ|νj íàçîâåì òî÷íûì

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè ïî ξ1 ìíîãî÷ëåíà P .

Îïðåäåëåíèå 4. (ñì. [15] èëè [16]). Îïåðàòîð P (D) (ìíîãî÷ëåí P (ξ)) íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ν ∈ N(P )

(1.3) |ξ|ν ≤ c(|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû P (D) = P (D1, D2) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ìíîãîóãîëüíèêè êîòîðûõ èìåþò âèä

(1.4)
N(P ) = {ν ∈ R2

+, (ν, λj) ≤ dj , j = 1, . . . , k (k ≥ 2), λj = (1, λj
2),

0 = λ1
2 < · · · < λk

2 , 0 < d1 < · · · < dk,
∃ν0 ∈ R2

0

⋂
R2

+, (ν0, λj) < dj , j = 0, . . . , k − 1, (ν0, λk) = dk.

Ìíîãîóãîëüíèêè âèäà (1.4) ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïðà-
âèëüíûìè, òàê êàê λ1

2 = 0.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [17]), ÷òî ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð P (D1, D2) õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê êîòîðîãî èìååò âèä (1.4) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åñêèì
è ãèïîýëëèïòè÷åñêèì ïî Áóðåíêîâó îòíîñèòåëüíî ξ1.

Ëåììà 1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà P (D) =∑
α

γαDα èìååò âèä (1.4), òî ôóíêöèÿ hp(ξ) = 1+|ξ1|+|ξ2|1/λk
2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

âåñîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè P îòíîñèòåëüíî ξ1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

M(P ) =
{
ν, ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ 1
}

.

Èç âûïóêëîñòè M(P ) â ñèëó âûøåñêàçàííîãî (P � ïî÷òè ãèïîýëëèïòè÷åí, 0 ∈
M(P )) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (1, 0),

(
0, 1/λk

2

) ∈ M(P ) è åñëè ν ∈ R2
+, (ν, λk) >

1, òî ν 6∈ M(P ).
Äëÿ íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî c1 = c1(P ) > 0 èìååì

(1.5)

∑
α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

) ∣∣P (α1,0)(ξ)
∣∣ =

∑
α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

)
∣∣∣∣∣∣∣

∑
β∈(P )
β1≥α1

γβ · β1!
(β1−α1)!

ξβ1−α1
1 ξβ2

2

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ c1 ·
∑

α1∈N0

∑
β∈(P )
β1≥α1

(
|ξ|β + |ξ1|β1−α1 · |ξ2|β2+α1/λk

2

)

Òàê êàê β1 ≥ α1 è
((

β1 − α1, β2 + α1/λk
2

)
, λj

)
= (β, λj)− α1 + α1 · λj

2/λk
2 ≤ (β, λj) ≤ dj , 1 ≤ j ≤ k,

òî ((β1 − α1), (β2 + α1/λk
2)) ∈ N(P ) è â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè îïåðàòîðà P (D) (ñì.

(1.3)) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c2 = c2(P ) > 0 èç (1.5) ïîëó÷àåì
∑

α1∈N0

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

) ∣∣∣P (α1,0)(ξ)
∣∣∣ ≤ c2(|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2.

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîãî÷ëåíà P ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà
(1.4) P (ξ) →∞ ïðè |ξ| → ∞ è, î÷åâèäíî, ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c3 > 0

∑

α1∈N

(
|ξ1|+ |ξ2|1/λk

2

)α1 ·
∣∣∣P (α1,0)(ξ)

∣∣∣ ≤ c3 ·
∑

α1∈N

(
|ξ1|α1 + |ξ2|α1/λk

2

)
·
∣∣∣P (α1,0)(ξ)

∣∣∣ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |α1| 6= 0 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c4 > 0
∑

α1∈N0

(
|ξ1|+ |ξ2|1/λk

2

) ∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/|α1| ≤ c4 ∀ξ ∈ R2, |P (ξ)| ≥ 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1, 0) (0, 1/λk
2) ∈ M(P ).

Ïóñòü òåïåðü ν ∈ R2
+, (ν, λk) > 1. Ïîêàæåì, ÷òî ν /∈ M(P ). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ M > 0

(1.6) sup
|ξ|≥M

|ξ|ν ·
∑

α1∈N

∣∣∣P (α1,0)(ξ)/P (ξ)
∣∣∣
1/α1

= ∞.

Îáîçíà÷èì
Pk(ξ) ≡

∑

(β,λk)=dk

γβξβ .
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Ïóñòü a ∈ R2, a1 · a2 6= 0 òàêàÿ òî÷êà, ÷òî P
(1,0)
k (a) 6= 0. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé

òî÷êè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà N(P ) è îïðåäåëåíèÿ Pk, òàê êàê, òîãäà
P

(1,0)
k (ξ) 6≡ 0.

Ïóñòü ξs =
(
a1s, a2s

λk
2

)
, s = 1, 2, . . . Òàê êàê äëÿ ëþáîãî β ∈ (P − Pk) = {β ∈

(P ) : (β, λk) < dk}, è β1 ≥ 1 β1 − 1 + β2 · λk
2 < dk − 1, òî ïðè s →∞ èìååì

|ξs|ν
∣∣P (1,0) (ξs)

∣∣
1 + |P (ξs)| =

|a|ν s(ν,λk)
∣∣∣P (1,0)

k (ξs) + (P − Pk)(1,0) (ξs)
∣∣∣

1 + |Pk (ξs) + (P − Pk) (ξs)| =

=

|a|ν s(ν,λk)

∣∣∣∣∣∣∣
sdk−1P

(1,0)
k (a) +

∑
β∈(P−Pk)
β1≥1

γβ · β1 · (ξs
1)

β1−1 (ξs
2)

β2

∣∣∣∣∣∣∣

1 +

∣∣∣∣∣s
dkPk (a) +

∑
β∈(P−Pk)

γβ · (ξs
1)

β1 (ξs
2)

β2

∣∣∣∣∣

=

=
|a|ν s(ν,λk)sdk−1

∣∣∣P (1,0)
k (a) + o (1)

∣∣∣
1 + |sdkPk (a) + o (sdk)|

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé a1·a2 6= 0, (ν, λk) > 1 è P
(1,0)
k (a) 6= 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(1.6). Ëåììà 1 äîêàçàíà. ¤

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4), M =
{
ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ 1
}
,

à
Mj =

{
ν ∈ R2

+, ν/j ∈ M
}

=
{
ν ∈ R2

+, (ν, λk) ≤ j
}

(j = 1, 2, . . . ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N ,
N⊕Mj :=

{
ν ∈ R2

+, ν = β + µ, β ∈ N, µ ∈ Mj
} ⊂

⊂ Aj :=
{
ν ∈ R2

+, (ν, λ`) ≤ d` + j ` = 1, . . . , k
}

.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ` : 1 ≤ ` ≤ k è ν ∈ N ⊕ Mj

(j = 1, 2, . . . )

(ν, λ`) = (β + µ, λ`) = (β, λ`) + (µ, λ`) ≤ (β, λ`) + (µ, λk) ≤ d` + j.

¤

Ëåììà 2. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , a M = {ν ∈

R2
+, (ν, λk) ≤ 1}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N

Aj ∩N2
0 =

(
N⊕Mj

) ∩N2
0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ
j ∈ N è α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2

0 (A0 := {0}) ñóùåñòâóþò ìóëüòèèíäåêñû β ∈ N è
γ ∈ Mj òàêèå, ÷òî α = β + γ.
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Ïóñòü j ∈ N , α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2
0 è

(
0, βk+1

2

)
âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà N

ëåæàùàÿ íà îñè îðäèíàò, ò.å. βk+1
2 λk

2 = dk. Åñëè α2 ≥ βk+1
2 , òî α− (0, βk+1

2 ) ∈ N2
0

( â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íà ìíîãîóãîëüíèê N) è
(
α− (0, βk+1

2 ), λk
)

= (α, λk)− βk+2
2 λk

2 ≤ dk + j − dk = j,

ò.å. γ ≡ α− (0, βk+1
2 ) ∈ Mj .

Ïóñòü α2 ≤ βk+1
2 − 1, ïîêàæåì, ÷òî òîãäà α1 ≥ j. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî

α1 < j α1 ≤ j − 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k

(α, λ`) ≤ j − 1 + α2 · λ`
2 ≤ j − 1 +

(
βk+2

2 − 1
)
λ`

2 ≤ j + d` − 1− λ`
2 < d` + j − 1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ α ∈ (Aj \Aj−1) ∩ N2
0 è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè α2 ≤

βk+1
2 − 1 α1 ≥ j. Òîãäà β := α − (j, 0) ∈ N2

0 è äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k,
(β, λ`) = (α, λ`) − j ≤ d` + j − j = d`, ò.å. β ∈ N. Ýòèì óòâåðæäåíèå ëåììû
äîêàçàíî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü N � ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , à

M =
{
ν ∈ R2

+ : (ν, λk) ≤ 1
}
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ N , Mj ⊂ N⊕Mj−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ âåðøèíû N ëåæàò â N2
0 ,

òî (0, 0), (1, 0) è
(
0, 1/λk

2

) ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî M ⊂ N. Ïîýòîìó

Mj = M⊕Mj−1 ⊂ N⊕Mj−1.

¤

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω ⊂ E2 è ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà P (D) ñ õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4) îáîçíà÷èì ÷åðåç ḢP (Ω) ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
C∞0 (Ω) ïî íîðìå ‖P (D)·‖L2(Ω) + ‖·‖L2(Ω).

Ëåììà 3. Ïóñòü Ω ⊂ E2 îáëàñòü, à P (D) = P (D1, D2) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ
õàðàêåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
c = c(P ) > 0 òàêàÿ, ÷òî

∑

α⊂N∩N2
0

‖Dαϕ‖L2(Ω) ≤ c
(‖P (D)ϕ‖L2(Ω) + ‖ϕ‖L2(Ω)

) ∀ϕ ∈ ḢP (Ω) .

Äîêàçàòåëüñòâî. ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâíèÿ Ôóðüå,
ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ è îöåíêè (1.3). ¤
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Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ σ è δ > 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ C∞0 (E1) è
ïîñòîÿííûå cj > 0, j = 0, 1, . . . íå çàâèñÿùèå îò σ è δ > 0 òàêèå, ÷òî ψ(t) = 1

ïðè |t| ≤ σ, ψ(t) = 0 ïðè |t| ≥ σ + δ è
∣∣Djψ(t)

∣∣ ≤ cjδ
−j j = 0, 1, . . . , ∀t ∈ E1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ϕ ∈ C∞0 (−1, 1), ϕ > 0,

∫
ϕ(t)dt = 1,

à χ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà {t : |t| ≤ σ + δ
2}. Îáîçíà÷èì

ψ(t) = 2
δ

∫
χ(t − τ)ϕ

(
2
δ · τ

)
dτ . Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, ïðè ýòîì

cj ≤ 2j

∫ ∣∣Djϕ(t)
∣∣ dt, j = 0, 1, . . . .

¤

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü κ > 0, Ωκ =
{
x ∈ E2, |x1| < κ, x2 ∈ E1

}
. Äëÿ ëþáîãî λ = (λ1, λ2), λj > 0,

j = 1, 2 è âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà N ÷åðåç Γλ(Ωκ), Γ̃λ(Ωκ), ΓN(Ωκ)

è Γ̃N(Ωκ) îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå êëàññû Æåâðå
Γλ(Ωκ)={f ∈ C∞(Ωκ),äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Ωκ, ñóùåñòâóåò c = c(K, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî supx∈K |Dαf(x)| ≤ c|α|+1 · αλ1·α1
1 · αλ2·α2

2 , äëÿ ëþáîãî α ∈ N2
0

}

Γ̃λ(Ωκ) = {f ∈ C∞(Ωκ),äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ), ñóùåñòâóåò c = c(κ1, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî
(

∫
Ωκ1

|Dαf(x)|2 dx

)1/2

≤ c|α|+1 · αλ1·α1
1 · αλ2·α2

2 , äëÿ ëþáîãî α ∈ N2
0





ΓN(Ωκ)={f ∈ C∞(Ωκ), äëÿ ëþáîãî êîìïàêòàK ⊂ Ωκ, ñóùåñòâóåò c = c(K, f) > 0,
òàêàÿ, ÷òî supx∈K |Dαf(x)| ≤ cj+1 · jj , äëÿ ëþáîãî α ∈ Nj ∩N2

0 , j ∈ N0

}

Γ̃N(Ωκ) = {f ∈ C∞(Ωκ), äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ), ñóùåñòâóåò c = c(κ1, f) > 0,

òàêàÿ, ÷òî
(

∫
Ωκ1

|Dαf(x)|2 dx

)1/2

≤ cj+1 · jj äëÿ ëþáîãî α ∈ Nj ∩N2
0 , j ∈ N0



 .

Çàìå÷àíèå 1. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà (ñì., [4], (11.4.7)) ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî Γ̃λ(Ωκ) ⊂ Γλ(Ωκ) è Γ̃N(Ωκ) ⊂ ΓN(Ωκ).

Ëåììà 4. Ïóñòü λ = (1, λ2), λ2 > 0, à M =
{
ν ∈ R2

+, (ν, λ) ≤ 1
}
. Òîãäà Γλ(Ωκ) =

ΓM(Ωκ) è Γ̃λ(Ωκ) = Γ̃M(Ωκ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, òî ìû
äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå èç íèõ.
Ïóñòü f ∈ Γλ(Ωκ), ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ωκ ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
c1 = c1(K, f) > 0

(2.1) sup
x∈K

|Dαf(x)| ≤ c
|α|+1
1 · αα1

1 · αλ2α2
2 , α ∈ N2

0 .

Òàê êàê ïðè âñåõ α ∈ N2
0

(2.2) min{1; λ2} · (|α|+ 1) ≤ (α, λ) + 1 ≤ max{1; λ2} · (|α|+ 1),

òî äëÿ ëþáûõ j ∈ N0 è α ∈ Mj ∩N2
0 ((α, λ) ≤ j) èç (2.1) èìååì

supx∈K |Dαf(x)| ≤ c
[(α,λ)+1]/ min{1;λ2}
1 · (α1 + λ2α2)α1 · (α1 + λ2α2)λ2α2 ·

·
(

1
λ2

)λ2α2 ≤
((

c1
min{1,λ2}

)1/ min{1,λ2}
)j+1

jj .

Ýòî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîìïàêòà K ⊂ Ωκ îçíà÷àåò, ÷òî f ∈ ΓN(Ωκ).
Ïóñòü òåïåðü f ∈ ΓM(Ωκ), ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïîíåíòà K ⊂ Ωκ ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ c2 = c2(K, f) > 0 òàêàÿ, ÷òî

(2.3) sup
x∈K

|Dαf(x)| ≤ cj+1
2 · jj , α ∈ Mj ∩N2

0 , j ∈ N0.

Ïóñòü j ∈ N . Òîãäà α1 = j ïðè α = (α1, 0) ∈ (
Mj \Mj−1

)∩N2
0 è ïîýòîìó èç (2.3)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

(2.4) sup
x∈K

|Dα1
1 f(x)| ≤ cj+1

2 · jj = cα1+1
2 · αα1

1 ∀α1 ∈ N0.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî j > 0

sup
0<α1<j

jj

αα1
1 · (j − α1)j−α1

≤ 2j ,

è j − α1 ≥ λ2α2 > 0 ïðè α2 6= 0, α ∈ (
Mj \Mj−1

)⋂
N2

0 , òî â ñèëó (2.2) è (2.3)
èìååì

supx∈K |Dαf(x)| ≤ cj+1
2 · jj ≤ c

(α,λ)+2
2 · 2j · αα1

1 · (j − α1)j−α1 ≤
≤ (2c2)(α,λ)+2 · αα1

1 · (λ2α2 + 1)λ2α2+1 ≤
≤ (2c2)(α,λ)+2 · αα1

1 · (2 ·max{1, λ2}α2)λ2α2+1 ≤
≤ (4 · c2 max{1, λ2})(α,λ)+2 · 2 ·max{1, λ2} · α2 · αα1

1 αλ2α2
2 ≤

≤ [
(4 · c2 max{1, λ2})2 max{1,λ2}]|α|+1 · α2 · αα1

1 αλ2α2
2 .

Òàê êàê α2 ≤ 2|α|+1 ïðè âñåõ α2 ∈ N , òî îòñþäà âìåñòå ñ îöåíêîé (2.4) ïîëó÷àåì,
÷òî f ∈ Γλ(Ωκ). Ëåììà 4 äîêàçàíà. ¤
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Èç òåîðåìû 3.2 ðàáîòû [17] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè κ > 0 äîñòàòî÷íî
áîëüøîå, à P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì
âèäà (1.4), òî äëÿ ëþáîãî κ1 ∈ (0, κ)

(2.5) N(P, κ) ≡


u, P (D)u = 0 â Ωκ,

m2∑

j=0

∥∥∥Dj
2u

∥∥∥
L2

(Ωκ) < ∞


 ⊂ H∞

(Ωκ1 ) ⊂ C∞(Ωκ1 )

ãäå m2 = ordξ2P = dk/λk
2 , à H∞

(Ωκ1 ) =
{
f : Dαf ∈ L2(Ωκ1),∀α ∈ N2

0

}
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî κ íàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî
îïåðàòîðà P (D) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4) âûïîëíÿåòñÿ
âëîæåíèå (2.5).
Äëÿ u ∈ N(P, κ) è σ ∈ (0, κ) îáîçíà÷èì

|||u, σ||| ≡
∑

α∈N∩N2
0

‖Dαu‖L2(Ωσ)

|||u, σ|||t =





max
α∈Mt∩N2

0

|||Dαu, σ||| ïðè t > 0

|||u, σ||| ïðè t ≤ 0

ãäå N = N(P ), M = M(P ).

Ëåììà 5. Ïóñòü N ìíîãîóãîëüíèê âèäà (1.4) ñ âåðøèíàìè èç N2
0 , M = {ν ∈

R2
+ : (ν, λk) ≤ 1}, α ∈ N ∩ N2

0 , γ1 ≤ α1 (γ1 ∈ N0), j ∈ N è β ∈ Mj ∩ N2
0 , à ψ

ôóíêöèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Òîãäà ïðè âñåõ

u ∈
⋂

0<θ<κ

H∞(Ωθ) è δ ∈ (0, κ− σ), σ ∈ (0, κ)

(2.6)
∥∥∥Dγ1

1 ψ(x1) ·Dα1−γ1+β1
1 Dα2+β2

2 u(x)
∥∥∥

L(E2)

≤ cδ−γ1 |||u, σ + δ|||j−γ1 ,

ãäå c = max
1≤r≤d1

cr, à cr, r = 0, 1, . . . ïîñòîÿííûå èç ïðåäëîæåíèÿ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j ≤ γ1, òî äëÿ ëþáîãî ` : 1 ≤ ` ≤ k

(
(α1 − γ1 + β1, α2 + β2) , λ`

)
=

(
α, λ`

)− (
(γ1, 0), λ`

)
+ (β, λ`) ≤ d` − γ1 + j ≤ d`,

ò.å. (α1 − γ1 + β1, α2 + β2) ⊂ N∩N2
0 . Òîãäà îöåíêà (2.6) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è îïðåäåëåíèÿ íîðìû |||·, ·|||t ïðè t ≤ 0. Åñëè æå j − γ1 > 0,
òî

(
α + β − (γ1, 0), λ`

) ≤ d` + j − γ1, ` = 1, . . . , k, ò.å. α + β − (γ1, 0) ∈ Aj−γ1 ∩N2
0 .

Òîãäà â ñèëó ëåììû 2 èìååì, ÷òî α + β − (γ1, 0) = µ + ν, ãäå µ ∈ N ∩ N2
0 , à
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v ∈ Mj−γ1 ∩N2
0 . Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

∥∥∥Dγ1
1 ψ(x1) ·Dα1−γ1+β1

1 Dα2+β2
2 u(x)

∥∥∥
L2(E2)

= ‖Dγ1
1 ψ(x1)DνDµu‖L2((Ωσ+δ) ≤

≤ cγ1δ
−γ1 ‖DνDµu‖L2(Ωσ+δ) ≤ cδ−γ1 |||u, σ + δ|||j−γ1 ,

ãäå c = max
1≤j≤γ1

cj , cj ïîñòîÿííûå èç ïðåäëîæåíèÿ 3. Ëåììà 5 äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-
ãîóãîëüíèêîì âèäà (1.4), ψ ôóíêöèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3, à [P (D), ψ] îïåðàòîð
êîììóòèðîâàíèÿ, ò.å. [P (D), ψ]v ≡ P (D)(ψv) − (P (D)ψ)v. Òîãäà ñ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c > 0 ïðè δ ∈ (0, κ− σ) (σ ∈ (0, κ))

(2.7) ‖[P (D), ψ]Dαu‖L2(E2) ≤ c

d1∑

`−1

δ−`|||u, σ + δ|||j−` , ∀u ∈ N(P, κ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [P (D), ψ] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âûðàæåíèé

Dγ1
1 ψ(x1)D

α1−γ1
1 Dα1

2 α ∈ N ∩N2
0 , γ1 ≤ α1 ,

òî îöåíêà (2.7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âëîæåíèÿ (2.5) è ëåììû 5. ¤

Ëåììà 6. Ïóñòü m ∈ N , c > 0, ws,j ≥ 0, s = 1, 2, . . ., j = 1, 2, ...s è ws,j ≤ c ïðè
j ≤ 0 äëÿ âñåõ s. Åñëè ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 0 è äëÿ ëþáûõ s è j ≥ 0

(2.8) ws,j ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,j−`,

òî

(2.9) ws,j ≤ cj+1
2 , j = 1, . . . , s,

ãäå c2 = max{c1 ·m; c; 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâåäåì ìåòîäîì èíäóêöèè ïî j äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
s. Åñëè j = 1, òî â ñèëó (2.8) èìååì

ws,1 ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,1−` ≤ c1 · c ·m = (c1 ·m) · c ≤ c1+1
2 .

Ïóñòü îöåíêà (2.9) âåðíà ïðè 1 ≤ j ≤ r ≤ s − 1. Äîêàæåì åãî äëÿ j = r + 1. Èç
îöåíêè (2.8), â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ ÷òî c2 ≥ 1, èìååì

ws,r+1 ≤ c1 ·
m∑

`=1

ws,r+1−` ≤ c1 ·
m∑

`=1

cr+2−`
2 ≤ (c1 ·m) · cr+1

2 ≤ c
(r+1)+1
2 .

Ëåììà 6 äîêàçàíà. ¤
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Òåîðåìà 1. Åñëè P (D) ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî-
óãîëüíèêîì N âèäà (1.4), òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ κ > 0

N(P, κ) ⊂ Γ̃N(Ωκ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü κ > 0 òàêîå ÷èñëî äëÿ êîòîðîãî âåðíî (2.5) è σ ∈ (0, κ).
Òîãäà íà îñíîâàíèè (2.5) ïðè δ ∈ (0, κ− σ) è j ∈ N èìååì, ÷òî

|||u, σ|||j = max
α∈Mj∩N2

0

|||Dαu, σ||| ≤ max
α∈Mj∩N2

0

|||ψ(x1)Dαu(x), σ||| ≤
≤ max

α∈Mj∩N2
0

max
β∈N∩N2

0

∥∥Dβ (ψ(x1)Dαu(x))
∥∥

L2(E2)
.

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 3 èìååì ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 0

|||u, σ|||j ≤ c1 max
α∈Mj∩N2

0

[
‖P (D) (ψ(x1)Dαu(x))‖L2(E2) + ‖ψ(x1)Dαu(x)‖L2(E2)

]
.

Òàê êàê u ∈ N(P, κ), òî îòñþäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ èìååì
(2.10)

|||u, σ|||j ≤ c1

[
max

α∈Mj∩N2
0

‖[P (D), ψ(x1)] Dαu(x)‖L2(E2) + ‖Dαu(x)‖L2(Ωσ+δ)

]
.

Èç (2.10) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ïðåäëîæåíèÿ 2 è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ èìååì, ñ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c2 > 0

(2.11) |||u, σ|||j ≤ c2

(
d1∑

`=1

δ−`|||u, σ + δ|||j−` + |||u, σ + δ|||j−1

)
.

Ïóñòü j, s ∈ N , j ≤ s, 0 < κ1 < κ, σ = κ1 − j
s a, 0 < a < κ−κ1

2d1
, δ = a

s . Òîãäà èç
(2.11) èìååì
(2.12)∥∥∥∥

∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c2

d1∑

`=1

( s

a

)`
∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

+
∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−1

.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.12) íà s−j ïîëó÷èì

s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c2

(
d1∑

`=1

s−(j−`)

a`

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

+

+s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − 1)

s
a

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−1

)
.

Òàê êàê ïðè 1 ≤ ` ≤ d1 κ1 − j−1
s a ≤ κ1 − j−`

s a < κ, òî îòñþäà, ñ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c3 > 0 èìååì

(2.13) s−j

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j

≤ c3

d1∑

`=1

s−(j−`)

∥∥∥∥
∣∣∣∣u, κ1 − (j − `)a

s

∣∣∣∣
∥∥∥∥

j−`

.
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Ïîëîæèì

ws,j =





s−j
∥∥∣∣u, κ1 − ja

s

∣∣∥∥
j

ïðè s = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . .
∥∥∣∣u, κ+κ1

2

∣∣∥∥ ïðè s = 1, 2, . . . , j = 0,−1,−2, . . . .

Èç îöåíêè (2.13) ïîëó÷àåì, ÷òî

ws,j ≤ c3

d1∑

`=1

ws,j−` s, j = 1, 2, . . .

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 6 ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c4 > 0 èìååì

(2.14) ws,j ≤ cj+1
4 j = 1, . . . , s.

Ïðè j = s èç (2.14) â ñèëó íàøèõ îáîçíà÷åíèé èìååì

j−j |||u, κ1 − a|||j ≤ cj+1
4 j = 1, 2, . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|||u, κ1 − a|||j ≤ cj+1
4 jj j = 1, 2, . . . .

Èìåÿ â âèäó, ÷òî a ∈ (0, κ−κ1
2d ) è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè κ1 ∈ (0, κ) ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ëþáîå ðåøåíèå u ∈ N(P, κ) ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ïî x1 ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ëåììû 4 è çàìå÷àíèÿ
1, òàê êàê òîãäà èìååì N(P, κ) ⊂ Γ(1,λk

2 )(Ωκ). ¤

Abstract. The paper considers regular, almost hypoelliptic equations in an in�nite
strip. It is proved that all solutions almost hypoelliptic equation from some speci�c
space belong to the Gevrey class.
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Аннотация. Для одного класса регулярных, частично гипоэллиптических,
относительно плоскости x1 = 0 уравнений, рассматриваемых в достаточно
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1. Введение

Будем пользоваться следующими обозначениями: N - множество натуральных

чисел N0 = N ∪ {0}, Nn
0 - множество n - мерных мультииндексов, En, Rn - n-

мерные вещественные эвклидовы пространства точек

x = (x1, x2, ..., xn) ≡ (x1, x
1), ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ≡ (ξ1, ξ

1) и

Rn
+ = {ξ ∈ Rn, ξj ≥ 0, j = 1, ..., n}.

Для ξ ∈ Rn, ν ∈ Rn
+ и α ∈ Nn

0 обозначим

|ξ| =
√
ξ21 + ...+ ξ2n, |ν| = ν1 + ...+ νn, ξα = ξα1

1 ...ξαn
n ,

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n , где Dj =
∂

∂ξj
либо Dj =

1

i

∂

∂xj
(j = 1, ..., n, i2 = −1).

Пусть A ⊂ Nn
0 конечный набор мультииндексов. Многогранником Ньютона на-

бора A называется минимальный выпуклый многогранник ℜ(A) ⊂ Rn
+ содержа-

щий множество A ∪ {0}. Многогранник ℜ ⊂ Rn
+ с вершинами из Nn

0 называется

полным (см. [1]), если ℜ имеет вершину в начале координат и отличные от на-

чала координат вершину на каждой оси координат Nn
0 . Полный многогранник

ℜ называется правильным (вполне правильным) (см. [2] и [3]), если координаты

внешних (относительно ℜ) нормалей не координатных граней ℜ неотрицательны

(положительны).
33
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Пусть

P (D) =
∑
α

γαD
α

- линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами а

P (ξ) =
∑
α

γαξ
α

его полный символ, где сумма распространяется по конечному набору (P ) = {α ∈
Nn

0 : γα ̸= 0}. Многогранник Ньютона набора (P ) называется характеристиче-

ским многогранником оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Определение 1. (см.[4], определение 11.1.2). Оператор P (D) называется гипо-

эллиптическим, если выполняется одно из следующих эквивалентных условий

(1) Любое обобщенное решение уравнения P (D)u = 0 в Ω (Ω ⊂ En область)

является бесконечно дифференцируемой функцией.

(2) P (α)(ξ)/P (ξ) ≡ DαP (ξ)/P (ξ) → 0 при |ξ| → ∞.

Определение 2. (см. [5] или [4], определение 11.2.4). Оператор P (D) = P (D1, ..., Dn)

называется частично гипоэллиптическим относительно ξ1 (плоскости x1 =

0), если выполняется одно из следующих эквивалентных условий

(1) P (α)(ξ)/P (ξ) → 0 при ξ1 → ∞, когда |ξ1| остается ограниченным,

(2) если представить многочлен P (ξ) в виде

P (ξ) =
∑

α1∈Nn−1
0

(ξ1)α
1

Pα1(ξ1), где (Pα1(ξ1) = (Dα1

P )(ξ1, 0
1)/α1!,

то Pα1(ξ1)/P0(ξ1) → 0 при ξ1 → ∞, α1 ̸= 0, (поскольку любой ненулевой

многочлен от одного переменного гипоэллиптичен).

Очевидно условие 2 равносильно условию ordPα1 < ordP01 при |α1| ̸= 0.

Определение 3. (см. [6]). Оператор P (D) называется почти гипоэллиптиче-

ским, если существует постоянная c > 0 такая, что∑
α

|P (α)(ξ)| ≤ c(1 + |P (ξ)|) ∀ξ ∈ Rn.

Известно, что многогранник Ньютона гипоэллиптического оператора вполне пра-

вильный (см. например [2] или [3]), а многогранник Ньютона почти гипоэллип-

тического оператора - правильный (см.[6] или [7]).
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В работе [5] доказана бесконечная дифференцируемость решений частично гипоэл-

липтических уравнений, если априори предполагать их бесконечную дифферен-

цируемость по определенным переменным.

В течение всей работы будем считать, что натуральные четные числа m1,m2 и

рациональное число a > 0 выбраны так, чтобы m1 − am2 - четное натуральное

число. Обозначим через

(1.1) ℜ = ℜ(m1,m2, a) = {ν, ν ∈ Rn
+, |ν1| ≤ m2, ν1 + a|ν1| ≤ m1}.

Для многогранника ℜ с вершинами из Nn
0 через ℜ1 обозначим множество тех

мультииндексов α ∈ ℜ ∩ Nn
0 для которых существует мультииндекс β1 ∈ Nn−1

0 ,

|β1| = 1 такое, что α + (0, β1) ̸∈ ℜ . Не трудно заметить, что тогда выпуклая

оболочка множества ℜ1 ∪ {0} совпадает с ℜ.

Пусть для b ∈ R1, [b]- целая часть числа b, [b]′ = [b] = b, если b целое и [b]′ = [b]+1

в противном случае.

Для ν ∈ Nn
0 обозначим

(1.2) d(ν) = |ν1|+max

{[
ν1 − (m1 − am2)

a

]′
, 0

}
.

В дальнейшем запись α ∈ ℜ будет означать, что α ∈ ℜ ∩Nn
0 .

Пусть линейный дифференциальный оператор P (D) с постоянными коэффи-

циентами, характеристический многогранник которого имеет вид (1.1), регуля-

рен, т.е. с некоторой постоянной c > 0

(1.3)
∑
α∈ℜ

|ξα| ≤ c(1 + |P (ξ)|) ∀ξ ∈ Rn.

Тогда не трудно заметить, что ordξ1P ≡ max{α1, α ∈ ℜ} = m1,

ordξjP = m2 j = 2, ..., n и с некоторой постоянной c1 > 0

(1.4) |Dk
1P (ξ)| ≤ c1

 ∑
(α1+k,α1)∈ℜ

|ξα|+ 1

 , ∀ξ ∈ Rn, k = 0, 1, . . . .

Из теоремы 11.2.3 работы [4] следует, что оператор P (D) удовлетворяющий оцен-

кам (1.3) и (1.4) является частично гипоэллиптическим относительно плоскости

x1 = 0, а из теоремы 3 работы [6] следует, что P (D) почти гипоэллиптический

оператор.

Цель настоящей работы доказать, что при достаточно больших χ

N(P, χ) ≡ {u,
m1∑
j=0

∥ Dj
1u ∥L2(Ωχ)<∞, P (D)u = 0} ⊂ C∞(Ωχ),
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где Ωχ = {x = (x1, x
1) ∈ En, |x1| < χ, x1 ∈ E1}.

2. Вспомогательные предложения

Лемма 1. Пусть ℜ многогранник вида (1.1). Тогда функция d(·) определенная

по формуле (1.2) удовлетворяет следующим условиям:

(1) d(α± (0, β1)) = d(α)± |β1| ∀α ∈ ℜ,

(2) d(α) ≤ m2 ∀α ∈ ℜ,

(3) для любых α ∈ ℜ и β1 ≤ α1 d(α− (0, β1)) ≤ m2 − |β1|,
(4) для любых α ∈ ℜ \ ℜ1 и j : 2 ≤ j ≤ n существует βj = βj(α) ∈ N такое,

что

(α1, ..., αj−1, αj + βj , αj+1, ..., αn) ∈ ℜ1,

где ℜ1 по ℜ определяется также как на предыдущей странице.

(5) d(α) = m2 при всех α ∈ ℜ1.

Доказательство. первого пункта непосредственно следует из определения d(α).

Докажем пункт 2). При α1 ≤ m1 − am2 утверждение пункта 2) непосредственно

следует из определений многогранника ℜ и числа d(α). Пусть поэтому α ∈ ℜ
α1 > m1−am2. Если (α1−m1+am2)/a - целое, то α1+a|α1| ≤ m1 (по определению

ℜ), и следовательно

d(α) = |α1|+ α1 −m1

a
+m2 ≤ m2.

Если при α ∈ ℜ, α1 > m1 − am2 и (α1 −m1 + am2)/a – не целое тогда, т.к. при

любых m ∈ N0 и 0 < b ̸∈ N0 [b]′ = m− [m− b], то

d(α) = |α1|+m2 − |α1| − [m2 − |α1| − α1 −m1 + am2

a
] =

= m2 −
[
m1 − a|α1| − α1

a

]
≤ m2.

Этим утверждение пункта 2) доказано. Утверждение пункта 3) непосредственно

следует из предыдущих пунктов. Докажем пункт 4). Мы будем доказывать более

сильное утверждение, а именно, что для любых α ∈ ℜ\ℜ1 и β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l(α)

имеем α+ (0, β1) ∈ ℜ1, где

l(α) =

{
m2 − |α1| при α1 ≤ m1 − am2

[m1−α1−a|α1|
a ] при α1 > m1 − am2.

Пусть α ∈ ℜ \ ℜ1. Если α1 ≤ m1 − am2, то из определений ℜ и ℜ1 имеем, что

m2−|α1| > 0. Следовательно l(α) ∈ N и для любого β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l(α)(≤ m2)

|α1|+ |β1| = m2
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α1 + a(|α1|+ |β1|) ≤ m1 − am2 + am2 = m1,

т.е. α+(0, β1) ∈ ℜ. Т.к., очевидно, для любого ν1 ∈ Nn−1
0 , |ν1| > l(α) |α1|+ |ν1| >

m2, то это означает, что α+ (0, β1) ∈ ℜ1 для любого β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l(α).

Пусть теперь α ∈ ℜ \ ℜ1 и α1 > m1 − am2. Тогда, очевидно, в силу определения

ℜ |α1| < m2 и α1 + a(|α1| + 1) ≤ m1 (α ∈ ℜ \ ℜ1). Следовательно l(α) ∈ N .

Покажем, что для любого β1 ∈ Nn−1
0 длины l(α) α + (0, β1) ∈ ℜ1. На самом

деле, т.к.

|α1|+ |β1| = |α1|+ [
m1 − α1 − a|α1|

a
] ≤

≤ |α1|+ [
m1 − (m1 − am2)− a|α1|

a
] = m2

α1 + a(|α1|+ |β1|) = α1 + a(|α1|+ [
m1 − α1 − a|α1|

a
]) =

= α1 + a(|α1|+ [
m1 − α1

a
]− |α1|) ≤ α1 + a

m1 − α1

a
= m1,

то α+ (0, β1) ∈ ℜ для любого β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l(α). С другой стороны, т.к. для

любого ν1 ∈ Nn−1
0 |ν1| = l(α) + 1

α1 + a(|α1|+ |ν1|) = α1 + a(|α1|+ [
m1 − α1 − a|α1|

a
] + 1) =

= α1 + a(|α1|+ [
m1 − α1

a
]− |α1|+ 1) > α1 + a

m1 − α1

a
= m1,

т.е. при любом ν1 ∈ Nn−1
0 , |ν1| = l(α) + 1 α + (0, ν1) ̸∈ ℜ, то это означает, что

α+ (0, β1) ∈ ℜ1 для любого β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l(α). Этим утверждение пункта 4)

доказано.

Докажем утверждение пункта 5). Сначало заметим, что

ℜ1 = {α ∈ ℜ, |α1| = m2, 0 ≤ α1 ≤ m1 − am2}∪

∪{α ∈ ℜ, α1 > m1 − am2, α1 + a|α1| ≤ m1 < α1 + a(|α1|+ 1)} ≡ ℜ1
1 ∪ ℜ1

2.

Так как утверждение пункта 5) для α ∈ ℜ1
1 очевидно, то утверждения пункта 5)

докажем для α ∈ ℜ1
2. При α ∈ ℜ1

2 (очевидно) [(m1 −α1 − a|α1|)/a] = 0 и по этому

d(α) = |α1|+max{[α1 − (m1 − am2)

a
]′, 0} = |α1|+ [

α1 − (m1 − am2)

a
]′ =

= |α1|+m2 − |α1| − [m2 − |α1| − α1 −m1 + am2

a
] =

= m2 − [
m1 − α1 − a|α1|

a
] = m2.

Этим утверждение пункта 5) и тем самым леммы 1 доказано. �
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Замечание 1. Из пункта 4) леммы 1 следует, что для любых α ∈ ℜ и j ∈
N, 2 ≤ j ≤ n существует βj = βj(α) ∈ N0 для которого

β(α, j) ≡ ≡ (α1, ..., αj−1, βj , αj+1, ..., αn) ∈ ℜ1.

Пусть для χ > 0

gχ(x
1) = g(

x1

χ
) = g(

x2
χ
, ...,

xn
χ
),

где g(x1) = 1− |x1|2 при |x1| ≤ 1 и g(x1) = 0 при |x1| > 1.

Лемма 2. Для любых α ∈ ℜ и j ∈ N, 2 ≤ j ≤ n существуют число χ0 > 0 и

постоянная c = c(χ0,ℜ) > 0 такая, что при χ > χ0

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c(∥ (Dα(j)

φ)gd(α
(j))

χ ∥L2(Ωχ) +

(2.1) + ∥ (Dβ(α,j)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ),

где α(j) = (α1, ..., αj−1, 0, αj+1, . . . , αn).

Доказательство. Так как оценка (2.1), очевидна, при α = α(j) и α = β(α, j)

(тогда оценка (2.1) верна при всех χ > 0 с постоянной c ≥ 1), то пусть 1 ≤
αj < βj(α). Тогда интегрированием по частям, для любого φ ∈ C∞

0 (Ωχ) получим

(d(α) ≥ 1)

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥2L2(Ωχ)
=

∫
Ωχ

DαφDαφg2d(α)χ dx ≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ωχ

Dα−e(j)φDα+e(j)φg2d(α)χ dx

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ωχ

Dα−e(j)φDαφ2d(α)g2d(α)−1
χ Djgχdx

∣∣∣∣∣∣∣ ,
где e(j) – орт соответствующий j-той оси. Отсюда в силу пунктов 1), 2) леммы

2.1, определения функции gχ и арифметического неравенства |ab| ≤ 1
2 (|a|

2 + |b|2)
имеем, что

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥2L2(Ωχ)
≤ 1

2
{∥ (Dα+e(j)φ)gd(α+e(j))

χ ∥2L2(Ωχ)
+

+ ∥ (Dα−e(j)φ)gd(α−e(j))
χ ∥2L2(Ωχ)

}+ 2m2

χ
{∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥2L2(Ωχ)

+

(2.2) + ∥ (Dα−e(j)φ)gd(α−e(j))
χ ∥2L2(Ωχ)

} ∀φ ∈ C∞
0 (Ωχ).

Из оценки (2.2), в силу леммы 2.1 работы [8] и пункта 5) леммы 1 настоящей

заметки, следует, что существуют число χ0 > 0 и постоянная c = c(χ0,m2) > 0
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для которого при χ > χ0 выполняется оценка (2.1). Для этого достаточно в лемме

2.1 работы [8] в качестве функций al(t) взять функций

al(t) ≡∥ (Dα(j)+le(j)φ)g
d(α(j)+le(j))
1/t ∥2L2(Ω1/t)

l = 0, . . . , βj(α).

�

Следствие 1. Для любого α ∈ ℜ существуют число χ1 > 0 и постоянная c =

c(χ1,m2) > 0 такая, что при χ > χ1

(2.3) ∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c(∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ) +

+
∑

β∈ℜ1(α1)

∥ (Dβφ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ),

где ℜ1(α1) = {β, β ∈ ℜ1, β1 = α1}.

Доказательство. В силу леммы 2.2 существуют число χ1 > 0 и постоянная

c1 = c1(χ1,m2) > 0 такая, что оценка (2.1) при χ > χ1 верна для всех α ∈ ℜ.

Пусть α ∈ ℜ и χ > χ1. Тогда из оценки (2.1) при j = 2 имеем, что

(2.4) ∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c1(∥ (Dα(2)

φ)gd(α
(2))

χ ∥L2(Ωχ) +

∥ (Dβ(α,2)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ),

Еще раз применив оценку (2.1) для первого слагаемого правой части оценки

(2.4), при χ > χ1 получим

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c21(∥ (Dα(2,3)

φ)gd(α
(2,3))

χ ∥L2(Ωχ) +

+ ∥ (Dβ(α(2),3)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)) + c1 ∥ (Dβ(α,2)φ)gm2

χ ∥L2(Ωχ),

где α(2,3) = (α1, 0, 0, α4, . . . , αn).

Продолжая аналогичным образом оценивать первые слагаемые правых частей

полученных оценок, получим оценку (2.3) т.к. β(α, 2), β(α(2), 3), . . . ∈ ℜ1(α1). �

Следствие 2. При χ > χ1 с некоторой постоянной c = c(χ1,ℜ) > 0

(2.5)
∑
α∈ℜ

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c(

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ) +

+
∑
β∈ℜ1

∥ (Dβφ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ),

где r = m1 − [a]′.

Доказательство непосредственно получается из оценки (2.3), если заметить, что

при α1 = m1 − [a]′, ...,m1 (α1, 0
1) ∈ ℜ1.
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Лемма 3. Пусть P – регулярный оператор с характеристическим многогран-

ником ℜ вида (1.1). Тогда существуют число χ2 > 0 и постоянная c = c(χ2,ℜ)
такая, что при χ > χ2

(2.6)
∑
α∈ℜ

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤ c(∥ (P (D)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ) +

+
r∑

α=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ),

где r число из следствия 2.

Доказательство. В силу формулы Лейбница, оценки (1.3), определения функ-

ции gχ и пункта 3) леммы 1 с некоторыми посотянными c1 = c1(P ), c2 = c2(χ) > 0

при χ > 0 имеем∑
α∈ℜ1

∥ (Dαφ)gm2
χ ∥L2(Ωχ)≤

∑
α∈ℜ1

∥ Dα(φgm2
χ ) ∥L2(Ωχ) +

+
∑

α∈ℜ1,α1 ̸=0

∑
0̸=β1≤α1

cβ
1

α1 ∥ (Dα−(0,β1)φ)Dβ1

gm2
χ ∥L2(Ωχ)≤

≤ c1(∥ P (D)(φgm2
χ ) ∥L2(Ωχ) + ∥ φgm2

χ ∥L2(Ωχ))+

(2.7) +c2
∑
γ∈ℜ

∥ (Dγφ)gd(γ)χ ∥L2(Ωχ) ·
∑

0 ̸=β1,(0,β1)∈ℜ

(
2

χ
)|β

1| ∀φ ∈ C∞
0 (Ωχ),

где cβ
1

α1 = cβ2
α2
...cβn

αn
- биномиальные коэффициенты.

Для первого слагаемого правой части оценки (2.7) в силу формулы Лейбница,

определения функции gχ и пункта 3) леммы 1 с некоторыми постоянными c3 =

c3(P ), c4 = c4(P ) > 0 при всех φ ∈ C∞
0 (Ωχ) имеем

(2.8) ∥ P (D)(φgm2
χ ) ∥L2(Ωχ)≤∥ (P (D)φ)gm2

χ ∥L2(Ωχ) +

+c3
∑

α∈ℜ1,α1 ̸=0

∑
0 ̸=β1≤α1

cβ
1

α1 ∥ (Dα−(0,β1)φ)Dβ1

gm2
χ ∥L2(Ωχ)≤

≤∥ (P (D)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ) +c4

∑
γ∈ℜ

∥ (Dγφ)gd(γ)χ ∥L2(Ωχ)

∑
0̸=β1,(0,β1)∈ℜ

(
2

χ

)|β1|

.

Из оценки (2.5) в силу (2.7) и (2.8) при χ > χ1 с некоторыми постоянными

c5 = c5(P ), c6 = c6(P ) > 0 при всех φ ∈ C∞
0 (Ωχ) имеем, что

(1− c5
∑

0̸=β1,(0,β1)∈ℜ

(
2

χ
)|β

1|) ·
∑
γ∈ℜ

∥ (Dγφ)gd(γ)χ ∥L2(Ωχ)≤

≤ c6(∥ (P (D)φ)gm2
χ ∥L2(Ωχ) +

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ) ∥L2(Ωχ) .
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Откуда непосредственно получаем утверждение леммы. �

Для многогранника ℜ вида (1.1) и любого j ∈ N0 через ℜj обозначим множество

тех мультииндексов α ∈ Nn
0 для которых существуют l ∈ N0, l ≤ j и мульти-

индекс β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = l такие, что α − (0, β1) ∈ ℜ. Не трудно заметить, что

ℜj \ ℜj−1 = {α, α = β + (0, γ1), β ∈ ℜ, |γ1| = j} j = 1, 2, . . ..

Лемма 4. Пусть P (D) – регулярный оператор с характеристическим много-

гранником вида (1.1). Тогда для любого j ∈ N0 существуют постоянные Al,j > 0

l = 0, . . . , j, Bj > 0 такие, что при всех χ > χ2 (χ2 > 0 число из леммы 3)∑
α∈ℜj

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤
j∑

l=0

Al,j

∑
|β1|=l

∥ (Dβ1

P (D)φ)gm2+l
χ ∥L2(Ωχ) +

(2.9) +Bj

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ).

Доказательство. будем проводить по индукции по j. Для j = 0 оценка (2.9)

доказана в лемме 3. Пусть оценка (2.9) верна при j ≤ k. Докажем его для j =

k + 1. В силу предположения индукции и пункта 1) леммы 1 имеем∑
α∈ℜk+1

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)=
∑
α∈ℜk

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ) +

+
∑

α∈ℜk+1\ℜk

∥ (Dαφ)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤

≤

 j∑
l=0

Al,j

∑
|β1|=l

∥ (Dβ1

P (D)φ)gm2+l
χ ∥L2(Ωχ) +

+ Bk

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ)

)
+

(2.10) +
∑
ν∈ℜ

∑
|γ1|=k+1

∥ (Dν+(0,γ1)φ)gd(ν)+k+1
χ ∥L2(Ωχ)

для любой функции φ ∈ C∞
0 (Ωχ).

Оценим последнее слагаемое правой части оценки (2.10). В силу формулы

Лейбница, леммы 3, определения функции gχ и предположения индукции (т.к.

ν − (0, µ1) + (0, γ1) ∈ ℜk при всех ν ∈ ℜ, |γ1| = k + 1, 0 ̸= µ1 ≤ γ1) с некоторыми

постоянными c1 = c1(P ), c2 = c2(P ) > 0 имеем∑
|γ1|=k+1

∑
ν∈ℜ

∥ (Dν+(0,γ1)φ)gd(ν)+k+1
χ ∥L2(Ωχ)≤
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≤
∑

|γ1|=k+1

∑
ν∈ℜ

∥ Dν((Dγ1

φ)gk+1
χ )gd(ν)χ ∥L2(Ωχ) +

+
∑

|γ1|=k+1

∑
ν∈ℜ,ν1 ̸=0

∑
0̸=µ1≤ν1

cµ
1

ν1 ∥ (Dν−(0,µ1)+(0,γ1)φ)gd(ν)χ Dµ1

gk+1
χ ∥L2(Ωχ)≤

≤ c1

 ∑
|γ1|=k+1

∥ P (D)((Dγ1

φ)gk+1
χ )gm2

χ ∥L2(Ωχ) +

+
∑

|γ1|=k+1

∥ (Dγ1

φ)gm2+k+1
χ ∥L2(Ωχ)

+

+c2

 k∑
l=0

Al,j

∑
|β1|=l

∥ (Dβ1

P (D)φ)gm2+l
χ ∥L2(Ωχ) +

(2.11) + Bk

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ)

]
для любой функции φ ∈ C∞

0 (Ωχ).

Рассмотрим первое слагаемое первой части оценки (2.11). В силу формулы Лейб-

ница, определения функции gχ предположения индукции с некоторыми посто-

янными c3 = c3(P ), c4 = c4(P, k) > 0 имеем∑
|γ1|=k+1

∥ P (D)((Dγ1

φ)gk+1
χ )gm−2

χ ∥L2(Ωχ)≤

≤
∑

|γ1|=k+1

∥ (P (D)Dγ1

φ)gm2+k+1
χ ∥L2(Ωχ) +

+c3
∑

|γ1|=k+1

∑
α∈ℜ,α1 ̸=0

∑
0̸=µ1≤α1

∥ (Dα−(0,µ1)+(0,γ1)φ)(Dµ1

gk+1
χ )gm2

χ ∥L2(Ωχ)≤

≤
∑

|γ1|=k+1

∥ (Dγ1

P (D)φ)gm2+k+1
χ ∥L2(Ωχ) +

+c4(

k∑
l=0

Al,j

∑
|β1|=l

∥ (Dβ1

P (D)φ)gm2+|β1|
χ ∥L2(Ωχ) +

+Bk

r∑
α1=0

∥ (Dα1
1 φ)gd(α1,0

1)
χ ∥L2(Ωχ)) ∀φ ∈ C∞

0 (Ωχ). (2.12)

Откуда, т.к. при β1 ∈ Nn−1
0 , |β1| = k + 1, (0, β1) ∈ ℜk и gχ ≤ 1, то в силу

предположения индукции получаем оценку (2.9) для j = k+1. Этим утверждение

леммы 4 доказано. �
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3. Весовые пространства Соболева. Основной результат.

Пусть функция g, область Ωχ и множества ℜj (j = 0, 1, ...) определены как

выше. Для j ∈ N0 обозначим через

Hj ≡ H(ℜj , g,Ωχ) =

u, ∥ u ∥Hj≡
∑
α∈ℜj

∥ (Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)<∞

 ,

где по данному мультииндексу α число d(α) определяется по формуле (1.2).

Лемма 5. Для произвольных чисел j ∈ N0 и χ > 0 множество C∞
0 (Ωχ) плотно

в Hj.

Доказательство. Пусть j ∈ N0, χ > 0 и u ∈ Hj фиксированы. Тогда для

любого числа ε > 0 существуют число δ ∈ (0, χ) и M ≥ 1 такие, что

(3.1) ∥ u ∥H(ℜj ,g,Ωχ\Ωχ−δ,M )≡
∑
α∈ℜj

∥ (Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ\Ωχ−δ,M )< ε,

где Ωχ−δ,M ≡ {x ∈ En, |x1| < χ− δ, |x1| < M}.
Пусть φ1 и φ2 неотрицательные бесконечно дифференцируемые, соответствен-

но в E1 и En−1, функции такие, что

1) φ1(x1) = 1 при |x1| < M,φ1(x1) = 0 при x1 > M + 1,

2) φ2(x
1) = 1 при |x1| < χ− δ, φ2(x

1) = 0 при |x1| > χ− δ/2,

3) с некоторой постоянной b = b(j) > 0

|φ(k)
1 (x1)| ≤ b (k = 0, 1, ...,m1), |φ(α1)

2 (x1)| ≤ b · δ−|α1| (|α1| ≤ m2 + j).

Положим

υ(x) =

{
u(x1, x

1) · φ1(x1) · φ2(x
1) x ∈ Ωχ

0, x ̸∈ Ωχ.

Очевидно, так как u ∈ Hj и suppv ⊂ Ωχ−δ/2,M+1, то∑
α∈ℜj

∥ Dαv ∥L2(En)<∞

Продолженные нулем вне Ωχ функций Dαu α ∈ ℜj обозначим через v(α).

Так как v(x) = u(x) при x ∈ Ωχ−δ,M и Dαv ∈ L2(E
n) для любого α ∈ ℜj , то в

силу (3) имеем

(3.2)
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv − v(α))gd(α)χ ∥L2(En)=
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv − v(α))gd(α)χ ∥L2(Ωχ)=

=
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv −Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)=
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv −Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ\Ωχ−δ,M )≤
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≤
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv)gd(α)χ ∥L2(Ωχ− δ
2
,M+1

\Ωχ−δ,M ) + ∥ (Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ\Ωχ−δ,M )≤

≤
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv)gd(α)χ ∥L2(Ωχ− δ
2
,M+1

\Ωχ−δ,M ) +ε.

Так как gχ(x1) ≤ 2δ
χ при x ∈ Ωχ− δ

2 ,M+1\Ωχ−δ,M , то применяя формулу Лейбница,

пункт 1) леммы 1, свойства 1)-3) функций φ1, φ2 и неравенство (3.1) для суммы

правой части оценки (3.2) с некоторой постоянной c1 = c1(χ, j) > 0 получим∑
α∈ℜj

∥ (Dα(uφ1φ2))g
d(α)
χ ∥L2(Ωχ− δ

2
,M+1

\Ωχ−δ,M )≤

≤
∑
α∈ℜj

∑
β≤α

cβα ∥ Dβu ·Dα1−β1

1 φ1 ·Dα1−β1

φ2 · gd(α)χ ∥L2(Ωχ− δ
2
,M+1

\Ωχ−δ,M )≤

≤
∑
α∈ℜj

∑
β≤α

cβαb
|α−β|δ−(|α1|−|β1|)(

2δ

χ
)|α

1|−|β1| ∥ (Dβu) · gd(α)χ ∥L2(Ωχ− δ
2
,M+1

\Ωχ−δ,M )≤

≤ c1ε.

Отсюда и из оценки (3.2) получаем, что

(3.3)
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv − v(α))gd(α)χ ∥L2(En)≤ (c1 + 1)ε.

Для h > 0 пусть

Sh = {x ∈ En, |x| < h}, ψ ∈ C∞
0 (S1).

Положим
∫
ψ(x)dx = 1, ψh(x) ≡ h−nψ(x/h) и vh ≡ v ∗ ψh.

Очевидно, для любого h > 0 vh ∈ C∞(En). При этом vh(x) = 0 когда x ̸∈
suppv + S̄h (S̄h - замыкание множества Sh). С другой стороны, так как suppv +

S̄h ⊂ Ωχ при h ∈ (0, δ/4), то vh ∈ C∞
0 (Ωχ) когда h ∈ (0, δ/4). Так как 0 ≤ gχ(x

1) ≤
1, Dαv ∈ L2(E

n) α ∈ ℜj , D
αvh = (Dαv)h (см. например [9], 6.3, (2)), то в силу

неравенства Юнга и непрерывности в среднем функций из L2 имеем при h→ +0∑
α∈ℜj

∥ Dα(vh − v)gd(α)χ ∥L2(En)≤
∑
α∈ℜj

∥ Dα(vh − v) ∥L2(En)=

=
∑
α∈ℜj

∥ (Dαv)h − (Dαv) ∥L2(En)≤

≤
∑
α∈ℜj

sup
|y|<h

∥ Dαv(x− y)−Dαv(x) ∥L2(En)→ 0.

В силу произвольности ε > 0, отсюда и из (3.3) получаем утверждение леммы.

Лемма 5 доказана. �
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Следствие 3. При условиях леммы 4∑
α∈ℜj

∥ (Dαu)gd(α)χ ∥L2(Ωχ)≤
j∑

l=0

Al,j

∑
|β1|=l

∥ (Dβ1

P (D)u)gd(α)χ ∥L2(Ωχ) +

+Bj

r∑
α1

∥ (Dα1

1 u)gd(α1,0
1)

χ ∥L2(Ωχ) ∀u ∈ Hj , j = 0, 1, ..., χ > χ2.

Доказательство. непосредственно следует из лемм 4 и 5. �

Пусть P (D) – регулярный оператор характеристический многогранник которого

имеет вид (1.1). Через N(P, χ) обозначим

N(P, χ) ≡ {u,Dj
1u ∈ L2(Ωχ) j = 0, ...,m1, P (D)u = 0 в Ωχ}.

Лемма 6. Пусть u ∈ N(P, χ). Тогда при h→ +0

(3.4) ∥ (Dα1

P (D)vh)g
m2+|α1|
χ ∥L2(Ωχ)→ 0 ∀α1 ∈ Nn−1

0 ,

где

vh(x) =

∫
v(x1, x

1 − y1)φh(y
1)dy1, v(x) =

{
u(x) x ∈ Ωχ

0 x ̸∈ Ωχ,

φh(x
1) = h−(n−1)φ(x1/h), φ(x1) ∈ C∞

0 (En−1)

suppφ ⊂ {x1 ∈ En−1, |x1| < 1} и
∫
φ(x1)dx1 = 1.

Доказательство. Так как при x ∈ Ωχ−h

vh(x) =

∫
u(x1, x

1 − y1)φh(y
1)dy1.

то при x ∈ Ωχ−h

Dα1

P (D)vh(x) = (Dα1

P (D)v)h(x) = (Dα1

P (D)u)h(x) = 0.

По этому для доказательство соотношения (3.4) достаточно показать, что при

h→ +0

(3.5) ∥ (Dα1

P (D)vh)g
m2+|α1|
χ ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)→ 0 ∀α1 ∈ Nn−1

0 .

Так как 0 ≤ gχ(x
1) ≤ 2h

χ при x ∈ Ωχ \ Ωχ−h и (см. например [9] теорему 4.5.2)

Dβ1

1 v(x) = Dβ1

1 u(x) при x ∈ Ωχ, Dβ1

1 v(x) = 0 при x ̸∈ Ωχ, то используя неравен-

ство Юнга с некоторыми постоянными c1 = c1(P ), c2 = c2(α
1, φ, P ) > 0 имеем

(3.6) ∥ (Dα1

P (D)vh)g
m2+|α1|
χ ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)≤

≤ (
2h

χ
)m2+|α1| ∥ Dα1

P (D)vh ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)≤



46 В. Н. МАРГАРЯН

≤ c1(
2h

χ
)m2+|α1|

∑
β∈ℜ

∥
∫
Dβ1

1 v(x1, x
1 − y1)Dα1+β1

φh(y
1)dy1 ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)≤

≤ c1(
2h

χ
)m2+|α1|(

1

h
)m2+|α1| ·

∑
|β1|≤m2

∥ Dα1+β1

φ ∥L1(En−1) ·

·
m1∑
l=0

sup
|y1|<h

∥ Dβ1

1 v(x1, x
1 − y1) ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)≤

≤ c2(
2

χ
)m2+|α1| ·

m2∑
l=0

sup
|y1|<h

∥ Dl
1u(x1, x

1 − y1) ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)

Так как при u ∈ N(P, χ), то по теореме Фубини

ωl(x
1) =

∫
|Dl

1u(x1, x
1)|2dx1 ∈ L1(E

n−1) l = 0, 1, ...,m1,

то в силу непрерывности интеграла Лебега относительно меры имеем, что при

h→ +0

sup
|y1|<h

∥ Dl
1u(x1, x

1 − y1) ∥L2(Ωχ\Ωχ−h)= sup
|y1|<h

∥ ωl(x
1 − y1) ∥1/2L1(χ−h<|x1|<χ)→ 0.

Это вместе с оценкой (3.6) доказывает соотношение (3.5). Лемма 6 доказана. �

Лемма 7. Для каждого j ∈ N0 норма

(3.7) ∥ u ∥1H(ℜj ,g,Ωχ)
≡
∑
α∈ℜj

∥ Dα(ugd(α)χ ) ∥L2(Ωχ)

эквивалентна исходной норме пространства Hj.

Доказательство. получается применением формулы Лейбница с использовани-

ем леммы 1 настоящей заметки и леммы 2.1 работы [8]. �

Лемма 8. Пусть φ ∈ C∞
0 (Ωχ). Тогда для любого j ∈ N0 существует постоян-

ная c = c(j, φ, g) > 0 такая, что∑
α∈ℜj

∥ Dα(uφ) ∥L2(Ωχ)≤ c ∥ u ∥Hj ∀u ∈ Hj j = 0, 1, ....

Доказательство. непосредственно получается приминением формулы Лейбни-

ца и леммы 7, если заметить, что для любого α ∈ ℜj функция ψα(x) ψα(x) =

φ(x)g
d(α)
χ при x ∈ suppφ и ψα(x) = 0 при x ̸∈ suppφ принадлежит C∞

0 (Ωχ). �

Теорема 1. Пусть P (D) – регулярный оператор характеристический много-

гранник которого имеет вид (1.1). Тогда при достаточно больших χ (χ > χ2,

χ2 – число из леммы 4) N(P, χ) ⊂ H(ℜj , g,Ωχ) j = 0, 1, ... .



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЧАСТИЧНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ... 47

Доказательство. Пусть j ∈ N0, u ∈ N(P, χ), χ > χ2 а v(x) = u(x) при x ∈ Ωχ и

v(x) = 0 при x ̸∈ Ωχ.

Для любого h > 0 через vh обозначим

vh(x) = v ∗ φh =
1

hn−1

∫
En−1

v(x1, x
1 − y1)φ(y1/h)dy1,

где φ функция из леммы 6.

Не трудно заметить, что для любых h > 0 и j ∈ N0∑
α∈ℜj

∥ Dαvh ∥L2(En)<∞

и тем более vh ∈ Hj .

В силу следствия 3 для любых h1, h2 > 0

(3.8)
∑
β∈ℜj

∥ Dβ(vh1 − vh2)g
d(β)
χ ∥L2(Ωχ)≤

≤
j∑

k=0

Ak,j

∑
|α1|=k

∥ Dα1

P (D)(vh1 − vh2)g
m2+k)
χ ∥L2(Ωχ) +

+Bj

r∑
l=0

∥ Dl
1(vh1 − vh2)g

d(l,01))
χ ∥L2(Ωχ) .

Так как при h→ +0 для любого l : l = 0, 1, ...,m1 (r ≤ m1)

∥ Dl
1vh −Dl

1u ∥L2(Ωχ)=∥ (Dl
1v)h −Dl

1u ∥L2(Ωχ)→ 0,

то в силу леммы 5 из оценки (3.8) получаем, что при h1, h2 → +0∑
β∈ℜj

∥ Dβ(vh1 − vh2)g
d(β)
χ ∥L2(Ωχ)→ 0.

Так как при h → +0 ∥ vh − u ∥L2(Ωχ)→ 0, то в силу леммы 7, замкнутости

оператора обобщенного дифференцирования имеем, что u ∈ Hj , при этом

∥ u ∥Hj≤ Bj

r∑
l=0

∥ (Dl
1u)g

d(l,01)
χ ∥L2(Ωχ) j = 0, 1, ....

Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. При условиях теоремы 1 N(P, χ) ⊂ C∞(Ωχ).

Доказательство. Пусть R0(ξ) = 1 + |P (ξ)|, Rj(ξ) = R0(ξ)(1 + |ξ1|)j

j = 1, 2, .... Из условия теоремы на оператор P (D) имеем, что оператор P (D) ча-

стично гипоэллиптичен относительно плоскости x1 = 0 (см. определение 2 пункт

2)) а R0(ξ) медленно растущая весовая функция (см. [4] определение 10.1.1).
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Поэтому для доказательства теоремы, достаточно в силу теоремы Гординга -

Малгранжа (см. например [5] или [4] теорема 11.2.5), показать, что при χ > χ2

N(P, χ) ⊂ Bloc
2,Rj

(Ωχ) j = 0, 1, ...,

где Bloc
2,Rj

(Ωχ) - пространство Л. Хермандера (см. [4], определение 10.1.6).

Пусть φ ∈ C∞
0 (Ωχ). В силу равенства Парсеваля и леммы 8 с некоторыми посто-

янными c1 = c1(ℜj), c2 = c2(ℜj , φ) > 0 имеем

∥ uφ ∥B2,Rj
(Ωχ)=∥ (1 + |P (ξ)|)(1 + |ξ1|)jF (uφ) ∥L2(En)≤

≤ c1
∑
α∈ℜj

∥ uφ ∥L2(Ωχ)≤ c2 ∥ u ∥1Hj
,

где F преобразование Фурье.

Отсюда, в силу леммы 8, имеем, что uφ ∈ B2,Rj (Ωχ) для любых φ ∈ C∞
0 (Ωχ) и

j = 0, 1, ..., т.е. u ∈ Bloc
2,Rj

(Ωχ) при χ > χ2, j = 0, 1, .... Теорема 2 доказана. �

Abstract. The set of smooth solutions of a class of regular, partially hypoelliptic

with respect to the plane x1 = 0 equations in a rather wide strip is extracted.
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Аннотация. В работе рассматриваются абсолютная и безусловная сходи-
мость почти всюду на множестве положительной меры. Для рядов по всплеск
системам найдены условия, при выполнении которых они эквивалентны.
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Ключевые слова: всплеск системы; безусловная сходимость; абсолютная схо-
димость; эквивалентность абсолютной и безусловной сходимости.

1. Введение

Ряд
∞∑

n=0
fn(x) называется безусловно сходящимся почти всюду (п.в.) на мно-

жестве E, если для любой перестановки σ п.в. на E сходится переставленный

ряд (σ)
∞∑

n=0
fn(x) и абсолютно сходящимся п.в. на E, если п.в. на E сходится ряд

∞∑
n=0

|fn(x)|.

Известно, что для числовых рядов безусловная и абсолютная сходимость экви-

валентны. Для функциональных рядов в общем случае это не верно. Например,

для системы Радемахера {rn(x)}∞n=1 рассмотрим сумму
∞∑

n=1

anrn(x), x ∈ [0, 1],

где последовательность {an}∞n=1 удовлетворяет условиям
∞∑

n=1

|an| = +∞ и
∞∑

n=1

a2n < +∞.

Этот ряд п.в. абсолютно расходится и при любой перестановке σ переставленный

ряд

(σ)

∞∑
n=1

anrn(x)

п.в. сходится (см. [1] стр. 152).

Однако для системы Хаара {χn(x)}∞n=0 справедлива следующая теорема (см. [2]):
49
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Теорема. Для безусловной сходимости п.в. на множестве E ⊂ [0, 1], µ(E) > 0

ряда
∞∑

n=0

anχn(x)

необходимо и достаточно, чтобы п.в. на E была конечна сумма
∞∑

n=0

|anχn(x)|.

Г. Г. Геворкян [3] распространил эту теорему на ряды по классической системе

Франклина. В работе [4] последняя теорема распространена на общую систему

Франклина, которая порождена квазидиадическим и сильно регулярным разби-

ением отрезка [0,1]. А для общей системы Франклина (без каких-либо ограниче-

ний) аналогичный результат получен в [5].

В настоящей работе найдены условия, при выполнении которых можно доказать

аналогичную теорему для рядов по всплеск системам. Отметим, что в работе [6]

рассмотрен похожий вопрос, а именно, доказана теорема для всплесков с ком-

пактными носителями.

Напомним, что функция f ∈ L2(R) называется всплеском, если система функций

fjk(x) = 2j/2f(2jx− k), x ∈ R, j, k ∈ Z,

является ортонормированным базисом пространства L2(R).
Простейшим примером всплеска является всплеск Хаара (см. [7]):

χ(x) =


1, если x ∈ [0, 12 ),

−1, если x ∈ [ 12 , 1),

0, если x ̸∈ [0, 1).

Заметим, что система функций

χjk(x) = 2j/2χ(2jx− k), j = 0, 1, ..., k = 0, 1, ..., 2j − 1

на отрезке [0,1] совпадает с системой Хаара.

Для всплеска f рассмотрим кусочно постоянную функцию

φ(x) =

∫ m+1

m

|f(t)|dt, когда x ∈ [m,m+ 1), m ∈ Z,

и функции

φjk(x) = 2j/2φ(2jx− k), j, k ∈ Z, j ≥ 0.
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Каждой φjk поставим в соответствие интервал

∆jk =

[
k

2j
,
k + 1

2j

]
.

Предположим, что существуют функции Φ1(x) и Φ2(x) такие, что

(A1) Φ1(x) ≤ φ(x) ≤ Φ2(x), x ∈ R,

для которых существуют постоянные C > 0 и 0 < q < 1 такие, что выполняются

следующие соотношения

(A2) Φ2(x) ≤ CΦ1(x), x ∈ R,

(A3) Φ2(±m) ≤ qΦ2(±(m− 1)), m ∈ N.

Пусть еще выполняется соотношение

(A4) max
x∈[m,m+1)

|f(x)| ≤ Cφ(m), m ∈ Z.

Тогда справедлива следующая теорема:

Теорема 1. Если для всплеска f выполняются условия (A1)–(A4) и a > 0, то

для того, чтобы ряд

(1.1)
∑

j∈N, k∈Z
∆jk⊂(−a,a)

ajkfjk(x)

п.в. безусловно сходился на E, µ(E) > 0, необходимо и достаточно, чтобы этот

ряд п.в. абсолютно сходился на E.

Заметим, что достаточность теоремы 1 справедлива для любого функционально-

го ряда. Так что нам остается доказать необходимость. Заметим еще, что любое

множество можно представить в виде объединения не более чем счетного числа

ограниченных множеств, a мы рассматриваем сходимости п.в., значит без ограни-

чения общности можем считать, что множество E ограничено. Иными словами,

достаточно доказать следующую теорему:

Теорема 2. Пусть для всплеска f выполняются условия (A1)–(A4), a > 0, а

множество E ограничено и µ(E) > 0. Тогда если

(1.2)
∑

j∈N, k∈Z
∆jk⊂(−a,a)

|ajkfjk(x)| = +∞ на E,

то существует такая перестановка ряда (1.1), которая п.в. на E расходится.
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Отметим, что указанным условиям (A1)–(A4) удовлетворяют, например, полино-

миальные всплески Стромберга (см. [8]) и любой всплеск с компактным носи-

телем. В случае когда f – всплеск с компактным носителем, а E ограничено,

условие (1.2) равносильно ∑
j∈N, k∈Z

|ajkfjk(x)| = +∞ на E.

Так что, в случае всплеска с компактным носителем, получаем результат из [6]:

Теорема. Пусть f – всплеск с компактным носителем. Тогда ряд∑
j∈N, k∈Z

ajkfjk(x)

п.в. безусловно сходится на E, µ(E) > 0, тогда и только тогда, когда этот

ряд п.в. абсолютно сходится на E.

2. Вспомогательные результаты

Для доказательства теоремы 2, нам понадобятся ряд лемм. Условимся обозна-

чать через c1, c2,..., C1, C2, . . . положительные абсолютные постоянные.

Приведем одну лемму из [9], которая нам понадобится в последующих рас-

суждениях:

Лемма 1. Для любого всплеска f существуют ξ ∈ R, c1 > 0 и δ > ξ такие,

что при всех x > δ выполняется∣∣∣∣∫ x

ξ

f(t)dt

∣∣∣∣ > c1.

Заметим, что без ограничения общности можем считать, что

(2.1)
∫ x

ξ

f(t)dt > c1.

Действительно, в противном случае можем рассмотреть всплеск −f , для кото-

рого уже выполняется (2.1), причем теорема 2 останется неизменной.

Из условий (A1)–(A4) и f ̸≡ 0 следует, что f ∈ L1(R) и ∥f∥1 > 0. Поэтому,

если взять ξjk = ξ+k
2j , δjk = δ+k

2j , из леммы 1 для fjk(x) можем получить, что

существует c2 > 0 так, что при всех x > δjk выполняется

(2.2)
∫ x

ξjk

fjk(t)dt > c2∥fjk∥1.

В последующем изложении мы будем использовать следующие обозначения:

Q1 := {(j, k) : ∆jk ⊂ (−a, a), ||ajkφjk(x)||∞ ≥ 1},
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Ejk := {x : |ajkφjk(x)| ≥ 1, (j, k) ∈ Q1},

Ej :=
∪

k:(j,k)∈Q1

Ejk, J := lim sup
j→∞

Ej =
∞∩
p=1

∞∪
j=p

Ej .

Лемма 2. Если для всплеска f выполняется условие (A4), то ряд

(2.3)
∑

(j,k)∈Q1

ajkfjk(x)

при любой перестановке п.в. на J расходится.

Доказательство. Допустим противное. Тогда при некоторой перестановке на

некотором множестве J0 ⊂ J, µ(J0) > 0, ряд (2.3) равномерно сходится. Следо-

вательно, для произвольного ε > 0 начиная с некоторого номера j0 имеет место

(2.4) |ajkfjk(x)| < ε, x ∈ J0, (j, k) ∈ Q1, j ≥ j0.

Напомним, что точка t называется точкой плотности множества положительной

меры A, если

lim
|I|→0
t∈I

µ(A ∩ I)
µ(I)

= 1.

Известно, что почти все точки A суть точки плотности множества A.

Обозначим через J1 множество точек плотности J0. Ясно, что µ(J1) > 0 и все

точки J1 являются точками плотности J1. Зафиксируем некоторую точку x0 ∈
J1, и обозначим через ∆0

j тот двоичный интервал длины 2−j , который содержит

точку x0. Из определения J , учитывая что J1 ⊂ J , получим, что существует

j ≥ j0 такое, что x0 ∈ Ejk для некоторого k. Заметим, что из определения

Ejk и из кусочно постоянности φ следует, что Ejk есть объединение некоторых

двоичных интервалов длины 2−j . Так что ∆0
j ⊂ Ejk и, следовательно,

|ajkφjk(x)| ≥ 1, x ∈ ∆0
j .

Откуда и из определения φ имеем, что существует положительная постоянная

c3 такая, что

µ{x ∈ ∆0
jk : |ajkfjk(x)| > c3} > c3 µ(∆

0
j ).

Так как x0 есть точка плотности J1, можем предположить, что помимо этого

выполняется и
µ(J1 ∩∆0

j )

µ(∆0
j )

> 1− c3
2
.

Из последних двух соотношений получим

µ{x ∈ J1 ∩∆0
j : |ajkfjk(x)| > c3} >

c3
2
µ(∆0

j ),
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что противоречит (2.4). Лемма 2 доказана. �

Прежде чем перейдем к следующей лемме, убедимся, что, при выполнении усло-

вий (A1)–(A3), если l < p < 0, то для x1 ∈ [l, l + 1), x2 ∈ [p, p+ 1) справедливо

φ(x1) ≤ Cqp−lφ(x2). Действительно, из определения φ(x) и условий (A1)–(A3)

имеем

φ(x1) = φ(l) ≤ Φ2(l) ≤ qp−lΦ2(p) ≤ Cqp−lΦ1(p) ≤ Cqp−lφ(p) = Cqp−lφ(x2).

Отсюда легко устанавливается, что

(2.5) φjk(x
′) ≤ Cqp−lφjk(x

′′), x′ ∈ ∆jl, x
′′ ∈ ∆jp, l < p < k.

Отметим, что l < p означает ∆jl левее ∆jp.

Мы рассматриваем случай ограниченного E, так что существует натуральное

число N такое, что E ⊂ (−N,N). Обозначим JN = J ∩ (−N,N).

Лемма 3. Если для всплеска f выполняются условия (A1)–(A3), то ряд

(2.6)
∑

(j,k)∈Q1

|ajkφjk(x)|

сходится п.в вне JN.

Доказательство. По определению J достаточно доказать, что для каждого p ∈
N ряд (2.6) сходится п.в. вне области Jp

N = (−N,N) ∩ Jp, где Jp =
∪
j≥p

Ej .

Как было отмечено выше, Ejk есть объединение некоторых двоичных интерва-

лов. Так что Jp
N можно представить в виде объединения конечного или счетного

числа непересекающихся интервалов не имеющих общих концов: Jp
N =

∪
s∈N

Gs.

Пусть δ > 0. Для каждого Gs рассмотрим концентрический с ним интервал

Gδ
s, для которого µ(Gδ

s) = (1 + 2δ)µ(Gs). Обозначим Gδ =
∞∪
s=1

Gδ
s. Фиксируем

некоторый s ≥ 1. Пусть Gs = (α, β). Тогда, по определению, Gδ
s = (α−δµ(Gs), β+

δµ(Gs)). Ясно, что

|ajkφjk(α−)| ≤ 1, (j, k) ∈ Q1.

Пусть x < α − δµ(Gs), а пара (j, k) ∈ Q1 такая, что ∆jk ⊂ (α, β). Тогда из (2.5)

получим

|ajkφjk(x)| ≤ Cq2
j(α−x)|ajkφjk(α−)| ≤ Cq2

j(α−x).

Заметим, что Ejk ̸= ∅, (j, k) ∈ Q1, а так как φjk постоянны на двоичных ин-

тервалах длины 2−j , то µ(Ejk) ≥ 2−j . Следовательно, при фиксированном j
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количество Ejk ⊂ Gs не больше 2jµ(Gs). Итак,∫ α−δµ(Gs)

−∞

∑
k:(j,k)∈Q1
∆jk⊂Gs

|ajkφjk(x)|dx ≤ C2jµ(Gs)

∫ α−δµ(Gs)

−∞
q2

j(α−x)dx =

= Cµ(Gs)

∫ ∞

2jδµ(Gs)

qtdt ≤ Cµ(Gs)q
2jδµ(Gs).

Заметим, что аналогичную оценку можно получить и для x > β + δµ(Gs). Учи-

тывая, что сумма берется по ∆jk ⊂ Gs получим, что существует номер js такой,

что в сумме участвуют только члены с индексом j ≥ js, причем µ(Gs) ≥ 2−js .

Так что, имеем ∫
R\Gδ

s

∑
k: (j,k)∈Q1

∆jk⊂Gs

|ajkφjk(x)|dx ≤ Cµ(Gs)q
2j−jsδ.

Суммируя пo j, получим∫
R\Gδ

s

∑
(j,k)∈Q1
∆jk⊂Gs

|ajkφjk(x)|dx ≤ Cµ(Gs)
∑
j≥js

q2
j−jsδ ≤ C(δ)µ(Gs),

где C(δ) положительная постоянная зависящая только от δ. Тогда∫
R\Gδ

∑
(j,k)∈Q1

|ajkφjk(x)|dx ≤
∑
s∈N

∫
R\Gδ

s

∑
(j,k)∈Q1
∆jk⊂Gs

|ajkφjk(x)|dx ≤

≤ C(δ)
∑
s∈N

µ(Gs) = C(δ)µ(Jp
N ) < 2NC(δ).

Из последнего следует сходимость п.в. ряда (2.6) вне области Gδ. Заметим, что

Jp
N ⊂ Gδ причем µ(Gδ \ Jp

N ) < 2δµ(Jp
N ) < 2Nδ.

Устремляя δ к нулю из последнего получим, что ряд (2.6) сходится п.в. и вне

области Jp
N . Лемма 3 доказана. �

Следующие леммы относятся к случаю (j, k) ̸∈ Q1. Оказывается в этом случае,

если выполняется условие (A4), то модули коэффициентов ajk можно оценить

сверху. Действительно, так как f ̸≡ 0, то из (A4) следует, что существует точка x0

такая, что φ(x0) > 0. Для каждого (j, k) обозначим x0jk = x0+k
2j . По определению

Q1 имеем

∥ajkφjk(x)∥∞ ≤ 1, (j, k) ̸∈ Q1.

Откуда, учитывая, что φjk кусочно постоянны, для (j, k) ̸∈ Q1 получаем

1 ≥ |ajkφjk(x
0
jk)| = |ajk|2j/2φ(x0).
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Поэтому

|ajk| ≤ 2−j/2 1

φ(x0)
.

Отсюда и из (A1) получим, что существует постоянная C1 > 0 такая, что

(2.7) |ajkφjk(x)| ≤ C1Φ2(2
jx− k), (j, k) ̸∈ Q1.

Ниже мы будем использовать следующее обозначение:

QI := {(j, k) : ∆jk ⊂ I},

где I некоторый интервал.

Лемма 4. Если для всплеска f выполняются условия (A1), (A3) и (A4), то для

любого двоичного интервала I справедливо

(2.8)
∑

(j,k) ̸∈QI

(j,k)̸∈Q1

|ajkφjk(x)| < +∞, x ∈ I,

и существует постоянная C2 > 0 такая, что выполняется

(2.9)
∫
R\I

∑
(j,k)∈QI

(j,k) ̸∈Q1

|ajkφjk(x)|dx ≤ C2 µ(I).

Доказательство. Как было показано выше, из условий (A1) и (A4) следует (2.7).

Пусть I = ( p
2s ,

p+1
2s ). Рассмотрим некоторую точку x ∈ I. Для фиксированного

j ≥ 0, учитывая (A3) и (2.7), получаем оценку∑
k:(j,k)̸∈Q1∪QI

|ajkφjk(x)| ≤ C1

∑
k:(j,k)̸∈QI

Φ2(2
jx− k) ≤ C3

∑
k:∆jk ̸⊂I

q2
j |x− k

2j
| ≤

≤ C4

∞∑
l=1

q2
jd(x,Ic)+l = C5q

2jd(x,Ic),

где d(x, Ic) – расстояние точки x от дополнения интервала I. Чтобы завершить

доказательство (2.8), достаточно просуммировать последнее по j ≥ 0:∑
(j,k)̸∈Q1∪QI

|ajkφjk(x)| ≤ C6

∑
j≥0

q2
jd(x,Ic) < +∞.

Перейдем к доказательству (2.9). Возьмем x > p+1
2s . Тогда при фиксированном

j, учитывая (2.7) и (A3), для (j, k) ̸∈ Q1 получаем

∑
k: p

2s ≤ k

2j
< p+1

2s

|ajkφjk(x)| ≤ C1

2j p+1
2s −1∑

k=2j p
2s

Φ2(2
jx− k) ≤
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≤ C7

2j p+1
2s −1∑

k=2j p
2s

q2
j(x− k

2j
) = C8

2j−s∑
l=1

q2
j(x− p+1

2s )+l ≤ C9q
2j(x− p+1

2s ).

Проинтегрируем полученное по x > p+1
2s :∫ ∞

p+1
2s

∑
k: p

2s ≤ k

2j
< p+1

2s

|ajkφjk(x)|dx ≤ C9

∫ ∞

p+1
2s

q2
j(x− p+1

2s )dx =

= C9

∫ ∞

0

q2
jxdx = C9

1

2j

∫ ∞

0

qxdx ≤ C10
1

2j
.

Заметим, что если (j, k) ∈ QI , то обязательно j ≥ s. Так что суммируя последнее

по j устанавливаем∑
j≥s

∫ ∞

p+1
2s

∑
k: p

2s ≤ k

2j
< p+1

2s

|ajkφjk(x)|dx ≤ C11

∑
j≥s

1

2j
= C12

1

2s
.

Аналогичную оценку можно получить и для интеграла по x < p
2s . Так что, учи-

тывая что µ(I) = 1
2s , получим (2.9), и тем самым завершим доказательство лем-

мы 4. �

Лемма 5. Пусть для всплеска f выполняются условия (A1)–(A4). Тогда, если

имеет место (1.2), то для каждого двоичного интервала I существует мно-

жество индексов QI
2 ⊂ QI \Q1 такое, что

(1)
∑

(j,k)∈QI
2

|ajkφjk(x)| ≥ 1 п.в. на B ∩ I, где B = E \ J ,

(2)
∑

(j,k)∈QI
2

|ajkφjk(x)| ≤ C13 на I, где C13 абсолютная постоянная.

Доказательство. Пусть µ(I) = 2−j0 . Выделим подмножество QI
2 следующим

образом. Положим j′0 = j0 + n+ l, где число n > 0 такое, что 2−n < ξ, δ < 2n (см.

лемму 1), а l ∈ N произвольно. Пусть Aj′0−1 = ∅. Рассмотрим

fj′0(x) =
∑

(j′0,k)∈QI\Q1

|aj′0kφj′0k
(x)|.

Обозначим Aj′0
= {x ∈ I : fj′0(x) ≥ 1}. Для каждого j′ > j′0 построим

fj′(x) =
∑

(j′,k)∈QI\Q1
∆

j′k ̸⊂A
j′−1

|aj′kφj′k(x)|

и

Aj′ = {x ∈ I : fj′0(x) + fj′0+1(x) + ...+ fj′(x) ≥ 1}.
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Множество тех индексов, которые входят в сумму fj′0(x) + fj′0+1(x) + . . . состав-

ляют QI
2. Множество остальных индексов из QI \Q1 обозначим через QI

3. Тогда

имеем

(2.10)
∑

(j,k)∈QI\Q1

|ajkφjk(x)| =
∑

(j,k)∈QI
2

|ajkφjk(x)|+
∑

(j,k)∈QI
3

|ajkφjk(x)|.

Докажем, что

(2.11)
∑

(j,k)∈QI
3

|ajkφjk(x)| < +∞, для почти всех x ̸∈ A =
∪
j≥j′0

Aj .

Для каждого j ≥ j′0, во-первых заметим, что Aj−1 ⊂ Aj . Во-вторых, ясно, что

Aj = ∪k∆jk, где объединение берется по некоторым k. Так что имеем представ-

ление

(2.12) Aj =

j∪
p=j′0

(Ap \Ap−1) =

j∪
p=j′0

∪
s

∆ps,

причем ∆ps попарно не пересекаются. Учитывая представление (2.12), легко вы-

вести следующее

(2.13)
∑

(j,k)∈QI
3

|ajkφjk(x)| =
∞∑

j=j′0

∑
k:∆jk⊂Aj−1

|ajkφjk(x)| =

=
∞∑

j=j′0+1

j−1∑
p=j′0

∑
s

∑
k:∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)| =

∞∑
p=j′0

∞∑
j=p+1

∑
s

∑
k:∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)| =

=
∑
p≥j′0

∑
s

∑
∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|.

По неравенству (2.9) леммы 4 имеем∫
R\∆ps

∑
(j,k)∈QI\Q1

∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤
∫

R\∆ps

∑
(j,k) ̸∈Q1
∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤ C2µ(∆ps).

Суммируя последнее по s и учитывая разложение Ap \ Ap−1 на ∆ps, получим

следующую оценку∫
R\(Ap\Ap−1)

∑
s

∑
(j,k)∈QI\Q1

∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤
∑
s

∫
R\∆ps

∑
(j,k)∈QI\Q1

∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤

≤ C2

∑
s

µ(∆ps) = C2 µ(Ap \Ap−1).
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Из последнего и (2.13), учитывая (2.12), получим∫
R\A

∑
(j,k)∈QI

3

|ajkφjk(x)|dx =

∫
R\A

∑
p≥j′0

∑
s

∑
(j,k)∈QI\Q1

∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤

≤
∑
p≥j′0

∫
R\(Ap\Ap−1)

∑
s

∑
(j,k)∈QI\Q1

∆jk⊂∆ps

|ajkφjk(x)|dx ≤

≤ C2

∑
p≥j′0

µ(Ap \Ap−1) = C2µ(A),

откуда вытекает (2.11).

Перейдем к доказательству пункта 1 леммы 5. Ясно, что

(2.14)
∑

(j,k)∈QI
2

|ajkφjk(x)| < 1, x ̸∈ A.

Откуда, учитывая (2.10) и (2.11), получим

(2.15)
∑

(j,k)∈QI\Q1

|ajkφjk(x)| < +∞ п.в. вне A.

С другой стороны, из (A4) и (1.2) имеем∑
j∈N, k∈Z

∆jk⊂(−a,a)

|ajkφjk(x)| = +∞ п.в. на E.

Откуда и из леммы 3 следует∑
(j,k) ̸∈Q1

|ajkφjk(x)| = +∞, x ∈ B ∩ I.

Из последнего, используя неравенство (2.8) леммы 4, получим

(2.16)
∑

(j,k)∈QI\Q1

|ajkφjk(x)| = +∞, x ∈ B ∩ I.

Из (2.15) и (2.16) следует, что µ((B ∩ I) \ A) = 0. Так как на A справедливо

соотношение ∑
(j,k)∈QI

2

|ajkφjk(x)| ≥ 1,

значит то же самое п.в. выполняется и на B ∩ I. Тем самым завершено доказа-

тельство пункта 1.

Перейдем к доказательству пункта 2. Докажем, что существует абсолютная пос-

тоянная C13 такая, что ∑
(j,k)∈QI

2

|ajkφjk(x)| ≤ C13 на I.
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Учитывая (2.14), последнее достаточно доказать на A. Имеем

(2.17) A =
∪

m≥j′0

Am \Am−1.

Фиксируем некоторый m ≥ j′0. Учитывая (2.12), имеем представление

(2.18) Am \Am−1 =
∪
n

∆̃mn,

где интервалы ∆̃mn не имеют общих концов и представляют собой объединения

двоичных интервалов длины 2−m. По определению QI
2, имеем

(2.19)
∑

(j,k)∈QI
2,

j<m

|ajkφjk(x)| ≤ 1 на Am \Am−1.

Рассмотрим случай j = m. Пусть ∆̃mp один из интервалов объединения (2.18).

Тогда из (2.5) получим, что для x ∈ ∆̃mp справедливо

|amkφmk(x)| ≤ Cqlk ,

где lk число интервалов длины 2−m между ∆̃mp и ∆mk. Так, что на ∆̃mp имеем

оценку

(2.20)
∑

k: (j,k)∈QI
2

j=m

|ajkφjk(x)| ≤ C
∑

k:(j,k)∈QI
2

j=m

qlk ≤ C
q

1− q
.

Следовательно, последнее имеет место и на Am \Am−1.

Пусть теперь j > m. Рассмотрим один из интервалов ∆̃mn и обозначим

R = {(j, k) ∈ QI
2 : ∆jk находится правее ∆̃mn},

L = {(j, k) ∈ QI
2 : ∆jk находится левее ∆̃mn}.

Пусть Iu =
(
n+1
2m , n+1

2m + 1
2u

)
первый двоичный интервал порядка u > m справа

от ∆̃mn. Для (j, k) ∈ R имеем ∆̃mn левее ∆jk, следовательно в случае j < u либо

Iu ⊂ ∆jk, либо Iu тоже левее ∆jk. В обеих случаях из (2.5) получим

(2.21) max
x∈∆̃mn

|ajkφjk(x)| ≤ C |ajkφjk(ξ)| , ξ ∈ Iu, j < u.

Возможны два случая:

(1) Существует u такое, что Iu = ∆uv при некотором v, (u, v) ∈ R.

(2) При любом u отрезок Iu не совпадает ни с каким ∆uv, (u, v) ∈ R,
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Докажем, что существует абсолютная постоянная C14 такая, что в обеих случаях

справедливо

(2.22)
∑

(j,k)∈R,
j>m

|ajkφjk(x)| ≤ C14, x ∈ ∆̃mn.

Действительно, рассмотрим первый случай. Пусть u0 первое натуральное число,

для которого Iu0 = ∆u0v0 , (u0, v0) ∈ R. Тогда ясно Iu0 ⊂ Au0 \Au0−1, так что

(2.23)
∑

(j,k)∈R
m<j<u0

|ajkφjk(x)| ≤
∑

(j,k)∈QI
2

m<j<u0

|ajkφjk(x)| < 1, x ∈ Iu0 .

А когда j ≥ u0 по определению QI
2 имеем ∆jk ̸⊂ ∆u0v0 , (j, k) ∈ R. Отсюда имеем,

что число интервалов длины 2−j между ∆̃mn и ∆jk не больше 2j−u0 + lk, где lk
число таких интервалов между ∆u0v0 и ∆jk. Очевидно, что при фиксированном

j, если (j, k), (j, k′) ∈ R и k > k′, то lk > lk′ . Так что на ∆̃mn получим следующую

оценку

∑
k:(j,k)∈R

j≥u0

|ajkφjk(x)| ≤ C1

∑
k:(j,k)∈R

j≥u0

Φ2(2
jx − k) ≤ C15

∞∑
k=1

q2
j−u0+lk = C16q

2j−u0
.

Откуда, суммируя по j, получим

(2.24)
∑

(j,k)∈R,
j≥u0

|ajkφjk(x)| ≤ C16

∑
(j,k)∈R,
j≥u0

q2
j−u0 ≤ C17

∑
j≥0

qj < C18, x ∈ ∆̃mn.

Положим C14 = C+C18. Из (2.21), (2.23) и (18), в первом случае получим (2.22).

Обсудим второй случай. Ясно, что в этом случае Iu∩Au = ∅ при любом u. Тогда,

учитывая определение Au, получаем, что имеет место∑
(j,k)∈R
m<j<u

|ajkφjk(x)| ≤
∑

(j,k)∈QI
2

m<j<u

|ajkφjk(x)| < 1, x ∈ Iu, ∀u.

Отсюда, учитывая (2.21), на ∆̃mn получим∑
(j,k)∈R
m<j<u

|ajkφjk(x)| ≤ C.

Последнее справедливо при любом u, так что устремляя u→ ∞, получим (2.22)

для того же C14 и во втором случае.

Итак, учитывая (2.18), имеем∑
(j,k)∈R,

j>m

|ajkφjk(x)| ≤ C14, x ∈ Am \Am−1.
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Аналогичную оценку можно получить и для (j, k) ∈ L. Так что из последнего,

(2.19) и (2.20), учитывая (2.17), получим∑
(j,k)∈QI

2

|ajkφjk(x)| ≤ C13, x ∈ A.

Этим доказан пункт 2, и доказательство леммы 5 завершено. �

Лемма 6. Пусть для всплеска f выполняются условия (A1)–(A4). Тогда, если

имеет место (1.2), j0 > 0, а двоичный интервал ∆ такой, что

µ(∆) = 2−j0 и µ(∆ ∩B) >
1

2
µ(∆),

то существуют j1 > j0 и c0 > 0 такие, что для

P (x) =

j1∑
j=j0

∑
k: k∈Z

∆jk⊂(−a,a)

ajkfjk(x)

можно найти такую перестановку Pσ(x), что

(2.25) µ{x ∈ ∆ : δ(Pσ(x)) > c0} > c0µ(∆),

где δ(Pσ(x))–колебание Pσ(x).

Доказательство. Разделим отрезок (−N,N) на равные отрезки длины 2−j0 . Вы-

делим из этих отрезков те I1, I2, ..., In, для которых выполняются

(2.26) µ(Is ∩B) >
1

2
µ(Is), s ∈ {1, 2, ..., n}.

Фиксируем некоторый s ∈ {1, 2, ..., n}. Из леммы 5 следует существование таких

QIs
2 ⊂ QIs \Q1, что

(2.27)
∑

(j,k)∈QIs
2

|ajkφjk(x)| ≥ 1 п.в. на B ∩ Is

и

(2.28)
∑

(j,k)∈QIs
2

|ajkφjk(x)| ≤ C13 на Is,

причем мы построили QIs
2 так, что QIs

2 ⊂ {(j, k), j ≥ j0+n0+ l}, где число n0 ∈ N
такое, что −2n0 < ξ, δ < 2n0 (см. лемму 1), а l произвольное натуральное число,

которое будет выбрано позже.

Из (2.27) получим, что на B ∩ Is выполняется

µ{x ∈ B ∩ Is :
∑

(j,k)∈Q
Is
2

ajk>0

ajkφjk(x) ≥
1

2
} ≥ 1

2
µ(B ∩ Is)
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или

µ{x ∈ B ∩ Is :
∑

(j,k)∈Q
Is
2

ajk<0

ajkφjk(x) ≤ −1

2
} ≥ 1

2
µ(B ∩ Is).

Без ограничения общности, можем считать, что справедливо первое неравенство.

Тогда существуют множество Gs ⊂ B ∩ Is удовлетворяющее

(2.29) µ(Gs) >
1

4
µ(B ∩ Is)

и конечное Γs ⊂
{
(j, k) ∈ QIs

2 : ajk > 0
}

так, что на Gs имеет место

(2.30)
∑

(j,k)∈Γs

ajkφjk(x) >
1

3
.

Обозначим

Γ̃s =
{
(j, k) ∈ Γs, ∆̃jk ⊂ Is

}
, где ∆̃jk =

(
−2n0 + k

2j
,
2n0 + k

2j

)
.

Возьмем

j1 = max
s∈{1,...,n}

ps, где ps = max{j : ∃k, (j, k) ∈ Γ̃s}.

Докажем, что j1 и есть искомое число. Для этого нужно переставить P (x) так,

чтобы выполнялось (2.25). Переставим его следующим образом. Для каждого

s ∈ {1, 2, ..., n} переставим

Ps(x) :=
∑

(j,k)∈Γ̃s

ajkfjk(x)

так, чтобы ξjk (см. (2.2)) следовали по возрастанию (такая перестановка воз-

можна так как количество ξjk конечно). Запишем их один за другим, а затем

напишем оставшиеся ajkfjk(x). Докажем, что указанная перестановка является

требуемой. Докажем, что

(2.31)
∫
Is

∑
(j,k)∈Γ̃s

ajkφjk(x)dx ≥ 1

48
µ(Is).

Действительно, по определению Γ̃s имеем

(2.32)
∑

(j,k)∈Γ̃s

ajkφjk(x) =
∑

(j,k)∈Γs

ajkφjk(x)−
∑

(j,k)∈Γs
∆̃jk ̸⊂Is

ajkφjk(x).

Во-первых из (2.26), (2.29) и (2.30) ясно, что

(2.33)
∫
Is

∑
(j,k)∈Γs

ajkφjk(x)dx >
1

24
µ(Is).
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Во-вторых, по построению Γs ⊂ QIs
2 ⊂ QIs \ Q1, так что из (j, k) ∈ Γs следует

(j, k) ̸∈ Q1, для которых имеет место (2.7). Имея ввиду, что ajk > 0, получим

(2.34)
∫
Is

ajkφjk(x)dx ≤ C1

∫
Is

Φ2(2
jx− k)dx ≤ C192

−j .

Для фиксированного j ≥ j0 + n0 + l имеем

#{k : ∆jk ⊂ Is} = 2j−j0 и #{k : ∆̃jk ⊂ Is} = 2j−j0 − 2n0+1,

кроме того ясно, что ∆jk ⊂ ∆̃jk. Так что, количество тех k, для которых ∆jk ⊂ Is,

но ∆̃jk ̸⊂ Is равно 2n0+1. А так как Γs ⊂ QIs
2 , значит количество членов во второй

сумме (2.32) при фиксированном j не больше 2n0+1. Итак, из (19) получим∫
Is

∑
(j,k)∈Γs
∆̃jk ̸⊂Is

ajkφjk(x)dx ≤ C19

∑
j≥j0+n0+l

2n0+12−j = C192
2−l−j0 = C192

2−lµ(Is).

Учитывая (2.32) и (2.33), l можно выбрать так, чтобы выполнялось (2.31).

Заметим, что ∆ совпадает с некоторым Is. Ясно, что

(2.35) δ(Pσ(x)) ≥ δ(Pσ
s (x)).

Допустим ∆ = (α, β). Тогда, применяя (2.2), из (2.31) получим∫
∆

δ(Pσ
s (x))dx ≥

∫
∆

∑
(j,k)∈Γ̃s
ξjk≥x

ajkfjk(x)dx =
∑

(j,k)∈Γ̃s

ajk

∫ β

ξjk

fjk(x)dx ≥

≥ c2
∑

(j,k)∈Γ̃s

ajk

∫ β

α

|fjk(x)|dx = c2
∑

(j,k)∈Γ̃s

∫ β

α

ajk φjk(x)dx ≥ c4µ(∆).

Учитывая, что Γ̃s ⊂ QIs
2 , из (A4) и (2.28) получим, что на ∆ выполняется

δ(Pσ
s (x)) ≤

∑
(j,k)∈Γ̃s

|ajkfjk(x)| ≤ C
∑

(j,k)∈Γ̃s

|ajkφjk(x)| ≤ C20.

Положим Fs =
{
x ∈ ∆ : δ(Pσ

s (x)) >
C20

2

}
. Из последних двух неравенств легко

выводится

µ(Fs) >
c4

2C20
µ(∆).

Чтобы завершить доказательство достаточно положить c0 = min
{

c4
2C20

, c42

}
и

применить неравенство (2.35). �
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3. Доказательство теоремы 2

Отметим, что, используя лемму 6 доказательство теоремы проводится аналогич-

но доказательству в работе [3]. Но ради полноты изложения, здесь приводим

доказательство полностью.

В силу леммы 6, можно найти ji такие, что полиномы

P(i)(x) =

ji+1∑
j=ji+1

∑
k: k∈Z

∆jk⊂(−a,a)

ajkfjk(x)

можно переставить и получить Pσ
(i)(x) так, что если для некоторого двоичного

интервала ∆i ⊂ (−N,N), µ(∆i) = 2−ji и выполняется

(3.1) µ(∆i ∩B) >
1

2
µ(∆i),

то существует c0 > 0 так, что имеет место

(3.2) µ{x ∈ ∆i : δ(P
σ
(i)(x)) > c0} > c0µ(∆i).

Поочередно напишем Pσ
(i)(x) и получим переставленный ряд

Pσ(x) =

∞∑
i=1

Pσ
(i)(x).

Докажем, что последний ряд п.в. на E расходится. Заметим, что по лемме 2 п.в.

расходимость на J имеет место при любой перестановке. Так что расходимость

достаточно доказать на B. Допустим противное. Тогда существует множество

F ⊂ B, µ(F ) > 0, на котором переставленный ряд сходится равномерно. Откуда

имеем, что найдется n ∈ N такой, что для всех i > n имеет место

(3.3) δ(Pσ
(i)(x)) < c0, при x ∈ F.

С другой стороны можно найти двоичный интервал ∆i, µ(∆i) = 2−ji , i > n для

которого

(3.4) µ(∆i ∩ F ) >
(
1− c0

2

)
µ(∆i).

Тогда для ∆i выполняется (3.1) и поэтому выполняется (3.2). Из (3.2) и (3.4)

следует, что выполняется неравенство

µ
{
x ∈ F ∩∆i : δ(P

σ
(i)(x)) > c0

}
>
c0
2
µ(∆i),

которое противоречит (3.3). Этим теорема 2 доказана. �
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AN INTEGRAL CHARACTERIZATION OF RANDOM
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Abstract. We consider random �nite permutations and prove the following version
of Thoma's theorem in [8]: Random �nite permutations which are class functions
satisfy a new integration by parts formula i� they are given by a certain Ewens-S�ut�o
process. The main source of inspiration for the results in this note is the fundamental
work of Andras S�ut�o [7], from which some results are reestablished here again in the
present point process approach.

MSC2010 number: 60B15, 60D05.
Keywords: Random �nite permutations; Ewens-S�ut�o process; integration by parts
formula.

1. Introduction

We are interested in the construction of point processes realizing con�gurations of
�nite cyclic permutations which represent a cycle decomposition of a �nite permutation.
This means, we consider random �nite permutations considered as a point process on a
space of cycles. This point of view di�ers from the one taken for instance by Olshanski
in [6] where also random permutations are constructed. But there Sn, the symmetric
group on [1, n] = {1, . . . , n}, is imbedded into S∞, the in�nite symmetric group,
whereas here the groups Sn as well as Sf , the collection of all �nite permutations, are
considered as a subset of M.

f (Cf ), the set of �nite subsets of the set Cf of �nite cyclic
permutations of a subset of the natural numbers N.
We start the construction with a special �nite measure ρ on N and build with it a point
process Eρ on Sf which we call the Ewens-S�ut�o process for ρ. It is a special mixture of a
sequence of point processes on Sn, which had been discovered independently by Ewens
[2] and S�ut�o [7] in completely di�erent contexts. Our main result is its characterization
by means of an integration by parts fomula in terms of its Campbell measure. This

1supported by SFB 701, Bielefeld
2supported by DAAD
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result can be viewed as a version of Thoma's theorem in [8]. We mention �nally the
important paper of Fichtner [3] where already random permutations of random point
con�gurations had been constructed.

2. The main lemma

We consider the following �nite Poisson process Pρ on the set of natural numbers
N. Its intensity measure ρ is de�ned by

ρ(j) = d(j) · zj

j
, jεN,(2.1)

where 0 < z < 1 and d > 0. We assume that ρ is a �nite measure on N, i.e. ρ(N) =∑∞
j=1 ρ(j) < ∞. This is a condition on the function d. Condition (2.1) implies that

Pρ is a law on the collection M..
f (N) of all �nite point measures µ on N.

Examples for ρ are: (1) d is a constant d given by some natural number; (2) d(j) =

C · j− ν
2 where ν ∈ N and C is a positive constant.

We denote by (ζj)jεN the �eld variables ζj(µ) = µ(j). It is well known that these
variables are independent if Pρ is the underlying law; moreover ζj has a Poisson
distribution with parameter ρ(j). This implies immediately that

Pρ(µ) = exp(−ρ(N)) · zN(µ) · d(µ) · q(µ),(2.2)

where

q(µ) =
∏

j≥1

1
µ(j)! · jµ(j)

,(2.3)

d(µ) =
∏

j≥1

d(j)µ(j),(2.4)

N(µ) =
∑

j≥1

j · µ(j).(2.5)

We remark that here the products resp. the sum terminate after �nitely many steps
because µ is �nite. The range of N therefore is N0, the collection of natural numbers
augmented by 0.
Denoting by M the identity on M..

f (N), we have

Pρ{M = µ,N = n} = exp(−ρ(N)) · zn · d(µ) · q(µ) · 1{N=n}(µ), n ≥ 0.(2.6)

Summing over all µ and n we obtain

exp(ρ(N)) =
∑

n≥0

Qn(d) · zn,(2.7)
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where

Qn(d) =
∑

µ:N(µ)=n

d(µ) · q(µ), n ≤ 0, Q0(d) = 1,

denotes the so-called canonical partition function of the ideal Bose gas in quantum
statistical mechanics, where it is the starting point of the investigations.
Comparing the power series on the right hand side of (2.7) with the one obtained
by inserting the power series ρ(N) into the exponential, we obtain as an aside the
following representation of the canonical partition function which is of independent
combinatorial interest.

Proposition 1. Qn(d) =
∑

k≥0
1
k!

∑
λ:|λ|=n

∏k
l=1

d(λ(l))
λ(l) .

Here the summation is taken over all point measures λ on the interval [1, k], which
do not vanish; and |λ| = λ(N).
In case of example (1) Qn(d) =

(
d+n−1

n

)
which contains Cauchy's formula for d = 1.

Formula (2.6) implies that the random variable N is distributed according to the
following version of the negative binomial distribution:

Proposition 2. Pρ{N = n} = exp(−ρ(N)) · zn ·Qn(d), n ≥ 0.

Corollary 1. Pρ{M = µ|N = n} = 1
Qn(d) · d(µ) · q(µ) · 1{N=n}(µ), n ≥ 0, µ ∈ M..

f (N)

We use the following notations in the sequel:

P (n)
ρ = Pρ(.|N = n), n ≥ 1;(2.8)

P (0)
ρ = δ0; (δj denotes the Dirac measure at j);(2.9)

M..
(n) = {N = n}.(2.10)

Observe that P
(n)
ρ does no longer depend on z.

Our aim will be now to calculate the Campbell measure of P
(n)
ρ , which is de�ned as

follows:

C
P

(n)
ρ

(h) =
∑

µ∈M..
f (N)

∑

j∈N
h(j, µ) · µ(j) · P (n)

ρ (µ), h ∈ F+.

Here F+ denotes the set of all non negative real functions. Now we are in the position
to state and prove the main lemma of this note.

Lemma 1. C
P

(n)
ρ

=
∑

µ∈Mf (N)

∑
j∈N h(j, µ + δj) · Qn−j(d)

Qn(d) · d(j)
j · P (n−j)

ρ (µ), h ∈ F+.
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Proof: By de�nition one has

C
P

(n)
ρ

(h) =
1

Pρ{N = n} ·
∑

µ,j

1M..
(n)(N)(µ) · h(j, µ) · µ(j) · Pρ(µ).

Mecke's characterization of the Poisson process in [4] implies that this equals

=
1

Pρ{N = n} ·
∑

µ,j

1M..
(n)(N)(µ + δj) · h(j, µ + δj) · ρ(j) · Pρ(µ).

But (µ + δj ∈ M..
(n)(N) i� µ ∈ M..

(n−j)(N)). Thus one gets

=
∑

µ∈Mf (N)

∑

j∈N
h(j, µ + δj) · Qn−j(d)

Qn(d)
· d(j)

j
· P (n−j)

ρ (µ).

The lemma is proved. ¤
A �rst immediate application of the lemma shows that the intensity measure ν

P
(n)
ρ

of P
(n)
ρ , de�ned as ν

P
(n)
ρ

(j) = P
(n)
ρ (ζj), is given by

ν
P

(n)
ρ

(j) =
Qn−j(d)
Qn(d)

· d(j)
j

, j ∈ [1, n].(2.11)

3. The Ewens-S�ut�o cycle process

Given n ≥ 1, consider the symmetric group Sn, acting on [1, n]. We use the
following properties of Sn (see [1] e.g.): Every permutation σ ∈ Sn can be decomposed
in a unique way into disjoint cycles. Let rj(σ) be the number of cycles with length
j. Then

∑
j j · rj(σ) = n. A conjugacy class consists of those permutations σ having

the same decomposition into cycles, i.e. having the same rj(σ).
A permutation σ ∈ Sn is always considered as a simple point measure of disjoint
cycles, including the trivial ones:

σ =
∑
x∈σ

δx.

Here the sum is taken over all cycles x of the cycle decomposition of σ. The neutral
element of Sn decomposes into trivial cycles only. We consider Sn as a subset of
M·

f (Cf ) where Cf denotes the collection of all �nite cycles x. This means that x is a
cyclic permutation of a �nite subset I ∈ N, I 6= ∅. (Recall that M·

f (Cf ) is the set of
�nite subsets of Cf considered as simple point measures.) For n = 0 S0 denotes the
singleton {0} consisting of the measure 0 on Cf . As a consequence Sf =

⋃
n≥0 Sn, the

set of all �nite permutations of N, is well de�ned subset of M·
f (Cf ).
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The connection between the cycle con�gurations σ in M·
f (Cf ) and the con�gurations

µ in M··
f (N) is given by the transformation

r : σ 7→ µ = r(σ),

where µ(j) = rj(σ) is the number of cycles of length j in σ. The length of a cycle
x is the cardinality of its domain, denoted by N(x). Thus N is a counting variable
de�ned on Cf .
Given µ ∈ M··

f (N) we denote by

Kµ = SN(µ) ∩ {r = µ}

the conjugacy class of permutations de�ned by µ. It is well known [1] that |Kµ| =

N(µ)! · q(µ).
We de�ne the following law on Sn

E(n)
ρ (σ) =

1
|Kr(σ)|

· P (n)
ρ (r(σ)), σ ∈ Sn.(3.1)

These probabilities are trivially extended to probabilities on the whole space M·
f (Cf ).

We call E
(n)
ρ the Ewens-S�ut�o cycle process for the parameters (n, ρ). It is a simple

point process of cycles realizing a permutation σ of [1, n]. Observe that E
(n)
ρ is constant

on conjugacy classes and thus a so-called class function. Explicitly this Ewens-S�ut�o
cycle process is given by

E(n)
ρ (σ) =

1
n!Qn(d)

· d(µ) · 1{N=n}(µ), σ ∈ Sn,(3.2)

where µ = r(σ). We make the following useful observation that P
(n)
ρ is the image

of E
(n)
ρ under r, denoted by rE

(n)
ρ . In the sequel we'll use the notation: N(σ) :=

N(r(σ)), σ ∈ M·
f (Cf ). Finally we observe that E

(n)
ρ is well de�ned also for n = 0 :

E
(0)
ρ = δ0, 0 denoting measure 0 from M·

f (Cf ).
We now de�ne the main object of this note. The Ewens -S�ut�o cycle process for ρ is the
following mixture of the (E(n)

ρ )n≥0 with respect to the negative binomial distribution
of N under Pρ:

Eρ = exp(−ρ(N)) ·
∞∑

n=0

zn ·Qn(d) · E(n)
ρ .(3.3)

Eρ is a simple point process on the space Cf of �nite cycles. To be more precise:
According to the negative binomial distribution n is realized �rst, then a decomposition
of some σ ∈ Sn into disjoint cycles is realized according to E

(n)
ρ .
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Observe that rEρ = Pρ and thus in particular

Eρ{N = n} = exp(−ρ(N)) · zn ·Qn(d), n ≥ 0.

This means that N , the length of a permutation, is distributed according to the
negative binomial distribution for the Ewens -S�ut�o cycle process Eρ .

4. The distribution of cycle lengths in the Ewens-S�ut�o field.

Given (n, ρ) we consider the following random �eld, which we call the Ewens-S�uto
�eld for (n, ρ):

Ξ(n)
ρ ≡ (Sn, E(n)

ρ , (ξa)a∈[1,n])(4.1)

Here ξa(σ) denotes the length of the cycle in σ containing a.

Lemma 2. Ξ(n)
ρ is identically distributed in the following sense. For any choice of

distinct a1, . . . , ak ∈ [1, n] the distribution of (ξaj )j∈[1,k] is the same.

Proof: By de�nition for any j1, . . . , jk ∈ [1, n]

E(n)
ρ {ξa1 = j1, . . . , ξak

= jk} =
∑

µ∈M··
n(N)

1
|Kµ| · P

(n)
ρ (µ) ·

∑

σ∈Kµ

1{ξa1=j1,...,ξak
=jk}(σ).

(4.2)

We have to show that the inner sum does not depend on the choice of distinct
al. Let b1, . . . , bk ∈ [1, n] be another choice of distinct elements in [1, n]. Then
choose a permutation τ ∈ Sn such that τ(al) = bl, l = 1, . . . , k and consider
the conjugation transformation σ 7→ τστ−1 :=

∑
x∈σ δτxτ−1 . It is obvious that

(ξa1(σ) = j1, . . . , ξak
(σ) = jk i� ξb1(τστ−1) = j1, . . . , ξbk

(τστ−1) = jk) (see for
example [1]). This implies that

∑

σ∈Kµ

1{ξa1=j1,...,ξak
=jk}(σ) =

∑

σ∈Kµ

1{ξb1=j1,...,ξbk
=jk}(τστ−1).(4.3)

¤

Theorem 1. (S�ut�o [7]). (1) For any choice of distinct a1, . . . , ak ∈ [1, n] and distinct
j1, . . . , jk ∈ [1, n]

E(n)
ρ {ξa1 = j1, . . . , ξak

= jk} =
j1 . . . jk

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
E(n)

ρ (ζj1 · · · ζjk
).(4.4)

(2) For any choice of distinct j1, . . . , jk ∈ [1, n]

E(n)
ρ (ζj1 · · · ζjk

) =
k∏

l=1

d(jl)
jl

· Qn−(j1+···+jk)(d)
Qn(d)

.(4.5)
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As an immediate consequence the distribution of the lengths of the cycles containing
distinct a1, . . . , ak ∈ [1, n] is given by

E(n)
ρ {ξa1 = j1, . . . , ξak

= jk} =
d(j1) · · · d(jk)

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
Qn−(j1+···+jk)(d)

Qn(d)
,(4.6)

provided that j1, . . . , jk are distinct. We note that the distribution of (ξal
)l=1,...,k

depends only on d but not on z.
Proof. (1) Given distinct j1, . . . , jk ∈ [1, n] we have that

∑ ∗
a1,...,ak

E(n)
ρ {ξa1 = j1, . . . , ξak

= jk} =

=
∑

σ∈Sn

E(n)
ρ (σ)

∑
m1,...,mk

∑ ∗
a1,...,ak

1{ξal
=jl,ζjl

=ml;l=1,...,k}(σ).

Here the sum
∑ ∗

a1,...,ak
is taken over all distinct a1, . . . , ak ∈ [1, n] and ζj(σ) =

ζj(r(σ)), j ∈ [1, n]. Since the inner sum equals to
k∏

l=1

jl ·ml · 1{ζjl
=ml,l=1,...,k}(σ),

we obtain that
∑ ∗

a1,...,ak
E(n)

ρ {ξa1 = j1, . . . , ξak
= jk} = j1 . . . jk · E(n)

ρ (ζj1 . . . ζjk
).

Combining this with lemma 2 we get (4.4).
(2) To evaluate the moment measure E

(n)
ρ (ζj1 · · · ζjk

) we use lemma 1 and the fact
that ζj are class functions, i.e. they depend only on r(σ). Thus

E(n)
ρ (ζj1 · · · ζjk

) = P (n)
ρ (ζj1 . . . ζjk

) = C
P

(n)
ρ

(1{j1} ⊗ (ζj2 . . . ζjk
)) =

=
d(j1)
j1

· Qn−j1(d)
Qn(d)

· P (n−j1)
ρ ∗∆j1(ζj2 · · · ζjk

).

Here ∗∆j1 denotes the convolution with respect to the point process δδj1
. Using then

that j1, . . . , jk are distinct by assumption the Campbell measure of P
(n)
ρ factorizes

and one obtains

E(n)
ρ (ζj1 · · · ζjk

) =
d(j1)
j1

· Qn−j1(d)
Qn(d)

· P (n−j1)
ρ (ζj2 · · · ζjk

).

Iterating this procedure yields (4.5). ¤

5. An integration by parts formula characterizing Eρ

In this section we derive an equation for Eρ in terms of its Campbell measure. We
use the following transformation:

N ⊗ r : Cf ×M·
f (Cf ) → N0 ×M··

f (N); (x, σ) 7→ (N(x), r(σ)).(5.1)
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Observe that CPρ is the image of CEρ under N ⊗ r because Pρ is the image of Eρ

under r.
We now want to compute the Campbell measure of Eρ for class functions h̃ of the
type h̃ := h◦(N⊗r) with arbitrary h : N0×M··

f (N) → R. Thus h̃ : Cf×M·
f (Cf ) → R.

Using again Mecke's characterization of the Poisson process, we obtain that

CEρ(h̃) = CPρ(h) =
∑

µ∈M··
f (N)

∑

j∈N
h(j, µ + δj)ρ(j)Pρ(µ).(5.2)

Going then back to the level of cycles and permutations we �nd that

CEρ
(h̃) =

∑

σ∈Sf

∑

x∈Cf

h(N(x), r(σ) + δN(x))1SN
(σ + δx)

ρ(N(x))
(N(x)− 1)!

Eρ(σ).(5.3)

Here we used the fact that the number of cycles in some �xed domain of length
N(x) is equal to (N(x) − 1)!. Moreover σ + δx ∈ SN i� σ + δx ∈ SN(σ+δx). Since
r(σ)+ δN(x) = r(σ + δx), setting τρ(j) = 1

(j−1)! · ρ(j) = zj

j! d(j), j ∈ N, we obtain that

CEρ(h̃) =
∑

σ∈Sf

∑

x∈Cf

h̃(x, σ + δx) · 1SN (σ + δx) · τρ(N(x)) · Eρ(σ).(5.4)

To summarize, we have

Theorem 2. The Ewens-S�ut�o cycle process Eρ is a simple point process Q on Cf

which is concentrated on Sf , constant on conjugacy classes and solves the following
integration by parts formula

CQ(h̃) =
∑

σ∈Sf

∑

x∈Cf

h̃(x, σ + δx) · 1SN (σ + δx) · τρ(N(x)) ·Q(σ),(5.5)

provided that h̃ is a class function.

An immediate consequence is that the intensity measure of Eρ is τρ(N(.)).This is
the probabilistic signi�cance of τρ ◦ N for the Ewens-S�ut�o process: τρ ◦ N(x) is the
expected number of random permutations possessing x as a cyclic permutation.
Our next aim is to show the converse of this theorem. Let Q be an element of PM·

f (Cf )

i.e. a law on M·
f (Cf ) which is concentrated on Sf and is constant on conjugacy classes.

We assume that Q is a solution of the equation (5.5). Then there exists a function
P ′ : M··

f (N) → R+ which factorizes Q in the sense that Q(σ) = P ′(r(σ)), σ ∈ Sf .
Consider then P := rQ. P is a point process on M·

f (Cf ) with P (µ) = |Kµ|·P ′(µ), µ ∈
M··

f (N). Moreover, given any h ∈ F+(N0 ×M··
f (N)) and setting h̃ = h ◦ (N ⊗ r), with
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the help of (5.5), we obtain then that CP (h) equals

CQ(h̃) =
∑

σ∈Sf

∑

x∈Cf

h(N(x), r(σ) + δN(x)) · 1SN(σ)+N(x)(σ + δx) · τρ(N(x)) ·Q(σ) =

=
∑

µ∈M··
f (N)

P ′(µ)
∞∑

j=1

·h(j, µ + δj) · τρ(j) ·
∑

σ∈Kµ

∑

x:N(x)=j

1SN(µ)+j
(σ + δx).

It is obvious that the inner double sum factorizes and equals to (j − 1)! · |Kµ|. Thus
we obtain

CP (h) =
∑

µ∈M··
f (N)

∞∑

j=1

h(j, µ + δj) · ρ(j) · P (µ).

for any h ∈ F+(N0 × M··
f (N)). This means that P solves the integration by parts

formula characterizing the Poisson process Pρ (see [4]). Hence P = Pρ. Then it
follows that

Q(σ) =
1

|Kr(σ)|
· Pρ(r(σ)), σ ∈ Sf .

Thus Q = Eρ. To summarize we have

Theorem 3. Let ρ be as above and Q be a simple point process on Cf which is
concentrated on Sf and constant on conjugacy classes. If Q is a solution of (5.5) then
Q is the Ewens-S�ut�o cycle process Eρ.

Combining the last two theorems we see that random permutations of Sf whose
distributions are class functions , are solutions of (5.5) i� they are special mixtures
of Ewens-S�ut�o cycle processes (E(n)

ρ )n≥0. This result can be viewed as a version of
Thoma's theorem (see [8]).
Some concluding remarks are in order here: The integration by parts formula (5.5) has
to be compared with the corresponding characterization of Gibbs processes of abstract
particles, interacting in the sense of a classical gas (see [5]). In the present situation we
consider a system of cyclic permutations which interact strongly in the sense that their
con�guration represents the cycle decomposition of a permutation. Equation (5.5)
contains the precise expression of such an interaction: The cycles are hard rods, but
moreover they are glued together such that they form a permutation. This therefore is
a �rst step in �nding characterizations in the spirit of statistical mechanics of other
random tesselations like the Plancherel process (see [6]) or Delaunay and Voronoi
tesselations.
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