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Аннотация. Для одного класса регулярных гипоэллиптических по x1 дву-
мерных операторов P (D) = P (D1, D2) доказывается бесконечная дифферен-
цируемость в достаточно широкой полосе ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| <
H, x2 ∈ E1}, тех обобщенных решений уравнений P (D)u = 0 для которых
Dj

2u ∈ L2(ΩH) при j = 0, ..., ordx2P .
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1. Введение и постановка задачи

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N - множе-
ство натуральных чисел, N0 = N

∪
{0}, N2

0 = N0 × N0 - множество двумерных
мультииндексов, E2 и R2 - двумерные вещественные евклидовы пространства
точек x = (x1, x2) и ξ = (ξ1, ξ2), соответственно. C2 = R2 × iR2 (i2 = −1),
R2

+ = {ξ, ξ ∈ R2, ξj ≥ 0, j = 1, 2}. Для ξ, η ∈ R2, x ∈ E2 и α ∈ N2
0 обозначим

|ξ| =
√
ξ21 + ξ22 , (ξ, η) = ξ1 · η1 + ξ2 · η2, |α| = α1 + α2, ξ

α = ξα1
1 ξα2

2 ,

и Dα = Dα1
1 Dα2

2 , где Dj =
∂

∂ξj
либо Dj =

1

i

∂

∂xj
j = 1, 2.

Пусть A ≡ {αj}Mj=1 ⊂ R2
+, 0 < m1 < m2 < · · · < mM , 0 ≤ λ12 < λ22 < · · · < λM2 ,

λj = (1, λj2) и B ≡ {λj ;mj}Mj=1.
Характеристическим многоугольником набора вида A называется минимальный
выпуклый многоугольник N(A) ⊂ R2

+ содержащий множество A
∪
{0}. Харак-

теристическим многоугольником набора вида B называется множество N(B) ≡
{ν; ν ∈ R2

+; (ν, λ
j) ≤ mj j = 1, . . . ,M}.

Многоугольник N ⊂ R2
+ называется полным, если N имеет вершину в начале

координат и отличные от начала координат вершины на каждой оси координат.
3
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Полный многоугольник N ⊂ R2
+ называется правильным (вполне правильным),

если компоненты, внешних относительно N, нормалей одномерных некоординат-
ных сторон неотрицательны (положительны).

Замечание 1. Нетрудно заметить, что многоугольник N ⊂ R2
+ правильный

тогда и только тогда, когда для любого α ∈ N,

Π(α) := {ν ∈ R2
+, νj ≤ αj , j = 1, 2} ⊂ N.

Пусть P (D) = P (D1, D2) =
∑
γαD

α - линейный дифференциальный оператор
с постоянными коэффициентами, а P (ξ) = P (ξ1, ξ2) =

∑
γαξ

α его полный сим-
вол, где сумма распространяется по некоторому конечному набору (P ) = {α ∈
N2

0 , γα ̸= 0}. Многоугольник набора (P ) называется многоугольником Ньютона
или характеристическим многоугольником оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Определение 1. (см. [1], т. 2, определение 11.1.2, теоремы 10.2.1, 10.2.12).
Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется гипоэллиптическим, если выпол-
няется одно из следующих эквивалентных условий:

(1) любое обобщенное решение u ∈ L2,loc(Ω) (Ω ⊂ E2 - область) уравнения
P (D)u = 0 является бесконечно дифференцируемой функцией;

(2)
P (α)(ξ)

P (ξ)
:=

Dα
ξ P (ξ)

P (ξ)
→ 0 при |ξ| → ∞, ∀α ∈ N2

0 , α ̸= 0;

(3) dP (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞, где dP (ξ) расстояние точки ξ ∈ R2 от множе-
ства D(P ) :=

{
ζ ∈ C2 : P (ζ) = 0

}
.

Определение 2. (см. [1], т.2, определение 11.2.4, теорема 11.2.3). Оператор
P (D) = P (D1, D2) (многочлен P (ξ) ) называется частично гипоэллиптическим
относительно ξ2 (или относительно прямой x2 = 0), если выполняется одно
из следующих эквивалентных условий:

(1)
P (α)(ξ)

P (ξ)
→ 0 при |ξ| → ∞, |α| ̸= 0 когда ξ1 остается ограниченным;

(2) если u обобщенное решение уравнения P (D)u = 0, то u ∗ φ ∈ C∞ при
всех φ ∈ C∞

0

(
E1
)
,

(3) если многочлен P (ξ) представить в виде P (ξ) =
m1∑
j=0

Pj(ξ2)ξ
j
1, где m1 :=

ordξ1P , то
(a) P0 (ξ2) гипоэллиптичен как многочлен от ξ2,
(b) для любого j = 1, ...,m2

(1.1)
Pj(ξ2)

P0(ξ2)
→ 0 при ξ2 → ∞.
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Замечание 2. Так как Pj j = 0, . . . ,m1 многочлены от одной переменной, то
очевидно условие 3.a) эквивалентно условию P0 ̸= 0, а условие 3.b) эквивалентно
условию ordPj < ordP0, j = 1, ... , m1.

Определение 3. (см. [2] или [3]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
гипоэллиптическим по ξ1, если для любого α1 ̸= 0

(1.2) P (α1,0)(ξ)/P (ξ) ≡ ∂α1P (ξ)

∂ξα1
1

/P (ξ) → 0 при |ξ| → ∞.

Определение 4. (см. [4]—[6]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
почти гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквивалент-
ных условий:

(1) существуют постоянные C1 > 0 и C2 > 0 для которых∑
α

∣∣∣P (α)(ξ)
∣∣∣ ≤ C1 |P (ξ)| , ∀ξ ∈ R2 |ξ| ≥ C2;

(2) существует число δ > 0 такое, что множество

Dδ(P ) ≡ { ζ ∈ D(P ) : |Imζ| ≤ δ}

ограничено;
(3) существует число δ > 0 такое, что N(P ; δ) ⊂ H∞

δ (E2), где

N(P ; δ) =
{
u : ue−δ|x| ∈ L2

(
E2
)
, P (D)u = 0

}
,

H∞
δ (E2) =

{
u : (Dαu) e−δ|x| ∈ L2

(
E2
)
, ∀α ∈ N2

0

}
.

Определение 5. (см. [7] или [8]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется
регулярным (невырожденным), если с некоторой постоянной C > 0∑

α∈N

|ξα| ≤ C (|P (ξ)|+ 1) ∀ξ ∈ R2,

где N - характеристический многоугольник оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Замечание 3. Известно (см. [3], [4], [7]), что если многочлен P (ξ) регулярен,
то

(1) P гипоэллиптичен тогда и только тогда когда характеристический
многогранник N(P ) многочлена P вполне правильный;

(2) P гипоэллиптичен по ξ1 тогда и только тогда, когда первые компонен-
ты внешних (относительно N(P )) нормалей некоординатных сторон
положительны;

(3) P почти гипоэллиптичен тогда и только тогда когда N(P ) правильный;
(4) P (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞ тогда и только тогда, когда N(P ) - полный.



6 С. Р. АЙРАПЕТЯН

В работах [9], [10] доказана бесконечная дифференцируемость решений частич-
но гипоэллиптических уравнений, если априори предполагать их бесконечную
дифференцируемость по определенным переменным.
В. И. Буренковым в работе [2] найдены алгебраические условия (см. соотно-
шение (1.2)) на символ оператора P (D) при которых все решения u уравнения
P (D)u = 0, которые определенным образом стремятся к нулю на бесконечности
были бесконечно дифференцируемы.
В работе [11] для одного класса двумерных почти гипоэллиптических опера-
торов доказано, что при достаточно больших H > 0 все решения уравнения
P (D)u = 0 в полосе ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| < H, x2 ∈ E1} для которых
Dj

2u (j = 0, ..., ordx2P ) интегрируемы с квадратом в ΩH являются бесконечно
дифференцируемыми функциями по x1.
Наша цель доказать, что если H > 0 достаточно велико, то все решения одного
класса регулярных уравнений P (D)u = 0 в ΩH для которых Dj

2u ∈ L2(ΩH) (j =

0, ..., ordx2P ) являются бесконечно дифференцируемыми функциями по обоим
переменным.

2. Вспомогательные предложения

Пусть N ⊂ R2
+ правильный многоугольник с вершинами изN2

0 иm1 ≡ max
(α1,α2)∈N

α1.

Обозначим

Nm1 = {α ∈ N
∩
N2

0 , α+ (1, 0) /∈ N}

и

Nj = {α ∈ N2
0 , α+ (m1 − j, 0) ∈ Nm1}, j = 0,±1;±2, . . . .

В дальнейшем запись α ∈ N будет означать α ∈ N
∩
N2

0 .

Замечание 4. В силу выпуклости N, очевидно, что для любого l ∈ N0,
l ≤ max

(α1,α2)∈N
α2 существует единственное α1 = α1 (l) ∈ N0 такое, что

(α1 (l) , l) ∈ Nm1 .

Предложение 2.1. Пусть N ⊂ R2
+ полный многоугольник с вершинами из

N2
0 , m1 ≡ max

α∈N
α1, m

′
2 ≡ max

α∈N
α2. Тогда,

(1) Nj = ∅, при j < 0 и Nj ∩Nk = ∅, j ̸= k;

(2) N =
m1∪
j=0

Nj;

(3) для любого α ∈ N2
0 , α2 ≤ m′

2 существует единственный индекс j (α) ∈
N0 такой, что α ∈ Nj(α);
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(4) N0 ⊂ {α ∈ N : α = (0, α2)};
(5) если N порожден набором вида B, то

N0 = {α ∈ N, α = (0, α2), α2 ≤ min
2≤j≤M

[(mj −m1)/λ
j
2]} =: Ñ0,

где [a] – целая часть числа a;
(6) если α ∈ Nj (j ∈ N0), то α1 ≥ max {0, j −m1} и для любого 0 ≤ β1 ≤ α1,

α− (β1, 0) ∈ Nj−β1 .

Доказательство. Пусть наоборот, для некоторого j0 < 0 Nj0 ̸= ∅, т.е. суще-
ствует α0 ∈ N2

0 такое, что α0 + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как Nm1 ⊂ N, отсюда
и из определения числа m1 имеем, что m1 ≥ maxα1

α∈Nm1

≥ α0
1 + m1 − j0 > m1.

Полученное противоречие доказывает, что Nj = ∅, при j < 0 , т.е. утверждение
пункта (1).
Докажем утверждение пункта (2). Пусть α ∈ N любой фиксированный муль-
тииндекс. Тогда в силу выпуклости N существует число j (α) ∈ N0 такое, что
β ≡ α+ (j (α) , 0) ∈ N и α+ (j (α) + 1, 0) /∈ N, т.е. β ∈ Nm1 . Отсюда и из опреде-
ления числа m1 имеем, что β1 = α1+ j (α) ≤ m1 , т.е. j (α) ≤ m1. Следовательно,
m1 − j (α) ∈ N0, α + (j (α) , 0) = α + (m1 − (m1 − j (α)) , 0) ∈ Nm1

и поэтому

α ∈ Nm1−j(α). Это означает, что N ⊂
m1∪
j=0

Nj .

Теперь докажем обратное вложение. Пусть α ∈ Nj0 для некоторого j0 : 0 ≤ j0 ≤
m1, т.е. α0 ∈ N2

0 и α+ (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как N правильный и Nm1 ⊂ N, то

в силу замечания 1 α ∈ N. Это означает, что N ⊂
m1∪
j=0

Nj . Этим пункт (2) доказан.

Докажем утверждение пункта (3). Пусть α ∈ N2
0 любой мультииндекс для кото-

рого α2 ≤ m′
2. Так как N правильный, то (0, α2) ∈ N . Следовательно в силу заме-

чания 4 существует число α1 (α2) ∈ N0 такое, что (α1 (α2) , α2) ∈ Nm1 . Откуда по
определению числа m1 α1 (α2) ≤ m1 и следовательно, j (α) ≡ m1+α1−α1 (α2) ≥
0. Поскольку j (α) ≥ 0 и α + (m1 − j (α) , 0) = (α1 (α2) , α2) ∈ Nm1 , то отсю-
да в силу определения множеств Nl, l ∈ N0, получаем, что α ∈ Nj(α). Теперь
докажем, что если j ̸= j (α), то α /∈ Nj (т.е. единственность j(α)). Пусть, на-
оборот, существует индекс j0 ̸= j (α) такой, что α ∈ Nj0 ∩ Nj(α). Тогда в силу
определения Nl, α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 и α + (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1 . Так как
j0 ̸= j (α), то m1−j0 ̸= m1−j (α). Пусть поэтому m1−j0 ≥ m1−j (α)+1 (случай
m1 − j0 ≤ m1 − j (α)− 1 доказывается аналогичным образом). Тогда, в силу вы-
пуклости N и замечания 1 получаем, что β ≡ α+(m1 − j (α) , 0) ∈ N, β+(k, 0) ∈
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N k = 1, ..., j (α) − j0. Но β ∈ Nm1 , а в силу определения Nm1 β + (1, 0) /∈ N.
Полученное противоречие доказывает утверждение пункта (3).
Докажем утверждение пункта (4). Пусть α ∈ N0 любой мультииндекс для кото-
рого α1 ≥ 1. Тогда в силу определения N0 α+(m1, 0) ∈ Nm1 . Так как Nm1 ⊂ N,
то из определения числа m1 имеем m1 ≥ max

β∈Nm1

β1 ≥ α1+m1 > m1. Отсюда непо-

средственно получаем утверждение пункта (4).
Докажем утверждение пункта (5). Если N порожден набором вида B, то из

определения N в силу того, что Nm1 ⊂ N, для любого α ∈ N0 имеем mj ≥(
α+ (m1, 0) , λ

j
)
= α2λ

j
2 +m1, j = 1, ... ,M , откуда α2 ≤ min

2≤j≤M

[
mj−m1

λj
2

]
. Это

вместе с пунктом (4) доказывает, что N ⊂ Ñ0.
Теперь докажем обратное вложение. Пусть α2 ∈ N0, α2 ≤ min

2≤j≤M

[
mj−m1

λj
2

]
.

Тогда, (0, α2) ∈ N2
0 и

(
(0, α2) + (m1, 0) , λ

j
)
= m1 + λj2 α2 ≤ m1 + λj2

(mj−m1)

λj
2

=

mj , j = 1, ... ,M и
(
(0, α2) + (m1, 0) , λ

1
)
= m1. Это в силу определения N

означает, что (0, α2) + (m1, 0) ∈ N. Так как
(
(0, α2) + (m1, 0) + (1, 0) , λ1

)
=

m1 + 1 > m1 , то это в силу определения Nm1 означает, что (0, α2) + (m1, 0) ∈
Nm1 . А из определения N0 вытекает, что (0, α2) ∈ N0. Утверждение пункта (5)
доказано.
Докажем утверждение пункта (6). Пусть α ∈ Nj0 для некоторого j0 ∈ N0. Отсюда
в силу определения Nj0 имеем α+ (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 , следовательно, α1 +m1 −
j0 ≥ 0. Пусть α ∈ Nj и 0 ≤ β1 ≤ α1. Покажем, что α−(β1, 0) ∈ Nj−β1 . Из условия
α ∈ Nj0 (в силу определения Nj0) имеем, что α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 . Так как
Nm1 ⊂ N , то отсюда в силу определения m1 и условия 0 ≤ β1 ≤ α1 получаем
β1 ≤ α1 ≤ j0. Тогда, α − (β1, 0) + (m1 − (j0 − β1) , 0) = α + (m1 − j0, 0) ∈ Nm1 ,
следовательно α − (β1, 0) ∈ Nj−β . Этим пункт (6) предложения и тем самым
предложение 2.1 доказано. �

Пусть N ⊂ R2
+ – правильный многоугольник, а Nj , j = 0, 1, . . . , определены как

выше. На множестве
∞∪
j=0

Nj (на основании пункта (3) предложения 2.1) введем

функцию d(α):

(2.1) d(α) = j, если α ∈ Nj , j = 0, 1, . . . .

Предложение 2.2. Пусть N – правильный многоугольник. Тогда

(1) d (α+ (1, 0)) = d(α) + 1 ∀α ∈
∞∪
j=0

Nj,

(2) d (α− (1, 0)) = d(α)− 1 ∀α ∈
∞∪
j=0

Nj , α1 ≥ 1;
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(3) Если многоугольник N порожден набором вида B, то в качестве функ-
ции d(α) можно брать функцию

d̃ (α) = max
1≤j≤M

[
m1 −mj +

(
α, λj

)]
, α ∈ N2

0 ,

где [a] - целая часть числа a.

Доказательство. Пусть α ∈
∞∪
j=0

Nj . Тогда в силу пункта (3) предложения 2.1

существует единственный индекс j (α) ∈ N2
0 , такой, что α ∈ Nj(α) и поэтому

d(α) = j(α). Из условия α ∈ Nj(α) имеем α + (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1
, и следова-

тельно

(α+ (1, 0)) + (m1 − (j (α) + 1) , 0) = α+ (m1 − j (α) , 0) ∈ Nm1 .

Но это в силу определения Nj(α)+1 означает, что α + (1, 0) ∈ Nj(α)+1, следова-
тельно, d (α+ (1, 0)) = j (α) + 1. Откуда непосредственно получаем утвержде-
ние пункта (1). Утверждение пункта (2) следует из (1), если учитывать, что из

α ∈
∞∪
j=0

Nj , α1 ≥ 1 следует, что α− (1, 0) ∈
∞∪
j=0

Nj .

Докажем утверждение пункта (3). Пусть N порожден набором вида B и α ∈ Nm1 .
Так как Nm1 ⊂ N, то из определения N имеем

(
α, λj

)
≤ mj , j = 1, ..., M и

следовательно,

(2.2) m1 −mj +
(
α, λj

)
≤ m1, j = 1, ..., M.

С другой стороны, так как α ∈ Nm1 , то в силу определения Nm1 существует
индекс j0 : 1 ≤ j0 ≤ M , такой, что

(
α+ (1, 0) , λj0

)
> mj0 . Откуда

(
α, λj0

)
>

mj0 − 1, следовательно

(2.3) m1 −mj0 +
(
α, λj0

)
> m1 − 1.

Из неравенств (2.2), (2.3), так как m1 ∈ N и d̃(α) принимает целочисленные
значения, получаем, что d̃ (α) = m1 при всех α ∈ Nm1 .
Пусть j ∈ N0 и α ∈ Nj . Так как в силу пункта (6) предложения 2.1 α1+m1−j ≥ 0,
а из условия α ∈ Nj имеем α+(m1 − j, 0) ∈ Nm1 , то в силу уже доказанной части

m1 = d̃ (α+ (m1 − j; 0)) = max
1≤l≤M

[
m1 −ml +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)]
.

Следовательно, аналогичным образом получаем, что

m1 −ml +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
≤ m1, l = 1, . . . ,M

и для некоторого l0 ∈ N0, 1 ≤ l0 ≤M

m1 −ml0 +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
> m1 − 1.
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Откуда,

m1 −ml +
(
α, λl

)
= m1 −ml +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
−
(
(m1 − j; 0) , λl

)
=

= m1 −ml +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl

)
+ j −m1 ≤ m1 + j −m1 = j, l = 1, ...,M

и

m1 −ml0 +
(
α, λl0

)
= m1 −ml0 +

(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
−
(
(m1 − j; 0) , λl0

)
=

= m1 −ml0 +
(
α+ (m1 − j; 0) , λl0

)
+ j −m1 > m1 − 1 + j −m1 = j − 1.

Из этих двух неравенств непосредственно (в силу определения функции d̃) сле-
дует, что d̃(α) = j при всех α ∈ Nj , j = 0, 1, . . . . Предложение 2.2 доказано. �

На основании пункта (3) предложения 2.2, в дальнейшем вместо функции d̃(α)

будем писать d(α).
В дальнейшем нам понадобятся следующие легко проверяемые предложения:

Предложение 2.3. Пусть k, r ∈ N0, k > r. Тогда при |ξ| → ∞, ξr1/(|ξ2| +
|ξ1|k) → 0.

Предложение 2.4. Пусть Q1 и Q2 такие многочлены от одного переменного,
что Q1(ξ2)/Q2(ξ2) → 0 при ξ2 → ∞. Если многочлен Q от двух переменных
такой, что |Q (ξ)|+|Q2 (ξ2)| → ∞ при |ξ| → ∞, то Q1(ξ2)/ [|Q2(ξ2)|+ |Q(ξ)|] → 0

при |ξ| → ∞.

Предложение 2.5. (см. пункт (2) замечания 3). Если характеристический
многоугольник N(P ) регулярного многочлена P порожден набором вида B (N(P ) =

N(B)), то P гипоэллиптичен по ξ1.

Лемма 2.1. Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2) =
∑

α∈(P )

γαξ
α – регулярный многочлен с

полным характеристическим многоугольником N(P ). Многочлен P (ξ) гипоэл-
липтичен по ξ1 тогда и только тогда, когда он частично гипоэллиптичен по
ξ2.

Доказательство. Представим многочлен P (ξ) в следующем виде

(2.4) P (ξ) =

M∑
r=0

Pr (ξ2)ξ
r
1 ,

где M = ordξ1P , а

(2.5) Pr (ξ2) =
∑

(r, α2)∈(P )

γ(r, α2)ξ
α2
2 , (r = 0, . . . ,M).
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Из полноты многоугольника N(P ) следует, что P0 ̸= 0 поскольку в силу опреде-
ления полноты многоугольника существует l ∈ N , такой, что (0, l) ∈ (P ) ((0, l)
– вершина многоугольника, лежащая на оси ξ2). Тогда, в силу замечания 1.2
многочлен P0(ξ2) гипоэллиптичен.
В силу пункта (4) замечания 3 и из регулярности P следует, что существуют
числа C1 > 0, C2 > 0, для которых

(2.6) 0 < |P (ξ)| ≤
M∑
r=0

|Pr (ξ2) ξ
r
1 | ≤ C2 |P (ξ)| ∀ξ ∈ R2, |ξ| ≥ C1.

Пусть многочлен P (ξ), удовлетворяющий условиям леммы, гипоэллиптичен по
ξ1, т.е. для любого α1 ∈ N

(2.7)
∣∣∣∣P (α1, 0) (ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣→ 0 при |ξ| → ∞.

Так как Pr (ξ2) =
1
r!P

(r, 0) (0, ξ2), r = 0, . . . ,M , то из (2.7) в силу представления
(2.4) имеем:

Pr (ξ2)

P0 (ξ2)
=

1

r!

P (r, 0) (0, ξ2)

P (0, ξ2)
→ 0 при |ξ2| → ∞, r = 1, 2, . . . .

Так как в силу вышесказанного P0 - гипоэллиптичен, то это означает (см. пункт
(2) определения 2), что многочлен P частично гипоэллиптичен по ξ2.
Пусть, теперь, частично гипоэллиптический по ξ2 многочлен P (ξ) удовлетворяет
условиям леммы. Тогда для любого α1 ∈ N в силу представления (2.4) и оценки
(2.6) при |ξ| ≥ C1 имеем

∣∣∣∣P (α1, 0) (ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ M∑
r=α1

r!
(r−α1)!

Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ M∑
r=0

Pr ( ξ2) ξr1

∣∣∣∣ ≤ C2

M∑
r=α1

r!

(r − α1)!

∣∣Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣
M∑
k=0

∣∣Pr ( ξ2) ξk1
∣∣ =

(2.8) = C2

 α1! |Pα1 (ξ2)|

|P0 (ξ2)|+
M∑
k=1

∣∣Pk ( ξ2) ξk1
∣∣ +

M∑
r=α1+1

r!

(r − α1)!

∣∣Pr ( ξ2) ξ
r−α1
1

∣∣
M∑
k=0

|Pr ( ξ2)| |ξ1|k

 .
В силу предложения 2.3

(2.9)
Pα1 (ξ2)

|P0 (ξ2)|+
M∑
k=1

∣∣Pk ( ξ2) ξk1
∣∣ → 0 при |ξ| → ∞.

Пусть k ∈ N , α1 + 1 ≤ k ≤M и Dk = {ξ2 ∈ R : Pk(ξ2) = 0}.
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Так как в силу (2.6), при достаточно больших ξ ∈ R2 и ξ2 ∈ Dk имеем

Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

M∑
r=0

|Pr ( ξ2) ξr1 |
= 0

и |P0 (ξ2)| +
∣∣Pk (ξ2) ξ

k
1

∣∣ ̸= 0 при достаточно больших ξ и ξ2 /∈ Dk, то в силу
предложения 2.3 (см. пункт 3 a) определения 2) при |ξ| → ∞ имеем

Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

M∑
r=0

|Pr ( ξ2) ξr1 |
≤

∣∣∣Pk (ξ2) ξ
k−α1
1

∣∣∣
|P0 (ξ2)|+

∣∣Pk (ξ2) ξk1
∣∣ = |ξ2|k−α1∣∣∣P0(ξ2)

Pk(ξ2)

∣∣∣+ |ξ1|k
→ 0, k = α1 + 1, ..., M.

Отсюда и из соотношения (2.9) в силу оценки (2.8) получаем, что многочлен P (ξ)
гипоэллиптичен по ξ1. Лемма 2.1 доказана. �

Предложение 2.6. Пусть характеристический многоугольник N(P ) регуляр-
ного многочлена P (ξ) порожден набором вида B. Тогда многочлен P частично
гипоэллиптичен по ξ2.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 2.1 и предложения 2.5. �

Предложение 2.7. (см. [1], т.1, теорема 1.4.1). Пусть −∞ < a < b < +∞.
Тогда для любого m ∈ N существует постоянная C = C(m) > 0 такая, что
для любого δ ∈ (0, (b− a)/2) существует функция φδ (t) ∈ C∞

0 (a, b) (C∞
0 (a, b) –

множество бесконечно дифференцируемых функций с носителем в (a, b)), для
которой φδ (t) = 1, t ∈ (a+ δ, b− δ) и

∣∣∣φ(j)
δ (t)

∣∣∣ ≤ Cδj, j = 0, . . . ,m.

Пусть h(t) = 1− t2 при |t| < 1, h(t) = 0 при |t| ≥ 1, H > 0 и hH(t) = h(t/H).
Для правильного многоугольника N ⊂ R2

+ с вершинами из N2
0 , функции h и

числа H > 0 обозначим

HN
h (ΩH) =

{
u : (Dαu)h

d(α)
H (x1) ∈ L2 (ΩH) , ∀α ∈ N } ,

где d(α) функция, определенная в (2.1), а

ΩH =
{
x ∈ E2, |x1| < H, x2 ∈ (−∞; +∞)} .

Лемма 2.2. Множество C∞
0 (ΩH) плотно в HN

h (ΩH).

Доказательство. Пусть u ∈ HN
h (ΩH) и ε > 0 – фиксированное число. Тогда

существуют числа δ = δ (ε, u) ∈ (0, H) и M ≥ 1 такие, что

(2.10) ∥u∥HN
h (ΩH\ΩH−δ, M) ≡

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

< ε,

где ΩH−δ, M = {x ∈ ΩH, |x1| < H − δ, |x2| < M}.
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Пусть φ1 (x1) и φ2 (x2) функции, удовлетворяющие условиям предложения 2.7
такие, что

(1) φ1 (x1) = 1 при |x1| < H − δ, φ1 (x1) = 0 при |x1| > H − δ

2
,

(2) φ2 (x2) = 1 при |x2| < M , φ2 (x2) = 0 при |x2| > M + 1,
(3)

∣∣∣φ(j)
1 (x1)

∣∣∣ ≤ Cδ−j ,
∣∣∣φ(j)

2 (x2)
∣∣∣ ≤ C, j = 0, ..., m1 ≡ max

α∈N∩N2
0

α1.

Положим v(x) = u(x)φ1 (x1)φ2 (x2). Очевидно, suppv ⊂ ΩH−δ/2, M+1. Пусть ṽ

(D̃αu, α ∈ N ∩N2
0 ) продолженные нулем вне ΩH−δ/2, M+1 (ΩH) функции v (Dαu,

α ∈ N). Так как v(x) = u(x) при x ∈ ΩH−δ/2, M+1 и Dαṽ ∈ L2(E
2) (α ∈ N ∩N2

0

)
,

то в силу (2.10) имеем∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
ℵ

∥∥∥
L2(E2)

=
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=

=
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαv −Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαv)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

+
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

(2.11) ≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥Dα(uφ1φ2)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

+ ε.

Так как hH (x1) ≤ δ/H при x ∈ supp (φ1φ2) \ (ΩH\ΩH−δ, M ), то по формуле
Лейбница в силу предложения 2.2, оценки (2.10) и свойства (1 – 3) функций
φ1, φ2 для первого слагаемого правой части оценки (2.11) с некоторой постоянной
C1 = C1(N, C,H) > 0 имеем

(2.12)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥Dα (uφ1φ2)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑
α∈N

∑
β≤α

Cβ
α

∥∥∥Dβu ·Dα1−β1

1 φ1 ·Dα2−β2

2 φ2 · hd(α)H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤∑
α∈N

∑
|β|≤α

Cβ
αC

2δ−(α1−β1)
∥∥∥(Dβu

)
h
d(β)+α1−β1

H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤
∑
α∈N

∑
β≤α

Cβ
αC

2δ−(α1−β1)
(

δ
H

)α1−β
∥∥∥(Dβu

)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤

≤ C1

∑
β∈N

∥∥∥(Dβu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−δ, M)

≤ C1ε,

где Cβ
α - биноминальные коэффициенты, а C - постоянная из предложения 2.7.

Из (2.11) в силу (2.12) получаем

(2.13)
∑
α∈N

∥∥∥(Dαṽ − D̃αu
)
h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

≤ (C1 + 1) ε.

Пусть θ > 0, Sθ =
{
x ∈ E2 : |x| < θ

}
, ψ ∈ C∞

0 (S1), ψ ≥ 0,
∫
ψ dx = 1, ψθ(x) =

θ−2ψ (x/θ) и ṽθ = ṽ ∗ ψθ.
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Очевидно ṽθ ∈ C∞ (E2
)

для любого θ > 0, при этом ṽθ (x) = 0 когда x /∈ suppṽ+S̄θ

(S̄θ замыкание Sθ). Так как при θ ∈ (0, δ/4) suppṽ + S̄θ ⊂ ΩH, то отсюда по-
лучаем, что ṽθ ∈ C∞

0 (ΩH) когда θ ∈ (0, δ/4). Учитывая, что hH ≤ 1, Dαṽθ ∈
L2

(
E2
)

(α ∈ N) и (см. например [12], 6.3 (2)) Dαṽh = (Dαṽ)h, то в силу нера-
венства Юнга и непрерывности в среднем функций из L2 имеем при θ → 0

∑
α∈N

∥∥∥Dα (ṽθ − ṽ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

≤
∑
α∈N

∥∥∥Dα (ṽθ − ṽ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(E2)

=

=
∑
α∈N

∥(Dαṽ)θ −Dαṽ∥
L2(E2)

≤
∑
α∈N

sup
|y|<θ

∥Dαṽ (· − y)−Dαṽ (·)∥
L2(E2)

→ 0.

В силу произвольности числа ε > 0, отсюда и из (2.12) получаем утверждение
леммы. Лемма 2.2 доказана. �

Лемма 2.3. Пусть N ⊂ R2
+ - правильный многоугольник с вершинами из N2

0 ,
m1 ≡ max {α1 : α ∈ N ∩N2

0

}
и β ∈ N ∩ N2

0 . Тогда существуют постоянные
C1 = C1(m1) > 0 и H0 = H0 (m1) > 0 такие, что при H ≥ H0 и φ ∈ C∞

0 (ΩH),

(2.14)

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

(∥∥(D(β1(β2), β2)φ
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ2

2 φ
)
h
d(0, β2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
,

где β1 = β1(β2) ∈ N0 то единственное (в силу замечания 4) число для которого
(β1(β2), β2) ∈ Nm1

.

Доказательство. Оценка (2.14) очевидна при β1 = 0 и β1 = β1(β2), так как в
последнем случае β ∈ Nm1 и в силу определения функции d (·) : d (β) = m1.
Пусть поэтому 0 < β1 < β1(β2). Тогда, интегрируя по частям, получим

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H (x1)

∥∥∥2
L2(ΩH)

=

∣∣∣∣∣∣
∫∫
ΩH

Dβφ
(
D

β
φ h

2d(β)
H (x1)

)
dx

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
∫∫
ΩH

Dβ−(1, 0)φ D1

(
D

β
φ h

2d(β)
H (x1)

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫∫
ΩH

∣∣∣Dβ−(1, 0)φ D
β+(1, 0)

φ
∣∣∣ h2d(β)H (x1) dx+

+
2d (β)

H

∫∫
ΩH

∣∣∣Dβ−(1, 0)φ Dβφ
∣∣∣ h2d(β)−1

H (x1) dx.
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Так как в силу предложения 2.2 d (β ± (1, 0)) = d (β) ± 1 при β1 ≥ 1, то отсюда
с применением арифметического неравенства |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
получаем∥∥∥(Dβφ

)
h
d(β)
H (x1)

∥∥∥2
L2(ΩH)

≤

≤ 1

2

(∥∥∥(Dβ+(1, 0)φ
)
h
d(β+(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ−(1, 0)φ

)
h
d(β−(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

)
+

+
2d (β)

H

(∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dβ−(1, 0)φ

)
h
d(β−(1, 0))
H

∥∥∥2
L2(ΩH)

)
.

Так как d (β) ≤ m1 при всех β ∈ N ∩ N2
0 , то отсюда в силу леммы 2.1 работы

[11] следует существование числа H0 = H0 (m1) > 0 такого, что при H ≥ H0

с некоторой постоянной C1 = C1 (m1) > 0 выполняется оценка (2.14). Лемма
доказана. �

Лемма 2.4. Пусть N ⊂ R2
+ – правильный многогранник с вершинами из N2

0 ,
а H0 > 0 число определенное в лемме 2.3. Тогда существует постоянная C1 =

C1(m1) такая, что при H ≥ H0 и u ∈ HN
h (ΩH)

(2.15)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥(Dαu)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 )h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
≤

≤ C1

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

,

где по многоугольнику N множество Nm1 определено в начале параграфа 2, а

Γ ≡ max {α2 : (0, α2) ∈ N\Nm1 ∩N2
0

}
.

Доказательство. В силу леммы 2.2 оценку (2.15) достаточно доказать для функ-
ций из C∞

0 (ΩH). Из определения функции d (·) по лемме 2.3 существует посто-
янная C2 = C2 (m1) > 0 такая, что при всех H ≥ H0 и φ ∈ C∞

0 (ΩH)∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈(N\Nm1)∩N2
0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
Γ∑

α2=0

∑
(α1, α2)∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+C2m1

(
Γ∑

α2=0

(∥∥(D(α1(α2), α2)φ
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥∥(Dα2

2 φ)h
d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

))
≤

≤ (C2m1 + 1)
∑

α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+ C2m1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.
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Так как правая часть оценки (2.15) очевидна, то отсюда получаем утверждение
леммы. Лемма 2.4 доказана. �

Лемма 2.5. Пусть P – регулярный многочлен с правильным характеристиче-
ским многоугольником N. Тогда существуют постоянная C и число H1 ≥ H0

(H0 число из леммы 2.3) такие, что при H ≥ H1 и u ∈ HN
h (ΩH)

(2.16)

∑
α∈N

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C

(∥∥(P (D)u)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Доказательство. В силу леммы 2.2 оценку (2.16) достаточно доказать для функ-
ций из C∞

0 (ΩH). В силу леммы 2.4 имеем, что с некоторой постоянной C1 =

C1 (m1) > 0 при H ≥ H0 и φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.17)

∑
α∈N

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Для первого слагаемого правой части оценки (2.17) в силу формулы Лейбница
и определения функции h с некоторой постоянной C2 = C2 (h, m1) при H ≥ H0

и φ ∈ C∞
0 (ΩH) имеем

(2.18)

∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

=

=
∑

α∈Nm1

∥∥∥∥∥∥∥Dα
(
φhm1

H

)
−

∑
β1<α1

α1≥1, β2=α2

Cβ1
α1
DβφDα1−β1

1 hm1

H

∥∥∥∥∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈Nm1

∑
β1<α1

α1≥1, β2=α2

Cβ1
α1

∥∥∥(Dβφ
)
hm1−α1+β1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

· C2

Hα1+β1
.

Так как при α ∈ Nm1 , 0 ≤ β1 < α1, β2 = α2 β + (m1 − (m1 − α1 + β1) , 0) = α ∈
Nm1

, то по определению множества Nl (l ∈ N0) и условия β1 < α1 получаем, что

β ∈ Nm1−α1+β1 ⊂
m1−1∪
j=0

Nj .
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Поэтому из (2.18) с некоторым постоянным C3 = C3 (N, h) , C4 = C4 (N, h) > 0,
при H > max {1, H0} получаем

(2.19)

∑
α∈Nm1

∥∥(Dαφ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
C3

H

m1−1∑
j=0

∑
β∈Nj

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+

+
C4

H

∑
β∈N∩N2

0

∥∥∥(Dβφ
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из оценок (2.18) и (2.19) при H > max {1, H0, 2C1 · C4} ≡ H′
0 получаем, что при

всех φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.20)

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ 2C1

( ∑
α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Отсюда, в силу равенства Парсеваля и регулярности многочлена P , для первого
слагаемого правой части оценки (2.3) с некоторой постоянной C5 = C5 (P ) > 0

имеем∑
α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

=
∑

α∈Nm1

∥∥Dα
(
φhm1

H

)∥∥
L2(E2)

=

=
∑

α∈Nm1

∥∥ξαF (φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

≤ C5

(∥∥P (ξ)F
(
φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

+
∥∥F (φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

)
=

= C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

+
∥∥(φhm1

H

)∥∥
L2(R2)

)
=

= C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥(φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

)
.

Из оценки (2.20) и отсюда получаем, что при H ≥ H′
0∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤ 2C1C5

(∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

+
∥∥φhm1

H

∥∥
L2(ΩH)

)
+

(2.21) +2C1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 φ)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Для первого слагаемого правой части оценки (2.21) по формуле Лейбница и из
определения функции h с некоторой постоянной C6 = C6 (P, h) > 0 имеем∥∥P (D)

(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

(2.22) +
∑
α1≥1

∥∥∥(P (α1, 0) (D)φ
)
Dα1

1 h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
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≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+ C6

∑
α1≥1

∑
β∈N∩N2

0
β1≥α1

∥∥(Dβ−(α1,0)φ
)
hm1−α1

H

∥∥
L2(ΩH)

Hα1
.

Так как β1 ≥ α1 ≥ 1, то в силу пункта (6) предложения 2.1, β−(α1, 0) ∈
m1−α1∪
j=0

Nj

при β ∈ N ∩ N2
0 . Следовательно, m1 − α1 ≥ d (β − (α1, 0)) и hH ≤ 1. Отсюда с

некоторой постоянной C7 = C7 (P, h) > 0 имеем, что для φ ∈ C∞
0 (ΩH)

(2.23)

∥∥P (D)
(
φhm1

H

)∥∥
L2(ΩH)

≤
∥∥(P (D)φ)hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
C7

H

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥(Dαφ)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из оценок (2.21) и (2.23) при H ≥ H1 := max {4C1 · C5 · C7,H
′
0} непосредственно

получаем оценку (2.16) с постоянной C = 4C1 · C5. Лемма 2.5 доказана. �

Для правильного многогранника N с вершинами из N2
0 , j ∈ N0, через Nj обозна-

чим множество
j∪

l=0

Nl и положим

HN,∞
h (ΩH) =

∞∩
j=m1

HNj

h (ΩH).

Так как для любого j ∈ N0, j ≥ m1 выпуклая оболочка (N(Nj)) множества
{α, α ∈ Nj

}
является правильным многоугольником и (в силу того, что вер-

шины N принадлежат N2
0 ) N(Nj) ∩ N2

0 = Nj , то в силу леммы 2.2 множество
C∞

0 (ΩH) плотно в HNj

h при j = m1,m1 + 1, . . ..

Лемма 2.6. Пусть P – регулярный многочлен с правильным характеристи-
ческим многоугольником N, порожденный набором вида B. Тогда для любого
j ∈ N0 существуют постоянные Al > 0, l = 0, . . . , j+1 такие, что при H ≥ H1

(H1 число определенное в лемме 2.5) и всех u ∈ HN,∞
h (ΩH)

(2.24)

∑
β∈Nm1+j

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

,

где Γ - число определенное в лемме 2.4.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по j. Оценка (2.24) при
j = 0 следует из леммы 2.5. Пусть оценка (2.24) верна при j ≤ k. Докажем ее
для j = k+1. В силу определения Nj и предположения индукции с некоторыми
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постоянными Al, l = 0, ..., k + 1, имеем∑
α∈Nm1+k+1

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

(2.25) +
∑

α∈Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
k∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+Ak+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Для первого слагаемого правой части (2.25) из определений множества Nj , функ-
ции d(·) и в силу формулы Лейбница имеем∑
α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑

β∈N∩N2
0

∥∥∥(DβDk+1
1 u

)
hm1+k+1
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑
β∈N
β1≥1

∑
1≤γ1≤β1

Cγ1

β1

∥∥∥Dβ−(γ1, 0)
(
Dk+1

1 u
)
Dγ1

1 h
k+1
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Так как с некоторой постоянной Bk+1 = Bk+1(h) > 0∣∣(Dγ1

1 h
k+1
H

)
hm1

H (x1)
∣∣ ≤ (Bk+1/H

γ1)hm1+k+1−γ1

H (x1) ,

при 1 ≤ γ1 ≤ m1, |x1| < H, β − (γ1; 0) + (k + 1; 0) ∈
m1−γ1∪
j=0

Nj+k+1 ⊂ Nm1+k

(см. пункт (4) предложения 2.2), то отсюда в силу предположения индукции с
некоторыми постоянными A′

l, l = 0, ..., k + 1, имеем∑
α∈Nm1+k+1\Nm1+k

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

+
k∑

l=0

A′
l

∥∥∥(Dl
1P (D)u

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+A′
k+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(Dα2
2 u)h

d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Отсюда и из (2.25) получаем∑
β∈Nm1+j

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

β∈N∩N2
0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+

(2.26) +
k∑

l=0

(A′
l +Al)∥(Dl

1P (D)u)hm1+l
H ∥L2(ΩH)+

+(A′
k+1 +Ak+1)

Γ∑
α2=0

∥(Dα2
2 u)h

d(0,α2)
H ∥L2(ΩH).
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Так как
(
Dk+1

1 u
)
hk+1
H ∈ HN

h (ΩH) при u ∈ HN,∞
h (ΩH), то в силу леммы 2.5 для

первого слагаемого правой части (2.26) с некоторой постоянной C1 > 0 имеем∑
β∈N∩N2

0

∥∥Dβ
((
Dk+1

1 u
)
hk+1
H

)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C1

(∥∥P (D)
(
Dk+1

1 u
)
hm1

H

∥∥
L2(ΩH)

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥Dα2
2

(
Dk+1

1 u
)
h
k+1+d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
≤

≤ C1

(∥∥∥(P (D)Dk+1
1 u

)
hk+1+m1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑
α1≥1

∥∥∥(P (α1,0)(D)Dk+1
1 u

)
Dα1

1 hk+1
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
Γ∑

α2=0

∥∥∥(Dα2
2 Dk+1

1 u
)
h
k+1+d(0, α2)
H hm1

H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Так как при 0 ≤ α2 ≤ Γ (0, α2) ∈
m1−1∪
j=0

Nj , (k + 1, α2) ∈ Nm1+k и β − (α1, 0) +

(k + 1, 0) ∈ Nm1+k для любого β ∈ N, β1 ≥ 1, 1 ≤ α1 ≤ β1, то отсюда в силу
оценки (2.26) и предположения индукции получаем оценку (2.24) с некоторыми
постоянными A′′

l > 0, l = 0, . . . , k + 2 (Ak+1 = C1). Лемма доказана. �

Лемма 2.7. Пусть N правильный многоугольник с вершинами из N2
0 . Тогда

существует постоянная C > 0 такая, что при всех u ∈ HN
h (ΩH)

(2.27)
C−1

∑
α∈N∩N2

0

∥∥∥Dα (u)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C
∑

α∈N∩N2
0

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

.

Доказательство. Левая часть оценки непосредственно получается применением
формулы Лейбница в силу правильности многоугольника и пунктов (1) - (2)
предложения 2.2.

Докажем правую часть оценки (2.27). Пусть 0 < j ≤ m1 = max {α1, α ∈
N ∩N2

0

}
. Тогда в силу формулы Лейбница с некоторой постоянной C1 > 0, учи-

тывая, что в силу пункта (2) предложения 2.2 d (α)− (β1, 0) = d (α− (β1, 0))

при всех α ∈ N, 0 ≤ β1 ≤ α1, (следовательно, α− (β1, 0) ∈ Nj−β1 при α ∈ N, 0 ≤
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β1 ≤ α1), имеем∑
α∈Nj

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤
∑

α∈Nj

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

+

+
∑

α∈Nj

α1≥1

∑
2≤β1≤α1

Cβ1
α1

∥∥∥(Dα−(β1, 0)u
)
Dβ1

1 h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤
∑

α∈Nj

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

+ C1

j−1∑
l=0

∑
β∈Nl

∥∥∥(Dβu
)
h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Поступая аналогичным образом, и учитывая, что N0 ⊂ {(0, α2) ∈ N} (пункт (3)
предложения 2.1) и функция hH зависит только от переменной x1, через j − 1

шагов с некоторой постоянной C2 > 0 получаем∑
α∈Nj

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

≤

≤ C2

(
j∑

l=1

∑
α∈Hl

∥∥∥Dα(uh
d(α)
H )

∥∥∥
L2(ΩH)

+
∑

β∈N0

∥∥∥(Dβu)h
d(β)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

)
.

Просуммировав полученные неравенства по j = 1, ..., m1 и учитывая, что (в силу
вышесказанного для N0).∑

α∈N0

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

=
∑
α∈N0

∥∥∥Dα
(
uh

d(α)
H

)∥∥∥
L2(ΩH)

,

получим оценку (2.27). Лемма доказана. �

3. Основные результаты

В этом параграфе будем считать, что характеристический многоугольник опе-
ратора P (D) = P (D1, D2) порожден набором вида B и обозначим

N (P, H) =
{
u, Dj

2 ∈ L2 (ΩH) j = 0, ..., m2, P (D)u = 0
}
,

где H ≥ H1, H1 - число определенное в лемме 2.5, а m′
2 число из леммы 2.4.

Пусть

φ ∈ C∞
0 (S1) , φ ≥ 0,

∫
φdx = 1, ε > 0, φε (x) = ε−2φ (x/ε) и u ∈ N (P, H) .

Обозначим через ũε = ũ ∗ φε, где ũ продолженная нулем вне ΩH функция u.
Нетрудно заметить, что для любого ε > 0 Dαũε ∈ L2

(
E2
)

при всех α ∈ N2
0 и

Dα2
2 ũε =

(
D̃α2

2 u
)
ε

(см. например [12], 6.3) α2 = 0, ... , Γ.

Лемма 3.1. Для любого u ∈ N (P, H)

(3.1)
∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0 при ε→ +0, j = 0, 1, . . . .
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Доказательство. Так как (см. например [12], 6.3, (2)) для x ∈ ΩH−ε, j = 0, 1, ...,∥∥∥(Dj
1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0 при ε→ 0,

то для доказательства соотношения (3.1) достаточно показать, что при ε → 0+

имеем

(3.2)
∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

→ 0, j = 0, 1, . . .

Так как hH ≤ 2ε/H при x ∈ ΩH\ΩH−ε, то в силу неравенства Юнга с некоторыми
постоянными C1 = C1 (P ) , C2 = C2 (P, j, φ) имеем∥∥∥(Dj

1P (D) ũε

)
hm1+j
H

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤
(
2ε
H

)m1+j
∥∥∥Dj

1P (D) ũε

∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤

≤ C1

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

∥∥∥∣∣∣D̃α2
2 u
∣∣∣ ∗ ∣∣∣Dα1+j

1 φε

∣∣∣∥∥∥
L2(ΩH\ΩH−ε)

≤

≤ C1

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

sup
|y|<ε

∥∥∥D̃α2
2 u (· − y)

∥∥∥
L2(E2)

·
∥∥∥Dα1+j

1 φε

∥∥∥
L1(E2)

≤

≤ C2

(
2ε
H

)m1+j ∑
α∈N

ε−(α1+j) sup
|y|<ε

∥∥∥D̃α2
2 u (· − y)

∥∥∥
L2(E2)

.

Так как m2 + j ≥ α1 + j при всех α ∈ N, а функции из L2

(
E2
)

непрерывны в
среднем, то отсюда непосредственно получаем утверждение леммы. Лемма до-
казана. �

Теорема 3.1. Пусть P (D) = P (D1, D2) регулярный оператор характеристи-
ческий многоугольник которого порожден набором вида B. Тогда при H ≥ H1

(H1 - число из леммы 2.5) N (P, H) ⊂ HN, ∞
h (ΩH).

Доказательство. Пусть u ∈ N (P, H) , φ и ũε те же, что и в лемме 3.1. Тогда в
силу лемм 2.7 и 2.6 (так как для любого j ∈ N0 многоугольник набора Nm1+j -
правильный) с некоторыми постоянными Al, l = 0, ..., j + 1 имеем

(3.3)

∑
α∈Nm1+j

∥∥∥Dα
(
ũεh

d(α)
H

)∥∥∥ ≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D) ũε

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥(D̃α2
2 u
)
ε
h
d(0, α2)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

.

Из условия u ∈ N (P, H) и определения функции h в силу леммы 3.1, получаем,
что множество {ũε} равномерно ограничено в

HNm1+j

(ΩH2) ≡ { v, Djv ∈ L2 (ΩH2) ∀α ∈ Nm1+j }

для любого H2 ∈ (0, H).
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Поступая аналогичным образом с ũε1 − ũε2 в силу леммы 3.1 и условия u ∈
N (P, H) имеем, что при ε1, ε2 → +0∑
α∈Nm1+j

∥∥∥Dα
(
(ũε1 − ũε2)h

d(α)
H

)∥∥∥ ≤
j∑

l=0

Al

∥∥∥(Dl
1P (D) (ũε1 − ũε2)

)
hm1+l
H

∥∥∥
L2(ΩH)

+

+Aj+1

Γ∑
α2=0

∥∥∥∥((D̃α2
2 u
)
ε1

−
(
D̃α2u

)
ε2

)
h
d(0, α2)
H

∥∥∥∥
L2(ΩH)

→ 0,

т.е. множество предкомпактное в HNm1+j

(ΩH2) при всех H2 ∈ (0, H).
Так как, очевидно, ∥ũε − u∥L2(ΩH) → 0 при ε → 0, то в силу полноты простран-

ства HNm1+j

(ΩH2) получаем, что u ∈ HNm1+j

(ΩH2) при всех H2 ∈ (0, H).
При этом переходя к пределу в (3.3), когда ε → 0+ в силу леммы 2.7 полу-
чаем, что u ∈ H

Nm1+j

h (ΩH). Отсюда в силу произвольности j ∈ N0 имеем, что
N (P, H) ⊂ HN,∞

h (ΩH). Теорема доказана. �

Лемма 3.2. Пусть j ∈ N0, u ∈ H
Nm1+j

h (ΩH) , φ ∈ C∞
0 (ΩH). Тогда uφ ∈

H
Nm1+j

, при этом с некоторой постоянной C = C (j, φ) > 0∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(ΩH) ≤ C
∑

α∈Rm1+j

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

, ∀u ∈ HNm1+j

h .

Доказательство. Непосредственно получается применением формулы Лейбни-
ца в силу леммы 2.7 если заметить, что функция{

φ(x)/g
d(α)
H , при x ∈ suppφ

0, при x /∈ suppφ

для любого α ∈ Nm1+j принадлежат C∞ (ΩH). �

Теорема 3.2. При условии теоремы 3.1, N (P, H) ⊂ C∞ (ΩH).

Доказательство. Пусть R0(ξ) = 1+|P (ξ)| , Rj(ξ) = R0(ξ) (1 + |ξ1|)j , j = 1, 2, ....
Так как в силу предложения 2.6 оператор P (D) частично гипоэллиптичен по ξ2,
функция R0(ξ) является медленно растущей весовой функцией (см.[1] том 2,
определение 10.1.1), то в силу теоремы Гординга-Мальгранжа-Эренпрайса (см.
например [1] том 2, теорема 11.2.5) для доказательства теоремы 3.2 достаточно
показать, что N (P, H) ⊂ Bloc

2, Rj
(ΩH) , j = 0, 1, ..., где для весовой функции

R и области Ω пространство Л. Хермандера Bloc
2, R (Ω) определяется следующим

образом

Bloc
2, Rj

(Ω) = {v; v ∈ D′(Ω), для φ ∈ C∞
0 (Ω) F (vφ) функция и

∥R(ξ)F (vφ)∥L2(R2) <∞
}
,

гдеD′(Ω) - пространство распределений над C∞
0 (Ω), а F – преобразование Фурье.
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Пусть φ ∈ C∞
0 (ΩH). Тогда в силу равенства Парсеваля и леммы 3.2 для любого

u ∈ N (P, H) в силу теоремы 3.1 с некоторыми постоянными C1 = C1 (P, j) >

0, C2 = C2 (P, j, φ, h) > 0 имеем

∥Rj(ξ)F (uφ)∥L2(R2) =
∥∥∥(1 + |P (ξ)|) (1 + |ξ1|)j F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

≤ ∥F (uφ)∥L2(R2) +

+ ∥P (ξ) F (uφ)∥L2(R2) +
∥∥∥ξj1F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

+
∥∥∥ξj1P (ξ)F (uφ)

∥∥∥
L2(R2)

≤

≤ C1

∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(R2) = C1

∑
α∈Nm1+j

∥Dα (uφ)∥L2(ΩH) ≤

≤ C2

∑
α∈Nm1+j

∥∥∥(Dαu)h
d(α)
H

∥∥∥
L2(ΩH)

<∞.

Это означает, что u ∈ Bloc
2, Rj

(ΩH) для любого j = 0, 1, . . . . Следовательно, в силу
упомянутой теоремы Гординга-Мальгранжа-Эренпрайса u ∈ C∞ (ΩH). Так как
u ∈ N (P, H) было любое, то отсюда получаем утверждение теоремы. Теорема
3.2 доказана. �

Abstract. The paper considers a class of regular, hypoelliptic in x1, two-dimensional
operators P (D) = P (D1, D2) in rather wide strip ΩH = {x = (x1;x2) ∈ E2, |x1| <
H, x2 ∈ E1}. It is proved the infinite differentiability in ΩH of those generalized
solutions of the equation P (D)u = 0 for which Dj

2u ∈ L2(ΩH), j = 0, . . . , ordx2P .
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Аннотация. Пусть сигнал состоит из суперпозиции нескольких гармони-
ческих колебаний. Задача заключается в построении линейно-причинного
фильтра, который в выходном сигнале сохраняет некоторые компоненты
входного сигнала и подавляет остальные. В этой статье приводятся новые
оценки коэффициента усиления линейно-причинного фильтра, которые ре-
шают эту задачу.

MSC2010 number: 42A10
Ключевые слова: наилучшая аппроксимация, фильтр.

1. Введение

В данной статье мы исследуем фильтры, которые в выходном сигнале со-
храняют интересующие нас компоненты входного сигнала и подавляют другие.
Этот процесс типичен для входного блока радиоприемника. Здесь мы обсужда-
ем проблемы, которые возникают при реализации фильтра с помощью линейно-
причинной системы. Следует подчеркнуть, что в радиотехнике обычно заботятся
о сохранении компонентов, имеющих определенную частоту и подавляют другие,
при этом не заботясь о сохранении фазы каждой гармоники (см. [4]). В настоя-
щей статье мы интересуемся задачей сохранения не только частоты, но и фазы
каждого компонента. Именно такая постановка задачи приводит к необходимо-
сти дополнительных источников энергии.

2. Основные определения и формулировка задачи

В данном параграфе мы собрали те определения и результаты, которые заим-
ствованы из электротехники и лежат в основе обсуждаемых проблем. Обозна-
чим через l2 пространство последовательностей x = (. . . , x(−1), x(0), x(1), . . . ),
удовлетворяющих условию:

||x||2 =
∞∑

n=−∞
|x(n)|2 <∞.

Последовательности, удовлетворяющие данному условию, в дальнейшем будем
называть дискретными сигналами или просто сигналами.

25
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Для любого целого числа n ∈ Z обозначим через Sn действующий в l2 оператор

Sn {x(k); k ∈ Z} = {x(k − n);n ∈ Z} .

Определение 1. Линейно-причинной системой считается оператор

Φ : l2 → l2,

который удовлетворяет следующим трем условиям:
1. Линейность. Оператор Φ является линейным и ограниченным;
2. Инвариантность. Для любого n ∈ Z имеет место равенство

ΦSn = SnΦ;

3. Причинность. Если входящий сигнал

x = {x(n), n ∈ Z}

удовлетворяет условию x(n) = 0, n < 0, то для соответствующего ему выхо-
дящего сигнала Φx выполняется условие:

(Φx)(n) = 0, n < 0.

Обозначим через D = {z : |z| < 1} единичный круг, а через T = {z : |z| = 1}
его границу.

Определение 2. z - преобразованием дискретного сигнала {x(n) : n ∈ Z} из l2
называется функция

X(z) =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n, z ∈ T,

где сходимость ряда понимается по норме пространства L2(T ).

Заметим, что z-преобразования сигналов x ∈ l2 заполняют все пространство
L2(T ). Последовательность δ ∈ l2, принимающая значение один при n = 0 и
тождественно обращающаяся в нуль для всех остальных значений n, называется
импульсным сигналом, сосредоточенным в нуле. Обозначим через

h(n) = (Φδ)(n), n ∈ Z.

Эта последовательность называется импульсной характеристикой системы Φ. Из
свойства причинности системы Φ следует

h(n) = 0, n = −1,−2, . . . .

Следовательно, входящий сигнал x и выходящий сигнал y = Φ(x) связаны сле-
дующим соотношением:

y(n) =
∞∑
k=0

x(n− k)h(k), n ∈ Z.
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Определение 3. Функция

S(z) =
∞∑
k=0

h(k)z−n, z ∈ T

называется передаточной функцией дискретной системы Φ.

Заметим, что передаточная функция аналитична вне единичного круга и огра-
ничена. Легко проверить, что работу дискретной системы с помощью z - преоб-
разования можно представить следующим соотношением:

Y (z) = S(z)X(z), z ∈ T.

При реализации фильтра с помощью реального прибора необходимо учитывать
мощность источника питания прибора. В любой момент времени n ∈ Z разница
между энергией входного и выходного сигналов равна:

n∑
k=−∞

|(Φx)(k)|2 −
n∑

k=−∞

|x(k)|2.

Следовательно, линейная система Φ может работать, если внутри себя она имеет
источники энергии, которые снабжают систему энергией не меньше, чем

sup
n

(
n∑

k=−∞

|(Φx)(k)|2 −
n∑

k=−∞

|x(k)|2
)+

,

где a+ = max(0, a).
Данное замечание делает естественным следующее определение.

Определение 4. Коэффициентом усиления системы является величина

St(Φ) = sup

(
0∑

k=−∞

|(Φx)(k)|2 −
0∑

k=−∞

|x(k)|2
)+

,

где верхняя граница берется по всем сигналам x ∈ l2, которые удовлетворяют
условию ||x|| ≤ 1.

Известно (см. [1], стр. 80), что если S(z) является передаточной функцией систе-
мы Φ, то имеет место равенство

St(Φ) =

(
sup
|z|>1

|S(z)|2 − 1

)+

.

Приведенная ниже теорема доказана в [1], стр. 80.

Теорема 1. Пусть x0 ∈ l2 какой-то нетривиальный сигнал и Φ линейно-
причинная система. Если Φx0 = x0, то для любого x ∈ l2 имеет место ра-
венство Φx = x.
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Из этой теоремы следует, что невозможно осуществить фильтрацию с помощью
линейно-причинной системы. По этой причине мы вынуждены ослабить требова-
ния задачи, предполагая, что система решает задачу лишь с некоторой, заранее
зафиксированной точностью.

Определение 5. Пусть F - некоторое подмножество единичной окружности
T . Обозначим через I(F ), подпространство в l2, состоящее из всех сигналов
x ∈ l2, z - преобразование которых равно нулю почти всюду на подмножестве
T \ F .

Заметим, что подпространству I(F ) принадлежат те сигналы, чьи частоты лежат
в множестве F . Обозначим через PF действующий в пространстве l2 ортогональ-
ный проектор на подпространство I(F ).
Таким образом, задача состоит в следующем: Пусть E,F два непересекающихся
подмножества единичного круга T . Требуется для любого числа ε > 0 требуется
найти такую линейно-причинную систему Φ, чтобы

(2.1) ||PF − ΦPE∪F || < ϵ.

Заметим, что неравенство (2.1) равносильно тому, что передаточная функция
S(z) системы Φ удовлетворяет следующим условиям:

|S(z)| < ε, z ∈ F и |S(z)− 1| < ε, z ∈ E.

Если подмножества E, F – замкнутые и не пересекаются, то существует ограни-
ченная аналитическая функция S(z), |z| > 1, которая удовлетворяет вышепри-
веденным условиям.
Следовательно, при указанных выше условиях, задача фильтрации имеет реше-
ние. Однако оказывается, что коффицент усиления соответствующей системы Φ

растет параллельно уменьшению ε. Иначе говоря, насколько точно работает си-
стема, настолько она нуждается в более мощных энергетических источниках. В
данной работе мы оцениваем коэффициент усиления системы, которая работает
с данной точностью ε > 0.
Подробно обсудим тот случай, когда

Eα = {z : |z| = 1, −α < argz < α}

и
Fβ = {z : |z| = 1, β < argz < 2π − β},

где 0 < α < β < π.
Заметим, что с помощью дробно-линейного преобразования общий случай 0 <

α < β < π можно свести к частному, когда 0 < α = β < π
2 . Действительно, пусть

w(z) =
z − x

1− xz
,
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где −1 < x < 1. Для любых чисел 0 < α < β < π можно найти действительное
число −1 < x < 1 такое, что имеет место равенство −w(e−iα) = w(eiβ).

3. Вспомогательные результаты

В данном параграфе мы приводим формулировку известнoй теоремы Г. Сеге (см.
[5], стр. 197) и одно ее следствие, которое играет существенную роль в доказа-
тельстве основной теоремы.

Теорема 2. Пусть h(z), |z| = 1 – неотрицательная непрерывная функция,
удовлетворяющая условию ∫ π

−π

lnh(eix)dx > −∞.

Тогда для любого комплесного числа |a| < 1

inf
P∈H∞

(
sup
z∈T

∣∣∣∣ A

z − a
− P (z)

∣∣∣∣h(z)) =
|A|

1− |a|2
exp

{
1

2π

∫ π

−π

1− |a|2

|1− aeix|
lnh(eix)dx

}
.

Точная нижняя грань достигается на функции

P (z) =
A

z − a

(
1− (1− āz)F (a)

(1− |a|2)F (z)

)
,

где

F (z) = exp

{
1

2π

∫ π

−π

eix + z

eix − z
lnh(eix)dx

}
, |z| < 1.

Рассмотрим один частный случай теоремы Г. Сеге. Обозначим через

Eα = {z ∈ T ; −α < argz < α} и Fα = {z ∈ T ; π − α < argz < π + α},

где 0 < 2α < π. Рассмотрим следующую весовую функцию

h(z) =

{
e−m, z ∈ T \ Eα ∪ Fα

1, z ∈ Eα ∪ Fα.

Здесь m произвольное положительное число. Пользуясь теоремой Г. Сеге, для
любого числа −1 < y < 1 имеем∣∣∣∣ 1

z + iy
− Py(z)

∣∣∣∣ ≤ |F (iy)|
1− y2

, z ∈ Eα ∪ Fα∣∣∣∣ 1

z + iy
− Py(z)

∣∣∣∣ ≤ |F (iy)|em

1− y2
, z ∈ T \ Eα ∪ Fα,

где

Py(z) =
1

z + iy

(
1− (1− iyz)F (−iy)

(1− y2)F (z)

)
, |z| < 1.

Заметим, что функция Py(z), |z| < 1 аналитическая и ограниченная.
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4. Основные теоремы

Теорема 3. Пусть 0 < 2α < π и ε > 0 какие-либо числа. Если S(z) - переда-
точная функция линейно-причинной системы Φ удовлетворяет условиям

|S(z)| < ε, z ∈ Fα и |S(z)− 1| < ε, z ∈ Eα,

то коэффициент усиления системы Φ допускает оценку

St(Φ) ≥ 1

16ε
2α

π−2α

− 1.

Доказательство. Передаточная функция S(z), |z| > 1, является аналитической
и ограниченной функцией. Следовательно, имеем

1 ≤ |S(∞)|+ |1− S(∞)| ≤

≤ exp

{
1

2π

∫ π

−π

ln |S(e−it)|dt
}
+ exp

{
1

2π

∫ π

−π

ln |1− S(e−it)|dt
}

≤

≤ exp

{
1

2π

∫ α

−α

ln |S(e−it)|dt+ 1

2π

∫ 2π−α

α

ln |S(e−it)|dt
}
+

+exp

{
1

2π

∫ α

−α

ln |1− S(e−it)|dt+ 1

2π

∫ 2π−α

α

ln(1 + |S(eit)|)dt
}

≤

≤ exp

{
1

2π

∫ α

−α

ln εdt+
1

π

∫ 2π−α

α

lnMdt+
1

2π

∫ π+α

π−α

ln(1 + ε)dt

}
+

+exp

{
1

2π

∫ π+α

π−α

ln εdt+
1

π

∫ π−α

α

ln(1 +M)dt+
1

2π

∫ α

−α

ln(1 + ε)dt

}
≤

≤ 2(ε(1 + ε))
α
π (1 +M)

π−2α
π ,

где M = sup
|z|=1

|S(z)|. Следовательно,

St(Φ) =
(
M2 − 1

)+ ≥ 1

16ε
2α

π−2α

− 1.

�

Теперь оценим сверху коэффициент усиления.

Теорема 4. Допустим 0 < 2α < π и 0 < ε < 1 - некоторые числа. Тогда
существует число 0 < M <∞ и линейно-причинная система Φ с передаточной
функцией S(z), |z| = 1, которая удовлетворяет следуюшим условиям

|S(z)| < ε, z ∈ Eα

|1− S(z)| < ε, z ∈ Fα

и имеет место неравенство

St(Φ) <
M

ε
4α

π−2α

(
ln

8

π ε cosα

) 2π
π−2α

.
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Доказательство. Пусть m– положительное число, значение которого уточним
позже. Пусть

F (z) = exp

{
−m

2π

(∫ π−α

α

eix + z

eix − z
dx+

∫ 2π−α

π+α

eix + z

eix − z
dx

)}
, |z| < 1.

Имеет место неравенство |F (z)| ≤ 1, |z| < 1. При этом на дугах Eα и Fα имеем
|F (z)| = 1, и

|F (z)| = e−m, z ∈ T \ Eα ∪ Fα.

Наконец, если −1 < y < 1, то имеет место оценка

|F (iy)| ≤ |F (0)| = exp

{
−π − 2α

π
m

}
.

Рассмотрим область Ω = {z : Re z > 0, |z| < 2}. Из теоремы Коши следует

1

2πi

∫
∂Ω

dξ

ξ − z
=

{
1, z ∈ Ω
0, z /∈ Ω.

Можем записать
1

2πi

∫
∂Ω

dξ

ξ − z
=

1

π

∫ π
2

−π
2

eitdt

2eit − z
+

1

2π

∫ 2

−2

dy

iy + z
, z /∈ ∂Ω.

Пусть 0 < δ < 1 - некоторое число, значение которого уточним позже.
На дугах z ∈ Eα ∪ Fα имеем∣∣∣∣∣ 12π

∫ −1+δ

−1−δ

dy

iy + z
+

1

2π

∫ 1+δ

1−δ

dy

iy + z

∣∣∣∣∣ ≤ 2δ

π cosα
.

В последнем неравенстве мы воспользовались тем, что для любых −1 < y < 1 и
z ∈ Eα ∪ Fα, имеет место неравенство |iy + z| ≥ cosα. Введем новую функцию:

Gδ(z) =
1

π

∫ π
2

−π
2

eitdt

2eit − z
+

1

2π

∫ 2

1+δ

dy

iy + z
+

+
1

2π

∫ −1−δ

−2

dy

iy + z
+

1

2π

∫ 1−δ

−1+δ

Py(z)dy =

=
1

2πi

∫
∂Ω

dξ

ξ − z
− 1

2π

∫ −1+δ

−1−δ

dy

iy + z
− 1

2π

∫ 1+δ

1−δ

dy

iy + z
+

+
1

2π

∫ 1−δ

−1+δ

(
Py(z)−

1

iy + z

)
dy.

Так как на дугах z ∈ Eα ∪ Fα имеет место оценка∣∣∣∣ 1

z + iy
− Py(z)

∣∣∣∣ ≤ |F (iy)|
1− y2

, z ∈ Eα ∪ Fα,

то ∣∣∣∣Gδ(z)−
1

2πi

∫
∂Ω

dξ

ξ − z

∣∣∣∣ ≤ 2δ

π cosα
+

1

2π

∫ 1−δ

−1+δ

|F (iy)|
1− y2

dy ≤
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≤ 2δ

π cosα
+

1

2π

∫ 1−δ

−1+δ

|F (0)|
1− y2

dy ≤ 2δ

π cosα
+

1

2π
exp

{
−π − 2α

π
m

}
ln

2

δ
.

Так как на дугах z ∈ T \ Eα ∪ Fα имеет место оценка∣∣∣∣ 1

z + iy
− Py(z)

∣∣∣∣ ≤ |F (iy)|
1− y2

em,

то получаем

|Gδ(z)| ≤ 1 +
2

π
ln

1

δ
+

1

2π

∫ 1−δ

−1+δ

∣∣∣∣Py(z)−
1

iy + z

∣∣∣∣ ≤
≤ 1 +

2

π
ln

1

δ
+
em

2π

∫ 1−δ

−1+δ

|F (0)|
1− y2

dy ≤ 1 +
2

π
ln

1

δ
+

1

2π
exp

{
2αm

π

}
ln

2

δ
.

Выбирая число δ = πε
4 cosα и число m из соотношения

1

2π
exp

{
−π − 2α

π
m

}
ln

2

δ
=
ε

2
,

получим
|Gδ(z)| ≤ ε, z ∈ Eα, |Gδ(z)− 1| ≤ ε, z ∈ Fα.

Наконец, при z ∈ T имеем

|Gδ(z)| ≤ 1 + 2 ln

(
4

πε cosα

)
+

1

2π

(
ln

(
8

πε cosα

)) π
π−2α 1

(πε)
2α

π−2α

.

Тогда коэффициент усиления линейно-причинной систем Φ с передаточной функ-
цией

S(z) = G

(
1

z

)
, |z| > 1,

для малых значении ε > 0 удовлетворяет оценке

St(Φ) ≤ 2

ε
4α

π−2α

(
ln

8

πε cosα

) 2π
π−2α

.

�

Abstract. In assumption that the input signal consists of several harmonic oscillations,
the paper considers the problem of construction a linearly-causal filter that preserves
some components of the signal and rejects the others. Some new estimates for the
amplification coefficient of linearly-causal filters are obtained, which solve the problem.
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Аннотация. В работе доказывается, что если P (D) регулярный почти ги-
поэллиптический оператор

L2,δ = {u; ||u||2,δ =

[∫
(|u(x)| · e−δ·|x|)2dx

]1/2
< ∞}, δ > 0

и H∞
δ – весовое соболевское пространство с весом e−δ·|x|, то существует

число δ0 > 0 такое, что все решения u ∈ L2,δ дифференциального уравнения
P (D)u = f принадлежат H∞

δ , как только f ∈ H∞
δ и δ ≤ δ0.

MSC2000 number: 12E10.
Ключевые слова: гипоэллиптический оператор (многочлен), почти гипоэллип-
тический оператор (многочлен), весовые пространства Соболева.

1. Определения и постановка задачи

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N - множе-

ство натуральных чисел, N0 = N ∪{0}, Nn
0 = N0× ...×N0 - множество n-мерных

мультииндексов, En и Rn - n-мерные вещественные пространства точек соответ-

ственно x = (x1, ..., xn) и ξ = (ξ1, ..., ξn). Для ξ ∈ Rn, x ∈ En и α ∈ Nn
0 обозначим

|ξ| =
√
ξ21 + ...+ ξ2n, |α| = α1 + ...+ αn, ξα = ξα1

1 ...ξαn
n ,

и

Dα = Dα1
1 ...Dαn

n , где Dj = ∂/∂ξj либо Dj =
1

i
· ∂/∂xj , j = 1, ..., n.

Наконец обозначим Rn
+ = {ξ ∈ Rn : ξj ≥ 0, (j = 1, ..., n)}, Cn = Rn × iRn.

Пусть ℵ =
{
αk
}

– множество точек из Nn
0 . Многогранником Ньютона набора

ℵ назавем наименьший выпуклый многогранник ℜ = ℜ(ℵ) ⊂ Nn
0 , содержащий

множество ℵ ∪ {0}.
Для точек η ∈ Rn

+ обозначим ⊓′
(η) =

{
ξ; ξ ∈ Rn

+ : ξi ≤ ηi (i = 1, ..., n)
}

и ⊓(η) =

⊓′
(η) \ {η}. Если α ∈ Nn

0 ⊂ Rn
+, то теми же символами ⊓′(α) и ⊓(α) обозначим

1Работа выполнена при финансовой поддержке INTAS грант n. 05 - 1000080 - 8157.
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⊓′(α) =
{
β;β ∈ N0

n : βi ≤ αi(i = 1, ..., n)
}

и ⊓(α) = ⊓′
(α) \ {α}. Это не вызовет

недоразумения, так как каждый раз из контекста будет ясно о каком множестве

идет речь.

Полный многогранник ℜ назовем правильным, если с каждой вершиной e ∈ ℜ
многогранник ℜ содержит множество ⊓(e). Очевидно, это эквивалентно тому,

что внешние (относительно ℜ) нормали (n−1)-мерных некоординантных граней

ℜ имеют неотрицательные координаты. Если же внешние нормали таких граней

имеют только положительные координаты, то многогранник ℜ назовем вполне

правильным.

Пусть P (D) =
∑
α
γα · Dα - линейный дифференциальный оператор с постоян-

ными коэффициентами, а P (ξ) =
∑
α
γαξ

α - отвечающий ему символ (характе-

ристический многочлен). Здесь сумма распространяется по конечному набору

мультииндексов (P ) = {α ∈ Nn
0 : γα ̸= 0}. Mногогранник ℜ = ℜ(P ) набора точек

(P )∪{0} назовем многогранником Ньютона или характеристическим многогран-

ником оператора P (D) (многочлена P (ξ)).

Определение 1. (см. [2] или [3]) Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) с многогран-

ником ℜ = ℜ(P ) называется невырожденным (регулярным), если существует

постоянная C > 0 такая,что∑
β∈ℜ

|ξβ | ≤ C [|P (ξ)|+ 1], ξ ∈ Rn.

Определение 2. (см. [5]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) называется почти

гипоэллиптическим, если существует постоянная C > 0 такая, что∑
β∈R

|DβP (ξ)| ≤ C · [|P (ξ)|+ 1], ξ ∈ Rn.

Ясно, что любой гипоэллиптический оператор (см. [6], определение 11.1.2) явля-

ется почти гипоэллиптическим, однако следующий простой пример показывает,

что обратное не верно: многочлен Q(ξ) = ξ21ξ
2
2 + ξ21 + ξ22 +1 с правильным много-

гранником Ньютона ℜ(Q) является почти гипоэллиптическим, но не гипоэллип-

тическим. Отметим еще, что произвольный регулярный оператор с правильным

многогранником Ньютона является почти гипоэллиптическим (см. [5]).

Пусть δ > 0, положим

L2,δ = {u; ||u||2,δ =

[∫
(|u(x)| · e−δ·|x|)2dx

]1/2
}
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и введем следующее весовое пространство Соболева

(1.1) Hℜ,δ = {u; ||u||Hℜ,δ
≡
∑
α∈ℜ

||Dαu||L2,δ
<∞}.

Если правильный многогранник ℜ = ℜ(P ) порождается дифференциальным опе-

ратором P (D), то положим

HP
ℜ, δ = {u; ||u||HP

ℜ,δ
≡ ||u||2, δ + ||P (D)u||Hℜ,δ

<∞},

H∞
ℜ,δ =

∞∩
m=1

Hm·ℜ,δ; HP,∞
ℜ,δ =

∞∩
m=1

HP
m·ℜ,δ.

Так как очевидно, что для произвольного многогранника ℜ
∞∪

m=1

(mℜ) = Nn
0 ,

то множества H∞
ℜ,δ и HP,∞

ℜ,δ не зависят от ℜ. Поэтому далее (считая, что ℜ пра-

вильный многогранник) в обозначениях мы опустим символ ℜ и будем писать

H∞
δ и HP,∞

δ вместо H∞
ℜ,δ и HP,∞

ℜ,δ соответственно.

В [7] доказано, что если символ P (ξ) оператора P (D) удовлетворяет условию

|P (ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞, то оператор P (D) является почти гипоэллиптическим

тогда и только тогда, когда существует число δ0 > 0 такое, что любое обобщенное

решение u ∈ L2,δ; (δ ≤ δ0) уравнения P (D)u = 0 принадлежит H∞
δ (см. [7],

теоремы 3.1 и 3.2). Применяя теорему вложения для пространств Соболева (см.,

например [10], теорема 10.4) получим, что в отмеченном случае решение является

бесконечно дифференцируемой функцией.

Что же касается неоднородного уравнения P (D)u = f , то в работах [9] и [12]

В. И. Буренков изучил уравнение P (D)u = f в цилиндре Ω = Ωm × En−m при

0 ≤ m < n, где Ωm некоторое открытое множество в Em (если m = 0, то Ω = En),

а f и все ее частные производные m-локально интегрируемы с квадратом в Ω

(если m = 0, то интегрируемы с квадратом в Ω). Им получены необходимые и

достаточные условия на оператор P , при которых все обобщенные решения урав-

нения P (D)u = f бесконечно дифференцируемы, если бесконечно дифференци-

руема f . Класс таких операторов существенно шире класса гипоэллиптических

операторов.

Цель настоящей работы - доказать, что если P (D) регулярный почти гипоэл-

липтический оператор, то существует число δ0 > 0 такое, что HP,∞
δ ⊂ H∞

δ при
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δ ≤ δ0 или, что то же самое, для любого f ∈ H∞
δ

Nδ(P, f) = {u ∈ L2,δ, (u, P (−D)φ) = (f, φ} ∀φ ∈ C∞
0 (En)} ⊂ H∞

δ .

Отметим, что это утверждение перестает быть справедливым, если оператор

P (D) не является почти гипоэллиптическим или, если оператор почти гипоэл-

липтичен, но δ достаточно большое число. В самом деле, рассмотрим следующие

примеры:

Пример 1. Пусть

P1(D) = P1(D1, D2) = D2
1 −D2

2 = (
1

i
· ∂
∂x

)2 − (
1

i
· ∂
∂y

)2 = − ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

и δ > 0, g(t) ∈ L2(E
1)\C∞(E1). Очевидно, функция u(x, y) = g(x−y) ∈ L2, δ(E

2)

и (u, P1(−D)φ) = 0 для любой φ ∈ C∞
0 (E2). Следовательно u ∈ HP,∞

δ . Однако

u /∈ H∞
δ ибо H∞

δ ⊂ C∞.

Пример 2. Пусть

P2(D) = P2(D1, D2) = D2
1D

2
2 +D2

1 +D2
2 + 1 =

∂4

∂x2∂y2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
+ 1,

и δ > 1, а функция g ∈ C2(E1) \ C∞(E1) такая, что

||g||L2(E2) + ||g
′′
||L2(E2) <∞.

Очевидно, P2(D) – почти гипоэллиптический оператор, при этом функция u(x, y) =

ex · g(y) ∈ L2,δ является решением однородного уравнения P (D)u = 0. Следова-

тельно u ∈ HP,∞
δ . Однако u /∈ H∞

δ , так как u /∈ C∞(E2).

2. Вспомогательные предложения

Для k ∈ N и γ ∈ Nn
0 через dk(γ) обозначим количество мультииндексов ⊓(γ)

таких, что |α| = k и положим

d(γ) = max
1≤k≤|γ|

{dk(γ)}.

Лемма 1. Пусть γ ∈ Nn
0 , δ0 > 0 и пусть aα(δ), bα(δ) неотрицательные в (0, δ0)

функции с некоторой постоянной κ > 0 удовлетворяющие условиям

(2.1) aα(δ) ≤ bα(δ) + κ
∑

β∈⊓(α)

aβ(δ) δ
|α|−|β|; α ∈ ⊓

′
(γ), δ ∈ (0, δ0).

Тогда при δ ∈ (0, δ0)

(2.2)
∑

α∈⊓′ (γ)

(
δ

2κ d(γ) + 1

)−|α|

aα(δ) ≤ 2
∑

α∈⊓′ (γ)

(
δ

2κ d(γ) + 1

)−|α|

bα(δ).
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Доказательство. Обозначим h = 2κ d(γ) + 1. Умножим неравенствa (2.1) на

(δh)−|α| и просуммируем полученные неравенства по α ∈ ⊓′
(γ). Получим, что

для всех δ ∈ (0, δ0) ∑
α∈⊓′ (γ)

(δh)−|α|aα(δ) ≤
∑

α∈⊓′ (γ)

(δh)−|α|bα(δ)+

+κ
∑

α∈⊓′ (γ)

∑
β∈⊓(α)

(δh)−|β| aβ(δ)h
−(|α|−|β|) =

=
∑

α∈⊓′ (γ)

(δh)−|α|bα(δ) + κ

 ∑
β∈⊓(γ)

(δh)−|β| aβ(δ)

  ∑
α∈⊓(β,γ)

h−(|α|−|β|)

 ,
где ⊓(β, γ) = {α ∈ Nn

0 , βi ≤ αi ≤ γi i = 1, ..., n;α ̸= β}.
Так как (κd(γ))/(h−1) = 1/2 по определению числа h, то отсюда имеем для всех

δ ∈ (0, δ0)

1

2
·
∑

α∈⊓′ (γ)

(δh)−|α|aα(δ) ≤
∑

α∈⊓(γ)

(δh)−|α|
[
1− κd(γ)

h− 1

]
aα(δ)+

+(δh)−|γ|aγ(δ) ≤
∑

α∈⊓(γ)

(δh)−|α|

1− ∑
µ∈⊓(α,γ)

h−(|µ|−|α|)

 aα(δ)+
+(δh)−|γ|aγ(δ) ≤

∑
α∈⊓′ (γ)

(δh)−|α|bα(δ),

что доказывает неравенство (2.2). Лемма доказана. �

Ниже нам приходится дифференцировать весовую функцию, определяющую про-

странство Hℜ,δ. В работе [7] показано, что вес e−|x| пространства Hℜ,δ можно

заменить положительным гладким весом g так, чтобы полученное весовое про-

странство (которое также обозначим через Hℜ,δ) было бы топологически экви-

валентным исходному пространству. В [7] доказано существование заменяющей

весовой функции g ∈ C∞, удовлетворяющей следующим условиям (здесь и далее

gδ(x) = g(δx)):

1. существует постоянная ς > 0 такая, что

ς−1 e−δ|x| ≤ gδ(x) ≤ ς e−δ|x|, x ∈ En.

2. Для каждого α ∈ Nn
0 существует число ςα > 0 такое, что

|Dαgδ(x)| ≤ ςαδ
|α| gδ(x), x ∈ En.
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3. Пусть T > 0, ST = {x; x ∈ En, |x| ≤ T} и σ1 = σ1(δ, T ) = ς2eδT . Тогда

sup
y∈ST

gδ(x+ y) ≤ σ1(δ, T ) gδ(x), x ∈ En.

4. Пусть T > 0 и σ2 = σ2(δ, T ) =
√
nς2 max{ςα; |α| = 1}δTeδT . Тогда

sup
y∈ST

|gδ(x+ y)− gδ(x)| ≤ σ2gδ(x), x ∈ En.

Далее при определении классаHℜ,δ будем считать, что вес g ∈ C∞ удовлетворяет

условиям 1) - 4).

Лемма 2. Пусть ℜ – правильный многогранник в Nn
0 и δ > 0. Тогда следующие

нормы эквивалентны норме, определенной формулой (1.1)

||u||
′

ℜ,δ =
∑
α∈ℜ

||(Dαu)gδ||L2 ; ||u||
′′

ℜ,δ =
∑
α∈ℜ

||Dα(ugδ)||L2 .

Доказательство. Эквивалентность норм || · || и || · ||′ непосредственно следует из

свойства 1) функции gδ. Докажем эквивалентность норм || · ||′ и || · ||′′ .
Так как ℜ правильный многогранник, то в силу формулы Лейбница и свойства

2) функции gδ имеем с некоторой постоянной C1 = C1(ℜ, δ) > 0

||u||
′′

ℜ,δ =
∑
α∈ℜ

||Dα(ugδ)||L2 =
∑
α∈ℜ

||
∑
β≤α

Cβ
α(D

βu)(Dα−βgδ)||L2 ≤

(2.3) ≤ C1

∑
β∈ℜ

||(Dβu) gδ||L2 = C1 ||u||
′

ℜ,δ.

Для доказательства обратного неравенства обозначим для всех α ∈ ℜ

aα(δ) = ||(Dαu) gδ||L2 , bα(δ) = ||Dα(u gδ)||L2 .

Так как по формуле Лейбница

aα(δ) = ||Dα(u gδ)−
∑

β∈⊓(α)

Cβ
α(D

βu)(Dα−βgδ)||L2
,

то по свойству 2) функции gδ отсюда имеем для всех α ∈ ℜ

aα(δ) ≤ bα(δ) + κα
∑

β∈⊓(α)

aβ(δ)δ
|α|−|β|,

где

κ(α) = max
β∈⊓(α)

{Cβ
α ςα}, κ = max

α∈ℜ
{κ(α)}.
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Поэтому при любых γ ∈ ℜ и α ∈ ⊓′
(γ) выполняется неравенство (2.1). Тогда по

лемме 1 справедливо неравенство (2.2) и следовательно для любого γ ∈ ℜ имеем

с некоторой постоянной C2 = C2(γ, δ) > 0

(2.4)
∑

α∈⊓′ (γ)

||(Dαu) gδ||L2 ≤ C2

∑
α∈⊓′ (γ)

||Dα(u gδ)||L2 .

Из правильности многогранника ℜ следует, что∪
γ∈ℜ

⊓
′
(γ) = ℜ,

поэтому из оценок (2.3) - (2.4) следует эквивалентность норм || · ||′′ и || · ||′ и,

следовательно, эквивалентность всех трех норм. Лемма доказана. �

Лемма 3. Пусть ℜ – правильный многогранник и δ > 0. Тогда множество H∞
δ

плотно в Hℜ,δ.

Доказательство. Пусть ε > 0, φ ∈ C∞
0 (S1), φ(x) ≥ 0 при x ∈ S1 и φε(x) =

ε−n · φ(xε ). Для u ∈ Hℜ,δ обозначим uε(x) = (u ∗ φε)(x) =
∫
u(x− y)φε(y)dy.

Тогда в силу свойства 4) функции gδ и неравенства Юнга имеем для любого

m ∈ N ∑
α≤m

∫ [∣∣∣∣∫ u(x− y)Dαφε(y)dy

∣∣∣∣]2 g2δ (x)dx =

∑
α≤m

∫ [∣∣∣∣∫ u(x− y)gδ(x− y)Dαφε(y)dy−

−
∫
u(x− y)[gδ(x− y)− gδ(x)]D

αφε(y)dy

∣∣∣∣]2 dx ≤ 2{
∑
α≤m

||(ugδ) ∗Dαφε||2L2
+

+σ2
2

∑
α≤m

∫ [∫
|u(x− y)|gδ(x− y)|Dαφε(y)|dy

]2
dx} ≤

≤ 2(1+ σ2
2)
∑
α≤m

||ugδ||2L2
||Dαφε||2L1

= (1+ σ2
2)
∑
α≤m

ε−2|α|||(Dαφ)ε||2L1
||ugδ||2L2

<∞.

Так как число m ∈ N произвольно, то отсюда следует, что uε ∈ H∞
δ при ε > 0.

Остается показать, что ||uε − u||ℜ,δ → 0 при ε→ +0.

В силу леммы 1 имеем с некоторой постоянной C1 > 0

||uε − u||Hℜ,δ
≤ C1

∑
α∈ℜ

||Dα(uε − u)||L2,δ
= C1

∑
α∈ℜ

||[(Dαu)ε − (Dαu)]gδ||L2 ≤

(2.5) ≤ C1

∑
α∈ℜ

[||((Dαu)gδ)ε − (Dαu)εgδ||L2 + ||((Dαu)gδ)ε − (Dαu)gδ||L2 ].
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Так как (Dαu)gδ ∈ L2 при u ∈ Hℜ,δ и α ∈ ℜ, то в силу непрерывности в целом

функций из L2 (см., например [10]) имеем при ε→ +0

(2.6)
∑
α∈ℜ

||((Dαu)gδ)ε − (Dαu)gδ||L2 → 0.

Покажем,что при ε→ +0

(2.7)
∑
α∈ℜ

||((Dαu)gδ)ε − (Dαu)ε gδ||L2
→ 0.

Так как σ2(δ, ε) → 0 при ε→ +0, то применяя неравенство Юнга, из свойства 4)

функции g имеем при ε→ +0∑
α∈ℜ

||((Dαu)gδ)ε − (Dαu)ε · gδ||L2 =

∑
α∈ℜ

||
∫

(Dαu)(x− y)[gδ(x− y)− gδ(x)]φε(y)dy||L2 ≤

≤ σ2(δ, ε) ·
∑
α∈ℜ

||
∫

|(Dαu)(x− y)|gδ(x− y)φε(y)dy||L2 ≤

≤ σ2(δ, ε) ·
∑
α∈ℜ

||(Dαu)gδ||L2 · ||φε||L1 → 0,

при ε→ +0.

Из (2.5) - (2.7) следует, что ||uε − u||ℜ,δ → 0 при ε→ +0. Лемма доказана. �

Следствие 1. Пусть δ > 0, ℜ – правильный многогранник и P (D) – линей-

ный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами. Тогда H∞
δ

плотно в HP,∞
δ .

Доказательство непосредственно следует из леммы 3, если заметить (см., напри-

мер, [10], 6.3), что

P (D)uε(x) = (P (D)u)ε(x);x ∈ En, u ∈ HP
ℜ, δ.

Далее для многочлена P (ξ) через dP (ξ) обозначим расстояние точки ξ ∈ Rn от

поверхности ∧(P ) = {ς; ς ∈ Cn, P (ς) = 0}.
Известно (см. [6], лемма 11.1.4), что для любого многочлена P от n переменных

существует число C = C(ordP, n) > 0 такое, что

(2.8) C−1 ≤ dP (ξ)
∑
|α|>0

|P (α)(ξ)/P (ξ)|1/|α| ≤ C, ∀ ξ ∈ Rn, P (ξ) ̸= 0.
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Из (2.8) непосредственно следует, что если |P (ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞, то оператор

почти гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда

ρP ≡ lim
t→∞

min
|ξ|=t

dP (ξ) > 0.

Из (2.8) также следует существование чисел ρ0 < ρP и C = C(ρ0) > 0 таких, что

для почти гипоэллиптического оператора P (D) и для всех ρ ≤ ρ0 имеем

(2.9)
∑
α∈ℜ

ρ|α| |P (α)(ξ)| ≤ C(|P (ξ)|+ 1), ξ ∈ Rn.

Лемма 4. Пусть P (D) – регулярный почти гипоэллиптический оператор с

правильным многогранником Ньютона ℜ. Тогда существует число ∆ = ∆(P ) >

0 такое, что при δ ∈ (0,∆)

HP
δ ≡ {u ∈ L2:δ, P (D)u ∈ L2,δ} = Hℜ,δ.

Доказательство. В силу лемм 2 и 3 достаточно доказать существование чисел

∆ > 0 и C > 0 таких, что при δ ∈ (0,∆) и u ∈ H∞
δ = H∞

ℜ, δ

(2.10) C−1 ||u||Hℜ,δ
≤ ||u||L2,δ

+ ||P (D)u||L2,δ
≤ C ||u||Hℜ,δ

.

Так как правая часть неравенства (2.10) очевидна, то в доказательстве нужда-

ется только левая часть.

В силу формулы Лейбница и свойства 2) функции gδ имеем с некоторой посто-

янной C1 = C1(g) > 0 при ρ ∈ (0, ρ0)∑
α∈ℜ

ρ|α| ||(P (α)(D)u)gδ||L2 ≤
∑
α∈ℜ

ρ|α| ||P (α)(D)(ugδ)||L2+

(2.11) +C1

∑
0̸=γ∈ℜ

ρ|γ| ||(P (γ)(D)u)gδ||L2

∑
0̸=β≤γ

1

β!
(
δ

ρ
)|β|.

Оценим первое слагаемое правой части (2.11). В силу равенства Парсеваля, фор-

мулы Лейбница и свойства 2) функции gδ из (2.9) с некоторыми постоянными

C2 > 0, C3 > 0 имеем∑
α∈ℜ

ρ|α| ||P (α)(D)(ugδ)||L2 =
∑
α∈ℜ

ρ|α| ||F [P (α)(D)(ugδ)]||L2 =

=
∑
α∈ℜ

ρ|α| ||P (α)(ξ)F (ugδ)||L2 ≤ C2[||P (ξ)F (ugδ)||L2 + ||F (ugδ)||L2 ] =

= C2[||P (D)(ugδ)||L2 + ||ugδ||L2 ] ≤ C2[||(P (D)u)gδ)||L2 + ||ugδ||L2 ]+

+C2

∑
0̸=α∈ℜ

1

α!
||(P (α)(D)u)Dαgδ||L2 ≤ C2[||P (D)u||L2, δ

+ ||u||L2,δ
]+



42 Г. Г. КАЗАРЯН, В. Н. МАРГАРЯН

(2.12) +C3

∑
0̸=α∈ℜ

δ|α|

α!
||P (α)(D)u||L2,δ

,

где F (v) – преобразование Фурье функции v.

Из (2.11), (2.12) следует, что

||P (D)u||L2,δ
+

∑
0̸=α∈ℜ

ρ|α| ||P (α)(D)u||L2,δ
=
∑
α∈ℜ

ρ|α| · ||(P (D)u)gδ)||L2 ≤

≤ C2 [||(P (D)u)gδ)||L2
+ ||ugδ||L2

] + C3

∑
0̸=α∈ℜ

δ|α|

α!
||[P (α)(D)u]gδ||L2

+

+C1

∑
0̸=γ∈ℜ

ρ|γ| ||(P (γ)(D)u)gδ||L2

∑
0̸=β≤γ

1

β!
(
δ

ρ
)|β|.

Перенося соответствующие слагаемые справа на лево, получаем

||P (D)u||L2, δ
+

∑
0̸=α∈ℜ

ρ|α| ||P (α)(D)u||L2,δ
[1− C3

(δ/ρ)|α|

α!
−

(2.13) −C1

∑
0̸=β≤α

(δ/ρ)|β|

β!
] ≤ C2 [||P (D)u||L2,δ

+ ||u||L2,δ
].

Пусть ρ0 = 1
2ρP . Выберем число ∆ > 0 так, что

(2.14) Aα ≡ 1− C3
(δ/ρ)|α|

α!
− C1

∑
0̸=β≤α

(δ/ρ)|β|

β!
≥ 1

2

при всех 0 ̸= α ∈ ℜ и δ ∈ (0,∆). Тогда из (2.13) следует, что при u ∈ H∞
δ

1

2
||P (D)u||L2,δ

+
1

2

∑
0̸=α∈ℜ

ρ
|α|
0 ||P (α)(D)u||L2,δ

≤

≤ 1

2
||P (D)u||L2,δ

+
∑

0̸=α∈ℜ

ρ
|α|
0 ||P (α)(D)u||L2,δ

Aα ≤

≤ C2 [||P (D)u||L2,δ
+ ||u||L2,δ

] ∀ δ ∈ (0,∆).

Отсюда при всех δ ∈ (0,∆) и u ∈ H∞
δ имеем

(2.15)
∑
α∈ℜ

ρ
|α|
0 ||(P (α)(D)u)gδ)||L2 ≤ 2C2[||P (D)u||L2,δ

+ ||u||L2,δ
].

С другой стороны, так как многочлен P (ξ) регулярен и многогранник ℜ пра-

вильный, то (см. [2]) ∑
α∈ℜ

|ξα| ≤ C4[|P (ξ)|+ 1], ξ ∈ Rn

с некоторой постоянной C4 > 0. Поэтому при ξ ∈ Rn

(2.16)
∑
α∈ℜ

|ξαF (ugδ)(ξ)| ≤ C4[|P (ξ)F (ugδ)(ξ)|+ |F (ugδ)(ξ)|].
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Применяя равенство Парсеваля и формулу Лейбница, в силу свойства 2) функ-

ции gδ с некоторой постоянной C4 > 0 и для всех u ∈ H∞
δ имеем

||u||
′′

Hℜ,δ
≡
∑
α∈ℜ

||Dα(ugδ)||L2 ≤ C4 [||P (D)(ugδ)||L2 + ||ugδ||L2 ] ≤

≤ C5

[∑
α∈ℜ

δ|α|

α!
||P (α)(D)u||L2,δ

+ ||u||L2

]
.

Так как, очевидно, ∆ ≤ ρ, то отсюда и из оценки (2.15) получим

||u||
′′

Hℜ,δ
≤ C5 {2C2[||P (D)u||L2,δ

+ ||u||L2 ] + ||u||L2} δ ∈ (0,∆), u ∈ H∞
δ .

Так как по лемме 2 нормы || · ||′′ и || · || эквивалентны, то это доказывает левую

часть (2.10). Лемма доказана. �

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть P (D) – регулярный почти гипоэллиптический оператор с

(правильным) многогранником Ньютона ℜ = ℜ(P ), а число ∆ = ∆(P ) удовле-

творяет условию (2.14). Тогда

HP
(k−1)ℜ,δ = Hk·ℜ,δ.

Доказательство. Применяя леммы 2 и 3 получим, что утверждение теоремы

эквивалентно тому, что для любых k ∈ N и δ ∈ (0,∆) существует число C =

C(k,∆) > 0 такое, что

(3.1) C−1 · ||u||
′

Hk·ℜ,δ
≤ ||u||

′

HP
(k−1)ℜ,δ

≤ C||u||
′

Hk·ℜ,δ
u ∈ H∞

δ .

Очевидно, в доказательстве нуждается лишь левая часть (3.1), которое будем

вести индукцией по k ∈ N . При k = 1 левая часть (3.1) непосредственно следует

из леммы 4. Предположим, что неравенства (3.1) доказаны для всех k ≤ r ∈ ℜ и

докажем их для k = r + 1.

Так как (k+1)ℜ = {γ ∈ Nn
0 ; γ = α+ β, α ∈ kℜ, β ∈ ℜ}, то по предположению ин-

дукции и в силу леммы 4 имеем с некоторой постоянной C1 > 0 (см. неравенство

(2.10))

||u||
′

H(r+1)·ℜ,δ
=

∑
γ∈(r+1)ℜ

||(Dγu)gδ)||L2 ≤
∑
α∈rℜ

∑
β∈ℜ

||(Dβ [Dαu])gδ||L2 =

=
∑
α∈rℜ

||Dαu||Hℜ,δ
≤ C1 {

∑
α∈rℜ

||(Dαu)gδ||L2 + ||(P (D)(Dαu)gδ||L2} ≤

≤ C1 [||u||
′

HP
rℜ,δ

+ ||u||
′

Hr·ℜ,δ
] ≤

r+1∑
j=1

Cj
1 ||u||

′

HP
(r+1−j)ℜ,δ

≤ (
r+1∑
j=1

Cj
1) ||u||

′

HP
rℜ,δ

.
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Этим левая часть неравенства (3.1) и тем самым теорема 1 доказаны. �

Следствие 2. Пусть P (D) – регулярный почти гипоэллиптический оператор и

f ∈ H∞
δ . Тогда существует число ∆ = ∆(P ) > 0 такое, что при δ ∈ (0,∆)

Nδ(P, f) ⊂ H∞
δ .

Доказательство непосредственно следует из теоремы 1, так как для некоторого

числа ∆0(P ) ≤ ∆(P ) справедливо вложение

Nδ(P, f) ⊂
∞∩
k=1

HP
k·ℜ,δ,

где число ∆(P ) определяется соотношением (2.14), а ℜ = ℜ(P ) – правильный

многогранник Ньютона оператора P (D).

Теорема 2. Пусть P (D) – линейный дифференциальный оператор с полным

многогранником ℜ = ℜ(P ). Если HP
kℜ,δ ⊂ H(k+1)ℜ,δ0 для некоторых k ∈ N0 и

δ0 > 0, то многогранник ℜ – правильный, а P (D) - регулярный, почти гипоэл-

липтический оператор.

Доказательство. Сначала покажем регулярность оператора P (D). В силу тео-

ремы о замкнутом графике (или в силу теоремы Банаха) (см., например, [11]) из

условия теоремы следует существование постоянной C > 0 такой, что

(3.2) ||u||
′

H(k+1)·ℜ,δ0
≤ C||u||

′

HP
k·ℜ,δ0

∀u ∈ HP
k·ℜ,δ0 .

С другой стороны, так как uξ(x) ≡ ei<x,ξ> ∈ HP
k·ℜ,δ для произвольной точки

ξ ∈ Rn и для произвольного числа δ > 0, то отсюда имеем∑
α∈(k+1)ℜ

|ξα| ||uξ||L2,δ0
≤ C [||uξ||L2,δ0

+
∑
β∈kℜ

|ξβP (ξ)| ||uξ||L2,δ0
], ∀ξ ∈ Rn.

Или, что то же самое,∑
α∈(k+1)ℜ

|ξα| ≤ C [
∑
β∈kℜ

|ξβP (ξ)|+ 1], ∀ ξ ∈ Rn.

Отсюда непосредственно следует регулярность оператора P (D).

Докажем почти гипоэллиптичность оператора P (D). Предположим обратное,

что при условиях теоремы, оператор P (D) не является почти гипоэллиптиче-

ским. Тогда существует последовательность {ξs} такая, что

ts := |ξs| → ∞ и dP (ξ
s) → 0 приs→ ∞.
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Для s ∈ N обозначим через zs ∈
∧
(P ) точку, реализующую минимум в опреде-

лении функции dP (ξ
s), т.е. dP (ξs) = |ξs − zs|. Так как dP (ξ

s) → 0 при s → ∞,

то |Imzs| → 0 при s → ∞. Поэтому, не умаляя общности, можно считать, что

|Imzs| ≤ δ0/2 (s = 1, 2, . . .).

Очевидно, vs(x) := ei<x,zs> ∈ HP
k·ℜ,δ0

(s = 1, 2, . . .), поэтому из (3.2) имеем для

всех s ∈ N ∑
α∈(k+1)ℜ

|(zs)α| ||vs||
′

L2,δ0
≤ C [||vs||

′

L2,δ0
+

+
∑
α∈kℜ

|(zs)α| |P (zs)| ||vs||
′

L2,δ0
] = C ||vs||

′

L2,δ0
,

т.е. ∑
α∈(k+1)ℜ

|(zs)α| ≤ C (s = 1, 2, . . .).

Так как ℜ – полный многогранник, то ℜ имеет вершины на каждой координатной

оси Nn
0 , отличные от начала координат. Поэтому |zs| ≤ C (s = 1, 2, . . .). Отсюда

и из определения точек zs имеем

|ξs| ≤ |ξs − zs|+ |zs| ≤ dP (ξ
s) + C (s = 1, 2, . . .).

Так как по предположению dP (ξ
s) → 0 при s → ∞, то это противоречит тому,

что |ξs| → ∞ при s→ ∞.

Полученное противоречие доказывает почти гипоэллиптичность оператора P (D).

Так как многогранник Ньютона почти гипоэллиптического оператора является

правильным многогранником (см. [5]), то этим теорема доказана. �

Abstract. It is proved that if P (D) is a regular, almost hyperelliptic operator and

L2,δ = {u; ||u||2,δ =

[∫
(|u(x)| · e−δ·|x|)2dx

]1/2
<∞}, δ > 0

and H∞
δ is the e−δ·|x|-weighted Sobolev space, then there exists a number δ0 > 0

such that all solutions u ∈ L2,δ of differential equation P (D)u = f belong to H∞
δ for

any f ∈ H∞
δ with some δ ≤ δ0.
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1. Introduction

It is well known that some practical problems concerning physics, mechanics and

the engineering technique fields can be associated with Liénard equation and Liénard

system (see, in particular, Ahmad and Rama Mohana Rao [1], Él’sgol’ts and Norkin

[3], Hale [5], Kolmanovskii and Myshkis [7], Krasovskii [8], Yoshizawa [20] and the

references thereof). Hence, the qualitative behaviors of solutions, stability of solutions,

boundedness of solutions, convergence of solutions, existence of periodic solutions,

oscillation of solutions and etc. of Liénard equation and Liénard system and their

applications are being intensively investigated by numerous authors. In ordinary case

for some results on the subject the reader can refer to the book of Él’sgol’ts [2] and

the papers of Hale [4], Heidel [6], Liu and Huang [9], Liu et al. [10], Luk [11], Malyseva

[13], Sugie and Amano [15], Tunc [16], C. Tunc and E. Tunc [17], Utz [18], Zhang

[21], Zhao [22] and the references cited in these sources.

However, to the best of our knowledge, in the recent literature there are no published

papers on the stability and boundedness of solutions of Liénard type equations with

multiple variable deviating arguments, except that of Yu and Zhao [19]. Thus, it is

worthwhile to continue investigating these equations.
47
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In 2009, Yu and Zhao [19] considered the following Liénard type equation with

multiple deviating arguments

(1.1) x′′(t)+ f1(x(t)) (x
′(t))2 + f2(x(t))x

′(t)+ g0(x(t))+
m∑
j=1

gj(x(t− τj(t))) = p(t),

where f1, f2, g0 and gj are continuous functions on R = (−∞,∞), the delays τj(t) ≥ 0

(j = 1, 2, . . . ,m) are bounded and continuous, and p(t) is a bounded continuous

function on R+ = [0,∞).

Define

a(x) = exp

(∫ x

0

f1(u) du

)
, φ(x) =

∫ x

0

a(u) [f2(u)− a(u)] du

and

y = a(x)
dx

dt
+ φ(x).

Then (1.1) can be transformed to the following system:

dx(t)

dt
=

1

a(x(t))
[−φ(x(t)) + y(t)] ,

(1.2)
dy(t)

dt
= −a(x(t)){−y(t)− [g0(x(t))− φ(x(t))]−

m∑
j=1

gj(x(t− τj(t))) + p(t)}.

By means of the above acceptations, Yu and Zhao [19] proved the following theorem:

Theorem A. (Yu and Zhao [19]). Assume that the following conditions hold:

(C1) There exists a constant d > 1 such that d|u| ≤ sign(u)φ(u) for all u ∈ R.

(C1) For j = 0, 1, 2, . . . ,m there exist non-negative constants h, Lj and qj such that

h = max
1≤j≤m

{sup
t∈R

τj(t)} ≥ 0,
m∑
j=1

Lj < 1,

|g0(u)− φ(u)| = |g0(u)−
∫ u

0

a(s)[f2(s)− a(s)] ds| ≤ L0|u|+ q0, u ∈ R,

|gi(u)| ≤ Li|u|+ qi, i = 0, 1, 2, . . . ,m, u ∈ R.

(C3) p(t) is bounded.

Then the solutions of (1.1) are uniformly bounded.

In this work we use the following notations. Rn stands for the space of n-vectors.

For a given number r ≥ 0, Cn denotes the space of continuous functions mapping

the interval [−r, 0] into Rn and for ϕ ∈ Cn, ∥ϕ∥ = sup−r≤ϕ≤0 ∥ϕ(θ)∥. Cn
H denotes

the set of ϕ in Cn for which ∥ϕ∥ < H. For any continuous function x(u) defined on
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−r ≤ u ≤ A, A > 0, any fixed t, 0 ≤ t ≤ A, we denote by xt the function x(t + θ),

−r ≤ θ ≤ 0.

If G(ϕ) is a functional defined for ϕ ∈ Cn
H and ẋ(t) is the right side derivative of x(t),

we consider the following autonomous functional differential equation

(1.3) ẋ(t) = G(xt), t ≥ 0.

We say x(ϕ) is a solution of (1.3) with the initial condition ϕ at t = 0 if there is a

number A > 0 such that x(ϕ) is a mapping of [−r,A) into Rn such that xt(ϕ) is in

Cn
H for 0 ≤ t < A, x0(ϕ) = ϕ and x(ϕ)(t) satisfies (1.3) for 0 ≤ t < A.

Definition 1. (see [14]). Let V be a continuous scalar functional in Cn
H . The derivative

of V along the solutions of (1.3) is defined by the relation

V̇(1.3)(ϕ) = lim sup
h→0+

V (xh(ϕ))− V (ϕ)

h
.

Lemma A. (see [14]) Let G(0) = 0. Let V be a continuous functional defined on

Cn
H , such that V (0) = 0, and let u(s) ≥ 0 be a continuous function in 0 ≤ s < ∞,

such that u(0) = 0 and u(s) → ∞ as s → ∞. If u(∥ϕ(0)∥) ≤ V (ϕ) and V̇(1.3)(ϕ) ≤ 0

for any ϕ in Cn
H , then the solution x(t) = 0 of (1.3) is stable.

Let R ⊂ Cn
H be a set of all functions ϕ ∈ Cn

H , with V̇(1.3)(ϕ) = 0. If {0} is the

largest invariant set in R, then the solution x(t) = 0 of (1.3) is asymptotically stable.

In this article, we consider the following Liénard type equation with multiple

variable deviating argument, τj(t), (j = 1, 2, . . . ,m)

x′′(t) + f1(x(t), x
′(t))x′(t) + f2(x(t))x

′(t) + g0(x(t)) +
m∑
j=1

gj(x(t− τj(t))) =

(1.4) = p(t, x(t), x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), x′(t), x′(t− τ1(t)), . . . , x
′(t− τm(t))),

where τj(t) are bounded variable delays; 0 ≤ τj(t) ≤ γj , τ ′(t) ≤ βj , 0 < βj <

1, γj and βj are some positive constants and γj is to be chosen later, and γ =

max{γ1, γ2, . . . , γm}. The primes in (1.4) denote differentiation by t ∈ R+ = [0,∞),

besides, f1, f2, g0, gj (j = 1, 2, . . . ,m) and p are continuous functions in their

arguments on R2, R, R, R and R+ × R2m+2 respectively with g0(0) = gj(0) = 0,

(j = 1, 2, . . . ,m). The continuity of these functions implies the existence of the

solution of (1.4) (seeґ[2], p.14). One more basic assumption is that the functions

f1, f2, g0, gj (j = 1, 2, . . . ,m) and p satisfy a Lipschitz condition in x(t), x(t− τ1(t)),
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x(t−τ2(t)), . . ., x(t−τm(t)), x′(t), x′(t−τ1(t)), x′(t−τ2(t)), . . ., x′(t−τm(t)). In this

way, the uniqueness of solutions of (1.4) is guaranteed (see [2], p.15). The derivatives

dg1
dx

≡ g′1(x),
dg2
dx

≡ g′2(x), . . . ,
dgm
dx

≡ g′m(x)

exist and are continuous, and throughout this paper x(t) and y(t) are abbreviated as

x and y, respectively.

The equation (1.4) can be written in the following form

x′ = y,(1.5)

y′ = −f1(x, y) y − f2(x) y − g0(x)− g1(x)− g2(x)

− . . .− gm(x) +

∫ t

t−τ1(t)

g′1(x(s))y(s) ds+

∫ t

t−τ2(t)

g′2(x(s))y(s)ds

+ . . .+

∫ t

t−τm(t)

g′m(x(s))y(s)ds

+ p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1)), . . . y(t− τm(t))).

A primary purpose of this paper is to study the problems of stability and boundedness

of the solutions of (1.4). Motivated by Yu and Zhao [19], we first establish some

sufficient conditions for the asymptotic stability of the null solution of (1.4), when

p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t))) = 0

Then some sufficient conditions ensuring the boundedness of all solutions of (1.4),

when

p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t))) ̸= 0

are substantiated.

In view of the above information, it is clear that the equation (1.1) discussed by

Yu and Zhao [19], is a special case of our equation (1.4). That is, the equation (1.4),

includes (1.1) discussed by Yu and Zhao [19]. It is also worth to mention that Yu

and Zhao [19] discussed only the boundedness of solutions of (1.1). In addition to the

boundedness of solutions, we also study the stability of the solutions in mentioned

above the first case. Our results also will be different from those known in literature

and the mentioned above (see [1] –[11], [13], [15]- [22] and the references thereof).

Finally, an example is given to illustrate the theoretical analysis of this work.
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2. Description of problems

Let

p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t))) = 0.

The first main result is the following theorem.

Theorem 1. In addition to the basic assumptions imposed to the functions f1, f2,

g0 and gj (j = 1, 2, . . . ,m) in (1.4), assume that there exist positive constants a1, b1,

α0, α1, . . ., αm and L1, L2, . . ., Lm such that the following conditions hold:

f1(x, y) ≥ a1, f2(x) ≥ b1,

g0(x)

x
≥ α0,

g1(x)

x
≥ α1, . . . ,

gm(x)

x
≥ αm (x ̸= 0)

and

|g′1(x)| ≤ L1, |g′2(x)| ≤ L2, . . . , |g′m(x)| ≤ Lm.

Then, the null solution of (1.4) is asymptotically stable, provided that

(2.1) γ <
a1 + b1
M

,

where the constant M is defined as

(2.2) M =
1

2

m∑
j=1

(
Lj

1− βj
+ 2Lj

)
.

Proof. Consider the Lyapunov functional defined by

(2.3) V (xt, yt) =

m∑
j=0

∫ x

0

gj(s) ds+
1

2
y2 +

m∑
j=1

λj

∫ 0

−τj(t)

∫ t

t+s

y2(θ) dθ ds,

where positive scalars λ1, λ2, . . . , λm are to be chosen later.

In viewing of (2.3), using the assumption gj(x)
x ≥ αj , (j = 1, 2, . . . ,m), we get

V (xt, yt) =
1

2
y2 +

m∑
j=0

∫ x

0

gj(s)

s
s ds+

m∑
j=1

λj

∫ 0

−τj(t)

∫ t

t+s

y2(θ) dθ ds ≥

≥ 1

2

m∑
j=0

αjx
2 +

1

2
y2 +

m∑
j=1

λj

∫ 0

−τj(t)

∫ t

t+s

y2(θ) dθ ds.

Hence, with D1 = 1
2 min{α0 + α1 + . . .+ αm, 1}, we have

(2.4) V (xt, yt) ≥ D1(x
2 + y2) +

m∑
j=1

λj

∫ 0

−τj(t)

∫ t

t+s

y2(θ) dθ ds ≥ D1(x
2 + y2)
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since the integrals

λj

∫ 0

−τj(t)

∫ t

t+s

y2(θ) dθ ds, (j = 1, 2, . . . ,m)

are non-negative. Consequently, there exists a continuous function u(s) ≥ 0 with

u(∥ϕ(0)∥) ≥ 0 such that u(∥ϕ(0)∥) ≤ V (ϕ). Hence the conditions of the first statement

of Lemma A are fulfilled.

Further, the derivative of V (xt, yt) along with the solutions of (1.5) is given by

d

dt
V (xt, yt) = −f1(x, y)y2 − f2(x)y

2 + y
m∑
j=1

∫ t

t−τj(t)

g′j(x(s)) y(s) ds+

(2.5) +
m∑
j=1

λjτj(t)y
2 −

m∑
j=1

λj{1− τ ′j(t)}
∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds.

Using the assumptions of Theorem 1 and applying the estimate 2|uv| ≤ u2 + v2, one

can easily get the following inequalities for all terms of the expression (2.5):

−f1(x, y)y2 ≤ −a1 y2, −f2(x, y)y2 ≤ −b1 y2,
m∑
j=1

λj τj(t) y
2 ≤

m∑
j=1

λj γj y
2,

y
m∑
j=1

∫ t

t−τj(t)

g′j(x(s))y(s) ds ≤
1

2

m∑
j=1

Ljτj(t)y
2 +

1

2

m∑
j=1

Lj

∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds

≤ 1

2

m∑
j=1

Ljγj y
2 +

1

2

m∑
j=1

Lj

∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds,

−
m∑
j=1

{
λj(1− τ ′j(t))

∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds

}

≤−
m∑
j=1

{
λj(1− βj)

∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds

}
.

Substituting the preceding inequalities into (2.5) gives

d

dt
V (xt, yt) ≤ −

(a1 + b1)−
m∑
j=1

(λj +
1

2
Lj)γj

 y2−

−
m∑
j=1

{
λj(1− βj)−

1

2
Lj

} ∫ t

t−τj(t)

y2(s) ds.

Now choose the positive scalars λ1, λ2, . . . , λm as follows:

λ1 =
L1

2(1− β1)
, λ2 =

L2

2(1− β2)
, . . . , λm =

Lm

2(1− βm)
.
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Then, the above inequality implies

(2.6)
d

dt
V (xt, yt) ≤ −{(a1 + b1)−Mγ} y2,

where M is defined by (2.2) and γ = max(γ1, γ2, . . . , γm}. Thus, in virtue of (2.6),

we obtain that for some positive constant α
d

dt
V (xt, yt) ≤ −α y2,

provides (2.1) is true.

Hence, d
dtV (xt, yt) ≤ 0. Besides, using system (1.5), we can easily prove that d

dtV (xt, yt) ≡
0 if and only if x = y = 0. Therefore, the conditions of Lemma A are fulfilled. Thus

the null solution of (1.4) is asymptotically stable.

This completes the proof of Theorem 1. �
Let

p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t))) ̸= 0.

The second main result is the following theorem.

Theorem 2. In addition to all assumptions of Theorem 1, assume that

|p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t)))| ≤ q(t),

where q ∈ L1(0,∞). Then, every solution of (1.4) along with its derivative, is bounded,

provided (2.1) is true, where the constant M is defined by (2.2).

Proof. We apply the Lyapunov functional V (xt, yt) defined by (2.3). For the case

p(t, x, x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τm(t)), y, y(t− τ1(t)), . . . , y(t− τm(t))) ̸= 0,

subject to our assumptions, we can revise the result of Theorem 1 as the follows:
d

dt
V (xt, yt) ≤ αy2+y p(t, x, x(t−τ1(t)), . . . , x(t−τm(t)), y, y(t−τ1(t)), . . . , y(t−τm(t))).

Now, using our assumptions and the inequalities |y| < 1+ y2 and y2 ≤ D−1
1 V (xt, yt),

we get
d

dt
V (xt, yt) ≤ |y| |p(t, x, x(t−τ1(t)), . . . , x(t−τm(t)), y, y(t−τ1(t)), . . . , y(t−τm(t)))| ≤

(2.7) ≤ (1 + y2)q(t) ≤ {1 +D−1
1 V (xt, yt)}q(t) = q(t) +D−1

1 V (xt, yt) q(t).

Integrating both sides of (2.7) from 0 to t, by the inclusion q ∈ L1(0,∞) and the

Gronwall-Reid-Bellman inequality (see Ahmad and Rama Mohana Rao [1]), we get

V (xt, yt) ≤ V (x0, y0) +A+D−1
1

∫ t

0

V (xs, ys) q(s) ds ≤
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(2.8) ≤ (V (x0, y0) +A) exp(D−1
1 A) = K1 <∞,

where A =
∫∞
0
q(s) ds and K1 is a positive constant.

From (2.8) and (2.4) follows the boundedness of all solutions of (1.4). Namely, it

follows from (2.4) and (2.8) that

x2(t) + y2(t) ≤ D−1
1 V (xt, yt) ≤ K,

where K = D−1
1 K1. This inequality implies that

|x(t)| ≤
√
K, |y(t)| ≤

√
K

for all t ≥ t0 ≥ 0. It is known that (1.4) is equivalent to the system (1.5). Hence,

|x(t)| ≤
√
K, , |x′(t)| ≤

√
K

for all t ≥ t0 ≥ 0. This result completes the proof of Theorem 2. �
Example. As a special case of (1.4), we consider the following nonlinear, second

order differential equation with two deviating arguments

x′′ + {3x2 + 3(x′)2 + 7}x′ + (4 + sin2 x)x′ + x3 + 2x+ 2x(t− τ1(t)) + 2x(t− τ2(t)) =

(2.9)

=
1

1 + t2 + x2 + x2(t− τ1(t)) + x2(t− τ2(t)) + x′2 + x′2(t− τ1(t)) + x′2(t− τ2(t))
.

(2.9) can be stated as the system

x′ = y,

y′ = −(3x2+3y2+7)y− (4+sin2 x)y−x3−6x+2

∫ t

t−τ1(t)

y(s)ds+2

∫ t

t−τ2(t)

y(s)ds+

+
1

1 + t2 + x2 + x2(t− τ1(t)) + x2(t− τ2(t)) + y2 + y2(t− τ1(t)) + y2(t− τ2(t))
.

Hence,

f1(x, y) = 3x2 + 3y2 + 7 ≥ 7 = a1, f2(x) = 4 + sin2 x ≥ 4 = b1,

g0(x) = x3 + 2x, g0(0) = 0, g1(x) = 2x, g1(0) = 0,

g2(x) = 2x, g2(0) = 0, α0 = α1 = α2 = L1 = L2 = 2,

p(t, x, x(t− τ1(t)), x(t− τ2(t)), y, y(t− τ1(t)), y(t− τ2(t))) =

=
1

1 + t2 + x2 + x2(t− τ1(t)) + x2(t− τ2(t)) + y2 + y2(t− τ1(t)) + y2(t− τ2(t))

≤ 1

1 + t2
= q(t),∫ ∞

0

q(s) ds =

∫ ∞

0

1

1 + s2
ds =

π

2
<∞, that is q ∈ L1(0,∞),
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and

γ <
a1 + b1
M

=
11(1− β1)(1− β2)

2− (β1 + β2) + 2(1− β1)(1− β2)
, 0 < β1 < 1, 0 < β2 < 1.

Hence, the above discussion shows that all assumptions of Theorem 1 and Theorem

2 hold in the cases p = 0 and p ̸= 0 respectively. Thus, for p = 0 the null solution of

(2.9) is asymptotically stable. Also, all solutions of the same equation are bounded,

when p ̸= 0.
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Аннотация. Sharp function inequalities for several vector-valued, multilinear
singular integral operators with non-smooth kernels are obtained. As an applica-
tion, some weighted Lp(p > 1) norm inequalities for the vector-valued multilinear
operators are derived.
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1. Preliminaries and Theorems

As the development of the theory of singular integral operators, their commutators
and multilinear operators have been well studied (see [1] - [5], [7], [12] - [15]). In
[8], some singular integral operators with non-smooth kernels are introduced, whose
kernels satisfy some requirements which are weaker than those for the Calderón-
Zygmund singular integral operators. In [6] and [11], the boundedness of the singular
integral operators with non-smooth kernels and their commutators is proved.

The main purpose of this paper is to study the vector-valued, multilinear, singular
integral operators with non-smooth kernels defined as follows (see [8], [11]).

Definition 1.1. A family of operators Dt, t > 0 is said to be an approximation to
the identity, if for every t > 0 the family Dt can be represented by the kernel at(x, y)
as follows:

Dt(f)(x) =

∫
Rn

at(x, y)f(y)dy

for every f ∈ Lp(Rn) with p ≥ 1, and at(x, y) satisfies the inequality

|at(x, y)| ≤ ht(x, y) = Ct−n/2s(|x− y|2/t),

where s is a positive, bounded and decreasing function such for some ϵ > 0

lim
r→∞

rn+ϵs(r2) = 0.

57
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Definition 1.2. A linear operator T is called singular integral operator with non-
smooth kernels, if T is bounded on L2(Rn) and is associated with some kernel K(x, y)

such that
T (f)(x) =

∫
Rn

K(x, y)f(y)dy

for every continuous function f with a compact support, and for almost all x, which
do not belong to that support. In addition, it is required that:
(1) There exists an approximations to the identity {Bt, t > 0} such that TBt possesses
an associated kernel kt(x, y) and there exist constants c1, c2 > 0 such that∫

|x−y|>c1t1/2
|K(x, y)− kt(x, y)|dx ≤ c2 for all y ∈ Rn.

(2) There exists an approximations to the identity {At, t > 0} such that AtT possesses
an associated kernel Kt(x, y) which satisfies the inequalities

|Kt(x, y)| ≤ c4t
−n/2 if |x− y| ≤ c3t

1/2,

and
|K(x, y)−Kt(x, y)| ≤ c4t

δ/2|x− y|−n−δ if |x− y| ≥ c3t
1/2,

for some constants c3, c4 > 0, δ > 0.

Let mj (j = 1, . . . , l) be positive integers m1 + . . .+ml = m and bj (j = 1, . . . , l) be
functions on Rn. Set

Rmj+1(bj ;x, y) = bj(x)−
∑

|α|≤mj

1

α!
Dαbj(y)(x− y)α, 1 ≤ j ≤ m.

Given functions fi (i = 1, 2, . . .) defined on Rn, for any 1 < r < ∞ the the vector-
valued multilinear operator associated to T is defined by the formula

|Tb(f)(x)|r =

( ∞∑
i=1

(Tb(fi)(x))
r

)1/r

,

where

Tb(fi)(x) =

∫
Rn

∏l
j=1Rmj+1(bj ;x, y)

|x− y|m
K(x, y)fi(y)dy.

Set

|T (f)(x)|r =

( ∞∑
i=1

|T (fi)(x)|r
)1/r

and |f(x)|r =

( ∞∑
i=1

|fi(x)|r
)1/r

.

Note that |Tb(f)|r is just the vector-valued multilinear commutator of T and bj when
m = 0 (see [14]), while |Tb(f)|r is a nontrivial generalizations of the commutator
when m > 0. It is well known that multilinear operators are of great interest in
harmonic analysis and have been widely studied by many authors(see [2] - [5]). Hu
and Yang (see [10]) proved a variant sharp estimate for multilinear singular integral
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operators. In [14], Pérez and Trujillo-Gonzalez proved a sharp estimate for multilinear
commutators when bj ∈ OscexpLrj (Rn).
The main purpose of this paper is to prove a sharp function inequality for the
vector-valued, multilinear singular integral operators with non-smooth kernels when
Dαbj ∈ BMO(Rn) for all α with |α| = mj . As the application, some Lp(p > 1) norm
inequality for the vector-valued, multilinear operators are obtained.
Throughout the paper, Q = Q(x, d) denotes a cube in Rn with sides parallel to the
coordinate axes, the center of which is a point x and the length of sides is d. If b is a
locally integrable function, then its sharp function is defined as

b#(x) = sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy,

where, and in what follows,

bQ = |Q|−1

∫
Q

b(x)dx.

It is well-known that(see [9], [16]) that

b#(x) ≈ sup
x∈Q

inf
c∈C

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− c|dy

and

||b− b2kQ||BMO ≤ Ck||b||BMO for k ≥ 1.

We say that b belongs toBMO(Rn) if b# belongs to L∞(Rn) and ||b||BMO = ||b#||L∞ .
Assuming that M is the Hardy-Littlewood maximal operator

M(f)(x) = sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy,

we set Mp(f) = (M(fp))1/p for 0 < p < ∞. Further, the sharp maximal function
M#

A associated with approximation to the identity {At, t > 0} is defined as

M#
A (f)(x) = sup

x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)−AtQ(f)(y)|dy,

where tQ = l(Q)2 and l(Q) denotes the side length of Q.
The below two theorems are the main result of this paper.

Theorem 1.3. Let 1 < r < ∞ and let Dαbj ∈ BMO(Rn) for all α with |α| = mj

(j = 1, . . . , l). Then, there exists a constant C > 0 such that

M#
A (|Tb(f)|r)(x̃) ≤ C

l∏
j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

for any function f ∈ C∞
0 (Rn), any 1 < s <∞ and any point x̃ ∈ Rn,
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Theorem 1.4. Let 1 < r < ∞ and Dαbj ∈ BMO(Rn) for all α with |α| = mj

(j = 1, . . . , l). Then, |Tb|r is bounded on Lp(Rn) for any 1 < p <∞, that is

|||Tb(f)|r||Lp ≤ C
l∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

 |||f |r||Lp .

2. Some Lemmas

We present some preliminary lemmas.

Lemma 2.1. ([4]) Let b be a function on Rn and let Dαb ∈ Lq(Rn) for all α with
|α| = m and some q > n. Then

|Rm(b;x, y)| ≤ C|x− y|m
∑

|α|=m

(
1

|Q̃(x, y)|

∫
Q̃(x,y)

|Dαb(z)|qdz

)1/q

,

where Q̃ is the cube centered at x, with the side length 5
√
n|x− y|.

Lemma 2.2. ([8], [11]) Let 1 < r <∞ and let T be a singular integral operators with
non-smooth kernel as in Definition 1.2. Then, for every f ∈ Lp(Rn), (1 < p <∞),

|||T (f)|r||Lp ≤ C|||f |r||Lp .

Lemma 2.3. ([6]) Let {At, t > 0} be an approximation to the identity and b ∈
BMO(Rn). Then, for every f ∈ Lp(Rn), p > 1, 1 < r <∞ and x ∈ Rn

sup
x∈Q

1

|Q|

∫
Q

|AtQ((b− bQ)f)(y)|dy ≤ C||b||BMOMr(f)(x),

where tQ = l(Q)2 and l(Q) denotes the side length of Q.

Lemma 2.4. ([8], [11]) There exists a constant C > 0 such that for any γ > 0 and
λ > 0

|{x ∈ Rn :M(f)(x) > Dλ,M#
A (f)(x) ≤ γλ}| ≤ Cγ|{x ∈ Rn :M(f)(x) > λ}|,

where D is a fixed constant depending only on n. So that

||M(f)||Lp ≤ C||M#
A (f)||Lp

for every f ∈ Lp(Rn), 1 < p <∞.



SHARP FUNCTION BOUNDEDNESS FOR VECTOR-VALUED MULTILINEAR ... 61

3. Proofs of Theorems

Proof of Theorem 1.3. It suffices to prove that for f ∈ C∞
0 (Rn)

1

|Q|

∫
Q

∣∣|Tb(f)(x)|r − |AtQTb(f)(x)|r
∣∣ dx ≤

≤ C

l∏
j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

Ms(|f |r)(x).

Without loss of generality, we can assume l = 2. We fix a cube Q = Q(x0, d) and a
point x̃ ∈ Q and suppose that Q̃ = 5

√
nQ and

Ãj(x) = Aj(x)−
∑

|α|=m

1

α!
(DαAj)Q̃x

α.

Then

Rm(Aj ;x, y) = Rm(Ãj ;x, y) and DαÃj = DαAj − (DαAj)Q̃ for |α| = mj .

Now, we decompose f = g + h = {gi}+ {hi} in gi = fiχQ̃ and hi = fiχRn\Q̃. Then

Tb(fi)(x) =

∫
Rn

2∏
j=1

Rmj+1(b̃j ;x, y)

|x− y|m
K(x, y)fi(y)dy =

=

∫
Rn

2∏
j=1

Rmj (b̃j ;x, y)

|x− y|m
K(x, y)gi(y)dy−

−
∑

|α1|=m1

1

α1!

∫
Rn

Rm2
(b̃2;x, y)(x− y)α1Dα1 b̃1(y)

|x− y|m
K(x, y)gi(y)dy

−
∑

|α2|=m2

1

α2!

∫
Rn

Rm1(b̃1;x, y)(x− y)α2Dα2 b̃2(y)

|x− y|m
K(x, y)gi(y)dy

+
∑

|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!

∫
Rn

(x− y)α1+α2Dα1 b̃1(y)D
α2 b̃2(y)

|x− y|m
K(x, y)gi(y)dy

+

∫
Rn

2∏
j=1

Rmj+1(b̃j ;x, y)

|x− y|m
K(x, y)hi(y)dy = T


2∏

j=1

Rmj (b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
gi


−T

 ∑
|α1|=m1

1

α1!

Rm2(b̃2;x, ·)(x− ·)α1Dα1 b̃1
|x− ·|m

gi


−T

 ∑
|α2|=m2

1

α2!

Rm1(b̃1;x, ·)(x− ·)α2Dα2 b̃2
|x− ·|m

gi


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+T

 ∑
|α1|=m1, |α2|=m2

(x− ·)α1+α2Dα1 b̃1D
α2 b̃2

α1!α2!|x− ·|m
gi

+ T


2∏

j=1

Rmj+1(b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
hi


and

AtQTb(fi)(x) =

∫
Rn

2∏
j=1

Rmj+1(b̃j ;x, y)

|x− y|m
Kt(x, y)fi(y)dy

=

∫
Rn

2∏
j=1

Rmj (b̃j ;x, y)

|x− y|m
K(x, y)gi(y)dy

−
∑

|α1|=m1

1

α1!

∫
Rn

Rm2(b̃2;x, y)(x− y)α1Dα1 b̃1(y)

|x− y|m
Kt(x, y)gi(y)dy

−
∑

|α2|=m2

1

α2!

∫
Rn

Rm1(b̃1;x, y)(x− y)α2Dα2 b̃2(y)

|x− y|m
Kt(x, y)gi(y)dy

+
∑

|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!

∫
Rn

(x− y)α1+α2Dα1 b̃1(y)D
α2 b̃2(y)

|x− y|m
Kt(x, y)gi(y)dy

+

∫
Rn

∏2
j=1Rmj+1(b̃j ;x, y)

|x− y|m
Kt(x, y)hi(y)dy

= AtQT

(∏2
j=1Rmj (b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
gi

)

−AtQT

 ∑
|α1|=m1

1

α1!

Rm2(b̃2;x, ·)(x− ·)α1Dα1 b̃1
|x− ·|m

gi


−AtQT

 ∑
|α2|=m2

1

α2!

Rm1(b̃1;x, ·)(x− ·)α2Dα2 b̃2
|x− ·|m

gi


+AtQT

 ∑
|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!

(x− ·)α1+α2Dα1 b̃1D
α2 b̃2

|x− ·|m
gi


+AtQT

(∏2
j=1Rmj+1(b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
hi

)
.

Further, by Minkowski’s inequality,

∣∣|Tb(f)(x)|r − |AtQTb(f)(x)|r
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
( ∞∑

i=1

(Tb(fi)(x))
r

)1/r

−

( ∞∑
i=1

(AtQTb(fi)(x))
r

)1/r
∣∣∣∣∣∣
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≤

( ∞∑
i=1

|Tb(fi)(x)−AtQTb(fi)(x)|r
)1/r

≤

( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣T
(∏2

j=1Rmj (b̃j ;x, ·)
|x− ·|m

gi

)∣∣∣∣∣
r)1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣T
 ∑

|α1|=m1

1

α1!

Rm2(b̃2;x, ·)(x− ·)α1Dα1 b̃1
|x− ·|m

gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣T
 ∑

|α2|=m2

1

α2!

Rm1(b̃1;x, ·)(x− ·)α2Dα2 b̃2
|x− ·|m

gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣T
 ∑

|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!

(x− ·)α1+α2Dα1 b̃1D
α2 b̃2

|x− ·|m
gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣AtQT

(∏2
j=1Rmj (b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
gi

)∣∣∣∣∣
r)1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣AtQT

 ∑
|α1|=m1

1

α1!

Rm2(b̃2;x, ·)(x− ·)α1Dα1 b̃1
|x− ·|m

gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣AtQT

 ∑
|α2|=m2

1

α2!

Rm1(b̃1;x, ·)(x− ·)α2Dα2 b̃2
|x− ·|m

gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

 ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣∣T
 ∑

|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!

(x− ·)α1+α2Dα1 b̃1D
α2 b̃2

|x− ·|m
gi

∣∣∣∣∣∣
r1/r

+

( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣(T −AtQT )

(∏2
j=1Rmj+1(b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
hi

)∣∣∣∣∣
r)1/r

:= I1(x) + I2(x) + I3(x) + I4(x) + I5(x) + I6(x) + I7(x) + I8(x) + I9(x).

Thus
1

|Q|

∫
Q

∣∣|Tb(f)(x)|r − |AtQTb(f)(x)|r
∣∣ dx

≤ 1

|Q|

∫
Q

I1(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I2(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I3(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I4(x)dx

+
1

|Q|

∫
Q

I5(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I6(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I7(x)dx+
1

|Q|

∫
Q

I8(x)dx

+
1

|Q|

∫
Q

I9(x)dx := I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8 + I9.
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Let us estimate I1, I2, I3, I4, I5, I6, I7, I8 and I9 separately. First, by lemma 2.1 we
obtain that for any x ∈ Q and y ∈ Q̃

Rm(b̃j ;x, y) ≤ C|x− y|m
∑

|αj |=m

||Dαj bj ||BMO.

Consequently, by the Ls-boundedness of T (lemma 2.2), we get

I1 ≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

 1

|Q|

∫
Q

|T (g)(x)|rdx

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

( 1

|Q|

∫
Rn

|T (g)(x)|srdx
)1/s

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

( 1

|Q|

∫
Rn

|g(x)|srdx
)1/s

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

( 1

|Q̃|

∫
Q̃

|f(x)|srdx
)1/s

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

To estimate I2, we denote s = pq and using lemma 2.2 and Hölder’s inequality for
1 < p <∞, q > 1 and 1/q + 1/q′ = 1, we get

I2 ≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

1

|Q|

∫
Q

|T (Dα1 b̃1g)(x)|rdx

≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

(
1

|Q|

∫
Rn

|T (Dα1 b̃1g)(x)|prdx
)1/p

≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

(
1

|Q|

∫
Rn

|Dα1 b̃1(x)||g(x)|prdx
)1/p

≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

(
1

|Q̃|

∫
Q̃

|Dα1b1(x)− (Dαbj)Q̃|
pq′dx

)1/pq′

×
(

1

|Q̃|

∫
Q̃

|f(x)|pqr dx
)1/pq

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

In the same way, we obtain

I3 ≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).
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Similarly, denoting s = pq3 for 1 < p <∞, q1, q2, q3 > 1 and 1/q1 + 1/q2 + 1/q3 = 1,
for I4 we obtain

I4 ≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

1

|Q|

∫
Q

|T (Dα1 b̃1D
α2 b̃2g)(x)|rdx

≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

(
1

|Q|

∫
Rn

|T (Dα1 b̃1D
α2 b̃2g)(x)|prdx

)1/p

≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

(
1

|Q|

∫
Rn

|Dα1 b̃1(x)D
α2 b̃2(x)||g(x)|prdx

)1/p

≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

(
1

|Q̃|

∫
Q̃

|Dα1 b̃1(x)|pq1dx
)1/pq1( 1

|Q̃|

∫
Q̃

|Dα2 b̃2(x)|pq2dx
)1/pq2

×
(

1

|Q̃|

∫
Q̃

|f(x)|pq3r dx

)1/pq3

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

For I5, I6, I7 and I8, we use lemma 2.3 and similar to I1, I2, I3, I4, we get

I5 ≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

( 1

|Q|

∫
Rn

|T (g)(x)|srdx
)1/s

≤ C

2∏
j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

( 1

|Q̃|

∫
Q̃

|f(x)|srdx
)1/s

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃),

I6 ≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

(
1

|Q|

∫
Rn

|T (Dα1 b̃1g)(x)|prdx
)1/p

≤ C
∑

|α2|=m2

||Dα2b2||BMO

∑
|α1|=m1

(
1

|Q|

∫
Rn

|Dα1 b̃1(x)||g(x)|prdx
)1/p

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃),

I7 ≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃),

I8 ≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

(
1

|Q|

∫
Rn

|T (Dα1 b̃1D
α2 b̃2g)(x)|prdx

)1/p
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≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

(
1

|Q|

∫
Rn

|Dα1 b̃1(x)D
α2 b̃2(x)||g(x)|prdx

)1/p

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

To estimate I9, we write( ∞∑
i=1

∣∣∣∣∣(T −AtQT )

(∏2
j=1Rmj+1(b̃j ;x, ·)

|x− ·|m
hi

)∣∣∣∣∣
r)1/r

≤

( ∞∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣∣
∏2

j=1Rmj+1(b̃j ;x, y)

|x− y|m
(K(x, y)−Kt(x, y))hi(y)

∣∣∣∣∣
r

dy

)1/r

≤

( ∞∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣∣
∏2

j=1Rmj
(b̃j ;x, y)

|x− y|m
(K(x, y)−Kt(x, y))hi(y)

∣∣∣∣∣
r

dy

)1/r

+

 ∞∑
i=1

∑
|α1|=m1

1

α1!

∫
Rn

∣∣∣∣∣Dα1 b̃1(y)(x− y)α1Rm2(b̃2;x, y)

|x− y|m
(K(x, y)−Kt(x, y))hi(y)

∣∣∣∣∣
r

dy

1/r

+

 ∞∑
i=1

∑
|α2|=m2

1

α2!

∫
Rn

∣∣∣∣∣Dα2 b̃2(y)(x− y)α2Rm1(b̃1;x, y)

|x− y|m
(K(x, y)−Kt(x, y))hi(y)

∣∣∣∣∣
r

dy

1/r

+

 ∞∑
i=1

∑
|α1|=m1, |α2|=m2

1

α1!α2!
×

×
∫
Rn

∣∣∣∣∣Dα1 b̃1(y)D
α2 b̃2(y)(x− y)α1+α2

|x− y|m
(K(x, y)−Kt(x, y))hi(y)

∣∣∣∣∣
r

dy

)1/r

= I
(1)
9 + I

(2)
9 + I

(3)
9 + I

(4)
9 .

Then, we observe that lemma 2.1 and the inequality

|bQ1 − bQ2 | ≤ C log(|Q2|/|Q1|)||b||BMO for Q1 ⊂ Q2,

(see [16]) imply that for any x ∈ Q and y ∈ 2k+1Q̃ \ 2kQ̃,

|Rm(b̃;x, y)| ≤ C|x− y|m
∑

|α|=m

(||Dαb||BMO + |(Dαb)Q̃(x,y) − (Dαb)Q̃|)

≤ Ck|x− y|m
∑

|α|=m

||Dαb||BMO.
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Note that |x − y| ≥ d = t1/2 and |x − y| ∼ |x0 − y| for x ∈ Q and y ∈ Rn \ Q̃.
Therefore, by the conditions on K and Kt and Minkowski’s inequality

I
(1)
9 =

∞∑
k=0

∫
2k+1Q̃\2kQ̃

∏2
j=1 |Rmj (b̃j ;x, y)|

|x− y|m
|K(x, y)−Kt(x, y)||f(y)|rdy

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

 ∞∑
k=0

∫
2k+1Q̃\2kQ̃

k2
dδ

|x0 − y|n+δ
|f(y)|rdy

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

 ∞∑
k=1

k22−δk 1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|f(y)|rdy

≤ C

2∏
j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

For I(2)9 , we get

I
(2)
9 ≤ C

 ∑
|α|=m2

||Dαb2||BMO

∑
|α|=m1

∞∑
k=0

∫
2k+1Q̃\2kQ̃

k dδ

|x0 − y|n+δ
|Dα1 b̃1(y)||f(y)|rdy

≤ C

 ∑
|α|=m2

||Dαb2||BMO

 ∑
|α1|=m1

∞∑
k=1

k2−δk

(
1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|Dα1 b̃1(y)|r
′
dy

)1/r′

×
(

1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|f(y)|srdy
)1/s

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

Similarly,

I
(3)
9 ≤ C

2∏
j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

For I(4)9 , taking q1, q2 > 1 such that 1/s+ 1/q1 + 1/q2 = 1, we obtain

I
(4)
9 ≤ C

∑
|α1|=m1,|α2|=m2

∞∑
k=0

∫
2k+1Q̃\2kQ̃

dδ

|x0 − y|n+δ
|Dα1 b̃1(y)||Dα2 b̃2(y)||f(y)|rdy

≤ C
∑

|α1|=m1,|α2|=m2

∞∑
k=1

2−δk

(
1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|f(y)|srdy
)1/s

×
(

1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|Dα1 b̃1(y)|q1dy
)1/q1 ( 1

|2kQ̃|

∫
2kQ̃

|Dα2 b̃2(y)|q2dy
)1/q2

≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).
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Thus,

I9 ≤ C
2∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃).

This completes the proof of Theorem 1.3. �
Proof of Theorem 1.4. In Theorem 1, we choose 1 < s < p and using lemma 2.2,
we get

|||Tb(f)|r||Lp ≤ ||M(|Tb(f)|r)||Lp ≤ C||M#
A (|Tb(f)|r)||Lp

≤ C
l∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

 ||Ms(|f |r)||Lp ≤

≤ C
l∏

j=1

 ∑
|α|=mj

||Dαbj ||BMO

∥|f |r∥Lp .

This finishes the proof. �

4. Applications

In this section, Theorems 1.3 and 1.4 are applied to holomorphic functional calculus
of linear elliptic operators. First, we review some definitions of holomorphic functional
calculus (see [11]). Given 0 ≤ θ < π, introduce the domain

Sθ = {z ∈ C : | arg(z)| ≤ θ}
∪

{0}

and denote its interior by S0
θ . Set S̃θ = Sθ \{0}. A closed operator L on some Banach

space E is said to be of type θ if its spectrum σ(L) ⊂ Sθ and for every ν ∈ (θ, π],
there exists a constant Cν such that

|η|||(ηI − L)−1|| ≤ Cν , η /∈ S̃θ.

For ν ∈ (0, π], we set

H∞(S0
µ) = {f : S0

θ → C : f is holomorphic and ||f ||L∞ <∞},

where ||f ||L∞ = sup{|f(z)| : z ∈ S0
µ}. Further, set

Ψ(S0
µ) =

{
g ∈ H∞(S0

µ) : ∃s > 0, ∃c > 0 such that |g(z)| ≤ c
|z|s

1 + |z|2s

}
.

For L of type θ and g ∈ H∞(S0
µ), define g(L) ∈ L(E) as

g(L) = −(2πi)−1

∫
Γ

(ηI − L)−1g(η)dη,
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where Γ is the contour {ξ = re±iϕ : r ≥ 0} parameterized clockwise around Sθ

by θ < ϕ < µ. If, in addition, L is one-one and its range is dense, then for any
f ∈ H∞(S0

µ)

f(L) = [h(L)]−1(fh)(L),

where h(z) = z(1+z)−2. Besides, L is said to have a bounded holomorphic functional
calculus on the sector Sµ, if

||g(L)|| ≤ N ||g||L∞

for some N > 0 and all g ∈ H∞(S0
µ).

Now, let L be a linear operator on L2(Rn) with θ < π/2 such that (−L) generates a
holomorphic semigroup e−zL, 0 ≤ | arg(z)| < π/2 − θ. Then, applying theorem 6 of
[8] and theorem 1.4, we arrive at the following statement.

Theorem 4.1. Given 1 < r <∞ let the following conditions be satisfied:
(i) The holomorphic semigroup e−zL, 0 ≤ | arg(z)| < π/2−θ is represented by kernels
az(x, y) which satisfy the upper bound

|az(x, y)| ≤ cνh|z|(x, y), ν > θ

for x, y ∈ Rn, and 0 ≤ | arg(z)| < π/2− θ, where ht(x, y) = Ct−n/2s(|x− y|2/t) and
s is a positive, bounded and decreasing function such that

lim
r→∞

rn+ϵs(r2) = 0.

(ii) The operator L has a bounded holomorphic functional calculus in L2(Rn), that
is, for all ν > θ and g ∈ H∞(S0

µ), the operator g(L) is such that

||g(L)(|f |r)||L2 ≤ cν ||g||L∞ |||f |r||L2 .

Then, for Dαbj ∈ BMO(Rn) for all α with |α| = mj and j = 1, · · ·, l, the multilinear
operator g(L)b associated to g(L) and bj satisfies the conditions:

(a) For 1 < s <∞ and x̃ ∈ Rn,

M#
A (|g(L)b(f)|r)(x̃) ≤ C

l∏
j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

Ms(|f |r)(x̃);

(b) For any 1 < p <∞, |g(L)b|r is bounded on Lp(Rn), that is

|||g(L)b(f)|r||Lp ≤ C

l∏
j=1

 ∑
|αj |=mj

||Dαj bj ||BMO

 |||f |r||Lp .
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[13] C. Pérez and G. Pradolini, “Sharp weighted endpoint estimates for commutators of singular

integral operators”, Michigan Math. J., 49, 23 – 37 (2001).
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Аннотация. С помощью ранее установленного метода оценки длин линий
уровня действительных функций доказывается теорема, которая является
аналогом второй основной теоремы теории Γ-линий, которая, в свою очередь,
является аналогом второй основной теоремы Р. Неванлинны.
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1. Введение

Существенная часть комплексного анализа, в частности, теория распределения
значений Р. Неванлинны [4], изучает a-точки комплексных функций w(z) раз-
личных классов (a-точками называются решения уравнения w(z) = a, или же
прообразы w−1(a)). Рассматривая аналогичное понятие Γ-линий, которые яв-
ляются прообразами w−1(Γ) заданной кривой Γ, в конце 70-х Г. А. Барсегян
построил теорию Γ-линий [1], (см. также [2]), где основные результаты являют-
ся аналогами основных теорем теории Р. Неванлинны. Теория дает оценки длин
Γ-линий для достаточно широких классов мероморфных и, более общих, не меро-
морфных функций. Заметим, что когда Γ есть действительная ось, то Γ-линии
становятся линиями уровня действительных функций v(x, y) = Imw (решения
v(x, y) = 0 называются линиями уровня v(x, y)), которые встречаются во многих
областях чистой и прикладной математики. Для этих частных классов упомя-
нутые оценки являются оценками длин линий уровня действительных функций
Imw.

В [3] даны два независимых подхода для изучения длин линий уровня некото-
рых широких классов действительных функций. Принадлежащий автору один из
подходов основан на формуле Грина. В данной статье, используя этот подход, мы
улучшаем некоторые результаты [3] и изучаем длины линий уровня v(x, y) = cn,
n = 1, 2, ..., q для действительных функций v(x, y). Основной результат, теоре-
ма 4, является аналогом второй основной теоремы теории Γ-линий (что, в свою
очередь, является аналогом второй основной теоремы Р. Неванлинны).
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2. Основныe результаты

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: D ⊂ C – ограниченная об-
ласть, граница ∂D которой состоит из конечного числа кусочно-аналитических
кривых; l(D) – длина ∂D; C2(D) – класс дважды непрерывно-дифференцируемых
функций v(x, y) в некоторой области содержащей замыкание D, с условием |grad
v(x, y)| 6= 0 всюду в D за исключением, быть может, конечного числа изолиро-
ванных точек, в окрестности каждой из которых все интегралы в ниже приведен-
ных теоремах сходятся. L(D, c, v) – суммарная длина линий уровня {(x, y) ∈ D :
v(x, y) = c} функции v(x, y). Для c ∈ R полагаем, что D(c) = D(c, v) = {(x, y) ∈
D : v(x, y) > c} и ∂D(c) – граница D(c).

Теорема 1. Для произвольной функции v(x, y) ∈ C2(D) и c ∈ R,

L(D, c, v) = −
∫∫

D(c)

{
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

}
dσ−

(2.1) −
∫

∂D(c)∩∂D

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy,

где dσ – элемент площади, а во втором интеграле направление обхода на каж-
дой связной компоненте кривой ∂D(c)∩∂D положительное относительно D(c).

Как следствие из теоремы 1 получаем следующую теорему, дающую оценку
сверху для величины L(D, c, v).

Теорема 2. ([3], Теорема 1) Для произвольной функции v(x, y) ∈ C2(D) и c ∈ R,

L(D, c, v) ≤ 1
2

∫∫

D

∣∣∣∣∣
∂

∂x

v
′
x(x, y)

|gradv(x, y)| +
∂

∂y

v
′
y(x, y)

|gradv(x, y)|

∣∣∣∣∣ dσ+

(2.2) +
1
2

∫

∂D

∣∣∣v′y(x, y)dx− v
′
x(x, y)dy

∣∣∣
|gradv(x, y)| .

Подынтегральная величина двойного интеграла в (2.2) равна кривизне про-
ходящей через точку (x, y) ∈ D линии уровня функции v(x, y) в точке (x, y),
т.е.

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ =

∣∣∣(v′x)2v
′′
yy − 2v′xv′yv

′′
xy + (v′y)2v

′′
xx

∣∣∣
(
(v′x)2 + (v′y)2

) 3
2

.

Заметим также, что второй интеграл (2.2) не превосходит 1
2 l(D).
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Применим неравенство (2.2) для мнимых (действительных) частей и модулей
мероморфных функций. Пусть w(z) – мероморфная в D функция, z = x + iy и
v(x, y) = Imw(z) или v(x, y) = |w(z)|. Простые вычисления дают

L(D, c, Imw) ≤ 1
2

∫∫

D

∣∣∣∣
∂

∂x
sin (arg w′(z)) +

∂

∂y
cos (arg w′(z))

∣∣∣∣ dσ+

+
1
2

∫

∂D

|cos (arg w′(z)) dx− sin (arg w′(z)) dy| =

(2.3) =
1
2

∫∫

D

∣∣∣∣Im
(

w′′(z)
w′(z)

e−i arg w′(z)

)∣∣∣∣ dσ +
1
2

∫

∂D

∣∣∣Re(ei arg w′(z)dz)
∣∣∣ ,

L(D, c, |w|) ≤ 1
2

∫∫

D

∣∣∣∣
∂

∂x
cos

(
arg

w′(z)
w(z)

)
− ∂

∂x
sin

(
arg

w′(z)
w(z)

)∣∣∣∣ dσ+

+
1
2

∫

∂D

∣∣∣∣sin
(

arg
w′(z)
w(z)

)
dx + cos

(
arg

w′(z)
w(z)

)
dy

∣∣∣∣ =

(2.4)

=
1
2

∫∫

D

∣∣∣∣Re
((

w′′(z)
w′(z)

− w′(z)
w(z)

)
e−i arg

w′(z)
w(z)

)∣∣∣∣ dσ +
1
2

∫

∂D

∣∣∣∣Im(ei arg
w′(z)
w(z) )dz)

∣∣∣∣ .

Оценки сверху длин линий уровня мнимых (действительных) частей и модулей
мероморфных функций впервые были получены как частные случаи принципа
вариации касательной в теории Γ-линий [1], [2]. Согласно этому принципу для
произвольной мероморфной функции w(z) и любой гладкой жордановой кривой
Γ с ограниченной вариацией угла между касательной и действительной осью
справедливо соотношение

L(D, Γ) ≤ K(Γ)
∫∫

D

{∣∣∣∣
∂

∂x
arg w′(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

∂

∂y
arg w′(z)

∣∣∣∣
}

dσ + K1(D)l(D) ≤

(2.5) ≤ 2K(Γ)
∫∫

D

∣∣∣∣
w′′(z)
w′(z)

∣∣∣∣ dσ + K1(D)l(D),

где L(D, Γ) – суммарная длина кривых w−1(Γ)∩D, l(D) – длина ∂D, K(Γ) и K1(Γ)
– постоянные, зависящие только от Γ. В [5] доказаны подобные (2.5) соотношения
для квазиконформных и непрерывно-дифференцируемых отображений.

В случае прямой {w : Imw = c} имеем L(D, Γ) = L(D, c, Imw), а в случае
окружности {w : |w| = c} имеем L(D, Γ) = L(D, c, |w|). Теперь мы видим, что
для этих частных случаев неравенства (2.3) и (2.4) более точны, чем неравен-
ство (2.5). Кроме того, из неравенства (2.2) можно получить оценки сверху для
длин линий уровня функций v(x, y) из различных классов.

Проиллюстрируем теорему 2 на следующих примерах.
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1. Пусть v(x, y) = Imeax+iby = eax sin by, a и b – действительные числа (a, b 6=
0), D = D(r) = {z : |z| < r}. Тогда

L(D(r), 0, eax sin by) = |b| r2 + O(r), r →∞,

1
2

∫∫

D(r)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ =

=
1
2

∫∫

D(r)

∣∣∣∣∣
∂

∂y

b cos by√
b2 cos2 by + a2 sin2 by

∣∣∣∣∣ dσ = |b| r2 + O(r), r →∞,

1
2

∫

∂D(r)

∣∣v′y(x, ydx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| ≤ πr.

2. Пусть v(x, y) =
∣∣eax+iby

∣∣ = eax (a 6= 0). Тогда

L(D(r), 1, eax) = 2r,

1
2

∫∫

D(r)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|grad v(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|grad v(x, y)|

∣∣∣∣ dσ =
1
2

∫∫

D(r)

∣∣∣∣
∂

∂x

a

|a|

∣∣∣∣ dσ = 0,

1
2

∫

∂D(r)

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|grad v(x, y)| =
1
2

∫

∂D(r)

|dy| = 2r.

3. Пусть v(x, y) = x2 − y, D =
{
(x, y) : 0 < x < r, 0 < y < r2

}
. Тогда

L(D, 0, v(x, y)) =
∫ r

0

√
4x2 + 1dx = r2 + O(ln r), r →∞.

1
2

∫∫

D

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ =

=
1
2

∫∫

D

∣∣∣∣
∂

∂x

2x√
4x2 + 1

∣∣∣∣ dσ =
1
2
r2 + O(1), r →∞.

1
2

∫

∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| =
1
2

∫

∂D

|dx + 2xdy|√
4x2 + 1

=
1
2
r2 + O(ln r), r →∞.

Приведенные примеры показывают точность неравенства (2.2). Они также по-
казывают, что каждое слагаемое правой части (2.2) может иметь основной или
равный вклад в общей сумме. Поэтому величину

G(D) :=
1
2

∫∫

D

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+

+
1
2

∫

∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)|
мы будем называть характеристикой длины, а неравенство (2.2) принципом дли-
ны и кривизны.
Пусть

G(D, c′, c′′) :=
1
2

∫∫

D(c′,c′′)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+
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+
1
2

∫

∂D(c′,c′′)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| ,

где c′, c′′ (c′ < c′′) – действительные числа, D(c′, c′′) = {(x, y) ∈ D : c′ < v(x, y) < c′′},
∂D(c′, c′′) – граница области D(c′, c′′). Далее, для возрастающей непрерывно-
дифференцируемой функции ϕ(t) на R обозначим

Kϕ(D) :=
∫∫

D

ϕ′(v(x, y)) |gradv(x, y)| dσ,

Kϕ(D, c′, c′′) :=
∫∫

D(c′,c′′)
ϕ′(v(x, y)) |gradv(x, y)| dσ.

Теорема 3. Пусть ϕ(t) – произвольная возрастающая непрерывно-диффернцируемая
функция на R, а c′, c′′ (c′ < c′′) – действительные числа. Тогда для любой функ-
ции v(x, y) ∈ C2(D),

(2.6) max {L(D, c′, v); L(D, c′′, v)} ≤
(√

2G(D, c′, c′′) +
√

h1Kϕ(D, c′, c′′)
)2

,

(2.7) L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≤
(√

2G(D, c′, c′′) +
√

2h1Kϕ(D, c′, c′′)
)2

,

(2.8) L(D, c, v) ≤
(√

G(D, c′, c′′) +
√

h2Kϕ(D, c′, c′′)
)2

, c′ < c < c′′,

где h1 = (ϕ(c′′)− ϕ(c′))−1, h2 = (min {ϕ(c)− ϕ(c′), ϕ(c′′)− ϕ(c)})−1.

В оценках (2.6) - (2.8) учитывается поведение функции v(x, y) лишь в окрестно-
стях линий уровня, поэтому теорема 3 в некотором смысле дополняет теорему 2.
Точность оценок (2.6) - (2.8) также легко проверяется предыдущими примерами
(здесь можно взять ϕ(t) = t, ϕ(t) = arctan t).

Во второй основной теореме теории Γ-линий [1], [2] рассматривается конечный
набор попарно различных ограниченных гладких жордановых кривых Γ1, ..., Γn

и для произвольной мероморфной функции w(z) устанавливается неравенство
n∑

k=1

L(D,Γk) ≤ K

∫∫

D

{∣∣∣∣
∂

∂x
arg w′(z)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

∂

∂y
arg w′(z)

∣∣∣∣
}

dσ+

+h(Γ1 , .., Γn )
∫∫

D

|w′(z)|
1 + |w(z)|2 dσ +

√
2l(D) ≤

(2.9) ≤ 2K

∫∫

D

∣∣∣∣
w′′(z)
w′(z)

∣∣∣∣ dσ + h(Γ1, .., Γn)
∫∫

D

|w′(z)|
1 + |w(z)|2 dσ +

√
2l(D),

где K – абсолютная постоянная, h(Γ1, .., Γn) – постоянная, зависящая только
от Γ1, .., Γn. Как это делается в теории распределения значений мероморфных
функций [4], из неравенства (2.9) выводится соотношение дефектов для кривых.
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Следующая теорема является аналогом второй основной теоремы теории Γ-
линий для функций класса C2(D).

Теорема 4. Пусть ϕ(t) – произвольная возрастающая непрерывно-дифференци-
руемая функция на R, и c1, ..., cn – попарно различные действительные числа.
Тогда для любой функции v(x, y) ∈ C2(D),

(2.10)
n∑

k=1

L(D, ck, v) ≤
(√

G(D) +
√

hKϕ(D)
)2

,

где h = (min
i 6=j

{ϕ(ci)− ϕ(cj)})−1.

Неравенство (2.10) особенно эффективно для установления соотношения де-
фектов, там, где остаточный член hKϕ(D) существенно “меньше”, чем характе-
ристика длины G(D). Это так, например, если v(x, y) = |w(z)|, где w(z) – меро-
морфная функция, D = D(r), ϕ(t) = arctan t [2]. В этом случае имеем интеграл

Kϕ(D(r)) =
∫∫

D(r)

|w′(z)|
1 + |w(z)|2 dσ,

который часто встречается в теории распределения значений мероморфных функ-
ций и в теории поверхностей наложения (оценки этого интеграла даны в [2]). С
другой стороны соответствующий выбор функции ϕ(t) в Kϕ(D) дает возмож-
ность применения неравенства (2.10) для различных классов функций v(x, y).

3. Доказательства

Доказательство теоремы 1 основано на формуле Грина. Сперва предполо-
жим, что функция v(x, y) дважды непрерывно-дифференцируема всюду в неко-
торой области, содержащей D и |gradv(x, y)| 6= 0 в D. Заметим, что граница об-
ласти D(c) = {(x, y) ∈ D : v(x, y) > c} состоит из кривых {(x, y) ∈ D : v(x, y) = c}
и дуг границы D (см. Рис. 1). Действительно, если бы существовала замкнутая
линия, которая вместе со своей внутренней частью лежала бы в D, то во внут-
ренней части этой линии уровня нашлась бы точка, в которой |gradv(x, y)| = 0,
что невозможно в силу нашего предположения.

Направление касательной к кривой {(x, y) ∈ D : v(x, y) = c} в точке (x, y) при
положительном обходе соответствующей компоненты D(c) совпадает с направ-
лением вектора

{
v′y(x, y);−v′x(x, y)

}
и

cosα(x, y) =
v′y(x, y)

|gradv(x, y)| , sinα(x, y) = − v′x(x, y)
|gradv(x, y)| ,
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Рис. 1. Заштрихованная часть – область D(c); жирные линии – кри-
вые {(x, y) ∈ D : v(x, y) = c}; пунктирные линии – ∂D(c) ∩ ∂D.

где α(x, y) ∈ (−π; π] (или [0; 2π)) – угол между этой касательной и положитель-
ным направлением действительной оси, то Следовательно,

L(D, c, v) =
∫

{(x,y)∈D:v(x,y)=c}
dl =

∫

{(x,y)∈D:v(x,y)=c}
cos α(x, y)dx + sin α(x, y)dy =

=
∫

{(x,y)∈D:v(x,y)=c}

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy,

где dl – элемент длины. Добавляя с каждой стороны последнего соотношения
интегралы вдоль линий ∂D(c) ∩ ∂D и применяя формулу Грина для каждой
компоненты области D(c) в отдельности, получим

L(D, c, v) +
∫

∂D(c)∩∂D

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy =

(3.1) = −
∫∫

D(c)

{
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

}
dσ.

Теперь пусть (x1, y1), ..., (xm, ym) ∈ D те точки, в которых либо |gradv(x, y)| = 0
либо функция v(x, y) не является дважды непреывно-дифференцируемой, но в
окрестности каждой из этих точек интегралы в (3.1) сходятся. Удалим из области
D попарно непересекающиеся кружки

{
(x, y) : (x− xk)2 + (y − yk)2 ≤ ε2

}
, k =

1, .., m и полученную область обозначим через Dε. Граница Dε состоит из дуг

Ck(ε) =
{
(x, y) : (x− xk)2 + (y − yk)2 = ε2

} ∩D, k = 1, .., m

и части границы D, не лежащей в удаленных кружках (эту часть обозначим
через ∂Dε). Соотношение (3.1) для области Dε дает

L(Dε, c, v) +
∫

∂Dε(c)∩∂Dε

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy+
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Рис. 2

+
m∑

k=1

∫

Ck(ε)∩∂Dε(c)

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy =

= −
∫∫

Dε(c)

{
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

}
dσ,

где Dε(c) = {(x, y) ∈ Dε : v(x, y) > c} и ∂Dε(c) – граница Dε(c).
Для завершения доказательства остается в последнем соотношении ε устремить
к нулю и учесть, что каждый интеграл суммы оценивается через 2πε.
Если в соотношении (2.1) мы заменим v(x, y) и c соответственно на −v(x, y) и
−c, то придем к соотношению

L(D, c, v)−
∫

∂D1(c)∩∂D

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|dx− v′x(x, y)

|gradv(x, y)|dy =

(3.2) =
∫∫

D1(c)

{
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

}
dσ,

где D1(c) = {(x, y) ∈ D : v(x, y) < c}. Неравенство (2.2) следует из (2.1) и (3.2).
Для доказательства теорем 3 и 4 сначала докажем несколько предварительных
лемм. Следующая лемма представляет собой самостоятельный интерес.

Лемма 1. Для произвольной неотрицательной непрерывной функции f(c), c ∈
(c′, c′′) при условиях теоремы 1 справедливо соотношение

(3.3)
∫ c′′

c′
f(c)L(D, c, v)dc =

∫∫

D(c′,c′′)
f(v(x, y)) |gradv(x, y)| dσ.

Доказательство. Приведем краткое геометрическое доказательство, используя
обозначения Рисунка 2. Для угла β(x, y) между нормалью

{
v′x(x, y); v′y(x, y);−1

}

к поверхности {v(x, y) : c′ < v(x, y) < c′′} в точке (x, y) и вектором {0; 0;−1}
имеем

∆l∆c ∼ tan β(x, y)∆σ, tanβ(x, y) = |gradv(x, y)| .
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Поэтому
∫ c′′

c′
L(D, c, v)f(c)dc =

∫ c′′

c′

∫

{(x,y)∈D:v(x,y)=c}
f(c)dldc =

=
∫∫

D(c′,c′′)
f(v(x, y)) |gradv(x, y)| dσ.

Лемма доказана. ¤

Из леммы 1, как следствия, выводятся модификации принципа длины и площади
для мероморфных функций [2]

∫ c′′

c′
L(D, c, |w|)f(c)dc =

∫∫

{z∈D:c′<|w(z)|<c′′}
|w′(z)| f(|w(z)|)dσ,

∫ c′′

c′
L(D, c, Imw)f(c)dc =

∫∫

{z∈D:c′<Imw(z)<c′′}
|w′(z)| f(Imw(z))dσ.

Замечание 1. В лемме 1 функция f(c) может иметь конечное число изолиро-
ванных особенностей, но необходимо требовать, чтобы в окрестностях этих
точек интегралы в (3.3) сходились.

Следующая лемма непосредственно следует из (2.1).

Лемма 2. Для любых c′, c′′ ∈ R (c′ < c′′) при условиях теоремы 1 имеет место
неравенство

|L(D, c′, v)− L(D, c′′, v)| ≤
∫∫

D(c′,c′′)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+

(3.4) +
∫

∂D(c′,c′′)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| .

Доказательство теоремы 3. Пусть p > 1 – любое фиксированное число.
Возможны два случая: либо имеет место неравенство

L(D, c′, v) <
p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c′))

∫ c′′

c′
ϕ′(c)L(D, c, v)dc

либо это не так. В первом случае соотношение (3.3) для ϕ′ вместо f дает

L(D, c′, v) <
p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c′))

∫∫

D(c′,c′′)
ϕ′(v(x, y)) |gradv(x, y)| dσ =

(3.5) =
p

p− 1
h1Kϕ(D, c′, c′′)

Во втором случае, т.е. когда

L(D, c′, v) ≥ p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c′))

∫ c′′

c′
ϕ′(c)L(D, c, v)dc,
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в силу теоремы о среднем значении существует значение c∗ ∈ (c′, c′′) такое, что

L(D, c′, v) ≥ p

p− 1
L(D, c∗, v),

откуда получаем

L(D, c′, v) ≤ p |L(D, c′, v)− L(D, c∗, v)| .
Согласно неравенству (3.4) имеем

L(D, c′, v) ≤ p

∫∫

D(c′,c∗)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+

(3.6) +p

∫

∂D(c′,c∗)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| ≤ 2pG(D, c′, c′′).

Таким образом, в любом случае из (3.5) и (3.6) получаем

(3.7) L(D, c′, v) ≤ 2pG(D, c′, c′′) +
p

p− 1
h1Kϕ(D, c′, c′′).

Неравенство (3.7) для L(D, c′′, v) доказывается аналогичным образом. Минимум
функции

2pG(D, c′, c′′) +
p

p− 1
h1Kϕ(D, c′, c′′), p > 1

достигается для значения p =
√

h1Kϕ(D,c′,c′′)
2G(D,c′,c′′) + 1 и равен

(√
2G(D, c′, c′′) +

√
h1Kϕ(D, c′, c′′)

)2

.

Окончательно получаем

max {L(D, c′, v); L(D, c′′, v)} ≤
(√

2G(D, c′, c′′) +
√

h1Kϕ(D, c′, c′′)
)2

,

чем и завершается доказательство неравенства (2.6).
Неравенство (2.7) можно доказать также как и (2.6). Действительно, если

L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) <
2p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c′))

∫ c′′

c′
ϕ′(c)L(D, c, v)dc

тогда

(3.8) L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) <
2p

p− 1
h1Kϕ(D, c′, c′′).

Если же

L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≥ 2p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c′))

∫ c′′

c′
ϕ′(c)L(D, c, v)dc,

то опять в силу теоремы о среднем значении существует значение c∗ ∈ (c′, c′′)
такое, что

L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≥ 2p

p− 1
L(D, c∗, v).
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Из этого неравенства и (3.4) имеем

L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≤ p |L(D, c′, v)− L(D, c∗, v)|+ p |L(D, c′′, v)− L(D, c∗, v)|

≤ p

∫∫

D(c′,c′′)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
|gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+

(3.9) +p

∫

∂D(c′,c′′)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| = 2pG(D, c′, c′′).

Из (3.8) и (3.9) получаем

(3.10) L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≤ 2pG(D, c′, c′′) +
2p

p− 1
h1Kϕ(D, c′, c′′),

и соответственно

L(D, c′, v) + L(D, c′′, v) ≤
(√

2G(D, c′, c′′) +
√

2h1Kϕ(D, c′, c′′)
)2

.

Неравенство (2.7) доказано.
Теперь при c′ < c < c′′, дважды применяя неравенство (3.7) будем иметь

L(D, c, v) ≤ 2pG(D, c′, c) +
p

(p− 1) (ϕ(c)− ϕ(c′))
Kϕ(D, c, c′′)

и

L(D, c, v) ≤ 2pG(D, c, c′′) +
p

(p− 1) (ϕ(c′′)− ϕ(c))
Kϕ(D, c, c′′).

Суммируя последние два неравенства, получаем

L(D, c, v) ≤ pG(D, c′, c′′) +
p

(p− 1)
h2Kϕ(D, c′, c′′),

откуда, как и выше, выводим (2.8). Теорема 3 полностью доказана. 2

Замечание 2. Из доказательства ясно, что достаточно потребовать, чтобы
функция ϕ(t) была определена на множестве, содержащем множество значе-
ний функции v(x, y).

Доказательство теоремы 4. Без ограничения общности можно предполо-
жить, что c1 < c2 < ... < cn. Для L(D, c1, v) и L(D, cn, v) из соотношений (3.2) и
(2.1) имеем

L(D, c1, v) ≤
∫∫

D1(c1)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
| gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+

(3.11) +
∫

∂D1(c1)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| ,

L(D, cn, v) ≤
∫∫

D(cn)

∣∣∣∣
∂

∂x

v′x(x, y)
|gradv(x, y)| +

∂

∂y

v′y(x, y)
| gradv(x, y)|

∣∣∣∣ dσ+
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(3.12) +
∫

∂D(cn)∩∂D

∣∣v′y(x, y)dx− v′x(x, y)dy
∣∣

|gradv(x, y)| ,

где D1(c1) = {(x, y) ∈ D : v(x, y) < c1} и D(cn) = {(x, y) ∈ D : v(x, y) > cn}.
Для L(D, ck, v), k = 1, .., n− 1 согласно неравенству (3.10) имеем

(3.13) L(D, ck, v) + L(D, ck+1, v) ≤ 2pG(D, ck, ck+1) +
2pKϕ(D, ck, ck+1)

(p− 1) (ϕ(ck+1)− ϕ(ck))
.

Суммируя (3.11) – (3.13) по всем k и учитывая, что каждая линия уровня участ-
вует два раза, получаем

n∑

k=1

L(D, ck, v) ≤ p G(D) +
p

p− 1

n−1∑

k=1

1
ϕ(ck+1)− ϕ(ck)

Kϕ(D, ck, ck+1) ≤

≤ pG(D) +
p

p− 1
hKϕ(D).

Неравенство (3.2) следует из последнего неравенства при p =
√

hKϕ(D)
G(D) + 1. Тео-

рема 4 доказана. 2

Abstract. Based on the earlier established general estimation method of the lengths
of level sets of real functions, the paper proves a theorem which is an analog of the
second fundamental theorem of the theory of Γ-lines which, in its turn, is an analog
of the second fundamental theorem of R. Nevanlinna.
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

Уважаемая редакция, в работах [1-4], опубликованных в Вашем журнале, нами
были допущены следующие неточности.

1. В статье [1] в теореме 4.1 пропущено условие, исключающее другие нули
символа.

2. Считаем целесообразным в качестве дополнения к статье [2] представить
конкретный пример применения предложенного метода:

K(x) =
5

6
α
(
e−λ|x| + e−2λ|x|

)
, λ = α+ iα, 0 < α <

1

2
.

3. В работах [3], [4] соответствующие вспомогательные утверждения (см.
теорему 1 в [3] и лемму 3.2 в [4]) следует понимать как равенство опера-
торов, действующих из {f : f ∈ W×N

1,1 (0,+∞), f(0) = 0} в WN
1,1(0,+∞)

(в работе [3] N = 1), а при ν(Kj) < +∞ из пространства {f : f ∈
P1(0,+∞), f(0) = 0} в P1(0,+∞), где P1 – соответствующий класс вектор-
функций не более чем полиномиального роста.
В сформулированных теоремах существования в случае f(0) ̸= 0 решение
может быть знакопеременным.

Приносим благодарность академику А. Б. Нерсесяну, обратившему наше внима-
ние на вышеуказанные неточности.
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