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А Н Н О Т А Ц И Я . В статье исследуется задача типа Римана-Гильберта для не-
иравильио-эллиптического уравнения второго порядка в весовых простран-
ствах. Устанавливается, что количество линейно независимых решений од-
нородной задачи и условий на граничные функции зависит не только от 
порядка особенности весовой функции в особой точке и индексов коэффи-
циентов задачи, а также от поведения этих функций в особых точках. 

MSC2000 number: 35J25 
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Пусть D+ = {z, \z\ < 1} - единичный круг в комплексной плоскости z = x + iy, 
T = {z, \z\ = 1} ֊ единичная окружность, C1+5, S > 0 ֊ класс функций, опреде-
ленных на T, производные которых принадлежат классу Гельдера с показателем 
S 

а также для уравнений неправильно-эллиптического типа с постоянными коэф-
фициентами высших порядков в классах Гельдера исследованы в работах [1 — 7]. 
Эта задача для п ֊голоморфных функций (решений уравнения п ֊ о г о порядка 
типа (1.1)) в классе L 1 исследована в работах [8], [9]. В настоящей работе иссле-
дуется граничная задача типа Римана-Гильберта в весовом пространстве L 1 (р), 
p(t) = \1 — t\ a, a > —1 для уравнения (1.1) в следующей постановке: 
Задача A. Определить функцию u(z), удовлетворяющую уравнению (1.1) и 
граничным условиям 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

(1.1) 

(1.2) 
r ^ 1 - о lim ре ao(t)u(rt) — fo(t)\\Li{p) = 0, 

з 
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(1.3) lim 
r ֊̂  1-0 

R e a i ( t ) Ц Т 1 - fi{t) 
L 1(P) 

где f0(t), fi(t) e L1 (p), p(t) = |1 - t\ a, a > -1, ao(t), ai(t) e C S+ 1(T), S > 0 ao(t), 
ai(t) = 0. 
В статье приводится полное исследование этой задачи. Устанавливается, что во-
обще говоря, количество линейно независимых решений однородной задачи и 

f0 ( t) f1 ( t) 
от a и индексов функций a0(t), a1(t), а также от других свойств этих функций. 

0 

Рассмотрим задачу Римана-Гильберта в L1(p) в следующей постановке: опреде-
лить аналитическую в D+ функцию Փ +(շ) так, чтобы имело место граничное 
условие 

(2.1) r i™0 11^a(t)$+ (rt) - f (Щ^р) 0, 

где f (t) e L1 (p), a(t) e C s(T), S > 0 a(t) = 0. Условие (2.1) можно представить 
в виде 

lim 
r ^ 1 - 0 

(rt) + a(t)^>+(rt) - 2f(t) 
L 1(P) 

0, 

Положив Ф (z) = -Ф+(г  1), z e D , D = {z, \z\ > 1} будем иметь Փ+^t ) 
-Փ -(r -  1t) и 

(2.2) lim 
r 1-0 

֊փ)Փ + (rt) - a(t)<^~ (r - 1t) - 2f (t) 
L 1(P) 

Следуя монографии [10], если Փ ^ ) произвольная аналитическая функция на 
D+ Ս D ՜ , то положим Փ * ^ ) = -Փ(յ-1). Так как f-действительнозначная функ-
ция, то если Փ ^ ) удовлетворяет граничному условию (2.2), то Փ * ^ ) также удо-
влетворяет этому условию. Тем самым задача (2.1) эквивалентна граничной за-
даче Гильберта 

(2.3) lim 
r 1-0 a(t) a(t) 

0, 
L 1(P) 

где Փ - ^ ) ограничена в окрестности бесконечно удаленной точки, при условии, 
что решение задачи (2.3) удовлетворяет условию Փ * ^ ) = Փ^) . Тем самым, если 
Փ ^ ) общее решение задачи Гильберта (2.3), то общее решение задачи (2.1) можно 
представить в виде (Փ^) +Փ*(^))/2 (см. [10]). 

0 
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1 f d(r) 
^ = в e x p ( ձ / 

-dr 

d(t) = ln (t2n a(t)a - 1 (t)) , t G T, в = exp ( — — J ^ d r 
V т ) 

Далее, положим n = [a] + 1, тел и a нецелое число и n = a, если a целое число. 
Множество полиномов P(z) , порядок которых не больше n и коэффициенты ak 

удовлетворяют условиям ak = ( — 1) n+ 1a,n-k , обозначим через Tn. 

Л е м м а 1. а) Если n — 2к > 0, то общее решение однородной задачи (2.1) можно 
представить в виде 

o w (1 — z)n  

где P(z) G Tn-2K ֊ произвольный многочлен. 
b) Если n — 2к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное решение. 

Доказательство. Так как inda(t)(a(t)) - 1 = —2к, то общее решение однородной 
задачи Гильберта (2.3) можно представить в виде (см. [13]) 

S (z)P (z) Ф(^ = 

4о + A1z + ... + A 
S*(z) = z - 2 KS(z) , то 

(1 — z)n  

где P(z) = A0 + A1z + ... + An-2Kz n - 2 K ֊ многочлен порядка n — 2к. Так как 

( — 1 ) n z n - 2 K - / 1 

Далее имеем 

=  S(z) ( 1 — z)n  P I Z ) -

z n - 2 KP Д = Aoz n - 2 K + A1z n - 2 K - 1 + ... + An-2K z 

Ф*^) + Ф^) = S(z) Ao + An-2K + (A1 + An-2K )z + ... + (An ֊2K + Ao)z n - 2 K  

(1 — z)n  

n 
n 

Для доказательства b) заметим, что если n — 2к < 0, то многочлен P(z) в пред-
ставлении общего решения Ф ^ ) тождественно равен нулю, следовательно одно-
родная задача не имеет нетривиальных решений. Лемма доказана. • 

Т — z 
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Для произвольной функции f e L1(p) положим 
S(z) Г f (т)(1 - т) nT \dT\ 

(2.4) K (f,z) = 
2n(1 - z)n J a(T)S(T)(T - z) 

T 

,,Հ)Ո z n - 2 KS(z) Г f (T )(1 - т ) nz \dT \ 
+ (  ) 2n(1 - z)n J T n - 2Ka(T)S(T)(T - z)' e . 

T 

Л е м м а 2. а) Если n - 2к > -1, mo задача (2.1) имеет решение для любой 
функции f (t) e L 1(p). Общее решение можно представить в виде 

(2.5) Փ+ (z) = K ( f , z) + Փ0^) 

где Փ0^) ֊ общее решение однородной задачи (2.1), a K ( f , z) определяется фор-
мулой (2.4). 
Ь) Если n - 2к < -1, то для разрешимости задачи (2.1) необходимо и доста-

f 

( շ ՚ 6 ) I  f  ( TM-T tk dt = 0, k = 0, 1,...,-(n - 2K) - 2. 
T a(t)S(t) 

При выполнении условий (2.6) решение задачи (2.1) единственно и определяется 
формулой (2.5), где Փ0^) = 0. 

Доказательство. Пусть n - 2к > -1. Тогда функция 

= ֊ ^ f " T Z ՜  T>' T՝V ^ e D+ и D ֊ , 

п(1 - z)n JT a(T)S(т)(т - z) 
является решением задачи Гильберта (2.3) (см. [13]). Так как 

Փ-Ա = {-1)Ո z n - 2 K j  S z f  f ( T ) ( 1  - т  ) nz  d \ =0 1 z e d + Ս D -
Հ '  1  J n(1 - z)n T T n- 2KJ Պ ( T ) S j (T)(T - z )  3 " ' 

получаем утверждение а) леммы. Пусть теперь n - 2к < -1. Для того, чтобы 
задача (2.3) имела решение, ограниченное в бесконечности, необходимо и доста-

f 

на. • 

Л е м м а 3. Пусть a(t) e C s(T), a(t) = 0, к = inda(t), t e T, F(z) аналитическая 
функция в D+ и F(z) e C(D +) . Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Если n - 2к > -1, то имеет место представление 

(2-7) F (z)=к ( f , z)+S^zm, 

где f (t) = Rea(t)F(t), t e T, K ( f , z) определяется формулой (2.4)? a P(z) e 
Tn-2K F(z) 

(2.8) P(z) = (F(z) - K ( f , z)) (1 - z) nS - 1(z). 
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6՝J Если n — 2к < —1, mo F(z) = K(f,z) и f(t) = Rea(t)F(t) удовлетворяет 
условиям 

(2-9) ֊ i — f * = 0 * = 0. ֊ < n ֊ 2 « ) ֊ շ . 

Доказательство. Пусть n — 2к > — 1 . Так как a > — 1 и F(z) G C(D+), то 

r ^ 1 ֊ o 

Применив лемму 2, получим 

^iino Р е (a(t)F (rt)) —Re (a(t)F ( t ) ) ^ = 0. 

S(z)Pn(z) 
F (z) =  K (f,z) + (1 — z)n , 

f(t) = a(t)F(t) 
ния б) достаточно установить справедливость равенств (2.9). Действительно, так 
как Otj(a(t)) - 1 = S+(t)(S -(t)) - 1, то 

f R e ( a ( t ) F ( t ) ) ( 1 —  t ) n_tkdt = f Щ1—Тtkdt+ 
(t)S(t) (t)S(t) 

F (t - 1)(1 — t)n  

S^t) 
t k dt. 

F(t~-1)(1 — t) n(S - (t)) - 1 аналитическая функция в D - и порядок на бесконечности 
равен n — 2к. Так как n — 2к < — 2, последний интеграл равен нулю при к = 
0 ,1 , . . . , —(n — 2к) — 2. Лемма доказана. • 

Л е м м а 4. Пусть n = [a] + 1 при нецел ом a и n = a, если a целое число. Тогда 
а) имеет место равенство 

1 - r2  

b) Если к > 1, то 

lim 
r 1 ֊ o 

lim 
r—> 1 ֊ o 

(1 — rt) n+ 1  

1 r2  

0. 
ԼՂԲ) 

(1 — rt) n+ k  > 0. 
Լ 1(Բ) 

Доказательство. Пусть a нецелое число. Так как \1 —1\ < 2 \1 — rt \, то 

1 
(1 — rt) n+ 1  

Следовательно 

1 f \1 — t\ a \dt\ 

Լ1 (р) 2 п J \1 — rt\ 
n+1 < C 

\dt\ 
\1 — rt\ 2 - { a }' 

1 r2  

(1 — rt) n+ 1  
C 

L 1(p) 

(1 — r2) \dt\ 
\1 — r t f - { a } . 

П 
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Поскольку 2 — { а } < 2, то утверждение леммы следует из того, что правая часть 
последнего неравенства стремится к нулю при r ^ 0. Если а целое число, то 

1 ֊ r 2 

(1 — rt) n+ 1  
< C 

L 1(P) 

Учитывая, что правая часть стремится к нулю при r ^ 0, получим утверждение 
а) леммы. 

Далее положим Tk = {t; \1 — t\ < (n + k) - 1(1 — r ) } и пусть t e Tk. Тогда 
\arg(1 — rt) - ( n - k )\ < c0 < 2՜Կ, c0 > 0, и Re(1 — rt) - ( n - k ) > d0\1 — rt)\ - ( n - k ), 
d' > 0 

Г 1 — r2 , , ,,, , , , Г (1 — r2)\1 — t\ a\dt\ 
L R e 1 — rt)(n+k)\P ( t )\\ d t\ >  d o J T k [ \ 1 — % \ U k ) ' • 

Учитывая, что \ 1 — rt\ < C(1 — r), C > 0, при t e Tk получаем 

г п 1 ֊ r 2 

R e - : T 7 n - T ) \ p ( t ) \ \dt\ > 

> 
d ' 

C (1 —r) n+ k - 1  

1 

'(1 — rt) ( n - k )  1  

f \ 1 — t \ a \ dt \> 
d ' 

ra(r) 

(1 — r ) n + k ֊ 1 e ade, 

где d0 > 0 a(r) = (n + k) 1(1 — r). Окончательно получаем 
ր 1 _ r2 Ci 

Re- ^т-гг \ p(t) \ \dt\ >Тл ; ֊ , C1 > 0. '(1 — rt) ( n - k )  1  (1 — r) 

Лемма доказана. • 

Л е м м а 5. Пусть a(t) e C1-5(T), a(t) = 0, f e L 1(p). Тогда 

lim (1 — r) 
r Ю 

(K (f,rt))z 
L 1(P) 

0. 

Доказательство. Пусть сначала f e C1-5 (T), S > 0. Так как \S(z) \ <const, то 
используя свойства интеграла типа Коши [10] будем иметь 

S(z) Г f (т)(1 — т)пТ\dT\ 
2п J а(т)S(T)(T — z) 

T 

z n - 2 KS (z) Г f (т )(1 — т ) n z\ dT \ 

< C, 

2n J T n - 2 Ka(T)S(T)(T — z) 
T 

C, 

C f 

( K ( f ; z ) ) 2 < C1 
\ 1 — rt \ n - 1' 

п 

' 

п 

z 

z 
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Применив лемму 2, получим утверждение леммы, когда f G C 5+ 1(T). Так как 
C1+5 всюду плотно в L1 (р), то для доказательства леммы следует установить, 
что 

(2.10) (1 — r) (K (f,z))z LI(P) < C \ f WLI(P) 

где C ֊ постоянная, не зависящая от f . Функцию K(f; z) в (2.10) можно заменить 
на 

K { f z ) = S(z) f f (Т )(1 — Т ) пТ\dT \ 

Тогда 

h(r,t) = 

2n(1 — z)n J aj(Т)S(T)(Т — z) ' 
т 

(KK (f,rt)) ^ = I1 (r,t) + I2(r,t), 

1 S(z) Г f (Т)(1 — Т) nT\dT\ 
(1 — rt) n+ 1 2n J a(T)S(T)(T — rt) ' 

т 

J ( t) = _ L _ ( S z f f (T )(1 — T ) nT \dT \ 
2 ( '  ) (1 — rt)n \ 2n J a(T)S(T)(T — rt) 

Далее, имеем 
r 2 

>т 
(1 — r2) I' \l1(r,t)\\p(t)\\dt\< 

JT 

< C ( 1 2 ) /՝ \1 — t\ a [\ЛТЩ—[Г | d M d t | < 

<  ( 1  —  r ) J l — t r ^ J \T — rt\ \dT \ \d t\ < 

<  C f \ f  ( T ) \ \1  —  T \ a^  —  T \n - a J 11֊ rt\2 — -  - Ir-rtl \d t \ \ d T \ \ 1 — rt\ z \ 1 — t\ ո՜ 0 \T — rt\ 

sup \ 1 — T \ n - a [ (12 —  r ) \ 1 —  t\ \ dt\ < ж, 
o < r < i ' J \ 1 — rt\2 \ 1 — t\n - a \T — rt\ ' ' 

T T 

Так как (см. [12]) 

то получим 

(1 — r 2 ) f \ I 1 ( r , t ) \ \ p(t) \ \ dt \ < C \ \ f \ { լ (р) . 

Учитывая, что (S(z))z ограниченная функция, получим 

C f \ f (Т) \ \ 1 — Т \ 

\ 1 — rt \  nJ \ Т — rt \ 
\ I2(r,t) \ Х ՜ 4 \ dT \. 

Поэтому 

(1 — r2) f \I2(r,t)\ \p(t)\ \dt\ < 
T 

z 
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<Г(л 2 ) [ \ 1 — t \ f\ f (т) \\ 1 — т \ " | d | | d t | . 
<  ( 1  —  r ) J \ т — rt \ 2 \  d T \ \ d t \ < 

T 

Поскольку (см. [12]) 

< C f \ f (т) \\ 1 — т \а \ 1 — т \ n - a f ( 1 2 r  )  1  dt  1 \ dT\ • 
- J J \ т — rt \2 \ 1 — t \ n - a՝  1  

«UP \ 1 — т \ n - 4 ֊. % 1 n - a \dt\ < ™ o<r<1 T \т — rt\ \ 1 — t\ 

то имеем 

(1 — r 2 ) J \I2(r,t)\ \p(t)\ \dt\ < C f լ(р). 
T 

• 

3 . И С С Л Е Д О В А Н И Е З А Д А Ч И A 

Хорошо известно [1], что общее решение уравнения (1.1) можно представить в 
виде 

(3.1) u(z) = Ф о ^ ) + (1 — \ z \  2 ) ^ 1 ( z ) + Aoz, 

где Фо^), Ф ^ ) ֊ произвольные анадитические функции в D— , a A0 ֊ произволь-
ное комплексное число, причем функции Ф 0 ^ ) , Ф1 (z) и A0 однозначно определя-

u(z) 
представить в виде 

(3.2) Дц— \\Re (ao(t) (Фо(Н) + (1 — г2)Ф1 (rt) + A'rt)) — fo(t)\\Liр) = 0, 

(3.3) 

R Ит ՛ \ \Re (a1(t) ( t Ф ( r t ) — 2гФ^Н) + (1 — г^Ф^Н) + Aort)) — h(t)\\Li{p) = 0. 

A 
функций: 

Задача A* Найти аналитические в D— функции Ф 0 ^ ) , Ф ^ ) и постоянную 
A0 так, чтобы выполнялись граничные условия (3.2), (3.3). 
Пусть Kj = ind a0(t), t e T, 

s ( z ) = ^ e x p ( ձ j 
1 I' d j (TК , J j ( z ) = e j e x P I I ՜ ~ d T I , j = 0 11 

dj (t) = ln (t 2 K> aj (t)a - 1(t)^j , t e T, j = exp | — — f jldT J . 
T 
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^ K ( / ) S(z) f f ( T - т) nTl d TI + 
( 3' 4 )  K ( / ՝ _ M — r J  aj(т)Sj(т)(т - z) + 

T 

( )n z n - 2K S j (z) Г / (т )(1 - т ) nz I dT I , _ D 

+  ( - 1 ) ^nr—Zn J т n - 2 Kjaj(т)S(т)(т - z ) , j _0 , 1 г  Z  в ' 
T 

Теорема 1. Пусть для заданных функции /o(t),/i(t) задача A имеет решение 
u(z). 
а) Если n - 2KO > -1, n - 2KI > -1, то u(z) представляется в виде (3.1), где 

So(z)Po(z) 
(3.5) $o(z) _ Ko (/o, z) - Ko (Re (Aotao(t)), z) + (1 - z)n  

(3.6) *!(z) _ 2-^'o(z) - 2 (Ki ( / i , z ) - Ki (Re (Aota1 (t)), z)) + , 

Pj (z) € Tn-2Kj, j _ 0,1, Ao - постоянная. 

б) Если хотя бы одно из чисел n - 2KO, n - 2KI меньше - 1 , то в случае n - 2KO < 
-1 
( Ղ f ( / o ( t ) -Re(Aptao(t)))(1 - t)n k 1 ( շ (3.7) „ 1 dt _0, k _0,1,..-(n - 2KO) - 2. ao(t)So(t) 

T 

u(z) представляется в виде (3.1), где Ф^ Փւ определяются формулами (3.5), 
(3.6), причем в (3.5) следует полагать Po(z) = 0. Соответственно, если n -
2к\ < -1, то 
(Ղ Г (h(t) - Re(Aotai(t)))(1 - t)n . 0 k 0 1 ( 2 ) 2 
(3.8) 1 dt _0, k _0, 1, ...,-(n - 2Ki) - 2 

J ai (t)Si(t) 
T 

и в (3.6) следует полагать Pi (z) = 0. 

Доказательство. Так как функции Ф ^ ) , Ф ^ ) и постоянная Ao удовлетворяют 
условиям (3.2), (3.3), то положив 

Re (ao(t) ^ o ( r t ) + (1 - r 2^i(rt) + Ao rt)) _ /or (t), 

Re (a i ( t ) ̂ ( r t ) - -ТФ^ТЬ) + (1 - г 2)ЬФ[(Н) + Aort)) _ / i r ( t ) , 

будем иметь 

Re (ao(t) ^ o ( r t ) + (1 - r 2^i(rt))) _ /or(t) - Re (Aortao(t)), 

Re (ai(t) (ЬФ'o(rt) - -ТФ^ТЬ) + (1 - r 2^'i(rt))) _ / i r ( t ) - Re (Aortai(t)). 
Предположим, что n - 2KO > 0, n - 2KI > 0. Применив лемму 3 относительно 

функции Ф0(rz) + (1 - r^'^^rz) получим 

Ф0(rz) + (1 - r 2)Фl(rz) _ 
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= Ko(/or՛ z) - Ko(Re (Aortao(t))՛ z) + ՚ 

(1 - z)n  

где Por (z) e Tn֊2Ko . Так как / o r ^ / o n Ь г(р) , то (1 - t) n/or ^ (1 - t)n/o 

в L1(T) . Переходя к предел у при r ^ 1 - 0 в последней формуле, получим 
(3.5). Аналогично, применив лемму 3 относительно функции zФ'0(rz) — 2rФ1(rz) + 
(1 - r 2)zФ'1(rz), получим (3.6). Утверждение а) теоремы доказано. Пусть теперь 
n - 2Ko < - 1 . Снова применяя лемму 3, получим Ф^т-z) + (1 - т^Ф^т^) = 
Ko(/or՛ z) - Ko(Re (Aortao(t))՛ z), причем, 

Г  ( / o r ( t )  -  R e ( A )Ha° m ( 1  -  t ) n tk dt =0՛ k = 0 , 1 - ( n - 2KO) - 2. 
ao(t)So(t) 

T 

Переходя к пределу при r ^ 1 - 0 и учитывая, что (1 - t) n/or ^ (1 - t)n/o по 
норме L 1(T), получаем (3.7). Анадогично полчаем уеловия (3.8) при n - 2к1 < 0. 
Теорема доказана. • 

Замечание 1. Условия (3.8) при n - 2Ko < -2 можно представить в виде 

Г / o ( t ) ( 1 - t)n к Г Re(Aotao(t))(1 - t)n k ( 2 

m a m  t  d t = (+)a (+)  t  d t՛  k = 0 ՛  1>---> - ( n  -  2KO )  -  2-
J ao(t)so(t) J ao(t)so(t) 
T T 

Пусть n - 2ko = -2. Тогда k = 0 и 

1 f Re(Aotao(t))(1 - t)n  

2n i Jt ao(t)So(t) 
dt = 

1 ( A l I' (1 - t)n dt + ճ լ Г tao(t)(1 - t)n ՝ 
2 ՝y2n i JT So(t) t 2niJT ao(t)So(t) J 

1 (  A o + Д r ս չ - t y n \ =1 ( A + A° . 
2 \ So(0) 2niJ S -(t) 2\ eo eo 

T 

Тем самым, если n - 2ko = -2 , то условие (3.7) можно представить в виде 

Г / o ( t ) ( 1 - t)n = 1 fAo + Ao 
2nd ao(t)So(t) 2\ eo eo 

T 

Если n - 2kO < -2 , то при k = 0 будем иметь 

_ լ r / o ( t ) ( 1 - t) ndt = Ao 
2nd ao(t)So(t) 2po' 

T 

при k = -(n - 2KO) - 2 

Г/o(t)(1 - t ) n t - ( n ֊ 2 K 0 ) ֊ 2 d t = 
2nd ao(t)So(t) 2j3o' 

T 
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а при остальных k _ 1, 2,..., - ( n - 2KO) - 3 

— [  Ш ( 1  -fT tk dt _0. 
2n i j ao(t)So(t) 

T 

Аналогично, если n - 2KI _ -2 , то условие (3.8) можно представить в виде 

1 Г  / i ( t ) ( 1  -  t ) n tkdt ( A + A 
2niJ ai(t)Si(t) 2\ pi 

T 

Если n - 2K1 < - 2 , то при k _ 0 будем иметь 

1 f /i(t)(1 - t) n_dt _ Ao 
2ni J ai(t)Si(t) 2вi 

T 

при k _ -(n - 2KI) - 2 

^ Г / i ( t ) ( 1 - t ) n t - ( n ֊ 2 K 0 ) ֊ 2 d t _ 

-2nd ai(t)Si(t) 2j3i' 
T 

а при остальных k _ 1, 2,..., -(n - 2KO) - 3 

֊ f Պ Հ  -fT tk dt _0. 
2ni J ai(t)Si(t) 

T 

Полученные соотношения нам понадобятся в дальнейшем. 
Из теоремы 1 следует, что если однородная задача A имеет решение, то при 
n - 2KO > -1, n - 2K1 > -1 ее можно представить в виде 
(3.9) uo(z) _ * o ( z ) + (1 - I z 1 2 ) ^ i ( z ) + Aot, 

So(z)Po(z) 
(3.10) *o (z ) _ -Ko (Re(Aotao(t)), z) + (1 - z)n  

(3.11) * i ( z ) _ -%(z) + -Ki (Re(Aotai(t)), z) + , 

Pj (z) € Tn-2Kj, j _ 0,1, Ao -произвольная постоянная. Введем следующее обо-
значение 

d d 
dz dz 

и представим функцию uo(z) в гаде uo(z) _ uoi(z) + uo2(z), где 

uoi(z) _ Aoz - Ko (Re(Aotao(t)), z) + 
+ ™ ^ i (Re(Aotai(t)),z) - d^-Ko (Re(Aotao(t)),z)^ , 

( ) So(z)Po(z) 2) (1 d (So(z)Po(z) \ + Si(z)Pi(z) \ 
u o 2 ( z ) _ (1 - z)n + ( 1  -  1  z  1 M շ dTz{ (1 - z)n ) + (1 - z)n . 
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Л е м м а 6. Функция uol(z) является решением однородной задачи A. 

Доказательство. По лемме 5 

d 
r—1—o"4 ' \ 1 4 4 o 1 4 ' п ' dz lm, , \\(1 - r՜2) ( Ki (Re(Aotai(t)),rt) -— Ko (Re(Aotao(t)),rt) | | L i p = 0՛ 

а по лемме 2 

lim \\Reao(t)Ko(ReAotao(t)) ,rt) - R e A o t a o ( t ) ) \ \ L i p =0. 
r — 1 — o 

Так как 

то получаем 

lim \ \Re(Aortao( t ) ) -ReAotao(t))\\L4p) = 0՛ 
r—> 1 — o 

lim \\R,e(ao(t)Ko(R,e A»tao(t))՛ rt) - Aort)\\Li(p) =0. 
r—1 — o 

uo1(z) 
duo1(rt) > >> 
— d r — =  u o 1 ( r , t ) +  u o 1 ( r , t ) ՛ 

uo1(r՛ t) = Aot - rK1(Re Aota1(t)՛ rt)՛ 
>> (1- r2) - > 

Vm(r՛ t) = 't((K1 (Re Aota^H)) 

-3(Ko(Re Aota1(t)՛ rt))') - rt(Ko(Re Aota^t)՛ rt)>>). 

Учитывая лемму 2, получаем 

l i ™ \ \ u > 0 > l ( r ՚ t ) \ \ լ l { p ) = 0 ՛  l i m n ^ձ՚՞՛աււ^) = 0 . 
r—>1 —o r—>1 —o 

• 
uo2 (z) 

(1.3), необходимо и достаточно, чтобы функция Po(z)(1 - z)—n была предста-
вима в виде Po(z)(1 - z) - ( n - 1 ), где Po(z) e Tn—2K0 — 1 . 

Доказательство. Согласно лемме 2 получаем 

d So(rt)Po(rt) d S1 (rt)P1(rt) 
lim (1 - r 2 ) 

r ֊ ^ ^ o + 

lim 
r—> Ю 

dz (1 - rt)n dz (1 - rt) 

So(rt)Po(rt) 

L 1(p) 

ao(t) = 0. 
L 1(p) (1 - rt)n  

Следовательно функция uo2(z) удовлетворяет однородному условию (1.2) для 
любых Po e Tn—2K0 ՛ P1 e Tn—2Kl. Далее имеем 

duo2(rt) = 1 - r2 d2 So(rt)Po(rt) 1 - r2 d S1(rt)P1(rt) 
dr = 2r dz2 ' I T - r t ^ + 2^dz 'IT-rt^ + 

n 
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1 - r 2 d So(rt)Po(rt) Si(rt)Pi(rt) 
+ — 2r . 

2r dz (1 - rt)n (1 - rt)n  

uo2 (z) 
ному условию (1.3) тогда и только тогда, когда 

? So(rt)Po(rt) 
lim (1 - r2) 

r ֊ ^ ^ o dz 2 (1 - rt) 

Последнее соотношение эквивалентно соотношению 

? Po(rt) 

_ 0. 
L 1(P) 

lim (1 - r2) 
r ֊ ^ ^ o 

So(rt) dz 2 (1 - rt)n  

L 1(P) 

Заметим, что 
d 2 Po(rt) Q(rt) 

dz 2 (1 - rt)n (1 - rt) n+2' 
где Q(z) - полином порядка n-2Ko+2. Пусть Po(z) _ ao+aiz +.. .+an-2K0n n - 2 K 0. 
Сумма коеффициентов многочлена Q(z) равнa n(n + 1)(ao + ai + . . . + an-2K0). 
Следовательно, если Q(z) представим в виде Q(z) _ Ao + Ai(1 - z) + ..., то 
получаем Ao _ Q(1) _ n(n + 1)(ao + ai + . . . + an ֊2K0) ш 

Q(rt) _ Ao + Ai + 
(1 - rt) n+ 2 (1 - rt) n+ 2 (1 - rt) n+ i  

Применяя лемму 4 заключаем, что Ao _ 0. Поэтому Po(z) делится на 1 - z. 
Положив Po(z) _ Po(z)(1 - z) - i получаем утверждение леммы. • 

Из теоремы 1 и лемм 6,7 следует: 

Теорема 2. а) Пусть а € (-1, 0Լ n - 2Ko > -1, n - 2K1 > -1. Тогда общее 
A 

(3 .12) uo(z) _ Ф o ( z ) + (1 - I z 1 2 ^ i ( z ) + Aot, 

где 
Фo(z) _ -Ko (Re(Aotao(t)), z) + So(z)Po(z), 

z 1 
Ф1(Z) _ շФ'o(z) + -Ki (Re(Aotai(t)), z) + Si(z)Pi(z), 

причем Po(z) € T-2k0, Pi(z) € T-2K1, a Ao - произвольная постоянная, 
б) Пусть а > 0 n - 2Ko > -1 n - 2K1 > -1. Тогда общее решение однородной 

A 
So(z)Po(z) Фo(z) _ - K o (Re(Aotao(t)),z) + (1 - z) i ֊ l 

Ф1(Z) _ 2^'o(z) + - Ki (Re(Aotai(t)),z) + , 

причем Po(z) € Tn-2K0-i, Pi(z) € Tn-2K1, a Ao - произвольная постоянная. 

0 
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Теорема 3. а) Если min{n - 2kO՛ n - 2к1} > -2 или min{n - 2kO՛ n - 2к1} = -2 и 
kO = к1} то однородная задача А имеет 4 + 2n - 2(kO + к1) линейно независимых 
решений. 
б) Если min{n - 2kO՛ n - 2к1} < -2, то однородная задача А имеет 4 + Ko + к1 

линейно независимых решений, где Kj = m&x{n - 2Kj - 1; -2}. 
в) Если n - 2kO = n - 2к1 = -2 и po = в2, то однородная задача А имеет одно 
нетривиальное решение. 

o 
нетривиальных решении. 
г) Если n - 2kO = n - 2к1 = -2 и в2 = в2, то однородная задача А не имеет 

А 
ние, то ее можно представить в виде (3.12). Нам следует установить, что функ-
ция (3.12) удовлетворяет однородным условиям (3.2), (3.3) для любых Po(z) e 
Tn—2K0 — 1, P1(z) e Tn—2к1- Так как по лемме 5 

l im (1 - r2) № 1 ( r t ) \ \ L 4 p ) = 0՛ l im (1 - r2) №(rt)\\L4p) = 0՛ 

r— 1—o r— 1—o 
то получаем 
(3.13) _ lirn o \\Re (ao(t^o(rt)) + Re (Aoiao(t))\\Li{p) 

r—1-o - — 1  ( t ) ) \ ^ (p) 

r—1-o 

(3.14) lim \\Re (a1(t) ^ ( r t ) - 2 Г Ф ^ Н ) ) ) + R e (Aoa(t))\\LHp) = 0. 

Решив эту систему относительно Ф^ Ф^, получим uo(z) = uo1(z) + uo2(z) , где 
функция uo2(z) содержит 2 + 2n - 2(kO + к1) произвольных действительных по-
стоянных, а функция uo1(z) - комплексную постоянную Ao, то есть две действи-
тельные постоянные. Пусть теперь одно из чисел n - 2kO, n - 2к1 равно -2. 
Предположим, что n - 2kO = -2. Тогда 

Г Re(Aotao(t))(1 - t)n t = 0 

J ao(t)So(t) 
T 

или 

Ao + Ao = 0. 
eo eo 

To есть 

(3.15) ReAoeo = 0. 

Если Ao = 0 удовлетворяет условию (3.15), то функция Ф|»^) определяется одно-
значно по формуле Ф|»^) = -Ko ^Re (Aotao(t))՛ z). В формуле (3.6) определения 
функции Ф ^ ) (/1(t) = 0) содержатся 2 + n - 2к1 произвольных действительных 
постоянных. Следовательно, однородная задача B имеет к1+2 линейно независи-
мых решений. Аналогично можно рассматривать случай, когда к1 = -2՛ кo > 0. 
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Утверждение а) теоремы доказано. Пусть теперь min{n — 2к0, n — 2к1} < —2. 
Предположим, что n — 2к0 < —2. Тогда для разрешимости задачи (3.13), (3.14) 
необходимы условия 

1 ГЦe(Aotao( t ) ) ( l — t)n k 0 k 0 1 ( 2 . 2 
— t d t = 0 , k = 0 , 1 , . . . , — ( n — 2 к о ) —  շ. 
2ni J ao(t)S0(t) 

T 

При k = 0 имеем 

Ao Г( 1 — t)n dt + A0 ftao(t)(1 — t)n dt = 0 

2nd tSo(t) 2nd ao (t)So(t) ' 
T T 

Так как ao(t)S+(t) = ao(t)S0 (t) , t £ ^ S o (z) на бесконечности имеет порядок 
2 K O , Т О 

( 1  —  t ) n dt = !  t ao ( t ) ( 1  —  t ) n dt = 0. 

Следовательно 

Так как 

J tS-(t) J ao(t)S+(t) 
T T 

Ao (1 — t)n  

—  — Л dt = 0. 
2nU tSo(t) 

T 

A [ (1 — t)n dt = 1 =0 

2Пг] tSo(t)  t = SoM = ' 
T 

то Ao = 0. Поэтому Ф0(z) = 0. Теперь, если n — 2K1 > —2,TO 

™ = i r W , 
где P1(z) £ Tn-2Kl и общее решение однородной задачи (3.13), (3.14) можно 
представить в виде 

u(z) = (1 

Если n — 2K1 < — 2, то имеем u(z) = 0. Если же n — 2K1 < —2, то как и прежде 
Ao = 0. Предположим, что n — 2KO > 0. Тогда Ф0(z) = S0(z)P0(z)(1 — z) - n, 
где Po(z) £ Tn-2K0. Подставляя Ф0(z) в выражение Ф1 (z), получаем Փ ւ^) = 
2 - 1z (So(z)Po(z)(1 — z) - n) . Если n > 0 , то Po(z) делится на 1 — z и получаем 

Ф ( )  z f  S o ( z ) P o ( z ) ՝ 
Ф 1 ( z ) = շ{(1 — z)n-l 

Po(z) £ Tn-2K0-i. Общее решение можно представить в виде 

u{z)= — |z|2)^ ( S o ( z ) P o ( z )  (1 — z)n -1  у 1 1 ՛շ V (1 — z)n  

Утверждение б) теоремы доказано. Пусть теперь n — 2KO = n — 2K1 = —2. Если 
Ao = 0, то Ф 0 (z) = Ф^) = 0 и u(z) = 0. Поэтому будем предполагать, что 
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Ao = 0. Так как /o(t) = /1(t) = 0, то согласно замечанию к теореме 1, число Ao 

удовлетворяет условиям 

A + A = 0՛ Ao + A = 0. 
eo eo в1 в1 

Эти условия эквивалентны условию во = в2- Общее решение однородной задачи 
(3.13), (3.14) можно представить в виде 

u(z) = Фo(z) + (1 - zz^(z)՛ 

Фo(z) = -Ko (Re (Aotao(t))՛ z) ՛ 
z 1 

Ф ^ ) = ^ ( z ) + 2К1 (Re ( A o t a ^ t ) ) ^ ) ՛ 

Ao удовлетворяет условию (3.15) (либо R e A ^ = 0). Если в2 = в1 > тогда Ao = 0, 
следовательно Ф0(z) = Ф1(z) = 0 и u(z) = 0. Теорема доказана. • 

Теорема 4. А) Если min{n - 2KO՛ n - 2к1} > -2 или min{n - 2к»՛ n - 2к1} = -2 
лишь при кo = к1} то задача А имеет решение для любых функции / ՛ / 1 e 
L 1(p). 
б) Если min{n - 2KO՛ n - 2к1} < -2, то для разрешимости задачи А необходимо 
и достаточно, чтобы функции /o и /1 удовлетворяли -4 + к'» + к[ линейно 
независимым условиям, где Kj = m&x{n - 2Kj; 2 } ՛ յ = 0՛ 1. 
в) Если n - 2KO = n - 2к1 = -2 и во = в2, то задача А разрешима для любых 
функций  / o ,  / 1  e  լ 1 ( բ ) . 
г) Если n - 2KO = n - 2к1 = -2 и в2 = в1 > Т О для разрешимости задачи А необ-

/ o  / 1 
условию. 

Доказательство. Пусть min{n - - 2к1} > -2. Рассмотрим функцию 

(3.16) u(z) = Фo(z) + (1 -\z\ 2^1 (z)՛ 

(3.17) Фo(z )= Ko ( / o ՛ 

(3.18) Ф1(z) = 2—1 ^ o ( z ) - K1 ( / 1 ՛ z)). 

Так как в силу леммы 2 

Inn Р е ao(t)Ko(/o; rt) - / o ( t ) \ \ L i м = 0՛ r—>1 —o 

u(z) 
d u ( r t ) = (1 2 • 

dr 
(1 - r2)t (Ko ( / o ; rt)) + rK1(/1; rt)+ 
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1 

+ 1(1 - r2)t ((Ko ( / o ; rt)) + rt (ko ( / o ; rt)) - (K1 ( / 1 ; rt))'՝) . 

Применив снова лемму 2 будем иметь 

lim р е a1(t)K1(/1; rt) - Ш\\„{р) =0՛ r—>1 —o 

а остальные слагаемые функции в силу леммы 5, стремятся к нулю в 
L 1(p) Тем самым u(z) удовлетворяет (1.3). Следовательно теорема при min{n -
2KO՛ n - 2к\} > -2 доказана. Пусть теперь n - 2KO = -2՛ n - 2к1 > -2. Согласно 
замечанию к теореме 1, для разрешимости задачи A необходимо условие 

ГЧ1 Q՝i [ / o ( t ) ( i - t) ndt = 1 ( ^ + Ao 

1  ; '2пг)т ao(t)So(t) 2\ fa Po 
Поэтому, если / o (t) e L1(p) - произвольная функция, то число Ao выберем так, A 

u(z) = Фo(z) + (1 - \z\ 2)^1(z) + Aoz՛ 

где Ф|э и Ф1 определяются соответственно формулами (3.5) и (3.6), a Ao - из (3.19). 
Аналогично рассматривается случай n - 2KO > -2, n - 2к1 = -2. Утверждение 
а) теоремы доказано. 
Пусть теперь min{n - 2KO՛Ո - 2к\} < -2 и пусть n - 2KO < -2, n - 2к1 < -2. 

A o 

(ч ^ - ! _ [ / o ( t ) ( i - t) ndt = Ao 
(  j 2nd ao(t)So(t)  d t = J0 • 

T 

Из этого равенства следует, что 

f / o ( t ) ( 1 - t) nt— ( n — 2 K 0 ) — 2 = Ao 
2nd ao(t)So(t)  (  ) po • 

T 

Следовательно, учитывая замечание к теореме 1, получаем, что для разреши-
мости задачи A необходимо, чтобы функция / o удовлетворяла -(n - 2KO) - 3 

A o 
A 

ция /1 удовлетворяла -(n - 2к1) - 1 линейно независимым условиям. Всего 
получаем -4 - 2n + 2(KO + к1) линейно независимых условий на функции /o 

/ 1 

u(z) = Фс)^) + (1 - \z\ 2)Ф1(z) + Aoz, где Փւ] и Ф1 определяются формулами (3.5) и 
A o 

Теперь предположим, что n - 2KO = n - 2к1 = -2. Тогда получаем 
1 Г / o ( t ) ( 1 - t)n  

2ni J ao(t)So(t) T o 
-dt = Re(Aoeo) 
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1 Г fi(t)(1 — t)n  

2nd ai(t)S1 (t)  d t =  R e ( A o ( 3 l ). 
T 

Если ք32 = pi, то Ao можно выбирать так, чтобы выполнялись оба условия. 
Поэтому в этом случае, задача A разрешима для любых функций f0(t), f1(t). 
Если = (Յ շ, то Ao определяется по одному из равенств (3.15), при этом второе 

f0 
или f 1 . Теорема доказана. • 

Abstract . The paper investigates a Riemann-Hilbert type problem for second 
order nonregular elliptic equation in weighted spaces. It is established that the number 
of linearly independent solutions of the homogeneous problem and the number of 
conditions on the boundary functions depend not only on the order of singularity of 
the weight function and coefficient indices of the considered problem, but also on the 
behavior of these functions at singular points. 
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Н Е ^ - Д О П У С Т И М Ы Е Н О Р М А Л Ь Н Ы Е П О Д Г Р У П П Ы 
С В О Б О Д Н Ы Х Б Е Р Н С А Й Д О В Ы Х Г Р У П П 

В. С. А Т А Б Е К Я Н 

Ереванский государственный университет 
E-mail: avarujan@ysu.am 

АННОТАЦИЯ. В работе для произвольного нечетного n > 1003 и для произ-
вольного автоморфизма <ք свободной бернсайдовой группы B(m,n) найдено 
достаточное условие для существования не ^-допустимой нормальной под-
группы группы B(m, n). В частности, если автоморфизм <р - нормальный, 
то для любого базиса {ai, «շ , ...,am } группы B(m, n) существует такое целое 
число k, что каждый базисный элемент ai сопряжен с ip(ai)k. 

M S C 2 0 0 0 n u m b e r : 20F50, 20F05, 20Е36 
К л ю ч е в ы е с л о в а : Свободная бернсайдова группа, нормальный автоморфизм, 
^-допустимая подгруппа, неабелевая простая группа. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Обозначим через B(m, n) фактор-группу  Fm/pn, где Fm - абсолютно свобод-

ная группа произвольного (конечного или бесконечного) ранга m, a FՈ - под-

n n 

элементов из Fm. Группa B (m, n) свободна в многообразии всех n-периодических 

групп и называется свободной периодической или свободной бернсайдовой груп-

n m 

что для всех нечетных n > 665 и m > 2 групп a B(m,n) бесконечна (решение 

проблемы Бернсайда). 

Доказательство бесконечности групп B(m, n) ^^и нечетных n > 665 основано 

на полной классификации периодических и приведенных слов рангов а, которая 

дана в работах [1], [2]. Известно, что развитая в [1], [2] теория открыла путь к 

решению многих неподдававщихся долгое время трудных проблем теории групп. 

В совместной статье А. Ю. Ольшанского и С. В. Иванова [3] и в статье С. И. 

Адянэ. [4] дан обзор дальнейших достижений в теории бернсайдовых групп. Сре-

ди последних следует подчеркнуть доказательство бесконечности групп B(m, n) 

для четных показателей n, полученное С. В. Ивановым в [5] (для всех n > 24 8 

делящихся на 29) и И. Г. Лысенком в [6] (для всех n > 8000 делящихся на 16). 
21 
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Одним из мало изученных задач в этой области есть проблема, поставленная 

А. Ю. Ольшанским в 1980 году: "Пусть п - достаточно большое нечетное число. 

Описать автоморфизмы свободной бернсайдовой группы B(m, п)" (см [7], вопрос 

8.53.а)). Лишь сравнительно недавно Е. А. Черепановым опубликованы работы 

[8-9], нацеленные на исследование групп автоморфизмов Aut(Bm,n). А именно: 

• в статье [8], доказывается, что при m > 2 и для всех нечетных п > 1010, а 

также для всех четных п > 8000 делящихся на 24 , групп a Aut(Bm, п) содержит 

свободную подполугруппу ранга 2, 

• в [9] доказывается, что при всех достаточно больших нечетных п (n > 1078) 

каждый нормальный автоморфизм группы В^,п) - внутренний. 

Напоминаем, что автоморфизм ( г р у п п ы G называется н о р м а л ь н ы м , если 

((N) = N для любой нормальной подгруппы N группы G. 

Определение 1. Пусть G - произвольная группа и ( G Aut(G) - некий ав-

томорфизм группы G. Подгруппа H группы G называется (-допустимой, если 

((H) = H. 

При нормальном автоморфизме ( G Aut(G) любая нормальная подгруппа 

данной группы G (допустима и наоборот. Ясно, что если N теть (-допустимая 

нормальная подгруппа группы G, то автоморфизм ( индуцирует некий автомор-

физм фактор группы ^/N- Множество всех нормальных автоморфизмов данной 

группы G есть подгруппа группы Aut(G), содержащая все внутренние автомор-

G 

Наша основная цель - доказать следующую теорему. 

Т е о р е м а 1. Пусть п > 1003 - произвольное нечетное число и ( - автоморфизм 

свободной бернсайдовой группы В^,п) ранг a m с базисом {ai, a2,...}. Если для 

некоторого i элемент ((ai) не сопряжен в B(m, п) со степенями базисного эле-

мента ai, то существует нормальная подгруппа N группы B(m, п), такая что: 

1. подгруппа N не (-допустима, 

2. фактор-группа B(m,n)/N - простая неабелевая группа, 
3. для любого j элемент aj имеет прядок п в группе B(m,n)/N. 

Из пункта 1 теоремы 1 следует, что если ( ֊ произвольный нормальный автомор-

физм группы B(m, п), то для любого базиса {a1: a2,...} и для любого i существу-

ют целое число ki и элемент bi G B(m, п) такие, что ((ai) = biak ib-1. Поскольку 

вместе с {a1: a2,...} базисом является и система порождающих { a i • a2, a2,...}, 
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то для некоторого числа k и некоторого элемента b G B(m,n) имеет место 

p(a1 • a2) = b(a1 • a2)кb՜1. Отсюда следует, что b i a b 1 - 1 • Ь2а%2b՜1 = b(a1 • a2)kb - 1. 

B(m, n) 

ленно получаем k1 = k2 = k. Таким образом справедливо 

Следствие 1. Пусть n > 1003 - произвольное нечетное число и p - нормальный 

автоморфизм свободной бернсайдовой группы B(m,n). Тогда для любого бази-

са {a1: a2,..., am} группы B (m, n) существует такое целое число k, что p(ai) 

сопряжен с ak для любо го i. 

Отметим также, что теорема 1 усиливает следующий результат А. Ю . Олыпан-

B(m, n) 

ного периода n (n > 107 8) с базисом {a1, a2, ...} и слово v = v(a1, a2, ..., am) не 

сопряжено в B(m, n) со степенями порождающих a1: a2, ..., то существует неабе-

левая простая фактор-группа  B (m,n)/N такая, что канонический образ порож-

a1  B ( m , n ) / N n v a1 

тельно произвольного автоморфизма группы  B ( m , n ) / N (см. лемму 2.3 работы 

[Ю]). 

В дальнейшем изложении мы без специальных ссылок будем использовать 

обозначения и терминологию монографии [2] и статьи [11]. 

2. П О С Т Р О Е Н И Е Н Е А Б Е Л Е В О Й ПРОСТОЙ Г Р У П П Ы . 

Пусть n > 1003 ֊ произвольное нечетное число и p - автоморфизм свободной 

бернсайдовой группы B(m, n) с бдаисом {a1, a2,..., am} и для некоторого i эле-

мент p (a j ) не сопряжен в B(m, n) со степенями ai. Не умоляя общности можно 

i = 1 . v(a1 , a2 , ... , am ) 

{a1: a2, ..., a m } , что p(a1) = v(a1: a2, ..., am) в групne B(m, n) 

Модифицируем конструкцию бесконечной группы с циклическими подгруп-

пами из работы С. И. Адяна и И. Г. Лысенка [11] для получения нормальной 

N B(m, n) 

Пусть B(m,n, 0) свободная группа с порождающими a1: a2, ...,am. Для вся-

кого натурального в > 0 через B(m,n,fi) обозначим группу с теми ж е образу-

ющими и с системой определяющих соотношений {An = 1, где A G | J Ei} (см. 
i<e 

[2], VI.2.2). Положим a ^ a ^ b ^ a2. В дальнейшем запись X = Y означает 

графическое равенство слов X и Y. 
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Согласно VI.2.4 и VI.1.2 из [2], для слова v = v(a1, a2, ..., am) можно указать 

такое слово S и такой элементарный период E некоторого ранга Y0 < в + 1, что 

слово Eq входит в некоторое слово из класса M Y0-1 и при некотором 

п + 1 
0 <r <—շ + 46 

выполнено соотношение 
В(т,п,в) r 

(2.1) v(a1, a2, ...,am) = SE S . 

По условию теоремы 1, E = О± в группе B(m, п). Фиксируем указанный эле-

ментарный период E ранга 70. При а = 0 , 1, 2, ..., 70 полагаем Г а ^ B(m, п, а). 

Предположим, что а > դ0 и группы Г ^ и 6 < а уже определены. Пусть Ф а 

есть множество всех элементарных периодов С ранга а — 1, удовлетворяющих 

соотношению 

С  a=2 A - dZ-1 B - dZ AdZ - 1 AdZ 

где A и B - минимизированные элементарные периоды некоторых рангов 7 и в, 

Z G Ma-2,Y < в < а — 2,d = 191 (см.§1 в [11]). Через П а обозначим множество 

всех тех приведенных форм коммутаторов (см. определение 3.1 работы [11]) 

[E d , Z - 1 EdZ] = E - d Z - 1 E - dZ EdZ-1 EdZ, 

которые принадлежат множеству Ф а , где E - указанный выше элементарный 

период ранга 70, a Z - произвольное слово из множества M a - 2 (вообще говоря, 

множество П а для данного а может быть и пустым). Пусть П а такое подмно-

жество множества П а , ^^о каждый эле мент С G П а в гр уппе Г а - 2 

одному и только одному слову D такому, что D G П а или D - 1 G П а . Подмноже-

ство Ф а С Ф а выберем так, чтобы выполнялись следующие два условия: 

1. Па С Фа , 

2. каждый элемент С G Ф а в гр уппе Г а - 2 одному и только одному 

слову D такому, что D G Ф а или D - 1 G Ф а . 

Через Ф а обозначим множество слов, содержащее для каждого периода С G 

Ф а ровно два слова 

(2.2) С200AС200A2 ••• An -1 С200a, 

(2.3) С270AC270A2 ••• An -1d270b, 

а для каждого периода С G П а еще одно слово 

(2.4) C340AC340A2 • • • An -3C340An -1C340A, 



НЕ ^ - Д О П У С Т И М Ы Е Н О Р М А Л Ь Н Ы Е П О Д Г Р У П П Ы ... 25 

где A ֊ какой-нибудь фиксированный для данного C e Ф а элементарный период, 

участвующий в соотношении C = A - dZ -1 B - dZAdZ -1 AdZ. 

В качестве группы Г а возьмем группу 

(2.5) Га ^ / a1,a2,...am | R = 1 , F = 1,R e J £թ, F e J ф Л , 
\ в<а в<а / 

Г 

| R = 1, F = 1, R e J Ee, F e J ФП . 
в>0 в>Т0 + 1 / 

(2.6) Г a 1 , a 2 , . . . a m | R = 1, F = 1, R e Ա ,F € լ յ փ^ 
в>0 Բ>Դ0 + 1 

Г 

Г 

остаются в силе. Дополнительно возникают изменения в формулировке и дока-

зательстве леммы 4.1 из [11J в связи с новыми определяющими соотношениями 

вида (2.4). А именно, в формулировке леммы 4.1 необходимо: 

1. в первом предложении отрывок "...к = 200 и x = a для F вида (2.2), 

к = 300 и x = b для F вида (2.3)" заменить на " . . . k = 200 и x = a для F вида 
(2.2), k = 270 и x = b для F вида (2.3) и k = 340 и x = A дая F вида (2.4)", 

2. последнее предложение заменить на предложение "Кроме того, для каждой 

пары слов (2.2) и (2.3) и для каждой тройки слов (2.2), (2-3) и (2.4), соответству-

ющих данному периоду C e Ф а , два указанных слова H и, соответственно, три 

указанных слова H можно выбрать так, чтобы соответствующие им периоды D 

и слова uj при 1 < i < n — 1 были одинаковы". 

F 

F 

заменив лишь слово vn, определенное соотношением (4.5) из [11J словом vn ^ 

G29 [G, A1, GjoG 2 9 , а ссылки на лемму 3.6 из [11] заменить ссылками на лемму 3.5 

из [11]. 

В соответствии с изменениями в лемме 4.1 работы [11], естественным образом 

меняются и множества H а . Указанные изменения влекут за собой очевидные 

изменения там, где используется лемма 4.1 из [11] и там, где рассматриваются 

элементы множества H а . 

Г Га 

ливы все леммы из §2 ֊ §7 работы [11], в том числе - лемма 4.1 с указанными 

выше поправками, а также леммы 1, 4 и 5 работы [12]. Поэтому спроведлива 
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Г 

п 

3. К О М М У Т А Т О Р Ы 

В этом параграфе собраны те леммы, которые носят общий характер и спра-

ведливы не только для групп Г а и Г, построенных выше, но и для любой группы 

Г а и Г, построенной в работах [11-13]. В частности, на протяжении этого парагра-

ф а под словом "ранг" можно подразумевать ранг в смысле любой из указанной 

группы. 

Следующая лемма доказывается точно также, как лемма 4 работы [13]. 

Л е м м а 2. Если A ֊ элементарны,й период некоторого ранга, \Ad, Z - 1 AdZ] = 1 
в Г и коммутаторы \Ad, Z  1 AdZ] Ad z  1 - 1 AdZ' Г 

то для некоторых целых чисел u и v или Z' A  dZ ' = Au Z 1 A  dZ Av, или 

Z ' A - d Z ' - 1 = Au Z - 1 AdZAv. 

Л е м м а 3. При 1 < | k | <  n - и 6 = ± 1 каждый из коммутаторов 

[ak, b - 9 S ak b 9 S ] = a - k b - 9 S a - k b9S ak b - 9 S ak b9S, 

является минимизированным элементарным периодом ранга 2. 

Доказательство. Пусть 6 = 1. Очевидно, Пер(2, [ak, b - 9 ak b9]) непусто. При 

1 < Ikl < q — 1 в слова a - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9 не входят активные вхож-

дения, а при q < | k I <  n - активными являются все ядра ранга 1 с основа-

ми a±k. Отсюда и из вида слов [ak, b - 9 ak b9] следует, что для произвольно-

го периода B ранга 2 и любьк порождающих вхождений V и W в целые сло-

ва У G Ц е л ( Х , 2, [ak, b - 9 ak b9]) и Y1 ^ е л ( ^ 1 , 2, B) из В з Н о р м ^ , W) и 

12(W) > 9 следует P2 , в (X1) = P2, [ak}b-9 ak b 9](X) = ^ и 1 < | k | < 8 и 

P2, [a k, b-9 ak b9](X) = 8 = p2, B 9 < | k | <  n f 1 . Поэтому, согласно 1.4.10 

[2], слова [ak, b - 9 ak b9] являются элементарными периодами ранга 2. Посколь-

ку, очевидно, \ak, b - 9 ak b 9 ] q G M2 щуш. 1 < | k | < , то каждый из периодов 

[ak, b - 9 ak b 9] ранга 2 минимизирован (см. определение 2.2 [11]). Случай 6 = —1 

рассматривается аналогично. • 

Л е м м а 4. Пусть A u B - минимизированные элементарные периоды рангов Y 

ив (Y < в) и Z G M в-1. Тогда если коммутатор [ak, b - 9 S ak b9Й] сопряжен 

в группе B^m/p.) с коммутатором \Ad, Z -1 BdZ] , где 6 = 1 < | k | < 
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то к = ±d, A = a e, B = օՒ, где е, բ = ± 1 и слова [ak, b - 9 S ak b9Й] и 

\Ad, Z - 1 BdZ] сопряжены в группе B(m,n, 1). Аналогичное заключение верно 

и при сопряженности коммутаторов [ak, b - 9 S ak b 9Й] 1 и \Ad, Z - 1 BdZ] . 

Доказательство. Сначала заметим, что леммы 3.2, 7.2 и 6.6 из [11] остаются 

справедливыми, если в их формулировках и доказательствах эквивалентность в 

ранге а заменить на эквивалентность в смысле монографии [2], а равенство слов 

в группе Г а заменить на равенство в группе B(m,n,a). По лемме 3 достаточно 

рассматривать случай \Ad, Z - 1 BdZ] = 1 в группе B(m,n). В силу VI.2.4 и 

IV.3.12 из [2] можно считать, что Z e M а Ո Аа+1 для некоторого а > թ. По 

лемме 3.2 из [11] найдем приведенную форму G коммутатора \Ad, Z - 1 BdZ], 

Согласно лемме 7.2 из [11], G - элементарный период некоторого ранга А > Y + 1. 

Пусть 6 = 1 (случай 6 = —1 рассматривается совершенно аналогично). Если 

[ak, b - 9 ak b 9] и [A d , Z - 1 BdZ] сопряжены в группе B(m, n, а), то, как следует 

из определения 3.1 работы [11], в B(m, n, а) сопряжены также [ak, b - 9 ak b 9] и 

G. В силу лемм 3 и 6.6 из [11], А = 2 , Y = в = 1 и периоды [ak, b - 9 ak b 9] и G 

сопряжены в ранге 1. 

Согласно IV.1.4 из [2], для произвольного вхождения V с основой Ad в целое 

слово G 3 0 ранга 2, где A1 - циклический сдвиг элементарного периода A ранга 1, 

выбранный согласно определению 3.1 работы [11], можно найти U e Я(1, G 3 0 ) , 

что Corai(V, U). Пусть вхождение V выбрано так, что U ֊ опорное ядро слова 

G30 . В силу IV.1.7 из [2] для некоторого натурального r > d — 44 имеем O C H ( U ) = 

A2 A1A3, где A3 ֊ ^^^ало , a A2 - конец слова A1. Применим лемму 2.7 работы [11]. 

Поскольку r > 9 и в X1 e Пер (2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) активными в ранге 1 могут 

быть лишь вхождения с основами a1՜՛ (при | k | > ^ и 111 > ^ խ в X 1 не могут 

входить элементарные 10-степени ранга 1, кроме a1 (при | к | > 9 я 111 > 10 ), то 

получаем, что A2A r1A3 = a±k±n1, где 1 < | к | < Тем самым, A1 = a±1, и 

поэтому A = a±1. Аналогичным образом показывается, что B = о^1. 

G 

порождающее вхождение ранга 2 вида GWG1 * a r i S2adS-1 a r 2 * G 2 G 1 9 в стово G30, 

где G = G1a r iS2adS-1a r 2G2. По лемме 2.7 из [11], можно указать такое порож-

дающее вхождение R * a r i S2adS-1a r 2 * S в слово Y1 e Ц е л ( X 1 , 2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) , 

что ВзПорм 1 ( G 1 0 G 1 * a ri S2adS - 1a r2 * G2G19, R * a ri S2adS - 1a r 2 * S). И опять, по-

скольку активными вхождениями ранга 1 в слово X1 e Пер (2, [ak, b - 9 ak b 9 ] ) 

могут быть лишь вхождения с основами a1 (пр и | к | > ^ и 111> q ), получаем, 



28 В. С. А Т А В Е К Я Н 

что k = ±d. Случай, когда слово G имеет вид (3.1) работы [11], рассматривается 

аналогичным образом. 

Наконец, случай когда сопряжены слова [a k , b - 9 S ak b 1 и [Ad, Z - 1 BdZ] 

• 

Л е м м а 5. (Ср. с леммами 3.5 и 3.6 из D= ak, b 9S ak b  9Й], где 

1 < | k | < ո 2 1 и 6 = ±1. Для любого t, где 1 < t < п — 1, определим 

՛ _ t Г a - kb - 9 S a - k b9S a2k b - 9 S ak b9S, t = k 
Ut  -  [D'  a , D ] 0 = \ D a t - k b - 9 S a - k b9S ak b - 9 S ak b9S, t = k 

ut ut ' 

t — k 2k 

п 

Dq ut Dq G M1 

(b) ^CoiA(*Dq * ut Dq, Dq ut * Dq*); всякое вхождение элементарной q -

степени ранга 2 в слово Dq ut Dq согласовано с *Dq * ut Dq или Dq ut * Dq*; 

Dq ut Dq  

*Dq * ut Dq *Dq * ut Dq  

(соответственно влево) не более чем на 2 участка ранга 2. 

Доказательство. Пусть 6 = 1. Пункт (а) немедленно следует из определения 

ut D 

G D 

Y = в = а — 2 = Լ A1 = a±1. 

t=k 

a - k*b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq*a t - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq G Hopм(2, Dqu't Dq, q+1) 

и, очевидно, любое его продолжение содержится во вхождении 

*Dq+1 a t - k * b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9Dq, 

t=k 

t=k 

-k , 1,-9 -k 7,9 k т.-9 k т9 n q - 1 -Խ -9 -k 7,9 k , k ,-9 k i9 n q _ a * b a b a b a b D4 a b a b a * a b a b D4 G 

G Hopм(2, Dq u't Dq, q + 1) 

и любое его продолжение содержится во вхождении 

*Dqa - kb - 9 a - k b9 ak * ak b - 9 ak b9 Dq. 
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Аналогично рассматривается случай 6 = — 1. Лемма доказана. • 

Л е м м а 6. (Ср. с леммой 4-1 из [11]) Пусть 

F ^ [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a1 [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a21 ••• a ( n - 1 ) 1 [ak, b - 9 S ak b  9 S  ] S a1, 

где 1 < | к |, 111 < Щ - 1, 6 = ±1 и (t, n) = 1,q + 2 < s <  n - — 2. Тогда F 

сопряжено в группе Г 1 некоторому слову H вида 

(3 .1) H = D rU1D ru2 ••• Un-1D run, 

где D = [ak, b - 9 S ak b 9 г ] - элементарный период ранга 2, r = s — 2 и для указан-

H 

(А) если V e Я(2, H)ПАкт,(2, H) или V eMaKcHopM(2, H, 9) , тoV согласо-
D r H 

r + 1 < l2(V) <r + 5, 

D r H1 t > 0 

не согласованы, 

(C) слово D rUiD r при любом 1 < i < n не содержит, нормированных вхож-

дений элементарных 9-степеней ранга 3 

(D) при 1 < i,l < n — 1 и любых s,t и.з щ = D su^D1 следует, i = l, 

(E) H e M2. 

Доказательство. К а к и в предыдущих леммах, достаточно рассматривать слу-

чай 6 = 1. По лемме 3, D = [ak, b - 9 ak b9] ֊ элементарный период ранга 2. 

Рассмотрим слова Vi ^ Da11 D = D a l 1 - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b ^ H 1 < i < n — 1, 

и vn ^ Da1 D ^ v1. Заменив в словах D a i 1 - k b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9 показатели 

i •t — к своими абсолютно наименьшими вычетами ti по модулю n и произведя все-

vi 

и,.. Поскольку (t, n) = 1, с у щ е с т в ^ т единственное целое число j e [1, n — 1], 

для которого j • t — к = 0 (modn) . Тогда Uj = a - kb - 9 a - k b9 a1 j b - 9 ak b9. При 

i = j получим щ = D a1 i b - 9 a - k b9 ak b - 9 ak b9. Окончательно получим, что 

1 <| Կ | <  n - 1 и Vi = u ^ i 1 < i < n (по определению tn = 11). Положим 

H ^ D  ru1D  ru2 • • • un-1D  run. 

Из определения слова H следует, что H = D - 1 F D. 

Заметим, что в слове H = D  ru1D  ru2 • • • un-1D  run активными в ранге 1 могут 

быть лишь вхождения, согласованные с вхождениями с основами a ± k или a1 i  
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(если |k| > q или | ti | > q). Поэтому, в силу неравенств 1 < | k |, | ti | <  Ո - -1, для 

любого t > 0 имеем H t G M 1 и D r u i D r G M ^ и 1 < i < п. Из леммы 5 и 

из II.6.6 и II. 6.7 работы [2] получаем, что слово H не содержит элементарных 

r + 5 -степеней ранга 2, и, следовательно, H G M2. Тем самым справедливо 

утверждение (Е). 

Докажем (А). Из той же леммы 5 (b), (d) и из II.6.6 и II.6.7 работы [2] следует, 

что любое активное ядро V G Я ( 2 , H) согласовано с одним из вхождений с 
D r H 

H = D  r D1a t 1 D2 D  r D3a t 2 • • • a t n - 2 D 2 - D  r D2n-3a t n - 1 D 2 - D  r D2n-1a t n D2n, 

где для любого натурального s G [1, п] слово D2s-1 есть начало слова D кон-

чающиеся на b9, a D2s - конец слова D, начинающиеся на b - 9. Поскольку при 

1 < s < п имеем ts = —k (mod п), то каждое из вхождений 

Us - D  r D1a t 1 ••• a t s * D2S D  r D2s+1 * a t s+1 • • • a t n - 1 D2n-2D  r D2n-1 a t n  

устойчиво при повороте произвольного активного вхождения согласованного с 

некоторым Ut,r%et = s, или с *D rD1 *a t 1 ••• a t sD2sD rD2s+1a t s+1 ••• D2n-1a t nD2n. 

Более того, согласно 1.4.13 из [2J при 1 < s < п — 1 имеем Us G Норм(2, H, r + 1). 

V H 

U s или если V G МаксНорм (2 , H, 9^, то оно содержит Us. В силу леммы 5.(d) 

получаем r — 2 < l2(Us) < l2(V) < r + 2, что доказывает условие (А). 

Докажем (D). При 1 < i,l < п — 1 предположение ui = D  suiDt немедленно 

приводит к эквивалентности ul ^ D  su,iDt. Так как каждый поворот ранга 1 в 

словах щи D  suiDt не меняет количество ядер р анга 1, то s = t = 0. По той же 

причине, с учетом того, что при i = l выполнено ti = t l ( m o d п) (ибо (t, п) = 1), 

эквивалентность ul ^ ui возможно только при i = l, что доказывает (D). 

Условия (В) и (С) непосредственно следуют из пунктов (Ь) и (с) леммы 5. 

• 

Л е м м а 7. (Ср. с леммой 4-4  и з [Н])  а) Пусть P * E * Q - вхождение в слово 

H = D ru,1 D ru,2 • • • un_ 1 D r u n , 

определенное равенством (3.1) леммы 6, R * E * S - нормальная квазиэлемен-

тарная 9-степень ранг 

H1 G и имеет вид 

2 s тарная 9-степень ранга 3 в слово Y ~ Hf и ВзНорм2(Р * E * Q, R * E * S), где 

D r u\ D r Հ-- -u' D r uL 
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D 
D1 

2 

b) Пусть P * E * Q и R * E * S - вхождения в слова H1 и Y ~ Hs соответ-

H 

P * E * Q 

активных ядер ранга 2 и P * E * Q e Пр а в(2, H1), то 

CoomH±i (P * E * Q, f2(R * E * S; Y, H s) и ВзНорм2(Р * E * Q, R * E * S). 

H H1 

и леммы 4.1 из [11] соответственно. В силу этого можем буквально повторить 

Г1 

D e и D b 

Пункт Ь) доказывается точно так, как вторая часть леммы 4.4 (см. страницу 

• 

H 

(3.1) леммы 6, не входят, нормированные элементарные 9-степени ранга 3. 

Доказывается точно так, как пункт (а) леммы 4.5 из [11], только ссылку на 

лемму 4.4 надо заменить ссылкой на лемму 7Ъ. 

4 . А Б С О Л Ю Т Н О П Р И В Е Д Е Н Н Ы Е СЛОВА СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

Леммы 9-11 касаются только групп, построенных в параграфе 2. 

Л е м м а 9. При s = 340 в слово H, определенное соотношением (3.1) леммы 6, 

не входят, нормированные квазиэлементарные 9-степени ранга 3. 

P*E*Q 

H = D ru,1 D ru,2 • • • un-1D run, 

где r = s — 2 = 338, R * E * S - нормальная квазиэлементарная 9-степень ранга 3 
2 s 

в слово Y ~ Hf и ВзНоpM 2 (P * E * Q, R * E * S). В силу леммы 4.3 из [11], можно 

считать, что H1 e и H1 = D{ u'Dl u'2 • • • u'n-1D[ u'n. Пусть V, (1 < i < 9) ֊ 

R*E*S 

В силу условий (А) и (В) леммы 4.1 из [11], ядра W\ ^ f2(Vi; Y, H{) согласованы 

D1 H1s  

лежат прослойки u'k+i• Очевидно, 1 < к + 1, к + 2, к + 3 < n. 
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Из ВзНорм 2 (Р * E * Q, R * E * S) в силу IV.3.3 работы [2] следует, что 

Ui — R * E * S, P * E * Q) е Я(2, H) Ո AKT(2, H). 

По условию (А) леммы 7 имеем 339 < l2(Uk+2) < 343, a no II.5.1 [2j, l2(Uk+2) = 

h(Vk+2). Согласно (4.7) из [11], q+42 < h(Wk+2) < r' ֊2+29+14+67+4 < ^ ֊ 4 3 . 

Поэтому, в силу IV.2.12 из [2], Род(Vk+2, Wk+2) и h(Wk+2) = h(Vk+2)- Значит 

h(Vk+2) < r' ֊ 2 + 2 9 + 14 + 67 + 4. Поскольку при r' = 200 ֊ 60 или r' = 270 ֊ 60 

имеем r' ֊ 2 + 29 + 14 + 67 + 4 < 339, то неравенства 339 < l2(Vk+2) < r' ֊ 2 + 

29 + 14 + 67 + 4 возможны только при r' = 340 ֊ 60. 

Отсюда, опираясь на лемму 4.1 из [5] и на определения множеств и Ф3 , 

немедленно получим, что период D\ сопряжен с приведенной формой одного 

из коммутаторов 

Г сопряжены DE = [ak, b  9 ak b  9  

Ed, Z ' - 1 EdZ' 

ak, b - 9 ak  

е Пз. С другой стороны, по лемме 7 а), в 

и период D1 е Ф 3 . В силу леммы 4, тогда 

E = a£. Получается противоречие с условием E = a ± : L в B(m, n) (см. (2.1)). 

• 

H 

сто соотношение H е A3. 

Доказательство. Согласно лемме 6 (Е), H е Ж2, а по леммам 9 и 7 а) имеем 

Норм(3, H, 9) = что, согласно 1.4.34 из [2], означает H е A3. • 

Л е м м а 11. Пусть 5 = ± 1 k и t такие целые числа, что k = 0 (mod n) и 

(t, n) = 1. Тогда 

[ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 0 a* [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a' = 1 

в группе Г. 

Доказательство. Можно считать, что 1 < \ k |, 111 < ^т - 1- Согласно лемме 7, 

слово 

F =  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a*  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t  [ak, b - S 9 ak b й 9 ] 3 4 ° a* 

сопряжено в группе Г : некоторому слову H гада H = D  ru:D  ru2 • • • un-1D  run, 
00 

а по лемме 10, H е A3 с Ո Rг- Поэтому, в силу IV.2.16 из [2], H = 1 в Г. Тем 
i=1 

F = 1 Г • 
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5 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 1 

Пусть п > 1003 ֊ произвольное нечетное число и ( - такой автоморфизм сво-

бодной бернсайдовой группы B(m, п) с базисом {a1,a2, ...,am}, что для некото-

рого i элемент ((ai) не сопряжен в B(m, п) со степенями ai. Для данного авто-

морфизма ( п о с т р о и м группу Г, определенную равенством (2.6) параграфа 2. 

Обозначим через N1 нормальное замыкание в абсолютно свободной группе Fm 

со свободными порождающими {a1, a2,..., am} всех тех с лов R, для которых или 

R G U Ер или R G լ | Фв, где множества и Фв определены в параграфе 2. 
в>0 Բ>Դ0 + 1 

N N1 

из абсолютно свободной группы Fm на группу B(m^). Согласно определению 

(2.6), имеем 

Г -  Fm/N1 =  B ( m , ^ / n . 

N 

ждается в формулировке Теоремы 1, можно выбрать указанную нормальную 

подгруппу N < B(m, п). 

В силу леммы 1, группа Г =  B (m,п)/'n ֊ простая группа, поэтому пункт 2 тео-

ремы 1 выполнен. Далее, согласно IV.2.16 работы [2] элементы aj имеют порядок 

п Г, 

ложим обратное, что указанная нормальная подгруппа N является (-допустимой 

подгруппой группы B(m, п). Тогда автоморфизм ( индуцирует некий автомор-
г 

физм ф : Г ^ Г, при котором имеет место равенство Ф(о1) = v(a1, a2, ..., am), так 
B(m,n) 

как ((a1) = v(a1, a2, ..., am). По выбору элементарного периода E ранга 70 в 

группе B(m, п, в) է/0 < в + 1 ) выполнено соотношение (2-1). Группа Г есть гомо-

морфный образ группы B(m, п, в), поэтому v(a1, a2, ...,am) = S E r S - 1 . Умно-

жив ф на внутренний автоморфизм is : Г ^ Г (is(X) — S - 1 X S ) , получим 

автоморфизм ф : Г ^ Г, при котором Ф(о1) = Ф(о) = E r, где (r, п) = 1. Значит, 

для некоторого целого t имеет место Ф(о^) = E , где (t, п) = 1 и 1 < 111 < 

Найдем такое 1 < | k | <  n—, что k = d • t (modп) . Пусть Ф(Ь9) = Z. Тогда 

ф(ак) = ф(ара) = Ed и ф( [ak, b - 9 ak b 9] ) = [Ed, Z - 1EdZ]. В силу VI.2.4 и IV.3.12 

из [2J можно считать, что Z G M а Ո Аа+1 для некоторого а > դ. 

Согласно леммам 3.2 и 7.2 работы [11] 

одна из приведенных форм комму-

татора C — [Ed, Z - 1 EdZ] есть некий элементарный период G ранга 6, где 
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Y + 1 < S < а + 9. Тогда G € П . По определению множества П , можно най-

D Ed, Z ' ՜ 1 EdZ ՚ что 

D € П и пери од G сопря жен в геупп е Г ^ - 2 или олову D, или слову D 1 . Тогда 

D 
й- 2 

Ed, wZ ' ՜ 1 EdZ'w - 1  w w € 0 ( E , E1). Ed, Z ' - 1 EdZ' 

Поскольку 

[E d , ZEdZ-1] = Z [E d , Z - 1 EdZ]-1 Z - 1 

е о е о 
Ed, Z ' - 1 EdZ' [Ed, Z - 1 EdZ], или Ed, Z ' - 1 EdZ' [E d , Z E d Z . Рас-

смотрим первый случай. Согласно лемме 2, для некоторых целых чисел u и v 

Z ' - 1E - dZ ՚ = Eu Z - 1E - dZ E' Z' E - dZ ֊ d 7 "1 = Eu Z - 1 E  dZEv. 

С л у ч а й 1. Предположим, что Z 'E - dZ ' ՜ ՜ 1 = Eu Z - 1 EdZEv. К обеим частям 

этого равенства применив автоморфизм ф - 1 получим 

ax b - 9 akb9 ay  

n-

ф - - 1(Z') a - kф - 1(Z ' - 1 ) = ф - 1( Eu) b - 9 ak b9 ф - 1(Ev). 

Пусть ф - 1 ( Eu) = aX и ф - 1(Ev) = a y и ф - 1(Z') = T. Тогда T a - kT -1 = 

и ayT a - kT - 1a - y = ax+y b - 9 akb9 . Очевидно, можно считать, что \x + y\ <  n - . 

Если x + y փ 0(mod n), то слово ax+y b - 9 akb9 является элементарным периодом 

ранга 2. Получается, что элементарный период ax+y b9 akb - 9 ранга 2 сопряжен 

a 

[11]. Если же x + y փ 0(modn), то получается, что сопряжены a - k и ak, что 

противоречит лемме 1. Значит рассматриваемый Z 'E - dZ' 1 = Eu Z -1 EdZEv  

случай невозможен. 
1 г 

е Z'  1E - dZ' = Eu Z - 1 E - dZEv .Прямые вычисле-

ния показывают, что Ed, Z1 - 1 EdZ Eu [Ed, Z - 1 EdZ] E - u. Согласно опре-

делению множества Ф^ имеем 

D340E1D34°E21 • • • En -3D i 4 0En -1D i 4 0E1 € Փտ -,340 77i2 n-3n340 n-1 n340 } 

и поэтому 

Следовательно, 

D 3 4 0 E 1 D 3 4 0 E ' 2 • • • E n - 3 D 3 4 0 E n - 1 D 3 4 0 E 1 = 1. 340 2 3 340 n 1 340 

(w Dw) ( w - 1 E 1 w ) ( w - 1 D w ) 3 4 0 ( w - 1 E 1 w ) 2 • • • 

• • • ( w - 1 E 1 w ) n - 1 ( w - 1 D w ) 3 4 0 ( w - 1 E 1 w) = 1. 

Таким образом, C'340EC  , 3 4 0E2-C '340En -1C '340E = 1, где C ^ \Ed, Z ' - 1 EdZ' 
г 

Сопрягая последнее равенство словом Eu и учитывая равенство C' = EuC E -
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окончательно получим 

C340EC340E2 • • • En՜2C340E"՜1 C340E = 1 

г 
Поэтому, в силу равенств ф( [ak, b՜9 ak b9] ) = [Ed, Z - 1EdZ] ^ C и ф(а ։) = E, 

получим 

ф - 1(C340EC340E2 • • • En -2C340En -1C340E) = 

=  [ak, b՜9 ak b 9 ] 3 4 0 a*  [ak, b՜9 ak b 9 f 4 ° a2 t ••• a ( n - 1 ) t [ak, b՜9 ak b 9 f 4 ° a' = 1. 

Последнее равенство противоречит лемме 11. Аналогичным образом, рассматри-

вая сопряженность коммутаторов 

I  [Ed,ZEdZ՜1] = Z  [Ed, Z՜1 E d Z ] ՜ 1 Z՜1, 

и заменив в предыдущих рассуждениях слово Z՜1 на Z, мы получим 

Ed, Z'  1 EdZ ՚ 

[ak, b9 ak b ՜ 9 ] 3 4 0 a* [ak, b9 ak b ՜ 9 ք 4 ° a2 t ••• a^՜1» [ak, b9 ak b ՜ 9 ք 4 ° a* = 1. 

И опять, это равенство противоречит лемме 11. Полученные противоречия опро-

вергают существование указанного автоморфизма ф. Следовательно, нормаль-

ная подгруппа N не является (допустимой. Теорема 1 доказана. • 

A b s t r a c t . In the present paper for arbitrary automorphism ( of the free Bunside 

group B(m,n) and for any odd number n > 1003 a sufficient condition for existence 

of non-(admissible normal subgroup of B(m,n) was found. In particular, if auto-

morphism ( is normal, then for any basis {a1, a2,..., am} of the group B(m,n) there 

is an integer к such that for each г the elements a^ and ( a , i ) k are conjugates. 
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АННОТАЦИЯ. В статье доказывается, что некоторые известные функцио-
нальные пространства (например, пространства S p , q B и S p , q F функций с 
доминирующими смешанными свойствами гладкости и аппроксимационные 
пространства AP q) характеризуются в терминах пространств типа Соболева-

B -произведении . До-
казываются теоремы о представлениях пространств Sp,q B посредством B -
произведений и метода покрытий. Устанавливается, что пространство S s q B 
является интерполяционным пространством "вещественного" метода для па-
ры соответствующих пространств типа Никольского-Бесова. 

MSC2000 number: 46Е35 
Ключевые слова: Пространства типа Никольского-Бесова, пространства типа 
Соболева-Лиувилля, В-произведения, аппроксимационные пространства, интер-
поляция. 

В В Е Д Е Н И Е 

Сущность функционального подхода при изучении различных вопросов в тео-
рии дифференциальных уравнений с частными производными заключается в 
том, что дифференциальное уравнение вместе с граничными условиями реали-
зуется как оператор, действующий в специально подобранном пространстве. В 
этой связи возникает круг вопросов, связанных с определением и изучением 
свойств соответствующих пространств. Исходя из поставленных задач, в про-
шлом веке было введено и изучено множество функциональных пространств. 
Как оказалось, довольно широкое многообразие пространств, встречающихся в 
приложениях, укладывается в рамках двух основных семейств пространств Bp,q 

Никольского-Бесова и Fp,q Лизоркина-Трибеля (см [1]). 
Однако многие задачи для определенного семейства функциональных про-

странств не находят своего окончательного решения в терминах этого семейства. 
Приходится вводить и рассматривать функциональные пространства принци-
пиально иного типа. Так, исследование следов функций из классических про-
странств Соболева привело к необходимости введения пространств Бесова (см. 
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[2], [3]). Такое развитие привело к различным обобщениям классических про-
странств Никольского-Бесова (см. например, [4] - [8]). Как оказывается, обоб-
щенные пространства типа Никольского-Бесова из [7], [8], в качестве частных 
реализаций, содержат в себе некоторые известные пространства (Теорема 8), ко-
торые были рассмотрены ранее с иных точек зрения (см. Введение в [8]). 

Для характеризации интерполяционных пространств "вещественного" метода 
для пар анизотропных пространств Никольского-Бесова с разными анизотропи-
ями (Теорема 4) в [9], [10] были введены и исследованы, так называемые, "B-
произведения". 

В настоящей статье мы доказываем, что в терминах "B-произведений" харак-
теризуются пространства Sps q B функций с доминирующими смешанными свой-
ствами гладкости (см. [11] ֊ [14]), а сами "B-произведения", вообще говоря, не 
укладываются в рамки рассматриваемых пространств типа Никольского-Бесова 
(Следствие 3). 

1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Я РАССМАТРИВАЕМЫХ ПРОСТРАНСТВ 

Будем пользоваться следующими обозначениями: 
R n ֊ n-мерное евклидово пространство, 
Z+ ֊ множество мультииндексов, то есть векторов с неотрицательными целы-

ми компонентами, 
F - оператор преобразования Фурье, 
F - 1 ֊ оператор обратного преобразования Фурье, 
Fi ֊ одномерный оператор преобразования Фурье, 
С ж - множество бесконечно дифференцируемых функций, 
S 

ций, 
S' - пространство медленно растущих обобщенных функций, 
Mp - пространство мультипликаторов Фурье типа (p,p), 
A0 + A1 ֊ сумма Байтовых пространств A0 и A1 в смысле теории интерполя-

ции, 
(A0,A1)^,q ֊ интерполяционное пространство "вещественного" метода. 
Знак означает двустороннюю оценку. 

Там, где это не вызывает недоразумения, значок пространства К2 будем опус-
кать и полагать Н^(р) = Щ(р\ К2), Bp,q(р) = Bp,q(р; К2), Ф(р) = Ф(р; R2). Если 
же опущен значок функции р (например, H^(R2), B^q(К2) , Ф(М1^ Ф(М2)), то 
рассматривается классический случай. 

Буквой с будем обозначать, вообще говоря, разные константы. 
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1.1. Обобщенные пространства типа Соболева-Лиувилля. 
Скажем, что положительная функция p G CTO(R2) полиномиального роста при-
надлежит множеству G+, если существует постоянная c > 0 такая, что для любо-
го мультииндекса ( a i : а 2 ) с компонентами из множества {0; 1} и любого вектора 
(£ь£2) G R 2 , • Հ2 = 0 имеет место неравенство 

(1.1) | e a i г 2 D ( a i ' a 2 M ( e i , e 2 ) | < с р ( ^ , ь ) , c > 0 . 

Функции из G+ рассматривались в [4]. Примером функции из G+ может служить 
следующая функция: 

/ 2 \ s / 2 ( 2 \ r / 2 

[ 1 + Е ( 1 + Е j 

где a,i, bj ֊ целые неотрицательные числа и —ж < s ,r < ж . 

Замечание 1. Основным свойством функции из G+ является т о т факт, что 
если функция p G G+ ограничена, т о она принадлежит Mp . Это свойство непо-
средственно следует из (1.1) и теоремы П. И. Лизоркина о мультипликаторах 
Фурье (см. \1Щ). 

Определение 1. Пусть 1 < p < ж , —ж < s < ж , Р G G+. Положим 

Щ(р) = Hp(p; R 2 ) = { f G S'; \\f \ \ պ { թ ) = \ \ F - i { p s F f } | | լ ^ շ } < ж } . 

Пространства H^(p) рассматривались в [16], [7], [8]. Если положить 

(1.2) IM = 1м- = F - i { p - s F } , p G G+, —ж < s < ж , 

то определение пространств H^(p) типа Соболева-Лиувилля можно записать в 
виде 

(1.3) Щ(ц) = 1м- ь р . 

1.2. Обобщенные пространства типа Никольского-Бесова. 
Рассматриваемые обобщения пространств Никольского-Бесова определяются по-
средством "вещественной" интерполяции пар соответствующих пространств типа 
Соболева-Лиувилля. 

Определение 2. Пусть 1 < p < ж , 1 < Գ < ж , —ж < s < ж , Р G G+. 
Положим 

B0,q (p) = B0qq (p, R 2 ) = (H p (p) , H - \ p ) ) i ^ , BSpq (p) = Iм- B ^ (p) . 

Пространства B^ q(p) введены и рассмотрены в [8j, [17]. 
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Замечание 2. При р(С1,С2) = (1 + С2 + £,շ) 1 / 2 пространства H ̂ (р) и B^ q (р) 
Определений 1, 2 совпадают с классическими пространствами Соболева-Лиувилля 

р = 1 
т о для произвольного q (1 < q < ж ) получим B0 Q(1) = L p . 

Для рассматриваемых пространств имеет место следующий аналог известной 
формулы "вещественной" интерполяции (см. [8]). 

Теорема 1. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , 0 < в < 1, —ж < s0 = s 1 < ж , 
s = (1 — e)so + в S1, р e G+. Тогда 

BP,Q ( р ) = (HSP0 (р), Щ 1 (p ) ) 8 q . 

Там же в [8] доказана следующая теорема о представлении рассматриваемых 
пространств типа Никольского-Бесова. 

Теорема 2. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s < ж , р e G+. Тогда 

BS ,q (р )=Ь e S'(R2) ; \\f w = ( I 
, f *1/2р1+- ^ q ~ ՝ 1 / q 

F ^ V ^ T Z r F f ) < ж 

\ р + 1 / L p ( R 2 ) 1 

(с обычными видоизменениями при q = ж ) . 

1.3. Пространства , порожденные многоугольниками. 
Определение 3. Многоугольник R из первой координатной четверти назы-
вается полным, если начало координат является вершиной R и R имеет от-
личные о т начала координат вершины, на каждой оси координат. Полный мно-
гоугольник R называется правильным, если внешние нормали некоординатных 
сторон многоугольника R имеют неотрицательные компоненты. 

Пусть R ֊ правильный многоугольник с верши нами (0, 0), («1, а2) e Z+, j = 
1 , . . . , N. Сопоставим многоугольнику R следующие функции: 

N 

(1.4) ро(£ъ£2)= С2"1 ճ " 2 j , Հ Հ ս ե ) = (1 + р К С и Ь ) ) 2 , (Հ1 ,ե) e R 2 . 

Ясно, что V e G+. Однако если вершины правильного многоугольника R не 
мультииндексы, а векторы из первой координатной четверти (а01,а'2 > 0 j = 
1 , . . . , N), то функция V из (1.4) не является бесконечно дифференцируемой. То-

V 

N 

р(С1,С2)= I 1 + £ ( 1 + С2) а (1 + СаГ2 

j = 1 
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которая эквивалентна функции v(£i, £2) : v ~ p. Ясно, что p G G+. Как следует 
H B 

и 1.2, порожденные эквивалентными функциями, совпадают. 

Определение 4. Пусть 1 < p < ж . Обозначим через Ф(р) = Ф(р,R2) множе-
ство систем функции {^ к }^= р , обладающих следующими свойствами: 

a) ^к G S (R2), (Fvk)(t i , £2) > 0, к = 0 ,1 , . . . , 
b) supp F ifk С Qk = { (£i ,£2) G R2 ; 2 k - 1 < pp (Ci,^2) < 2 k + i } , к = 1 , . . . , 

supp F ^ p С Qp = { ( £ i , £ 2 ) G R 2 ; pp(£i ,£2) < 2 } , 

c ) ՝ L ( F v > k ) ( £ i , £2) = 1, (£i, £2) G R 2 , 
k = 

d) существует c > 0 такая, что \\F \\Mp < c, к = 1, . . . . 

Пример системы из ^ (p ,R" ) приведен в [7J. При n = 1 (тогда вместо функции 
pP надо рассматривать длину вектора pP(£) = |£|, £ G R^) системы из Ф(p,R i) = 
Ф(R1) совпадают с изотропными системами из [1] - [18]. 

B 

Определение 5. Пусть 1 < p < ж , 1 < Գ < ж , —ж < s < ж , Wk };*= p G 
Ф ^ , R 2 ) . Положим 

{ / oo \ i / q 

f G S ' ( R 2 ) ; \\f (м) = ( £ 2k s q \ F - 1 { F f k F f }\\Lp(R2)J < ж 

(с обычными видоизменениями при q = ж) . 

Пространства B^ q (p) введены и рассмотрены в [7]. 

Замечание 3. Если правильный многоугоульник R не имеет вершин вне ко-
ординатных осей, т.е. является прямоугольным треугольником, с катетами 

H B 
ю т с классическими пространствами Соболева-Лиувилля и Никольского-Бесова 

B 
пространствами "вещественного" метода для пар пространств типа Соболева-
Лиувилля, т о для функций p G G+, порожденных правильными многоуголь-
никами, пространства B^ q (p) типа Никольского-Бесова из определений 2 и 5 
совпадают (см. [7], [8]J. 

B 
Для описания интерполяционных пространств "вещественного" метода для пар 
пространств типа Никольского-Бесова с разными анизотропиями, в [9], [10] были 

B 
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Определение 6. Пусть р,V e G + 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s ,m < ж . 
Пространство 

BSp,q (р ) • B £ q (V) = կտ vm [B0,q (р ) • B°p<q (V)] , 

где 

B°p,q (р ) • B°p<q (V) = { f e S ՛ з'па 2v 
1 } , , ( 

'0 JO F-1 Դ է U + U F f р2 + t v2 + и 
L p ( R n ) 

1/q 
dt аи \ 
t и j 

q = ж B 
странств B^ q(р) и B™q(V). 

Замечание 4. Ясно, что норма "B-произведения" пространств Bp q (р) и Bp (V) 
эквивалентна каждому из следующих двух выражений: 

F 1 t v y 
р2 + 1 F f 

(v ) 

dt 
1/q 

F 1 t 1 / 2 v 
v2 + 1 

F f 
dt 

1/q 

B 

Теорема 3. Пусть р,V e G + 1 < p < ж , 1 < q < ж . Тогда 

Bp,q (р) • B°p։q (V) = B°p։q (р V) • B ( р + V). 

Там же в [9] доказана следующая теорема об интерполяции пространств типа 
Никольского-Бесова с разными анизотропиями. 

Теорема 4. Пусть р,V e G + 1 < p < ж , 1 < q < ж , 0 < в < 1. Тогда 

B q (р) ,Blq (V )) e,q = B 1 - 9 ( р ) • Bp,q(V). 

1.5. Пространства функций с доминирующими смешанными свойства-
ми гладкости. 

Определение 7. Пусть 1 < p < ж , —ж < s < ж , i^k} e 
а) Для 1 < q < ж положим 

^ _ J ք , ֊- c m 2 v 

) 

SSqqB(R2) = { f e S'( 

1/q 

= I E E 2 s q j + k ) | | F - 1 i F m ( C 1 ) F w ( C 2 ) F f (С1,С2)}| 

(с обычными видоизменениями при q = ж ) 
b) Для 1 < q < ж положим 

^ _ յ ք Հ- cm2՝i-

Q 

L p ( R 2 ) 
< 

SSqqF(R2) = { f e S'( 

Q 
OO /• X. 

Q Q OO oo 

0 0 
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J 2 J 2 2 S ^ j + k ) \ F - 1 { F p ( Հ 1 ) F p ( b ) F f (ՀսՀշ)} 
, j=0k=0 

1/q 
q 

< ж 

L p ( R 2 ) 

Пространства S^^B(R 2 ) и S^^F(R 2 ) рассмотрены в [13], [14]. 

Замечание 5. Согласно (1.3) и определениям 2, 6, пространства из 1.1, 1.2 и 
1-4 описываются с помощью оператора "поднятия" (1.2). В связи с э т и м особую 
важность приобретают пространства с нулевым верхним индексом. 

Нетрудно заметить, что сказанное относится и к пространствам S s q B ( R 2 ) . 
Положим 

(1.5) Pi = (1 + Հ2)1 /2, i = 1 , 2 . 

Тогда, используя свойства системы {pk} € Ф(К1), имеем 
оо оо 

у B = ^ ՝ Е Г " и + к ) l |F - 1 {F iPk (Հւ) F i p j ( b ) F f ( a£2 ) } | |L p ^ ~ 
j=0k=0 

о о 

^ E l |F - 1 {P1 F1Pk(i1) M 2 F 1 P j ^ ) F f (Հ1, Հ 2 ) } | | Լ ( ^ = 
j=0k=0 

= | |F - 1 { (P1 p2)SFf(Հ1,Հ2)}||*0 B . 
p,q B 

Таким образом, 

(1.6) S l q B ( R 2 ) = 1(թ1թշ)տ Sp0,q B (R 2 ) . 

1.6. Аппроксимационные пространства. 
Рассмотрим множество (m = 0,1, 2 , . . . ) 

Hm = {(Հ1,Հ2) € R 2 ; 3 r e { 0 , . . . , m } ; ^ < 2 r n, Ы < 2 m - n } . 

Пусть f € L p (R2), p > 1. Обозначим 

E m ( f , Lp) = inf \\f - g\\Lp(R2), 

где нижняя грань берется по всем функциям g € L p (R 2 ) таким, что suppFg С 
H m . Величина E m ( f , L p ) называется наилучшим гиперболическим приближени-
ем функции f € L p (R2) порядка m в норме L p (R 2 ) . 

Определение 8. Пусть 1 < p < ж , 1 < Գ < Ж s > 0- Положим 

{ / о \ 1 / q 

f € Lp(R2); \\f Ա . ։ 4 = \\f \\Lp+ E 2 m S q [Em(f, Lp ) ]4 < ж m=0 
(с обычными видоизменениями при q = ж ) . 
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Аппроксимационные пространства Ap q(К 2) рассмотрены в [14]. Там же дока-
зано следующее интерполяционное утверждение (Утверждение 5). 

Теорема 5. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , 0 < в < 1 , 0 < s 0 = s1 < ж , 
s = (1 — e)sp + es1. Тогда 

Ap,q (К2) = ( S ^ F ( M 2 ) , S ; I 2 F ( К 2 ) ) ^ . 

2. Связи МЕЖДУ РАССМАТРИВАЕМЫМИ ПРОСТРАНСТВАМИ 

В замечании 3 мы отметили, что для функции р e G+, порожденной правильным 
многоугольником, пространства B p q ( р ) типа Никольского-Бесова из определе-

р 1 р2 
отрезки [0, 1] на координатных осях. Ясно, что отрезок [0, 1] не есть правильный 
многоугольник (даже не полный) в К 2 . Докажем, что несмотря на это, простран-
ства B s q(р 1 , К 2) и B s q(р 2 , К 2 ) из 1.2 допускают характеризацию в терминах 
определения 5. 

Теорема 6. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s < ж , i f k } о = 0 e Ф(К1), 
р 1 р2 

BsPtq(р, К 2 ) = { f e S'(К2) ; " f " ( 1 ) 

Y J 2 k s q iF-1iF1WkrnFf}|Lp(R2j < ж , i = 1,2 

Bsp,q (Mi) 

1/q 

Lp (R2) 
\k=0 

(с обычными видоизменениями при q = ж ) , где прост,ранства B p (р i, К 2 ) по-
нимаются в смысле определения 2. 

Доказательство. Согласно теореме 1 достаточно доказать, что при —ж < s 0 = 
s1 < ж 0 < в < 1, s = (1 — e)s0 + в s1 имеет место представление 

(2.1) ( H p 0 ( р и К 2 ) , Н р 1 ( р и К 2 ) ) e , q = 

/ о \ 1 / q 
f e S ' ( к 2 ) ; " f " 1 > , ( M i ) = ( J 2 2 k p q | | F - 1 { F f k & ) F f } | | L p ( R 2 ) J < ж 

Пусть f e (Hp 0 ( р г ) , и р 1 ( р г ) ) е ^ . Тогда f = fp + f u m e fp e Hp0 (р^, f1 e Hp 1 ( р j ) . 

На основании теоремы П. И. Лизоркина о мультипликаторах Фурье из [15], ис-
пользуя свойства системы ifk}0°=0-, имеем 

| | F - 1 i F 1 f k ( t i ) F f } | L p ( R 2 ) < | | F - 1 i F 1 f k ( & ) F f 0 } | | L p ( R 2 ) + 

+ | | F - 1 { F 1 f k ( t i ) F f 1 } \ Lp(R2) 
F - Л 2 K S ° F 1 F K F ( 2 ֊ A P O T-PO F ) 
F 1 ( 1 + р 2 )Р0 / 2 F ( 2 F 0 ) 

+ 
Lp (R2) 
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+ F - 1 f 2 k s i  F1pk F ( ksi T - s i F ) 

F ^ ( 1 + p 2 ) s i / 2 F ( 2  T„i F 1 ) < c(2 - k s 0\\I ֊ s°fo\\Lp(R2) + 

+ 2 - k s i \ \ — f1 \ L ( R 2 ) ) = c2 - k s 0 

L p ( R 2 ) 

so („ Л + 2 k ( s 0 - s i ) 
H ; 0 ( „ i ) H s p i ( „ i ) 

). 

Тогда 

F - 1 {F1Pk(Ci)Ff} |L p ( R 2) < c2 - k s 0 K ( 2 k ( s 0 - s i ) , f ; Щ 0 ( p ^ H Ы ) 

о 
k=0 

где K(t, f ) теть K-функционал Пеетре (см. [18], [19]). Используя дискретный 
K 

\ \ f ( „ i ) < C 1 \ \ f \ ( H p 0 ( „ i ) , H S i ( „ i ) ) s , q . 

Для доказательства обратной оценки воспользуемся дискретным J-методом (тео-
рема 1.76 из [18]). Пусть f € B^ q(p i) . Используя свойства системы { p k } 
получаем 

2 k ( s - s 0 ) J ( 2 k ( s 0 - s i ) , F - 1 { F 1 P k ( i i ) F f } ; Щ ° (pi), Hpi Ы ) = 2 k ( s - s 0 ) x 

x max j \ \ F - 1 { F 1 pk(&)Ff } \ H p 0 „ ) , 2 k ( s 0 - s i ) \ \ F - 1 { F p ( & ) F f U ^ i ( w ) } < 

< c 2 k ( s - s 0 ) max { 2 k s 0 \ \ F - 1 { F p ( & ) F f } \ \ L ; ( R 2 ) , 2ks0 \ \F - 1 {F1Pk(^)F f }\\L;(R2)} 

= c2k s \ \F - 1{F1Pk(^)Ff}\L;(R2). 

Таким образом, неравенство 

\\f \\(Hp0 („i),H;i ( „ i ) ) e , 4 < c 2 \\f B q ( „ i ) 

будет доказано, если убедиться, что f = J2 F 1 { F 1 p k ( ^ ) F f } в H^0 (p i)+Hp i (p i). 
k=0 

Пусть so < S1. Тогда H^0 (pi) + H^i (pi) = H^0 (pi) (см. [16], [20]). Используя 
свойства системы {p k }0= o и неравенство Гёльдера, получаем 

N 

J 2 F - 1 { F 1 P k ( ^ ) F f } - f 
k=0 

< Е | | F - 1 { F 1 P k t e ) F f } | U ( „ , < 
Hp0 ( „ i ) k = N +1 

2 k q ' 

1/q' 
( s 0 - s ) < c ^ 2 k s 0 | | F - 1 { F1PkmFf}|L;(R2) < c \ \ f \ в г „ 

k = N + 1 k = N + 1 
о 

где 1/q + 1/q' = 1. Теперь ясно, что f = F - 1 { F 1 p k ( 6 ) F f } в Hsp0 (pi) + H ̂  (pi). 
k=0 

Таким образом, представление (2.1) доказано. Теперь утверждение теоремы 6 
следует из теоремы 1. Теорема доказана. • 

Если s - натуральное число, то пространство S^ 2 F(R 2 ) из 1.5 есть простран-
ство типа Соболева, с доминирующей смешанной производной (см. [13], [14]). В 
наших обозначениях это означает, что имеет место следующее утверждение. 
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s 1 < p < ж р1 , р2 
лены в (1.5). Тогда 

Sp^F (К2) = Нр(р1 р 2 ) . 

Убедимся, что аппроксимационные пространства Ap q(К 2) из 1.6 совпадают с 
соответствующими пространствами типа Никольского-Бесова из 1.2. 

Теорема 8. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , s > 0, функции р 1 , р 2 определены в 
(1.5). Тогда 

Ap,q (К2) = BPq (р1 р 2 ) . 

Доказательство следует из теорем 5, 7 и 1. Имеем 

APq (К2) = (SPO2F ( К 2 ) ) ^ = (Hp0 (р1 р2) ,нр 1 (р1 р 2 ) ) в , ч = Bp,q (р1 р2) . 

• 
Замечание 6. В терминах правильных многогранников из 1.3, функции 

р1 р2 = ( 1 + е 2 ) 1 / 2 • (1 + й ) 1 / 2 = (1 + е 2 + й + е2 й ) 1 / 2 

соответствует квадрат с вершинами (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). С этой точ-
ки зрения, согласно замечанию 3, классическим изотропным пространствам с 
функцией 

(2.2) р1 + р2 = (1 + е2)1 / 2 + (1 + Й ) 1 / 2 - (1 + е 2 + Й ) 1 / 2 , 

соответствует прямоугольный треугольник с вершинами (0, 0), (0, 1), (1, 0). 

С помощью теоремы 8 можно убедиться, что пространства S p q B ^ 2 ) из 1.5, 
вообще говоря, не характеризуются в терминах пространств типа Никольского-
Бесова. Из (1.6) ясно, что наиболее существенно сравнение пространств S p q B ^ 2 ) 
и B p (р1 р2) , где функции р ^ р2 определены в (1.5). Точнее имеет место следу-
ющее утверждение. 

Теорема 9. Пусть 1 < p 0 ,p 1 < ж , 1 < q0, q1 < ж , s0 , s1 > 0 и функции р 1 , р 2 

определены в (1.5). Тогда равенство 

spOqo B(rn2) = B S p iq i (р1 р2) 

s 0 = s 1 p0 = p1 = 2 q0 = 
q1 = 2 

Доказательство, непосредственно следует из теоремы 8 и следствия 3 из [14]. 
• 

Оказывается, что характеризация пространств S p B ^ 2 ) функций с доминирую-
B 

пространств типа Никольского-Бесова из 1.4. Следующий параграф посвящен 
рассмотрению этого вопроса. 
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3. ПРОСТРАНСТВА S p Q B ( К 2 ) КАК "B-ПРОИЗВЕДЕНИЯ" 

1 < p < ж 1 < q < ж —ж < s < ж р1 , р2 
определены в (1.5). Тогда 

Sp,q B ^ 2 ) = BPq (р1) • Bp,q 

т о есть 
S P q B ^ 2 ) = { f e S 'na 2 v 

0 0 
F - 1 t v y 1 + p ^ и1 / 2р2+Р F F 

Р 2 + 1 Р2 + U 

(1) 

Lp (R 2 ) 

1/q 
dt du \ 
t u j 

(с обычными видоизменениями при q = ж ) . 

Доказательство, проведем в два шага. 
s = 0 

также замечание 4) имеем 
1/q 

I k , в = ( E E | F - 1 { F f k ( Ы F f ( Ь ) F f (£1,&)}| 
y k = 0 j = 0 

\ 1/q 

E | F - 1 { F 1 f j ( b ) F f } | 
j=0 

Тогда, из теоремы 2 и определения 6, еще раз применяя теорему 6, имеем 

Q 

L p ( R 2 ) 

Q 

1 p , q ( M l ) 

l ^ q B ~ Е 
k=0 

F - 1 Հ 2 ^ F1 f j ( b ) F f р12 + t 

F - 1 t ^ V 
Р 2 + 1 

F f 
dt 

q 

Lp(R 2 ) 

1/q 

dt 
1/q 

0 0 
F - 1 tVV1 ^ и1/2р2 F f 

р12 + t р22 + u Lp (R 2 ) 

dt du 
t u 

1/q 

s = 0 
—ж < s < ж 

имеем 

S p , q B ( М 2 ) = T(MI M2 )s S p , q B ^ 2 ) = T(MI M2)s [ B p , q ^ ^ • B p , q = 

= [T (MI)) B p , q Ы ] • [ կ » 2 ) ) B p , q ( р 2 ՝ ) ] = B p , q р ) • B P q 

• 
На основании части б) теоремы 3 (см. (1.6)) приходим к следующему след-

ствию. 

S ) в p,q 

Q эо ր х. 

0 

Q оо 

0 B0,q (M2) 

Q ЭО Ր х. 

֊ " J 11 B p,, (Ml)-Bp,q(M2)-
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Следствие 1. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s < ж , функции p 1 , p 2 

определены в (1.5). Тогда имеем 
a) S0pqB(R2) = В°%(p1 p2) • B^,q(p1 + pi) , 

b) S; tqB(R2 ) = B;tq(p1 p2) • В°%(p1 + p2). 

Заметим, что согласно (2.2) 

(3.1) H ( p 1 + p 2 ) = Hs(R2), B^,q (p1 + p2) = B^,q (R2), 
где Hp (R2) и Bsp q (R2) ֊ классические изотропные пространства Соболева-Лиу-
вилля и Никольского-Бесова (см. [1], [18], [19]). 

Из теоремы 8 и следствия 1 вытекает 

Следствие 2. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , s > 0. Тогда 

SaPtqB(R2) = Bp,q(R2) • AsPqq(R2). 

"B-произведенue" B p q(R2) • Ap q(R2) понимается в смысле замечания 4-

B 
укладываются в рамки рассматриваемых пространств типа Никольского-Бесова. 

1 < p0, p1 < ж 1 < q0, q1 < ж s0, s1 > 0 p1, p2 
определены в (1.5). Тогда равенство 

В Ц ^ Ы • В Ц ^ (p2) = В Ц ^ (p1 p2) 

s 0 = s 1 p 0 = p 1 = 2 q0 = 
q1 = 2 

• 
Используя представления пространств q(p 1 p 2) и B p q(p 1 + p 2 ) методом покры-
тий (см. 1.3) приходим к следующему представлению для пространств S p q B(R 2 ) . 

1 < p < ж 1 < q < ж —ж < s < ж p1 p2 
определены в (1.5), { p k } 0 0 = o € + p2,R2) = Ф(К2), {Փյ}0=o € Ф(pl p2, 
Тогда 

2 (2) SaPiqB(R2) = { f € S'( 

1/q 

Y s Z 2 J s q | | F - 1 { F P k F * j F f } | | L p ( R 2 ) | < ж 
K k = o j = o 

(с обычными видоизменениями при q = ж ) . 

S S , q B 
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай s = 0. Из определения 5 и теоре-
мы 1, учитывая (3.1), имеем 

оо оо 
Е Е I F - 1 { F f k բ ՚ Փ յ F f } | 
j = 0 k = 0 

q 
Lp (R 2 ) E 1 1 F - 1 ^ Փ յ F f } | 

j=0 

Q 

B P q (R 2 ) 

E 1 1 F - 1 ^ Փ յ F f } I 
j=0 

Используя теоремы 1, 2, получаем 

֊1 I 

( H l ( R 2 ) , H - 1 ( R 2 ) ) 1 / 2 , q • 

E E I F - 1 { F ^ k Fфj F f } | 
j=0 k=0 

Q 

L p ( R 2 ) ՞ 0 E 
j=0 

F - i t ^ p i + բ չ Fф j F f q 

(M1 + M2)2 +1 Lp (R 2 ) 

dt 
T ' 

Повторяя предыдущие рассуждения относительно ряда под знаком интеграла, 
получаем 

1 q 

L p ( R 2 ) 

րՕՕ րՕՕ 

0 0 

Е Е I F - 1 { F ^ k F ф j F f }| 
k=0 j=0 

F -1 t 1 / 2 (Mi + M2) _ ս 1 / 2 բւ M2 F f 
(M1 + M 2 ) 2 + 1 (բ1 M 2 ) 2 + u L p ( R 2 ) 

dt du 
t u 

= f ( M 1 + M 2 ) B ? , 0 (Ml M2) ' ՝ ՝ B O p q (Mi)-Bp : q(M2) II^IISP,, B ( R 2 ) ՛ 

Последние два шага цепочки оценок написаны на основании теорем 3 и 10. Таким 
s = 0 

Общий случай, как и в Шаге 2 доказательства теоремы 10, получается при по-
мощи оператора "поднятия" I ( M l M 2 ) s . Теорема доказана. • 

Следующее утверждение дает характеризацию пространства Sp ^ B(R 2 ) посред-
ством "вещественной" интерполяции пар соответствующих пространств типа Бе-
сова. 

Теорема 12. Пусть 1 < p < ж , 1 < q < ж , s = 0, 0 < в < 1, функции мь M2 

определены в (1.5). Тогда 

(3.2) QS 
S , q ) = (Вр- в B(M1),BlqB(M2) 

6,q 

Доказательство. Из теорем 4 и 10 имеем 

Bp— B(M1), BlqB(M2)) = BspqB(M1) • BspqB(M2) = S 
e,q 

Теорема доказана. • 
Теорема 12 имеет многочисленные применения. В частности, с помощью форму-
лы (3.2) можно доказать теоремы вложения и интерполяционные утверждения 
для пространства функций с доминирующими смешанными свойствами гладко-
сти. 

Q 

Q Q 

2 

2 
) . 
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Abstract. It is proved, that certain known function spaces (such as S ^ B , S ^ F 
spaces of functions of mixed smoothness and approximation spaces Apq) can be 
characterized in terms of spaces of Sobolev-Liouville and Nikolskii-Besov types and so 
called "B-products". The representation theorems of S ^ В spaces are proved using B-
products and decomposition method. It is proved that space S ^ В is a "real" method 
interpolation space for the pair of corresponding spaces of Nikolskii-Besov type. 
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АННОТАЦИЯ. В работе описывается алгоритм асимптотического разложе-
ния по £ (е > 0) решения Ատ задачи Дирихле для линейного дифференци-
ального полуэллиптического уравнения Ls Ատ = h с малым параметром е 
при старших производных в прямоугольном параллелепипеде, исходя из ре-
шения вырожденной (при е ^ 0) задачи Дирихле для полуэллиптического 
уравнения более низкого порядка Lou = h. Доказаны теоремы равномерной 
разрешимости и регулярного вырождения. 

MSC2000 number: 35Н10, 35В25 
Ключевые слова: полуэллиптический оператор, малый параметр, функция ти-
па погранслоя, регулярное вырождение, равномерная разрешимость, асимптоти-
ческое разложение. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе [1] предложен метод построения асимптотического разложения реше-
ний линейных дифференциальных уравнений с малым параметром при старших 
производных в областях с гладкой границей. В работах [2 ֊ 5] исследована ана-
логичная задача для эллиптических уравнений в областях, имеющих угловые 
точки. В данной работе, опираясь на метод в [1], приводится алгоритм постро-
ения асимптотического разложения решений для одного класса полуэллиптиче-
ских уравнений в прямоугольном параллелепипеде, с малым параметром при 
старших производных. 

Ниже использованы следующие стандартные обозначения: N ֊ множество нату-
ральных чисел, No = N U {0}, М ֊ множество вещественных чисел, i - мнимая 
единица. Для x = (xl,...,xn) € М П С = ( £ ь - - , £ п ) € R n , Բ = (բւ,---,բո) € Nn и 
a = ( a i , a n ) € Nn положим 

|a| = a i + ... + an, x ( j ) = (xi,..., xj-i, Xj+i,..., xn), 1 < j < n, 
51 
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М = [ J 2 x l ] , (а : Բ) = - + ••• + —, = D a = Da1 ֊ ^ , Բւ Բո 

гДе  D j = Ж՜՛ 1 ^  j Հ  n-

Через C(G) обозначим пространство равномерно непрерывных в области G функ-

ций f с нормой 
\\ f ||c(G) = sup| f 

xeo 

Для вектора l = (li, •••, ln) G Nn и области G с R n положим 

W ( G ) := I f G L2(G) : \ \ f \ \ w t ( G ) := \\f\Լշ(Պ + ֆ\\Ժ?f\Լշ(Պ < ж 

Определение 1. (см. [1, стр. 7]). Пусть ve(x) = ve(xi, • • •, xn) ֊ s раз диффе-
ренцируемая функция (s G N) в области Q С R n . Функция ve типа погранслоя 
порядка к (к < s), если: 

(1) функция ve и ее частные производные, до порядка s включительно, рав-
номерно стремятся к нулю при £ ^ 0 на любом замкнутом подмноже-
стве Q, не содержащем точек dQ (граница области Q); 

(2) частные производные к-го порядка функции ve ограничены в Q при £ ^ 0; 

(3) частные производные j-го порядка функции ve (при j < к) равномерно 
(при £ ^ 0) стремятся к нулю на Q. 

Пример 1. На положительной полуоси типичными примерами функций типа 
к 

k ֊ X t k n / М ֊ X t £ ke E , £kp ֊ e E , 

где X > 0 a P ֊ многочлен. 

Определение 2. (см. [6, стр. Ц2]). Линейный дифференциальный оператор 

P(D)= J2 PaD a (բ G N n ) 
(a:M)<1 

называется полуэллиптическим, если 

Po(0 = £ Pa (±0 a = 0, Հ G R n , 1Հ1 = 0-
(a:M)<1 

£ 
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2 . П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

2.1. Пусть 
n д 2k j 

Lo = a o , j — , k =(ki,...,kn) e NN , 
j = i  d x j ' 

и 
" d 2 k j +s 

( 2 . 1 ) Le = Lo + E J 2 £ S a s , j ֊ j ,  1 = ( l B . . . , ln) e N N 

j = 1 s = 1  d x j 

֊ линейные дифференциальные операторы с вещественными коэффициентами 

(е > 0 ֊ малый параметр) для которых: 

( 2 . 2 ) ( - 1 ) K J + s a2s,j > 0 , ao,j = 0 , a2lj j = 0 , s = 1,..,lj; j = 1,...,n 

(очевидно, что в силу условия (2.2) операторы Lo и Le полуэллиптические), а 

E, Ei и E2 ֊ некоторые банаховые пространства функций определенные на Ո := 
{x e RN : 0 <xj < 1, j = 1, ...,n}. 
Рассмотрим следующие краевые задачи: 

Задача Ao : Найти peineние u e E1 уравнения 

(2.3) Lou = h (h e E), 

удовлетворяющее граничным условиям 

(2.4) — = 0 , s = 0,1,...,kr - 1; r = 1,...,n; p = 0,1. 
d x r xr=p 

Задача Ae: Найти peine ние ue e E2 уравнения 

(2.5) Leue = h (h e E), 

удовлетворяющее граничным условиям (2.4) и 

= 0, s = 0,1, ...,lr - 1; r =1, ...,n; p = 0,1. 
д kr +• 

(2.6) 
r _ r U 

dx r xr=p 

2.2. Пусть 1 < r < n,p e {0 ,1} и trp = p + ( - l ) V x r • Так как 

д s дs 

d x r = ( - 1 Г е ՜ ' a t r ; < s > ՝ > • 

то оператор Le можно представить в следующем виде: 

д2кг +su n f ) 2 k j 

e 2 k rLeu = V ( - 1 ) p s as ,r ^ . T T ; : + У Т У + д 
u 

4 ^ s, r ft2kr + s 2kj +s • 
6 tr,p j=1 s=1 ^ j 

j=r 
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Отсюда, соединяя члены с одинаковыми степенями по е, получаем: 

Nr I 
(2.7) e 2 k rLEu = Mr pu + Y^ e sRr,su 

s—2 k r 

Nr = 2kr + 2 max կ 
1<i<n 

\  i—r  

(2.8) Mr ՛ pu = 53(-l) 
2 l r д 2kr + s 

' r a+2kr+s 
s—o  d t r'P 

Հ d 2 K j + s ֊ 2 K r 

z2 as-2kr'j  д 2 к ^ + s ֊ 2 k ՝ u , при 2kr < s < Nr, 
j—1  d x j 

(2.9) Rr՛ su = ^ j—r 
s 2 k r 21 j 

0, в противном случае. 
Введем следующее уравнение (которое является характеристическим уравнени-

Mr P 

2lr 

(2.10) X 2 krQrp (X) := \ 2 k r J 2 (-1) p s as՛ rA s = 0. 
s—o 

Следуя терминологии работы [1], введем следующие определения: 

Определение 3. Вырождение задачи Л£ в задачу A0 назовем регулярным, если 
при r = 1,... ,n каждый из характеристических многочленов Qr՛0 (A) и Qr՛i (A) 
имеет ровно lr попарно различных корней с отрицательными вещественными 
частями. 

Определение 4. Задача Л0 называется разрешимой, если для любого h G E 
уравнение (2.1) при граничных условиях (2-4) имеет решение w0 G Ei։ при этом 
существует постоянная C > 0 такая, что 

1 М | В 1 < с\\h\\E , h G E. 

Определение 5. Задача Ле называется равномерно разрешимой, если суще-
е0 > 0 

а) задача Ле разрешима при е G (0, е0^, т.е. для любого h G E уравнение (2.5) 
при граничных условиях (2-4) и (2.6) имеет решение ue G E2; 

б) существуют число Ci > 0, и функциональные пространства с нормами 
1М1в  и \1.\1ве такие, что для всех ue G E2, удовлетворяющих граничным усло-
виям (2-4) и (2-6), выполняется неравенство 

իտհ£ < Ci \\Le UE\IB , 0 < е < е0. 

u 
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Для нижеприводимого алгоритма (для построения асимптотического разложе-

ния решения задачи Ae необходимо выполнение следующих условий (см. [1]): 

I. Задача A0 разрешима; 
Ae A o 

Ae 

IV. Решение задачи A0 при достаточно гладкой правой части достаточно 

гладко. 

В следующих двух замечаниях приведены достаточные условия для выполне-

ния условий I и IV, а достаточные условия для выполнения условий II и III 
приведены в следующем параграфе. 

В гильбертовом пространстве H скалярное произведение обозначим через (•, • )H. 

Замечание 1. (см. [7] и [8]). Пусть E = Լշ (Q), Ei = W^ (Q) и E2 = Wkk+ l (Q). 
Тогда 

1) если существует число 71 > 0 такое, что при всех w G W2k (Q), удовле-
творяющих условиям (2-4), (Low, W)L2(q) ^ 7i (w, w)wk(q), то задача Ao разре-
шима, 

£ > 0 7շ ( £) > 0 

всех u G W2k+ l (Q), удовлетворяющих условиям (2-4) и (2-6), (Leu,u)L2(Q) > 

72 ( u , u ) W k + i ( Q ) , то задача Ae разрешима. 

Замечание 2. Если h G CTO (Q), то для любого բ G N решение w задачи A0 при-
надлежит классу (Q) (см. [9J), следовательно, в силу теоремы вложения 
(см. [10, cm,р. 129]), D aw G C (Q) для любого а G Nft. 

3. У С Л О В И Я РЕГУЛЯРНОГО В Ы Р О Ж Д Е Н И Я И РАВНОМЕРНОЙ Р А З Р Е Ш И М О С Т И 

Le 

(3.1) Le = Lo +Ле + Me, 

n  1 д 2(kj + s )  n  1 - 1 d2k + s ) + 1 
^e = Y< —2k+T) ,  Me ^ E £ 2 S + 1 «2 s+1 , j 2(k3 +s) + 1 • 

j = 1 s = 1  d x j j = 1 s = 0  d x j 

Для краткости записи положим Щ = \M\L2(Q) и (•, •) = (•, •)Լշ(ո)-
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Теорема 1. Пусть: а) существует постоянная Yi > 0 такая, что для всех 
w G Wk (О), удовлетворяющих условиям (2-4), имеет место оценка 

(3.2) ( L0w , w )b2(n) > Yi I ЕЛИ* 
j—i 

+ I|w|l 

е0 > 0 Y2 > 0 

(3.3) ( i f ) := Е ՝ ^ ^ e 2 s a 2 s j ( i f ) 2 ( k j + s ) 

j—is—i 
n 

> Y2J2e 2 lj \j\ 2 ( k j + l j ) , f G R n , е G (0,е0]. 
j—i 

Ci > 0 C2 > 0 u G 
W2 2k+ 2 (О), удовлетворяющих условиям (2-4) и (2.6), справедлива оценка: 

е  

j—i 

2lj j j j 

+ £ И 
j—i 

+ llull 

< Ci (Leu,u) < C2 l\Leu\r , е G (0,е0], 

Доказательство. Пусть u - преобразование Фурье функции u G Cg° (Rn). В силу 

равенства Парсеваля, из оценки (3.3), имеем: 
n 

(Aeu,u) = (Ae ( i f ) U ( f ) (f)) > Y2^2е2lj ( f \ 2 ( k j + lj}U(f) ,U(f)) = 
j—i 

= Y2J2 е  

j—i 

2lj 
И 

k j + l j . G (R n ) , е G (0,е0]. 

Отсюда непосредственно следует, что для всех u G W2 k+ 2 1 (О), удовлетворяющих 

условиям (2.4) и (2.6), справедлива оценка 

2lj Dk k j +  l j „ 
j  е G (0,е0]. (Aeu,u) > е2  

j—i 

Очевидно, что если функция u G W2 k+ 2 1 (О) удовлетворяет условиям (2.4) и 

(2.6), то (M£u, u) = 0 . 

Используя представление (3.1), в силу вышесказанного и оценки (3.2), получаем 

первое неравенство в (3.4). Так как для любого числа ш > 0 

(3.5) (LEu, u) < 2 ( ն 2 ||u||2 + llLeuf^J , u G W^21 (О): 

то, используя уже доказанную часть оценки (3.4), получаем второе неравенство 

в (3.4). Теорема доказана. • 

2 
2 w 

2 
2 u 

2 

u 
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Через 
n  2 1 j 

Le № = Т , ( i 0 2 k j + s  

j = 1s=0 
Le 

Теорема 2. Пусть существуют полож^ительные числа C1, • •.,Cn такие; что 

при всех Հ G R n и £ > 0 
lj 

(3.6) ReLe (0, •••, 0, i j , 0, •••, 0) > C j Y , £2s l j f ( k j + s ) , j = 1, -,n. £2s | 2 ( k j + s ) 

s=0 
Тогда вырождение задачи Ae в зада чу A0 регулярно. 

Доказательство. Пусть 1 < j < n. Так как 
2lj 

Le (0,..., 0, i j , 0,..., 0) = Y) £ s  а s,j ( i j )Щ+ s = ( i j )Щ Qj,0 ( i £ j ) , 
s=0 

где Qj,0 определено в (2.10), то из условия (3.6), в силу леммы 4 работы [1], нопо-
Qj,0  lj 

ми вещественными частями. Аналогичное утверждение верно и для многочлена 

Qj ,b Теорема доказана. • 

Следствие 1. Если h G CTO (Q), mo уеловия I — IV выполняются. 

L0  Le 

(2.2)) непосредственно следуют оценки (3.2), (3.3) и (3.6). Отсюда в силу теорем 

II III 
I IV • 

4 . А Л Г О Р И Т М П О С Т Р О Е Н И Я АСИМПТОТИЧЕСКОГО Р А З Л О Ж Е Н И Я Р Е Ш Е Н И Я 

e 

Решение уравнения (2.5) при условиях (2.4) и (2.6) можно представить как сумму 

частного решения we уравнения 

(4.1) Lewe = h 

и такого решения ve однородного уравнения 

(4.2) Leve = 0, 

чтобы we + ve удовлетворяла граничным условиям (2.4) и (2.6). 
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Суть нижеприводимого алгоритма состоит в следующем: решение уравнения 

(4.1) ищется в виде: 
ж 

wE ^ Е е s w s , 
s—0 

ws  Л0 
ж 

ve ~ Е е S (vs + е « s ) , 
0 

где vs ֊ функция типа погранслоя, при этом функция ws + vs удовлетворяет 

граничным условиям (2.6), е ^ - такой многочлен, что ws + v s +еas удовлетворяет 

всем граничным условиям задачи ЛЕ. 

Исходя из сказанного, решение ue задачи Ле будем искать в виде: 
m n i Kr 

(4.3)  ue = E + E E ^ ( V i ' T  'P + ^ i r p ) +  zm, 
i—0 r—ip—0 i—0 

где zm ֊ остаточный член, a Kr > m, 1 < r < n. 
Пусть n G (0,1/3^^ а. ф (z) ֊ бесконечно дифференцируемая функция одного пе-

ременного, которая равна 1 при z < | и равна ^ и z > n-
Обозначим v i r p (x) = ф (p + ( —1)p xr) е k rVirp (x), p G {0 ,1} , i > 0,1 < r < n, 

n i n i 
ai = У (p + ( - 1 ) P Xr) ai' r 'p, vi = ^ ' r p, i = 0,1,.... 

r—ip—0 r—ip—0 

Формальная подстановка (4.3) в (2.1), с учетом представления (2.7) оператора 

LE, дает: 
max Kr 

d 2 k j + s 
h =  Le ue = \ \L0 + E Е ^ Л я 2kj +s 

j—is—i  d x j 
w0 + е iwЛ + е 

i—i i—0 

(4-4) i n k 

+ j E E е -К \Mr,p + ^ R r ' s ) ( & ф (p +(-1) p xr ) v i r p ) | + Lezm-
tr—ip—0 Լ V s—i J \i—0 J \ J 

е 

равнивая его коэффициент при е г (i > 0) к нулю, получаем: 

L0w0 = h, 

i = 1, . . . , m 
n min{ i' 2 lj } d2kj +sw n min{ i' 2 lj } - i + s a 

/ . r\ т i Հ՜^ д wi-s v-^ v-^ д ai-s-i 
(4.5)  L0wi =  hi : =  a s j 2kj+s  a s j 2kj + s . 

j—i s—i  d x j j—i s—0  d x j 
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Из второй фигурной скобки (учитывая определение функции ф) в окрестности 

границы ГГрР := {x : xr = 0 , 0 < xj < 1,1 < j < n, j = r} имеем: 

(4.6) MrpP v0,՛, r = 1, ••.,n; p = 0,1, 

Mr,p vi,r,p — £ ^ r,s+kr  v i ֊ s , r , p , r = 1, ••.,n; p = 0,1; i = 1, 2, ..•• 

Qr,p 

через —Xr,p,1, ••., —Xr p lr, где r = 1,... ,n; p = 0,1. В силу определения 3 имеем, 

что 

( 4 . 7 ) Xr,p,q = Xr,p,j ( 1 < q = j < lr; r = 1, ••., n; p = 0,1) . 

Пусть w0 ֊ решение задачи A0. Тогда функцию v0,r,p, щ и r = 1,... ,n; p = 0,1, 
будем искать в следующем виде: 

(4.8) i i 

£ k r v0,r,p = £ k r J2 C0, r,p ,s (x ( r )) e - ^ s t r p = £ k r ST C0,r,p,s (x ( r )^ е ֊ ^ , . . * * - ^ 
s=1 s=1 

так, чтобы w0 + £ k rv0,r,p удовлетворял условиям (2.6), т.е. 

d k r+ s w + £ k rv0,r,p) 
(4.9) 

dx-r 
s = 0,1, ,.,lr — 1. 

xr=p 

IV 

(4.10) 

или 

(4.11) 

d k r +ь £""-v0,r,p 

dxkr+ s  

dkr +s w0 
d x k + s  

d k r+ sv0,r,p 

dtk:p 

dkr +s 
= — ( — 1) s p £ s  d  

tr =0  d xr 

w0 
dxkr+ s  

s = 0,1,...,lr — 1, 

s = 0, 1, ... , lr 1. 

Подставляя представление (4.8) функции v0,r,p в (4.11), получаем систему lr ли-

lr C0,r,p,q = C0,r,p,q x ( r )  

(4.12) J2(—Xr,p,s) kr+ s C0,r,p,q = — ( — 1) s p £ 
sp s d k r+ sw0 

q=1 
d x k + s  

s = 0, 1, ... , lr 1. 

Детерминант этой системы (типа Вандермонда), в силу условий (4.7), отличен 

от нуля, следовательно, система (4.12) имеет, при этом единственное решение. 

При r = 1,... ,n и p = 0,1 положим 

£a.0,r,p = —ф (£tr,p) £ k rYcC0,r,p,q (x ( r )՝^ E ( r ) \ ^Г՝՝  (  Xr,p,q^r,p )  

q=1 s=0 

0 

xr=p xr=p 

xr=p 

xr=p 

s 
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(4.13) = —^ (p + ( - l ) p Xr) e^Tco ,r,p, q ( x S r ) )  ( — ^ p , q  ( p + ( — 1 ) p X r ) ) S . 
q—1 s — 0 

Предложение 1. Пусть 1 < r < n up G {0,1} . Тогда функция w0+v0 , r , p + e a 0 , r , p 

удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6). 

Доказательство. Так как функция —еа0,r,p является суммой первых kr членов 

ряда Тейлора функции v0,r, p в окрестности xr = p, то функция v0,r, p + еа0,r,p удо-

влетворяет граничным условиям (2.4). С другой стороны, так как еа0,r,p много-

член степени kr — 1 от xr (или tr,p), то условия (2.6) для него выполняются автома-
w0 

w0+v0,r,p удовлетворяет граничным условиям (2.6), то функция w0 +v0,r,p+ea0,r,p 

удовлетворяет граничным условиям (2.4) и (2.6). Предложение доказано. • 

Замечание 3. Пусть r = 1 , . . . , n; p = 0,1, a dr,p,i,..., dr,p,lr ֊решение системы 

V ( - Л )kr d = -  dkr W o  

Z^ Լ  лГ,p,s)  dr,p,q dxkr 
q—1  r  

lr k +s 
(  ЛГ,p,s )  dr,p,q 0 ?  s 1 ?  lr 1 . 

q—1 

Тогда нетрудно видеть, что решение c0,r,p,1:..., c0,r,p,lr системы (4.12) можно 

представить в следующем виде: 
lr-1 

c0,r,p,q ^ x ( ^  dr,p,q ^ x ( ^ + ^ ՜ 9r,p,q,s ^Х^ ^  е , 

s—1 

где gr,p,q,s-, q = 1 , . . . , lr, некоторая функция (не зависящая от е). 

Для t G R и 1 < j < n положим (x ( j՝>,t) = (x1,..., Xj-1,t, Xj+1,..., xn). 
Пусть wi (i < m) ֊ решение уравнения (4.5), удовлетворяющее граничным усло-

виям (2.4). Тогда функцию vi r,p, при r = 1, ..., n; p = 0,1 и i = 1 , 2 . . . , будем 

искать как решение уравнения (4.6) типа погранслоя, т.е. в виде: 
lr 

V ( x ( r ) „ 

q—1 

так, чтобы wi + e k rvi rpp удовлетворяло граничным условиям (2.6), т. е. 

dkr + s v dkr + 
( 4 2 5 )  д " i , r , p = ( 1 ) s P e s  д  

lr 

(4.14)  е  r  vi,r,p  е  r ^ ՜  ci,r,p,q )  , t r , ^  e  r> p> q  r , p ,  

dtr,p kr + s = — ( —1)sp е 3x, 
s = 0,1, ,.,lr — 1, 

где полагаем wi = ^ и i > m. 

xr—p 
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При r = 1,... ,п и p = 0,1 положим 
lr kr ֊ Ն , , ,s 

е ai,r,p  ф  ( e t r , p )  е ^ ՜  ci,r,p,q (^X^ ) , У ^ ' 
q=1 s=0 

(4.16) 

= -Փ (p +(-1) p Xr) e±ct,r,p,q (x ( r ),tr,p) £ £ k r - 1 - s  ( - A r ' p '  q  ( p + —  X r ) ) . 
q=1 s=0 

Предложение 2. Пусть 1 < r < п, p G {0,1} u i > 0. Тогда функция wi + 
v i , r , p H"  e ai,r , p удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6). 

Доказательство проводится схожим методом, как и в предложении 1. 
Обозначим 

n 1 
Г = Ա լ | {x : xr = p, n <  x j < 1 — Ո, 1 < j < п, j = r} . 

r=1p=0 

Теорема 3. Пусть 1 < r < п, 1 < q < lr, p G {0,1} и i > 0. Тогда 
1) функции wi} օզ, ci r,p,q и их производные любого порядка раеномерно (по е) 

ограниченны на О; 
2) cir,p,q (x ( r\tr,p) ֊ многочлены относительно trp; 

3) v i , r , p ֊ функция типа погранслоя порядка kr; 
4) функция wi + vi + eai удовлетворяет всем граничным уеловиям задачи Ae 

на Г. 

Прежде, чем доказать теорему, сформулируем следующую очевидную лемму: 

Лемма 1. Пусть Q ֊ область в R p G No, bi (t) G Cp (Q) (i = 1,... ,п) и A G 
R n x n ֊ матрица, для ко торой det A = 0. Тогда 

а) система уравнений A (x1 (t),... ,xn (t))T = (b1 (t),..., bn (t)), имеет, един-
ственное решение такое, что xr (t) G Cp (Q) (r = 1,... ,п), 

б) если 
д s  

= 0, s = 0,...,p; r =1,...,п, 
д s  

dts  br  ( t  )  

mo 
д s  

dts xr  ( t )  

t=to 

= 0, s = 0,...,p; r =1,...,п. 
t=to 

Доказательство теоремы 1. Доказательство пунктов 1) и 2) проведем ин-

i w0 
условия I и IV, замечание 2 и определение 4). Следовательно, в силу леммы 
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1, функция c0,r,p,q (x ( r ),tr,p) тоже удовлетворяет условию пункта 1), а значит и 

функция а0 удовлетворяет условию пункта 1) (см. представление (4.13)). 

Так как по предположению индукции все коэффициенты Ci—s,r,p,q (0 < s < i) — 
суть многочлены относительно t r p , все фикции vi-s, r,p (0 < s < i) имеют вид 

(4.14), и оператор Rr,s+kr (s > 0) не зависит от В ^ и dt~-՛ с м ՛ Ф°РМУЛУ (2-9))> 

то правая часть (4.6) имеет следующий вид: 
lr 

s=1 

где Fs = Fs (x ( r ),trp) ֊ многочлен относительно t r p . Следовательно, решение 

v i j r p уравнения (4.6) можно представить в виде vi,r,p = + 9i, rp, где = 
фт,, r, p (x ( r ),tr,p) ֊ частное решение неоднородного уравнения (4.6) (которое мож-

но найти методом неопределенных коэффициентов, см. [11, стр. 62-65]) вида 
lr 

J2Ks e ~ X r ' P ' s t r ' P (Ks = Ks (x ( r ), trp) ֊ многочлен относи тельно t r p степени, на 
s = 1 

tr p  Fs 

x ,tr,p), см. условие (4.7)), 

a 0t,r,p = Oj,, r p (x ( r\trp) ֊ решение вида (4.14), соответствующего однородного 

уравнения, удовлетворяющее граничным условиям d k r+ sOi 

dtkp 
— (—1) 

s p s д kr + s 

dxk+ s  

д^ + i 
<fi 0 , 1 , . . . , l r - 1 , 

vi,r,p 

Так как, по предположению индукции, при 0 < j < i функции Wj, a j , Cj,r,p,q 

удовлетворяют условию 1), то функция h (см. (4.5)) и ее производные любого 

порядка равномерно (по е) ограниченны на О. Следовательно, в силу замечания 

2, функция Wt удовлетворяет условию 1). Нетрудно заметить, что функции ci r,p,q 

ai 

Утверждение пункта 3) следует из пунктов 1) и 2), а утверждение пункта 4) 

Փ 

доказана. • 

5. Т Е О Р Е М Ы ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ Р А З Л О Ж Е Н И И 

4.1. Для любого числа S G (0, 2) обозначим 
n n 1 1 

О6 = U U U U {x G О: \xi — p\< S, \xj — q\< S}. 
i=1j=1p=0q=0 

j=i 

W 
s 

x r =p 
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Пусть п G (0, ֊ ) H S ] = Q\Q2ri. 

Теорема 4. При условиях I — IV решение ue задач и Л£ допускает асимптоти-

ческое представление: 
m n 1 m+kr 

( 5 . 1 ) ие = ^ e i w i + Е Е  e  ( vi,r ,p +  е аг,r,p ) +  zm  ( m  G N 0 ) ! 

i—0 r—1p—0 i—0 

где w0 ֊ решение за дачи Л0, wi ֊ решение задачи (4-5), (2-4), vi,r,p = ek j vir,p ֊ 
решение типа погранслоя порядка kj в окрестности границы Г ^ обыкновенно-
го дифференциального уравнения (4-6), удовлетворяющее граничным условиям 
(4-15), многочлен eairp определен (по функции v i r p ) в (4-16), а для остаточ-
ного члена zm справедлива оценка: 

\\Ъ*т\\ь2(Ц)=  O (em + 1) . 

Доказательство. Применяя оператор Ье к функции ие и учитывая (4.5) и (4.6), 

получаем 

( m n 1 m+kr \ { K 

Y/e iwi + E E E е г (vi,r,p + еаг,r,p) + Zm j = h + Հ ^е г + 1Ь0а4+ 

i—0 r—1p—0 i—0 i—m 

n  2 l j (  m d2kj + sw K d2kj + s a \ + E E I E e i + sas,j + E e i + s + 1a,s,j d j ) + 

j—1 s—1 \i—max{0,m-s + 1}  d x j i—max{0,K-s}  d x j J 

n 1 Nr m+kr \ ՝ | E E E E e i + s - k r Rr^Ф (p +( —1) p xr) vir,p ) + LsZm = 

= 1p—0s—1i—max{0,m+kr-s} J J 

=  h +  e'm+ 1gm +  Ls zm. 

Так как \\gm\\L2(Q) = O(1) (в силу теоремы 3), то \\LEzm\\L2(e) = O (em + 1). Teo-• 
4.2. Для получения асимптотического разложения в S (включая и угловые точ-

ки), модифицируем некоторые шаги алгоритма предыдущего параграфа. Реше-

ние ие задач и Ле ищется в виде 

(5.2) 
m n 1 m+kr / \ 

Ատ = Е e i W i + Е Е Е e i (Vi,r,p + eai,r,p) + Zm ( m < կ : = m i n kA , 

i—0 r—1p—0 i—0 ՝ • l < j < n J 

где W0 ֊ решение задачи Л0, Wi ֊ решение уравнения 
n  mrn { i,2 lj} д2kj +sW,_ 

(5.3)  L0Wi = — E E  as,j о 2kj+s  s  ( i =  1 , . . . , m ) , 
j — 1 s—1  d x j 
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удовлетворяющее граничным условиям (2.4), а функция Vi,r,p, при r = 1,... ,n; 
p = 0,1 и i = 0,... ,m + kr, ищется в виде (4.14) так, чтобы Wi + Vi,r,p удовле-

творяло бы граничным условиям 
dkr + SV . 

(5.4) д V i - r 'p 

dtr r p 

Wi 

= - ( - l ) s p £ s d k r + S y i ' r - 1 

dx k Xr=p 
s = 0, 1, ...,lr - 1, 

при j = 0, 
yi j = j 1 

Wi + յշ յշփ (p + (-1)p Xq) ( V i , q , p + e a i , q , при j = l, ...,n, 
q=1p=0 

а многочлен eai,r,p имеет вид (4.16), и строится исходя из функции V,r,p). 

Известна следующая 

Л е м м а 2. Пусть Q С R^ ^ параллелепипед up G N0. Если 

функция f (x-լ, ...,xn) G C p (Q), то для любого a G Q 

д s д s  

- — lim f (xi,...,xn)= l i ^ f (xi ,...,Xn) (i = j ) , 
dxs Xj —>aj Xj —>aj dxs 

где 0 < s < p, 1 < i < n и 1 < j < n. 

Предложение 3. Функция W0 + V0-1-0 + £a0-1-0 удовлетворяет граничным усло-

виям (2-4) и (2.6) при r = 1 p = 0. 

Доказательство. Из построения функции W0 + V0t1t0 + £а0ю следует, что оно 

удовлетворяет граничным условиям (2.4) и (2.6) при r = 1,p = 0. Так как функ-

ция W0 достаточно гладкая (условие IV), то в силу леммы 4.1 имеем: 

d r I d k l + sW0 

d x r dxf xi = 0i 

d ki+ s d r W0 

dxf d x r 
0, s = 0,1,...,l1 - 1, 

r = 0,1, ,.,kj - 1, 
Xi=0 

где 1 < j < n, т.е. правые части системы (4.12) удовлетворяют условиям леммы 1, 

с л е довел1 ел ь н о, нэ.идснныс коэффициенты c0-1,0-q, q = 1,... ,l1 также удовлетво-

ряют соответствующим условиям этой леммы. Отсюда непосредственно следует, 

что функции V0-1-0 и еа0-1-0 удовлетворяют условиям (2.4), что и требовалось 

• 

Легко доказать и более общее предложение: 

Предложение 4. Пусть 1 < j < n и 0 < i < m + kr. Тогда функция yi,j 
удовлетворяет граничным условиям (2-4) и (2.6) (при r = 1,... ,j;p = 0,1). 

t 

X X 
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В силу предложения 4, приводя аналогичные рассуждения как при доказа-
тельстве теоремы 4, можно доказать следующее: 

Теорема 5. При условиях I — IV решение иЕ задач и Ле допускает асимпто-
W0 Л0 Wi 

дачи (5.3) и (2-4), Virrpp = e k jVi,r,p ֊ решение, типа погранслоя порядка kj в 
окрест,ноет,и границы Г p для обыкновенного однородного дифференциального 
уравнения (4-6), удовлетворяющее граничным условиям (5-4), многочлен eair,p 

определяется по функции Virr,p по формуле (4-16), а для остаточного члена Zm 

справедливы оценки: 

\\LsZm\\L2in) = O (em+ 1) , 
" " 2 

Zm\\S, Q : = 
T ՝ \ k j + l j 7 

D j  Zm / , II— , 
j—1 j L 2 ( Q ) j—1" J 

2 k 
+ E \\Dk  Zm L ( Q ) ) + \\Zm\\l{a) <  O(e 2 m + 2) 

Zm 

дачи Ле, то из равномерной разрешимоети задачи Ле (см. условие III и теорему 

1) следует оценка 
2 П. (Т 7. 7 ) Հ-Ո(„ 2 m+ 2\ Zm\\eQ <  C1  ( LeZm,  Zm )L2(Q) <  O ( е 

где постоянная C1 > 0 не зависит от е. Теорема доказана. • 

Abstract . The paper gives a description of an algorithm of asymptotic expansion 
in е (е > 0) of the solution uE of the Dirichlet problem for the linear differential 
semielliptic equation Leue = h in rectangular parallelepipeds, which contains higher 

е 
degenerating as е ^ 0 Dirichlet problem for Ле semielliptic equation L0u = h of lower 
order. Some theorems on uniform solvability and regular degeneracy are proved. 
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АННОТАЦИЯ. В статье изучена система нелинейных векторных интегро-диф-
ференциальных уравнений с суммарно-разностным ядром, обладающая три-
виальным (нулевым) решением. Построено нетривиальное решение этой сис-
темы в пространстве Соболева W ^ n 2 ( 0 , 

MSC2000 number: 35ХХ, 35G55, 35G50 

Ключевые слова: Факторизация, пространство Соболева, сходимость итера-
ций, нетривиальное решение. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В работе рассматривается следующая система нелинейных интегро-дифферен-

циальных уравнений второго порядка: 

(1.1) d 2 f i , , ( ) V ՜ ՝ 

j=1 

ր + Ж 

/ Kij(x - t)G(<fj(t))dt+ 
J 0 

+ Kj (x + t)Go(<j (t))dt 
0 

x e (0, i = 1, 2,...,n, 

относительно искомой вектор-функции <(x) = (<i(x), <2(x),..., <n(x))T (Т-знак 

транспонирования) с неотрицательными компонентами и начальным условием в 

нуле: 

(1.2) < ( 0 ) = 0 , i = 1, 2,...,n. 
67 
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о 

Здесь X.j-положительные числовые параметры (i = 1, 2 , . . . ,n). Kij (x) , K ij (x) 

непрерывные функции, удовлетворяющие следующим условиям: 

0 < Kij е L1(—<x>, +те), 0 < K i j е L1(0, +те), 
сю сю 

(1.3) J e - aT K ij (т )dr < j e - a TKij (r)dr, x е (0, те), i,j = 1, 2,...,n, 
x x 

a = max J X i . 
1<i<n 

n 

(1.4) ՝ ^ 2 a i j = Xi, где aij = Kij (x)dx, i, j = 1,2,...,n 
j=i 

— O O 

(1.5) v(Kij) = J xKij(x)dx < 0 
oo 

причем существуют io,jo е { 1 , 2 , . . . , n} , для которых v(Ki0,j0) < 0. G и Go ՜ 

заданные непрерывные функции на некотором интервале [0, п]; п > 0, причем 

(1.6) G(x) > x, Go(x) > 0, x е [0, п], 

(1.7) функции G,G0 — возрастают на интервале [0,п], 

(1.8) G(n) = Go(n) = п; G(0) = Go(0) = 0. 

Решение задачи ищется в пространстве Соболева W ^ ^ , +те ) , где 

W p N (0, те) = {f : f ( к ) е Lp(0, ж,), к = 0,1, 2,...,N, 1 < p < + т е } , 

W * N ( 0 , те) = Wpn(0, те) х W p , N ( 0 , те) х • • • х W p , N ( 0 , те). 

Исследованию системы линейных интегральных уравнений с суммарно-разност-

G( x) = Go (x) = 

x 
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В настоящей работе рассматриваются вопросы существования и построения ре-

шения однородной задачи (1.1) - (1.2). Доказывается, что при выполнении усло-

вий (1.3) ֊ (1.8), задача (1.1) ֊ (1.2) в пространстве Соболева W J ^ ( 0 , обла-

дает нетривиальным ограниченным и покомпонентно неотрицательным решени-

ем вида: 
x 

p(x) = (pi(x), V2(x),..., <fn(x))T, pi ( x ) = j e - a ( x - t ) fi(t)dt е WTOj2 (0, + ж ) , 
o 

где 0 < f i ( r ) < an fi(T) փ 0 i = 1, 2,... ,n. В конце работы приведены примеры 

функций G и Go. 

2 . З А Д А Ч А Ф А К Т О Р И З А Ц И И 

Пусть E- одно из следующих банаховых пространств: 

i) Lp(0, 1 < p < 

ii) M(0, +<х>), 

iii) CM(0, пространство непрерывных и ограниченных на (0, функций. 

Обозначим через 

E x n = E х E х E х---х E. 

Введем классы О и Oo следующих нелинейных матричных интегральных опера-

торов: 

n  J  

K G е О, если ( K o f ) i ( x ) = ^ Kij (x - t)G(f (t))dt,i = 1 , 2 , . . . , n , 
j=1 o 

о о n  J o 

K G 0 е Oo, если (К Go f)i(x) = Y< K ij (x + t)Go ( f j (t))dt, i = 1,2,...,n, 
j=lJo 

о 

f е Exn, где 0 < Kij е Ь1(-ж, ж), 0 < K ij е L1(0, + ж ) , i,j = 1, 2,...,n, a 

G Go 

Используя результаты работы [3] и учитывая свойства функции G, нетрудно 

убедиться, что операторы из О не являются вполне непрерывными в банахо-

вых пространствах Exn. В случае, когда Go(x) = x, операторы из Oo являются 

вполне непрерывными в Exn (см. [3]). Обозначим через классы следующих 
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интегральных операторов типа Вольтерра: V± e , если 

n  x  

(V+ f )i(x) = Y , ի+j (x - t ) f j (t)dt, i = 1, 2,.. .,n, 
j = 1 o 

n J 

(V-f )i(x) = Y , J v-j (t - x)fj (t)dt, i = 1, 2,...,n, 

f = ( f i , f 2 , •••,fn)T e E*n, 0 < v± e Li(0, +Ж). 

В дальнейшем нам понадобятся следующие легко проверяемые утверждения: если 

V± e Q±, K g e Q, К G0 e Qo, TO 

1) V _ K G e Q, 

2) V-K Go e Qo, 

3) если G(x) = x, то K G V + e Q, 
о 

4) если G0(x) = x, то К GoV+ e Q0. 

Пусть J a - обратный оператор матричного дифференциального оператора aI — D 

в W ^ " ՜ ^ , +гс>), где а = max I = diag(/, I,... ,I), I—единичный onepa-' 1<i<n 

тор, D = diag(D, D,..., D), (D<)(x) = <(x) — оператор дифференцирования. 

Нетрудно убедиться, что J a e Q - и 
сю 

( J a f )i(x) = J e- a ( t - x )fi(t)dt, i = 1, 2,...,n. 
x 

О 
Из утверждений 1) и 2) следует, что если K g e Q, К Go e Qo, то 

о о 

R g = J a K G e Q, R g o = J a К Go e Qo, 

а ядра задаются посредством следующих формул: сю 
R i , i x ) = j K , , i x + t ^ . l t ,  x  e ,, j =  1, 2,..., n, 

o 

R ij(x)= K ij (x + t)e - a tdt, x e (0, i,j = 1, 2,...,n. 
o 
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о 

С учетом вышесказанного, оператор D 2 — Л + K G + К о0 (где (Af )i(x) = X i f i ( x ) , 

f е Exn) представим в следующем виде: 

( շ ւ ) D 2 — Л + K g + К G 0 = D 2 — a 2 I + a 2 I — Л + K g + К G0 = 

= (D — a I ) ( D + a I — ( a 2 I — A ) J a — R g — R.g 0 ) . 
о о 

Так как Kij е ԼՎ—ж, +ж), Kij е Li(0, ), то представляя ядра Rj и Rij в 

следующих видах 

Rj (x) = J e - a ( z ֊ x K Mdz,x е „ (x) = J e - a ( z - x )  K „ 
x x 

x е (0, i, j = 1, 2,... ,n и используя теорему Фубини и е тр уди о убедиться, 
что 

(2.2) Rij е W M ( 0 , +ж), Rij е W M ( 0 , + ж ) , j = 1,2,...,n, 

(2.3) I Rij (т )dT = ^ , i,j = 1, 2,...,n, 
a 

�00 

если v K ) փ ք T K i j ( т ) d T < то v ( R j ) < 
— O O 

(2.4) * (Rij )= — Ц , i,j = 1, 2,...,n. 

a a2  

Итак, на основе вышесказанного можно утверждать, что справедлива 

о 

Л е м м а 1. Оператор D2 — Л + K G + КG0 допускает, факторизацию вида (2.1) 

и имеют место формулы (2.2) - (2-4). 3. Основной Р Е З У Л Ь Т А Т 

Т е о р е м а 1. Пусть условия (1.3) - (1.8) выполнены. Тогда задача (1.1) - (1-2) в 

пространстве Соболева W ^ " ՜ ^ , +ж) имеет нетривиальное неотрицательное 

решение вида: 
x 

p(x) = (pi(x), P2(x),..., Pn(x))T, Pj (x) = J e - a ( x - t ) f j (t)dt е WJ2(0, +ж), 

где функции 

0 < f i ( x ) < an, f i ( x ) փ 0, i = 1, 2,.. . ,n, a = m&x ^/ճչ. 
1< i<n 
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Доказательство. Уравнение (1.1) запишем в операторной форме: 
о 

(3.1) (D 2 ֊ Л + KG + К Go V = 0. 

С учетом факторизации (2.1) уравнение (3.1) примет следующий вид: 
о 

(D ֊ a I ) ( D + « I ֊ [(а I ֊ Л ) 1 а + R G + R G0])р = 0. 

Обозначим 

(3.2) ф = (D + а ! ֊ [(а՝ 2! ֊ Л) J + RG + R Go])¥• 

Тогда вектор-функция ф будет удовлетворять уравнению: 

(3.3) (D ֊ а!)ф = 0. 

Так как решение задачи (1.1) ֊ (1.2) ищется в пространстве Соболева W°°n 2(0, +гс>), 

ф 

странству W ^ ^ , А уравнение (3.3) в пространстве W ^ ^ , имеет 

лишь тривиальное решение: ф = ( 0 , 0 , 0 , . . . , 0 ) т . Перейдем к изучению уравнения 

(3.2). Обозначая 

(3.4) (D + а % = f , 

с учетом (1.2) мы приходим к следующей нелинейной системе интегральных 

уравнении: 

° t 

(3.5) fi(x) = (а2 ֊ Xi)J e - a ( t - x ) J e - a ( t - T> fi(r)drdt+ 

+ J2 
j = 1 

o 

t 

J Rij (x ֊ t)G I f e - a ( t - T  ) f j (T )dT I dt+ 
o 

+ j Rij(x + t)Go i f e - a ( t - T) fj(T)dT | dt i = 1, 2,. .. ,n, x e (0, l i j ( x + t)Go \J e - f j ( 

o o 

Наряду с уравнением (3.5) рассмотрим следующую вспомогательную систему 

интегральных уравнений Винера-Хопфа: 

n °° (3.6) Si(x) = ^ / T i j (x ֊ t)Sj (t)dt, i = 1, 2, 3,...,n, x e (0, +ж), 
j = i o 
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2 2 
(3.7) 0 < Tij(x) = J e— a zRij (x - z)dz + ^ ֊ ձ e — a x d ( x ) 5 i j + e° xS(-x)Sij, 

0 

i, j = 1, 2,... ,n, x € ( - т е , Sj ֊ символ Кронекера, а 9(x) - функция Хеви-

саида. 

Известно, что если 

(3.8) r(C) = 1, C = ( C i j C i j = j T i j ( r ) d r , v ( T j ) < 0 

—с 

и существуют i0, j0 € {1, 2 , . . . , n j такие, что v(Ti0,j0) < 0, (где гО-спектральный 

C 

возрастающее и ограниченное решение S(x) = (S1(x), S2(x),..., Sn(x))T (см. [4-

5J). 

Из (3.7), (3.8) сразу следует, что 

aij a2 - Xi . . 
Cij = + 2 — S i j , i, j = 1, 2,... ,n. 

a2 a2 

r(C) = 1 

Фубини, получим 

v(Tij ) = Щй-, i,j = 1, 2,...,n. 
a2 

S(x) 

шение системы (3.6). 

Обозначим 

c = max sup Si(x). 
1< i<n xe(0,+TO) 

Из линейности системы (3.6) следует, что функция 

(3.9) S*(x) = (Sl(x),Sl(x),...,Sn (x))T, S*(x) = Հ ֊ S j (x), j = 1, 2,...,n 

также удовлетворяет этой системе. 

Рассмотрим следующие итерации: 

сю t 

(3.10) f( p + 1 )(x) = (a2 - \ ) J e— a ( t — x ) J e— a ( t — T) f ( p ) (r)drdt+ 
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+E 
j = i 

°° f \ / Rij (x ֊ t)G  ( e - a ( t - T )f( p )(T)dT I dt+ 

+ I R ij(x + t)Go I I e - a ( t - T )f( p )(T)dT I dt , p = 0,1, 2,..., 

fj°\x) = an j = 1, 2,... ,n. 

Убедимся, что 

i) S* (x) < f( p )(x) < an, p = 0,1, 2,..., 

ii) f ( p՝ > I no p, i = 1, 2,... ,n 

Сперва докажем утверждение i). В случае p = 0 утверждение i) сразу следует из 

(3.9), (3.10). Предположим, что неравенство i) справедливо дляp = k и убедимся 

в его достоверности в случае p = k + 1 . 

Из (3.10), с учетом (1.3) получим 

fl k + 1 )(x) < 
(а 2 ֊ Xi)an 

+ £ ( / Rij (x ֊ t)G(n)dt + j R ij (x + t)Go(n)dt J = 
j = ^ o o / 

( X °° \ 

J  R i j  (y ) dy + j R ij  (y)dv \ < 

-° x 

n < (1 ֊ ап + n ^У Rij (T)dT = ап. 

С другой стороны, имеем 

°° t 

п > а ֊  - < ՚ - * յ  e - - ' ֊ T ՝<տ-էյ ) d T d t+ 

+ 

j=1 

>  

j=i 

J Rij (x ֊ t)G ( J e - a ( t - T )S*(T)dTj dt+ 

+ j R ij (x + t)Go i j e - a ( t - T ) S*(r)dT I dt 
o o 

°° t °° t 
J R„ ֊ T ) J e ֊ * » ^  ) d T d t + J R „ + Ց e - a ( - * * + 

t 

2 
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сс t сс 

-  X0 / ^ > j : J  T „ ( x  - = 
x 0 J ՜ 1 0 

Теперь докажем утверждение ii). При p = 0 имеем f ( 1 ) ( x ) < an = f ( 0 ) . Предпо-

ложим, что f ( p ՝ ) ( x ) < f ( p  1՝ )(x). Тогда из (3.10), с учетом (1.7) и утверждения i) 

получим 

f( p + 1 )(x) < (a2 - Xi) Je—a( t—x )  j e— a ( t — T) f( p — 1 )(r)drdt+ 
x 0 

J R i j ( x - t)G (  j e— a ( t — T )f( p — 1 )(r)dr) dt+ 
.0 \0 ) 

+  j R ij (x + t)G0 ( j e— a ( t — T  )f( p — 1 ) (r )drdt^ = f ( p ) ( x ) , i = 1, 2,...,n. 

f ( ) ՝| J 
f i  (  x ) 0 

ный предел: lim f  ( p )(x) = f (x), где 

+ E 
j=1 

p—>J 

f (x) = (f1(x),f2(x),...,fn(x))T , S*(x) < fi(x) < an, i = 1, 2,...,n. 

Согласно теореме Б. Леви (см.[6]) предельная вектор-функция удовлетворяет 

системе уравнений (3.5). 
о о 

Поскольку hj = dRj/dx\ h ij = dR j/dx - непрерывные и суммируемые функ-

ции на множествах (-<х>, и (0, соответственно (ибо Rij € W ^ ^ - r o , о о 

Rij € W 1,1(0, a K i j , K i j - непрерывные суммируемые функции), причем 

интегралы 

У hij(x - t)G Ա e— a ( t — T )fj(r)dr I dt, i j 

0 0 
t 

J h ij(x + t)G0 Ա e— a ( t — T )fj (r)dr I dt, i j x t G0 e f j 

0 0 
равномерно сходятся, a f i € M(0, следовательно, с учетом теоремы о диф-

ференцировании под знаком интеграла (см.[7]), из (3.5) следует, что существует 

f € M(0, стадо быть f i € W с д ( 0 , Решая уравнение (3.4), с учетом 

(1.2), приходим к завершению доказательства. • 

Ниже приведем несколько примеров функции G : 

(1) G(x) = x a, n =1, x € (0, 0 < a < 1, 

(2) G(x) = x + s inx, n = n, x € (0, 
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(3) G(x) = x + ֊ ( x ֊ ц)2(1 ֊ e - x), ц> 0. 
2ц 

Go 

G, Go 

G. Тем не менее приведем несколько примеров функции Go : 

(1) Go(x)= x a, а = 1, а > 0, ц = 1, 
п 

(2) Go(x) = цsinx, ц = ֊ , 

(3) Go(x)= цln(x + 1 ) , ц = e ֊ 1, 
п 

(4) Go(x) = цtg^т^ ц =4. 

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания. 

Abs t rac t . The paper studies a system of nonlinear, vector integro-differential 

equations with sum and difference kernel and possessing the trivial solution. A nontrivial 

solution of the system in the Sobolev space W°°n2(0, is constructed. 
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