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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ 
Гармонический анализ и приближения имеют прочные традиции в Армении, 

и нам приятно сообщить о непрекращающейся активности в этих областях. От-
метим три международные конференции по этой теме, которые состоялись в 
Армении: в Нор Амберде, 18 - 24 сентября 1998 года и 11 � 18 сенрября 2001 
года, а также в Цахкадзоре, 20 - 27 сентября 2005 года. 

Настоящий номер и два последующих номера журнала содержат статьи, пред-
ставленные на четвертой международной конференции "Гармонической анализ 
и приближения", посвященной 80-летнему юбилею академика Александра Тала-
ляна и состоявшейся в Цахкадзоре (Армения), 19 - 26 сентября 2008 года. 

Организаторами четвертой конференции были Институт математики Нацио-
нальной Академии Наук Армении и Ереванский Государственный Университет. 

Программный Комитет: 
Н. У. Аракелян (Армения), 3. Чисельский (Польша), П. Готье (Канада), Б. С. 

Кашин (Россия), В. Ду (Германия), П. Никольский (Франция), А. М. Олевский 
(Израиль), В. П. Темляков (США), А. А. Талалян (Армения). 

Организационный Комитет: 
Г. Геворкян, А. Саакян, А. Акопян, М. Погосян. 
В конференции приняли участие около 100 математиков из 14 стран. Пле-

нарными докладами были: Н. Аракелян "О з адач ах Дирихле и Неймана для 
гармонических функций", Г. Геворкян "О периодической системе Франклина", 
Г. Карагулян "О Римановых суммах и максимальных функциях", Г. Керкачарян 
"Пример решения обратной задачи, используя плотный фрейм Нидлета: сужение 
преобразования Радона", С. Конягин "О сходимости гриди приближений для три-
гонометрической системы", Т. Корнер "Квадратные корни сверток", Н. Кругляк 
"К-функционал и близкие минимизаторы для пространств Соболева и Морре-
Кампанато с применением в гармоническом анализе и обратных задачах , м. 
Лейси "Новые границы для функций расхождения и малого шарового неравен-
ства во всех измерениях", В. Лу "Плотности, связанные со сверхсходимостью", 
П. Никольский "Условные числа больших матриц при спектральных ограниче-
ниях", А. Олевский "Почти аналитическое представление измеримых функций", 
А. Талалян "О единственности кратного тригонометрического ряда". 
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ОПТИМАЛЬНОЕ РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ЦЕЛЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ НА УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ 

С. А Л Е К С А Н Я Н И Н. А Р А К Е Л Я Н 

Ииститит математики, НАН Армении 
E - m a i l : asargis<§instmath.sci.am, arakelian@instmath.sci.am 

АННОТАЦИЯ. В этой работе рассматривается задача наилучшего или опти-
мального равномерного приближения целыми функциями на замкнутом уг-
ле А . Эта задача была начата М. В. Келдышем в [4], полагая, что прибли-
жаемые функции f голоморфны на большей угловой области, содержащей 
А без ограничений роста f в бесконечности. В [8] задача была исследована 

f 
А 

функций, связанными с ростом f на А и с дифференциальными свойствами 
f на границе А . В настоящей статье мы улучшаем некоторые результаты 
о приближении целыми функциями на угловых областях, используя новые 
идеи приближения, частично представленные в [9] и [10]. 

1. В В Е Д Е Н И Е И П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е СВЕДЕНИЯ 

Некоторые неограниченные, канонические множества комплексной плоскости 

С, такие как вещественная ось R, замкнутый угол и полоса являются множе-

ствами равномерного приближения целыми функциями (см. обзор [1], гл. 2, с 

дальнейшим развитием в [2]). По необходимости функции f , подлежащие рав-

номерному приближению на закнутом множестве E целыми функциями, пред-

полагаются из класса A(E), т.е. непрерывные на E и голоморфные внутри E. 

E 
приближающие функции иметь по крайней мере такой же рост. 

В этой ситуации, в качестве аналога задач наилучшего и типа Джексона 
полиномного приближения, возникают следующие задачи: построить для кано-

нического множества E и функции f G A(E) аппроксимирующие целые функции 

g таким образом , чтобы их рост в С был в некотором смысле оптимальным, 
т.е. возможно медленным или близко к этому. Этот рост должен быть выражен 
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в терминах роста / и величин, характеризующих структуру / на E, в частно-

сти, в терминах роста некоторых производных / на границе E. С точки зре-

ния классической теории целых функций особой интерес представляет описание 

классов функций на канонических множествах, которые допускают равномер-

ную аппроксимацию целыми функциями данного конечного порядка, с точными 

оценками их типа. Кратко такого типа равномерные приближения будем назы-

вать оптимальными. 

Задача оптимального равномерного и касательного приближения целыми фун-

кциями на канонических множествах исследовалась в работах [3]-[10]. В насто-

ящей работе ограничимся рассмотрением этой задачи для случая приближения 

на замкнутых углах Д а = {z е C : |arg z\ < а/2} (см. [3j-[4j и [6j-[8j). 

Как показано в [4] (см. детали доказательства в [1], гл. 2), функцию / е 
А ( Д а + ) (6 > 0) можно равномерно приблизить на Д а целыми функциями g, для 

роста которых получаются оценки, зависящие лишь от а, 6 и роста / на Д а+г. 

Более общие результаты получены в [8], считая, что / е А(Д а ) и /' е А(Д а) . 

Целью этой работы является улучшение некоторых результатов об оптималь-

ном равномерном приближении на углах Д а целыми функциями. Отметим, что 

такое улучшение в случае приближения на R достигнуто в работе [9], а для слу-

чая приближения на замкнутых полосах ֊ в работе [10]. В этой работе будем 

использовать некоторые аппроксимационные построения, развитые в [8]-[10]. 

Работа состоит из двух параграфов. Первый содержит введение и предвари-

тельные сведения, а второй ֊ формулировки и доказательства результатов об 

оптимальном равномерном приближении целыми функциями на Да. 

1.1. Некоторые обозначения. Ниже буквы N и R обозначают соответственно 

множества натуральных и вещественных чисел. Обозначим через C и C соответ-

ственно комплексную плоскость и риманову сферу. Внутренность, замыкание 
и границу множества E с C обозначим соответственн о через E Em dE, а 

дополнение E в C через Ec. 

Пусть E с C - замкнутое множество, a C(E) обозначает класс непрерывных 

функций / : E ^ C. Положим 

/ ||E = sup\ /(z)\ , 
z£E 
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E E 
что E Ո dDr = 0 для r > r0 > 0, то положим 

Mf (r) = Mf ( r , E ) := I / I I E D • 

Пусть П с C ֊ открытое множество и C'(П) есть класс непрерывно дифференци-

руемых в смысле R2 комплексных функций на П. Для z = x + iy е Пи / е C' (П) 

обозначим через /X и /у частные производные / . 

Предположим теперь, что G ֊жорданова область с положительно ориенти-

рованной кусочно гладкой границей Г. Класс C'(G) определим стандартным об-

разом, как класс функций р е C(G) Ո C'(G), допускающих непрерывные про-

должения производных р'х  и р'у и з G в G. Это определяет их на Г однозначным 

образом. Для р е C'(G) выполняется следующий комплексный вариант извест-

ной теоремы о дивергенции: 

(1.1) p(z)dz = i 2dpda, 
J Г JG 

где Ծ ֊ лебегова мера площади на G и оператор д определяется следующим 

образом 

(1.2) 2др := р'х + ip'y. 

Для р,ф е C'(G) этот оператор обладает свойством 

(1.3) д(рф) = фдр + рдф. 

В полярных координатах t = гв г в частные производные функции р по r и в 
обозначим соответственно через р'г и р'в. В этих терминах 

(1.4) 2гдр = ГРГ + 'р'в. 

Как обычно, H(П) обозначат класс голоморфных в П функций, так что р е 
H (П) тогда и только тогда, когда р е C'(n) и др = 0 в П (условие Коши-

Римана), при котором (1.1) есть классическая теорема Коши с нулевой левой 

частью. 

Для замкнутого множества E с C обозначим 

A(E) = C(E) Ո H(E°), 

и пусть A'(E) и A''(E) есть классы функций E ^ C соответственно один и два 

E C 
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что у G C'(G). Из (1.1) следует формула 
1 Г _ 1 Г^ 

/Г  К J ը 

где Г = dG положительно ориентирована относительно G и Ct(z) = (t — z)՜1 — 
ядро Коши. Заметим, что (1.5) известна как обобщенная формула Коши, (иногда 

(1.5) y(z) = — f y(t)Ct (z) dt — 1 / dy(t)Ct (z) da, z G G, 
2 Г К JG 

как формула Бореля-Помпейю), совпадающая для у G H (G) с ду = 0 на G(Z) с 
классической формулой Коши. 

Положим также: 

d(z) = d(z, E) := inf { \z — (\ : Z G E} 

֊ расстояние от z G С до E С С; 

ET := {Z G С : dE(Z) < r } 

֊ r-окрестность множества E С С; 

Dr(a) := {z G С : \z — a\ < r } , a G С, r> 0, 

- открытый круг, Dr = Dr (0); 

le := {z = re i e : r > 0}, в G R, 

- луч, R+ = կա R ՜ = ln; 

Аав := {z = re i e : r > 0, a < в < в} 

֊ угол раствора в — a < 2К; 

А а ( в ) := А в - а / 2 в + а / 2 , a > 0, в G R 

֊ угол с биссектрисой կ ; 

Аа := Аа(0), Ya := l a / 2 U l ՜ a / շ = дАа, da(z) = d(z,Ya) (z G С); 

x+ := max{x, 0} (x G R), log+ x = (log x)+ (x > 0), log+ 0 = 0; 

z/\z\ для z = 0, 
0 для z = 0. 

1.2. Гладкое продолжение гладких функций. Воспользуемся специальным 

результатом о C'-продолжении для функции f G А'(Аа), a G (0, 2К). Положим 

a = 2К — a , так что дАа (К) = ja = дАа. Наша цель - построение C'-функции f 
на С такой, ч то f = f на А а , С подходящими оценка ми для fփ и df на Аа (К) 
в терминах роста f ' (а также f'', если f G А''(Аа)). Фактически, функция f на 

Аа(К) будет построена на основе лишь значений сужения f \ 
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1°. Рассмотрим в Да(п) дополнительные углы Д+ = Да/2п ш Д_ = Д_а/2_п 

и введем две C'-функции Z = Z(t) и w = w(t), определенные отдельно для t = 

re% e е Д± формулами: 

(1.6) Z =(r sin р)е± 1 а / 2 и w = w± = (ГТ - 1 cos р)е± 1 а / 2, 

где р = т(п — |в|) е [0,п/2] ш т = П/Ծ. Фактически, Z е C(Да(п)), поскольку 

Z = 0 на R_ с обеих сторон, однако w+ = w՜ на R_. Согласно (1.6) легко можем 

проверить соотношения 

(1.7) rZ'r = Z, rwr = w, Ze = — se т  2w, w'e = sg Z. 

Zw 

(a) Z,w е l±a/2 для t е Д±, что влечem Z + w е l±a/2 для t е Д±, 

(b) Z(t) = t или w(t) = 0 для t е Д± только при t е l±a/2, 

(c) Z(t) = 0 для t е Да (п) только при t е R _ 

(d) если d = da(t) ֊ расстояние от t е Д± до то 

(1.8) IZ| < r, т|w| < r и |w| < 2da(t). 

Достаточно проверить только третье неравенство в (1.8). Согласно (1.6) 
r 

(1.9) |w| = -տա(^), 
т 

где д = Щ— а/2 е [0, Ծ/2]. Если теп ерь д > п/2ъ (1.9) и Ծ > п, то d = r и |w| < 

r/т < 2d если же д < п/2, то d = r sin д и, поскольку s in^d) < тд < (тп/2) sin д, 

то снова имеем |w| < (п/2)d < 2d. 

2°. Определим искомую функцию / е C ' н а C для / е А'(Да) с / = / н а Да, 

считая сперва, что 

(1.10) / (0) = / '(0)=0. 

Положим для t = re%e е Д±, где ±в е [а./2,п\, 

(1.11) U(t) = / (Z) + ise ф(в)ф(ь), 

где ф(в) = s inр, р = т(п — |в|), sg является знаковой функцией в, и 

(1.12) ф(^ = / (Z + w) — / (Z) — / (w). 

Формулы (1.11) и (1.12) используют лишь значения сужения / | Ya (см. замеча-

ние 1, (а)). 
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Формально, (1.12) определяет две разные C'-функции на А^г. Но отметим, 

что согласно замечанию 1(c) Փ(է) равняется нулю для t G R ՜ , т.е. для Z = 

0, независимо от выбора ветвей w±. Положив ф = 0 на ln, получим, что ф G 

C(Аа(К)). При этом w = f(w) = 0 для w G Ya, по замечанию 1(b) и (1.10), 

откуда следует, что ф = 0 на Ya-

Отметим, что f* G C(Аа(К)) и f* = f на Ya п 0 замечанию 1(b), так что 

f (Z) = f (t) л Փ(է) = 0 для t G Ya• В виду (1.11), (1.12) и (1.8) получим оценку 

(1.13) \f*(t)\< 4Mf (r + 2d,Ya), t G Аа(К). 

3°. Чтобы проверить условие f* G C'(Аа(К)), отметим, что f о Z G C'(Аа(К)) и 

по (1.4) и (1.7) имеем 

(1.14) 2tdf (Z)= f'(Z)(Z — isgr 2w), t G Аа(К). 

Далее, ф G С(Аа(К)) и ф G С ( А ± ) . Поскольку (фф)'г = фф'ГШ (фф)'в = ф'ф + фф'в 

на А± и ф = ф = 0 на R ՜ , то (фф)'г, (фф)'в и д(фф) исчезают на R ՜ с обеих 

сторон. Итак, seфф G C'(Аа(К)), ^то влечет f G C'(Аа(К)). 

Согласно (1.4), (1.7) и (1.12) для t G Аа(К) имеем 

2tm) = [f'(Z + w) — f '(Z )](Z — ise r  2w) + [f'(Z + w) — f '(w)](w + ise Z). 

Это вместе С (1.3), (1.11) и (1.14) дает для t G Аа(К) 

2t3U(t) = —sвф'(в)ф(ъ) + nif '(Z) + rnf '(w) 

(1.15) + rn[f'(Z + w) — f '(Z)] + Ո4 [f '(Z + w) — f' (w)], 

ni = (1 — ф(в'Ж + ise Г  2w, Ո2 = ф(вХ, 

Ո3 = ф(в)(г 2w + ise Z — Z), Ո4 = ise ф(в)м. 

Правая часть (1.15) равняется нулю при t G Ya, поскольку в этом случае w = 0 и 

\в\ = a/2, откуда следует, что n1 = Щ = 0 и ф(t) = 0 f '(w) = 0. Таким образом, 

df* (t) = 0 дая t G Ya-

4°. Для оценки df*(t) при t = re i e G Аа(К), мы должны оценить функции Пк 

(1 < к < 4). Поскольку 1 — ф(в) < cos у с у = r(К — \в\), то из (1.6) и (1.8) 

следует, что 

(1.16) \ni \< (r + r 2)\w\, \m\<\w\. 
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Так что снова в силу (1.8) имеем 

(1.17) |п1К ( 1 + т )r , ПАК т - 1r, 

и, аналогично, 

(1.18) |П2| < r, |пз| < (2 + т)r. 

Теперь с помощью интегрирования /' вдоль Ya согласно (1.12) получим 
fW 

а л о ) Т ) К /՛(Z+s) — /'(sWsI 
J о 

Поскольку |ф'(в)| < т, (1.19) вместе с (1.8) дает 

Ф'^ФШ < 2т^Mf,(|Z| + w) < 2rMf,(r + 2d,Ya), t е Да(п). 

Отсюда и из (1.15), с учетом (1.17), (1.18) приходим к неравенству 

(1.20) \д/*^)\ < k'a Mf > (r + 2d,Ya), t е Да (п), 

где k'a > 0 ֊ постоянная, зависящая только от а. 

5°. Полагая, что / е A''(ja), можем оценить д/* на Да (п) также в терминах 

роста / ' ' н а Ya. По теореме о среднем значении применительно к (1.19) и (1.8) 

следует, что 

Ф^К Mf,, (|Z | + |w|,Ya)|Zw| < 2rdMf,, (r + 2d, Ya) . 

Аналогичные оценки могут быть получены также для других четырех членов 

в (1.15): используя на этот раз оценки (1.16) для ու и Ո4 и (1.18) для п2 и пз 

вместе со свойством о среднем значении соответственно для интервалов [0, Z], 

[0, w], [Z, Z + w] и [w, Z + w]. Окончательно, из (1.15) и (1.8) получим: 

(1.21) \д/* ( t ) \ < k'a dMf „ (t + 2d,Ya), t е Да (п), 

ka ' ' > 0 а 

6°. Чтобы определить функцию /* без условия (1.10), положим ra = 2/ sin(a/2) 

и 

(1.22) f ( t ) = /(t) — X(t), t е Да, 

где А е H —ra}^j ֊ дробно-линейная функция 

^(t)= / ( 0 ) + / '(0)tra(t + r a ) ՜ 1 . 

Теперь f удовлетворяет (1.10). Если ^построена для f как в (1.11) и (1.12), то 

положим /* = f* + А где f* е C ' н а C, так чт о /* = / и д/ = д/ на Ya, поскольку 
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d\(t) = 0 дая t G A a . При этом, существует постоянная ka > 0 зависящая от a, 
так что 

\A(t)\ < \f (0)\ + ka\f'(0)\, max {\X'(t)\,\A''(t)\} < ka\f'(0)\ 

для t G А„. Отсюда и из (1.13), (1.20) и (1.21) (с f вместо f ) получим оценки для 

t G Аа (K)\Di{ — ra} 

(1.23) \f*(t)\< k[Mf(r + 2d,Ya) + 1], 

(1.24) \df*(t)\< kMf,(r + 2d,Ya), 

(1.25) \df*(t)\ < kd[Mf,,(\t\ +2d,Ya) + 1], 

где k > 1 ֊ постоянная, зависящая только от a и \f'(0)\. Суммируя сказанное, 

приходим к следующей лемме. 

Л е м м а 1. Пусть a G (0, 2К) и a := 2К — a (так что дАа(К) = Ya)- Для 
f G А'(Aa) существует C-функция f* на С\{— ra} с ra = 2/ s\n(a/2), удовле-
творяющая условиям 

(i) f* = f на Аа, так что df* =0 на Аа, 

(ii) рост f* и df* для t G Аа(n)\D1{—ra} ограничены неравенствами (1.23) 

и (1.24), где d = da(t) ֊ расстояние от t до Y, И k > 1 зависит от a 
и \f'(0)\. Если же f G А''(Аа), то тогда дополнительно выполняется 
также уравнение (1.25). 

1.3. Приближение ядра К о ш и . Процесс оптимального равномерного прибли-

жения на угловой области Аа С Сс a G (0, 2К) целыми функциями будет реали-

зован в два шага. Используя лемму 1 и формулу представления (1.6), сначала ап-

проксимируем данную функцию f G А'' (А а ) иа Аа функция ми F G А (А,) для 

некоторого r > 0 с оценкой роста на А,. Затем F равномерно приближается на 

Аа целыми функциями. Осуществление обоих шагов основано на построении со-

ответствующих голоморфных и целых приближений ядра Коши Ct(z) = (t — z)՜1  

для z G Aa и t G Аа(К) = (A°a) c, с оценкой роста аппроксимирующих функций. 
Ct 

t G Aa\Aa ограниченными функциями из А(А, ) на A a для всех t 
каждом компактном подмножестве в А, тел и t находится достаточно далеко 

от подмножества. Мы сводим приближение этого типа к приближению нулевой 
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функции функциями из Л(Д ՝а), равными 1 в точке է. Введем для этого некоторые 

обозначения. 

1°. Для а е (0, 2п) и т > 0 положим Ya,T := дД та и с каждой точкой է е Да\Д°а 

свяжем точку tT е Ya,T так, что ^ — tT | = d(t,Ya,T). Тогда |t| < \tT | и է е Ya,T 

тогда и только тогда, когда т = da(t). 

Заметим, что для а < п точка tT определена однозначно по точке t е Д 1а\Да 

и соответствие t ^ tT очевидно является ортогональной проекцией на Ya,T, удо-

влетворяющей равенству 

(1.26) ^ — tT | = т — da(t), 

так что |t| < |tт| < |t| + т. Чтобы (1.26) имело место также для а > п, достаточно 

считать t е (Д0\Да)\ВГт, где 

(1-27) r-T = —Г— ֊. 
sm( а/2) 

Мы полагаем DrT = 0 для случая а < п с rT = 0. 

Для спрямляемой дуги l обозначим через |l| ее длину. Пусть v е (0, т) и 

lv С 7 a , v есть дага с ортогональной проекцией lT С Ya,T. Тогда | < ^|, где 

равенство будет в случае, когда lv (а также lT) - отрезок. Если же lv (а также 

lT) - дуга окружности, то У^| = v/т < 1. Если теперь dsv и dsT ֊элементы 

длины на линиях Ya,v и Ya,T в соответствующих точках, то 
dsv 

1.28) — < 1, 0 < v < т. 
ds T 

2°. Далее, зафиксируем т = 1 и положим r'a = 0 если а < п и r'a = ra = 

2/ s in(а/2) если а > п. Легко можно проверить, как для ядра Дирихле на верхней 

полуплоскости, существование постоянной ca > 0, зависящей только от а такой, 

что 

(1.29) f К — z-^dZ| <ka, z е Да, 
J Ya 2 

где несобственный интеграл сходится локально-равномерно на Да• 

Положим Sa = ( Д а \ Д а ) \ ^ , и рассмотрим непрерывную функцию qa(t,z), 

(a,t, z) е R+ х Sa х Да, определенную формулой 

(1.30) qa (t,z) = [wt(z)] a+ 2, оде wt(z) = (t — Z )(z — Z )_\ 

и Z = t2 е Ya,2 - ортогональная проекция t на Ya,2. Поскольку wt не имеет нулей 

на односвязной, замкнутой области Да и wt е H(Да), то qa(t, •) е H(Да)- Далее, 
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из равенства wt(t) = 1 следует 

(1.31) qa(t,t) = 1, t G Aa\A О 
a 

Согласно формулам (1.26), (1.29) и (1.30) 

\qa(t,z)\< 4\С — z\ - 2[2 — da(t)] a\z — Z\ - a. 

Поскольку всегда \z — Z \ > 1, то 

(1.32) \qa(t,z)\ < 4e a, z G A, 

Используя далее неравенство 1 — x < exp(— x) (x = da(t)/2 < 1/2) дая \z — Z\ > 2, 

получим 

верное, в частности, для всех z G А,. Суммируя, мы приходим к следующей 

лемме. 

Л е м м а 2. Формула (1.30) определяет, для a G (0, 2К) и Sa = (Aa\Aa)\Dr՛ 
непрерывную функцию qa(t, z) от (a,t,z) на R+ х Sa х А,, с qa(t, •) G H(А,), 
удовлетворяющую (1.31)-(1.33). 

3°. ^ с т ь a ֊ ^^^^а ^^^^ади Лебera на С. Хорошо известно, что для компакта 

K С С с фиксированной мерой a(K) интеграл 

достигает своего максимума для K = Dp(z) с р = [a(K)/к] 1/ 2, легко вычисляе-

мый в полярных координатах: 

Пусть a G (к, 2к)ш S G (0,1]. Тогда, в частности, для Ks = (A sa\A°a) Ո Щ и 

a (Kg) < 2r'aS следует 

(1.33) \qa(t,z)\ < 4\Z — z\՜2 exp{—ada(t)/2}, 

(1.34) \JK(z)\ < 2р = 2[a(K)/к] 1 / 2. 

(1.35) K (z) < 2 ( 2 r ' a / K ) 1 / 2 S 1 / 2 < 2(r'aS) 1' 2  
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2. П Р И Б Л И Ж Е Н И Е Ц Е Л Ы М И Ф У Н К Ц И Я М И НА У Г Л О В О Й 

О Б Л А С Т И 

2.1. Приближение на Д а голоморфными функциями в окрестности Да. 

Пусть а е (0, 2п) и г'а = га = 2/ s in (а /2 ) , если а > п и г'а = 0, если а < п с 

Dra = 0. Положим для 6 е (0,1] 

Ла, g = ( Д а ^ г а ) U Kg, где Kg = (Д 3а\Д°а) Ո D ^ , 

так что Ла, g = Да для а < п независимо от 6. Таким образом, da(t) = 6 для 

t е дЛа,g Ո Dr,arn d0(t) = 1 для t е дЛа,g\Dr> . 

Следующая лемма является вариантом реализации первого из упомянутых 

выше шагов приближения. 

Л е м м а 3. Пусть f е Л"(Да) для а е (0, 2п), е е (0,1] и 

(2.1) a,r := e_ l[Mf„(r + 2,1а) + 1], r > 0. 

Тогда для Л = Ла й с 6 = [cara]_ 2 /՝i существует фупкция F е Л(Л), удовлето-

ряющая неравенству 

(2.2) f (z) — F(z^ < е, z е Да, 

рост которой на Л ограничен для r > 0 неравенством 

(2.3) MF(r) < ci[1 + Mf (r + 2, Да)] + ехр{с2ar+6}, 

где с, c\ и c2 ֊ положительные постоянные, зависящие только от а и f '(0)|. 

Доказательство. Положим S = Л\Да, Sr = S Ո D r и Лг = Л Ո Dr для (r > 0). 

Пусть f есть C'-функция на C \ { — r a } , построенная для f в лемме 1. Формула 

(1.5), примененная к f и к области Лг дает 

(2.4) f*(z)= Ir(z) — Jr(z), z е Л°, 

Ir = ֊ I f*(t)Ct(•№ и Jr = ^ f df*(t)C^)da. 
2 п г J дЛг  п J Sr 

Пусть q(t, z) := qa(t, z) ֊ функция из леммы 2, определенная по формуле (1.30) 

для всех t е S\Dr/ , где a зависит от |t|, т.е. a = 2c 1 ащ+2, где ar определено 

c ' > п q(t, z) = 1 

(t е Sr> ). Имеем, что q(t, z) ֊ кусочно непрерывна по t, q(t, •) е H(Ла) и q(t, t) = 1, 
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t G S. Следовательно, из R(t, z) := Ct(z)[q(t, z) — 1] следует, что R(t, •) G H(Л) и 

для z G Лг интеграл 

(2.5) Ir (z) =  - [ ՅԱ (t)R(t, z)da 
п J s r 

определяет функциюI r G А(ЛГ). Полагая g(t, z) = df*(t)Ct(z)q(t, z), (t, z) G SxA 

и 

1 

согласно (2.4) и (2.5) получим J r Jr — Ir G A(Ar). Полагая Fr := f* + J r , 

очевидно, имеем Fr G C(Ar), и по формулам (2.4)-(2.6) имеем Fr = Ir + I r G 

H(A£), так что Fr G A(Ar). 
Fr 

^ и т ^ ж к функции F G A(A), которую желательно представить в виде 

(2.7) F(z) = f*(z)+ J x ( z ) , z G A, 

если несобственный интеграл 

J^o(z) =  - I g(t, z)da 
п J s 

локально-равномерно сходится на Л. Тогда доказательство (2.2) и (2.3) можно 

свести к оценке \ JTO \ на Д а и Л соответственно. 

Оценим сначала g(t, z) в (2.6) для (t, z) G S x Л. В силу формул (1.25) и (2.1) 

имеем 

(2.8) \df*(t)\< (ek)a{t{da(t), t G S, 

где к > 1 зависит от а и \f '(0)\. Если t G S Ո Dra, а>п, da(t) < S и q(t, z) = 1, 

то имеем 

\g(t,z)\< ekaraS\C\(z)\ = (ek/c)S - 1 / 2\C\(z)\. 

1 / 2 

Интегрируя обе части этого неравенства по Sra и фиксируя c = Akra , согласно 

(1.35) и (2.6) получим, что, если а > п, то 

(2.9) \ Jr a (z)\ < e/2, z G C. 

t G S 

(2.10) \q(t,z)\ < A\z — t2\ - 2 exp { — c'aw+2da(t)} 
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выполняется согласно (1.33) для z е Л таких, что խ — t^ > 2. Тогда согласно 

(1.26) ^ — z| > da(t), следовательно, ^ ^ խ ^ ) < 1. Если же խ — t^ < 2, то по 

(1.32) имеем 

(2.11) |q(t,z)|< 4 exp { 2 c ' a ^ } . 

Теперь из (2.8), (2.10) и (2.11) С Jl G Д у G Т 

(2.12) |g(t,z)|<|Ct(z)| exp {3c'a\t\+2^}, z е Л, 

для c' > 2k Если, в части ости, խ — t^ > 2, то тогда 

(2.13) Ыt^^ < 4екխ — t2- 2a]t\ exp { — c'da(t)a\t\+2}, 

которое омеет место для всех (t, z) е S х Аа. 

Положим теперь Ya,T = дА та и Ya,v,r = Ya,T\Dr для любого r > r'a. Тогда 

из (1.26) следует, что da(t) = т и Щ < ^ < |t| + 2 для t е ja,T и v е [0,1]. 

Следовательно, положив Z = t2 е Ya,2 из (2.12) и (2.13) получим 

(2.14) |g(t,z)| < e^z — Z| 2a\z\ exp { — c о,\с\т} 

для (t,z) е Ya,T х Л и խ — Z| > 2• Правая часть (2.14), как подынтегральная 

функция, фактически зависит только от Так как dsT/dZ| < 1, то по (1.28) 

имеем da < dT|dZ|. Положив lr = Ya,2\Dr из (2.14) получим оценку 

/ t,z)da < ек խ — d 2 exp { — c'a\c\T}a\c\dT|dZ| 
• J s \ s r Jl 2,r J о 

ek I՝ 
(2.15) <— խ — Z l z е Лау, r>r . 

c' Jl2,r 

Из локально-равномерной сходимости интеграла в (1.29) и (2.15) следует, что 

J r ( z ) ^ J(̂ Q(Z) при r ^ ж локально-равномерно для z е Лг>. Таким образом, 

F е Л(Л). 

При z е А а выражение (2.15) выполняется также для r = r'a, и (1.29) влечет 

оценку 
е 

J M < 2 + | J r L ( z ) l 

если окончательно фиксировать c' = 16к(ка + 1) с постоянной ка, удовлетворя-

ющей (1.29). Поскольку по лемме 1 f = f на А а и r'a = ^ и а < п, то это 

вместе с (2.9) для а > п и (2.7) доказывает, что F удовлетворяет (2.2). 

Для доказательства (2.3) оценим JTO(z) дая z е Ла. Положим J ( z ) = J'(z) + 

J ' ' ( z ) , т.е. как сумму интегралов функции g(t, z) по t е S' = S\D4(z) и t е S'' = 
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SՈ D4(z) соответственно. Тогда из (1.26) для t G S' следует \z — Z\ > 2 для Z = t2, 

и как в (2.15), мы из (2.13) получим \J'(z)\ < e < 1. Далее, для t G S" имеем 

\t\ < т + А с т = \z\ и a(S") < 8, поэтому согласно (1.34) Js՛՛ < 2[a(S")/п] 1 / 2 < А. 

Теперь, полагая c2 = Ac', по (2.12) имеем 

(2.16) \JTO(z)\ < 1 + \J''(z)\ < c' exp {3c'^+2} < exp {c2օԴ .+ 6}. 

Отметим, что согласно (2.7) 

\F(z)\<\f*(z)\ + \JTO(z)\, z G Л, 

что вместе с (2.16) влечет (2.3), учитывая, что по лемме I f * = f на Да, и 

согласно формуле (1.23) 

\f*(z)\< ci[Mf (т + 2, Да) + 1], z G Л, 

c1 а \f '(0)\ 

Применяя неравенство log+(a + b) < log+ a + log+ b + log2 (a, b > 0) к функции 

MF (т) и используя (2.3) и (2.1), приходим к следующему замечанию. 

Замечание 2. Рост функции F G А(Л) в лемме 3 удовлетворяет неравенству 

(2.17) log+ MF(т) <c3{ log+ Mf (т + 2, Да) + e - 1[Mf ՛՛(т + 8 , 7 a ) + 1]}, т > 0, 

где c3 > 0 зависит только от а и \f'(0)\. 

2.2. Равномерное приближение на Д а целыми функциями. Следующая 

лемма о равномерном приближении ядра Коши CQ (z) на Д а с полюсами Z гае Д а 

C 

для второго шага наилучшего приближения целыми функциями на угловых об-

ластях (см. лемму 1 в И) . 

Л е м м а 4. Для а G (0, 2п) существует непрерывная функция hb(Z,z) перемен-

ных (b, Z, z) G R+ x Да x C такая, что hb(Z, z) является целой функцией по z 

для фиксированного (b,Z) G R+ x Д°а, удовлетворяющего неравенству 

(2.18) \hb(Z,z) — Cz(z)\ < АА5 - 1 exp{—b}, z G DKl/2 U Д а , 

где 5 = da(Z) есть расстояниe от Z до Ya = дДа. 

Рост функции hb(Z,z) для z G C\D\z\/2 ограничен неравенством 

(2-19) \hb(Z,z)\ <5exp Ic a b\Z\ 1 - p ( \z\ + 5 ) ^ , 

где p = п/(2п — а) и ca > 0 ֊ постоянная, зависящая только от а. 
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Следующая лемма утверждает, что существует целая функция - вес для по-

луплоскости Дп. 

Лемма 5. Существует целая функция 0 с 0(0) = 1 такая, что w(Z,z) := 
0(Z — z) удовлетворяет: 

(2.20) HZ,z)\< А\Z — z\ - 2 , (Z,z) G Y1 x Дп, 

(2.21) k ( Z , z ) \ < Ав 2\ 2\ min {1, \Z — z \ - 2 } , (Z,z) G YI x C, 

(2.22) k ( Z , z ) \ < , (Z,z) G ДП x C, \z\ + 1 < \Z\. 

Доказательство. Положим 0(w) = [ew — 1] 2w - 2, w G C. Тогда, очевидно, 0(0) = 
1  

\0(w)\ < (e — 1)2 < А, \w\ < 1 

и 

\0(w)\< Ае 2^ е  w )+ \w\ - 2, \w\ > 1, 

откуда легко следуют оценки (2.20)-(2.22). 

1°. Дадее мы рассмотрим равномерное приближение целы ми функциями на Д 0 

сначала для а G [п, 2п) в теореме 1, а затем для а G (0, п) в теореме 2. 

Теорема 1. Пусть f G A''(Д„) для а G [п, 2п) и e G (0,1]. Тогда существует 
целая функция g, удовлетворяющая 

(2.23) \f (z) — g(z)\ < e, z G Да, 

\z\ = т > 0 

а=п 

(2.24) log+ Mg (т) < c(1 + т) [ log+ Mf (t, Да) + e - 1Mf ՛՛ (t, Ya) + e - 1 ] , 

где t = т + 10u c > 0 ֊ постоянная, зависящая mолько от \f'(0)\; в случae а > п 

(2.25) log+ Mg(т) < ce - 2 p / 3(1 + т)р[ log+ Mf (t, Да) + e - 1Mf ՛՛ (t, Ya) + e - 1 ] , 

где t = 2(т + 10) и постоянная c> 0 зависит от а \f '(0)\ u Mf ՛՛ (тл + 2)). 

Доказательство. Пусть F G А(Л) - функция, построенная для f как в лемме 

3. Положим Г = дЛ и пусть 5 = da(Z) (Z G Г). Если а = п, тогда 5 = 1, если же 

а > п, то тогда 5 = 1, если \Z\ > тЛ и 

5 = 5e,a = [cara ] - 2 / 3 = cfa e 2 / 3, 



20 С. А Л Е К С А Н Я Н И Н. А Р А К Е Л Я Н 

для |С| < ra, где Cf,a € (0,1) - постоянная, зависящая от a , \f'(0)| и Mf»(ra + 2) 

(см. лемму 3). Таким образом, из С € Г следует |С\ > 1 дая a = п и |С\ > 5е,а Для 

a > п. 

Пусть hb(C, z) - функция из леммы 4, положим h(C, z) = h^^ (С, z) дая (С, z) € 

Л х C, где 
է + 1 44к 

(2.26) bt = l o g + MF(է) + 2 տ ֊ log + l o g , t > 0, 
Cf,a £ 

k > 1 

(2.27) g(C, z) = F(С)[h(C, z) - Cz(z)]ua(C, z), 

г д е и а = 1 дая a > п и Шп = ш - функция, определенная в лемме 5. Тогда из 

формул (2.18), (2.26) и (2.27) для (С, z) € Г х (Аа U D\z\/2) следует, что функция 

g(C, z) удовлетворяет неравенству 

(2.28) ЫС^)^ (£/k)(1 + С | ) ֊ 2 если a > п. 

Аналогичная оценка для a = п следует из (2.20), (2.21), (2.26) и (2.27): 

(2.29) ЫС^)^ (4£/к)С - zr2, (С,z) € Г х Ап, 

и 

(2.30) ЫС^)^ (4e/k)e 2 r min {1, |С - z | ֊ 2 } , (С,z) € Г х C, r = |z|. 

Положим Лt = Л Ո D t и дЛ1; = r t U Lt, где Lt = dDt Ո Л° дл я է > 0 и предположим, 

что Г и дЛ^ ^^^^^^^^^^^^ ^^^^^тарованы относительно Л° и Л° соответственно, 

с индуцированной ориентацией на ^ и Lt. В силу (2.28)-(2.30) несобственный 

интеграл 

(2.31) It,a(z) = 2 ~ / д(С^у!С 

2 п% Jr\rt 

равномерно сходится для z € Dt/2 U А а если a > п, а также для z € D t ֊ \ U Ап 

если a = п, определяя функции It,a € A(Dt/2 U Аа) и It,n € A(Dt֊\ U Аа) 

соответственно. Если z € А а при a > п, тогда по формуле (2.28) 
(2.32) UU^K 2пк Լ ( 1 + С D ֊ 2 ^ | <£, 

фиксируя достаточно большую постоянную к = ка > 0. В случае кп > 2 оценка 

(2.29) влечет 

(2.33) (z) < — / К - z ֊ 2 ^ =Դ<£. пк J г к 
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Используя (2.30), для Z G r \ r t с t > 1 и \z\ = т < t — 1 получим 

(2.34) \Ir,n(z)\ < e 2 rЩ \Z — z\ - 2\dZ\ < ee 2 r. 
п к Jr\r 

g 

(2-35) g(z) = It,a(z) + I,iCt(z) + Հ«(z), z G Dt, 

где Ir,a(z) определена формулой (2.31) и 
1 

If, a(z) ••=-^1 Լ F(Z)h(Z,z)ua(Z,z)dZ, 

I't,a(z) • = 2 ֊ է F(Z)C((z)ua(Z,z)d£. 

֊ I F(Z)Cz(zMZ — z)dZ = 0, 
2 п г Jд(л„\л^ 

t t , > t > т = \ z\ 

то по теореме Коши 
1 

' ' д Л \ Л t ) 
t t , 

Для доказательства (2.23) предположим, что z G Д„ И t > т = \z\. Тогда по 

формуле Коши 

F ( z ) = 2 ֊ i F (Z )Cz (z)ua(Z — z)dZ, 
2 п г JдЛь 

и из (2.35) следует, что g(z) = F(z)+ Io(z), где I0(z) = IQ(Z) = 0. Таким образом, 

\g(z) — F(z)\ < e no (2.31) и (2.32), и с учетом (2.2) приходим к (2.23), заменяя, 

если необходимо, e на e/2. 
z G C т > 5 

и положим в (2.35) t = 2т, если а > п ш t = т + 1 при а = п. Тогда по (2.32) и 

(2.34) имеем 

(2.36) \Ira(z)\ <e exp(2s a - n t ) , а > п. 

Для оценки If a(z) и I t" a(z) при а > п отметим, что согласно (2.19), рост h(Z, z) 

для Z G r t и 5 < \Z\ < t ограничивается неравенством 

(2.37) \h(Z, z)\ < exp {cabt5 - р(т + 1)p}, 

где bt > 1 определено формулой (2.26) и ca > 0 зависит только от а. Кроме того, 

из определения и (2.22) следует 

(2.38) \^a(Z,z)\ < ехр{Ава-пt}, 

(2.39) \F(Z)\ < exp { log+ MF(т)} < exp {bt} 
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И 

(2.40) Cz(z^ < (է - r ) ֊ 1 < min {1, 2/t}. 

Из определения I'r (z) в (2.35) и неравенств (2.37)-(2.39) для a > п и c'a > ca + 4 

следует, что 

(2.41) т ш < exp {c'abts֊ p(r + 1)p} . 

Эта же оценка выполняется также для Щ'^)^ используя (2.35) и (2.38)-(2.40), 

(2.42) I ' ^ < exp {bt + 4sa֊nէ} < exp {c'abtS ֊ p(t + 1)p} . 

Суммируя, из (2.35)-(2.36) и (2.41)-(2.42) получаем, что для некоторой постоян-

ной с*а > 0 

Uz^ < exp { Հ b t S ֊ P ( r + 1 ) p } , z € C, 

что влечет 

(2.43) log Mg(r) < c a S ֊ p ( r + 1) pbt, r > 0, 

где t = 2r дая a > п и t = r + 1 дая a = п. 

Оценки (2.24)-(2.25) теоремы 1 непосредственно следуют из (2.43), (2.17) и 

(2.26), с учетом того, что 

6 = S(t) = c f a £ 2 / 3 , t < ra, 

для a > п и t1 -p log(t + 1 ) < log ^ дая t > 1. Это завершает доказательство 

теоремы 1. 

Следствие 1. Пусть f € А''(Аа) для a € [п, 2п) и 

log Mf (r, Аа) = O(rv) и Mf п (r,Ya) = O(rv) при r ^ <ж 

дкя некоторого v > 0. Тогда для любого £ € (0,1] существует целая функция 
g g 

р + v и типа Ծ, 
c/ a = п, 

ծ < ՝ c/£ 1+ 2р / 3 a > п, 

c > 0 

2° Рассмотрим теперь случай a € (0, п) с р = п/(2п - a) € (1/2,1). Для 

равномерного приближения целыми функциями на Аа функции f € А''(Аа) нам 
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нужна новая характеристика для / .Положим f p (w) = / (w 1 / p) дая (w G Дар), 

так что 

(2.44) (/P(z p) = p - 2{z 1 - p[z 1 - pf'(z)]'}, z G Да \ {0 } . 

Необходимой характеристикой является величина 

Բք  ( т ,1а) =  max {р2 \ ( / p ) ( z P ) \ •  z  G Ya] 
1 < \ z \ < r 

(2.45) = max {\z 1 - p[z 1 - pf '(z)]'\ : z G Ya}. 
1 < | z | < r 

Положим f = / — Ճ G A'(Да), где 

Kz) = / (0)+ / '(0)[1 + C-1(z)], z = —1. 

Так как f (0) = f'(0) = 0, то формула (2.44) для функции fp՛ выполняется также 

z=0 

(2.46) \ f ' ' ( z p ) \ < 2Mf,,(1,Ya)• = cf, z G Ya, \ z \< 1. 

f 

(2.47) Mf,, (тР, Yap) < Ар{ (т, Ya) + cf, т > 0. 

Отметим, что для z G Д a 

Ճ^) = O(1), Ճ'(^) = O(\z\ - 2), Ճ''(z) = O(\z\ - 3) щи 

Из этого согласно (2.45) следует 

(2.48) բք (^Ya) < Vf (т, Ya) + VX^Ya) < Vf (т,Ya)+ 0(т - 1 - 2 р ) при т ^Ж. 

Положим теперь 

gx(z) = /(0) + /'(0)[1 + hb( — 1, z)], z G C, 

где hb( — 1, z) ֊ целая функция из леммы 4 с 5 = 1 и 

b = log+ \/(0) \ + log+ \/'(0)\ + log —. e 
Тогда согласно (2.19) и (2.20) целая функция gx(z) удовлетворяет неравенствам 

(2.49) \gx(z) — Ճ^)\ < e, z G Дa, 

(2.50) log \gx(z)\< cab(\z\ + 1)p, z G C. 

Эти неравенства и формулы (2.46)-(2.48) позволяют свести приближение функ-

ции / к приближению функции f G A''^a). 
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Пусть ( = re i &, где \в\ < п. Тогда Zp = r pe l p d и Z € Аа тогда и только тогда, 

когда Zp € Аар. Поэтому, еели Z € А а , то Zp € Аар и 

d(Z p, Yap) = rp sin [р(\в\ - a/2)\ < r p - 1d(Z, la), 

откуда следует, что d(Z p,Yap) < 1, если d(Z,Ya) = m i n l ^ r 1 ^ } для (r > 0). 

Полагая 

(2.51) = {Z € C \ R ֊ : d(Z, Аа) < min {1, \Z\ 1 - p}} 

имеем, что Аа с Q.a,n Z € 0.а\Аа влечет d(Z p,Yap) < 1-

Применив лемму 3 с Л = А^к f p и Аар, для любого £ € (0,1] найдем функцию 

F p € А(А 1ар) с F p(0) = 0, удовлетворяющую (2.2) и (2.3) вместе с (2.1). Полагая 

F(z) = F p (z p ) дая (z € &а), определим F € А(0.а), и, учитывая, что f ( z ) = fp(zp) 

для z € Аа, получим 

(2.52) \f(z) - F(z)\ < £ , z € Аа. 

Согласно (2.1), (2.3) и (2.46)-(2.48) рост F в Qa ограничен неравенством 

(2.53) MF(r) < c[1 + Mf (r + 2, А а ) ] + exp { c £ - 1 [ ^ f (r + 6, Ya) + 1]}, 

где c > 0 и c" > 0 ֊ постоянные, независящие от £ и r > 0. Поскольку MFp (1) = 

MF(1), то по неравенству Коши 

\F'p(w)\< , И < 1. 
( 1 - \ w \ )  1  

Тогда по неравенству о среднем значении \Fp(w)\ < MF(1)\w\(1 - \w\) -1 for \w\ < 

1. Положив w = zp, получим для z € 

(2.54) \F(z)\ < MF(1)\z\ p(1 - \z\ p) - 1 < 2MF(1)\z\ p, 

\z\ < 2 ֊ 1 / p  

Л е м м а 6. Пусть f € А''(Аа) для a € (0,п) и £ € (0,1]. Тогда f = f + X, где 

f € А''(Аа) и X ֊ дробно-линейняя функция, так что 

(i) f(0) = f'(0) = 0 и существует функция F € А(П а) , удовлетворяющая 

(2.52), (2.53) и (2.54), 

(ii) X допускает приближение вида (2.49) целыми функциями g\ с ростом 

(2.50). 

Теперь мы готовы сформулировать и доказать теорему об оптимальном рав-

номерном приближении в случае a<п. 



О П Т И М А Л Ь Н О Е Р А В Н О М Е Р Н О Е П Р И Б Л И Ж Е Н И Е 25 

Теорема 2. Пусть / G A''(Да) для а < п Тогда для любого e > 0 существует 
g 

(2.55) \/(z) — g(z)\ < 3e, z G Да, 
g 

(2.56) 

l ogM g ( т ) < c(1 + т р)[log+ Mf (т', Д0) + e - 1vf (т',Ya) + log+ т + exp{ce - 1 } ] , т > 0, 

где Vf (т, Ya) определено в (2.45), т' = 2(т + 3) u c > 0 ֊ постоянная, независящая 

от e и т. 

Доказательство. Пусть F G A(Qa) функция, построенная в лемме 6 для функ-

ции f и Qa ֊ замкнутая область, определенная формулой (2.51). Достаточно 

построить подходящее целое приближение G функции F на Д0, с оценкой роста 

G на C. Рассмотрим для этого замкнутую область 

Ла =  {z = те 1® G Qa • \е\ < (а + п)/2 }, 

так что Д 0 С Л0 С Qa. При этом, для Г = что r\D1 = dQa\D1 и 

r\D1 = L+ U L - , г д е L± = [0, e± i ( a+ n )/ 2]. 

Пусть hb(Z, z) - функция из леммы 4 и для (Z,z) G Г х C положим 

hb (Z,z) если \ Z \ > 5o, 
h(Z, z) = < , , 

0, |Z| < 50, 

(2.57) bt = log+ MF(t) + log(e5o) - 1 + log^k) + 3log(\t \ + 1) 

с 5 = d(Z,Ya) = min {\Z\, \Z\ 1 - p} , для Z G Г, \Z\ > 5o, где 5o G (0, 2 - 1 / p) и k > 1 ֊ 
постоянные, подлежащие выбору. Положим 

(2.58) g(Z,z) = F(Z)[h(Z,z) — Cz(z)], (Z,z) G Г х C\{Z}, 

удовлетворяющую, согласно (2.18), (2.57) и (2.58) для (Z,z) G Г х (Д0 U D\z\/2) 

неравенству 

(2-59) \g(Z,z)\ <k5(1 + \Z\)-2, \Z\> 5o, 

и для (Z, z) G (Г Ո Dg0) х Д0 неравенству 

(2-60) \g(Z,z)\ < 2MF(1)\Z\ p - 1. 
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Для любого t > 60 обозначим r t = Г Ո Dt и Lt = Ла Ո dDt. Согласно (2.59) 

несобственный интеграл 

(2.61) It(z) = 72՜ F g(Z,z)dZ 

2 п г Jr\rt 

равномерно сходится для z € Dt/2 U Аа, определяя функцию It € U Аа). 

Из (2.60)-(2.61) следует, что 
(2.62) \Io(z) - ISo(z)\ < п ֊ 1 M-p(1)60 < 3, z € Аа, 

если фиксировать 60 = £l / p [M F (1 ) +1] 1 / p . Аналогично, по (2.59) и (2.61) имеем 
£ 

(2.63) \I1(z) - ISo (z)\ < £ / пк < 3, z € Аа. 

Пусть теперь t > 1 и z € Dt/2 U Аа. Тогда, по (2.59) и (2.61), учитывая, что 

\dZ\ < kad\Z\ для (Z € Г \Z\ > 1) согласно (2.51), и фиксируя к = 3ка + 1, 

получим 
£ 

(2.64) \It(z)\ < (£ ка/к) < 3 . 

Определим искомую целую функцию G по формуле 

(2.65) G(z) = It(z) + I't(z) + I't'(z), z € Dt, 

где It(z) определено формулой (2.61) и 

I't(z) : = [ F(Z)h(Z,z)dZ, 
JTt 

I't'(z) : = 2՜ քլ F(Z)Cz(z)dZ. 

t t ' > t > r = \ z\ 

Коши 

2-1 F(ZCz (z)dZ = 0, 
2 п JՑ(Ոէ,\Qt) 

t t '  

и (2.65) следует, что G(z) - F(z) = I0(z) (z € Аа)• Поскольку I0 = I1 + (I1 -

Ig0) + (I0 - Ig0), то согласно (2.62)-(2.64) получим, что 

(2.66) \G(z) - F(z)\ < £ , z € А а . 

Согласно выбору функции h(Z,z) дая Z € Г с h(Z,z) = 0 (\Z\ < 60), из (2.19) 

следует, что для р = п/(2п - a ) и z € C \ D z \ / 2 

(2.67) \h(Z,z)\ < exp {ca(b1/60)(\z\ + 1 ) р ^ л и 60 < \Z\< 1 
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И 

(2.68) \h(Z,z)\ < exp {c'ab\c\\z\ p} если \Z\ > 1, 

ca > 0 c 'a > 0 а 

Применяя неравенства (2.67) и (2.68) и оценивая интегралы I't(z) и I't'(z) с 

t = 2\z\ (как в доказательстве теоремы 1), получим 

log+ MG^) < c'a(т + 1)р [b1/5o + b2r + 1], т > 0. 

Отсюда, используя определение (2.57) и оценку (2.53), как в замечание 2, полу-

чим 

log+ MG(f) < c(f + 1)р [ log+ Mf (т', ДО) + e - 1 Vf (т', Ya) 

(2.69) + l o g + т + exp{ce - 1 } ] , т > 0, 

т ' = 2(т + 3) c > 0 e т 

Теперь можем определить искомую целую функцию g, ^^дажив g = G + g\. 

g 

следует из (2.50) и (2.69). Доказательство завершено. 

Следствие 2. Пусть / G A''^a) для а G (0, п) и для некоторого v > 0 

log Mf (т, Да) = 0(ти) и Vf (т,^/а) = 0(ти) при т ^ ж. 

Тогда функцию / можно равномерно приблизить на Да целыми функциями 

порядка р + v и нормального типа, если v > 0. 

Abstract . The paper discusses the best or optimal uniform approximation pro-

Д 

/ 

Д 

/ 

/ Д 

/ Д 

/ Д 

the results on entire approximation on angles, using new approximation ideas partially 

presented in [9] and [10]. 



28 С. АЛЕКСАНЯН И Н. АРАКЕЛЯН 

Список Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

[1] С. Н. Мергелян, "Равномерные приближения функций комплексного переменного", Успехи 
мат. наук, 7 (2 (48)), 31-122 (1952). 

[2] Н. У. Аракелян, "О равномерном приближении целыми функциями на замкнутых множе-
ствах" , Известия А Н С С С Р , сер. матем. , 28 , 1187-1206 (1964). 

[3] Н. Kober , "Approximation by Integral Functions in the Complex Plane", Trans. Amer. Math. 
Soc., 54 , 7-31 (1944). 

[4] M. В . К е л д ы ш , "О приближении голоморфных функций целыми функциями", Д А Н С С С Р , 
4 7 (4), 243-245 (1945). 

[5] S. N. Bernstein, "Sur la Melilleure Approximation sur tout L ' axe Reel des Fonctions Continues 
par des Functions Entieres de Degre Fini", I-V, C .R . Dokl. Acad. Sci. U S S R , Ser .51, 331-334, 
487-490, 52 , 563-566, 54 , 103-108, 475-478 (1946). 

[6] M. M. Д ж р б а ш я н , А. П. Тамадян , "О наилучшем приближении целыми функциями в 
комплексной области", Д А Н С С С Р , 104 , 345-348, (1955). 

[7] М. М. Д ж р б а ш я н , А. П. Тамадян , "О наилучшем приближении целыми функциями в 
комплексной области", Известия А Н С С С Р , сер. матем. , 20 , 485-512, (1956). 

[8] Н. У. Аракелян, "Равномерное приближение целыми функциями с оценкой их роста", Сиб. 
мат. ж у р н а л , 4 (5), 977-999, (1963). 

[9] Н. У. Аракелян, "О равномерном и касательном приближении на вещественной оси целыми 
функциями с оценкой их роста", Мат. сборник, 1 1 3 ( 1 1 5 ) , (1(9)) , 3-40 (1980). 

[10] N. Arakelian, Н. Shahgholian, "Uniform and Tangential Approximation on a Stripe by Entire 
Functions, Having Optimal Growth", C M F T : Computat ional Methods and Function Theory, 3 
(1), 359-381, (2003). 

Поступила 15 марта 2009 



Известия HAH Армении. Математика, том 44, и. 3, 2008, стр. 29-40. 

П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В О П Р О С Т Р А Н С Т В А Б Е С О В А , 
С О С Т О Я Щ Е Е ИЗ С А М Ы Х Н Е Г Л А Д К И Х Ф У Н К Ц И Й 

Е. И. БЕРЕЖНОЙ 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Пусть A(f ,h)( t ) = \f(t + h) — f(t)\ и X ֊ симметричное про-
странство функций на [0,1]. Пусть фиксированы числа օւ £ (0,1) и р € [1, оо). 
По тройке ( Х , а , р ) построим пространство типа Бесова Л^ ֊ , норма в кото-
ром задается равенством 

оо \ 1/Р 
/|Л£,Р = A(/ ;2 ֊ i)(-)l* )р • 

i=1 / 
Пусть օւ о € (0, 1). Показано, что существует бесконечномерное замкнутое 
подпространство пространства такое, что любая отличная от тожде-
ственного нуля функция не принадлежит пространству Л J с օւ > «о. 

В геометрической теории банаховых пространств гладких функций значитель-
ный интерес представляет следующая задача (на нее снова обращалось внимание 
в [1]). 

Задача А. Пусть задано некоторое банахово пространство гладких функций X. 
Существует ли бесконечномерное .замкнутое подпространство Y С X такое, 
что у каждой отличной от тождественного нуля функции у G Y гладкость 
не лучше, чем у самой негладкой функции из X? 

Этим вопросом занимались многие математики [2]-[5]. Окончательное решение 
задачи А для пространства С [0,1] приведено в [6], для пространств Липши-
ца Lip(ui) соответсвующий окончательный результат, включая теорему испра-
вимости, приведен в [7-9]. В настоящей работе дается решение задачи А для 
пространств функций конструкция которых аналогична построению про-

странств Бесова. Мы будем рассматривать следующий вариант основной задачи 
для пространств Л^ . 

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, код проекта 08-01-00669 
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Задача В. Зафиксируем «о € (0,1). Существует ли бесконечномерное замкну-
тое подпространство Y(X,aо,р) пространства такое, что любая от,лич-
ная от тождественного нуля функция / G Y(X,aо,р) не принадлежит ника-
кому пространству Л^ с а > а о? 

Утвердительный ответ на поставленный вопрос и составляет основное содержа-
ние данной работы. Отметим, что выбирая в качестве пространства X различные 
симметричные пространства, можно получить, например, окончательное реше-
ние для задачи А для пространств Бесова, построенных по пространству Лебега 
Մ, пространству Орлича Լա И, вообще, по любому симметричному пространству. 

Пусть I = [0,1] и Д С I - измеримое подмножество / . Через x{D) обозначим 
характеристическую функцию множества D. Пусть Տ(բ) - множество измеримых 
по Лебегу функций на / . Для / : I —> R как обычно, через А(/, 7) обозначим 
функцию распределения функции / , т.е.: 

А ( /л ) = м № : I/WI > 7 » , 

Сразу же отметитим простое и важное неравенство: 

(1) А(/ ,7О) > A ( / , 7 i ) , 70 < 7 i -

Напомним [10], что банахово пространство функций называется симметричным, 
если из справедливости при всех 7 G Д+ неравенства А(/, 7) < А[д, 7) и д G X 
следует, что / е X и ||/|Х|| < ||з|Х||, где символом ||/|Х|| обозначается норма 
элемента / в пространстве X . 

Важную информацию о симметричном пространстве X несет его фундамен-
тальная функция, которая определяется равенством ф{Х,€) = где 
է = /ՀՕ). 

Через Ս обозначим множество квазивогнутых функций գ>: [0,1] —> R+, т.е. функ-
ций f которые не убывают, а отношение է՜ 1ք(է) не возрастает. Через Ս обозна-
чим подмножество в Ս, состоящее из вогнутых функций, которые удовлетворяют 
дополнительному условию limt^o Գ>(է) = 0. Хорошо известно, что каждая квази-
вогнутая функция эквивалентна своей наименьшей вогнутой мажоранте. 

Отметим, что для каждого симметричного пространства его фундаментальная 
функция ip(X,t) квазивогнута. Если же limt->o ՝ф{Х,Ь) > 0, то X изоморфно L°°. 

Важными примерами симметричных пространств являются пространства Лебе-
га Lp(p > 1), пространства Орлича Լի, построенные по выпуклой на R+ функции 



П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В О П Р О С Т Р А Н С Т В А Б Е С О В А 31 

h(t), удовлетворяющей условиям lim t->ot~ lh{t) = 0 и lim^oo t~ lh{t) = оо с нор-
мой, которая задается равенством 

\\f\Lh\\ = inf j 7 > 0 : J հ dp < 1J , 

пространства Лоренца A(ip) и Марцинкевича М(ср), построенные по գ> G Ս, норма 
в которых задается равенствами 

| | / | А Ы | | = f % ( A ( / , 7 ) ) d 7 , | | / |M(,)| | = S U P ^ / \ f { x ) W 
Jo DCI JD 

соответственно. Нетрудно проверить, что для фундаментальных функций этих 
пространств справедливы равенства 

Փ{Մ,է)=է 1'?, փ(լԽէ) = - — у , ф(А(<рЦ) = ф(МШ) = ф). 

Пространства Лоренца и Марцинкевича играют среди симметричных простран-
ств экстремальную роль: если ф фундаментальная функция пространства X, то 
справедлива теорема вложения Е.М.Семенова [10] Л(̂ >) С X С М{ф), причем 
константы, вложения равны 1. 

Зафиксируем симмметричное пространство X , причем без ограничения общно-
сти мы будем считать, что фундаментальная функция ф(Х, է) пространства X во-
гнута и удовлетворяет условию ф(Х, 1) = 1. Пусть фиксированы числа a G (0,1) 
и р G [1, оо). По тройке (X, а,р) построим пространство типа Бесова р, норма 
в котором задается равенством 

( о о J2(2m\\A(f;2 ֊%)\X\\) p  

i= 1 
здесь 

A(f;h)(t) = \f(t + h)-f(t)\. 

Прежде чем перейти к доказательству утверждения, дающего утвердительный 
ответ на задачу В, нам потребуются некоторые предварительные построения. 

Для каждого j = 1 ,2 , . . . образуем функции 

{ 2 4 - - при te[ 0,2՜ յ) 
3 2 

- - 2 J t при է е [2- j,2- j + 1] 

и продолжим 6j на всю ось периодически с помощью равенства 
ej(t + 2-* + 1) = ej(t). 
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Отметим, что для функции 6j (к = 1, 2 , . . . , j — 1) выполняются соотношения 

(2) ^ ( t + 2 ~ f c ) ֊ ^ ( t ) = 0 , 

из геометрических соображений следует неравенство 

(3) թ К . | ^ ) Vjy 

Поэтому из (2) и (3) следует, что при к = 1 ,2 , . . . , j — 1 выполняется равенство 

բ{է: |03-(t + 2~к) - вՀէ) | > ֊ 2 ՜ & 2 յ | > ֊ к > j — 1. 

(4) X О, 

а при /г > j — 1 выполняется неравенство 

(5) 

Отметим, что из (5)видно, что норма функций Д ( 6 j , 2~ k)(t) зависит не от явной 
формулы для вычисления нормы в пространстве X , а лишь от фундаментальной 
функции этого симметричного пространства. Учитывая справедливость при 7 G 
(0,1) неравенства ф(Х, դէ) > դф{Х,Ь) и соотношения ф(Х, 1) = 1, из (5) следует 

справедливость неравенств 

(6) կ-к+з < 
4 

X < 2 -к+э , к > j — 1. 

Для оценок норм функций в пространстве Л^ нам потребуется оценка нормы 

некоторых линейных операторов в пространствах последовательностей. 

Л е м м а 1. Зафиксируем возрастающую последовательность натуральных чи-
сел J = {ji}fZ 1 U A G ( 0 , 1 ) . По числу а и и последовательности {ji}fZ 1 в про-
странстве последовательностей построим оператор Ta}j{ci\{k), определив его 
равенством 

1 - 1 

(7) Ta,j{Ci}(k) = J2ci2- { 1- a ) { k- j^ 
i=1 

Тогда справедливо неравенство 

(8) \\TaAl p^l pW< 

ji-i <k < j i . 

1-е 
2l-a _ չ ֊ 

Доказательство. Рассмотрим оператор Ta<j, как оператор, действующий из 1 е  

в Тогда справедлива оценка 
I ֊ 1 31֊ 1 

sup \T0lj{ci}(k)\ < տ ս ր ^ խ ; ^ 1 ՜ 0 ^ ՜ ^ < sup2 1 ^ ^ շ(ւ-<*)« 
k  k i=1  k i= 1 

շ 1 ֊ օ 
< 

2 l ֊ a _ - լ ֊ 
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Таким образом, справедлива оценка 
ol —а 

О) \Kj\1 0 0 ^ 1°°\\ < 2 1 _ а _ г 

Рассмотрим теперь оератор T ^ j , как оператор, действующий из /1 в I1. Тогда 
справедлива оценка 

оо 1 — 1 

к 1=2 j i ֊ i < k < j i i=1 

< Ic i^ 1 ՜ " ^ 2 ( l ֊ « ) 0 ' i ֊ f c ) + | Շ շ |շ (1 ֊«) ^ 2 ( l ֊ « ) ( j 2 ֊ f c ) + . .. 

fe>j(l) fc>J՝2 

շ 1 ֊ « 0 0 

i=1 

Таким образом, справедлива оценка 
ol —ск 

1 , /11 (Ю) T a . j / 1 ^ / 1 < 2 1 ֊ а _ 

Поскольку оператор Ta j позитивный, т.е. переводит неотрицательные последо-
вательности в неотрицательные последовательности, то для него справедлива 
интерполяционная теорема с константой 1, т.е. из (9)-(10) следует неравенство 
(8). Лемма доказана. 

Следующая лемма является основной для оценок норм некоторых функций в 
пространстве Л^ . 

Лемма 2. Пусть заданы q\ G (0,1/4) и а £ (0,1) и пусть выбрана возрастаю-
щая последовательность натуральных чисел { j i } f Z ւ так, что для всех I G N 
выполнено условие 

1 - 1 

(11) 2 ֊ ( i ֊ « ) i ! ^ 2 ( i ֊ « ) 3 . < 
i=1 

Пусть {cj} G V, выполнено равенство ||{cj}|/p|| = 1 и 
оо 

(12) ք(է) = յշգ 2- a j%(t). 
i=1 

Тогда справедливы неравенства 

2 1 ՜ " ,, ,, 1 
(!3) ^ Ц/1Л^11 > 6-
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Доказательство. Для оценки сверху нормы функции / в пространстве Л^ 
воспользуемся неравенством (6). Тогда для j i ֊ \ < k < ji из (2) следует, что 
выполнено нервенство: 

I ֊ 1 
2 а к ||Д (/;2~ к) (-)|х|| < 2 a kJ2\d\||Д ( 2 - a j ' % ; 2 - f c ) (-)|х| 

г= 1 
I ֊ 1 

< 2 ак ]Г\ci\2- a j^- k = Та,.7{а}(к), 

где оператор T a } j {ci \ {k) определен в лемме 1. Согласно лемме 1 верно неравен-
ство o l ֊ a 

\\Ta,j{ci}{k)\i p\\ < 2 1 _ а - 1 | | Ы | / р | | , 

из которого следует левое неравенство в (13). 

Для оценки снизу нормы функции / в пространстве Л^ снова воспользуемся 
неравенством (6). Тогда для к = ji из неравенства (6) и условия (11) следует 
справедливость оценки 

, I г-i 
2 a j l \\A(f-,2- j l) (-)\х\\ > գ ֊շ-( 1- օ լ^ ւ՝^շ\գ\շ( 1- օ լ՝>* 

= 1 

(14) > М ֊ 2 ֊ ( 1 ֊ ° ) Л > ֊ (|с,| ֊ q[) . 
г=1 

Поэтому верно неравенство 
/ оо \ 1 / р 

Ц / | Л ^ | | > ( E ( 2 " J i \\A(f^ j l)(-)\ xW) PJ 

/ / оо \ 1 / Р / оо \ 

Лемма доказана. 

Замечание 1. Непосредственно из леммы 2 следует, что для функций вида 
(12), построенных по произвольной последовательности {գ} G lp верны нера-
венства 

2 1՜" ,, ,, 1 
(15) i i te} i / p i i ^ ^ q\\{^}\i pI 

Зафиксируем последовательность натуральных чисел 15 для всех % (z 
N удовлетворяющую условию (11) из леммы 2, и занумеруем простые числа 
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натурального ряда, начиная с 3, в последовательность {рг\Т• Построим новую 
двойную последовательность { j ( l , к)} (I G N, к G N), положив п = pf и j(l, к) = 
j„. Сразу же отметим важные свойства последовательности j(l, к). 

Если зафиксировать к G N, то по определению j(l, к) = jpk, и поэтому из (11) 
следует соотношение 

1-1 
( 1 6 ) 2 ֊ ( l ֊ a ) i ( ! , f c ) ^ 2 ( l ֊ a ) , ( i , t ) < 

i=1 ^ 
Если зафиксировать I G N, то, снова замечая, что j(l,k) = jpk, из (И)следует 
соотношение 

к ֊ 1 
( ! 7 ) 2 ֊ ( 1 ֊ а ж ц ) ^ 2 ( 1 ֊ а ) з ( ! , . ) < ձ Հ ? . 

г=1 

Из этих же соображений следует неравенство: 

(18) 2 ֊ ( l ֊ a ) j ( l , k ) շ(1 -a)j(m,i) < 
{(m,i):j(m,i)<j(l,k)} 

Для данного a G (0,1) выберем </շ G (0,0.25) так, чтобы выполнялось неравенство 

42 2 1 ՜ " 1 
( 1 9 ) 1 — (/շ 2 1 ֊ a — 1 < 12' 
Положим 

оо 

i=l 

Поскольку последовательность j(l,i) при фиксированном I, как последователь-
ность от г удовлетворяет условию (17), то из замечания 1 к лемме 2 следует, что 
верны неравенства 

->1 ֊а / оо \  1 / р 1 ( оо \ 1/Р > 1 1 ^ | Л ^ | | > -շ ւ - a _ լ I I — IIs'! — g 
\ i=l / \i=0 / 

Поэтому для всякого I G N функция принадлежит пространству 

В пространстве Л^ образуем подпространство Y(a,X,p), которое является за-
мыканием в линейной оболочки функций 

Теорема 1. Пусть выполнено неравенство (19). Тогда пространство Y(a,X,p) 
изоморфно пространству Р. 

Доказательство. Пусть задана функция 

оо 

1 = 1 
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для которой \ci\p = 1- Построим новые функции 

оо 

1=1 Тогда справедливо равенство 
оо 

/(*) = £&(*)• 
к = 1 

Поскольку последовательность j(l,i) при фиксированном г как последователь-
ность от I удовлетворяет условию (16), то функции Q имеют вид (12). Поэтому 
из замечания 1 к лемме 2 следует, что верна оценка сверху 

/ л Х,р\ 
1 

2 1 ֊ а 

(к-1) 

к=1 к=1 

J2ca a j <- l' k )oj{ltk)\A^ 
1 = 1 

(20) 

< 

< 

շ1֊օւ _ I ( £ 
к = 1 

շ1 - а 

i= 1 

оо 

1/р 

1/р 

( 1 ֊ ( / 2 ) ( 2 1 ֊ « ֊ 1 ) £ 1 
= 1 

Для оценки снизу нормы функции ||/|Л^ ||, поступим следующим образом. Сна-
чала воспользуемся неравенством треугольника, потом замечанием 1 к лемме 2 
и неравенством (20). Тогда получим 

| / | A J J > | | C i | A J J ֊ ] T | | c f c | A « i P 

к=2 
\ 1/р 1/р 

(к-1) 

\г=1 к=2 
E n p 

Vi=l У 

(21) 
) 1 � С 

1 Գ2 

- 6 " 1 - q2 շ ! ֊ ° - 1 
1 

> — . - 12 

Из неравенств (20) и (21) и следует утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Теорема 2. Зафиксируем число «о € (ОД)- По «о выберем число զշ G (0,0.25) 
так, чтобы выполнялось неравенство (19). Построим теперь последователь-
ность {ji}fZ 1 так, чтобы для нее выполнялось (11) с qւ = ւաո{</շ, 1/4}. По по-
следовательности { j i j i Z i , как это сделано перед теоремой 1, построим двой-
ную последовательность {j(l,k)}i°k=1 и пространство Y(ao, Х,р). Пусть за-
дано 1 > а > «о- Тогда любая отличная от тождественного нуля функция 
/ € Y(aо,Х,р) не принадлежит пространству 
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Доказательство. Пусть задана отличная от тождественного нуля функция / G 
Y(ao,X, р). Покажем, что / փ Действительно, функция / имеет вид 

оо 

1=1 

Без ограничения общности можно считать, что выполнено равенство X ^ i I е ® \ р = 
1. Выберем какое-нибудь с; փ 0. Для оценки снизу нормы функции / в простран-
стве Л^ поступим аналогично с получением оценки (14). Сначала заметим, что 
справедливо представление 

Д ( / ; (t) = Д ( + Е Cn£n; 2~ j U f c ) ] (է) V Г1ф1 J 
ОО 

А {i֊l)r, ֊a0j(n,i)n \ ,n֊j(!,t) uj(n,i) I 1 ^ " Ж О + Е С " ( Е ^ 2 

г=1 \г=1 / 

Поэтому выражение для Д (/ ; 2~J(;>fc)) (է) в силу условия (2) примет вид 
к "՝ ( i ֊ l )n ֊ f>ni f l i l u 

( է ) . 

А ( / ; շ-J՛O.*)) (է) = Д 
= 1 

(է), (շշ) + Е С « Е «а 

где неравенство в индексах суммирования в последней сумме строгое, так как 
при п փ I выполнено неравенство j(n, г) փ j(l, к). Из соотношения (22) получим 
неравенство 

Д ( / ; 2 - ^ ) (է) > А [ գ զ ^ հ ֊ ^ ^ Օ ^ շ ֊ ^ ) (է) 

-А 
к֊1 

г= 1 
(•-!)n ֊a0 j ( ! , i) a . 

+ Е М Е 1 շ ՜ 4 2 

пф\ \{{n,i):j{n,i)<j{l,k)} 
Поэтому справедливо неравенство 

j ( M ) 

(•-l)o ֊a0 j(n,i "j{n,i) I • 2~j(l,k) 
(t). 

Д(/ ;2 ֊ :КМ0)( . ) |Х | > ||Д (c lq {2k-1)2-ao j<- l '^e j { l tky,2- j <- l 'k^ (-)|X 

k ֊ l 
А ч Е Г ' 2 

( • ֊ l ) r n 0 j ( I , i ) 
'j(M) 

i=l 

Е ч E X 
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> \ с М Г ч 2 
( f c - 1 ) 0 ֊ a o j { l , k ) д 

fc-1 
( i ֊ l ) 9 ֊ a 0 j ( l , i ) 

X 

X 

д х ֊ Е м Е 
пф1 \ { ( n , i ) : j ( n , i ) < j ( l , k ) } 

Учитывая, что для всех п G N выполнено неравенство |с„| < 1, будем иметь 

Д (/;2 ֊*'-*>) (-)|х| > \cl\q{t1)2-aoj{l>k) ||Д (Sj{i,ky,2~i{l'k)) ( 
/ к ֊ 1 

֊ £ * Г > 2 ( i ֊ l ) 9 ֊ a 0 j ( M ) 

X 

X 

- Е Е 
пф1 \ { ( n , i ) - . j ( n , i ) < j ( l , k ) } 

^ ֊ ! ) 2 ֊ a « j ( n , i ) X 

Используя соотношения (4) и (5), из последнего неравенства получим 

- E i c « i Е «2 
{ i ֊ l ) 2 - a 0 j ( n , i ) 2 j ( n , i ) - j ( l , k ) 

\ { { r i . , i ) - j { n , i ) < j { l , k ) } 

Воспользуемся неравенством (18). Тогда получим 

Теперь воспользуемся неравенством </ւ < </շ и, окончательно, получим 

1 „,„oY7 гл Cfc-Ո /, , p f ֊ ( k ֊ l ) ՝ ՝ (23) Д (/; (-)|х| > ձ շ ֊ ^ ս ^ ֊ ւ ) (|с,| 

Покажем, что 

(24) lim 2 a j <- 1՛^ A(f]2- j <- l' kA (•) 
к—>-оо V / 

х = оо. 

Во-первых, прямо из определения следует, что pi > 3, и поэтому справедливо 
равенство 

lim {pf - (к - 1)} = оо. 
к—>-оо 
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Следовательно справедливо и соотношение 

(25) lim ( | c ; | ֊ ^ - ( f c - 1 } ) = |сг|. к—> оо V / 

Из условия (11) следует, что при всех г G N выполняется неравенство ji > г. 
Поэтому из соотношения j(l, k) = jpk > pf получим равенство 

(26) lim 0. 
к ^ о о յ(կ к) 

Теперь у нас все готово, чтобы доказать (24). Из неравенства (23) следует соот-

ношение 

2 «3(1,к ||д ( / ; 2 ֊ Ж * ) ) ( . ) | х | > ! 2 ( « ֊ « » Ь ' ( 1 Д ^ ֊ 1 ) 

= i. ( շ ( « ֊ « օ ) £ - l ) W , k ) y « ' k ) ( խ յ | _ Հ ֊ ( * ֊ 1 ) 

Поэтому из равенств (25), (26), учитывая неравенство а - а 0 > 0, получим 

l im 2aj(�l'k�> д ( / ; 2-3(1, X 

> Ит ֊ ( շ ^ կ է 1 Ш 1 ' к ) у ( 1 ' к ) ( | с , | -

= lim - (2( 
к —>oo 4 V 

t — ao) 
3(1, k) 

С; = + 0 0 . 

Из последнего соотношения следует, что / փ Теорема доказана. 
Abstract. Under the assumptions that A(f,h)(t) = \f(t + h) — f(t)\, X is a 

symmetric space of functions in [0,1], a G (0,1) and p G [1, oo) are any fixed number, 
by the triple (X,a ,p) a Besov type space is constructed, where the norm is 
given by the equality 

/00 \ Vp 

For any «о € (0; 1)) it is shown that there exists an infinite-dimensional, closed 
subspace of such that any non-identically zero function does not belong to the 
subspace Л^ with a > ao. 
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Э К С Т Р Е М А Л Ь Н Ы Е П О Л И Н О М Ы Н А Д У Г А Х О К Р У Ж Н О С Т И 
С Н У Л Я М И Н А Э Т И Х Д У Г А Х 

Саратовский государственный университет, Саратов, РФ.  1  

Университет Фатих, Стамбул, Турция 
E-mail: lukashoval@info.sgu.ru, s_tyshkevich@yahoo.com, 

АННОТАЦИЯ. В статье дается решение экстремальной задачи нахождения 
многочленов с единичным старшим коэффициентом, наименее уклоняющих-
ся от нуля на нескольких дугах единичной окружности, при некоторых огра-
ничениях на расположение нулей и дополнительных условиях на взаимное 
положение этих дуг. Экстремельные многочлены представлены в терминах 
плотности гармонической меры. 

Задачи о нахождении многочленов, наименее уклоняющихся от нуля с единич-

ным старшим коэффициентом на компактах комплексной плоскости, изучались 

многими математиками (см.[1]. На дуге окружности без ограничений на распо-

ложение нулей многочлены Чебышева изучались в работе [5]. Отметим также 

основополагающую статью Г. Видома [8], в которой рассматривались вопросы 

асимптотического поведения экстремальных многочленов для нескольких дуг 

или кривых в комплексной плоскости. 

Цель настоящей работы - найти многочлен с фиксированным старшим коэф-

фициентом, наименее уклоняющийся от нуля на нескольких дугах окружности, 

с нулями на этих дугах. 

Рассмотрим многочлены 
N 

PN(z) = ] J ( z - zj), zj e Ve, j = 1N, 
j = 1 

на множестве Г Е = {z e C : z = e l L p, <ք e E } , где E = [a1, a 2 ] U • • • U a2i], 

0 < a i < a2 < • • • < a2i < 2 п Класс таких многочленов обозначим через Vn(E). 

Введем еще несколько обозначений. 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Р Ф Ф И (проект 07-01-00167)и гранта Прези-
дента Р Ф (проект НШ-2970.2008.1). 

mailto:lukashoval@info.sgu.ru
mailto:s_tyshkevich@yahoo.com
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тт n-(A,B) Пусть TN класс тригонометрических полиномов вида 

^ , N . N (N Л , . (N , 
T n (p) = A cos — p + B sin — p + ai cos I — - 11 <p + bi sin I — - 1 ) p 

N 
. . . + a [ N ] c o ^ _ _ 

N 
p +  b[ N ] s i n U p, 

rNA'B ) (E) - класс тригонометрических полиномов того же вида с нулями в E. 

Точки, в которых | T N ( p ) \ достигает своего максимума на E назовем точками 

уклонения TN(p) на E. Через Tn (x) обозначим многочлены Чебышева Tn (x) = 

շ ո ֊ 1 cos n arccos x. 

Основной результат настоящей статьи: 

Т е о р е м а 1. Пусть gg (է, z) ֊ функция Грина области C\T£, 

Г£к = {է : xi = e l p, p e Ek = [a2k-i,a2k]}. 

Если гармонические меры дуг Г£к, k = 1,1, ֊ рациональные числа вида p и 

д 
u(z, x) = — ш (z, Г£ Ո {e i p : b < p < x}, C \ Г£) 

dx 
֊ плотность гармонической меры, то минимум в экстремальной задаче 

max |P N (z) | = min max | P N ( z ) 
zerE PneVN(£) zerE 

доставляют многочлены 

P*N (e i p) = ANee*Np cos ( ^N 
'£n[0,p] 

ա ( ^ , է ) + ս (0 ,է ) , |e| = 1, 

где A*N > 0 подходящая константа. 

Доказательству теоремы 1 предпошлем несколько лемм. 

Л е м м а 1. Если 

^ , N . N (N \ , . (N . 
TN (p) = A cos — p + B sin — p + ai cos I - 11 p + bi sin I — - 1 ) p 

N 
. . . + a [ N ] c o ^ ֊ -

N 
p +  b[ N ]  s i n U  -

наименее уклоняется от, нуля на E в классе TN 

ствует такое ф e К, что 

(A,B) где A2 + B2 = 1. 

p, 

то суще-

TN(P) = TN(p + ф) = cos N p + ai cos (  N - 1 j p + bi sin Լ  N - 1 ) p 

N 
.. +  a[ N ] c o s U  - p + b 

N 
[ N ] s i n U  -

p 

i 
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наименне уклоняется от нуля на 
i 

E + ф = U [ a 2 j ֊ i + ф, a 2 j + ф] 
j=i 

т( 1,0) в классе TN • 

Доказательство. Нетрудно видеть, что для любого ф e К полином Tn(p + ф) 

можно записать в виде 
( N N \ N 

Tn (p + ф) = ( A cos ф + B sin — ф I cos — p 

( л N , . N \ N (N Л + I B cos — ф — A sin — ф I sin — p + a1 cos I —— 11 p 

t • ,'N Л „ (N + bi sin ( — — 11 p + . . . + a[յշ] cos I — 

N 
+ b[N] sin —— 

' [ N ] L " ՜ V 2 p, 

p 

ak = ak cos ( N — куф + bk sin f N — к ) ф, 

N 
՜ 2 

N 
՜ 2 

՜ N՜ 
1, ՜2՜ 

Очевидно, что a N (p) : = T n (p + ф) наименее уклоняется от нуля на 

E + ф = (J [ a 2 j _ i + ф, a2j + ф] 
j=i 

п - ( А 1 B 1 ) классе 

N N N N 
Ai = A cos — ф + B sin — ф, Bi = B cos — ф — A sin — ф. 

2 2 2 2 

ф 

N N N N 
A cos — ф + B sin — ф = 1, B cos — ф — A sin — ф = 0. 

2 2 2 2 
N Последние равенства равносильны cos Nф = ^AA+B 2 и sin Nф = ՑAB+B2 ՛ Поли-

ном 
N N N 

TN(p) = cos p + a i cos I — 11 p + b i sin I — — 11 p + . . . 

наименее уклоняется от нуля на E + ф в классе Лемма доказана. 
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Л е м м а 2. Если 

* ( ) N + * ( N \ + ( N TN(P) = c o s ՜ — P + a i c o s ( — - 1 ) P + b i s i n ( - 1 ) P 

N 
..+a[ n ] c o s U -

+ h* •( N 
p+b[ n ] s i n U - p  e TN 

имеет на E максимальное число точек уклонения N + 1 , то он наименее укло-

E 

TN = U T(A'B ). 
A,B: A 2 + B 2 = i 

Доказательство. Докажем, что обратное предположение ложно. Пусть полином 

* ( ) N + * (N \ + . (N У + 
TN ( P ) = C O S — p + a i C O S ( - 1 ) p + b i S I N ( - 1 ) p + . . . 

E 

некоторого ф имеет место ||т*|| > | |т* ф У, где 

N N 
т*ф (p) = c o s ф cos — p + sin ф sin — p + cos — - 1 p — 

N 
— 

+ iN •i' N Л + + * f N + ь 1 ,ф s i n ( - 1 J p + . . . + a[NN] , ф c o s ( p 

N 
+ b i N ],ф s i n ( y p 

(cos Փ,տա ф) . Так как - полином, наименее уклоняющийся от нуля на E в классе TN 

Цт*ф|| непрерывно зависит от ф, можно считать, что 

ф „ , 2пр „ 
— e Q, т.е. ф = — , р e Z, q e N. 
2п q 

Поскольку 

N . . . N У ( (N 
cos ф cos — p + sin ф sin — p i = I cos I — p - ф 

1  (N Д 
= 2 — c o % y p - ^ q + . . . ՛ 

то пары старших коэффициентов полиномов Tq (х4рг) и Tq [N՝* ( p ) I равны N,̂  II 

соответственно 

номы 

0 , ^ ^ ^ ^ ^ ^ щ м ы равны 2q-r. Поэтому поли-

' N ГTq 

tN,ф  | | qTq 

TN ( P ) 

'N l 
1 N/ф (p) 

1 N^ | 

=  TNq  (p)> 

=  TNqф ( p ) 

i 
т * q 
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(1, 0) 

творяют неравенству 

\\T*NqII = — _ W t N \ \ q > շ _ W T N , փ У 9 = \\T*n^\\. 

TN  (У )  
С другой стороны, Т || на E пробегает отрезок [—1,1] N раз , поэтому 

T*N q (p) = WTN,\\Tq (TNTN pw 

пробегает на E отрезок [—\\т^г9\\, \\т^г9\\] Nq раз , а значит, наименее уклоняется 

от нуля на E в классе TNq , что противоречит последнему неравенству. 

Л е м м а 3. ( А . Л . Л у к а ш о в [6J). Пусть A(p) - тригонометрической полином 

a E 

A,B e К A2 + B2 = 0, что тригонометрическая рациональная функция 

A cos Np + B sin Np + ai cos ( N — 1) p + . . . + b [ 2 ] sin ( N — [ N ) p 
r(p) = J ֊ ֊ , 

v A p ) 

E 

E 

t N ( p ) 
(1) max 

v A p ) 
min max |r(p)I, 

T N ( p 2 j ) =  TN ( p 2 j + i ) j 

V A ( p 2 j ) V M j Y 

в том и только том случае, когда для каждого j = 1,... ,1 сумма гармонических 

мер дуги Г g . относительно нулей многочлена A(z) = e i l vA(p) = П j = i ( z — zj)mj  

является натуральным числом, точнее, 

1 
(N — a)այМ + — m k ш j ( z k ) = qjNi, q(_i e N, j = 2,...,i. 2 / - ' "k^ jK^kJ — 4j_i, 4j_i 

k=i 

Через плотности гармонической меры 

д 
w(z, x) = — ա (z, Г£ Ո {e l v : b < p < x}, C \ Г £ ) 

дх 

дробь  T f ( v ) может, быть записана следующим образом: 
VA (v )  

TN ( p )  л ՜ cos | П 1 l(NV - a ) I ա( oo, է) + ա(0,է) | + > m AN£ cos( 2 f ((N — a) [w(rc>, է) + ա(0,է)] + V mjU(zj ,Հ)) 
V 2 Jsn[b,V]^ j = i ՛ j V 2 

где £ e { —1,1} и AN > 0 ֊ подходящая положительная константа. 
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Доказательство теоремы 1: Так как гармониоческие меры дуг rg f c , k = 1, l, 

рациональные числа вида N (N e N), то по лемме 3 существуют такие A,B e R, 

A 2 + B2 = 0, что тригонометрический полином 

N N N N 
TN(p) = A cos — p + B sin — p + ai cos I - 11 p + . . . + b[ n ] sin I - p, 

E 

E 

лежащими на E, то pj e E. Таким образом, пол ином TN (p) является решением 

задачи (1) и в классе полиномов TNA'B՝)(E). 

Значит, по лемме 1 существует ф такое, что поли ном T * (p) = T*(p + ф) наи-

менее отклоняется от нуля на E + ф в классе полиномов Т^'0\ а, следовательно, 

по лемме 2 наименее уклоняется от 0 на E + ф в классе полиномов 

TN = U TN 
A,BeK: A 2 + B 2 = i 

(A,B) 
N . 

Следовательно, TN(p) наименее уклоняется от 0 на E и в классе TN(E). 

Рассмотрим теперь произвольный полином класса 

TN (E) = Հ TN (p) : TN (p) = A cos N p + B sin у p + ai cos ( N - 1 ) p 

N 
+ . . . + b[ N ] s i n ֊ - p , t n ( p j ) = 0, pj eE, j = 1,5 

Через свои нули pj (j = 1 ,N) он может быть записан следующим образом: 

N N 
(p) = СтЦ sin ^ = Ст ֊ ^ e - 2 — p- z - N П (z - z j ) , 

j = i — ( — i ) j = i 

где z = e i p, zj = e i p - (j = 1 , . . . , N ) и \cT\ = 1. Тогда найдется Сх такая, что 

|ci| = 1 и nN(z) = c^YlN=i(z - zj) - самовзаимный многочлен, причем zj e ГЕ, 

j = 1, N. В явном виде константа Сх может быть найдена по формуле 

(—i)N  

Сх = -—— e2 ^ -E , = i p-
С т 
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Первому (старшему) и последнему коэффициентам многочлена n N ( z ) соответ-

ствует пара старших коэффициентов тригонометрического полинома TN (р). Опи-

шем подробнее это соответствие: 

1 N • N ( ֊ 1 ) N е • N 
е ՜  v e .  v + ^ > e ՜ 1 т v + . . . 

(2i)N (2i)N 

= — (e~2 j Vj + ( - 1 ) N e I j V j cos  N р 

(2) 

(2i)N \  v  J J 2 

+ ֊ ( e ՜ 1 j ^ - ( - i ) N e I j v j sin N р + . . . 

c o s 2 E j = i P J s i n j ! j = i P j , + 
( - 1 ) m 2 2 m - i C o S  mP + ( - 1 ) m 2 2 m - i S i n m P + • • • ' N = 2 m ՛ 

- sin i E j = i Pj 2m - 1 
— cos P ( 1) m— 122m-2 2 " 

i v^2m—i „ 
cos j = 1 P j 2m - 1 ^ 

+-,— j = 1 ֊ sin P + N = 2m - 1, m e N. I 1 \m — lil'm — ) О ' ; ' (-1)m—122m—2 2 

Обратно, каждому многочлену с нулем в Г - вида 

N 
PN(z) = f ] ( z - Zj), Zj e Г£, j = i ^ N , 

j = i 

ставится в соответствие самовзаимный многочлен nN(z) = C P n P N ( z ) , lcpN | = 1, 

которому, в свою очередь, по вышеописанной процедуре соответствует триго-

нометрический полином TN(р) e TN(E) с парой старших коэффициентов A,B, 

A 2 + B 2 = 1, определяемой нулями zp Поскольку TN (р) наименее уклоняется 

от нуля на E в классе TN(E), то он соответствует многочлену PN(z), наименее 

уклоняющемуся от 0 на Г - в м а с с е PN(E). Причем, учитывая (2) 

min max | P N ( z ) | = 2 N — 1 min max | T n ( р ) | . 
PN£VN(£) zer £ TN€TN(£) 

Воспользовавшись представлением тригонометрического полинома из леммы 3, 

получаем 

P*N(e i v)= AN ee 1  N  v cos I ^ f (й(ю,£)+ й ( 0 , 0 ) , |e| = 1, 

\ 2 j£n[0,v] J 

где A*N > 0 ֊ подходящая положительная константа. 

Теорема доказана. 

Пример. Пусть l = 1 т.е. E = [а1,а2]. Без потери общности можно считать, что 

а 1 = -а, а 2 = а . Тогда Г Е = [e—ia, e l a\. 
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Воспользуемся представлением равновесной меры [10] и тем, что гармониче-

ская мера относительно то совпадает с равновесной мерой [11], (теорема 4.3.14), 

т.е. 

1 
>(«>,1,C \ Г ) = ֊ / SI(T ) dT 

VH (T) T 

где Si(T) - самовзаимный многочлен первой степени, нормированный условием 

1Sx(T) = \JH(т), где H(т) = р(т - e - i a ) (т - e i a) ֊ также самовзаимный. Так 

как H*(T) = Н ( т ) , то H(т) = - ( т 2 - —т cos а + 1), а значит, Sx(T) = т + 1. Таким 

образом, 

ш(то,7, C \ Г£) = —է J 
т + 1 

у/- (т2 - —т cos а + 1) 

dT 
т 

Плотность гармонической меры: 

д 
ш (то, x ) = —ш ТО, Г Е Ո {e i p : - а < p < x}, C \ Г Е ) 

e i p + 1 

д 
dx 

д f 1 

1 

ց - (e2ip - —e*p cos а + 1) 

e i p + 1 

dp 

(e 2 ip - —e*p cos а + 1) 

ш (то, Г£ Ո {e i p : - а < p < x}, C \ Г Е ) 

= ш (0, Г Е Ո {e i p : - x < p < а}, C \ Г£) 

= 1 ш (0, Г Е Ոխ^ : - а < p < - x } , C \ Г£) , 

поэтому, ш (0, x) = ш (то, x). А значит, по лемме 3 

PN(e i p)= A*Nee i% p cos I — f ( ш ( т о , 0 + ս ( 0 , է ) ) di 
\ — J£n[ ֊a,p]  V  7  

e i £ + 1 
AN ee i %  p cos ( N 

A*Nee i т  p cos N 

£n[֊a,p] 

' £c\[֊a,p] 

yj- (e 2 i £ - —e^ cos а + 1) 

i ^ £ ej 2 cos T; 

yj- (e 2 i £ - —e i £ cos а + 1) 

di 

di 

a 
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- N 
A*NEE 1 N  V COS 

I \ 
֊ ! , 1 • c o s J l ^ 

2 J £ n [ ֊ a , v ] /1 sin2 § s i n f 
\ V 1 ՜ s i n ^ r J 

= ANee i N v cos f N arccos ^ ֊ ^ ] . 

Поскольку PN(z) по теореме 1 наименее уклоняется от 0 на Г Е в классе P N ( E ) , 

то он имеет вид 
N • Vj Տհ՚ո* 

PN(z) = JJ^ (z — , причем cos N arccos ——— = 0 , j = 1,..., N. 
j=1  2  

З а м е ч а н и е 1. Краткая схема доказательства теоремы 1 была опубликована 

в [7]. 

З а м е ч а н и е 2. В работе [7], так же как и в формулировке теоремы 2 работы 

[6] (здесь это лемма 3), присутствовало ограничение l > 2. Фактически оба 

утверждения справедливы и при l = 1, но этот случаи не был сформулиро-

ван явно, так как тогда нет надобности использовать аппарат автоморфных 

функций, а условия на гармонические меры выполняются автоматически (ср. 

также обсуждение случая l = 1 в [6], §5). Отметим, что этот же случай 

(l = 1) теоремы 1 данной работы (см. пример) был другим методом получен в 

недавних работах [12, 13]гг использован в [14] для получения тригонометриче-

ского аналога одной теоремы Пойа. 

l = 2 

липтических и тэта-функций Якоби содержится в [9], следствие 4-

A b s t r a c t . The paper gives a solution of an extremal problem of finding monic 

polynomial least deviating from zero on several arcs of the unit circle, under some 

restrictions on the location of zeros and additional conditions on mutual position of 

the arcs. The extremal polynomial is represented in the terms of density of harmonic 

measure. 
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АННОТАЦИЯ. В работе рассматривается один класс почти гипоэллиптиче-
ских уравнений P(D)U = / в полосе. Доказывается, что при достаточно 
больших H и малых ё > 0 все решения этого уравнения, для которых D^2 U, 
где «շ = 0,... ,orda2P, интегрируемых в квадрате с весом являют-
ся бесконечно дифференцируемыми по xi функциями, когда для любого j 
d{/ е Լշ ( п н ) . 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: N ֊ множе-
ство натуральных чисел, N0 = N U {0}, Nq ֊ множество n-мерных мультиин-
дексов, т.е. точек a = ( a i , . . . , an), где aj £ N0 (j = 1, . . . , n), E n(R n) n-мерное 
вещественное евклидово пространство точек x = ( x i , . . . , xn) или է = (£ i , . . . , Էո). 

0n 

|է| = (է2 + ••• + էՈ )i /2, |a| = a i + ••• + an, 

Далее, Cn = Rn x iRn (i2 = — 1), и для люб ого է £ Rn ,x £ En и a £ Nn обозначим 

г = ea1 ••• о , D a = Da1 ••• Dan, 

где Dj = d— либо Dj = ^ չ ֊ (j = 1, . . . , n). Пусть 

P (D)= P (Di ,...,Dn) = Y, YaD a  

a 
֊ линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, а 
P(է) = Y1 Yae a ՜ е г 0 полный символ, где сумма распространяется по некоторому a 
конечному набору мультииндексов (P) = {a £ Ya = 0}. 

(P) 
(оператора P(D)) называется минимальный выпуклый многогранник N в R+ 

{է, է £ Rn, էյ > 0, j = 1, . . . , n}, содержащий множество (P) U {0}. 
51 
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Многогранник N С R++ называется полным, если N имеет вершину в начале 

координат и отличные от начала координаты вершины на каждой оси координат. 

Полный многогранник N С R++ называется правильным, если все координаты 

внешних нормалей (n — 1)-мерных некоординатных граней неотрицательные. 

Оператор P(D) (многочлен P(£)) называется гипоэллиптическим (см. [1], опре-

деление 11.1.2 и теоремы 10.2.1, 10.2.12, 11.1.3), если выполняется одно из сле-

дующих эквивалентных условий: 

(i) если / бесконечно дифференцируема, то все решения U е V'(Q) (V(Q) 

- множество распределений на области Q С En) уравнения P(D)U = / 
являются бесконечно дифференцируемыми на Q функциями, 

(ii) если U е V'(Q) и P(D)U = 0 в Q, то U е CTO(Q), 

(iii) P ( a )(£)/P(£) = D aP(£)/P(£) ^ 0 при \£\ ̂  ж для всex а е N а = 0, 

(iv) если dp (£) ֊ расстояние от точки £ е Rn до поверхности V(P) = {£, £ е 

C n, P(£) = 0}, то dp(£) ^ ^ и \£\ ^ ж. 

P(D) 
ных x' = (xi,..., xk), k < n (см. [2]), если для любого решения U е V'(Q) уравне-

ния P(D)U = / имеем U * x'') е где x'' = (xk+i,..., xn) для любого k < n 

и ф е Co°(E n~ k), тогда / е CTO(Q). Л. Гордингом и Б. Малгранжом н сшде н ы 

необходимые и достаточные алгебраические условия при которых оператор P(D) 
частично гипоэллиптичен. 

В данной работе рассматривается следующий вопрос: какие априорные условия 
нужно накладывать на решения уравнения P(D)U = / , чтобы эти решения бы-
ли бесконечно дифференцируемыми по тем или иным переменным, когда символ 
P(£) оператора P(D) удовлетворяет более слабому условию, чем (iii), а именно, 
с некоторой постоянной C > 0 

(1.1) £ \P ( а )(£)\< C(\P(£)\ + 1), £ е Rn. 

Оператор, символ которого удовлетворяет оценке (1.1), (см. [3]) называется почти 

гипоэллиптическим. Не трудно проверить следующие факты: 

P(D) 
стический многогранник правильный. 



О Г Л А Д К О С Т И Р Е Ш Е Н И Й 53 

Замечание 2. Существуют почт,и гипоэллиптические операторы, которые не 
только не гипоэллиптичны, но и не являются частично гипоэллиптическими. 

Бернштейн в [4] доказал, что любое решение эллиптического уравнения вто-
рого порядка является аналитической функцией от вещественного переменного. 
В общем случае, для эллиптических систем эта задача решена И. Г. Петровским 
в [5]. В работах [6]-[7] Л. Эренпрасом и Ф. Джоном доказано, что если реше-
ние U частично гипоэллиптического уравнения P(D)U = 0 является бесконечно 
дифференцируемой функцией вне некоторой выпуклой поверхности Г, то U бес-
конечно дифференцируема в окрестности Г. 

В. И. Буренковым в [8] найдено необходимое и достаточное алгебраическое усло-
вие на оператор P(D), при котором все те решения уравнения P(D)U = 0, рас-
сматриваемые в бесконечном цилиндре, которые определенным образом стре-
мятся к нулю на бесконечности были бы бесконечно дифференцируемыми функ-
циями. В частности, им же доказано, что все решения U е L2(E n) уравнения 
P(D)U = / , тогда D a/ е L2(E n) при всех а е Nff, являются бесконечно диффе-

P(£) = 0 
болыпих \£\ (£ е Rn). 

Общие результаты о гладкости решений гипоэллиптических или частично гипо-
эллиптических уравнений получены Л. Хермандером (см. [1]). 

Поставленный выше вопрос для почти гипоэллиптических уравнений с постоян-
ными коэффициентами, когда Q = En, решен в работах [9J- [10]. В работах [3,11], 
введено понятие почти гипоэллиптического многочлена и найдены достаточные 
условия почти гипоэллиптичности в терминах нулей однородных подмногочле-
нов данного многочлена. В работе [12] в этих же терминах найдены необходимые 
и достаточные условия почти гипоэллиптичности для двумерных многочленов. 

Введем некоторые обозначения, которыми будем пользоваться в течение всей ра-
боты. Пусть n = 2 и P(D) = P(D1, D2) ֊ линейный дифференциальный оператор 

d > 1 

d - 1(1 + \£i\)m1 (1 + \£2\)m2 < 1 + \P(£)\ 

(1.2) < d(1 + \£i\)mi(1 + \£2\)m 2, £ е R2,, 

где mi и m2 ֊ четные числа. 
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P 

(1.2), то он почти гипоэллиптичен. Пусть k1, k2 £ N0, H > 0 и 

N(k1,k2) = {a, a £ N22, aj < kj, j = 1, 2}, 

Пн = {x,x £ E2, |xi| < H, x2 £ E1}. 

Определим функцию g(t) следующим обр азом: g(t) = 1 — t2 при t £ ( — 1,1) и 

g(t) = 0 при |t| > 1, a h(t) £ CX(E1) такая, что с некоторыми постоянными 

Vj > 1 (j £ N0) при всex t £ E1  

(1.3) v - 1e - W < h(t) < voe - l t l, h ( j ) (t) < Vje - t\, j = 1, 2,.... 

Обозначим 

дн = gH(xi) = g(xi/H), hs = hs(x2) = h(5x2), 5 > 0, 

Wk( nH) = { U : \\U\Wfc(Пн) = E \\D aU\\Լշ{Ոս) < <Л ,  

՝ ֊ \a\<k > 

WN(Пн) =\U : \ \ U ( H = E \\D aU\\լշ(Ոո) < Ц , L aeN  J  

Wf (Пн) = { U : \\U\\wy(Пн) = E \\(D a U)g°H\\ւ2(ոո) < Ц ,  

՝ ֊ aeN J 

WN(Пн) ={U : \\U\\wn(Пп) = E \\(D aUh\\լ2(ոո) < Ц , 
v nd \r J 

Wf (Пн) =\U : \\U\\w£(nH) = E \\(D aUhgH (пи) = Ն \\(D  Uhgn \\լ2(ոո) < ™ ի 
aeN 

g 5 
если H достаточно вели ко, a 5 > 0 достаточно мало, то 

N(P, H, 5) с Ո W N ^ ^ ) , 
k=1 

( ' 2 

՝ " ~ " ՚ " ' < 
Լշ(Ոս) 

( ' 2 

N(P, H,5) = Հ U : ] T || ( D j U ) h s 

j=i 

DP(D)U £ Ь2(Пн), j =0,1,..A. 
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Откуда, используя теоремы вложения пространств Соболева, получим, что лю-
бое решение U уравнения P(D)U = f , для которого 

Е | И U )hs 

j = 1 
является бесконечно дифференцируемой по xi функцией, когда 

< ж, 
Խ(Ոո) 

f е Ո WN ( k' 0 )(Ոո). 
k=0 

Для полноты изложения приведем некоторые известные результаты, которыми 

будем пользоваться. 

Л е м м а 1. (см, например, [14], лемма 5.2) Пусть ф G C^(E n) такая, что 
j фdx = 1 и фе = е - пф(х/е). Тогда для любого U G L2(E n) 

\\U * фе - U\\Լշ (En) ^ 0 щи е ^ 0+, 

где 

U * фе = J U(х - y)ф£(y)dy. 

Л е м м а 2. (см. [9], лемма 1.1) Если G С [-T,T] (T > 0), то для любого 5 > 0 

sup hs (t + в) < a1hs (t), t G E1, 
eeG 
sup\h s(t + в) - hs(t)| < a2h6(t), t G E1, 
eeG 

где a1 = v 2e S T, a2 = v\5Te b T u, v0, v1 ֊ постоянные и.з оценки (1.2). 

Л е м м а 3. (см. [13], замечание 2.4 ) Если H > H0 = 64ա շ(ա1 + 1), то для 
любого G N0, в2 < m2 при всex U G WN  { т 1' т 2 )(Пп) 

ԼշԼՈո ) Е \(D aU)gOl \\լշ(ոո) < V2\N\{ \\D ( m i'm 2 )(Ugm 1) 
aeN ՝ ֊ 

(1.4) + WDm 1 (Ugm1 )\\լշ(Ոս) +4 \\Dm 2U\\լշ{Ոո) + \\U\\լշ(ռ„) }, 

где \N\ - количество мультииндексов a G N. 

2. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е РЕЗУЛЬТАТЫ 

Л е м м а 4. Пусть m G N и aj ,bj (j = 0,... ,m) ֊ неотрицательные числа такие, 
что am = bm. Если для некоторого c > 0 

m 
aj < bj + c ai, j = 0,.. . ,m - 1, 

l=j + 1 
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то 

2 2c + 1) jaj < £ ( 2 c + 1) j bj . 
j=o j= 

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1.2 работы [10]. 

Л е м м а 5. Пуст,ъ N С R+ - правильный многогранник с вер шинами из N2. 
Тогда существуют положительные постоянные М1 = /л1(т1), /М2 = բշ(աշ) и 

M3 = M3(m1, т 2 ) , где mj = max aj (j = 1, 2) такие, что для любых H > 0 6 > 0 aeN 
uU е C^(nH) 

m i 

H + i ) W W* (Ոա) < ^ D U H ) •  hS\\լշ (Ո. 

m i 

1 ' H + i ) ' W * ( " U ^ ""  ( U y H J ՚ '^"Լշ("и) 
' aeN 

f U + 1 \  mi 
(2-1) < м Л ֊ ) \\U\\w* ш , 

M-1(1 + 6 ) - m 2 \\U\\w„ ("и) < £ \\D a(Uhs) • gHl \\լշ("U 
aeN 

(2-2) < M2(1 + 6)m2 \\uWwa* ш 
9,* 

m i 

М-ЛтТТг) ( 1 +  6y m 2 \\U\\w"s("и) < ^ DUgHi hs)\լշ("u) 
aeN 

m i + 1 m i 

(2-3) < բ Վ — j (1 + 6)m2 \\U\\w« Ш -

Доказательство. Справедливость правых частей оценок (2.1), (2-2), (2-3), в 

силу свойств функций дн и hs (см. лемма 2) получается применением формулы 

Лейбница. Доказательство левой части оценки (2.1) получается в силу леммы 4, 

если заметить, что числа 

aj = J2 \\(D au)gHhs^^ , bj = H - j ^ \\D a(ug%)hs^зд 
aeNj aeNj 

удовлетворяют условиям леммы 4, где 

No = N, Nj = {a е N |2 : a + ( j , 0) e N o } , j = 0 , . . . , m b 

Доказательство левой части оценки (2.2) проводится аналогично доказательству 

левой части оценки (2.1), с использованием леммы 2. Левая часть оценки (2.3) 

доказывается комбинированием доказательств левых частей оценок (2.1) и (2.2). 

Л е м м а 6. Пуст,ъ N С R+ ֊ правильный многогранник с вер шинами из N2. 
Тогда C^(QH) плотно в W^(Пн). 
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Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 2.2 работы [9] 
с некоторой модификацией и использованием свойств функции дн. 

3. О С Н О В Н Ы Е РЕЗУЛЬТАТЫ 

P(D) 
произвольной области И С E 2 и любого мультииндекса в G N = N(m1: m2) 

փ \ Ա ) < d \ \ P ( D M \ L 2 m + \\փ\\ւշ(ո) , Փ G CS°(Q). 

Доказательство непосредственно получается с помощью преобразования Фу-
рье и равенства Парсеваля. 

P(D) 
при достаточно больших H (H > H0) и малых 5 > 0 с некоторой постоянной 
բ> 0 

\\U\\w„ (,Խ) <բ[\\(p(D)U) gm 1 Խ\\լշ(Ոո) + № շ (U hs)\\լշ(Ոո) 

(3.1) + \ \ U h s , U G cs°(Qn),. 

Доказательство. В силу оценок (2.2) и (1.4) при H>H0 с некоторой постоян-
ной C1 = C1(m1,m2) > 0 и при всех U G C^(Qh) имеем, что 

(3-2) \\U\\w«s{ՏԽ) < Բ1(1 + \\D a(Uhs)gH\\լշ(Ո. 
y.eN 

) 

(3.3) < C1(1 + 5)" լ շ [ D^'^Uhsg^) н 
mշ < 

լշ(^ո) 
(3.4) + \\D11 (Uhs gH 1 )\\լշ(ո«) + \D շ (Uhs )\լշ(Ո„) + \Uhs\\լշ{Ոս) ]. 

Отсюда в силу леммы (7) с некоторой постоянной C2 = C2(m1,m2,d) > 0, так 
g < 1 

\\U\\w*rs{Пн) < C2(1 + 5 Ո [ \\P(D)(Uhsgm 1 )\\լշ(^) + № շ (Uhs)\\լշ{Ոս) 

+ \Uhs\\լշ(Ո„)], U G C?(ttH). 

Отсюда в силу формулы Лейбница и свойств функций hs, gH с некоторой по-

стоянной C3 = C3(m1,m2,d,a) > 0, где a = max Ka\ и Ya - коэффициенты 
ae(P) 
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P(D) 

\UWs{nH) <C2(1 + 5) \\(P (D)U )hs gm 1 \\ 

+ ^ T,\Ya\C ea \\(D a - eU)D e(hsgm 1 )| 
aeN e<a 

в=о 

լշ(^ո) 

+ \D2T 2 (Uhs )\\ լշ(ՀԽ) + \Uhs \\ լշ(ՈԳ 

< C3(1 + 5) \\(P (D)U )hs gm 1 \լշ (q 

+ Е Е 5 в 2( ֊ )  в 1 \\(D a - e U )hs gH 

2 ( q H ) 

а1-в1 

aeN e<a 
в=о 

(3.5) 

լշ^ս) 

, U G C^(QH)-+ \\(D2 2 (Uhs)\\լշ^ո) + \\Uhs\\լշ(էԽ) 

Рассмотрим второе слагаемое правой части неравенства (3.5). Пусть Д 0 G (0,1), 

5 G (0, Д 0 ) и 1 G (0, Д 0) . Так как многогранник N(m1 ,m2) ֊ правильный, то с 
некоторой постоянной C4 = C4(m1, m2) имеем: 

1 \ թ 1 

Е Е5 в 2( i ) 1 \\(D a - eU)hsgH 
a.1 —@1 

aeN e< 
e=0 

լշ^ո) 

(3.6) < C ^ 0 E \\DU) hsgH\\լշ^ո) =  C^0 \U\\w« (QH) • 
YeN 

Пусть C3C^(1 + Д0)"^ < 1/2- Тогда из (3.5) и (3.6) при 5 G (0, Д0) (H) - 1 G 
(0, Д 0) и H > H0 получим, что 

\\U\\W£s(QH) < 2C3(1 + Д 0 Г 2 [ \\(P(D)U)hsgm 1 \\լշ{^) + 

+ \\Dm 2(Uhs)\\լշ(QH) + \\Uhs\\լշ^)], U G CF(ttH), 

т.е. оценку (3.1). Лемма доказана. 

Замечание 3. Из лемм 8 и 6 непосредственно следует, что оценка (3.1) оста-
ется справедливой и для функций из W^(&H)-

Л е м м а 9. Пусть для дифференциального оператора Q(D) = l'aD a, (Q) С 
ae(Q) 

N(m1, m2) = N. Тогда для любого j G N0 и 5 G (0,1) с некоторой постоянной 
C>0 

Q(D)(Dj Uhs )gm 1 + j  < (DQD)U) hsgm 1 + j լ ) 
լշ ( Q H ) լշ ( Q H ) 

C5 \\U\\wUQH) , U G CS°(QH). 

) 
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N 
применением формулы Лейбница. 

Л е м м а 10. Пусть символ линейного дифференциального оператора P(D) = 

Y1 YaD a удовлетворяет оценке (1.2). Тогда при достаточно больших H (H > 
ae(P) 
Hо, (H) - 1 < А о) и малых 6 > 0 (где 6 < А 0 с Д 0 из леммы 8) существует 
постоянная C > 0 такая, что при любом j е N0 с некоторой постоянной 
Aj > 0 при всex U е C^(QH) 

a2 
] Г | | ( D m i + j D в 2 U ) h s g m i + j  

в2=0 L 2 ( " U ) 

(3.7) C (Dj P (D)U )hs gm i + j  + Aj \\U\\ N ( m i + j - i , m 2 ) ( 

Доказательство. В силу формулы Лейбница и неравенства треугольника име-

ем: 

^ ||(Dmi+ jDв2U)hsgm i+ j  
gn 

в2= 0 
L2("U) 

< £ |Dm i + jDв 2(Uhsgm i + j) 
в2= 0 

L2("U) 

m2 в2 mi+j 
a. mi + j 

+ E E E Ĉ 2 Cm i+j (Dm i+ j- a i D* - V 2 иw2 hs • D1ign 
в2 = 1 V2 = 1 a. = 1 
m2 в2 

^ E eg | ( D m i + j D ! 2 - V 2 U ) D 2 , 2 h s g 
в2 = 1 V2 = 1 
mi +j + E cz+j (Dm i+ j - a i и)hsDa igm i+ j  

L 2 ( " U ) 

m1+j 
2  hs  gn 

L2("U) 

a1=1 L 2 ( " U ) 

Так как (m1 + j — a1,p2 — v2) е N(m1 + j — 1, m2) при a1 > 1, v < [32 < m2, и 

naimi+j , f  2 \  (m1 + j ) ! m.+j-ai 
D 1  gn < ( H J (m1 + j — a.1)! g n ' 

a1 < m1 + j 
C1 = m2! rn C2 = C2(j,m1 ,m2, H,6) > 0 при всех U е C^(Qn) имеем, что 

m2 m2 

в2=о 

] Г l(Dm i+ jDв 2U)hsgm i+ j < Е | |Dm i + j D P 2 2 (Uhsgm i + j ) 
1 1  L2 ("u )  1 1  

2 = 

m2 2 

+ C ^ Е б в 2 (DT + jDI 2 - V 2U)hsgnt+ j  

в2 = 1 V2 = 1 

+ C 2 \\U\\WN(mi+j-i,m2) 

L 2 ( " U ) 

L 2 ( " U ) 

) ( " U ) ' 
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Так как при 5 G (0, Д 0) Ո (0, (2m2!m2) - 1) и при всех U G C^(Qh) 

g 
ԼՇ ( Q H ) 

m շ  թ շ 

]Г յ շ 5 բ 2 (DT+Dв 2 - V 2U)hsgm 1 + j  

թշ = 1 V2 = 1 

թշ m 2 

= £ 5թ2 Y, \ (D" n + jDթ 2 - V 2U)hsg 
V2 = 1 թշ = V2 

m2-1 

< 'Ш2Д0^2 \(Dm 1 + jDa 2U)hsgm 1 + j  

a2=0 
m2 -1 ,, 

m1+j 
H 

Լ Շ ( Q H ) 

1 
< \\(Dm 1 + jDa 2иhgm 1  m,1+j 

H 
a-2=0 

Լ Շ ( Q H ) 

լշ^Խ) 

то отсюда получаем, что 
m2 
]Г \(Dm 1 + jDв 2U)hsgm 1 + j  

թշ=0 Լ շ ( Q H У 

< 2 E \ D m 1 + j D 2 2 (Uhs g m 1 + j ) 

լթշ=0 
Լ Շ ( Q H ) 

(3.8) + C2 w N (m1+j ֊1,m2) 
( Q H ) 

U G CF(tiH). 

Рассмотрим первое слагаемое правой части оценки (3.8). В силу леммы 7 имеем, 
что 

Е \^m1 De2 [Dj {uhsgm 1 + j  

թշ=0 Լ Շ ( Q H ) 

< (m2 + 1)d 

(3.9) + 

P(D)Dj [Uhsgm 1 + j  
H 

Dj (Uhsgm 1 + j  

Լ Շ ( Q H ) 

Լ Շ ( Q H ) 

= (m2 + 1)d[B1 + B2], U G C^T(^h). 

He трудно заметить, что с некоторой постоянной C3 = C3(m1, 5) 

(3.10) B2 < C3 \\U\\wmm1+i-1m2){QH) • 

B1 

B1 < 
լշ(QH) 

P(D) ((DjU)hsgm 1 + j  

+ ЁCj \P(D) ((Dj - lU)hsD l1 gm 1 + j) 

(P(D)DjU) hsgm 1 + j  

1=1 Լ Շ ( Q H ) 

Լ Շ ( Q H ) 
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L2("U) 
+ Е iYai Е c a H D - ^ ՛ 0 и ^ в 2 и * ) { р в i g m j 

0=ae(P) 0=в <a 

+  Е C j P(D) ((D\ - lU)hs(D1 gm i + j)) r ( " ) 
I = 1 ՝ ֊ ' L2("U) 

< || FpjP(D)U) hsgmi + j լ " ) 
II V / L2("U) 

+ Е iYai Е CalլD a - в+ ( յ ՚ o )u)լDв շp^mi+ j) 
0=at(P) 0=в <a 
a i <m i - i 

Ш2 

^ l 7 ( m i , a 2 ) E Cfm i ' a2) | ( D ^ - 1 +  j ) u ) p 2 hs) ^ i g^ + j ) 

L2("U) 

a2 =0 

m2 

0 = в<а 
в i = 0 

L2("U) 

+ Ц E C^2 Ц р ^ ^ ж т и ) (рРв 2hs) gm i + j  

a.2 = 0 в 2 = 0 L2("U) 

(3.11) 

+ £ C j P(D)((D{ - lU)hsD[gm i+ j) ^ Bu. - . ճ ' L2("U) - . l=1 j=1 

He трудно заметить, что с некоторой постоянной C4 = C4(m1, m2,j) > 0 

(3.12) B12 + B13 + B15 < C4 \\U W(mi+l-i,m2){"u) . 

При a = max ^Ы. a 2 6 е (0, А0) (А0 < 1) в силу оценки (1.3) с некото-
(mi,a2)e(P) 

рой постоянной C5 = C5(m2) > 0 имеем, что 
m2 -1 

(3.13) BM < C5a6 J2 | р т ^ ' в 2 ) и ) hsg. m1+j 
н 

в2=0 L2("U) 

Из (3.11) в силу (3.12) и (3.13) получаем, что 

B1 < DjP(D)U) hsgm i+ j  

m2 -1 
L2("U) 

+ C5a6 J2 Hpmi+ j'M^hsgm+ j  

(3.14) 
в2=0 

+ C4 \ U\ 

L2("U) 

("и) • 

Следовательно, из оценки (3.8) в силу (3.9), (3.10) и (3.14), имеем, что 

]г Hpm i+ j рв 2 и )hs gm i+ j  

2=0 L2("U) 
2 DjP(D)U) hsgm i+ j  

m2 — 1 и 

+C5a6 КD ( m i+ j' в 2 )и) hsg 
2=0 

L2("U) 

gm1+j 
L2("U) 
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+ (C2 + C + C4) \\U\\ w N ( m1+j-1,m2) 
( Q H ) 

и G C™(QH). 

Из оценки (3.14) при 2C5a5 < 1/2 и C6 = C2 + C3 + CA, 

E \\( Dm 1 + j Dթ 2 и) hs gm 
m1+j 

թշ = 0 
< 4 

Լ Շ ( Q H ) 

+ C6 \\U\\ 

т.е. неравенство (3.7). Лемма доказана. 

DjP(D)U) hsgm 1 + j  

( Q H ) 

Լ Շ ( Q H ) 

, U G C0?(ttu), 

j G N0 

ные Br (Г = 0,..., j + 1) такие, что 

m2 j 
E MDm1 + jD2 2U)hsgm 1 + j լ (q < E Br DIP(D)U) hsg - 11 v / լշ(\H) 

թշ=0 

(3.15) + Bj+1 

j=0 
gm 1 + r  

Լ Շ ( Q H ) 

\Dm 2 (Uhs)\\լշQH) + \\Uhs\\լշ^ ) , U G C^(QH). 

Доказательство по индукции, непосредственно получается из леммы 10 с ис-

пользованием леммы 9. 

Замечание 4. В силу леммы 6 оценка (3.15) остается в силе и для функций из 
WN ( m 1 + j'm 2\o>H) (j G N0), так как N(m1 + j,m2) ֊ правильный многогранник. 

P(D) H > 0 5 > 0 
и U G N(P, H, 5). Тогда для любого j G N0 

DjP(D)Ue - DjP(D)U) hsgm 1 + j  

Լ Շ ( Q H ) 

^ 0 щи £ ^ 0+ 

UU E2 
нулем функции Urne Qh  nPu этом U£ = U * фе, 

Ф G (S1), ф > 0 j фdx = 1 и фе = £ - 2^(x/£). 

Доказательство. Сначала заметим, что если Q С E2 ֊ произвольная область, 
V G L2,ioc(Q) и Q(D) — произвольный линейный дифференциальный опера-
тор такой, что Q(D)U G L2joc(Q), то (Q(D)Ve)(x) = (Q(D)V)£(x), как только 
p(x, dQ) > £, где p - функция расстояния от точки x G Q до границы dQ области 
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Q. Поэтому для любой функции U G N(P, H, 5)) при £ G (0, H) имеем 

DjP(D)Ue - DjP(D)Uj hsgm 1 + j  

լՇ ( Q H ) 

[DjP(D)U£ - DjP(D)U]hsgm 1 + j  

լ շ ^ տ ) 

+ DjP(D)U£ - DjP(D)U] hsgm 1 + j  

< Dj (P(D)U)E - P(D)U\ hsg. 

DjP(D)UE) hsgm 1 + j  

DjP(D)U) hsgm 1 + j  

m1+j 
H 

+ 

Сходимость к нулю при £ ^ 0+ выражения 

L 2 ( Q H \ Q H - S ) 

լ շ ^ տ ) 

L 2 ( Q H \ Q H - S ) 

L 2 ( Q H \ Q H - S ) ' 

DjP(D)U) hsgm 1 + j  D1 jP(D)(Uh ) g m 1 + j  

gH L2 (Qн\QH-e )  լշ  (QH \QH—£ )  

непосредственно следует из определения N(P, H, 5). Сходимость к нулю при £ ^ 
0+ выражения 

" DjP(D)UE) hsgm 1+ j  
ԼՇ ( Q H \ Q H - E ) 

доказывается аналогично доказательству леммы 3.5 работы [13]. Покажем, что 

(DjP(D)U)е - (DjP(D)U) hsgm 1+ j  ^ 0 при £ ^ 0 
լ շ ^ տ ) 

+, 

. Обозначим f = DjP(D)U. Так как U G N(P, H, 5), то fhs G L2(Qu)- Нам нужно 
показать, что 

fshs - fhs 
L2 (QH-e )  

^ 0 при £ ^ 0. 

В силу неравенства треугольника 

fehs - fhs 
L2 (QH — £) 

< 

(3.16) 

(fhs)E - (fhs) 

fEhs - (fhs) 

L2 (QH- £ )  

L 2 ( Q H - S ) 

Так как при £ ^ 0+ первое слагаемое правой части (3.16) стремится к нулю (см., 
например, [14], лемма 5.2 ), то остается показать, что второе слагаемое правой 
части (3.16) также стремится к нулю при £ ^ 0. Так как f(x - y) = f (x - y) при 
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x е Оn—£ и lyl < в, то в силу леммы 2 и неравенства Юнга, имеем 

fEhs — (fhs) h  —  ( f hs ՝)տ\\լ2(" 

< v\ee 2  

L2("U-e) ֊ ֊ ֊ -

I (f (x — y)hs (x) — f (x — y)hs (x — y))tp£(y)dy 

1/2 

I f (x — y)hs (x — y)<pE(y)dy 
" U - E 

"U-E 
dx 

1/2 

< vfee 2 \\f \\լ2("Ա) \<\\լi • 

Так как для любого e > 0 \\<s\\Li = 1, то отсюда в силу (3.16) получаем утвер-

ждение леммы. Лемма доказана. 

P(D) 
при достаточно больших H и малых 6 > 0 для любо го j е N0 

(3.17) N(P, H, 6) С wN}m i + j'm 2 )(0n). 

Доказательство. Пусть число H - настолько большое, а число 6 > 0 ֊ настоль-

ко малое, что для них выполняется оценка (3.15) (см. также замечание 4). Пусть 

j = 0, e е (0, H), тогда (см. обозначения в лемме 9) 

]Г || (Р1^) hsg 
вeN (m i Ы2) L2("U ) 

C P(D)UA hsgm 1  

Լ2 ("и) 

+ Dm 2 (Ushs) 2 
+ Ushs 

L2("U) L2("U) 

Отсюда в силу леммы 11 следует, что множество {Ue} (e е (0, H)) ограничено в 

WN ( m i'm 2՝ )(Он), при этом нетрудно заметить, что 

Us i — UE2 w N  (m i,m,2) 
("и) 

^ 0 при e1,e2 ^ 0+. 

Следовательно, множество {Us} (e е (0, H)) компактно в wN(mi'm2)(On)- Так 

как 

Us U ^ 0 при e ^ 0, 
L2("U) 

то в силу замкнутости оператора дифференцирования имеем, что 

U е wNs { m i'm 2 )(On), т.е. N(P, H,6) С wNm i'm 2 )(On). 

2 
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Пусть вложение (3.17) верно при j < Г - 1 (Г > 1 .̂ Докажем его для j = Г. В 

силу предположения индукции достаточно показать, что 
m2 

1 m 1 + j т ф 2 т т \ h р „ m 1 + j  ]Г \\{D?^D?U)hsgn 

թշ=0 

Из оценки (3.15) (см. также замечание 4) имеем 
m2 

]Г WD^Dթ 2Ue) hsgm 1+ j  

L2(QH) 
< 00. 

թշ = 0 L2(QH) 

г 

<12 Bj \ \ ( D j P ( D ) U ) e hsg 
m1+j 
H 

j=0 

+ Br+1 Dm 2 (Ue hs) 
L2(QH ) 

L2(QH) 

Uehs 
L 2 ( Q H ) 

Отсюда в силу леммы 11, так как U G N(P, H, 5) имеем, что для любого в2 = 
0 , m 2 множество {Dm 1+ vD^ 2Ue} (£ G (0, H)) ограничено в L2(QH)- При этом 

не трудно заметить, что для любого в2 = 0,..., m2 

D  m 1+ r Dթ 2 UT - D  m 1+ rDթ 2 U2 
L2(QH) 

m1 +г թշ 

^ 0 при £ 1 , £ 2 ^ 0+, 

т.е. для любого թ2 = 0 , m ^ ^^^^жество {Dm 1+ I՝D^ 2Ue} (£ G (0, H)) компактно 

в L2(QH)- Так как 

Ue - U ^ ^ щ и £ ^ 0, 
L2(QH) 

то в силу замкнутости дифференциального оператора имеем, что существует 

Dm 1+VD^ 2 U G L2(QH) при всex в2 = 0,..., m2. Это в силу предположения ин-
дукции означает, что 

N(P, H, 5) С wNs imH+ r՝m ). 

Теорема доказана. 

Abstract . The paper studies a class of almost hypoelliptic equations P(D)U = f 
in a strip. It is proved that for H great enough and for 5 > 0 small enough all 

solutions of this equation, which are square summable with the weight e - s l x l and for 

which D2a 2 U, where a2 = 0 , . . . , orda2P, are infinitely differentiable in x 1 functions, 

provided Dj f G L2(QH ) for an у j. 
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О Д Н О Ф А З Н А Я П А Р А Б О Л И Ч Е С К А Я З А Д А Ч А С О 
С В О Б О Д Н О Й Г Р А Н И Ц Е Й В В Ы П У К Л О М К О Л Ь Ц Е 

М. ПОГОСЯН, Р. ТЕЙМУРАЗЯН 

Ереванский Государственный Университет 
E-mail: michael@ysu.am, rteymurazyan@gmail.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В настоящей статье рассматривается задача со свободной гра-
ницей для уравнения теплопроводности в выпуклом кольце. При некоторых 
предположениях на начальные данные доказывается, что рассматриваемая 
задача имеет единственное решение. 

1. В В Е Д Е Н И Е И П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть По С М" х [0, то) ֊ область, граница которой удовлетворяет условию 

Липшица по t, все сечения по t которой являются выпуклыми множествами и 

для которой множество 

K0 : = Q 0 Ո {t = 0} 

- непустое. Далее, пусть u0(x), x е М" \ K 0 ֊ непрерывная функция, для которой 

множество 

K1 : = supр u0 U K0 

компактно и выпукло. Предположим, что Q 0 расширяется по времени. Наша 

задача состоит в том, чтобы найти пару (u, Q1), где 

Q0 С Q С М" х [0, то) и u е Clj(Qi \ Щ Ո C (Qi \ 

являющейся решением следующей задачи: ( Г - боковая граница области Q (г = 

0,1)): 

(1.1) 

ut = Au в Q 1 \ Q 0 , 
u(x,t) = 1 на Г 0 , 

< u(x, t) = 0 на Г 1 , 
\Vu(x,t)\ = 1 на Г ь 

^ u(x, 0) = u0(x) в K1 \ K0. 
67 
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Условие на градиент понимается в классическом смысле, т.е. 

lim \Vu(x,t)\ = 1 для всех (x0,t0) £ Г1. 
(x,t)^(xo,ta ) 

(x,t)eQi\Q0 

Задачи такого типа были рассмотрены А. Анро и Г. Шахголяном (см. [3, 4]) 

для эллиптических операторов. В частности, ими была рассмотрена следующая 

задача : для заданной выпуклой области K С К " (n > 2) найти содержащую ее 

область О такую, чтобы градиент р-емкостного потенциала множества О \ K 

имел бы определенное поведение на границе дО области О. 

Точнее, задача, рассмотренная А. Анро и Г. Шахголяном формулирирует-

ся следующим образом: пусть дана выпуклая, необязательно ограниченная, об-

ласть K С К " Найти область О D K и функцию u такие, что для заданной 

константы c> 0 выполняется 
Ap u = 0 в О \ K 
u(x, t) = 1 на dK, 
u(x, t) = 0 на дО, 
\Vu(x,t)\ = c на дО, 

где Ap обозначаетр-лапласиан, т.е. Apu : = div(\Vu\p - 2Vu). Здесь дополнитель-

ное условие на значения градиента на границе \Vu\ = c понимается в следующем 

смысле: 

liminf \Vu(y)\ = lim s u p \ V u ( y ) \ = c для всех x £ дО. 
Q,3y^x ПЭу^х 

А. Анро и Г. Шахголяном был получен следующий результат (см. [3]>: если об-

K 

О дО 

жит классу Более того, если K ограничена, то решение О единственно. 

Схожий результат был получен теми же авторами для внутренней задачи K D 

О 

параболического типа: для данной начальной неотрицательной функции u0 £ 

Co (К") найти неотрицательную непрерывную функцию u в QT = К " х (0, T), 

T > 0 такую, что 

{ Au - ut = 0 в О = {u> 0}, 
\Vu\ = 1 на дО Ո Q t , 

u(•, 0) = uo, A = A x V = Vx 

u o 
T 
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В данной статье доказывается, что при некоторых предположениях на началь-

ные данные, задача (1.1) имеет единственное решение для короткого времени, т.е 

при t < T для некоторого T > 0. В основном мы следуем технике, которая была 

использована в работах А. Анро и Г. Шахголяна [3, 4] и А. Петросяна [5]. 

В статье будем использовать следующие обозначения: через дгО будем обо-

значать боковую границу области О, а также обозначим О ^ 0 ) = О Ո {t = t0}, 

О т = О Ո {t < T } и QT = К " х (0, T). 

2. С У Б Р Е Ш Е Н И Я И С У П Е Р Р Е Ш Е Н И Я 

(u, О) 

кого времени, если существуют T > 0 такое, что О С К " х [0, T], О т С О и 

функция u £ СХ;,1(О \ О 0) Ո C(О \ О 0 ) , удовлетворяющие следующим условиям: 

(a) ut = Au в О \ О0, 

(b) u(x, t) = 1 на Г 0 Ո К " х [0, T] и u(x, t) = 0 на д1О, 

(c) lim sup \Vu(x,t)\ < 1 для всех (x0,t0) £ д;О, 
(x,t)^(xo,to) 
(x,t)eQ\Q0 

(d) u(x, 0) > u0(x) для x £ K1 \ K0. 

(u, О) 

времени, если существуют T > 0 такое, что О С К " х [0, T], О т С О и функция 

u £ Cx,t (О \ О0) Ո С (О \ О 0 ) , удовлетворяющие следующим условиям: 

(a) ut = Au в О \ О 0 , 

(b) u(x, t) = 1 на Г 0 Ո К " х [0, T] и u(x, t) = 0 на д;О, 

(c) liminf \Vu(x,t)\ > 1 для всех (x0,t0) £ д;О, 
(x,t)^(xo,to) 
(x,t)eQ\Q0 

(d) u(x, 0) < u0(x) для x £ Kt \ K0. 

(u, О) 

мени, если она является субрешением задачи (1.1) для короткого времени, и, 

( c) 

(u, О) 

для короткого времени, если она является одновременно суперрешением и суб-

решением задачи (1.1) для короткого времени. 
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u0 

условиям: 

(2.1) Au0(x) = 0, x е K1 \ K0, 

(2.2) u0(x) = 1, x е dK0, 

(2.3) u0 е C0 , 1(K 1 \ K0) и \\m \Vu0(x)\ = 1 для всех x0 е dK1. 
xeKi\R0 

u0 

x0 

(2.4) u0(Xx + x0) > u0(x + x0) 

для всех Л е (0,1) и x е М" таких, что Ax + x 0 и x + x0 принадлежат K1 \ K0. 

Пусть (u, Q) является суперрешением задачи (1.1) и Л, Л' ֊ вещественные чис-

ла, удовлетворяющие условию 0 < Л < Л' < 1. Определим 

(2.5) ux(x, t) = — u(Xx, X2t). Л' 

Масштабирование переменных таким образом обеспечивает то, что функция ux, 

u 

Qx \ («0)л, где 

Qx = {(x,t) : ^ Л Н ) е Q } . 

Тогда верна следующая 

u0 

шение задачи (1.1) не превосходит, любое суперрешения задачи (1.1). 

(u ', Q ') (u, Q) Q ' С Q 

u' < u на множестве, где обе эти функции определены. 

Доказательство. Следуя доказательству леммы 2.4 работы [5], допустим, что 

(u, Q) (u ', Q ') 
Q ' С Q u ' < u 

включения при помощи принципа максимума. 

В случае, когда u е C 1 ( Q \ Q 0 ) и u' е C 1 (Q ' \ Q 0 ) , включение Q' С Q можно до-

казать при помощи метода масштабирования Лаврентьева следующим образом: 

пусть 

Л0 = sup {Л е (0 ,1 ) /Q' С Q x } < 1, 
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где Q x определена как выше. Тогда Q' С Q X o , и существует общая точка (x0, t0) е 

dQ' Ո дQXo Ո QT. Пусть Л0 < Л0 < 1 и uXo определена при помощи (2.5). Тогда 

u' < uXo в некоторой окрестности точки (x 0 , t 0 ) в Q'. В общей точке (x0,t0) 

это неравенство влечет dvu'(x0,t0) < dvuXo (x0,t0), где v — вектор внешней про-

странственной нормали для dQ' и dQX o в точке (x0,t0) (мы предположили, что 
C1 

д^u'(x0, Կ) = \Vu'(x0,t0)\ > 1 

и 

3VuXo (x0,t0) = |VuX o (x0,t0)| = Л 0 < 1. 
Л0 

Л0 = 1 Q ' С Q 

Общий случай можно привести к уже рассмотренному регулярному случаю 

следующим образом. Пусть (м, Q) - субрешение задачи. Выберем 0 < Л < Л' < 1 

достаточно близко к 1 и регуляризируем м, положив 

u(x, t) = (ux(x, t + h) — n)+ 

для достаточно малых h,n> 0, и анмогично регуляризируем субрешение (и', Q'). 

Пользуясь уже доказанным и переходя к пределам сначала по h, ո ^ 0 + , а затем 

по Л ^ 1 - , получим справедливость утверждения в общем случае. 

З а м е ч а н и е 2. При условиях этой леммы, задача (1.1) имеет не более одного 

решения. 

3. К Л А С С Ы M P 

Определение 4. Скажем, что суперрешение (u, Q) принадлежит классу B, 

если Q(t) выпукла, расширяется по времени при t е [0, T] (T ֊ величина, фи-

гурирующая в определении суперрешения) и, кроме того, d;Q удовлетворяет 

условию Липшица по времени. 

З а м е ч а н и е 3. Говоря, что граница dQ удовлетворяет условию Липшица по 

времени, понимаем следующее: для каждого (x0,t0) е d;Q существует окрест-

ность V такая, что при надлежащем выборе координатной системы 

(3.1) V Ո Q = {x" > f (x1,...,x"-1,t)} Ո V, 

где f - глобально определенная функция, которая равномерно Липшицева по t. 

Q(t) f 

таким образом, чтобы в пространственных координатах она была выпуклой. 
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П р е д л о ж е н и е 1. Класс B непуст. 

Доказательство. Без потери общности можем предполагать, что (0,t) £ О0 (t) 

для 0 < t < <ж. Обозначим через G(x,t) фундаментальное решение уравнения 

теплопроводности, т.е. 

G(x,t)=l  ( 4 n t ) - f e - ^  е с ли  t > 0 

I 0 если t < 0. 

e, a > 0 C > 0 

U(x,t) := C  [G(x,t + e) - a ] 

удовлетворяла условиям 

U(x,t) > 1, (x,t) £ д;ОТ 

T 

U(x, 0) > u0(x) в Kt \ K0. 

О = {(x, t) : U(x, t) > 0} 0 < t < T 

T > 0 

времени. Следовательно, для любой точки (x0,t0) £ д;О имеет место 

\VU(x0,t0)\ = , r : = \x\ , 
dr 

О 

C a 

\VU(x0,t0)\ < 1, 

для всех (x0,t0) £ д;ОТ . 

u( x, t) 

Au - ut = 0, в О т \ О Т , 
u(x,t) = 1, на di О т , 
u(x,t)=0, на dl О т, 
u(x, 0) = u 0 ( x ) , в (О т \ ОТ) Ո { t = 0}. 

u(x, t) < 
т 

U(x, t) для (x, t) £ О т \ О0 . Отсюда 

lim sup \Vu(x,t)\ < lim sup \VU (x,t)\ < 1 
(x,t)^(xo,to) (x,t)^(xo,to) 

(x,t)enT\nT (x,t)enT\nT 

для всех (x0, t0) £ д1ОT. Таким образом, (u, О) £ B. 



О Д Н О Ф А З Н А Я П А Р А Б ОЛИСЧЕО К А Я 3 АХЦАЧ А 73 

П р е д л о ж е н и е 2. Класс строгих суперрешений непуст. 

Доказательство. Пусть (u, Q) ֊ суперрешение задачи (1.1) Hux(x,t) определе-

на как в (2.5) с 0 < Л < Л' < 1. Тогда 

(ux)t = Aux 
X x՛ ux(x,t) = -1 

ux(x,t) = 0 
ux(x,0) > u0(x) 

В Qx \ (Q0)x, 

na ( r O x , 
na diQx, 
в (K1)x \ ( K 0 ) x , 

^ l imsup ( x i t )^(xo,to)\ V u x \ < 1 ա  d i Q x . 

Пусть vx(x,t) ֊решение следующей задачи Дирихле: 

v x = Avx  

vx(x,t) = 1 
vx(x, t) = 0 

в Qx \ Q0, 
на Г 0 , 
на diQx, 

vx(x, 0) = u0(x) в ( K ) x \ K 0 . 

Тогда vx < ux для (x,t) е Qx \ ( Q 0 ) x из принципа сравнения для параболических 

уравнений. Отсюда получим 

l imsup \Vvx(x,t)\ < l imsup \Vux(x,t)\ < 1 
(x,t ) — (xo, to) (x, t) — (xo,to) 

для всех (x0,t0) е diQx. Это доказывает, что пара (vx, Qx) е B. Кроме того, 

выбором Л < Л' < 1 можно достичь того, чтобы пара (vx, Qx) стала не только 

суперрешением, но также и строгим суяеррешеяяем задачи (1.1). 

О п р е д е л е н и е 5. Скажем , что субрешение (u, Q) принадлежит классу V, ес-

ли Q(t) выпукла, расширяется по вр емени Hat е [0,T ] (T ֊ фигурирующая в 

определении субрешения величина) и, кроме того, di Q удовлетворяет условию 

Липшица по времени. 

V 

Доказательство. Отметим, что в силу наших предположений 

Au0(x) = 0 
u0 (x) = 1 
u0 (x) = 0 

lim |Vu 0 (x) 
x—>xo 

xEKi\Ko 

В K1 \ K0, 
па dK0, 
на dK1, 

1 для всех x0 е dK1, 

Определим функцию v(x,t) следующим образом: 

(3.2) v(x,t) = u0(x), x е ET \ ET, 
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где ET  K1 х [0, Т) и E0T = K0 х [0,T). Тогда 

vt = Av 
v(x, t) = 0 
v( x, t) = 1 

lim \Vv(x,t)\ = 1 
(x,t)^(xo,to) 

в ET \ET0, 
на dlET, 
на dlET, 
для всех (x0,t0) £ dlET. 

u( x, t) 

в ET \ОТ0, 
на dlET, 

ut = Au 
u(x, t) = 0 
u(x, t) = 1 
u(x, 0) = u0(x) для x £ K1 \ K0. 

на Г т, 

Тогда, так как О0 расширяется по времени, получим ET С О т а из принципа 

сравнения получим, что 

Следовательно, 

v(x,t) < u(x,t) в E t \ О0 . 

liminf \Vu(x,t)\> liminf \Vv(x,t)\ = 1 для всех (x0,t0) £ dl ET. 
(x,t)^(xo,to) (x,t)^(xo,to) 

(x,t)£ET\nT (x,t)eET\nT 

Таким образом, для любого Т пар a (ET, u)принадлежит классу D. 

B 

Нашей ближайшей задачей будет исследование минимального элемента класса 

B 

(4.1) О* = | Ո О 

K(u,n)eB 

где A° означает внутренность множества A. В силу предложения 3 и леммы 

1, можем утверждать, что О * не совпад ает с О 0 . Далее, пусть u* ֊ решение 

следующей задачи Дирихле: 
u* = Au* в О* \ О0, 

на Г 0 , 
на dl О*, 

u * (x, t) = 1 
u * (x, t) = 0 
u*(x, 0) = u0(x) в K1 \ K0. 

T < T(u0) 

u0 удовлетворяет условиям (2.1)-(2.4), то пара (u*, О*) является минимальным 

B 

Следующая лемма играет основную роль в дальнейшем изложении. 

(x,t)eET \ET 

Ձ 
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u0 О *  

делена равенством (4.1). Тогда дО* Ո Qp удовлетворяет условию Липшица по 

времени для некоторого в > 0. 

Доказательство. Пусть (u, О) £ B. Для достаточно малых. e,h > 0 обозначим 

w(x,t) = u((1 - e)x, (1 - e)2(t + h)) 

в Q( 1-E)-2T-h. Тогда w(x,t) будет решением уравнения теплопроводности в об-

ласти 0 1 - £ , հ \ О0-£ h, где 

Оi-£,h = {(x,t) : ((1 - e)x, (1 - e)2(t + h)) £ О } , 

О0-еЛ = {(x,t) : ((1 - e)x, (1 - e)2(t + h)) £ О0} . 

и Докажем, что w(x, 0) > u0(x) в Оi-e h \ О0_e h Ո {t = 0 } . Ввиду предложения 3 

(2.4) 

w(x, 0) = u((1 - e)x, (1 - e)2h) > v((1 - e)x, (1 - e)2h) 
1 - e 1 - e 

= u0((1 - e)x) > u0(x), 

v(x, t) 

wt = Aw в (Оi-E,h \ О0) Ո { ւ > 0 } , 

w = 1 на Г 0 , 
w = 0 на д1О i - e , h , 

w = u0 в Оi-E,h \ О01-еЛ Ո Օ = 0} . 

Из принципа сравнения следует, что w < w в Оi-e,h \ О՝О°-Е ^, и, следовательно, 

l imsup \Vw\ < l imsup \Vw\ < 1 
(x,t)^(xo,to) (x,t)^(xo,to) 

(x,t)en 1 -E,h\^ti-e,h (x,t)en 1 -E,h\^i-E,h 

для всех (x0,t0) £ д1Оi-e,h. Таким образом, получаем (w, О1-e,h) £ B. 

Теперь заметим, что временные сечения множества Оi-e,h удовлетворяют тож-

деству 

1-е ° т =  О i - Հ о - ?  -  h  

(u, О) £ B 

(4.2) ^ ° * ( t ) D Վ ^ - h 

Так как О* (t) расширяется по времени, то включение (4.2) нетривиально, если 
t 

Т - у  - h < t , 
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что эквивалентно неравенству 

Кроме того, (4.2) влечет также регулярность по Липшицу dlQ* по переменной 

времени. Лемма доказана. 

Для суперрешения (u, Q) е B задачи (1.1), можно заменить условие (с) на гра-

диент в определении 1 следующим: 

limsup ^^  քԼ < 1, (x0, Կ) е diQ, 
(x,t) — (xoto)  d o . ( x , t )  

(x,t)eo\o.o 

dn(x,t) = dist(x, dQ(t)). 

Это доказано в лемме 5.1 работы [5], которую мы приводим ниже: 

Л е м м а 3. Пусть Q ֊ ограниченная область в QT такая, что Q(t) выпукла для 

ecext е (0,T) и dlQ удовлетворяет условию Липшица по времени. Далее пусть 

u ֊ неотрицательная, непрерывная вплоть до границы dlQ и обращающаяся в 

нуль на границе функция такая, что Au — ut = 0 в Q. Тогда 

u(x, t) 
limsup \Vu(x,t)\ = limsup , 

(x,t) — (xoto) (x,t) — (xoto)  d n ( x , t )  

(x,t)eQ\Qo (x,t)eQ\Qo 

для всех (x0,t0) е dlQ. 

Следующая лемма представляет собой эллиптическую версию вышеприведен-

ной леммы и доказана в [5]. 

Л е м м а 4. Пусть D ограниченная выпуклая пространственная область, a u 

- определенная в D, неотрицательная, непрерывная вплоть до границы dD и 

обращающаяся в нуль на границе функция такая, что Au = f в D, где функция 

f предполагается ограниченной. Тогда 

u(x) 
limsup \Vu(x)\ = limsup , 
D3x—>xo D3x—>xo  d ( x )  

где d(x) = dist(x,dD). 

Л е м м а 5. Если u0 удовлетворяет условиям (2.1)-(2.4), то пара (u*, Q*) явля-

ется минимальным элементом класса В. 
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Доказательство. Достаточно только доказать, что (u*, О*) является супер-

решением задачи (1.1). Пусть последовательность (uk, Ок) £ B удовлетворяет 

следующим условиям: 

{Ок} 

(iii) uk(x, 0) = u0(x). 

Такую последовательность можно построить следующим образом. Сначала поль-

зуясь сепарабельностью Rn и свойством выпуклости множеств из B, нетруд-

но докмать, что существует последовательность (uk, Ок) £ B такая, что О* = 
° 

. Чтобы гарантировать выполнение условия (ii) обозначим Ок,т = Ок Ո 

От и допустим, что uk,m - решение следующей задачи Дирихле: 

{ д^к,т = Auk,m Б Ок,т \ О0, 

uk,m(x,t) = 1 на Г 0 , 
uk,m(x,t) = 0 на dl Ок,т uh,m(x, 0) = min{uk (•, 0),um (•, 0 ) } Б (Ок,т \ О0 ) Ո {t = 0} . Тогда 

Так как для функций расстояния справедливо неравенство 

(x, t) = min{dQ f c (x,t),dam (x,t)} для всех (x,t) £ Ок,т \ О0, 

то ввиду леммы 3 получим, что (uk,m, Ок,т) £ B. Если теперь предположим, что 

(ii) Ок 

От с m < к, п получить убывающую последовательность {Ок}. Теперь предполо-

жим, что (uk, Ок) £ B, где Ок убывает. Обозначим через uk решение следующей 

задачи Дирихле: 

{ (ilk )t = Auk в Ок \ О0, 

uk = 1 на Г0, 

uk = 0 на dlilk, 

uk(x, 0) = u0(x) на {t = 0 } Ո (Ок \ О0). 

Тогда uk > uk на параболической границе области Ок \ О0. В силу принципа 

сравнения, отсюда следует, что uk > uk в Ок \ О0. Отсюда получаем, что l imsup \Vuk(x,t)\ < l imsup \Vuk(x,t)\ < 1 для всех (x0,t0) £ dlQk, 
(x,t)^(xo,to) (x,t)^(xo,to) 

(x,t)enk\no (x,t)enk\no 

и поэтому (uk, Ок) £ Be uk(x, 0) = u0(x). Так что мы можем предположить, что 

(uk, Ок) £ B, Ок убывает и uk(x, 0) = u0(x). 

uk,m(x,t) < min{uk(x,t),um(x,t)} для всех (x,t) £ Ок 
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Пусть wk - решение следующей задачи Дирихле: 

(wk)t = Awk в Qk \ Q0, 

wk (x,t) = 1 на Г0 , 
wk (x,t)=0 на dl Qk, 
wk(x, 0) = 1 в (Qk \ Q0) Ո {t = 0} . 

Допустим, что (w, W) некоторое субрешение задачи (1.1). Тогда из леммы 1 сле-

дует, что uk(x,t) > w(x,t) в W, и поэтому 

\Vuk(x,t)\ < \Vw(x,t)\ на Г 0 . 

Положим 

M := sup \Vw(x,t)\ и C := sup \Vu 0(x)\ . 
(x,t)ero xeKi\Ko 

Докажем, что 

\Vuk(x,t)\ < 1 + (C + M — 1)wk(x, t) для всех (x,t) е Qk \ Q 0 . 

Для этого заметим, что функция \ Vu(x,t)\ является субкалорической в Qk \ Q0 

и 

\Vuk(x,t)\ < 1 + (C + M — 1)щ(x,t) 

на параболической границе множества Qk \ Q0. Таким образом, требуемое нера-

венство следует из принципа сравнения. 

uk 

Qk \ Q0. Следовательно, можно выделить подпоследовательность последователь-

ности {uk} которая сходится в норме C1 к некоторой функции u* на компактных 

подмножествах множества Q* \ Q0. Можем также предположить для этой под-

последовательности, что соответствующая подпоследовательность wk сходится к 

некоторой w*, удовлетворяющей следующим условиям: 

dtw* = Aw* в Q* \ Q0, 
w*(x,t) = 1 па Г 0 , 
w*(x,t)=0 на dlQ*, 
w*(x, 0) = 1 в (Q* \ Q0) Ո 0 = 0} . 

Отсюда, переходя к пределу, получим 

\Vu*(x,t)\ < 1 + (C + M — 1)w*(x,t) 

для всех (x,t) в Q* \ Q0. Следовательно, (u*, Q*) принадлежит B и поэтому яв-

ляется минимальным элементом этого класса. 
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5. Д А Л Ь Н Е Й Ш И Е С В О Й С Т В А М И Н И М А Л Ь Н О Г О Э Л Е М Е Н Т А 

Метод, которым будем пользоваться в этом и последующем параграфах, был 

использован А. Апро и Г: Шахголяном [3, 4] для исследования эллиптических 

задач. Для калорических функций этот метод был использован в [5]. Дадим 

следующее 

Определение 6. Если Q(t) выпукла, то точка (x,t) е dlQ называется крайней 

точкой, если x е dQ(t) является крайней точкой множества Q(t). Последнее 

x x 

из dQ(t). 

Л е м м а 6. Если u0 удовлетворяет условиям (2.1)-(2.Jf), то пара (u*, Q*) удо-

влетворяет условию 

(5.1) limsup \Vu*(x,t)\ = 1 
(x,t) — (xo,to) 
(x,t)en*\Uo 

для любой крайней точки (x0,t0) е дQ* Ո Q\ с X < թ. 

x0 

ся экстремальной точкой dQ*(t0), т.е. когда существует пространственная опор-

ная плоскость к Q* (t0), которая касается dQ*(t0) только в точке x0. Это следует 

из того факта, что экстремальные точки всюду плотны во множестве крайних 

точек. 

Теперь предположим, что точка x0 е dQ*(t0) является экстремальной, но 

в этой точке равенство (5.1) неверно. Тогда, в силу лемм 3 и 2 существует 

(временно-пространственная) окрестность V точки (x0,t0) и a > 0 такое, что 

(5.2) u* (x,t) < (1 — a)dn* (x,t) 

(x, t) е V Ո Q *  

V Ո Q *  

Пусть П является пространственной опорной плоскостью к Q*(t0) такой, что 

П Ո dQ*(t0) = { x 0 } . Без потери общности можем предполагать, что x0 = 0 и 

П = {xn = 0}. Более того, пусть Q*(t0) с {xn > 0}. Так как точка (x0,t0) 

является экстремальной, нетрудно показать, что существуют числа S0 > 0 и 

П0 > 0 такие, что 

{(x,t) е Q* : xn < Ո0, t е [t0,t0 + V I } с V. 
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Рассмотрим функцию 

h(t) = - min xn, t £ [t0,t0 + 50], 
xen*(t) 

Так как по предположению граница дО удовлетворяет условию Липшица по 

времени, то 

h(t) < L(t -10), t £ [t0,t0 + 50], 

где L ֊ константа Липшица функции f not. Предположим, что число ո 1 £ (0,П0) 

достаточно мало, и константа C > L выбрана таким образом, что 

h(t0 + 50) < C50 - ու. 

51 £ (0, 50] 

h(t0 + 5i) = C5i - ու 

и 

h(t) > C(t - t0) - ni 

для всех t £ [t0,t0 + 5iJ. Определим теперь множество О С QT с помощью его 

временных сечений следующим образом: 

( О*(t) при t £ (t0 + 5i,T), 
(5.3) О^)= I О*(t) Ոխո >ni - C(t - կ)} при t £ [t0,t0 + 5i], 

[ О(Ь0) Ո О*(t) при t £ (0,t0). 

u 

Au - ut = 0 в О \ О0, 
u = 0 на д1О, 
u = 1 на дlО0, 
u = u0 в О Ո ^ = 0 } \ K0. 

Легко видеть, что при достаточно малых щ, пара (u, О) принадлежит B. Тогда 
О* 

О О 

(u, О) 

Как утверждает лемма 5 работы [1], существует е = e(n,L) > 0 такое, что 

функция 

w* (x) = w* (x; t) = u* (x, t) + u* (x, t)i+ e  

x ( x0 , t0 ) 

стн зависит только от n н L, и можем предполагать, что V обладает этим свой-

ством. Далее, заметим, что при достаточно малом щ и фиксированном 50 можем 
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утверждать, что C < L +1. Это означает, что граница множества Q удовлетворя-

ет условию Липшица по времени с константой Липшица (L + 1). Следовательно, 

можем полагать, что 

w(x) = w(x; t) = u(x, t) + u(x, t)1+ e  

V 

(u, Q) 

щие случаи. 

Случай 1: է е (t0 + 51,T). В этом случае u < u*, так как Q с Q*. Отсюда следует, 

что, 

lim -^Щ < lim ք ( * Հ < 1 
( x , t ) ^ ( x , t ) dn(x,t) ( x , t ) ^ ( x , t ) dn* (x,t) 
(x,t)en\no (x,t)en*\no 

для всех (x,t) е dlQ с է > t0. 

Случай 2: t е [t0, t0 + ^ j . В этом случае снова будем иметь u < u*, так как Q(t) с 

Q*(t) для t е [t0,t0 + ^ij. Рассмотрим часть D(t) множества Q*(t), находящуюся 

между плоскостями Щ = {xn = щ — C(t — t0)} и П 0 = {xn = n0 — C(t — t 0 ) } . 

Сравнивая функции w(x) = w(x; t) п l(x) = xn — (щ — C(t —10)), видим, что они 

равняются нулю на Щ. Кроме того, 

l(x) = Ո0 — ni на П0. 

Для того, чтобы оценить функцию w на П0, сначала оценим u на П 0 с помощью 

(5.2): 

u(x,t) < u*(x,t) < (1 — a)da* (x,t) < (1 — a)(xn — L(t — t0)) < (1 — a)n0• 

Следовательно, для достаточно малых. n0 

w(x) < (1 — a/2)n0 на П 0 . 

Пусть n1 выбрано столь малым, чтобы (1 — a/2)n0 < n0 — Пь Тогда w < l на dD(t), 

и, следовательно, w < l в D(t), так как w является субгармонической функцией, 

а l ֊ гармонической (линейной). Вместе с u < u* полученное неравенство влечет 

u(x, t) 
(5.4) limsup ——— < 1, 

( x , t ) ^ ( x , t )  d n ( x , t )  

(x,t)en\no 

где (x,t) е dlQ, a t принадлежит [t0,t0 + ^Ц. 
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Случай 3: t £ (0,t0). Заметим, что О^) расширяется по времени, а функция u0 ֊ 

гармоническая. Тогда, используя принцип максимума для уравнения теплопро-

ut > 0 О О С О *  

получнм u < u*. Тогда, если (x,t) £ д1О Ո дО, то 

lim < lim < 1. 
(x,t)—(x,t) an(x,t) (x,t)—(x,t) d*n(x,t) 
(x,t)en\n0 (x,t)en*\n0 

Вторая возможность состоит в том, что точка (x,t) £ дО принадлежит цилин-

дрической частя границы, которая получается вертикальным движением грани-

цы д^(կ). В этом случае 

dn(x,t) = dn(x,t0). 

Так как ut > 0, то u(x,t) < u(x,t0), откуда следует, что 
u ( x , t )  u ( x , t 0 ) _ lim < lim —— < 1. 

(x,t)—(x,t) da(x,t) (x,t)—(x,to) dn(x,t0) 
(x,t)en\no (x,t)en\no 

t £ (0, T) 

(u, О) £ B 

6. О С Н О В Н А Я Т Е О Р Е М А 

Следующая теорема является основным утверждением работы. 

u0 

нимальный элемент (u*, О*) класс a B является единственным классическим 

решением задачи (1.1) для короткого времени. 

Прежде чем привести доказательство теоремы, приведем некоторые утвер-

ждения, которые доказаны в [5], и которые, как нетрудно показать, остаются 

верными и для выпуклых колец. 

Л е м м а 7. Пусть D ֊ ограниченная пространственная выпуклая область с 

C i -регулярной границей, V ֊ некоторая окрестность границы дD, a w ֊ глад-

кая субгармоническая положительная функция в D Ո V, которая непрерывна 

вплоть до границы дD, где она принимает значение нуль. 

Если линии уровня {w = s} ֊ строго выпуклые поверхности при 0 < s < s0, 

и если 

l imsup |Vw(x)| > 1 
x—x0 

xeDnv 
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имеет место для всякой крайней точки x0 е dD, то для всех x с 0 < w(x) < s0 

|Vw(x)| > 1. 

D x0 

֊ сингулярная точка границы dD, т.е. существуют не меньше двух опорных 

плоскостей к D в точке x0. Пусть V ֊ окрестность точки x0 и w ֊ субгар-

моническая, непрерывная вплоть до границы функция в D Ո V, равная нулю на 

dD Ո V. Тогда 
w(x) 

lim wx =0, 
x— x0 d( x) 

xeDnv v ' 

где d(x) = dist(x, dD). 

Доказательство теоремы 1. Достаточно доказать, что пара (u*, Q*) явля-

ется субрешением задачи: едипствеппость последует из леммы 1 (см. замечание 

2). При доказательстве снова будем следовать работе [5]. 

Вспомним, что в силу леммы 6 имеем 

lim sup |Vu * (x, t) | = 1 
(x,t) — (xo,to) 

(x,t)en*\Uo 

для всех крайних точек (x0,t0) е dQ* Ո Qp. Обозначим через R множество всех 

t0 е (0,в) таких, что 

l imsup |Vu* (x , t 0 ) | = 1 
x— x0 

xen*(to) 

для любой крайней точки x0 е dQ*(t0). 

Как доказано в [5], дополнение (0, в) \ R представляет собой счетное объедине-

ние нигде неплотных подмножеств множества (0,թ). Как и при доказательстве 

леммы 6, рассмотрим функцию 
w*(x) = w*(x; t) = u*(x, t) + u*(x, t)1+ e. 

Если t0 е (0, в), то существуют е > 0 д > 0 и s0 > 0 такие, что функция w* = 

w*(-; t) ֊ субгармоническая в выпуклом кольце D(t) = {0 < w*(x,t) < s 0 } при 

t е (t0 — d,t0+д) (см. лемму 5, [1]; тот факт, что D(t) является выпуклым кольцом, 

может быть доказан методом доказательства теоремы 3 из [2]). Если t е R, то 

dQ*(t) является C1-регулярным, так как в обратном случае существовала бы 

сингулярная крайняя точка x0 е dQ*(t) с 

(6.1) աօ IVu*(x,t)l =0, 
xen*(t) 
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что противоречит определению множества R В самом деле, если x0 £ дО* (t) 

является сингулярным, то из леммы 8 следует 

w * ( x ; t ) ; 0 
dn(x,t) 

или, что то же самое, 
u * ( x , t ) 0 ^ 0 при x ^ x0, 
dn(x,t) 

и (6.1) будет следовать из леммы 4. 

Теперь, если t £ (t0 - 5, t0 + 5) Ո R то при 0 < w* (x; t) < s0 из леммы 7 следует 

|Vw* (x; t)l > 1. 

Это неравенство выполняется для всех t £ (t0 - 5, t0 + 5) в силу всюду плотности 

множества R и непрерывности функции \Vw*(x; t)l в О*. Более того, функции 

\Vw*l и lVu* l аснмптотично-эквпвалентны при u* ^ 0, и, следовательно, 

liminf lVu*(x,t)l> 1, x0 £ дО*^0). 
(x,t) — (xo,to) 

(x,t)en*\Uo 

Так как t0 было выбрана произвольно, заключаем, что (u*, О*) действительно 

является классическим решением задачи (1.1) в Qp. 

П р и м е ч а н и е . Р. Теймуразян закончил работу над этой статьей в Лиссабонском 

университете, Португалия. 

A b s t r a c t . This paper studies a free boundary problem for the beat equation in a 

convex ring. It is proved that the considered problem has unique solution under some 

conditions on the initial data. 
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