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О Н Е К О Т О Р Ы Х С О О Т Н О Ш Е Н И Я Х О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х Н А 
О К Р У Ж Н О С Т И Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

С Ф И К С И Р О В А Н Н Ы М И П О Л Ю С А М И II 

А. Б. АБРАМЯН 

Ваиадзорский Государственный Педагогический Институт, 
Ванадзор, Армения 

А Н Н О Т А Ц И Я . Настоящая работа посвящена алгебраическим свойствам ра-
циональных функций, ортогональных на единичной окружности, с фикси-
рованными полюсами. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть { z k ( \ z k \ < 1, k = 0 ,1 , . . . ) ֊ произвольная последовательность 

комплексных чисел. Рассмотрим систему Такенака-Мальмквиста рациональных 

функций {rk (z)};i;<;L0: 

ro ( Z ) = ( 1 - N 2 ) 1 / 2 

1 - zoz 

(1 -\zn\ 2) 1 / 2 zk - z 
1 - zkz' 

rn(z) П ֊ ^, ^ J ֊ J ֊ 
k = 0 

f ^ , zk = 0 
ek = I , n = 0 ,1 , . . . 

k \ - 1 , zk = 0 ՛ 
Ортогонализируя упорядоченную последовательность {rk(z)}^0 на единичной 
окружности T = {£ : |£| = 1} относительно меры (2п) - 1 մբ($), где բ($) - произ-
вольная ограниченная неубывающая функция на отрезке (0,2п) с бесконечным 
множеством точек роста, получим последовательность рациональных функций 
խk ( z ) } ^ = 0 5 удовлетворяющих условиям, определяющим функции этой последо-
вательности единственным образом: 

^n(z) = anrn(z) + . . . , an > 0, n = 0,1, . . . , 

1 ' 2 п Г1, n = m 
դ I m 4 e /Ymye /-r-\-/ - I , 2n J0 I 0, n = m 
— фп(е՝*)фт(е**)с1р(0) = 5щт = Հ ' , n,m = 0 ,1 , . . . 
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Рациональные функции {vk(z)} были введены М. М. Джрбашяном в работе [1], 

где и бьши получены аналоги некоторых хорошо известных соотношений теории 

ортогональных на единичной окружности многочленов. 

Настоящая работа посвящена изучению ортогональной системы {vk (z)}- Уста-

новленные здесь теоремы сводятся к соответствующим известным утверждениям 

теории ортогональных на единичной окружности в предельном случае, когда все 

полюсы системы {vk(z)} отождествляются с бесконечностью. 

Пусть zk = 0 (к = 0 ,1, . . . ) . Тогда (z) = ak zk + . . . . Обозначим 

_ Vk+1 ( 0 ) , 0 1 

вк = , к = 0, 1, .. . 
а.к+1 

Числа ek ндаываются параметрами ортогональной системы {vк(z)} и были впер-

выс введены С. Верблюнским [2]. Как было замечено Е. М. Никишиным в работе 

[9], "параметры вк являются весьма полезными, поскольку в их терминах удобно 

формулировать достаточные, а иногда необходимые и достаточные условия на 

меру բ". Параметрам ортогональных систем посвящено много работ (см., напри-

мер, [3]-[9]). 

Во второй части настоящей работы введен аналог параметров вк для рацио-

н эл ьн ых функций и доказана теорема об абсолютной непрерывности меры ор-

тогональности (теорема 6). 

В работе потребуются некоторые соотношения, см. [10]. 

1. Для любого n = 0 ,1 , . . . 

<Pn+1(z) = an£n+1 
1 - zn+1z 

Vn(z) + bv 
1 - zn z 

1 - zn+1 z vn(z), 

(1 .1) 

V*n+1 ( z ) =  an 
1 - znz 

1 - zn+1z V*n ( z ) +  bn£n+1 
1 - zn+1z 

Vn(z), 

- ( z ) = - ^ r 1 , - , ֊ 1 = Ա լ յ - ճ շ շ ք , e = в » , 

* ( )  B n ( z ) {Л ռ ( ) n  zk  -  z  

V 7 k = 0  k  

= 1 - z n + 1 z n  v*n+1 ( zn ) b = 1  -  zn+1 zn f n + 1 ( z n )  
an ^ I ^ ! ^ ^ 1  bn 

1  - \ z n \ 2 v*n ( zn'y  n  1  - \ zn\2 V*n ( zn )  

n 

n 
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2. Справедливы соотношения: 

1л о \ -D \ ^ n ( e ) \  1  - \ zn\2  1 с iV 0 

( լ շ ) C o R e t e l = \e-n2Ыёр e = в , n = 0 1 ՛ . . . ՛ 

[ -JT e -
1 

(1.3) Co^k ( z ) = 2П J [vk ( e )  - Vk ( z )]dԲ + — J Vk ( e )dբ, 

co = — Յք, к = 0 ,1 , . . . 
2n Jt 

3. Для любого n = 0 ,1 , . . . 

(1.4) \an\2 - \ b n \ 2 = . 1 - |zn | 

2. АНАЛОГИ Н Е К О Т О Р Ы Х СООТНОШЕНИЙ ТЕОРИИ 

О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х МНОГОЧЛЕНОВ 

Следующее утверждение доказывается как соответствующий аналог для ор-

тогональных многочленов для случая zk = 0 (к = 0,1,...), см. [11] 

Теорема 1. Пусть рациональные функции 

Vn,k (z) = an,k rk (z) + ..., an,k > 0, к = 0,1,..., 

ортонормальны на единичной окружности T относитено меры 

dl- =  1 1 \ zn \2 ^ e = iV 
d V n 2п \e- zn\2 \vn(e)\ 2 ,  e  в , 

где n > 0 ֊ зафиксировано. Тогда 

Vn,k(z) = Vk(z), к = 0,1,. .. ,n, 

1 znz k ֊ 1 z z 

Vn,k(z) = Xn,kCn,kz — Vn(z) П ՜ . i _ £i, к = n,n + 1, .. ., 
1 - zkz ± х 1 - ziz 

где 
1 -\zk\2\1/2 

1- |z, \xn,k \ = 1 and Cn,k =[--! ГГ—T2 ) , к = n,n +1,... 

Следствие 1. 1. Справедливо coom,ношение 

Jri(e)Tjffidvn(0) = ֊1Jn(ey~(i)d^(d), e = e iV, i,j = 0,1,...,n. 

2. Если z0 = 0, mo 

Jri(e)dvn($) = -1 J п ( е ш щ , e = e iV, i,j = 0,1,...,n. 
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Доказательство следует из первого равенства теоремы 1. 
zk 

0,1, . . . ) . 

0 (k 

Л е м м а 1. Справедлива оценка 

\Bn(z)\ < e x p j - V ( 1 - \zk\ 21 
k=0 

, jz\ < 1, n = 0,1, 

Доказательство следует из неравенств ln t < t - 1 (t > 0) и из тождества 
2 z - zk 

1 - zk z 
k = 0,1, 

!1 - zkz\ 2  

zk = 0 ( k = 0, 1 , . . . ) 

mi 

Теорема 2. Если 

] Г ( 1 -\zk D = + ^ , 
k = 0 

mo равномерно внутри круга \z\ < 1 

lim у 7 ! - \zn\2 ՓՈ (z) 1 i + z 
P n ( z )  2 n c0 JT  j  -  z  

Доказателство. Так как 

\1 - 1 4 
< - � 

1 
K(z)\ ՜ y/1 -\zn\ 2 ՜ 7 (1 - r ) 1 / 2 

то из (1.3) следует 

, \z\ = r < 1, 

л/1 -\zn\ 2  
Vn(z) - Г i + z 
р n ( z )  2 n c0 JT  j - z 

< 8уC0 \Bn(z)\ 
7 (1 - r ) 3 / 2 ' 

Утверждение теоремы следует теперь из леммы 1. Теорема доказана. 

Теорема 3. Справедливы равенства: 

—k =  1 [  1  - \ zn+l\ 
en 

2п JT \i - zn+i\ 

Pn(i) 

Pn+1(i) 
ШУМ, i = e**, n,k = 0,1 

где 
—  bn , Ա )  zn  -  j P n ( i ) 0 1 
en =  , An ( i ) = £n+iz = z  n =  0 ,  1 , . . . 

an 1 - z n i ^ n ( i ) 

Доказательство. Из (1.1) при j = 1 следует 

P n ( i )  
2 

i - z n + i 

P n + 1 ( j )  i - zn 
"n + b n^n ( i ) I 

n 

2 2 

2 

2 
2 
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2 

= ( К | 2 - \bn\2 
1 С - zn+l 

С - z„ 
Re 

(2.1) 

Следовательно, 

1 -\zn\ 2  

1 - | z n + i | 2 

С - zn+l 

(2.2) 1 - \z, n+1 \ 

\С  -  zn+l\ 

Рп(С) 

Р п + 1 ( С ) 

С - zn 

1 -\zn\ 2  

\С - zn\2  

Re 

1 + enXn(C) 
1 - en^n(C) 

1 + en An(C) 
1 - enAn(C) 

1 + J2(enAn (С))' +J2(en An(C)) k  

k=l k = l ) 

To, что \en\ < 1 (n = 0 ,1 , . . . ) следует из того, что в се нули рn (z) лежат внутри 
единичного круга (см. [10]). Так как 

АП(С)АП(С) = А П - Р ( С ) = Տ Ո ՜ + Վ 

f \ k-p / t fW k-p zn - С \ f Рп(С) 
1 - zncj Ы ( С ) , 

то, считая для определенности к > p, с учетом того, что p*n(z) = 0 (|z| < 1), 

получаем 

(2.3) т 1 ֊ I'A kn(C)Am )—td^ = 5k,p, p = 0 , 1 , . . . , к . 
JT \С - zn\2  

Из (2.2) и (2.3) следует утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Следствие 2. Последовательность рациональных функций 

(1 - |zn| 2 ) l Z 2 (1 - \en|2)V2 П- ek - Ak(z) 
Rn(z) П 1 - enAn(z) k=L 1 - ekAk(z)' 

n = 0 ,1 , . . . . 
1 - znz k — 0 

ортонормальна на единичной окружности T относительно меры (2n) - 1d$. 

\ С\ = 1 

|1 - enAn(C)|2 = \an\՜ 

|Rn(C)|2 = 

TO 

2 1 - \ zn\2 , | 2 ( 1 I |2 ) 

՜ 77 12 \ a n\ ( 1 - \ en \ ) 
| С - z n + l \2 

Следовательно, из теоремы 3 вытекает 
1 2 

|Rn(C)12 

IT 
Далее, пусть n > m. Тогда 

С - z n + l 
2 

Р п + 1 ( С ) 
2 

С - zn Рп ( С )  

Рп ( С )  
2 

1 - | z n + l | 2 Рп ( С ) 2 

Р П + 1 ( С ) \С - zn+l\ 2  Р п + 1 ( С ) 

֊ Լ |Rn(C)|2 С = e " , n = 0 ,1 , . . . 

Rn(С)Rm(С)= Yn 
ШС) 

(1 - zn0(1 - zmOvm (С) 

1 n-l 

П ek - Ak (С) 
1 - enAn^) 1 - emAm^) k—m+1 1 - ekAk(С)' 

2 

2 2 

2 

1 
x 
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Yn,m = ет+1 [(1 - К\ 2)(1 - \zm\ 2)(1 - K\ 2)(1 - \вт\ 2)] 

Откуда следует 

•1 j Rn(e)Rm(e)d# = 0, e = e iV, m = 0, 1, .. . ,n — 1. 

Лемма доказана. 

zk = 0 (к = 0, 1 , . . .) 

1 • 1 ֊ ( a ) \ en \ < ± T ^ V n ( e ) 

( b ) e n = b ! T 

(c) (n+1)en = 2п Լ K(e) \ JK^o2 d*,  Kn(e) = ^2 \vk(e)\ 

<d> \  en \ < 2П ST 

_ d*, n = 0 ,1, . . . , 
Vn+1 ( e )  

փ* ( e) V* ( e) 
n^ J d*, <£*n(e) = - t- I^ L, n, к = 0 ,1, . . . , 

an 

Kn(e) 

1 Kn(e) 
n+1 \ vn+1(e) \ 2 

k=0 

d*, n = 0,1,.... 

V n ( e )  

d*, n =1, 2,.... ( e )  e n e n ֊ 1 = 7T  e ( e ) 

֊п յT vn+1(e) 

(f) en = — Լ Г ֊ 1 v 2n(ew($), n = 0,1,...: 

(g) - e n ֊ 1 = ֊п 

(h) \ e n ֊ 1 \ < ֊П J 

1 f vAO 
֊п JT vn(e) 
1 

v n ( e )  

vn+1 ( e )  

v n ( e )  
2 

v n ֊ 1 ( e )  
2 

vn+1 ( e )  v n ( e )  

d*, n =1, 2,..., 

d*, n =1, 2,... 

Доказательство. Если zk = 0 (к > 0), то vn(z) ՜ обыкновенный многочлен от 

An (e) = e 
v n ( e )  

vn(e). 
Тогда, учитывая, что 

из теоремы 3 имеем 

1 
2п 

vn(e) 

vn+1 ( e )  

f An(e)d* = 0 
JT 

An(e)d* = 2^ Լ An(e) ^ 
vn(e) 

vn+1 ( e )  
1 d*. 

Учитывая, что если \e\ = 1 то \ An(e) \ = 1, из этого неравенства получаем нера-

венство пункта (а). Доказательства остальных пунктов аналогичны. 

Отметим, что пункт (а) доказан в работе [7] в виде 

\ en \ < const 
JT 

1 vn(e) 

vn+1 ( e )  
d*, 

2 

z 

2 

в n 

2 
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с использованием теоремы Колмогорова о сопряженных функциях. 

3. Т Е О Р Е М А ОБ А Б С О Л Ю Т Н О Й Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т И М Е Р Ы 
О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О С Т И 

C(T) T 
ций. Пусть v($) - неубывающая на отрезке [0,2п] функция rnf e C(T). Часто 
нам будет удобно трактовать интеграл fT f (e l^)dvկ&) как интеграл по конечной 
мере v (или dv($)), заданной на окружности T. Саму эту меру отождествим 

C(T) v 
понимать норму соответствующего функционала: 

\\dv || = sup 
\f !<1 

fdv 
IT 

dv. 
IT 

Отметим (см., например, [13]) что любая такая мера может быть разложена на 
абсолютно непрерывную и сингулярную относительно меры Лебега на [0,2п] со-
ставляющие P ($)d$ + dvs. 

v vn (n = 1, 2, . . .) T 
vn ^ v будем обозначать слабую сходимость мер, т.е. соотношение 

lim / fdvn = f fdv, f e C(T). 
T JT 

Пусть данная последовательность равномерно ограничена по норме, т.е. \\dvn\\ < 
c (n = 1 , 2 , . . . ) . Если семейство функций Л с C(T) плотно в C(T), то из теоремы 
о слабой сходимости в сопряженном пространстве (см. [13]) вытекает, что если 

f e Л 

lim / fdvn = fdv, 
T JT 

TO dvn ^ dv. 
Докажем несколько вспомогательных лемм. 

Л е м м а 2. Если 

то 

v Bn(0) 0 lim —г = 0, 
|рП(0)| , n 

lim / dvn = dթ, 
n 

где 

dv = 1  - \ z n \ 2  М С = n = 0 1 
Ո = \С - zn\2 \<Рп(С)\ ,  С = e , n = 0 , 
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Доказательство. Из (1.3) С Л G Д у՛в Т 

гч-п Հn(0) 1 [ d Bn(0) 1 Г - — ֊ 0 1 
З л ) = ^ wTvi՜՜  n =  0 , h... 

v*n ( 0 )  2 п JT v*n ( 0 )  п JT 

Заметим, что 
1/2 (3.2) evn ( e ) dv < J dթ J \ vn(e) \ =2п^е0о. 

Так как рациональные функции {v— (z)}%=0 не имеют нулей в замкнутом круге 
z < 1 

փՈ(z) в + 1 г e + zd 
C0 w Ч = t-Pn + ^ T  dVn ,  

vn ( z )  2 п JT  e  -  z  

(3.3) ԲՈ = I m \ c O 4 ֊ } , n = 0, 1,... vn(0) 

Отсюда имеем 

» " { < ® = S T dvn, n = 0, 1 . . 

Тогда из (3.1) и (3.3) получим 
֊ п IT  dVn = 2п IT  d Բ  -  B n ( 0 ) R e { 1 X . 

Учитывая (3.2), из (3.3) следует 

— f dvn f dթ 
2п Jт 2п Jt \ ՓՈ(Պ \՝ 

откуда следует утверждение леммы. 

Лемма 3. Если \zk \ < 1 - а (к = 0,1,...), 0 < a < 1, mo 

lim f e— dvn = f e—dբ, \ к \ = 1, 2,... 
n ^ J т JT 

Доказателство. Из (1.2) и (3.3) С Л G Д у G T 

. + 1 Г 1 + e z d 1 Г 1 + e z d Bn(z) 1 R evn(e)d 
iPn + ^ -—=rdvn = ^ -— iTTT՜ — 

2п JT 1 - ez 2п JT 1 - ez vn (z) п JT 1 - ez 
Перепишем это выражение в виде 

(3.4) ten + B n W ց Щ Я dբ =2Լ[ ձ ^ dan 
vn(z) п Jt 1 - ez 2п JT 1 - ez 

где dan = dբ - dvn. Так как 

n ^ чЙ „ l £ z 1,7= n /7 4n+1  

1 + & , о V՝՝՝ П^Л— x о e 
1 + 2 ^ K + 2-

1 - ez —=1  1 - ez 
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то из (3.4) следует, что 

в + Bn(z) 1 г С^п(С) d 1 Г d 
Фп + W ч ~ = 7Т  d°n 

^n(z) п JT 1 - Сz 2п JT 
п 1 г Сп+1  

+ 2 V ck (dan) zk + 2 z n + 1 - -^=-dvn, 
K=  п JT 1 - С z 

где 
dan 

IT 
Пусть z = re i V (0 < r < 1), тогда получим 

1 f - k 

ck (dan) = 2п J С dan, к = 1, 2,...,n. 

1) 

1 Г e - i k*Bn (re*) / 1 Г СШ d ( 9 ) \ d Ck ( d a n ) Г = п JT & (re i i p) [ n J T Т - Л ё ^ ^ J ^ 

откуда с учетом (3.2) следует 

(3-5) \ck ^ < ք - ^ Լ 1 , 2 , . . . , » . 

Так как, 
1 Հ |1 - znz| 1 1 < 4 1 1 

\v*n(z)r (1 - | zn | 2 ) 1 / 2 (1 - |z|2)V2 | ^ a ( z ) r 7 ^ A - H F ' 

то из (3.5) имеем 

|ck ( d a n ) | r k < ֊ 7* ^ H z m * 2П T lBn 
и применение леммьй дает 

lim \ck (dan) \ = 0 , к = 0 , 1 , . . . . 
n— 

Лемма доказана. 

Теорема 4. Если \zk\ < 1 - а (к = 0 ,1 , . . . ) , 0 < а < 1, mo dvn ^ а 

Доказательство. Так как семейство функций { e l k d } плотно в C(T), то 

утверждение теоремы следует из лемм 2 и 3. 

Л е м м а 4. Имеет место равенство: 

2 2 

\an\ 2 - \bn\2 JT 
где 

F + / Հ + 1 ^ 
JT JT 

2 | a n | f Un($)un+l($)dd + Дп, n = 0 , 1 , . . . , 
JT 

U n ( ^ ) = L | z n | 2 , * ,2 , С = e " , 
\С - zn\2 Ы С ) Г 

Дп = 4п(1 - | z n | 2 ) ^ e {I 2n(0)} , 
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z = = 1 в виде 

an 1 _ 1 1 ^ e- zn 1 vn(e) 
+  bn£n+1z 1 - zn+re vn+1(e) 1 - zne vn(e)  + 1 - zne 1 - znne vn(e)vn+1(e)՛ 

Откуда следует 

\an\2 - \ bn\ 2 1 1 1 
m  1 \ e-zn+1\2 \vn+1(e)\2 \e-zn\2 \vn(e)\2  I n ( e ) + I n ( e )  

Bn(e) 1 
In  ( e ) =  bn F-n+1y, 

n A 1 -  zn+ (1 - zne )(1 - zn+ie) vn(e)vn+1(e)՛ 
Из (3.7) получим 

Г (\an\ 2 - \bn\ 2)Ղ d* Г d* + 
JT \E- Zn+1 \4 \Vn+1(E)\ 4 JT\E- Zn\ 4\Vn(E)\4 

= 2Re {I 2n(0)} +2\An\ 2 f  D* 
JT ՛ "՛""՛ JT\e-zn\2\e-zn+1 \ 2\vn+1 (e)vn(e)\ 2՛ 

Доказательство следует из этого равенства, с учетом (1.4) и (3.6). 

Л е м м а 5. Справедливо равенство: 
f Un(*)un+1(*)d* = f u 2n(*)d* + 2 f Re{enAn(e)}u2(*)d* 

JT JT JT 

+4п(1 - \ zn \  2) 2B2 (0)Ш ( ^ Ո + ՚ տ ) , n = 0,1,... 

[ v 2 ( 0 ) ( v n ( 0 ) ) J 

Доказательство. Так как 

1 +  e n A n ( e ) 1 + 2 , , 2  ( e n A n ( e ) ) 2  
— — = 1 +  2 e n A n ( e ) +  2z ^ т т т , 1 - enAn(e) 1 - впAn(e) 

то из (2.1) имеем 

Следовательно, 
2 ( * ) » „ / 1 + \ d* 

f Un(*)un+1(*)d* = f u 2n(*)Re . 1 ) 
т JT 11  - ^^(է) 

= f u 2n(*)d* + 2 f u 2n(*)Re {вnAn(e)} d* 
JT JT 

+ 2 I d * . 
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Заметим, что при \С\ = 1 

АП (С) _ , f zn - С \ 2 B2(С) = е2 
ИС)| 4  п+Ч1 - ~пС) С2 (<РП(С)) 

u 2 , . < л л 2 ^ _ „ 2 (1 - | zn | ) 2 ВП (С) 
п ( , ) А п ( С ) = £ п + 1 ( 1 _ — С ) 4 / nS ( 1 - ^ С ) 4 (^п(С))4 

Следовательно, 

T * * * fens « 

_2 ( 1 U 12) 2 I 1 e 2 В П ( С ) 

R e f n + l ( 1 - | z n | 2 ) 2 T ( - п С й T (1 - гПС) 4 1 - enАп(С) (^(С))' 
d, 

F-2 e2 
2п(1 - \zn\ 2) 2B 2n(0)Re '  £- n+^ 2 n  

Լ (1 - enAn(0)) « ( 0 ) ) 4 

z=0 

^n+l(0) = an^n(0)(1 - enAn(0)). 

Следовательно, имеем окончательно 

I Հ № d, = 2п(1 - \zn\ 2) 2B 2n(0)Re {  £ n+l a n e n  

J t  2 ՚ է 1 - e n А п ( С ) / V ' Un+ l (0 ) (^n(0 ) ) 

Лемма доказана. 

Теорема 5. Справедливо 'равенство: 

/ u 2 + l ( , ) d , = 1 + ^ / u 2n(,)d, 
.JT 1 - \ en\ .JT 

+ 1 4 ,2 f u 2n(,)Re {en Ап(С)} d, + On, n = 0 ,1 , . . . , 
1 - \en\2 J t 

где 

On = 4п(1 - \zn\2)2B2n(0)Re / 
(^n+l(0)^n+l(0)) 

+ 8п(1 -\zn\2)2B2n (0) f ^ n + l " 2 zn\ Г  B2 ( 0 ) T) ) £ n + 1 e n a n 
1 - | e n \ 2 Un+l (0) (^n(0) ) 

3 

Доказателетво следует из лемм 4, 5. 

Следующее утверждение доказывается в [14]. 

4 

2 
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Л е м м а 6. Пусть неотрицательная функция F(x) такая, что 

lim x - 1F(x) = + ж . 
x— 

Предположим, что неотрицательные функции fn(t) удовлетворяют неравен-
ству 

/ F (fn(t)) dt < const, n =1, 2,.... 
0 

Если fn(t) ^ da(t) при n ^ ж, где a(t) ֊ мера на [0, 2п\, то мера a(t) абсолютно 
непрерывна. 

z0 = 0 n0 

f Re{вnAn(e)}u 2n(*)d* < 0, e = в}', n > no. 
JT 

zk < 1 - а (к = 1, 2, . . .) 0 < а < 1 

n 1 + \ в— \ 2 

k U 1 - \в— \2 
k=n0 

сходится, то мера /л(*) абсолютно непрерывна. 

Доказательство. Из условия z0 = 0 следует, что Qn = 0 (n = 0 ,1, . . . ) . В силу 

теоремы 5 следует, что 

•2 +1 (*)d* < - -
вп \ JT 

Следовательно, 

f u 2n+1 (*)d* < Հ+ք 2* f u 2n(*)d*, n > n0. 
JT  1  - \ вп \ JT 

! u 2n(*)d* < П ֊ Ք ! u 2no (*)d*, n > n0. 
JT J, \ в — \ JT 

Пусть 

C1 = nm^x f  u—  ( * ) d * ,  C2 = Cno П 1 + \  в — \ 2  ,  
°< k<n0 J t 1 - \вk \2  

k=no 

Cn0 = / u20 (*)d* и c = max{C1,C2}. 
JT 

Тогда 

I u 2n(*)d* < C, n = 0 ,1 , . . . 
JT 

Учитывая следствие 1, из условий теоремы следует, что 

dvn = dբ, n = 0, 1,..., 
JT 

d V n \e-zn\2 \vne\2 
dvn = 1 - 4 ^ , e = в-՛, 
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а из теоремы 4 имеем dvn ^ dբ , Утверждение теоремы следует теперь иь леммы 
6. Теорема доказана. 

Следствие 4. Пусть zk = 0 (к = 0,1, . . . ) , u {e'k}!=a - произвольная последова-
тельность комплексных чисел, подчиненная условию \e'k \ < 1 (к = 0,1, . . . ) , а 
n a 

{գ>k(z)}!=a, соответствующие параметрам {ek}!=a, где 

ek = e'k, к = 0 ,1, . . . ,na - 1, 

ek = - |Re e'k\ sign Re Vk + i |Im e'k\ sign Im Vk, к = na,na + 1 , . . . , 

V = [ 2 n ^k (С) M = , Vk =  С I , ^м 4 , С = e . 

Если 
la 'v*k(С) Ы С ) Г 

! 

Yj\e'k|2 < ^ 
k=a 

то мера թկ&), соответствующая параметрам {ek } ! = a абсолютно непрерывна. 

Доказательство. Так как многочлен k(z) зависит только от параметров e4 

(i = 0, 1 , . . . , к - 1) Vk ek 

I  R e {ek С § Ц } = ^ e'k \ ̂  Vk \ - | I m e'k \ |Ьп Vk \ < 0 

при к = na, na + 1,.. .и С = e®̂ . Учитывая, что \ek \ = \ e'k \ то из теоремы 6 при zk = 
0 ( к = 0, 1 , . . . ) 

В заключение автор выражает глубокую благодарность А. А. Саакяну и С. Г. 
Рафаеляну за ценные замечания. 

Abstract . The paper is devoted to the algebraic properties of rational functions 
which are orthogonal on the unit circle and have fixed poles. 
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К О Л И Ч Е С Т В Е Н Н О Е У Т О Ч Н Е Н И Е Т Е О Р Е М Ы Ф О Н 
Н Е Й М А Н А - Г А Й Н Ц А И П Р И М Ы К А Ю Щ И Е К Н Е Й 

Н Е Р А В Е Н С Т В А 

Л. 3. ГЕВОРГЯН 

Государственный Инженерный Университет Армении 
E-mail: levgev@hotmail.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В настоящей заметке приводится количественная форма тео-
ремы фон Неймана, а также некоторые родственные неравенства, позволя-
ющие оценить снизу расстояние между началом координат и нормализиро-
ванным числовым образом оператора. 

1. В связи с теорией спектральных множеств линейных ограниченных операто-
ров, действующих в гильбертовом пространстве (H, { • , • ) ) фон Нейман доказал 
[6] следующее утверждение. 
Теорема А. Пусть функция u аполитична в некоторой области, охватывающей 
.замкнутый единичный круг D и удовлетворяет неравенству \u(z)\ < 1, z G D. 
Тогда для любого оператора А такого, что ||А|| < 1 имеет место неравенство 
||u(A)|| < 1. 

В дальнейшем в [5] было установлено , что теорема А может быть легко получена 
из следующего результата. 

u 
.замкнутый единичный круг D и отображает D в правую полуплоскость C+ = 
{z : Re z > 0}. Тогда для любого оператора А ||А|| < 1 и любого элемента x G H 
имеет место неравенство He(u(A)x,x) > 0 . 

Следует отметить, что приведенные выше формулировки взяты из [7] (глава 11, 
153, §2). 

Сначала мы докажем количественный вариант второго из этих утверждений. 
Затем будут установлены некоторые неравенства для нормы трансляций произ-
вольного оператора. 

17 
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В конце оценивается снизу норма некоторой функции от оператора, что в 
комбинации с уже полученным результатом позволяет судить о величине зазо-
ра между началом координат и так называемым нормализированным числовым 
образом оператора. 

Подобные оценки играют важную роль при определении скорости сходимости 
различных итерационных методов решения линейных операторных уравнений в 
гильбертовом пространстве [3]. 

Прежде чем перейти к изложению этих результатов, заметим, что условия, 
что функция u аполитична в U и ||A|| < 1 можно заменить на аналитичность 
функции u в открытом единичном круге D и ||A|| < 1. Действительно, грани-
цы множеств D и U лежат на некотором положительном расстоянии т. Тогда 
функция, определяемая формулой f (z) = u((1 + m)z) будет аналитична внут-
ри единичного круга и норма оператора B = A/(1 + т) будет строго меньше 

1 

f 
D 

B, ЦВЦ < 1 

(1) R e ( f ( B ) x , x ) > 1 : i M | N | 2 I t e { f ( 0 ) } , x e H. 

Доказательство. Пусть r ֊ число, удовлетворяющее неравенствам ||В|| < r < 1. 

Согласно формуле Шварца 

1 Г г . ( re" + z 
' о 

Откуда 

и 

1 /՝ relt + z 
f(z)= ibnf(0) + ֊ / R e { f ( r e 4 ^ - e ^ dt, |z| < r. 

2n J о re l t — z 

Re f (B) = —— I Re f (re i t)Re ((re i tI + B) (re i tI — B)՜1) dt, 
2 -к J о V / 

(Re f (B)x,x) = —n Լ  R e if ( re^)} Re^ (re i tI + B ) (re i tI — B)՜1 x,x^ dt 
о 

или, что то же самое 

(Re {f (B)} x,x) = —n j Re {f ( r e i t ) ^ ( (re i tI + B) yu (re i tI — B) yt) dt, 

где yt = (re i tI — B) 1 x. Очевидно 

Re( (re i tI + B) yt, (re i tI — B) yt) = r 2Hytf — HByt ||2 > (r2 — HBf) Աք . 
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Так как 

то 

у и > 11-41 > \\-Ч\ 
W y t\\  - Wre^I - B\\  - r + \\B\\ 

Re ( { r e " + B) yu {re} 11 - B) yt) 

- (r2 - \\B\ 
|2 = r_-\B\ 

(r + \\B\\) 2 r + \\B\\ l  

Таким образом, 

Mf (B)x,x) - _ТЩ\\х\\ 2շէ J \ e f {re i t) dt. 

Так как для аналитической функции ее действительная часть является гармо-
нической функцией, то 

1 г 2п 1 Г2П  

— Լ Ref(re u) dt = Re{f (0)} 

R e ( f ( B ) x , x ) - _ Т M \ \ x \ \ 2 R e { f ( 0 ) } . 

Переходя к пределу при r ^ 1 получим (1). 

Пример 1. Пусть 

B = ^ 0 ) ' 0 < ^ < a <  1, f М = 

Тогда \\B\\ = a и 
( — 0 

f (B)=( Т 1 - ь 
\ u 1+b 

Числовой образ W(B) = {(Bx,x) : \\x\\ = 1} оператора B равен [b, a], а 

՜ 1 - a 1 - b 1 
Wf (B)) = 1 + a 1 + bj ' 

B 
Напомним, что числовым радиусом оператора A называется величина 

w (A) = sup |А|. 
x e w ( A ) 

Лемма 1. Для любого оператора A и произвольного комплексного числа А G C 

(2) \\A - AI\\< w(A) + у ^ ^ ^ А У Т ^ . 

2 x 
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Доказательство. Согласно теореме 2 из [1], условия 

w(B) < 1, \\Б — XI\\ < 1 + ^/1 + |Л|2, Л е C 

эквивалентны. Пусть Б = A/w (A). Тогда 
A 

w(A) 
— բ1 < 1 + v / i + F F 

IIA — w(A)^I|| < w(A) + y/w 2(A)+ w 2(A)l^l 2. 

Заметим, что в силу формулы из [2] 

lim ЦЛ1 — \\A — X I = inf Re { W (e - i*A)} . 
arg Х = ф 

Если имеет место неравенство 

\\A — XI\\ < а + V o ^ T ^ (a> 0), 

то w(A) < a, т.е. оценка (2) для любого оператора является точной. 

Пример 2. Пусть J2 ֊ двумерная клетка Жордана 
01 

J 2 0 0 

Простой подсчет показывает, что 

w ( J 2 ) = 1/2 и \\J2 — XI\\ = 1 / 2 + V 1 / 4 + |Л|2, Л е C. 

J 2 

Оказывается, что этот результат справедлив также для более широкого класса 

операторов. 

Л е м м а 2. Пусть A2 = 0. Тогда D(0, \\A\/2) С W(A) С D(0, \\A\\/2). 

Доказательство. Как хорошо известно, гильбертово пространство H может 

быть разложено в ортогональную сумму: 

H = N (A*) © R(A), 

где N(A) ֊ ядро, a R(A) ֊ образ оператора A Пусть h = f + g, где f е N(A*) и 

g е R(A). Очевидно, что 

Ah = Af, (Ah, h) = (Af, f + g) = f , A*(f + g)) = f , A*g) = (Af, g). 

Откуда 

\(Ah,h)\ = J (Af, g) J < \\A\\\\f \\\\g\\ < 1 \\A\\ (\\f\2 + \\g\\ 2) = ± 
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\ A\ < 2w(A) \ A\ = 2w(A) 
{hn} такая, что (Ahn,hn) ^ \\A\\eia/2. Пусть hn = f n + gn ֊ ортогональное 

разложение элемента hn. Тогда 

(Ahn, hn) = (Afn,gn) и (Afn, e i ( a - e )g^ Ae i e. 

A 2 = 0 

\\A - AI\\ = w(A) + ^^ЩТЩ 2, A G C. 

Доказательство. Имеем 

\\(A - AI)h\\ 2 = \\Af\\2 - 2Re(Af, Ag) + A^hf. 

\ h\ = 1 g 
быть сведено к виду 

\\Af\\2 +2lAI\\Af\\\g\ + |A|2 < \\A\\ 2\\f\\2 + 2 | A | \ \ A \ \ \ \ f + IA|2. 

\ f\ 
равен 

\\A\^ ^ л|| l\\A\\ 2 , m2_ (\\A\\ l\\A\\ 2  

2 + \ \ A \ \ ^ ^ + | A | 2 + A ^ + + A2) • 
f 

можно сделать сколь угодно малой. Тогда 

|| (A - AI )h|| — ^ + + | A |2 = w(A) + ^ Щ Т Щ 2 , 

что завершает доказательство. 
A=0 

место равенство (т.е. если \\A\\ = 2w(A)), то оно сохраняется также для всех 
остальных значений A G C. 

Предложение 3. Пусть оператор A достигает своей нормы и \\A\\ = 2w(A). 
Тогда для любого A G C 

\\A - AI\\ = w(A) + vЯЧAУУТ\ճ|• 

Доказательство. Так как это равенство однородно, то можно дополнительно 
предположить, что \\A\\ = 1. Согласно теореме из [8] J2 есть прямое слагаемое 
для оператора A, т.е. 

A = 0 B 

2 
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где W(B) С W(մշ). Тогда 

2 + V 4 + 1Л12 = IIJ2 ֊ xiII < IA ֊ XIII < 1 + \ J \ + 1л12, 

влекущее 

I I A - XIII = w(A) + ^ Щ Г Щ 2 2 , X е C. 

Предложение 4. Оператор A достигает своей нормы на элементе x тогда 
и только тогда, когда x является собственным элементом оператора A* A, 

I AI 2 

Доказательство. Пусть IIAxII = HAHHx! Тогда 

IIAfIIxII2 = Ц М ? = (A*Ax,x) < ||A*Ayyxy2 = IIAI2HxH2. 

A * Ax = I AI 2 I xI 

Следовательно, множество элементов, на котором оператор достигает своей 

нормы, пополненное нейтральным элементом, образует подпространство. 

Следующий пример призван проиллюстрировать это предложение. 

Пример 3. Пуст,ь V ֊ оператор, действующий в пространстве Ь 2(0,1) по фор-
муле 

(Vf) (x) = ( f (t) dt. 
J о 

Нетрудно проверить, что 
2 x 2 1 

= —, cos п— = - , 
п 2 2' 

x  
V cos п — 

2 

x 2 x 
2 = — sin п—, 

п 2 ' 
2 x 

1 п ) 
| cos п —. 
1 2 

—, V*V cos п— 
п 2 2 „ , 

Покажем, что два условия предложения 4 независимы. Очевидно, что из дости-

I AI = 2w(A) 
ный оператор, достигающий своей нормы, в частности, нормальный оператор, 

действующий в конечномерном пространстве). 

Следующий пример показывает невозможность обратной импликации. 

Пример 4. Пусть H = C 2 , a A является ортогональной суммой жорда-
новых клеток 

° 2 ՜ М 1 2 
о о ) ,  n =  1, 2,... 

Очевидно, что ЦAI = 1 и W(A) = {z : \z\ < 1/2}, так что w(A) = 1/2. Равен-
I AI = 2w(A) A 

нормы. 
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Замечание 1. Оценка 

( 3 ) ||A - AI||<||A|| + |А| 

является более точной, чем (2) для операторов, удовлетворяющих условию 
||A|| = w(A), а оценка (2) точнее, чем (3) для операторов, удовлетворяющих 
||A|| = 2w(A). Если c||A|| = w(A), где 1/2 < c < 1, то из неравенства 

c||A|| + ^/еЦЩ^ТА <||A|| + |А| 

будем иметь 

|А| > ֊ | | A | | , 

| А| | А| 
֊ наоборот, оценка (3) точнее, чем (2). 

Предложение 5. Пусть оператор Б, действующий в гильбертовом простран-
стве Н, удовлетворяет условию w(B) < 1. Пусть функция f аполитична в 
круге D и отображает его в правую полу плоскость C+. Тогда 

(4) f№11 < ( м / ( 0 ) } | + W ( ֊ - ֊ B B ) + r R e { f (0 ) , ) 

Доказательство. Согласно формуле Шварца при w(B) < r < 1 

1 Г2* _ 1 
f(Б) = О т f (0) I +— Re {f (ге и)} (re i tI + Б) (re i tI - Б) dt. 

2 n J 0 

Откуда получаем 

f (Б)x|| < jlm f (0)|||x|| 

Г Г2* _ 1 

+ — R e { f ( r e " ) } (re i tI + B){re i tI - Б) x dt 
2 n J о 

< ^ b n f(0)| + — Լ R e { f ( re i t ) } \ \ r e i t I + Б\\ (re i tI - Б)՜1 dt^J ЦхЦ 

' (Б) + у ^ И Б ) ^ < |lm f(0)| + 2n 

x Լ R e { f ( re i t \ re  i tI - Б ) 1 dt 1 dt x . 

Хорошо известно (см., напр., [4], Лемма 6.1 о росте резольвенты оператора), что 

| ( Б - AI >՜'1\ < таЩЩ • А 

x. 
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где d - расстояние между А и W(B). Таким образом 

-re i tI - B)  1 < —- = < v ՚ — J „ „ i t W C D ՝ \ \ — d(re i t,W (B)) ՜ r - w (B) 
1 

Откуда 

f (B)x\\ < |lm f (0)| + 
w(B) + v /w 2(B) + r 

r - w(B) 

,2 

Re f (0) IIxH-

В пределе получим (4). 

Замечание 2. Если IIBI < 1, то неравенство (4) может быть заменено на 

A b s t r a c t . The paper gives a quantitative refinement of von Neumann's theorem 

with some relevant inequalities permitting to estimate from below the distance betwe-

en the origin of the coordinate system and the so-called normalized numerical range 

of an operator acting in the Hilbert space. 
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В В Е С О В Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х L1(p) 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Рассматривается граничная задача Гильберта в Ь 1(р), где 
p(t) = |1 — t\ a и a — действительное число. При a > — 1 устанавливается, 
что однородная задача имеет n + к линейно независимых решений, если 
n + к > 0 где a(t) ֊ коэффициент задачи, к = ind a(t), n = [a] + 1, если 
a — нецелое число и n = a , если a — целое. Условия, при которых задача 
разрешима, найдены при a> — 1 и n + к < 0. При a < — 1 устанавливается, 
что количество линейно независимых решений однородной задачи зависит 
от поведения функции a (t) в точке t = 1 . 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Граничная задача Гильберта в вееововых пространствах Lp (p > 1), когда ве-
совая функция имеет особенности степенного порядка, исследована в работах Б. 
В. Хвелидзе [1], И. Ц. Гохберга и Н. Я. Крупника [2]. когда весовая функ-
ция p(t) имеет конечное число особых точек, а порядки особенностей являвются 
произвольными действительными числами, рассмотрена в работе К. Казаряна, 
И. Спитковского и Ф. Сория [3]. 

Отметим, что методы исследования указанных работ принципиально не при-
менимы, когда граничная функция принадлежит весовому пространству L 1 (p). 
Это обусловлено тем, что интеграл типа Коши не ограничен в L 1 и L 1(p). 

В данной работе предложен один метод для исследования задачи Гильберта 
в единичном круге D+ = {z, \z\ < 1} в пространстве L 1(p), когда 

p(t) = \1 ֊ t\ a, t е T = {t : \t\ = 1}, 

где a ֊ произвольное действительное число. Введем обозначения 

если a ֊ нецелое, 
a 

25 

[a] + 1 
a n= 
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p(t) если а > — 1, 
Pr(t) \ |1 — rt\ n\1 — t\ a -n если а < — 1 

Под задачей Гильберта L1(p) понимается следующая граничная задача 

Задача Н. Определить аналитическую функцию Ф(-г) (Ф(ж) = 0) вне единич-
ной окружности T так, чтобы имело место граничное условие 

(1.1) r И т 0 | |Ф+И) — а(г)Ф -(г -Н) — f (t)\\L1{pr) = 0, 

где Ф±(z) ֊ сужения функции Ф(z) на D+ и D - соответственно, f G L 1(p), 
a(t) G C s (T), S > 0 и a(t) = 0. 

Обозначим к = ind a(t) . В данной статье установлено, что при а > —1 
однородная задача H имеет n + к линейно независимых решений, если n + к > 0. 

В случае n + к < 0 описаны необходимые и достаточные условия на f для того, 

H 

a(t) 
точке t = 1 . 

Задача H в полуплоскости, когда р имеет единственную особенность в z = ж, 

и порядок особенности неотрицателен, исследована в работах [4, 5]. 

Если Ф - функция, аналитическая в D+ U D -, то обозначим 

Ф + ^ ) , z G D+, 
Ф ֊ ^ ) , z G D ֊ , 

а через C,C1,... обозначим различные постоянные. 

2. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е Л Е М М Ы 

1. Пусть к = ind a(t) , тогда функция a допускает представление (см. [6] 
T 

i(t)= S+(t)(S -(t))  1, t G T, 

S+ (z) = exp  t - K a ( t ) d t , z G D+ 
՝ 2ni J t — z ' 

T 

S ՜ (z) = exp < * } , z G  D  

T 

S± G C s (D±) и | S - ( z ) | = 0 ( | z | - K ) при z ^ ж . 

Л е м м а 1. Пуст,ъ а > —1 и Ф ^ ) ֊ решение задачи H при f G Ь 1(р)- Тогда 
справедливы следующие утверждения 
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(а) если n + к > 0, mo 

ж, N S(z) f f (t)(1 � t)" S(z)P(z) 

где P(z) ֊ некоторый полином порядка n + к � 1; 
(б) если n + к < 0, то Ф(z) представима в виде (2.1), где P(z) = 0 a f (t) 

удовлетворяет условиям 

(2.2) I  f f (—֊^t kdt = 0, k = 0 ,1 , . . . , ֊(n + к) � 1. 
JT  S +  ( t )  

Доказательство. Пусть n + к > 0. Так как a � n < 0, то из (1.1) получаем 

Ф+(^)(1 ֊ t)n Ф—(r—-4)(1 ֊ t)n f (t)(1 � t)" 
lim 

r—> 1 — 

Положив 
S+ (t) S—(t) S+(t) 

= , ф _ ^ = Ф — ( r — 1 z ) ( 1 ֊ z ) 

\dt\ = 0. 

S+(z)  r  w S—(z) 

Ф+t ֊ *—(t) = fr (t), t е T, 

получаем задачу Гильберта относительно функции , причем 

\Ф—(z)\ <С \z \ n + K — 1  

в окрестности z = то. Поэтому 

Фг (z) = 2 ^ f ^ dt + Pr (z), 
2пг Jt t � z 

где Pr(z) ֊ полином порядка n + к � 1. Так как в L 1 

Фг(z) — Ф(z)(1 ֊ z) n(S(z))  — 1 щи r — 1 � 0 

T 

fr (t) - f (t)(1 � t) n(S+(t))  — 1 щ и r - 1 ֊ 0, 

то переходя к пределу, получаем (2.1). Утверждение (а) доказано. 
Пусть теперь n + к < 0. Тогда Pr (z) = 0 и 

ФЫ =  S(z) Г f ( t)( 1 � t)n dt 
Ф ( Z ) = 2 п г ( 1 ֊ z)" JT S+(t)(t � z) 

Так как S(z)(1 ֊ z)—n имеет полюс порядка ֊(n + к) в бесконечности, то для 

того, чтобы имело место Ф(то) = 0, необходимы условия (2.2). 

a < ֊1 L1  

f (t)(1 � rt) n(S+(t))— 1 - f (t)(1 � t) n(S+(t))  —  1 при r - 1 � 0. 

n 
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Доказательство. Так как функция (S+(t))— 1 ограничена, то достаточно уста-
новить, что 

f (t)(1 — rt)n ^ f (t)(1 — t)n в L1. 

Учитывая неравенство |1 — t\ < 2\1 — rt\, получаем 

k ! — rt)n — (1 — t)n l < C (1 — r)\1 — t\n  

|1 — rt\ 
Из f (t) G L1(p) следует, что f (t) = g(t)\1 —1\ a , где g(t) G L 1 . Следовательно, 

|f(t)(1 — rt)n — f(t)(1 — t)nl < 
C\g(t)\(1 — r) 

\1 — rt\\1 — t\— n+ a . 
Так как 

то 

1r 
<2 

1r 
\1 — rt\\1 — t\ - n+ a \1 — rt \ 

2C |g(t)|(1 — r) 
If(t)(1 — rt)n — f(t)(1 — rt)nl < 

|1 — rt\ 
Учитывая, что функции (1 — r)11 — rt\  1 равномерно ограничены на T, (1 — 

\1 — rt\ 1 0 (t = r ^ 1 — 0 и применяя теорему Лебега, получаем 

доказательство леммы. 

Лемма 3. Пусть m ֊ натуральное число, тогда справедливы следующие утвер-
ждения 

(а)  l(1 — rt)m — (1 — r - 1t ) m i < C(1 — r)11 — rt\m - 1; 
(б) если m ֊ нечетное число, то существует постоянная c> 0 такая, что 

при условии |1 —1\ < c(1 — r) имеет место 

(1 — rt)m — (1 — r - 1t ) m > (1 — r)\1 — t\m - 1; 

(в) если m ֊ четное число, то существует постоянная c > 0, такая, что 
при условии m(1 — r)2 < |1 —1\ < c(1 — r) имеет мест,о 

(1 — rt)m — (1 — r - 1t)m > (1 — r)\1 — t\ 1 

Доказательство. Так как (см. [7]) 

(1 — rt)m (1 — r - 1t)m  <C 
(1 — r)((1 — r)m-1 + |1 — t\m - 1) 

\1 — rt\ 2 m  

то справедливость утверждения (а) следует из неравенств 1 — r < |1 — rt\ и 
|1 — t\ < 2\1 — rt\. Далее, имеем 

|(1 — rt)m — (1 — r - 1t)m l = 
(1 — r 2) m— 1 

E 
k=0 

(1 — rt) k(1 — r—11) —m— 1 — k 

r — > 

1 1 
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t L i f ) |1 — t | m - 1 
m - 1 / 1 r \ k / 1 r \ m - k - 1 

£ T - 7 + 0 1 — ^ r - < - . - 4 k=0 v 7 v 

Обозначив 

= u и Pr(u) =  T + r Y(—r) - ( m - 1 - k )(u + r)k(u — 1)m - 1 - k, 1 t r 
k=0 

будем иметь 

|(1 — rt)m — (1 — r - 1t)ml = (1 — r) 11 — tr - 1pr (u)l 

m 

Pr (u) = A1 (r)um - 1 + A2(r)um - 2 + ... + Am (r), 

m-1 

A1(r) = r - ( m - 1 ) J 2 ( — 1) kr k, 
k=0 

и A1(r) ^ 1 при r ^ 1 — 0. Так как числа Ak(r), к = 2,...,m, равномерно 
ограничены, то 

|Pr(մ,)^^ -'՝™' - 1՝ 1 ^ 1 когда |u| ^ ж, r ^ 1. 

Следовательно, существует A> 0 такое, что еели |u| > A, то Pr (u)| > 1. Обозна-
чив c = A - 1, получаем доказательство утверждения (б). Если m - четное число, 
то A1(r) ^ 0 A2(r) ^ m щ и r ^ 1 — 0. Поэтому 

|Pr(u) — A1(r)u||u|_ ( m^_ 2՝ ) ^ m щ и |u| ^ ж , r ^ 1. 

| A1 (r) || u| < 1 

P խ ^ խ ^ - 2 > m — 1 

| u| A > 0 | u| > A 

| Pr ( u) | > 1 

2. Функцию a(t) отнесем к классу R a (a(t) e R a), если 

(2.3) Ш_о | | S+ (rt) — a( t)S - (r -H)\\L4pr) = 

К примеру, пусть 
a(t) = cosY l ( П (1 — i Y У t e T, 
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где 71 - произвольное целое чпело, а 72 - неотрицательное целое число. Имеем 
71 = ind a(t) и, если դ2 > ֊n � 1 то a(t) е R a. Действительно, пусть 71 > 0, 
тогда S+(z) = 1 и 

S — ( z ) = c o s — 7 1 ( 2 о ֊ i ) 7 2 

\S+(rt) � a(t)S—(r— 1t)\ < C\(1 ֊ r— 1t)Y 2 � (1 � t)Y2\ < C(1 � r)\1 � rt\Y 2  —  1. 

Поэтому 

\S+(rt) � a(t)S  —(r— 1t)\pr(t) < C(1 ֊ r)\ 1 ֊ rt\Y 2  —  1 \1 ֊ rt\ n\1 ֊ t\ a — n  

= C(1 ֊ r)\ 1 ֊ rt\Y 2+ n\1 � t\ a — n. 

Так как յ2 + n > —1, то a(t) е R a. Аналогично устанавливается, что a(t) е R a  

при 71 < 0. 

Л е м м а 4. Пусть a < ֊ 2 , a(t) е R a, 

P (z) = ճ1(1 ֊ z) + ճշ(1 � z)2 + ... + A—n—1(1 � z)— ՝ 

֊n � 1 

lim \\S+(rt)P(rt) � a(t)S  —(r— 1t)P(r— 1t)\\T1, . = 0, 
1_o 11 ՝՝L  ( p> r 

P(z) = 0 

Доказательство. Так как 

S+(rt)P(rt) � a(t)S  —(r— 1t)P(r— 1t) = I1(r,t) + I2(r,t), 

I1(r,t) = (S+ (rt) � a(t)S— (r— 1t)) P(rt), 

I2(r,t) = a(t)S—(r— 1t)(P(rt) � P(r— 1t)), 

то из условия леммы имеем ^I1(r,t)^Li(p) — 0. Пусть A1 = 0, тогда по лемме 3 

\P(rt) � P (r— 1t)\ > (1 � r), 

при \1 ֊ t\ < c(1 � r), где c > 0. Поэтому 

/ \I2(r,t)\p(t)\dt\ > f ,  ( \ �r ) \ d t \ t . 
Jt J\1—t\<c(1—r) \1 ֊ rt\— n\1 � t\ n — a  

Так как \1 ֊ rt\ « 1 � r при \1 ֊ t\ < c(1 � r), то 
r r c ( 1 — r ) do 

T \I2(r,t)\p(t)\dt\ > (1 ֊ Г)^1 Уо — = A(1 � r) 2+ a, 

где A = c1+ a  n(1 + a ֊ n) \ Тем самым, лемма доказана при A1 = 0. 
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Пусть Ak = 0, n ֊ нечетное число и A1 = A2 = . . . = Ak—1 = 0. Применяя 
снова лемму 3, получаем 

\P(rt) � P(r— 1t)\ > (1 ֊ r)\1 � t\k—1 при \1 � t\ < c(1 � r). 

Поэтому 
г г (1 r ) i i _ t | k + a — n — 1  

\I2 (r,t)\p(t)\dt\>  (  ) ) r - ; F - n dt 
JT J\1 — t\<c(1—r) ^ ֊  r t \ 

г  c ( 1— r )  

> (1 ֊ r)n+1 e k + a — n — 1de = A(1 � r) k + a + 1, 
o 

где A = c k+ a — n(k + a � n) — Հ Так как k + a + 1 < 0, то 

(2.4) J i ^ f \I2(r,t)\p(t)\dt\ > 0. r — 1 — 0 J T n 
С г c ( 1— r )  

/ \I2(r,t)\p(t)\dt\ > (1 ֊ r)n+1 e k + a — n — 1dd 
JT Jm(1—r) 2  

= (1 ֊ r) k + a + 1(A � B(1 � r) k+ a — n), 

c " ' " ( k + a � n) ՝% B = m 

k + a ֊ n > 0 

A = c k+ a — n(k + a ֊ n)  —  1, B = m k+ a — n(k + a ֊ n)  —  1. 

a < ֊1 k > ֊n 

S+(rt)(1 � rt)k � a(t)S— (r— 1t) (1 ֊ r— 1t) k  lim =0. 
L1(p) 

Доказательство. Имеем 

S+(rt)(1 � rt)k � a(t)S— (r— 1t) (1 ֊ r— 1t) k = I1(r,t)+ I2(r,t), 

I1(r,t) = (S+(rt) � a(t)S— (r— 1t ) ) (1 � rt)k, 

I2(r,t) = a(t)S—  (r— 1t ) ((1 ֊ rt)k � (1 ֊ r— 1t ) k^j . 

Учитывая, что \S+(rt) ֊ a(t)S— (r— 1t) \ < A(1 � r ) , S > 0, получаем 

\h(r,t)\pr(t)\dt\< (1 ֊ r ) 4 h \1 ֊ r t p d t \ n < (1 ֊ r ) 4 -Idi— i n , ; irn >\ i_ \ jT \1 ֊ rt\— n\1 ֊ t \ n — a ֊ K ' JT \1 ֊ t\ n — a  

lima J \h(r,t)\pr (t)\dt\ = 0. 
— 1—o T 
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Далее, имеем |(1 — rt)k — (1 — r_ 1t) k\ < (1 — r)|1 — t\ k_ 1. Поэтому 

f \l2(r,t)\pr(t)\dt\< (1 — r ) f 11 —  rt\ k_l l dt l  

T  л  1 -  v ' J T !1 — rt\_ n\1 —1\ 

\dt\ 
< (1 — r) f 

JT T \1 — rt\\1 — t\ n_ a՝ 
Последнее выражение стремится к нулю при r ^ 1 — 0. Лемма доказана. 

Л е м м а 6. Пуст,ь f e L1 (р) и 

™ f - b S — r T z e D+ и D-. 

тогда 
֊1 \\K+(f ՛ rt) — a(t)K_ f , r_4) ||L1(p) < C\\f \\Ll(p). 

Доказательство. Из (2.5) имеем 

K +(f,rt) — a(t)K_ (f,r_ 11) = I1(r,t) + I2(r,t), 

( S+(rt) — a(t)S_(r_ 1t) Г f(T)(1 — т) ndT 
l ( r  ) 2ni(1 —rt) n JT S+(T)(T — rt)' 

a(t)S_(r_ 1t)f 1 Г f(т)(1 — т) ndr 
2( '  ) 2ni — rt)n J T S+(T)(T — rt) 

1 f f(т)(1 — т ) n d r \ 

Так как 

то 

(1 — r_ 1t) n JT S+(T)(T — r_1t) I' 

\S+(rt) — a(t)S_ (r_ 1t ) I < A(1 — r) s ՛ 

M r t ) l < A(1 — r) f \f(т)\1 — тГ\\dr \ 

\1 — rt\n JT \T — rt\ 

Далее I2(r,t) = l2 ( 1՝ >(r,t) + l2 ( 2՝ >(r,t), где 

I(1)(r t) = a ( t ) S_  (r_ 1 t ) f f (т)( 1 — т)n(1 — r2) 
կ  ( r , t ) = 2ni(1 — rt)n J T S+(T)T — rt\2  d  U  

ք(2)ս^= a(t)S_ (r_ 1t) ( 1 1 \f f (т )(1 — т ) n  
I 2  ( r ' t ' ) 2ni V (1 — rt)n (1 — r_4)n)JT S+ (T)(T — rt)\ d T\' 

a(t)S _ r_1t r 
1 

I i 2 1 ) ( r ' t ) < \ 1 — r t n J T ՝ J y " V — h£ ' ^ 
M f \f(т)Ц1 — T\n\1 — r2\ 
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I ( 2 )(r,t) < M 
(1 ֊ rt)n (1 ֊ r - 1t) n  

\f (т)\\1 ֊ т\n 

\T ֊ rt\ \dT\. 

Пусть теперь a > ֊1. Тогда n > 0 и 

, < A j Ч ֊ ^ T  f M Mdt\ 

< A j \ f (T) \ \ 1 ֊ T\ a \ 1 ֊ т\n - a Լ 
(1 ֊ r) s\dt\ 

T \ 1 ֊ t \ n - a \т ֊ rt \ 
\ dT \. 

Так как 

sup\ 1 ֊ т \л [ 
T 

л f (1 ֊ r)S\dt\ 

It \ 1 ֊ t \ л \ т ֊ rt \ 
то получаем \\I1(r,t)\\L1(Pr) < A\\f \\L1(P). Далее имеем 

< то, r е (0,1), т е T, 

I i ( 1 )(r,t) r if < M f \ f (т) \ \ 1 � т \a \ 1 � т \n -a f 
L 1 ( P r ) J JT 

(1 ֊ r 2)\dt\ 
T \ 1 ֊ t\ n - a \T ֊ rt\2  

\ dT \. 

Так как (см. [7]) 

sup\ 1 ֊ T \л [ 
T 

л[ (1 ֊ r2) \ dt \ 

то 
T \ 1 � t \л \ T � rt \2  

I2 1 )(r,t) <M\\f \\Li(p). 
L1(pr) 

< то, r е (0,1), T е T, 

Учитывая неравенство (см. [7]) 

1 
(1 ֊ rt)n (1 ֊ r - 1t) n  

< A(1 ֊ r2) 
\ 1 ֊ rt \  n+ 1 1  

получаем 

т( 2)< I2 2 )(r,t) < A f \ f (T ) \ \ 1 ֊ T \ a \ 1 ֊ T \n - a j 
L 1 (Pr ) J JT 

(1 ֊ r 2)\dt\ 
r ) 

Используя следующую оценку из [7] 

,л Г (1 ֊ r 2) \ dt \ sup\ 1 ֊ т \ л [ 
T 

получаем 
\ 1 ֊ rt\ 1 + л | т ֊ rt\2  

I {2 ](r,t) r ^ < A\\f \\լ1 (р). 

T \ 1 � rt\  1+n - a \т � rt\ 

< то, r е (0,1), т е T, 

\ dT \. 

L1(Pr) 

a > ֊1 

Пусть теперь a < ֊ 1 Так как в этом случае pr(t) = \ 1 � rt\n\ 1 � t\ a - nj То 

\\I1(r,t)\\L1(pr) < Aj\f (т) \ \ 1 � т \ a \ 1 � т \ n - a  

Г (1 ֊ r) \ dt \ 
)T \ 1 ֊ t\n - a \т ֊ r 

- \ dT \<A\\f \\L1(p). 

1 1 

1 

X 
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Аналогично, в силу леммы 3 

I2 l )(r,t) < A\\f \\լւw՛ 
L1(Pr) 

I2 2 )(r't) ւԱ < A\\f\լւ 
L1(Pr) 

I ( 2)( 

Лемма доказана. 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ Н 

1. Нам необходимо следующее утверждение 

Лемма 7. Пуст,ъ f e L1 (р). Тогда 

lim о\\K+(f՛ rt) — a(t)K_ (f՛ r_1t) — f (t^^^) = 0՛ 
r—> 1 

где функция K(f՛ z) определяется формулой (2.5). Тем самым, если n+к > 0, то 
функция K(f՛ z) является решением задачи Н. Если n + к < 0, то K(f՛ z) будет 
решением задачи Н тогда и только тогда, когда f удовлетворяет условиям 
(2.2) 

Доказательство. Рассмотрим случай, когда функция f e L1(p) обращается в 
нуль в окрестности точки t = 1. Пусть f = ^ и \1 —1\ < в, тогда функция 

^ / i + r F ^ dT 
JT s + ( t ) ( t —  z )  

аналитична в окрестности \1 — z\ < в точки z = 1. Поэтому 
Ф ^ ) = Ао + A1(z — 1) + . . . + Ak(z — 1)k + ...՛ 

ВДе A k! f f (т )(1 — т ) n  
Ak = 2ni JT S+(T)(T — 1) k+ 1' 

Ясно, что 
^(rt) — Փ1 (r_4) \ < A(1 — r)՛ 

\ 1 — t\ < в 

K +(^Н) — a(t)K_ Ա՛^Կ) = Ь(Г^)+ h^t)՛ 

S(rt^^rt) — a(t)S_ (r_ 1t) ՓՎ^Կ) 
^ = ՛ 

^ = — a ( t ) S_  ( r_ 1 t )  ф1  ( r_H ){ v—m — 

Так как 
\S(Н)Ф1(Н) — a(t)S_ (r_ 1t ) Փ1 (r_ 1t)\ < C(1 — r) s՛ 
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где S > 0 и \ t � 1 \ < թ, то 
г г (1 — r)S 11 _ t | а  

\I1 (r,t) \ p(t)\dt\ <  K >  1 ,  1 dt — ^ и r — 1 ֊ 0. 
JTe JTe \1 � r t \ 

Далее, учитывая лемму 4 имеем 

(1 ֊ rt) - n � (1 ֊ r - 1t ) - n <C(1 ֊ r)\ 1 � rt\ - ( n+ 1 ), 

поэтому 

ք \ I2(r,t) \ p(t) \ dt \ < C( ( 1  r ) ^ ֊ 1 \ a dt — 0 щ и r — 1 ֊ 0. 
Te JTS \1 ֊  r t\ + 

f \K +(f, rt) ֊ a(t)K - ( f , r - 1t) \ p(t) \ dt \ — 0. 
•JTe 

Тем самым, 

\K ( J , r t ) � a(0)K f , r - 1  

'Te 
Пусть теперь t е T \ Tp. Так как f (t)(1 � t)n е L 1(T), то функция 

Ф2(Х) = Sizl Г  f  (T ) ( 1 � T ) n dT 
2 � } 2ni JT S+(T)(T � z) 

удовлетворяет соотношению (см. [8]) 

Ф+(Н) ֊ a(t)S- (r - 1t) ֊ f (t)(1 ֊ t) n\\L1 — 0. 2 rt � a t 2 r t � f t � t L 1 

Учитывая, что 

(1 ֊ rt) - n � (1 ֊ r - 1t ) - n < A(1 � r), t е T \ Tp, 

f е L 1 ( p) 

t=1 
Пусть теперь f е L1 (p) - произвольная функция. Для заданного е > 0 выберем 

функцию f e так, чтобы она обращадась в нуль в окрестности t = 1, и имело место 

\\f � fe\\L1(P) < е- Учитывая лемму 6, будем иметь 

\K+(f,rt) ֊ a(t)K - (f,r - 1t) ֊ f (t)\\L 

< \\K +(f ֊ f E , rt) ֊ a(t)K - f ֊ f e , r - 1t) ֊ f (t) 

L1(Pr) 

L1 (Pr) 

+ \\K+(fe,rt) � a(t)K - f r - 1t) � fe(t)\\L 1(pr) + \\f£ � f \\L 1 (р) 

< C\\f � f£\\L1(p) + \\K+(fe,rt) � a(t)K - (fe,r - 1t) � fe(t)\\L1{pr) . 

Так как последнее слагаемое стремится к нулю при r — 1 � 0, то лемма доказана. 

2. Для однородной задачи H имеет место 

Теорема 1. Пусть a > ֊1, тогда справедливы следующие утверждения: 



36 Г. М. АЙРАПЕТЯН И М. С. АЙРАПЕТЯН 

(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

( n к_1 \ 

J2Ak(1 — z)_k + ^ Bs (1 — z) s\՛ 
k=1 s=0 J к> 0 

n 

$o(z) = S(z) J2 As(1 — z)_ s՛ 
s=_K+1 

к< 0 
(б) если n + к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное реше-

ние. 

Доказательство. Положим 
n_1 

P(z) = J2 Bs(1 — z) s. 
s = 0 

Так как 
S +(rt) — a(t)S_(r_ 1t)\ < A(1 — r) s՛ S> 0՛ 

то 
\S+(rt)P(rt) — a(t)S_ (r_ 1t) P (r_ 1t) \<A(1 — r) s. 

Поэтому 

\\S +(rt)P(rt) — a(t)S_ (r_ 11) P (r_ 1t)\\lip ^ 0. 

Рассмотрим функции Ф г ( z ) = S(z)(1 — z)_k, где k < n ֊ натуральное число. 

Используя оценку 
1 1 

1 — r 
\1 — rt\ k+ 1' (1 — rt)k (1 — r_1t) 

\ ( )\ 
\ + , ч , ч ( 1 м \S +(rt) — a(t)S_ (r_4) \ 
\Ф+(Н) — a(m_ (r_ 1t) \ <\  У ) ( — rt]k {  )ձ  

+ \a(t)S_ ( r_ 1 t ) \ — ^ < C(  — Վ , + J 1 — rL ) 
՚ V Л (1 — rt)k (1 — r_ 1t) k - \\1 — rt\k \1 — rt\ k+ 1) 

Следовательно. 

\ \ ( r t ) — a(t)^_ (r_h)\\լւ (р) 

< C ( T T 

< C Ա W + V - t — r — F ™ 

< C ( ( 1 _ r)s Г \d t\ + Г (1 — r)\ d t\ \ 
< V  ) JT \1 — rt\ n_ a +JT \1 — rt\ n+ 1_ a) 
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Так как, n � a < 1и n + 1 ֊ a < 2, то последнее выражение стремится к нулю 
при r ^ 1 � 0. 

3. Из теоремы 1 следует 

Теорема 2. Пусть a > ֊1, тогда справедливы следующие утверждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи H можно представить в виде 

(3.1) Ф(г) = K (f,z)+$o(z), 

где K ( f , z) определяется формулой (2.5), а Ф 0 ^ ) - общее решение одно-
H 

(б) если n + к < 0, то решение за дачи H единственно и представимо в виде 
(3.1), где Ф 0 ^ ) = 0 of удовлетворяет условиям (2.2). 

4. Рассмотрим случай a < ֊1. 

Теорема 3. Пусть a < ֊1 и a(t) G R a. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи H можно представить в виде 

(3.2) Ф ( ^ = K (f,z) + S(z)P (z), 

где 

P (z) = ճօ + ճ _ ո ( 1 ֊ z) - n + ... + AK-1(1 � z)K—1 � � 

к ֊ 1 
Ao,A —n , . . .  ,  aK — 1 • 

(б) если n + к < 0 и к > 0 то общее решение задачи H представимо в виде 

(3.3) Ф^) = K (f,z) + AoS(z), 

где A0 ֊ произвольное комплексное число, a f (t) удовлетворяет услови-
ям 

(3.4) j  f ^ ՜ ք ^ dt = 0, k = 0, 1,..., ֊(n + к) � 1; 

(в) если n + к < 0 и к < 0, то решение за дачи H единственно, представимо 
в виде (3.3), где 

, ч , 1 I՝ f(t)(1 � t)n , 
^ A o = ֊ 2 ^ JT ЦфП+Гd t, 

f(t) к = ֊n � 1 
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Доказательство. Предположим, что Ф ^ ) есть решение задачи Н при заданном 

f e L 1(p). Тогда из (1.1) имеем 

Ф+(^)(1 — rt)n Ф _ ( r _ 1 t ) ( 1 — rt)n f (t)(1 — rt)n  
lim 

r Ю 

Полагая 
S+(t) S_(t) S+(t) 

Ф+^z)^ — rz)n Ф_(r_ 1z)(1 — rz) 

\dt\ = 0. 

K(z) = V " 7 ՛ *_(z) = S+(z) ' r  w S_(z) 
и 

*+(t) — *_(t) = fr (t)՛ t e T՛ 

получаем задачу Гильберта относительно функций Ф^(z), где Ф_ (z) имеет полюс 
—n r _ 1 

неравенство \ФГТ(z)\ < C\z\ n+K_ 1. Пусть 

Q r (z) = + . . . + A _ n ( r ) 
1 - rz (1 - rz) 

главная часть разложения Лорана функции в окрестности точки r_1. То-

гда будем иметь 

*+(t) — (*_(t) — Qr (t)) = fr (t) + Qr (t). 

Пусть теперь n + к > 0. Тогда 

1 Г fr (t) ФГ(z) = — f dt + Qr(z) + Pr(z)՛ 
2ni JT t — z T t-z 

где Pr (z) ֊ некоторый полином п орядка n+к — 1, тел и n + к > 0, и Pr (z) = 0, если 

n + к = 0. Так как Ф Г (z) — Ф^)(1 — z) n(S(z))_ 1 равномерно гае окружности T 
и по лемме 2 

fr(t) — f (t)(1 — t) n(S+(t))_ 1  

L 1, то 
^ , S(z)(Q(z) + P(z)) 
Ф^) = K (f,z) + „ \ „ up и r — 1՛ 

(1 - z)n  

ГМ \  C1 i  C2 i I  C_n 
Q ( z ) = i—: + 7 i — + . . . + 1 - z (1 - z)2 (1 - z)_n  

P (z) = Bo + B1z + ... + BK+n_1z n + K_ 1. 

Ясно, что функция (Q(z) + P(z))(1 — z)_n ֊ полином порядка к — 1, поэтому 

(Q(z)+ P (z))(1 — z)_n = P1(z)+ P2(z)՛ 

P1(z) = A1(1 — z) + ... + A_n_1(1 — z)_ n_ 1՛ 
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P2 (z) = Ao + A—n(1 ֊ z)—n + ... + AK—1(1 ֊ z)K — 1. 

Так как в силу леммы 7, 

\\K+ ( f , rt) ֊ a(t)K— (f,r— 1t) ֊ f (t)\\L1{pr) ^ 0, 

а по лемме 5 и условию теоремы 

\\S+(rt)P2(rt) ֊ a(t)S— (r— 1t) P2 (r— 1t)\\Li{pT) ^ 0, 

то 

r Ш o \\S+ (rt)P1(rt) ֊ a(t)S— (r — 1t) P1(r— 1t)\\Li{pT) = 0. 

Применяя лемму 4, получаем P1(z) = 0. Тем самым, если n + к > 0 и функция 
Ф(z) ^^^ь решение задачи H. то для этой функции получаем представление (3.2), 
где Ao, A—n, A—n+1,... ,AK—1 ֊ некоторые комплексные числа. Применяя снова 
леммы 7 и 5, получаем, что при любых числах Ao, A—n, A—n+1, ..., AK—1 функ-

H 
образом, утверждение (а) теоремы доказано. 

Пусть теперь n + к < 0 к > 0. Тогда ^—(z) имеет пгаюс порядка ֊n в точке 
r— 1 и в нуль в точке z = то. Поэтому 

ФМ = f  f ( t ) ( 1 - t ) n J L + S(z)P(z), W 2ni(1 ֊ z)n JT S+ (t) t ֊ z 

P (z) = Ao + A1(1 ֊ z) + ... + A—n—1(1 ֊ z) n1 

֊ некоторый полином порядка ֊n � 1. лемму 3, получаем A1 = A2 = 
... = A—n—1 = 0 и P(z) = Ao. Тем самым Ф ^ ) представляется в виде (3.3). Так 
как a(t) G R a, то A o S ( z ) удовлетворяет однородному условию (1.1). Поэтому для 
того, чтобы имело место (3.4), необходимы условия Ф(то) = 0. 

к < 0 S(z) ֊к 
AoS(z) H 

Ф(то) = 0 С Л G Дуб Т  Ao 

f 

Из теоремы 3 получаем 

Теорема 4. Пусть a < ֊1 и a(t) G R a. Тогда справедливы следующие утвер-
жения: 
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(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

(3.6) Фо(z) = S(z) (Ao + A_n(1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_ r) ՛ 

где Ao՛ A_n՛... ՛ AK_1 ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0 и к > 0, то Ф ^ ) = A 0 S ( z ) , где A0 ֊ произвольное ком-

плексное число; 
(в) если n+к < 0 и к < 0, то однородная задача имеет только тривиальное 

решение Ф ^ ) = 0. 

Н 
мых решений N однородной задачи и количество условий P на f , при которых 
задача Н имеет решение, конечны. Разница N — P называется индексом задачи 
Н. Из теорем 1 и 2 следует, что если а > —1, то N = n + к при n + к > 0 и 
P = —n — к при n + к < 0. Это означает, что при а > — 1 числа N и P зависят 

а к = a(t) а < -1 N P 
только от а и к. В случае, когда a(t) e R a и n + к > 0, мы имеем N = n + к + 1. 
Можно привести примеры, когда a(t) e R a и N = n + к. 

Теорема 5. Пусть а < —2, a(t) = (A+(1—t) e)a1(t), где в e (0՛ 1), a1 (t) e C  1(T), 
a1(t) = 0, а число A выбрано так, чтобы функция A + (1 — z) e не обращалась в 
нуль в D+. Тогда справедливы следующие утверждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение задачи Н можно представить в виде 
(3.2), где 

P (z) = A_n (1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_1  

и A_n՛... ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0, то задача Н разрешима тогда и только тогда, когда f (t) 

удовлетворяет условиям (3.4). Решение единственно и Ф ^ ) = K(f 

Доказательство. Через S± (z) обозначим фактор-функцию a1(t). Если S±(z) 

a(t) 

(A + (1 — z) e)S+(z)՛ z e D+ 
S ( z ) S1 (z)՛ z e D 

Так как 

\S++(rt) — a1(t)S_ (r_ 1t) \ < C(1 — r) s՛ 
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где в < 5 < 1, то получаем 

\S +(rt) — a(t)S_(r_ 1t)\ > (1 — r) e՛ 

при \1 — t\ < c(1 — r), c > 0. Следовательно, 

\\S+ (rt) — a(t)S_ (r_ 1t)^L1{pr) ^ж. 

Поэтому, повторяя рассуждения теоремы 3, заключаем, что A0 = 0. 

Из этой теоремы следует 

а < -2 

a(t) = (A + ( 1 — t) e )a1(t)՛ 

где в e (0՛ a1(t) e C1 (T), a1(t) = 0, а, число A выбрано так, чтобы функция 
A + (1 — z) e не обращалась в нуль в D+. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(а) если n + к > 0, то общее решение однородной задачи Н можно предста-
вить в виде 

Ф0^) = S(z) (A_n(1 — z)_n + ... + AK_1(1 — z)K_ 1) ՛ 

где A_n՛... ՛ AK_1 ֊ произвольные комплексные числа, 
(б) если n + к < 0, то Ф^) = 0. 

Abstract . The paper studies a Hilbert boundary value problem in L 1(p), where 
p(t) = \1 — t\ a and а is a real number. For а > —1, it is proved that the homogeneous 
problem has n + к linearly independent solutions when n + к > 0, where a(t) is the 
coefficient of the problem, besides, к = ind a(t) and n = [а] + Hf а is not an integer, 

n = а а 
found for the case when а > — 1 and n + к < 0. Foг а < —1 the number of linearly 
independent solutions of the homogeneous problem depends on the behavior of the 

a(t) t = 1 
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З А Д А Ч А Д И Р И Х Л Е Д Л Я П Р А В И Л Ь Н О Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О 
У Р А В Н Е Н И Я Ч Е Т В Е Р Т О Г О П О Р Я Д К А В Н Е Э Л Л И П С А 

А.. Я. СААКЯН 

Институт математики, НАН Армении 
E-mail: artakl982b@yahoo.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В настоящей статье рассматривается задача Дирихле для пра-
вильно эллиптического уравнения четвертого порядка вне эллипса. Не ста-
вятся ограничения на кратность корней характеристического уравнения. 

Пусть область D = <(x,y) : ֆ + У > 1 

r={(x,y): Х2 + քշ 
задачу 

(1) 

I ֊ внешность эллипса, 

I - его граница, D = D Ս Г - замыкание D. Рассмотрим 

Е А * 
k=0 

d 4u(z) 

(2) 

(3) 

u(z) = fo(z), 

dy kdx 4  k  

du(z) 

0, z e D , 

fi(z), z e Г, 

du(z) 

dn 

\u(z)\< C, 

где z = x + iy, "дп' ~ производная u(z) по направлению внешней нормали к Г 
в точке z e Г Ak ֊ комплексные постоянные, C ֊ положительная постоянная. 
Требуется, чтобы f 0 , f 1 и df0/ds были из класса Гельдера ( d / d s ֊ производная 
по дуговой абсциссе s контур а Г • Относител ьно u требуется, чтобы 

d u ( z ) e C(D) d u ( z ) e C(D). 
dx dy 

Задача (l)-(3) при f0 = f 1 = 0 называется однородной. 
Пусть Ai, A2, A3, А4 ֊ корни характеристического уравнения 

(4) Ao + AiA + ճշճ2 + АзА3 + A4A4 = 0. 

Уравнение (1) называется эллиптическим, если Im Aj = 0, j = 1,2,3,4. Если 
Im A1 > 0, Im A2 > 0, Im A3 < 0, Im A4 < 0, то уравнение (1) называется пра-
вильно эллиптическим. 
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В работе предполагается, что уравнение (1) ֊ правильно эллиптическое. За-
дача, где условие (3) заменяется на условие \u(z)\ < c\z\, была рассмотрена в [1]. 
При этом предполагалось также, что характеристическое уравнение имеет толь-
ко простые корни. В настоящей работе не ставится ограничение на кратность 
корней характеристического уравнения. 

Теорема 1. В области D однородная задача (1)-(3) имеет только нулевое ре-
шение, а для разрешимости соответствующей неоднородной задачи в D необ-
ходимо и достаточно, чтобы f0(z) и fi(z) удовлетворяли условиям 

(5) fi(t) 
t 

dt = 0, (fo(t) + fi(t)) dt = 0, 
fo(t) + fi(t) 

t2 
dt = 0. 

D 
ного круга, т.е. D = {z : \z\ > 1}, а Г = {z : \z\ = 1}, где z = x + iy. Рассмотрим 
следующий случай 

=: A, Im A > 0, A3 = A4 (6) a) 

Обозначим 

Ai A2 M, Im M < 0. 

i A 
Mi = A 

i+M 
и M2 = 

i — M 

Из (6) следует, что \Mj \ < 1, j = 1,2- Формула общего решения уравнения высше-
го порядка типа (1) при условии (3) получена в [3]. В рассматриваемом случае 
это представление имеет вид 

(7) u(z) = pi(z + Miz) + (1 — zz)p2(z + Miz) + p^(z+M2z) + (1 — zz)p4(z + M2z) + co, 

где c0 ֊ произвольная комплексная постоянная, p i и p2- произвольные функции, 
аналитические в D i(M i) = {z + Miz : \z\ > 1}, a рз и p4 - произвольные функции, 
аналитические в D2(M2) = {z + M2z : \z\ > 1}, которые удовлетворяют оценкам 

(8) \pi(z)\<^, b(z)\ < ^ , \<fs(z)\ <77, \4>4(z)\<t-2, \z\ \z\ \z\2 
c u 

Подставляя (7) в (2) и, учитывая, что z = 1/z щ и z G Г, получим 

(9) Рз | 1 + M2z ) + c 
Mi —pi z + z = fo(z), z G Г, 

(10) 

p3 ( 1 + M2zj — 2pA1 + M2z 

—2P2 (z + £ i ) — pi (z + Mi) (z + z fi(z), z G Г. 

г г г 
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В представлениях (9), (10) первые слагаемые аналитически продолжаются внутрь 
круга, а вторые слагаемые ֊ вне круга. Таким образом, имеем задачу сопряже-
ния, решая которую по формулам Сохоцкого-Племеля, получим (см. [2], стр. 
135) 

(11) 93 ( ^ + M3А + со = — ( ֆ^dt, \z\ < 1, \z J 2ni J г t — z 

™ (z + * ) = — ± I — Ы> 1, 

(13) Վi+M2z)(i + w ) — Ц i + w ) = Հ - լ — d t , ^ < 1, 

( U ) (z + * ) ( z + * ) — Հ92 (z + * ) = — ± Լ —dt. z \ > 1. 

Подставляя 9i (z + Գ) и 93 Q + M3z) из (11) и (12) в (13) и (14), полу чим 

, 1 t a I + Mi)  1 [ h<t_i,  1 z(z2 + Mi) [ /оМ ,, к , ( 1 5 )
 9 2 (z + -) = 4Vi}T ~ z d t

 —
 Ш-^—МТ Jr , խ \ >  1  

( 1 6 ) 9 Հ J + M2^ = — 4 - 1 i ֊ d t + 
± t m dt, \ z \ < 1. 

t — z 4ni M2z 2 — 1 Jr (t — z) 

Из (11), (12), (15) и (16) следует, что аналитические функции 9j(z), j = 1, Հ, 3,4 

удовлетворяют условиям (8) тогда и только тогда, когда 

(17) со = Л / М dt 
J r t 

и выполняются условия (5). Таким образом, условия (5) необходимы для то-
го, чтобы функция (7) являлась решением задачи (1)-(3). При выполнении этих 
условий функции (11) (12), (15) и (16) удовлетворяют условиям (8) и, следо-

со 
(1)-(3). Итак, в случае а) теорема доказана. 

Пусть теперь 
(18) 

б) Im Ai > 0, Im А2 > 0, Ai = A2, Im A3 < 0, Im A4 < 0, A3 = A4. 

Обозначим 

Mi 
i — Ai 
i + Ai 

M2 
i — A2 
i + A2 '' 

M3 
i + A3 
i — A3' 

M4 
i + A4 
i — A4 



46 А. Я. СААКЯН 

Из (18) следует, что \Mj\ < 1, j = 1,2,3,4, Mi = M2> Ms = M4- В этом случае общее 
решение уравнения (1) с дополнительным условием (3), определяется формулой 
(см. [3]) 

u(z) = pi(z + Miz) + p2 (z + M2՝z) + ps(z + M4z) + P4(z + M4z) 

. . , z + Miz , z + u sz 
(19) +co + ci ln ^ M i _ + c2 ln _  M3 , 

z + M2z z + M4z 
co ci c2 

Pi (z + Miz), P2 (z + M2 z), P3 (z + Msz) и p4(z + M4z) 

֊ произвольные функции, аналитические по соответствующим аргументам при 
\z\ > 1 

c 
(20) \pj(z)\ < z , j = 1, 2, 3,4, 

c 
Если 

Ai = A2 = : A, A > 0, A3 < 0, A4 < 0, A3 = A4, 

то общее решение уравнения (1) с дополнительным условием (3), определяется 
формулой (см. [3]) 

u(z) = pi(z + Miz) + (1 — zz)p2(z + M2z) + p3(z + M3z) + p4 (z + M4z) 

/ ч , z + M3 
21 +co + ci l n — ^ , z + M4 

co c i 
_ i — A i + A3 i + A4 

Mi = M2 = ——г, M3 = - 7- , M4 = - 7- , 

i + A i — A3 i — A4 
a pi, p 2 , p 3 , p4 - произвольные аналитические функции в Di(Mi), D1(M2), D2(M3), 

D2(M4) соответственно, которые удовлетворяют оценкам c c c c 
(22) \pi(z)\ < z , \ p 2 ( z ) \ < ^ , \p3(z)\ < -щ, \ p 4 ( z ) \ < ^ , 

c 
Используя полученные общие решения (19) и (21), аналогично исследуем за-

дачу для внешности эллипса. Делая замену x = y = bq, мы приводим этот 
случай к случаю внешности круга. Теорема доказана. 

Abstract. The present paper considers the Dirichlet problem for properly elliptic 
equations of fourth order in the exterior of an ellipse. No restrictions on the multiplici-
ties of the roots of the characteristic polynomial are assumed. 
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АННОТАЦИЯ. С использованием теоремы о сравнении для систем однород-
ных линейных дифференциальных уравнений первого порядка доказывается 
теорема об осцилляции компонент собственных вектор-функций одной кра-
евой задачи для канонической одномерной системы Дирака. 

Рассматривается следующая краевая задача для канонической системы Ди-

рака (см., например, [1]) 

где p(t) и r(t) ֊ действительные функции, определенные и непрерывные на ин-

тервале [0, я՜], т.е. p,r е CR\0,n], а и в ՜ произвольные действительные числа, А 

֊ параметр. 

А 0 

шение 

А 0 

y(t, А0) ֊ собственной вектор-функцией задачи. 

Известно (см. [1], стр. 237), что собственные значения краевой задачи (1), (2), 

(3) действительны и для них верна следующая асимптотическая формула 

Г. Г . С А А К Я Н 

(2) 

(з) 

(1) 
I у2 + p ( t )yi = Կւ, 

\ -y'l + r(t)y2 = Ayշ, 

y 1 (0) sin а + y2 (0) cos а = 0, 

y i (n) sin в + y2 (п) cos в = 0, 

(4) 

где число определяется формулой 
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Известно также, что нули компонент собственных вектор-функций ֊ простые и, 

следовательно, их можно пронумеровать в порядке возрастания. 

Теория Штурма об осцилляционных свойствах решений уравнения Штурма-

Диувилля давно известна и до сих пор публикуются работы, обобщающие резуль-

таты Штурма (см., например, [2]-[4]). Однако, осцилляционные свойства реше-

ний системы Дирака мало изучены. Если уравнение Штурма-Диувилля свести к 

краевой задаче для нормальной системы второго порядка, то спектральный пара-

метр переходит в краевые условия. Для таких систем осцилляционные свойства 

решений изучались (см., например [5]). 

Цель настоящей статьи ֊ изучить задачу (1), (2), (3), используя теоремы 1 и 

2 работы [6]. Сравниваются следующие системы дифференциальных уравнений 

,5ч (y'l + Pi(t)y2 = 0 , 
\V2 + ri(t)yi =0, 

где Pi, ri e CR[0,^] (i = 1, 2) . 

Т е о р е м а 1. (О сравнении) Пусть 

* > = ( : շ « ) - * > = ( : շ « ) 

i = 1 i = 2 

удовлетворяющие одним и тем же начальным условном 

ui(a) = vi(a) и սշ (a) = V2(a), 

и пусть 

pi(t)p22 (t) > 0, r i ( t ) r2( t ) > 0, 

Pi(t)ri(t) < 0, (i =1, 2), 

|P2(t)I > |pi(t)|, b ( t ) | > |ri(t)|. 

Тогда, если одна из компонент u(t) имеет £ нулей на отрезке [a,b], то одна из 

компонент v(t) имеет на том же отрезке не менее £ нулей, причем k-ый нуль 

этой компоненты v(t) не больше k-ого нуля компоненты u(t). 

Т е о р е м а 2. (О п е р е м е ж а е м о с т и нулей) Если в системе (5) pi(t)ri(t) = 0, 

t e [a, b] 

нетривиального решения системы (5) находится ровно один нуль другой ком-

поненты того же решения. 

Рассмотрим теперь задачу (1), (2), (3). Справедлива 
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Т е о р е м а 3. Для любого натурального числа n существует число բո такое, 

что если собственное значение задачи (1), (2), (3) удовлетворяет неравенству 

|А| > թո, то каждая из компонент собственной вектор-функции задачи (1), 

(2), (3) имеет на отрезке [0, п] по крайней мере n нулей. 

Доказательство: Запишем систему (1) в виде 

(6) fy'i + (А - r(t))y2 =0, 
U \у2 + (p(t) - A)yi =0. 

Для заданного натурального числа n выберем натуральное число s так, чтобы 

имело место неравенство s > n + 1. Затем подберем пару натуральных чисел m 

и k так, чтобы s = mk. Поскольку функции p(t) и r(t) непрерывны на отрезке 

[0, п], то они будут ограничены, т.е. найдутся числа p 0 , p i , r0 и r1 такие, что 

p0 < p(t) < pi и r0 < r(t) < r1. Далее, в соответствии с формулой (4) выбе-

рем An ֊ собственное значение задачи (1), (2), (3) так, чтобы оно удовлетворяло 

соотношению 

(7) An > max { r 1 + m2,p1 + k2}. 

Сравним теперь систему (6) с системой 

J y[ + m 2 y2 = 0, 

У2 - k2yi = 0. 
(8) 

Если принять 

pi(t) = m2, ri(t) = -k2, p2(t) = An - r(t) и r2 = p(t) - An, 

то, учитывая (7), будем иметь 

pi(t) > 0, ri(t) < 0 (г = 1, 2) И p2(t)| > |pi(t)|, |r2(t)| > |ri(t)| 

Далее, известно (см., например, [7]), что общее решение 

ад = H t ) \U2(t) 
системы (8) можно записать в виде 

u1(t) = A cos(mkt + գ>), 

u2 (t) = — sin(mkt + 
m 

где A и f ֊ произвольные постоянные. 

Предположим теперь, что 

'vi(t,An) 
V2 (t, An) 

v(t, An) = 
n  



ОБ О С Ц И Л Л Я Ц И И Р Е Ш Е Н И Й ОДНОЙ К Р А Е В О Й ЗАДАЧИ 51 

֊ соответствующая собственному значению Xn собственная вектор-функция за-

дачи (1), (2), (3), и, следовательно, v(t,Xn) собственная вектор-функция задачи 

(6), (2), (3). Пусть 

vi(0 , Хп) = yio, V2(0,Xn)= У20. 

Очевидно, что можно подобрать значения A и p так, чтобы для соответствую-

щего им частного решения u(t) системы (8) имело бы место условие 

ui (0) = y i o , Ա2(0) = У20. 

Заметим теперь, что для систем (8) и (6) и соответствующих им решений u(t) и 

v(t, Xn) имеют место условия теоремы 1. Так как компоненты решения u(t) имеют 

на отрезке [0, эт] по крайней мере = s > n нулей, то, применив теорему 

1, получим, что одна из компонент собственной вектор-функции v(t,Xn) будет 

иметь на отрезке [0, эт] по крайней мере n + 1 нулей. Тогда, согласно теореме 2, 

другая компонента этой же собственной вектор-функции будет иметь на отрезке 

[0, эт] по крайней мере n нулей. Очевидно, что при X > Xn число нулей может 

только увеличиваться. 

Выберем теперь X'n ֊ собственное значение задачи (1), (2), (3) так, чтобы оно 

удовлетворяло соотношению 

X'n < min { r 0 — m2, p0 — k 2 } . 

Примем 

pi(t) = —m2, ri(t) = k2, p2(t) = Xn/ — r(t) и r 2 = p(t) + Հ . 

Сравним тепепь систему (6) с системой 

(9) f y i  —  m2 y 2 =  0, 
( ) \у2 + k 2yi =0. 

Заметим, что при этом будем иметь 

pi(t) < 0, ri(t) > 0 (i = 1, 2), 

причем 

|p2(t)| > |pi(t)| и |r2(t)| > |ri(t)|. 

Вновь воспользовавившись теоремами 1 и 2 и учитывая то, что компоненеты 

решения системы (9) будут иметь на отрезке [0, эт] ̂ о ^^^гаей мере n + 1 нулей, 

получим, что каждая из компонент собственной вектор-функции задачи (1), (2), 
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(3) будет иметь на отрезке [0, п] по крайней мере n нулей. При A < A'n число ну-

лей может только увеличичатьея. Очевидно, что для завершения доказательства 

теоремы достаточно принять 

ԲՈ = max{IAnl, |Ani}. 
Теорема доказана. 

Abs t rac t . A theorem is proved on oscillation of the components of the eigenvec-

tor functions of a boundary value problem for the canonical one-dimensional Dirac 

system. 
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АННОТАЦИЯ. T h e paper investigates the invariance and integrability propert ies 
of Hi ro ta -Sa t suma equations . Painleve analys i s for the general s imilarity reduced 
ordinary differential equat ion is performed. Using Rung-Kut ta -Merson method 
in shooting and matching technique, the nonlinear ordinary differential equat ions 
a re solved that were numerically converted from similarity reduction. 

1. I N T R O D U C T I O N 

In 1981, R. Hirota and J. Satsuma first proposed the well-known Hirota - Satsuma 

KDV equation [1]. This equation describes an interaction of two long waves with 

different dispersion relations. 

It is well known that the nonlinear partial differential equations are widely used 

to describe many important phenomena in physics, biology, chemistry, etc. This 

equations play a crucial rule in applied mathematics and physics and have many 

applications in physics and Engineering. 

For the past two decades the Lie group method has been applied to solve a wide 

range of problems and to explore many physically interesting solutions of nonlinear 

phenomena [2]–[5]. In recent years several extensions and modifications of the classical 

Lie algorithm have been proposed in order to arrive at new solutions of PDE [6]. 

The present paper gives a systematic investigation of the invariance and integrabi-

lity properties of Hirota-Satsuma coupled KDV equation. This enables us to obtain 

similarity reductions and allows us to derive a great variety of particular solutions 

which have not been reported for Hirota – Satsuma KDV equation. 

An ordinary differential equation (ODE) is said to be Painleve type or to have the 

Painleve property if all its solutions are free from movable critical points. A critical 

point is a branching point or a singularity in the solution of the ODE. It is movable if 
53 
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its location depends on the initial values. The most well known ode of Painleve type 

are the so-called Painleve equations, PI-PVI [7]. 

The connection between complete integrability and Painleve property was first 

noticed by Ablowitz – Segur [8], who observed that the similarity reductions of 

nonlinear PDE solved by inverse scattering transform give rise to nonlinear ODEs. 

First, we introduce a generalized nonlinear Hirota-Satsuma KDV equation in the 

following form: 

(1.1) ut = 1 Uxxx - 3uux + 3(vw)x, 

( 1 . 2 ) Vt = -Vxxx +3uvx, 

(1.3) wt = -wxxx + 3uwx. 

This paper is arranged as follows. In Section 2, we briefly describe the invariance 

analysis and obtain the reduction system for equations (1.1)–(1.3). In Section 3, we 

describe the improved Painleve analysis and obtained new solutions of equations' 

(1.1)–(1.3). In Section 4, Shooting Method is used to study the reduction similarity 

system of Hirota-Satsuma KDV equation. 

2. I N V A R I A N C E A N A L Y S I S 

Let us consider one-parameter Lie group of infinitesimal transformations of the 

form: 

x —> X = x + e^i(x, t, u, v, w) + O(e 2), 

t —> T = t + c^2(x, t, u, v, w) + O(e 2), 

u —> U = u + ճֆւխ, t, u, v, w) + O(e 2), 

v —> V = v + (x, t, u, v, w) + O(e 2), 

(2.1) w —> W = w + ефз^, t, u, v, w) + O(e 2), e << 1, 

depending one infinitesimal parameter e. This Lie-Group based similarity method 

has already been applied successfully to construct and classify all possible classes of 

similarity solutions. 
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Applying the infinitesimal Lie-group technique [5], a straightforward calculation 

yields the following generators of the e Lie group: 

2 

Փl = - 3 կո, 

Փշ = kiv, 
ՓՅ = - 3(3ki + 4 k A ) w , 

£ i = k2 + 3 kAx, 

(2.2) £2 = кз + k4t, 

where ki,k2,k3 and kA are arbitrary constants. 

The extremal Lie group of transformations, admitted by (2.2), is thus seen to 

depend on four arbitrary group constants (ki, k2, k3, k4). Consequently, the infinitesi-

mal generators are: 

Xi = v^ w—, ov aw 

( 2 . 3 ) X ^ ^ ՚ 

д д 
д 

д_ 
дх 
д 

( 2 . 4 ) X3 ^ 

. , 1 д д 2 д 4 д 
( 2 . 5 ) X 4 = 2 х д Х + - 3 и д и - 3 w a W 
The commutation relation between these generators are given in the following table: 

Xi X2 X 3 X 4 
X i 0 0 0 0 
X 2 0 0 0 3 X2 
X 3 0 0 0 X 3 
X 4 0 - 3 X2 -X3 0 

Group-invariant solutions can be found by solving the characteristic equation: 
(2 g) dt dx du dv dw 

' £2 £i Pi P2 P3 
After solving the characteristic equation (9) associated with the infinitesimal sym-
metry (2.2), one obtains: 

3k2 + k4x 
(2.7) z = 1 , 

(k3 + k4t) 3  

and 

^i(z) = (k3 + k41) 2 u 

^ ( z ) = (k3 + k4t)  k 4 v, 
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/ 4 I \ 

(2.8) u3(z) = (k3 + k 4 t ) (  3 + '4  )w, 

where z is the similarity variable and wi(z),w2(z),w3(z) represent the similarity 

functions. 

Substituting (2.7) and (2.8) into equations (1.1)–(1.3), we obtain an ordinary 

differential equations of the form: 

3k2 w'{'(z) + 2 zw'1 (z) + 4w 1 (z) 

(2.9) - 18w 1(z)w i (z) + 18w3(z)w2 (z) + 18w2(z)wi, (z) = 0, 

3k 
(2.10) 3 k 2 < ( z ) - zw2(z) + — w2(z) - 9w1(z)w2(z) = 0, 

4 2 2 k4 2 

3 k 1 
(2.11) — zw'3 (z) ;— w3(z) — 9wi(z)w3 (z) — 4w3(z) = 0, 

k4 

where 
t dwi n d 2wi /// d 3wi 

wi =  wi = d l a n d w = d f ( г = 1 ՛ 2 3 ) -
In the following sections we solve the ordinary differential equations (2.9)–(2.11) by 
two different methods. 

3. P A I N L E V E A N A L Y S I S 

Following [9], we outline the WTC algorithm for testing ODEs for the Painleve 

property. Each of the three main steps of the algorithm is illustrated by the system 

(2.9)–(2.11). 

We assume a Laurent series solution 

(3.1) wi(z)= g a i(z)J2 wi,k(z)g k(z), г = 1, 2, 3, 
k=0 

where the coefficients wi^k(z) are analytic functions of z with wito(z) = 0 in a 

neighborhood of the manifold. 

3.1. S t e p 1 ( D e t e r m i n a t i o n of the D o m i n a n t B e h a v i o r ) . To investigate the 

singularity structure analysis (2.9)–(2.11), we apply a local Laurent expansion in a 

neighborhood of a noncharacteristic singular g(z) = 0. 

Assume that the leading orders of the solutions of system (2.9)–(2.11) have the 

form 

(3.2) wi (z) = Xi g a i (z), г = 1,2,3, 
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wi(z) = X i g a i (z), 

w2(z) = X2 g"2 (z), 

(3.3) w3(z) = X3 g a 3 (z), 

where Xi , X2 and X3 are constants. 

We substitute (3.3) into the equations (2.9)-(2.11) to determine the leading expo-

nents a.i. Balancing between the highest order term and the non linear terms, we 

get: 

a i = a 2 = a 3 = - 2 . 

The traditional Painleve test requires that all a i , a 2 and a3 be integers and at least 

one of them be negative. 

If one or more exponents a i , a 2 and a3 remain undetermined, we assign integer 

values to the free ai(i = 1, 2, 3) so that every equation in (2.9)-(2.11) has at least 

two different terms with equal lowest exponents. 

For each solution a i , we substitute 

wi(z) = wi,o(z)g a i(z), i = 1, 2, 3, 

i.e. 

wi(z) = ao (z)g - 2(z), 

w2(z) = bo(z)g - 2(z), 

(3.4) w3(z) = co (z)g - 2(z) 

(where a0(z),b0(z) and c0(z) do not vanish) into (2.9)-(2.11). We then solve the 

nonlinear equation for wi,o, found by balancing the leading terms with the lowest 

exponent of g(z). 

If any of the solutions contradicts the assumption wito(z) = 0, then that branch of 

the algorithm fails the Painleve test [10]. 

If an ai is non-integer, all the ai are positive, or the assumption wito(z) = 0 fails, 

then that branch of the algorithm terminates and does not pass the Painleve test. 

We substitute (3.4) into (2.9)-(2.11). Requiring that the leading terms be g - 5(z), 

and balancing at g - 5(z) we obtain 
4k4 

(3.5) ao(z) = 4k|g / 2(z), bo(z) = - k - g / 4(z), 
co(z) 

where co(z) is arbitrary function. 

or 
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3.2. S t e p 2 ( D e t e r m i n a t i o n of the re sonance ) . For each ai and wi o(z), we 

calculate the ri < . . . < rm for which wik(z) are arbitrary functions (3.1). We 

substitute: 

(3.6) Wi(z) = Wi,o(z)g a i (z) + Wi,r(z)g a i+ r (z). 

or 

wi(z) = 4k 2g'  2(z)g - 2(z) + a,r (z)g r - 2(z), 
4kA , 

W2(z) = g  4(z)g - 2(z) + К(z)g r - 2(z), 
co(z) 

(3.7) wi(z) = co(z)g - 2 (z) + գ (z)g r - 2(z). 

into (2.9)-(2.11) and equate the coefficients of the dominant (with g r - 5(z)). We get 

the resonances values are: 

r i = -2, r2 = —1,гз = 0, Г4 = 2,r5 = 3, re = 4,r7 = r% = 7, rg = 8. 

3.3. S t e p 3 (F ind ing the C o n s t a n t s of In tegra t ion and Check ing C o m p a t i b i -

lity Condi t ions ) . By convention, the resonance ri = —2 is ignored since it violates 

the hypothesis that g - 2 (x,t) is the dominant term in the expansion near g(z) = 0. 

Furthermore, this is not a principal branch since the series has only eight arbitrary 

functions instead of the required nine (as the term corresponding to the resonance 

ri = —2 does not contribute to the expansion). Thus, this leads to a particular 

solution, while the general solution may still be multivalued. 

The constants of integration at level k are found by substituting the system of 

ordinary differential equations possessing the Painleve property. The arbitrariness of 

wir(z) must be verified up to the resonance level. This is done by substituting (3.5) 

into (3.1). We get 

(3.8) wi(z)= g a i(z)J2 wi,k(z)g k(z), г = 1, 2, 3. 
k=o 

Therefore 
8 

wi(z) = Y^ ak(z)g k - 2(z), 
k=o 

w2(z) = J2 bk(z)g k - 2(z), 
k=o 

(3.9) w3(z) = J2 ck(z)g k - 2(z) 
k=o 



BLOW-UP THE SYMMETRY ANALYSIS 59 

From equation (3.5) and (3.9) we obtain: 

wi(z) = 4k^g  2(z)g - 2(z) + ai(z)g - 1(z) + a,2(z) + a3(z)g(z) + a4(z)g 2(z) 

+a5(z)g 3(z) + a6(z)g 4(z) + ar(z)g 5(z) + a8(z)g 6(z), 
4k 4  

w2(z) = g  4(z)g - 2(z) + bi(z)g - 1(z) + b2(z) + b3(z)g(z) + bA(z)g 2(z) 
co(z) 

+b5(z)g 3(z) + b6(z)g 4(z) + br(z)g 5(z) + b8(z)g 6(z), 

w3(z) = co(z)g - 2(z) + ci(z)g - 1(z) + C2(z) + C3(z)g(z) + 04(z)g 2(z) 

(3.10) +c5(z)g 3(z) + C6(z)g 4(z) + cr(z)g 5(z) + a8(z)g 6 (z). 

We now substitute (3.10) into equations (2.9)–(2.11) and group the terms in the same 

powers of g(z). So, we get the coefficients of g k - 2(z) at level k. 

To find the functions ai(z),bi(z) and ci(z), we equate the coefficients by g - 4(z) 

to zero at level k = 1. By solving the equations, we obtain: 

ai(z) = —4k 2g" (z), 

4( k 
b1(z) = — 

4(—k 4c0(z)g i 3(z) + 3co(z)k 4g i 2(z)g"(z)) 

(3.11) c1(z) = — 

c 20(z) 

c'o(z)g i(z) — co(z)g i i(z) 
g i 2(z) 

To find the functions a2(z),b2(z) and c2(z) we equate the coefficients by g - 3(z) to 

zero at level k = Г4 = 2. By solving the equations, we obtain: 

zg i 2(z)+9k 2g i' 2(z) — 12k4°g i(z)g i i i(z) 
a2(z) = — 

9g  2(z) 

4k 4g i 4(z)՜ 18co(z)k 2g4z) [  c2(z) = — ЩФШ — ^ - T ֊ 1 ^ (4zc 2o(z)g i 2(z) — 18k 2c' 2 (z) 

+g i 2(z) + 72co(z)k 2c'o(z)g i(z)g i i(z) — 63c 2(z)k 2g i i 2(z) 

(3.12) —12c2 4(z)k 2g i(z)g iՂz)), 

where the function b2(z) is arbitrary. 

To find the functions a3(z), b3(z) and c3(z), we equate the coefficients of g - 2(z) to 

zero at level k = Г5 = 3. Solving the equations, we obtain: 
1 

3coo(z)g i 2(z)՝ 

— 14k 4c'o 3(z)g i 3(z) + 6a3(z)4(z)k2g i4(z) + 24co(z)k 4c'o(z) 

+g i 3(z)cJi(z) + 60co (z)k'4c iQ(z)g i 2(z)g i i(z) — 30c 2(z)k 4g i 2(z) 

+c ii(z)g i i(z) — 42c^(z)k\c'o (z)g i(z)g i i 2(z) + 9c 30(z)k 4g i i 3(z) 

b3(z) = t ^ w ^ T (—3c4(z)b2(z)g i(z) + c3(z)kik4g i 3 (z) 
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—4co(z)k4g' 3(z)co"(z) — 32c 2o(z)kc'o(z)g l 2(z)'"g(z) 

+38cl(z)ky(z)g" (z)g"'(z) + 13cl(z)kig / 2 (z)g'" (z), 

co(z) = 3 6 c o ( z ) k 4 g / e ( z ) ( 9 c o ( z ) b 2 ( z ) g / ( z ) + 18b2(z)c 30(z)c'o(z)g'(z) c o 

— 3c 3o(z)k4g / 0(z) + 4co (z)k 2 g / 0(z) + 8zc 2(z)k 2 c'o(z)g / 0(z) 

+ 36k4co0 (z)g / 0(z) + 18ao(z)c0)(z)k4ig / 4(z) + 72co(z)k\ 

+ c'o(z)g / 0(z)c'/(z) — 36b2(z)c io(z)g / /(z) — 16zc 0o(z)k44g / 2(z)g / /(z) 

+ 72co(z)ktc' 2 (z)g / 2(z)g / /(z) + 90c 2 (z)k\ g / 2(z)c!{_/ (z)g / / (z) 

— 432c 2(z)k4c'o(z)g /(z)g / / 2 (z) + 387c 0 0 (z)k^g / / 0 (z) 

+ 12c 20(z)k4g / 0(z)c!o(z) + 72c 2(z)k4c'o(z)g / 2(z)g / / /(z) 

(3.13) — 90c 3o(z)k4g /(z)g / /(z)g / / /(z) — 33c0(z)k4g / 2(z)g / / / /(z)), 

where the function a3(z) is arbitrary. 

To find the functions a4(z), b4(z) and c4(z), we equate the coefficients of g - 1(z) to 

zero at level k = re = 4 and solve the equations. 

To find the functions a^(z), b$(z) and c5(z), we equate the coefficients of go(z) to 

zero at level re = 5 and solve the equations. 

To find the functions ae(z),be(z) and ce(z), we equate the coefficients of g(z) to 

zero at level k = r7 = 6 and solve the equations. 

To find the functions a7(z), b7(z) and c7(z), we equate the coefficients of g2(z) to 

zero at level k = r8 = 7 and solve the equations. 

To find the functions a8(z), b8(z) and c8(z), we equate the coefficients of g0(z) to 

zero at level k = rg = 4 and solve the equations. 

Substitute from equations (3.11)-(3.13) into (3.10), we obtain wi,w2,wo. Consequ-

ently, (2.8) yields u, v, w. 

4. S E C O N D M E T H O D : S H O O T I N G M E T H O D 

We try to solve equations (2.9)-(2.11) by using shooting method. The boundary 

and matching conditions of the problem can be written as: 

w i = — 1 , wi = 1, w2 = —1, w2 = 1, w'2 = 0 , at z = —1, 

(4.1) wi = 1, w i = 3, w2 = 1, wo = 1 at z = 1. 
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Fig . 2. The relation between z,w1 in two cases of constants. 

4.1. Numerica l Solution. Equations (2.9)–(2.11) represent the governing equations 

of the problem under consideration. These equations are nonlinear and therefore, 



62 H. A. ZEDAN 

must be solved numerically by Runge-Kutta-Merson method within the shooting and 

matching technique [11]—[14]. 

Fig . 3. The relation between z, w2 in two cases of constants. 

Fig . 4. The relation between z,w'2 in two cases of constants. 
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Fig. 5. The relation between z,w3 in two cases of constants. 
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The system of nonlinear ordinary differential equations (2.9)—(2.11) can be written 

as follows: 

(4.2) ш'-l'(z) = ' (-2zw'i(z) - 4wi(z) + 18wx{z)Wl(z) - 18w3(z)w'2(z) 
3 k 4 

- 18w4(z)w'3 (z)), 

3k1 
2  ( z )  - ~j—  w 4  ( z ) +  9 w i  ( z ) w 4  ( z ) ) , 

k4 

3k1 
3 (z) + ֊T 1 w2(z) + 9wi(z)w'2 (z) + 4w3(z)). 

k 4 

wi = Yi, w2 = Y4, w3 = Y7, 

and hence equations (4.2)—(4.4) can be written as 

y; = Y2, Y4 = Y3, 

Y3 = щ ( - 2 z Y 2 - 4Yi + 18Y1Y2 - 18Y7I5 - 18Y4Y8), 

(4.3) Աշ (z) = 
1 

3 k4 

(4.4) ^3" (z) = 
1 

3 k4 

We take, 

Y4 = Y5, Y5 = Y6: 

1 3k 
Y 6 = Щ (zY5 - ֊ i Y 4 +  9 Y i Y 5 ) , 

Y7 = y8, Y8 = Y9, 

1 ՂՆ 

(4.5) Y9 = щ (zYs + —- Y7 + 9YY + 4Yr), 

subject to the boundary conditions 

Yi(-1) = - 3, Y2 (-1) = 1, Y4(-1) = -1, Y(-1) = 1, Y6(-1)=0, 

Yi(1) = \, Y2 (1) = 3, Y4(1) = 1, Y (1) = 1. 

To apply the shooting method we use the subroutine D02HAF from the NAG Fortran 

library which requires the supply of starting values of the missing initial and terminal 

conditions. We take two special cases for k i , k 4 : 

1) ki = 4, k4 = 1. The supplied values are 

Y 3 ( -1 ) = 5.36, Y7(-1) = .786, Y8(-1) = -4.75, Y9(-1) = 4.37, 

Y3(1) = -5 .3 , Y5(1) = 0.924, Y6(1) = -0.183, 

(4.6) Ys(1)=4.11, Y9(1) = 4.58. 
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2) k1 = 2, k4 = 1.5. The supplied values are 

Y3 ( — 1) = 1.86, Y7( — 1) =0.151, Y8( — 1) = —2.95, Y9( — 1) = 3.67, 

Y3 (1) = —4.74, Y5(1) = 0.46, Y6 (1) = —1.35, 

(4.7) Y8 (1) = 2.78, Y9(1) = 2.92. 

The subroutine uses Runge-Kutta-Merson method with variable step size in order to 

control the local truncation error, then it applies modified Newton-Raphson technique 

to make successive corrections to the estimated boundary values. 
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АННОТАЦИЯ. В работе рассматривается задача, которая является некото-
рым обобщением псевдопараболических вариационных неравенств. Доказы-
вается существование и единственность решения соответственной слабой за-
дачи, а также регулярность полученного решения. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть V ֊ банахово пространство, K С V - непустое, замкнутое, выпуклое 

подмножество V. Для заданного оператора A : V ^ V' основная задача вариа-

ционных неравенств состоит в следующем: для заданного f G V' найти u G K 

такое, что для любого v G K справедливо неравенство 

(1.1) (Au,v - u) > f , v - u). 

Подобные неравенства возникают при изучении эллиптических и параболиче-

ских начально-краевых задач со свободной границей (см. [1]-[4]). Эллиптические 

и параболические вариационные задачи для монотонных операторов исследова-

ны многими авторами (см. [3]-[5]). В работах Ф. Е. Броудера и Г. Брезиса [6], Ж . 

Л. Лионса [1], Р. Е. Шовалтера и Т. В. Тинга [2, 7] и других авторов (см. библио-

графию в работе [8]) исследованы эллиптические и параболические неравенства 

для псевдомонотонных операторов и доказаны теоремы о существовании, един-

ственности и регулярности их решений. Начально-краевые задачи для нелиней-

ных псевдопараболических операторов исследованы в работах [7]-[11]. В работе 

Марии Пташник [8] исследованы вариационные неравенства для одного клас-

са псевдопараболических операторов, где доказаны теоремы о существовании и 

единственности их решения. 
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В настоящей работе исследуются вариационные неравенства типа (1.1) для 

некоторого класса операторов, включающего псевдомонотонные операторы. 

2. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть задано рефлексивное банахово пространство V, a K С V - непустое, 

замкнутое, выпуклое множество. Пусть, далее D(A) ֊ всюду плотное линейное 

многообразие в V, a A - оператор такой, что A : D(A) ^ V' и f G V'. Дадим 

следующие определения. 

О п р е д е л е н и е 1. Семейство операторов {G(s) : s > 0 } называется линейной 

полугруппой, определенной на банаховом пространстве V, если G(s) : V ^ V 

s>0 

G(0)= I, G(s + t)= G(s)G(t), s,t > 0, 

G(-)x G C([0, то),V), x G V. 

{G(s) : s > 0} 

V 

D(B) = { x G V : 3 lim  G (h )X  - X G V ՝ l . 
լ h^o+ h j 

Генератором линейной полугруппы G(s) называется оператор B : D(B) ^ V 

такой, что 
_ . G(h)x — x 
Bx = lim 

h^0+ h 
(cm. [2]). 

A 

(2.1) A = ЬЛ + M, 

и имеют место условия (i)-(vii): 

(i) Оператор (—Л) есть генератор для линейной полугруппы G(s), опреде-

ленной над пространством V, с областью определения D(Л). 

Определяя оператор Лh : V ^ V по формуле 

G(h) — I 
Лг^ = ֊ ^ ~ h У, 

из определения 2 получим, что 

(2.2) —Лу = lim(—Лhv) = lim  1  —  G ( ( h у, у G D(Л). 
h^0 h^0 h 
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(И) Справедливо следующее равенство: 

(2.3) D(A) = D(A). 

(iii) Оператор 

(2.4) L : V -> V ՚ 

является непрерывным и ограниченным, 

(iv) Для любого y/ф G K 

(2.5) (LAh(y - Ф),У - ф) < ( L ^ h ^ - Լ Խ Փ , y - Ф). 

(v) Для любого y G K 

(2.6) (LAhV,v) > 0. 

(vi) M : V ^ V' ֊ псевдомонотонный оператор на K (см. [2]), т.е. он огра-

ничен на K и из условий un ^ u в V (un G K) и l i m ( M u n , un - u) < 0 

вытекает, что 

(vii) M : V ^ V' ֊ коэрцетивный оператор на K (см. [2j), т.е. для некоторого 

v0 G K справедливо 

Заметим, что операторы, удовлетворяющие условиям (2.5) и (2.6) являются мо-

нотонными. Из того, что 

lim A h y = Ay, y G D(A), 
h^0 

L 

lim (LAhV, Ф) = (LAy, ф), y G D(A), ф G V. 

Так что в условиях (2.5) и (2.6) переходя к пределу h ^ 0, получим 

(2.9) (LA(y - ф), y - ф) < (LAy - LAф,v - ф), у,ф G K Ո D(A), 

(2.10) ( L A y , y ) > 0, y G K Ո D(A). 

Сформулируем вариационную задачу, аналогичную (1.1) используя разложение 

(2.7) limMun, un - v) > (Mu, u - v), v G V. 

(2.8) . 

(2.1): 

(2.11) 
J (LAu, v - u) + ( M u , v - u) > f , v - u՝J, v G K, 
{ u G K Ո D(A). 
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В классической теории эллиптических вариационных неравенств требуется, что-

бы оператор A был псевдомонотонным и коэрцетивным (см. [1, 2J). В данной 

работе A разбит на две части: A = LA+M, причем псевдомонотонность и коэрце-

тивность требуются только для M. Разложение (2.1) получается при обобщении 

параболических вариационных неравенств. Классическая же параболическая за-

дача в V 

[ —, v — u ) + ( M u , v — u) > (f,v — u), v G K, 
(2.12) ^ ^ ֊ " 

u G K Ո ^ u G V : — G V 
Լ dt 

получается из (2.11) при (см. [1, 2j) 

Л = ֊ D(A) = { u G v/du G V^, ( L ^ ) = (у,ф). 

u 

таком случаем из условий (2.9) и (2.10) следует, что для всех v G K Ո D(A) 

справедливо 

(LAv, v — u) + ( M u , v — u) 

> (LA(v — u), v — u) + (LAu, v — u) + ( M u , v — u) 

(2.13) > (LAu, v — u) + (Mu, v — u) > (f,v — u). 

Как видно из (2.13) решение задачи of (2.11) является решением и для следующей 

задачи 

(դ 1 -А / {LAv,v — u + (Mu,v — u) > (f,v — u), v G K Ո D(A), 
- ՚ ՚ է u G K. 
Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. 

Вариационные задачи (2.11) и (2.14) назовем соответственно сильной и слабой, 

а их решения соответственно сильным и слабым. 

3. С У Щ Е С Т В О В А Н И Е И Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т Ь 

Р Е Ш Е Н И Я С Л А Б О Й З А Д А Ч И 

vGK 

последовательность v j G K Ո D(A) (которую назовем регулирующей последова-

тельностью), для которой 

lim v j = v и lim (LAv„, v j — v) < 0. 
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Т е о р е м а 1. Пусть имеют место ( 2 . 2 ) ֊ ( 2 . 8 ) с некоторым vo G K Ո D(A) в 

условии коэрцетивности и условие согласования. Тогда для любого f G V' су-

ществует решение u G K вариационого неравенства (2-14). 

Доказательство. Сперва докажем, что существует решение uh G K, которое 

является решением для вариационного неравенства 

(3.1) (ЬЛhUh ,v - uh) + (Muh,v - uh) > f , v - Uhj, v G K. 

Для этого определим семейство операторов Ah : V — V ' по формуле Ah = 

ЬЛh + Ми перепишем вариационное неравенство (3.1) в следующей форме 

(3.2) (Ahuh ,v - u^ > (f,v - u^, v G K. 

Из того, что оператор LAh ограниченный, слабо непрерывный и монотонный, 

следует, что L A h - псевдомонотонный (см. [1, 2]). По условию (2.7) оператор M 

Ah 

K 

Ah v G K 

ка 

{ЬЛ^и/и - vo) {LAh{v - vo),v - vo) (ЬЛ^и0/и - v0) 

м > м + м 

IlbAhvolL,||v - vo||y ,, ,, (3.3) > 0 — > -IlLA-hvoiL, = const щи ||v| —> 
| | V | | L 

M Ah 

(Ahv,v - vo) (ЬЛю, v - vo) (Mv,v - vo) .. .. 
й-й = й-й + о '  | | v | |—го-| v| | v| | v| 

Ah K 

По основной теореме существования и решения эллиптических вариационных 

неравенств (см. [1], теорема 8.2), задача 

(.Ahuh,v - uh) > f , v - uh), v G K, 

uh G K 

uh 

ность, которая сходится к решению слабой задачи (2.14). Сперва покажем, что 

при h — 0 решения uh ограничены. Предположим обратное, что существует та-

кая последовательность hk — 0, что Huhk || — го при к — го. В таком случае 

имеем 

( • A h k uhk  , v  - uhk) >  f , v  - uhk),  v  G  K , 
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откуда следует 

( A h k u h k , u h k - v o ) հ ( f , u h k - v o ) < \ \ f | | у \ \ u h k - v o \| 

\\uhk\\ \\uhk\\ \\uhk\\V 

при k ^ го. А из коэрцетивности Ahk следует 

(•Ahk uhk ,uhk  - vo) , , > + г о при k ^ го, 
\\uhk\\ 

что и приводит к противоречию. Следовательно, при h ^ 0 последовательность 

uh M Muh 

ограничена в V'. Отсюда вытекает, что существует последовательность hn такая, 

что un = uhn ^ u и Mun ^ х ^ и n ^ го. Для такой последовательности un и 

для всех v G K Ո D(A) справедливо следующее неравенство: 

(LAh n v , v - u^ + (Mun, v - un) - f , v - u^ 

> (LAhn (v - un),v - un) + (LAhnun,v - un) 

(3.4) + ( M u n , v - un) - (f,v - un) > 0. 

Так как 

| ( L A h n v , v - un) - (LAv, V - u) \ 

< 1 (LAhnv - LAv, v - un)1 + 1 ( L A v , un - u) \ 

< | L A h n v - LAv I V , Ц v - un\\V + К L^v, un - u) \ 

< CjjLAhnv - L A v | V , + | ( L A v , u n - u) \ —> 0 

при n ^ го, t o J переходя к пределу в (3.4) при n ^ го, получим для любого 

v G K Ո D(A) 

(3.5) lim ( M u n , un) < (LAv, v - u) + (x, v) - (f,v - u) 

или 

(3.6) l im n — T O (Mun, un - u) < (LAv, v - u) + (x - f,v - u). 

Условие согласования гарантирует существование регулирующей последователь-

ности v j G K Ո D(A) , которая сходится к u. Переписав (3.6) для v = v j , получим 

lim (Mun, un - u) < (LAvj, v j - u) + (x - f , v j - u), j = 1, 2,..., 

откуда следует 

(3.7) lim (Mun, un - u) < lim I (LAvj ,vj - u) + (x - f , v j - u) I < 0. j j 

< 0 0 
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Из (3.7) и псевдомонотонности M следует, что 

lim ( M u n , un — v) > ( M u , u — v), v G K, 
n— 

(Mu, u — v) < lim (Mun, un — v) < lim (Mun, un — v) 
n — n 

= lim (Mun,un) — (x,v). 
n— 

С другой стороны, из (3.5) следует, что 

lim ( M u n , u n ) — (x,v) < (LAv, v — u) — f , v — u), v G K Ո D(A), 

u 
ства. Теорема доказана. 

Докажем теперь теорему о единственности слабого решения вариационного нера-

венства. 

M 

монотонен, т.е. из того, что (Mu — Mv,u — v) < 0 следует u = v, тогда 

решение слабой задачи единственно. 

Доказательство. Предположим, что имеются два слабых решения ui и uշ, т.е. 

для всех v G K Ո D(A) имеет место 

(3.8) (LAv, v — u) + (Mu1,v — щ) > f , v — щ), 

(3.9) (LAv, v — u) + (Mu,2 ,v — u2) > (f,v — u2) . 

Пусть w = (u1 + u 2 ) / 2 G K, a wj - регулирующм последовательность, т.е. wj ^ w 

при j ^ <ж. Тогда положив v = wj в неравенствах (3.8) и (3.9) и просуммировав 

их друг с другом, получим 

(LAwj, 2wj — (ui + u2)) + (Mui, wj — ui ) + (Mu,2 , wj — u2) > f , 2wj — (u1 + u 2 ) ) . 

Откуда получаем 

lim \(Mu1,u1 — wj) + (Mu2,u2 — wj\\ 
j—<x> 

< 2 lim [(LAwj, wj — w) — f , wj — w)l < 0, 
j—ж 

И 

(Mu1 , u1 — w ) + (Mu2 , u2 — w < 0. 

Подставив значение w = (u1 + u2)/2, получим 

2 (Mu1,u1 — u2) + 1 (Mu2, u2 — u1) < 0. 
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Следовательно, (Mu1 , u1 — u2 — Mu2 , u1 — u2 < 0 (Mu1 — 

Mu2,u1 — u2) < 0, и, значит, u1 = u2 поскольку M строго монотонна. Теорема 2 

доказана. 

Следует отметить, что если сильная задача имеет решение и условия теоремы 

1 выполнены, то сильное решение тоже единственно. 

4. Р Е Г У Л Я Р Н О С Т Ь З А Д А Ч И 

В данной главе будут представлены условия, при которых слабое решение 

(2.14) является и сильным (2.11). 

Л е м м а 1. Предположим, что выполнены все условия теоремы 1, множество 

внутренних точек K непусто (int K = 0) и решение u задачи (2.14) принадле-

жит D(A). В таком случае слабое решение является сильным. 

Доказательство. Пусть w G KՈ D(A). Обозначим v = (1 — 0)u + 0w (0 < в < 1). 

Из того, что множество K выпукло, a D(A) есть линейное многообразие, следует, 

что v G K Ո D(A), и, следователь но, (LAv,v — u) + (Mu,v — u) > f , v — u) . Итак, 

(LA((1 — e)u + ew),e(w — u)) + (Mu, e(w — u)) — ( f , e(w — u)) 

= в [ (LA((1 — e)u + ew),w — u) + (Mu,w — u) — (f,w — u)] > 0 

и 

(4.1) (LA((1 — e)u + ew),w — u) + (Mu,w — u) > (f,w — u), в G [0,1]. 

Переходя к пределу в (4.1) при в ^ 0 и используя непрерывность L и линейность 

А,получим 

(4.2) (LAu, w — u) + ( M u , w — u) > f,w — u), w G K Ո D(A). 

D(A) всюду плотно в V, следовательно, 

K Ո D(A) = int K Ո D(A) = i n t K = K. 

Откуда получаем 

(LAu, v — u) + (Mu, v — u) > f , v — u՝J, v G K, 

u 

шено. 

Докажем следующее утверждение о гладкости решений. 
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V С V '  

K 

(Ъ) (Mu — Mv,u — v) > c\\u — v\\2, u,v G V (условие строгой монотонности 

G(s) V '  

свойства, 

(d) G(s)(Mv) = M (G(s)v) и G(s)(Lv) = L(G(s)v) для вс ex v G V us > 0, 

(e) существует некоторое p > 0 такое, что G(s)v + G*(s)v — G*(s)G(s)v + 

(p — l)v принадлежит pK для всех v G K и s > 0. 

В таком случае слабое решение вариационной задачи является и сильным ре-

шением. 

Доказательство. При доказательстве теоремы 1 было показано, что существу-

ет последовательность uh G K такая, что uh ^ u с л ^ о , где u решение слабой 

задачи. Далее, было доказано, что 

(4.3) (^Лhuh + Muh — f,v — u^ > 0, v G K. 

Умножив обе стороны (4.3) на р > 0, получим 

(4.4) (LЛhUh + Muh — f,pv — puh) > 0, v G K. 

vGK 

G(s)uh + G*(s)uh — G* (s)G(s)uh + (p — l)uh = pv, 

следов&т g л ь н о 5 

v 

(a) f G D(Л), 

M 

(4.5) pv = puh — (G*(s) — I) (G(s) — I)uh. 

^Лhuh + Muh — f , — (G*(s) — I) (G(s) — I)uh) > 0. 

Откуда имеем 

(4.6) ( (G(s) — I ) ^Лhuh + Muh — f ), (G(s) — I)uh) < 0, 

(4.7) 

((G(s) — I ) ^ u h ) , (G(s) — I)uh) 

= ^Лh(G(s) — I)uh, (G(s) — I)uh) > 0, 
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( (G(s ) ֊ I)(Muh), (G(s) ֊ I)uh) = ( M ( G ( s ) ֊ I)uh, (G(s) ֊ I)uh) 

(4.8) > c \ \ G ( s ) u h ֊ uh\\2 . 

Используя оценки (4.7) и (4.8) в неравенстве (4.6), получим 

c\\G(s)uh ֊ uh\\V < (G(s)f ֊ f , G(s)uh ֊ uh) 

< \\G(s)f ֊ f\V՛ \\G(s)uh ֊ uh\\v 

G(s)uh ֊ uh 

V 

1 
< -c 

G(s)f ֊ f 
< const, s > 0, h> 0, 

v ՛ 
так как f s D(A) . Следовательно, 

G(s)u ֊ 
< const, s > 0. 

Отсюда и из определения D(A) видно, что слабое решение u также принадле-

жит D(A) , а из леммы (4.1) следует, что u является также и сильным решением 

задачи. Доказательство завершено. 

Заметим, что при исполнении условия (Ь) теоремы 3, решение задачи будет 

также и единственным, так как из строгой монотонности вытекает сильная мо-

M 

A b s t r a c t . The paper studies a generalization of the pseudoparabolic variational 

inequalities. The existence and uniqueness of the solution of the corresponding weak 

problem and the regularity of the obtained solution are proved. 

С П И С О К Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

[1] Ж . Л . Лионе, Некоторые методы решения нелинейных краевых задач (Мир, Москва , 
1972). 

[2] R . Е . Showalter, Monotone Operators in Banach Space and Nonlinear Partial Differential 
Equations, Mathematical Surveys and Monographs, 49 (1997). 

[3] А. Куфнер, С. Фучик, Нелинейные дифференциальные уравнения, (Наука, Москва, 1988). 
[4] Д . Киндерлер, Г. Стампаккья , Введение в вариационные неравенства и приложения, 

(Мир, Москва, 1983). 
[5] L. С. Evans , Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, American 

Mathematical Society, 19 (1998). 
[6] F. E. Browder, H. Brezis, "Strongly Nonlinear Parabolic Variational Inequalities," Proc. Acad. 

Sci. USA, 77 (2), 713-715 (1980). 
[7] R. E. Showalter, T. W. Ting, "Pseudoparabolic Partial Differential Equations," SIAM Journal 

on Mathematical Analysis, 1 (1), 1-16, (1970). 
[8] M. Ptashnyk, Nonlinear Pseudoparabolic Equations and Variational Inequalities (University of 

Heidelberg, Department of Mathematics and Informatics, 2004). 

s s 



76 А. А. П Е Т Р О С Я Н И Г. С. А К О П Я Н 

[9] X . Гаевский, К . Гредер , К . З а х а р и с , Нелинейные операторные уравнения и операторные 
дифференциальные уравнения (Мир, Москва, 1978). 

[10] Г. С. Акопяи, Р. Л. Шахбагяи, "Смешанная задача для нелинейных вырождающихся си-
стем типа Соболева," Изв. НАН Армении, Математика 30 (1), 17-32 (1995). 

[11] М. Пташник, "Некоторые псевдопараболические вариационные неравенства с производны-
ми высшего порядка," Укр. мат. журнал, 54 (1), 112-125 (2002). 

Поступила 7 ноября 2007 




	file_0
	file_0 (1)
	file_0 (2)
	file_0 (3)
	file_0 (4)
	file_0 (5)
	file_0 (6)
	file_0 (7)
	file_0 (8)

