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АННОТАЦИЯ. Some properties of the ^ - p r o d u c t defined in [4] are obtained by a 
study of a kind of isomorphism between the computation of this e^-product and 
the ordinary e-product of L. Schwartz [9]. The paper contains several corollaries. 

1. I N T R O D U C T I O N 

The e-product in the category of locally convex spaces was defined by L. Schwartz 
[9j. Later, L. Waelbroeck [10] gave a simple definition of the e-product in the category 
of Banach spaces, while in [lj we defined the e c-product in the category of quotient 
bornological spaces. 

For a nuclear b-space N, we showed in [2j that if Q is a finite or a a-finite measure 
space and 1 < p < < then the functors Lploc (Q, Ne.) and NeLp (Q, . ) are isomorphic 
on the category of b-spaces of L. Waelbroeck [1]. Next, we established in [3] that 
for a nuclear b-space N and a b-space E , if X is a compact space (resp. locally 
compact space that is countable at infinity) then the exact functors C (X, Ne.E) and 
NeC (X,.) are isomorphic on the category of b-spaces. 

In a recent paper [4j, we defined the eT O-product of a b-space by a quotient 
bornological space and we proved that if G is an eb-space and E | F is a quotient 
bornological space, then (GeE) | (GeF) is isomorphiс to Gex(E | F). 

N G 
b-space, the quotient bornological spaces Gex (Ne(E | F)) and Ne(Gex(E | F)) are 
isomorphic for each quotient bornological space E | F where e ^ is the eT O-product 
defined in [4] and we will give some interesting consequences. 

First we need to fix the notation and recall some definitions. Let E V be the 
category of vector spaces and linear mappings over the scalar field 1 or C, and 
B a n be the category of Banach spaces and bounded linear mappings. We denote by 
Ban(Ei, E2) the Banach space of all bounded linear mappings Ei —> E2, where Ei 
and E2 are Banach spaces. 

1- Let (E, ||-||B) be a Banach space. A Banach subspace F of E is a vector 
subspace endowed with a B a n a c h norm ||-||F such that the inclusion map (F, ||-||F) —> 
(E, ||-||B) is bounded. Observe that the norm ||-||F of F is not necessarily the same 
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as the norm induced by ||.||E on F, and the Banaeh subspaee F is not necessarily 
closed in E. A quotient Banach space E | F is a vector space E / F , where E is a 
Banach space and F a Banach subspaee. It is clear that E | F is not necessarily an 
object of the category B a n , but it is if F is closed in E . If E | F and Ei | Fi are 
two quotient Banach spaces, a strict morphism u : E | F —> Ei | Fi is a linear 
mapping u : x + F ——> ui(x) + Fi, where ui : E —> Ei is a bounded linear mapping 
such that u i ( F ) С F^. We say է hat ^ i n d u c e s u. Two bounded linear mappings ui, 
u2 : E —> Ei both inducing a strict morphism, induce the same strict morphism iff 
the linear mapping ui — u2 : E —> Fi is bounded. Let E | F be a quotient Banach 
space and Eo a Banach subspaee of E such that F is a Banach subspaee of E0. Then 
the natural injection E0 ^ E induces a strict morphism E0 | F —> E | F, and the 
identity mapping IdE : E ^ E induces a strict morphism E | F —> E | E0. 

The category of quotient Banach spaces and strict morphisms we called q B a n , it is 
a subcategory of vector spaces E V and contains the category B a n (any Banach space 
E will be identified with the quotient Banach space E | { 0 } , moreover if ui : E ^ Ei 

is a bounded linear mapping, then ui induces a strict morphism E | { 0 } ^ Ei | { 0 } 
and every strict morphism E | { 0 } ^ Ei | { 0 } is induced by a unique bounded linear 
mapping ui : E ^ E i ) . 

The category q B a n is not Abelian. If E is a Banach space and F a closed subspaee 
of E , it would be very nice if the quotient Banach space E | F were isomorphic to 
the quotient ( E / F ) | { 0 } . This is not the case in q B a n unless F is complemented in 
E 

q B a n qqBan 
qqBan 

u of q B a n can be expressed as u = v о s - i , where s is a pseudo-isomorphism and v is 
a strict morphism. For more information about quotient Banach spaces we refer the 
reader to [12]. 

2- Let E be a real от complex vector space, and B be an absolutely convex set in 
E . Let EB be the vector space generated by B i.e. EB = U\>0^B. The Minkowski 
functional of B is a semi-norm on E B . It is a norm, if and only if B does not contain 

E B 
Banach norm. 

A bounded structure в от a vector space E is defined by a set of "bounded" subsets 
E 

E 
(2) Every union of two bounded subsets is bounded. 
(3) Every subset of a bounded subset is bounded. 
(4) A set homothetic to a bounded subset is bounded. 
(5) Each bounded subset is contained in a completant bounded subset. 

A b-space (E, в ) is a vector space E with a boundedness в- A subspaee F of a b-space 
E is bornologically closed if the subspaee F Ո EB is closed in EB for every completant 

B E 
Given two b-spaces (E, вЕ) and (F, вр), a linear map ping u : E —> F is bounded, 

if it maps bounded sets of E into bounded sets of F. The mapping u is bornologically 
surjective if for every B' e вР> there exists B e вЕ such that u(B) = B'. A Schwartz 



S O M E P R O P E R T I E S OF T H E e ^ - P R O D U C T 5 

G 
disk A of G there exists a eompletant bounded disk B of G such that the inclusion 
mapping iB՛ B : GA ^ GB is compact. 

We denote by b the category of b-spaces and bounded linear mappings. For more 
information about b-spaces we refer the reader to [5, 6] and [11]. 

Let ( E , (3E) be a b-space. A b-subspace of E is a subspace F with a boundedness 
PF such that (F, [3F) is a b-space and [3F Q We note that the boundedness [3F of 
F is not necessary the same as the boundedness induced by вЕ on F, and then the b-

F E 
E | F is a vector space E / F , where E is a b-space and F a b-subspace of E. Observe 

E | F b F 
E E | F Ei | Fi 

a strict morphism u : E | F —> E1 | F1 is induced by a bounded linear mapping 
u1 : E —> E1 whose restriction to F is a bounded linear mapping F —> F1. Two 
bounded linear mappings u ^ v1 : E —> E1, both inducing a strict morphism, induce 
the same strict morphism E | F —> E1 | F1 iff the linear mapping u1 — v1 : E —> F1 

is bounded. 
We call q the category of quotient bornological spaces and strict morphisms. A 

pseudo-isomorphism u : E | F —> E1 | F1 is a strict morphism induced by a 
bounded linear mapping u1 : E —> E1 which is bornologically surjective and such 
that u - 1(F1) = F i.e. B e в р if B e PE and u1(B) e PF^ 

The category q is not Abelian because it contains the category q B a n . In [13], 
Waelbroeck introduced an Abelian category q generated by q and the inverses of 

qq u q 
expressed as u = v о s ՜ 1 , where s ŝ a pseudo-isomorphism and v is a strict morphism. 

2. M A I N R E S U L T S 

To show our main results concerning the eTO-product defined in [4], recall that the 
usual e-product of two Banach spaces E and F is the Banach space EeF of linear 
mappings E' —> F whose restrictions to the closed unit ball B E ՛ of E' are a ( E E ) ֊ 
continuous where E' is the topological dual of E . The e-product is symmetric i.e. the 

EeF FeE 
Ei and Fi are Banach spaces and щ : Ei —> Fi are bounded linear mappings, i = 1, 2, 
the e-product of u1 and u 2 is the bounded linear mapping u1eu2 : E1eE2 —> F1 eF2, 
f ——> u2 о f оu1, where u1 ŝ ^^e dual mapping of u ^ It is clear that u1eu2 is injective 
whenever u1 and u2 are injective. 

G F E 
GeF ŝ a Banach subspace of G e E . For more information about the e-product see 
[10]. 

The e-product of two b-spaces G and E is the b-space GeE = UB,c (GBeEC), 
B C 
G E F G 

FeE GeE 
A Banach space E is an £TO,A-space, Л > 1, if and only if every finite-dimensional 

F E F1 E 
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d (F1,l™) < Л, where n = dim F-լ, and l™ is K n ( K = R or C) with the norm 
s u p i < i < n \xi^ where d(X,Y) = inf{ЦТ|| T : X —> Y isomorphism is the 
Banach-Mazur distance of the Banach spaces X and Y. A Banach space E is an 
£T O-space if it is an £TOjA-space for so me Л > 1. Any complemented subspace of 
an £T O-space is an L^- space . For more information about LT O-spaces the reader is 
refered to [8]. 

Recall from [2], that a b-space G is an eb-space if the bounded linear mapping 

IdGeu : GeE —> GeF, f -—> u о f 

is bornologically surjective whenever u : E —> F is a surjective bounded linear 
mapping between Banach spaces. 

G e 
and only if for every bounded linear mapping u : X —> Y which is bornologically 
surjective, the bounded linear mapping IdGeu : GeX —> GeY is bornologically 
surjective, where X and Y are b-spaces. As a consequence, if E \ F is a quotient 
bornological space, then it defines the exact sequence 

0 —> F —> E —> E \ F —> 0. 

Its image by the exact functor Ge : q —> q is the exact sequence 

0 — • GeF —• GeE —> Ge (E \ F) — • 0 

in the category q Finally, we obtain Ge (E \ F) = (GeE) \ (GeF). 

We start with the following elementary Lemma: 

Lemma 1. Let G be an eb-space and (Ei \ F i ) i e I an inductive system, in the category 
q. Then Ge(Ui (Ei \ Fi)) ~ (Ge (Ei \ F-լ)) where ^Jj, denotes the inductive limit in 
q 

Proof: Recall that in [6], Houzel proved that the inductive limit is an exact functor 
on the category b . It follows from Theorem 4.1 of [13] that this functor admits an 
exact extension to the category of quotient bornological spaces. 

If we apply the exact functor U i(-) to the following exact соmplex in q: 

(2.1) 0 ^ Fi Ei Ei \ Fi 0 

we obtain 
0 UiFi UiEi Ui (Ei \ Fi) 0 

and hence 

Ui (Ei \ F i ) ) ~ coker (UiFi UiEi) ~ (UiEi) \ (UiFi). 

Now, if we apply successively the exact functors U i(-) and Ge. to the exact complex 
(2.1), we obtain the following exact complex: 

0 Ge(UiFi) Ge(UiEi) Ge(U (Ei \ F i ) ) 0 

and then 
Ge(Ui (Ei \ F i ) ) ~ (Ge(UiEi)) \ (Ge(UiFi))). 

e 

(Ge(UiEi)) \ (Ge(UiFi)) ~ Ui (GeEi) \ Ui (GeFi) 
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~ Ui (GeEi | GeFi) ~ Ui (Ge (Ei | F i ) ) . 

This proves the Lemma. 

Recall that a b-space G is nuclear if each bounded completant subset B of G is 
included in a bounded completant A of G such that the inclusion iAB : GB —• GA is 
a nuclear mapping. For more information about nuclear b-spaces we refer the reader 
to [5]. 

T h e o r e m 1. Let I be a set, G an £™-space a nd E | F a quotient bornological space. 
Then l™ (I) e (Ge(E | F)) ~ Ge (l™ (I) e (E | F)). 

Proof: Since the Banach spaces l™ (I) and G are L™-spaces, their e-product 
l™ (I) eG is an £™-space. Hence a Theorem of Kabal lo [7j implies that the functor 
( l  ™ ( I) eG) e. B a n 
this functor admits an unique and exact extension to the category of quotient Banach 
spaces q B a n . Then, for each quotient Banach space E | F, we have 

(l™ (I) eG) e(E | F) = ((l™ (I) eG) eE) | ((l™ (I) eG) eF) . 

On the other hand, 

((l™ (I) eG) eE) | ((l™ (I) eG) eF) = (l™ (I) e (GeE)) | l™ (I) e (GeF) 
= l™ (I) e ((GeE) | (GeF)) = l™ (I) e (Ge (E | F)) 

Now, given quotient bornological space E | F , let (B, C) be a couple of bounded 
completant subsets, B is bounded in E , C is bounded in F and C с B. This set of 
couples is ordered by the relation (B, C) — (Bi, C ^ if and onlу if B с Bi and C с C i . 
For this order, the set of couples (B,C) is a net and the family (EB | FC)(B,C) is  a n  

inductive system in q and we can write E | F ~ U(B C)(EB | FC). This proves that 
E | F 

EB | FC 

l™ (I) e (Ge(EB | FC)) ~ Ge (l™ (I) e (EB | FC)) 

and the exactness of the inductive limit that 

U{B,C) (l™ ( I ) e (Ge(EB | FC))) ֊ U{B,C) (Ge (l™ ( I ) e (EB | F C ) ) ) . 

Finally, a double application of Lemma 1, gives the following result: 

U(B,C) (l™ ( I ) e (Ge(EB | FC))) = (l™ ( I ) e U{B,C) (Ge(EB | FC))) 

= (l™ ( I ) e (Ge U{B,C) (EB | FC))) = l™ ( I ) e (Ge(E | F ) ) 

and 
U{B,с) (Ge (l™ ( I ) e (EB | FC))) = Ge U(B,с) (l™ ( I ) e (EB | FC)) 

= Ge (l™ ( I ) e U{B,с) (EB | FC)) = Ge (l™ ( I ) e (E | F ) ) . 

Now, a b-space is a b£™-space if it is a bornological inductive limit of £ ™ ֊ s p a c e s . 
Since the inductive limit functor is exact on the category of b-spaces [6], it is clear that 
any b£™-space is an eb-space. Another concrete example is given in ([2j, Example 
2.4). In fact, for r e N* and X a compact manifold, we defined the space C r+0 (X) = 
Ue C r+ e ( X ) , where 0 < e < 1 and C r+ e (X) is the Banach space of functions of 
class C r on X such that: for all k e N " , |k| < r , Dk / i s continuously o-Holderian of 
exposant e , on which we placeed the following boundedness of b-space: B с C r+0 (X) 
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is bounded if there is e > 0 such that B is bounded in C r + £ (X). The space C r+0 (X) 
is a bornological inductive limit of the inductive system (C r + e (X))e>0, where each 
C r+£ (X) is an C™ ֊ space , and hence it is an £TO-space. 

As a consequence of Theorem 1 and the exactness of the bornological inductive 
limit, we obtain 

Corollary 1. Let I be a set, G be a bC™֊space and E \ F be a quotient bornological 
space. Then l™ (I) e (Ge(E \ F)) ~ Ge (l™ (I) e (E \ F)). 

Another example of bCTO-spaces: let № be a nuclear b-space, then there exists a 
net (I, < ) and a base (B0,i)i^I of the bornology of N such that the Banach space 
NBoi is isometrically isomorphic to c0 and N = UieINBoi as b-spaces [5j. Since c0 is 
an CTO-space [9], it is clear that every nuclear b-space is a bCTO-space. 

Corollary 2. Let I be a set, N a nuclear b-space and E \ F a quotient bornological 
space. Then l™ (I) e (Ne(E \ F)) ~ Ne (l™ (I) e (E \ F)). 

Since the Banach space l™ (I) is an eb-space and its e-product by the eb-space 
N is an eb-space. Hence the functor (l™ (I) eG) e is exact on the category B a n . A 
version of the proof of Theorem 1, produces the following result: 

T h e o r e m 2. Let I be a set, G an eb-space and E \ F a quotient bornological space. 
Then l™ (I) e (Ge(E \ F)) ~ Ge (l™ (I) e (E \ F)). 

e™ 
e™ 

B a n l™ G 
left exact complex 

0 — • G -U l™(I) -U l™(J) 

i.e. a complex such that Ker(v) = Im(u) and the image of v is closed in l™(J). 
Since l™ (K) is an C™ ֊ space , it follows from [1], that for each quotient bornological 

E \ F 

l™(K)e(E \ F) = (l™(K)eE) \ (l™(K)eF) for K = I, J. 

The bounded linear mapping veIdE : l™(I)eE —> l™(J)eE induces a strict morphism 

veIdE\F : (l™(I)eE) \ (l™(I)eF) -u (l™(J)eE) \ (l™(J)eF) 

and as the category q is Abelian, the object Ker(veIdE\F) exists, and we obtain the 
q 

0 - u Ker(veIdE[F) (l™(I)eE) \ (l™(I)eF) 

v£ld&\ F 
-UF (l™(J)eE) \ (l™(J)eF), 

where 
Ker(veIdE\F) = (veIdE) - 1(l™(J)eF) \ (l™(I)eF). 

and (veIdE) - 1(l™(J)eF) is a b-subspace of the b-space l™(I)eE for the following 
boudedness: a subset B of (veIdE ) - 1(l™(J )eF) is bounded if it is bou nded in l™(I )eE 
and its image (veIdE )(B) is bounded in l™(J)eF. 
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We let GeRes(E | F) = Ker(veIdE\F). This defines a functor 

GeReS. : q - i q, E | F - i GeReS(E | F). 

The Banach space G has several left exact ^-resolut ions , and we proved in [4j that the 
object GeRes(E | F) does not depend on the 1 eft exact /^-resolutions of G (Theorem 
2.4 of [4j). Then, we defined the e ̂ -product of a b-space G by a quotient bornological 
space E | F ж the quotient bornological space Geх(Е | F) = GeRes(E | F). 

Now we are in a position to prove the principal result which concerns the e ̂ -product 
defined in [4]. 

T h e o r e m 3. Let N be a n C^-spaee, G a Banach space and E | F a quotient 
bornological space. Then Geх (N e(E | F)) ~ N e(Geх(E | F)). 

Proof: Let 
0 - i G - i I х (I) - i I х ( J ) 

be a left exact ^-resolut ion of G. As N is an L x - s p a c e , we have 

Ne(E | F) ~ (NeE) | (NeF). 

Then the bounded linear mapping 

՝^eId{NeE) : Iх(I)e(NeE) —• Iх(J)e(NeE) 

induces a strict morphism 

*eIdNe(E\F) : Iх(I)e(Ne(E | F)) - i lx(J)e(Ne(E | F)) 
q 

q 

0 - i Ge^e(E | F)  Ф еЫ-ЦЕ\р ) ^^e^e(E | F)) 

/х(j)e(Ne(E | F)). 

On the other hand, the image of the left exact complex 

0 - i G e х ( E | F) " e I d - i E \ F ) ^ e E | F) * e I d i ? \ F ) ^ ( յ ) e ( e | F) 

by the exact functor Ne. : q —> q is the following left exact complex: 

0 — • Ne (Geх(Е | F)) —• Ne ^ ( ^ ( E | F)) —• Ne ( 1 х ^ ( Е | F)). 

Now, by Theorem 1, we have 

1х(К)e(Ne(E | F)) = Ne (1х(К)e(E | F)) for K = I,J 

therefore 
Ker ( Ф e I d N e ( E \ F ) ) = Ker (IdNe ( Ф e I d E \ F ) ) , 

implying 
Ge х (Ne (E | F)) ~ Ne (Ge х(Е | F)). 

As a consequence of the Theorem 2 and Lemma 1, we obtain: 

Corollary 3. Let N be an Сх-8расе, G a b-space and E | F a quotient bornological 
space. Then Ge х (Ne (E | F)) ~ Ne (Ge х(Е | F)). 
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Proof: In fact, since G = UBGB where B ranges over bounded completant subsets 
G 

GBe™ (Ne(E \ F)) ~ Ne(GBe™(E \ F)), 
we have 

UB (GBe™ (Ne(E \ F))) ~ UB (Ne(GBe™(E \ F))). 
It follows from Lemma 1, that 

UB(Ne(GBe™(E \ F))) = Ne(UB(GBe™(E \ F))) = Ne(Ge™(E \ F)), 

therefore 
Ge™ (Ne(E \ F)) ~ Ne(Ge™(E \ F)). 

This ends the proof. 

Other consequences of Theorem 1 and Corollary 1 (resp. Corollaries 2, 3 and Theorem 
2) are as follows: 

Corollary 4. Let N be a bC™֊space, G a b-space and E \ F a quotient bornological 
space. Then Ge™ (Ne(E \ F)) ~ Ne(Ge™(E \ F)). 

Corollary 5. Let N be a nuclear b-space, G a b-space and E \ F a quotient bornological 
space. Then Ge™ (Ne(E \ F)) ~ Ne(Ge™(E \ F)). 

Corollary 6. Let N be an eb-space, G a b-space and E \ F a quotient bornological 
space. Then Ge™ (Ne(E \ F)) ~ Ne(Ge™(E \ F)). 
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А. Г. БАГДАСАРЯН 

Ереванский Государственный Университет 
E-mail: angen@arminco.com 

А Н Н О Т А Ц И Я . В работе дается представление классических нулевых про-
странств Бесова посредством так называемых "В-произведений" с обобщен-
ными нулевыми пространствами типа Бесова, порожденными вполне пра-
вильными многогранниками. Доказывается оценка для К-функционала Пет-
ре и интерполяционная формула "вещественного" метода для пар "В-произ-
ведений". Приводятся некоторые применения полученных результатов. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В монографии [1] X. Трибель предложил задачу характеризации интерполя-
ционных пространств "вещественного" метода для пары классических анизотроп-
ных пространств Бесова с разными анизотропиями. Как оказалось (см. [2, 3]), в 
случае несовпадения анизотропий пространств рассматриваемой пары, интерпо-
ляционные пространства "вещественного" метода характеризуются в терминах, 
так называемых, "В-произведений" пространств типа Бесова. Наиболее важным 
является случай "произведения" нулевых пространств (как видно из определения 
6, общий случай получается применением оператора "поднятия"). 

Возникает вопрос: можно ли характеризовать "В-произведение" пары нуле-
вых пространств типа Бесова (см определение 5), как В-прост,ранет,во из того 
же семейства пространств типа Бесова? 

В общем случае ответ отрицательный, поскольку, как доказано в [3], простран-
ства "с доминирующей смешанной производной" (которые, вообще говоря, не вхо-
дят в семейство В-пространств из определения 5), являются "В-произведениями" 
соответствующих пар пространств типа Бесова. Однако, как показывает теорема 
2, "В-произведение" классических нулевых пространств Бесова и В-пространств, 
порожденных вполне правильными многогранниками, остается классическим ну-
левым пространством Бесова. 

Теорема 2 позволяет явно описать интерполяционные пространства "веще-
ственного" метода для пар классических анизотропных пространств Бесова с 
разными анизотропиями. 

На протяжении всей работы будем ползоваться следующими обозначениями: R, 
- n-мерное евклидово пространство, 

mailto:angen@arminco.com
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F - оператор преобразования Фурье F  1 ֊ оператор обратного преобразования 
Фурье, 

C T O (R n ) ֊ множество бесконечно дифференцируемых функций, определенных 
на R n , 

S = S ( R n ) - Класс Шварца быстро убывающих бесконечно диифференциру-
емых функций, определенных на R n , 

S' = S'(Rn) ֊ пространство медленно растущих обобщенных функций, 
Mp ֊ пространство мультипликаторов Фурье типа (p,p), 
(A 0 ,A 1 )^ , q ֊ интерполяционное пространство, "вещественной" интерполяции, 
A0 + A1 ֊ сумма, a A0 Ո A1 ֊ пересечение Банаховых пространств A0 и A1 в 

смысле теории интерполяции. 
Знак ~ означает двустороннюю оценку. Если բ(Հ) ~ v(£), Հ е R „ , то будем 

говорить, что функции թ и v эквивалентны. 

2. О С Н О В Н А Я Л Е М М А 

Определение 1. Непуст,ой многранник R с вершинами а0 = (0,..., 0), а? = 
(а 31 ,...,а?п) (а? > 0, i = l,...,n, j = 1,...,N) называется полным, если R 
имеет вершины, на каждой координатной оси, отличные от начала координат. 

R 
мали (n — 1)-мерных некоординатных граней, многогранника R имеют положи-
тельные координаты. 

R 
N 

(1) М 0 = 1 + £ 1 £ Г , 
1=1 

R 
R 

R 
в Rn-^լ, за исключением единственной вершины,, которая лежит на n-ой оси 

R n 
n 

n 
треугольной пирамидой. 

n 
всех координатных осей. . 

Л е м м а 1. Порождающая функция բ(է) произвольного вполне правильного мно-
R 

числа операций сложения и умножения конечного числа функций, порожден-
ных треугольными пирамидами. 

Доказательство: Шаг 1. Пусть 0 = m0 < m1 < ... < mM - n-ые координаты 
R 

Pk = {x = (x1, ...,xn) е R „ : xn = mk}, k = 0 , 1 , . . . , M . 
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Обозначим через R'k проекции на R n _ i сечений многогранника R гиперплоско-
стями Pk, к = 0 ,1, . . . , M. 

Пусть { թ յ }jL0 - набор вершин многогр анника R'k, к = 0, 1,...,M, е > 0. 
Обозначим через (R ' k ) 1 + е многогранник с вершинами {(1 + е)в}^Լ0- Поскольку 
многогранник R - вполне правильный, то имеют место включения R'k С R0, 
к = 0 , 1 , . . . , M , где R0 - основание многогр анника R , лежаще е в Mn_i- Причем 
некоординатные грани многогранников R'k и R0 не касаются друг друга. Тогда 

е > 0 
(Rk ) 1 + е С R0, к = 0 , 1 , . . . ,M, без касания некоординатных граней. 

R k к = 0, 1 , . . . , M 

((1 + e)e j, 0), (в ,mk), (0, тм), j = 0,...,Nk. 

Основанием многогранника R k является многогранник (Rk ) 1 + е , а вершины мно-
гогранника R k лежат на трех параллельных плоскостях: P 0 , Pk, и PM, т.е. 

(2) ((1 + e)e j, 0) е P0, в ,тк) е Pk, j =0,...,Nk, (0,тм) G PM . 

Обозначим, далее, через R0 многогранник с основанием R0 и единственной вер-
(0, mk) вне R n _1. Построенные многогранники {Rk} к м =0 обладают следу-

ющими свойствами: 

R0 С R к = 0, . . . , M 
R 

R k к = 0, . . . , M 
Пусть J - выпуклая оболочка вершин многогранников { R k } յ ւ 0 - Поскольку вы-
пуклый многогранник является выпуклой оболочкой своих вершин, то 

(3) R = J . 

Если через {բk } յ ւ 0 обозначить функции, порожденные многогранниками { R ^ j ^ , 
то формула (3) означает, что 

м 

(4) ц - Ц0 + Hk. 
k=1 

Таким образом, общий случай произвольного вполне правильного многогранника 
свелся к случаю конечного числа вполне правильных многогранников { R k } յ ւ 0 с 
вершинами, лежащими на трех гиперплоскостях, параллельных М„_1 (за исклю-

R 0 
Причем, на третьей гиперплоскости PM лежит всего одна вершина (0, т м ) . 

Шаг 2. Рассмотрим многогранник R k и порожденную им функцию թk (к = 
1 , . . . , M) R k 
жат на трех гиперплоскостях P0, Pk и PM. Выразим порождающую функцию թk 

Rk 

ников с вершинами, лежащими на двух гиперплоскостях. Обозначим через ^ 
функцию, порожденную многогранником Rk- Тогда согласно (2) имеем 

(5) ^ ( Հ ' , Հ ո ) - ( Հ ( Հ ' ) ) 1 + E + ձ(ГЖпГ + U m M , Հ' = (ե,...,Հս_1). 
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Rk 
n 

вполне правильный четырехугольник с единственной вершиной вне координат-
Pk 

ординатными гранями. Вершины получившегося четырехугольника согласно (2) 
имеют вид 

O = (0, 0), A = ( ( 1 + e)a,, 0) , B = (a,mk), C = (0, mM). 

Продолжим отрезок [A, B] до пересечения с n-ой осью координат. Получившуюся 
точку обозначим через D = (0,dk). Далее, из точки A проведем прямую, парал-

[B, C] n 
точку обозначим через E = (0,ek). Тогда 

(6) dk =  m k + £ ) , ek = (1 + e)(mM — mk). 

Положим dk = (mM — ek )/(dk — ek). Заметим, что величины (6) и dk не зависят от 
a 
угольник вполне правильный, то 0 <$k < 1. Поскольку mM = (1 + dk)ek + dkdk 

и mk = dkdk, то , п о л а г а я 

(7) Հ ( Հ = M(C)) 1 + e + l£n|efc, Mk ( Հ ' = M(C)) 1 + e + \Udk, 
из (5) получаем 

(8) Mk - M ) 1 -* к (Mi f k . 

Заметим, что функции M°k и Mk и з (7) порождены вполне правильными мно-
n 

n-ой оси координат с общим основанием (R ' k ) 1 + е и с вершинами E = (0,ek) 
и D = (0,dk) соответственно. Функции M )1 -^к и M Ук тоже порождены n-
мерными прямоугольными пирамидами с основаниями, лежащими в R n - 1 и с 
вершинами (0,ek(1 — dk)) и (0,dkdk) соответственно. Подставляя (8) в (4), полу-
чаем 

M 

(9) M - M0 + Y.(M°k)1 -*k (Mk)» k. 
k=1 

Таким образом, функция Mj порожденная произвольным вполне правильным 
многогранником, посредством операций сложения и умножения представляет-
ся в виде конечного числа функций (а именно, функций M0> (Mk) 1 -- в к, (Mk)' в к՛ 
к = 1,..., M) , порожденных n-мерными пирамидами относительно n-ой оси ко-
ординат. 

n 
n 

n 
n n 

координат. Зафиксируем (n — 1)-ую ось координат и повторим рассуждения ша-
n 

n 
рамидами, как относительно ПОЙ, так и (n — 1 ) ֊ой осей координат. Подставляя 
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полученные оценки для функций / 0 յ (/k) 1_' в к и ( л k к = 1,..., M (порожден-
ных n-мерными пирамидами относительно ո-ой оси координат) в (9), получим 
оценку функции л посредством конечного числа операций сложения и умноже-

n 
сительно n-ой, так и (n — 1 ) ֊ой оси координат. Продолжая описанный процесс 
относительно остальных координатных осей, получим требуемую оценку функ-
ции л посредством конечного числа операций сложения и умножения конечного 

n 
координат. 

3. П Р О С Т Р А Н С Т В А Т И П А Б Е С О В А 

Определение 3. Будем говорить, что положительная функция л е CTO(R„) 
полиномиального роста принадлежит множеству G+, если существует по-
стоянная c > 0 такая, что для любого мультииндекса а с компонентами из 
множества {0,1} и любо го է е R n , ПГ=1 է = 0 имеет место неравенство 

(10) \t aD a/(0\< c/(0 

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы П. И Лизоркина о мультипликаторах Фурье (см. 
[4JJ и оценки (10) следует, что ограниченные в К n функции из G+ являются 
мультипликаторами Фурье типа (p,p), 1 < p < ж. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть 1 < p < ж, —ж < s < ж и л е G+. Положим 

Щ(л, Rn) = Щ(л) = f е S' : \\f = \F _ 1 { л s F f } < 
. 

Если положить (оператор "поднятия") 

(11) կտ = F_1 { / _ s F } , л е G+, —ж < s < ж, 

то определение пространств Соболева-Лиувилля можно записать в виде 

И  (Л ) = Կտ  Lp. 

Определение 5. Пусть 1 < p < ж , 1 < Գ < ж , —ж < s < ж , Л е G+. 

( ) Б°%(л, R„) = Б°%(л) = ИКл), И_ 1(/)) 2q , 
я;л ( / ) = կտ Б% (л). 

В [5] доказано, что рассматриваемые пространства типа Бесова могут быть 
представлены следующим образом 

^ ^ =  Б1,ц  (л )  

(12) f е S'(Rn): \\f\\в. , (м) 

+ 1/2„1+s 
F _1 Ч + - Г ֊ Ff 

Л2 +1 

q ֊I 1 / q q dt 
<ж 

Lp (R ) t n ) 

с обычными видоизменениями при q = ж. 
Наиболее важным при рассмотрении пространств типа Бесова, как и В-произ-

ведений (см. следующий параграф), является случай "нулевых пространств", т.е. 
пространств с нулевым верхним индексом. Как видно из определения 5, общий 

) L 

CXJ 

о 
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случай получается с применением оператора "поднятия" (11). Следующие рас-
смотрения посвящены именно этому случаю. 

Теорема 1. Пусть M,v G G+ и 1 < p < ж, 1 < q < ж, тогда 

а) B%(M) Ո B%(v) = BP q(M + v) Ո B% (jMVv 

6 ) B%(M) + B%(v) = B% (M + v) + B% 
Mv 

' 4 M + v, 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Используя (12), замечание 1 и теорему 1 из [7], имеем 

q  
1в% ( ֊ + ) F 1 t 1 / 2(M + v) Ff 

+ 
£1/2 1+v 

F-1 1 v  

1+v 
1v + է 

< С 

/о 

F 1 
է1/2 M 

F ՜ 

(M + v ) 2 +1 

է 1/ 2 1  

Ff 
dt 
J + С 

(M + v)2 + է q  

dt 
՜է՜ 

ь. 
t 1 / 2v 

dt 
T 

Ff 

Ff 
1 + +է 
1 v 

dt ր 
՜ + ч 

F 

F  -

p 

1 

(M + v ) 2 + է 
Ff 

dt 
T 

է 1/ 21 
1 ֊ Ff 

M + + է i v 

dt 
՜է 

< С 
Аналогично имеем q  

B° (1) + Wf WBo (v) + ՝ B P q ( 1 / 1 ) + f Ոօ,է (1/v)) 

՝ B ° p , q ( 1 ) n B 0 p ։ q ( v ) < 
С F - 1 t 1 / 2 

M v 
+ 

С 
Jo 

< c ' 

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

M 2 + է v2 + է 

Mv (M + v) + t(M + v) 

Ff 

Bp,q (1)nBPq ( v ) . 

q ժէ 
r է 

M 2v 2 + t(M2 + v2) + է2  

Mv (M + v) 

Ff 

M 2v 2 + t(M2 + v2)_ 

է(բ + v) 

Ff 
b p 

q ժէ 
Ь է 
ь р 

dt 
т 

£(м 2 + v2)+ է2_ 
Ff 

q ժէ 
Ь է 
ь р 

+ 

F - 1է 1 / 2  

F - 1է 1 / 2  

1v 
1+v 

J + v ) +1 
1+v J 

M+v (M + v ) 2 + t_ 

Ff 

Ff 

dt 
T 

b p 

q ժէ 
b p

 t 

-  l l B p J ֊ + ) + f ^ k . q d + v)  - W f W9B0p։q ( f V )rB°p։q ( ^ 

Утверждение а) доказано. Утверждение б) вытекает из утверждения а) при ис-
пользовании соображения двойственности (см. формулу (3) из [8]). 

q  
о о 

О ь p  

X. 

О 

q  q  
о о 

О О ь p  q  
ОО 

1 1 

ь ь p  p  

q  q  

О О 

о p  

X. 

q  

о 
q  

X. 

2 о 

ОО 

О 
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З а м е ч а н и е 2 . Из теоремы 1 работы [7] имеем для л е G+ 1 < p < ж и 
1 < q < ж 

М= Б ° . ( 1 +  Л  B p , q ( / ) =  Bp,q (Л^ =  Б°рл ^ 
л 

л 
Б 0 p' q\ 1 + л2 

Заметим, что л + 1/л > 1 • Таким образом, рассматривая нулевые простран-
ства типа Бесова, можно считать, что л(0 > 1- Если положить л = X/р, 
X, р е G+, то получим 

'А\ „0 (р \ „ 0 (X2 + р2\ 0 f Хр 
BV,q Б ™ ( X BV,q Б 0  

р) — VX/ — V Хр J  p' q\ X 2 + р2  

Замечание 3. Полагая в теореме 1 л = X/р и v = 1, получаем 

X \ . „0 ( р 

БРЛ J ՝ Ո L 

p  Б 

Б 0 X ) + Lp = б 

0 
p' q\ X + р 

A 

Б 

0 +Б 

0 
p' q\ X + р 

р  

0 
^УР! 1  p X + р ; 1 ~ p' q\X + р 

для X, р е G+ and 1 < p < ж , 1 < q < ж. 

4. " В - П Р О И З В Е Д Е Н И Я " П Р О С Т Р А Н С Т В Т И П А Б Е С О В А 

Впервые В-произведепия пространств типа Бесова были рассмотрены в [2, 3]. 

Определение 6. Пусть л,v е G+ 1 < p < ж , 1 < q < ж и —ж < s,m < ж. 
Определим пространство 

Bp,q (л) • Бт (v) = I„svm (Б0q (л) • B0q (v)) , 
где 

B°p,q(л) • Б1 q ( v ) = {f е S'(Rn) : \\f \ \ B 0 ։ q (м) .Е° Р ։ Ч (v) 

1/q րՕՕ րՕՕ 
F _ t 1 / 2л u1 / 2v 

Ff 
q  

dt du 

Lp (R 
) t u 

n )  

<ж л 2 + t v2 + u 

с обычными видоизменениями при q = ж. 

Будем рассматривать В-произведения пространств типа Бесова, порожденные 
вполне правильными многогранниками. 

Пусть задан вполне правильный многогранник R с вершина ми а 0 = ( 0 , . . . , 0), 
a j = (օղ,..., аП) (aj > 0 i = 1,... ,Щ j = 1..., N)• Порождающая функция л(0 

R 
натных осей функцией полиномиального роста, и для нее выполняется оценка 
(10). Чтобы обеспечить бесконечную дифференцируемость л(0 И н а координат-
ных осях, рассмотрим функцию: 

1/2 
!-2 ) а\ 

N 

(13) v(i)= {1 + Y,U(1+ 
j = 1 i=1 

Из полной правильности многогранника R следует, что л ~ v, кроме того v е G+. 
R 

1 
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пространств H p(v ) и Bpq (v), где 1 < p < ж , 1 < q < ж , —ж < s < топ 
функция v G G+ определена в (13). Для порождающих функций /л(^) из (1) 
соответствующие пространства определяются как пополнение класса Шварца S 
в определенных выше нормах. Из соображений плотности следует (см. [6]), что 
при 1 < p < ж , 1 < q < ж  и —ж < s < ж 

H sp(p) = HS(v) и (р) = б°рл(v). 

Если многогранник R является n-мерной треугольной пирамидой, то рассмат-
риваемые H и Б пространства совпадают с классическими анизотропными про-
странствами Соболева-Лиувилля и Бесова соответственно. Кроме того, если по-
ложить в (12) /л(^) = 1 (многогранник R совпадает с началом координат), то для 
произвольных 1 < q < ж и —ж < s < ж получим Б0 (1) = Lp, 1 < p < ж. 

Следующая теорема посвящена наиболее важному случаю произведения ну-
левых пространств. 

R 
цией v из (13), 1 < p < ж и 1 < q < ж. Тогда 

(14)  B 0,q  ( v ) •  B 0,q =  B 0,q, 

где Б0 q ֊ классическое изотропное пространство Бесова. 

Доказательство. Как показано в [9], нулевые анизотропные пространства Бе-
сова не зависят от анизотропии. В терминах определений 1 и 2, это означает, что 

n 
дами совпадают. Если функция А порождена произвольной n-мерной треуголь-
ной пирамидой (см. (1), (13)), a B0 q ֊ классическое изотропное пространство 

Бесова с порождающей функцией (1 + J2 ГП=1 , то 

(15 ) B 0pq (А) = Б0,q. 

Тогда для произвольных двух n-мерных треугольных пирамид с функциями А и 
р из следствия 1 (см. [2]) имеем 

(16 ) B 0pq (А) • Б% (р) = Б0 ^ (А) • B 0pq(А) = B 0pq (А) = B 0pq. 

Пусть 
T L 

(17) v vk, vk = J J Аk,e, 
k=1 1=1 

R 
леммы 1, причем функции Аk^ (k = 1,... ,T, i = 1,..., L) порождены n-мерными 
теугольными пирамидами. Из (17) и теоремы 1 имеем 

T 

(18) (v) D p (vk). 
k=1 

Тогда 
T T 

B 0,q  ( v ) •  Бр ,q  D Ո  Б ,q  ( vk  ) ^  BP,q] = Ո \-БРЛ • • •  АkL ) •  B < p,q  ( Аk1 )] 
k=1 k=1 
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(19) 
T т 

= Ո \ ֊ B p , q ( Х к 2 • • •  ճ հ լ ) •  B p , q ^ = ••• = Ո \ ֊ B p , q ( ճ հ լ ) •  B p , q =  Bp,q• 
k=1 к=1 

Первое вложение в (19) написано на основании (18), второе равенство ֊ на осно-
вании (15) и (17), третье и последующие равенства ֊ на основании теоремы 4 из 
[2], а последнее равенство написано на основании (16). Аналогично доказываем 
обратное вложение: 

т т 

BP,q  ( v ) •  BP,q  С [BP,q  ( vk  ) •  BP,q] = ^ [BP,q  ( Ak1Ak2 • • •  AkL ) •  BP,q  (AkO] 
k=1 k=1 

[BP,q  ( Ak2 • • •  AkL ) •  BP,q  ( Ak1^ = • • • = [BP,q  ( AkL ) •  BP,q  ( Ak1^ =  BP,q • 
k=1 k=1 

5. И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я В - П Р О И З В Е Д Е Н И Й 

В [10, 11] было доказано, что пары {H^(p), H^(v)} и {Bp,q(p),Bp,q(v)} про-
странств типа Соболева-Лиувилля и Бесова квазилинеаризуемы (см. определе-
ние 1.8.4 из [12]). Следующая теорема доказывает справедливость аналогичного 
утверждения для В-произведений. 

Т е о р е м а 3. Пусть p, v,A, р G G+ 1 < p < ж , 1 < q < ж . Если 

(20) BPq (p) • BPq (V) = BPq ^ • B^ ^ 

то интерполяционная пара В-произведений 

{ Bp,q (p) • Bp,q (V) , Bp ,q (A) • B^ (р) } 

квазилинеаризуема с помощью операторов 

Vo(t) = F ֊ 1 tAp 
F , V (t) = F ֊ 1 pv 

F 
pv + tAp \ { pv + tAp 

Доказательство. Прежде всего заметим, что V0(t)+V1 (t) = E,t > 0. Поскольку 
(см. замечание 1 и [4]) 

tAp 
Г" G Mp, pv+tAp pv+tAp 

G Mp, t > 0, 

t 

( 2 D WV0 ( t ) f h i , q ( , ) B p , q (V) < С \\ f կ , q ( թ ) • B } , q (V) , 

( 2 2 ) WV0 ( t ) f ՝\BP , q(A) • Bp , q (p) < С \\ f \\BP , q (A) • Bp , q(p) • 

Используя (20) и теорему Фурье из [4] имеем 

_1 tAppv 
\\Vo(t)f \\ 

Bp,qM • Bp , q (V) 

F -

F-1  t A p p v F f 

pv + tAp 

+ t \ F f pv + tAp 

1 tpv 

B0, q (A) • Bp , q (p) 

F -
pv + tAp 

Ff 
Bp , q (A) • Bp , q (p) 

BP, q (Բ) ^ BP , q (V) 
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(23) <  c t\\ f\BlaW-B1 (р), 

F 

mm (X)Bp 

_ ֊լ Xpfv 

q (P) 

f v + tAp Ff 

F -  A p f v F f 

fv + tAp 

1  AP 
B 0 , q ( l ) ' B 0 q q ( v ) 

(24) 

p> p, q՝՝ 

С , 

F -

fv + tAp 
Ff 

B P , q ( l ) B l q q ( V ) 

< 
t \\BP , q (v) BPq q (V). 

Неравенства (21)-(24) показывают, что выполнены все условия квазилинеаризу-
емости (см. определение 1.8.4 из [12]) пары рассматриваемых В-произведений. 
Таким образом, теорема доказана. 

Непосредственым следствием свойства квазилинеаризуемости является дву-
сторонняя оценка K-функционала Петре (см. лемму 1.8.4 из [12]). 

Следствие 1. Пусть f,v G G+ и 1 < p < ж , 1 < q < ж , тогда 
_չ tfvAp 

(25) K (t, f ; Bp q q ( f ) • Bp q q (v), Bp q q (A) • Bp q q (p)) F  -

fv + tAp 
Ff 

BP, q (l) B0 q q (V) 

где f G Bp q q ( f ) • BP q q (v) + BP , q (A) • Bp q q (p)u t> 0. 

Теорема 4. Пусть f,v,A,p G G+, 1 < p < ж , 1 < q < Ж 0 < $ < 1. Если 
выполняется равенство (20), то 

(26) (Bpq q ( f ) • Bp q q (v), Bp q q (A) • BPq q (p)) = 1{^)1-*(Хр)* Bpq ( f ) • B^ (v)] . 

Доказательство. С помощью (25) и определения метода вещественной интер-
поляции (см. [12]), оценим норму интерполяционного пространства слева в (26): 

- t-*q 
Jo 

F -  t f v A p F f 
fv + tAp 

BP , q (^) B0q q (V) 

dt 
T 

(27) F , , } X p J f v ) l ֊ * ( A p ) * F f 

p q q  

F + 1 Хр 

dt 

B P , q ( l ) B 0 , q q ( V ) 

Из теоремы 3 из [8] и (27) 

(շտ) \\f \\q - | | F ֊ w ^ v m ||Bp , q ( ^ ) . Bp, q BPp , q (v) • 

Для оценки нормы справа в (28) воспользуемся свойствами В-произведений (см. 
[2]). Из теоремы 4 из [2] и (20) имеем 

B°PA AP) • Bpqq(f) • Bpqq(v) = B0qq ԼApj • B0qq(f) • B 0Ptq(v) • B^(A) • B^q(p) 

(29) = B0qq ( f v ) • B 0ptq ( f ) • B0qq (v) = B°p<q ( f ) • B 0p<q (v) • 

Подставляя (29) в (28) приходим к (26). Теорема доказана. 
Теорема 2 и результаты работы [2] показывают, что во многих интересных 

случаях условие (20) теорем 3 и 4 выполняется. 

BP,q (Х) • Bp,q (р) 

q  
q  

ОО 

0 
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6. Н Е К О Т О Р Ы Е П Р И М Е Н Е Н И Я 

В [2] доказано, что ннтерполяцноное пространство, полученное методом ве-
щественной интерполяции для пары пространств типа Бесова, описывается в 
терминах В-произведений, а именно, имеет место следующая теорема. 

Т е о р е м а 5. Пусть p,v G G+ and 1 < p < ж , 1 < q < Ж 0 < $ < 1. Тогда 

(30) B ^ q (p), Bl ^ q (v )) = Bl  -q»(p) • BՀ q (v )• 

Равенство (30) с помощью оператора поднятия (11) можно записать в виде 

(Bpq (p՝), Bp, q (v))^q = կ 1-V \_Bp, q (p) • B°pq (v)] • 

Теперь применение теоремы 2 приводит к следующей теореме 

p 
многогранником, а функция v порождена n-мерной треугольной пирамидой. То-
гда при p, q, $, 1 < p < ж , 1 < q < ж и 0 < $ < 1 

( B p , q  (p ),  B p , q  ( v )) # , q = կ  1  Bp°, q, 

где B՝0qq классическое изотропное пространство Бесова. 

Возвращаясь к нулевым В-пространствам, на основании теоремы 2 можно 
доказать следующую теорему вложения для пространств, порожденных вполне 
правильными многогранниками. 

p 
многогранником, 1 < p < ж. Тогда 

(31) a) BO,q С BO,q (p) С Lp при 1 < q < min{p, 2}, 

(32) b) Lp С B°°qq(p) С B0qq при min{p, 2} < q <ж• 

Доказательство: Правое вложение в (31) и левое вложение в (32) следуют из 
теоремы 3.1 из [3]. Пусть 1 < q < min{p, 2}. Тогда, как известно (см. [12]), для 
классических пространств Бесова имеет место вложение B ^ С Lp. На основании 
теоремы 2 имеем 

Bp,q =  Bp,q  ( P ) •  Bp,q  С  Bp,q  ( P ) •  LP =  Bp,q  (P )• 

min{p, 2} < q < ж 

Bp,q =  Bp,q (P ) •  Bp,q  D  Bp,q  ( P ) •  LP =  Bp,q (P )• 

Теорема доказана. 

A b s t r a c t . The paper derives a representation of classical Besov zero spaces 
by means of the so called B-products of the generalized Besov type zero spaces, 
generated by completely regular polyhedrons. Peetre's K-functional is estimated and 
an interpolation formula of "real method" is proved for pairs of B-products. Some 
applications of these results are given. 
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А С И М П Т О Т И Ч Е С К И Й А Н А Л И З О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н Ы Х 
С Т Р А Х О В Ы Х В Ы П Л А Т В К Р И Т И Ч Е С К О Й С И Т У А Ц И И 

Р. Н. Ч И Т Ч Я Н И А. Р. М А Р Т И Р О С Я Н 

Ереванский Государственный Университет 
E-mail: becam@cln.am, artakm81@mail.ru 

АННОТАЦИЯ. В работе рассмотрены риски страховой компании, занимаю-
щейся только операциями с рентой. В условиях критической загрузки и 
правильного изменения хвоста функции распределения страховых выплат 
найдены асимптотики функций распределения процессов неразорения стра-
ховой компании. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В настоящей работе рассмотрены риски страховой компании, занимающей-
ся только операциами с рентой. Страховая компания предоставляет клиентам 
постоянные выплаты, что с постоянной скоростью c < 0 уменьшает резервный 
фонд. Без нарушения общности пусть c = — 1. Это достигается выбором ДСНСЗК-

ной единицы. С другой стороны, страховые случаи (смерть клиента или преры-
вание договора) в случайные моменты t\,t2, . . . увеличивают резервы компании 
на величины невыплаченных рент X\,X2,... ֊ положительные, независимые и 
одинаково распределенные случайные величины (СВ). Моменты возникновения 
страховых случаев է\, էշ,... имеют распределение Пуассона с интенсивностью А, 
а страховые выплаты - функцию распределения (ФР) F (F(x) < 0 x < 0). Стра-
ховая сумма S(u) = Y_1 o<t-<u X i , которую компания выплачивает за промежуток 
времени (0, u], является обобщенным пуассоновским процессом с интенсивностью 
А и ФР страховых сумм F. Тогда 

О О ^Ա / Ч ՀՈ 

P{S(u) < x } = £  ee—ALF n (x), 
n=0 

где Fn теть ո-кратная свертка ФР F , F0 (x) = 1 при x > 0 и F 0 (x) = 0 при 
x < 0, a P - вероятность. Резервный фонд Y(u) = x — u + S(u) компании, где 
x 

(0, է] 
необходимо, чтобы u — S(u) < x при u € (0, t] (или u G (0, то]). 
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ФР процессов разорения 

r(t) = sup [и — S(u)] и r = sup [и — S(u)] 

0<u<t 0 < и < т о 

обозначим через W(t,x) и W(x) соответственно. Известно, что (см. [1], стр. 164) 

Гt x (1) W(t,x) = 1 — —dyP{S(y) < y — x}, 0 < x < t, J x У 

րՕՕ x 
(2) w(x) = 1 — -dyP{S(y) < y — x} = 1 — ешх, x > 0, 

x y 

где ш ֊ наибольший неотрицательный вещественный корень уравнения 

v(s) = s — Л(1 — ф(з)) = 0. 

при этом, (см. [1J, стр. 52, теорема 4) ш = 0, если 0 < pi и ш = 0, если р\ > 1. 
W(t, x) W(x) 

1) Преобразование Лапласа-Стильтеса (ПЛС) 

Փ(տ) = e - s xdF(x), Re s > 0, 
0 

допускает асимптотическое представление: 

(3) Փ(տ) — 1 + as - AsYնԼ, s j 0, A > 0 (1 < 7 < 2), 

где a ֊ матматическое ожидание Xi, а измеримая L(x) > 0 ֊ медленно 
меняющаяся функция (ММФ) на бесконечности (см. [2]). Если L ֊ ММФ, 
то (см. [3]) x sL(x) ^ 0 и x - SL(x) ^ 0 x ^ ж при любом 3 > 0 . Поэтому 

(4) Ф ) = s ^ L [ ֊ s ) 0, 1 <7 < 2, 

a 
2) Пусть р\ = Ла ^ 1. Обозначим 

1 Гх 
B = ЛА, р = |1 — р,\, F *(x) = — [1 — F (y)]dy, 

a 0 

ф*(s) = f e - s xdF*(x), ф*(s) = 1 —  Ф (^ , s > 0. 
0 
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2. П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я В Е Р О Я Т Н О С Т И Н Е Р А З О Р Е Н И Я 

Теорема 1. Пусть {S(u) : 0 < u < то} сепарабельный, случайный процесс с 
переставляемыми приращениями, почт,и все выборочные функции которого ֊ 

u=0 
ствует распределение Uy (x) = U(x,y) такое, что 

W(t,x) = [ 1  — Լ  dyU ( x, y ),  0 < x <  t' 
I 1, x>t, 

րՕ 

W(x) = 1 — dyU(x, y) = 1 — e - u x, x> 0, 
J x 

где 
ՐՕ 

/ e - s y dy U (x,y)= e -™ ( s ), 
0 

a z = u(s) ֊ единственный корень уравнения v(z) = s в области Re s > 0. 

Доказательство: С учетом W(t,x) = 1 при x > t, из формул (1) и (2) имеем 
tx 

1 — —dyP{S(y) < y — x}, 0 <x < t, 
0y W ( t , x ) = I Jo y  y  

1, x > t, 

րՕՕ x 
W(x) = 1 — -dyP{S(y) < y — x}, x> 0. x y 

Известно, что (см. [1], стр. 67) 
ր О 

(5) e - s y-dyP{S(y) < y — x} = e - x u ( s ), Re s > 0. 
x y 

P{S(y) < y — x} = 0 y < x 

• x ՝ ՝ • _ = e - x u { s ) 
О 

e - s y xdyP{S(y) < y — x} = e 
Jo y y  

Так как e - x u ( 0 ) = e - xu, то, обозначив 

(6) v(x,s)= e - s y dyP{S(y) < y — x} = e - x ( u ( s ) - u ), 
J 0 y 

имеем ф(x, 0) = 1. Покажем, что функция գ>(x,s) вполне монотонна (ВМ), т.е. 
( — 1) n^s n ) > 0 (см. [5]). Очевидно, что функция e - x s ֊ ВМ. Покажем, что функ-
ция u(z) — и > 0 имеет ВМ производную. Так как u(s) ֊ решение уравнения 
v(s) = s, то, обозначив 

e(s) = 1 + А — գ = ф(„М), 

получаем 
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(7) ա(տ) = s + X — XfJ(s), 

(8) փ(տ + X — Хв(s))= Բ(տ). 

Из (8) заключаем, что (см. [5J, стр. 497) функция թ(տ) ֊ ПЛС для некоторой 
неубывающей функции. Не нарушая общности, предположим, что функция Բ(տ) 
является ПЛС собственной ФР (в противном случае, разделив e(s) на в(0) > 0, 
получаем в(0) = 1). Следовательно, (см. [5], стр. 495, теоремal), функция Բ(տ) 
ВМ, иначе, 

(9) (-1) кԲ ( հ )(տ) > 0, к > 0, տ > 0. 

Из условия (7) следует, что (ա(տ) — ш)' = 1 — Xe(s). Следовательно, 

( - 1 ) " ((ա(տ) — ш)') ( п ) = ( — 1)n(1 — Хв'(s)) ( s )  

= Х( — 1)n+1 (Բ''(տ)) { ո - 1 ) = X( — 1)n+1 (p ( n + 1 )(s)^ > 0, n > 1. 

Из (9) (при к = 1) получаем (ա(տ) — ш)' = 1 — Xp'(s) > 0 (для n = 0). Итак, 
функция (ա(տ) — ш)' является ВМ. Так как функция գ>(x, տ) есть суперпозиция 
ВМ функции e - x s и функции ա(տ) — ш > 0 с ВМ производной, то функция t(x, տ) 
ВМ (см. [5], стр 497). Поэтому, согласно теореме 1 из [1] (стр. 495) 

t(s,x) = e - s ydyG(x, y). 
•J 0 

Учитывая форму (6) функции t(x,s), по теореме единственности, получаем 
x 

ydyP{S(y) < y — x} = dy{e - x шG(x, y)}. 

Таким образом, функция U(x, y) = e - x uG(x, y) имеет ПЛС e - x^ ( s ), что заверша-
ет доказательство. 

Замечание 1. Если случайный процесс {S(u) : 0 < u < то} имеет плотность, 
то (см. [1], стр. 51) 

U ( ) [y xdP{S(u) < u — x} 
U (x,y)= j, du. 

/ о u dx 

3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

Пусть 

'(t) = -(Y-1)(t) =  1  1  

J 2 ( ) tY-1 M(Y- 1)(t) ' 
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где M(y ^ (t) ֊ обратная к tY  1 /L(t) функция. Тогда (см.[3] 

1/(7 ֊1) 
Л Б) 

При р I 1 для величин порядка 

(Р/Б) 

L (7-1) 
Б 

— ) при pi I 1. p 

1 / ( 7 - 1 ) L(7-1) (Б/Р) 

также используем обозначение ш ~ ( р / Б ) 1 / ( 7 - 1 ) Լջ 7 - 1 ) (Б/р), предполагая, что 
р/Б ^ ^ и p1 I 1. 

Пусть функции V(s) и A(s) ֊ единиственные решения уравнений zY — z = ей 
zY + z = s (s > 0^, с условиями V(0) = 1 и А(0) = 0 (см., например, [4]), тогда 
имеет место следующий результат из [4]. 

Л е м м а 1. Если а(р) 0 при условии (3), то 

ш(а(р) s) ^ fj(p)A(s)Lo, р1 ̂  1, 

где 

в(р) = 

а БР )  

Р 
Р ) 

БJ 

1/(7-1) 

1/(7-1) 

а{р) 
Б 

1/7 

а (р )  =  o (Рш ) ,  р1 i 1, 

а (р )  =  o (Рш ) ,  Р1 I 1, 

а (р )  ~ o(pш), Р1II1, 

рш = o ( a (Р ) ) ,  р1 I i 1, 

1, a (p )  =  o (Рш ) ,  Р1 i 1, 
^ а (Р )  =  o (Рш ) ,  Р1 I 1, 
V(s), а (Р )  ~ рш, Р1 i 1, 
A(s), а (Р )  ~ рш, Р1 I 1, 
S 1 /Y, рш = o ( a ( p ) ) ,  Р1 I I 1, 

Lo 

L (7-1) 

L (7-1) 
р  

Г ( 7 ) I  Б 

Լ շ  [ 0 ( р ) 

а (р ) =  o (Рш ) , р1 i  1 ,  

а (р ) =  o (Рш ) , р1  1  1,  

а (р ) ~ Рш) , Р1 U  1 ,  

Рш =  o (a (p ) ) , Р1 I 1 Լ 

Из формулы (2) и леммы 1 следует, что 

ш ~ 2 

1 
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Теорема 2. Пусть выполнено условие (3) и $(р) ^ 0 щи р1 ^ 1, тогда предел 

lim P{d(p)r < x} = 1 — e ֊ x , x > 0, 
Рг[1 

существует в том и только том случае, когда 

т ( B ( B ) ~ ш. 

Пусть а(р) ^ 0 при р ^ 0 и в(р) определено как в лемме 1. При согласованной 
сходимости ta(p) ^ т, 0 < т < то верно следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть выполнено условие (3). Если $(р) ~ e(p)L0  пРи Р ^ 0 и 
t ^ то так что ta(p) ^ т, 0 < т < то. то существует предел 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1 — ( dvU0(x, v), x > 0, 
( p , t ) Jo 

где через (р, t) обозначена nара р ^ 0 t ^ то и 

0 

В остальных случаях 

/ e֊ s vdvUo(x, v) = e ֊ s A ( s ) , s > 0. 
0 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1, x> 0, 
(p,t) 

где 0(p) = а(в(р)Ьо)и в(р)Ьо = o(0(p)). 

Доказательство: Из теоремы 1 имеем 
(10) 

PWp)r(t)<x} = P { r ( t ) < } = \ 1  — Jx  d y U { W ) , y l  0 < x < ^ 
* ' x 

x > td(p), 

(11) / e ֊ s y dy U (x,y)= e ֊ x w ( s ՝ )  

0 

y= 
v/a(p), получаем 

{1 —[ Ո d v 0 < x < Щр), 
J x \ # ( р ) а(р) J -  yHh  

1, x > Ы(р), 
и 

По лемме 1, ш(a(p)s) ~ քՅ(բ)ձ(տ)ն0 щ и р1 ^ 1. Следовательно, по обобщенной 
теореме непрерывности (см. [5], стр. 488), из (12) заключаем, что невырожденный 
предел 
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( x V 
U0(x, V) = lim U 

P^o \д(р) a(p) 

существует тогда и только тогда, когда $(р) ~ в(р)L0. Остальные случаи $(р) = 
o(e(p)L0) и e(p)L0 = o($(p)) являются вырожденными, т.е. в этих случаях 

lim P{&(p)r(t) < x}, x > 0. 
( p , t )  

Переходя к пределу в формуле (12), получим 

/ e - s v dv U0(x,v )= e - x A ( s ). 
0 

Так как ш(s) = s + A(1 — ф(ш(s))) > s, то при $(р) ~ (3(p)L0 получаем, что для 
произвольного s, когда р < р0, справедливо соотношение 

a (p ) s  a (p ) s .  ш ( a (Р ) s ) Բ ( p ) L 0 A ( s ) л( ) !՝֊> < !՝֊> = A( s ) 
0(р) p(p)L0~ e(p)L0 e(p)L0 { ' 

Таким образом, 

a(p) ^ A(s) < 
( 1 3 ) Щ й <—  p< p 0. 

s 

a(p) a(p) 
( 1 4 ) m ~ J p k ^ 0 п р и p ^ 0 , 

Поскольку ta(p) ^ т (0 < т < ж), то, учитывая (14), получаем 

(15) lim P{&(p)r(t) < x} = 1 — [ dvU0(x, v), 
(P,t) J0 

При этом, так как x < t-d(p) = ta(p) OP —j) ж, то это соотношение верно для 
x > 0 

Замечание 2. При фиксированном t и произвольном $(р) таком, что $(р) ^ 0 
при р ^ 0 верно соотношение 

lim P{&(p)r(t) < x} = 1, x > 0. 
p^0 

Abstract . The paper considers the risks of the insurance companies that conduct 
purely rent operations. The asymptotic of certain distribution functions are found in 
the case of a heavy traffic and regular tail variation of the premium distribution 
function. 
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А Н Н О Т А Ц И Я . Рассматривается класс матриц-функций определенных на не-
котором контуре комплексной плоскости и допускающих мероморфное про-
должение во внутреннюю либо внешнюю области контура. Данный класс 
матриц-функций, вообще говоря, не обладает стандартной факторизацией 
Винера-Хопфа. В работе для указанных классов матриц-функций исследу-
ется задача индексной факторизации, близкой по своим свойствам к факто-
ризации Винера-Хопфа. Найдены критерии индексной факторизации и точ-
ные формулы для частных индексов. Предлагается конструктивный метод, 
сводящий задачу факторизации к решению конечного числа явно записыва-
емых систем линейных алгебраических уравнений. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В теории краевых задач для аналитических функций и в теории операто-
ров теплицева типа возникает необходимость представления матрицы-функции 
G порядка n х n, определенной на некотором замкнутом контуре Г комплексной 
плоскости C, в виде 

(1.1) G(t) = G-(t)A(t)G-1(t), t е Г, 

где A(t) = diag [tK l,..., tKn] (кi е Z, i = 1 n ) , а матрицы-функции G±} явля-
ются граничными значениями матриц-функций, аналитических соответственно 
во внутренней Ո+ ( э 0) и во внешней Ո - ( э ж ) областях контура Г Числа Ki 

(i = 1 , . . . , n) называются частными индексами G. Предполагается, что G± обла-
дают дополнительными граничными свойствами обеспечивающими, в частности, 
однозначность частных индексов. 

Среди факторизаций типа (1.1), наиболее хорошо исследована факториза-
ция, известная в литературе под названием Винера-Хопфа (точное определение 
см. ниже). В настоящее время критерии существования факторизации Винера-
Х о п ф а известны для широких классов матриц-функций (см. например, [1]-[4]). 
Несмотря на это, конструктивная теория факторизации Винера-Хопфа (в случае 
n > 1 ) построена для весьма узких классов матриц-функций. Наиболее полное 
исследование в этом плане проведено для аналитических (и близких к ним по 
структуре мероморфных) матриц-функций. 
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Необходимые и достаточные условия факторизуемости матриц-функций, пре-
дставляющихся в виде суммы матрицы-функции из класса Смирнова и рацио-
нальной матрицы-функции с полюсами вне контура, получены И.М. Спитков-
ским (см. [5] и [4]). Им ж е предложена рекурсивная процедура построения фак-
торизации. Общий подход построения факторизации аналитических оператор-
функций предложен в [6] и основан на теории минимальной факторизации ана-
литических оператор-функций, развитой авторами этой работы. Явная фактори-
зация для различных классов мероморфных матриц-функций построена в рабо-
тах [7, 8, 9]. Несмотря на различие методов, результаты всех этих работ форму-
лируются в терминах степенных моментов (относительно контура Г) матрицы-
функции, обратной к факторизуемой. 

В работах [10,11] рассматривается факторизация более общего характера, чем 
(1.1) и изучается ее связь с векторной задачей Римана. 

В работе [13] (см. также [12]) вводится понятие индексной факторизации, поз-
воляющей з а счет ослабления требований на граничные значения G-1, суще-
ственно расширить класс матриц-функций, допускающих представление (1.1). 

G 
ее индексная факторизация существует и одновременно является факторизацией 
Винера-Хопфа. 

Настоящая работа посвящена исследованию индексной факторизации меро-
морфных матриц-функций. 

2. П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е С В Е Д Е Н И Я И Р Е З У Л Ь Т А Т Ы 

2 .1 . Пусть Q j (j = 0 , 1 , . . . , m) односвязные ограниченные области комплекс-
ной плоскости С такие, что Q j С Q 0 , Q j Ո Q i = 0 ( i , j = 1,... ,m), а границы 
Г = дQj ( j = 0 , . . . , m) являются замкнутыми жордановыми спрямляемыми 
кривыми. Предполагается, что контур Г = U j = 0 Г ՛ opиынтирован таким обра-
зом, что при его обходе, внутренняя область Q + = Q 0 \ U j = 1 Q j остается слева, 

а внешняя область Q - = С \ Q + ֊ справа. 
Пусть E± (0 < p < <х) ֊ классы Смирнова областей Q ± (по поводу опреде-

лений, см. [14]-[16], а т а к т а [4]), E  - ֊ класс фупкций из E - , исчезающих па 

бесконечности, a L± ( լ ՜ j - множество функций из Lp ( = ЬР(Г)), совпадающих 

почти всюду на Г с угловыми предельными значениями некоторой функции из 

E± ^ E - Н и ж е через R будем обозначать множество рациональных функций, 

а через R0 - множество рациональных функций с полюсами вне контура Г. Мно-

жество мероморфных в Q + ( Q - ) функций <ք, для каждой из которых существует 

ненулевой многочлен q+ (существуют ненулевой многочлен զ ֊ и целое число к 

(к > 0)) такой (такие), что q+G ( L + ) ( է ՜ հ ( q ֊ ^ ) ( t ) GLбудем обозначать 

через M+ (M՜). Мы также будем пользоваться следующими обозначениями: 

Lp : = L+ + L -, м± := L± + R0, L± = Ա L±, M± = Ա M±. 
>0 >0 
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Скажем, что Г е S, если все области Qj, C\ Qj j =0,..., m) являются смирнов-
скими (относительно определения смирновской области и достаточных условий 
для Г е S см. [14j-[18j, а также [4]). 

Ниже пространство вектор-столбцов порядка n (матриц порядка n х n) с эле-
ментами из линейного пространства X обозначается через X n и ( X п х п ) , Вместо 
часто встречающихся слов матриц-функция и вектор-функция используются со-
кращения м.-ф. и в.-ф. соответственно. 

Под правой факторизацией Винера-Хопфа в пространстве Lp (1 < p < ж) 
относительно контура Г (далее WH(r,р)-факторизация) м.-ф. G мы понимаем 
(см. [4]) представление (1.1), где 

G± е (L±)n, G± е (L±)n, q = p/(p - 1), 
A(t) = diag [ t K l t K n ] , t е Г, к1 < к 2 < • • • < кп, Ki е Z, i = 1, .. .,n. 

Числа к . . . , к п называются правыми частными индексами матриц-функции G 
WH( r, p) G 

2.2 . В работе [13] введены понятия ( r+ ,p ) ֊ частных индексов и (r+ ,р) - индекс-
ной факторизации м.-ф. G (далее I(r+,p)^aKTopH3a4HH (1 < p < ж ) ) . Приведем 
определения этих понятий и некоторые факты, необходимые в дальнейшем. 

Пусть м.-ф. G порядка n х n, элементы которой почти всюду на контуре Г 
принимают конечные комплексные значения. Через D+(G) (1 < p < ж) обозна-
чим пространство всех в.-ф. е ( L + ) п таких, что G^+ е С՜^ а ч е Р е з Dp-(G) ֊ 
пространство всех в.-ф. е (L -)п, для которых существует ф е С^ такое, что 

= G^>. 
о о 

Оператор, проектирующий Lp на L + или на L - (1 < p < ж ) параллельно L -

или L+ соответственно обозначим через P+ или P— Действие проекторов P± на 
в.-ф. и м.-ф. понимается покомпонентно. 

Пусть Tp(G) ֊ оператор Теплица (1 < p < ж) с областью определения V+(G), 
действующий по формуле 

Tp(G)<p+ = P+(Gv+), ra (а е C), 

и т — (а е C \ { 0 } ) ֊ операторы сдвига, действующие на функцию f е (соответ-
ственно в.-ф. и м.-ф.) по формулам 

(Taf )(t) = (t - a)f (t), T- = - ( a ) - 1 TaT-1 ( T - = (то) - 1). 

Обозначим через Npj (G) (j е Z) ядра опрвра/тора Tp |̂ To jGj. Следуя [12], под-
пространство 

Npj (G)= Np,j (G) + ToNpj (G) 
будем называть (p,j)+-наследственным подпространством, а его произвольное 
прямое дополнение Mp,j (G) в Np,j+1 ֊ (p,j)+-индексным подпространством м . ֊ 

G 
Vp(G,j) = dim Mp,j (G). 

В [12] доказывается, что 

n ( G ) V p ( G , j ) < n . 
jez 
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В случае n(G) = n будем говорить, что м.-ф. G допускает конечную (r+ , p ) ֊ 
индексацию. 

Пусть 

{n1,...,ns} = { j ; Vp(G,j) > 0 } , Ո1 <Ո2 < ••• <Ոտ (s е N) 

и nj = np(G, r / j ) . Числа к1 = • • • = кП1 = щ и 

кП1 + 1 = • • • =  кП1+П2 = V2, . . .,  Kni+n2 + ՝՝՝ns — i + 1 = • • • =  Kn(G) = Vs 

будем называть (r+, p) ֊4acTHbiMH индексам и м.-ф. G. Для каждой точки z е Q + 
рассмотрим также подпространства 

Npj(G; z) = {V(z) : ф е Npj(G)} и Mpj(G; z) = { ф ) : ф е Mpj(G)} . 

В работе [12] доказано, что число dim Np,j(G; z) одновременно для всех j < 
Ո1 и почти для всех z е Q+ является постоянной, которую обозначим через 
Vp(G; - ж ) , . Там ж е (см. также [13]) доказывается, что число d i m N p , j ( G ; z) рав-
но np(G; -ж) + n(G) одновременно для всех j > ns и почти для всех z е Q + и, 
что dim Np,j(G; z) не превышает vp(G; -ж) + n(G) z Определим 

Vp(G; + ж ) : = n - n(G) - pp(G; -ж). 

Отсюда в частности следуют следующие утверждения, необходимые нам в даль-
нейшем (см. также [12], [13]). 

I. np(G; -ж) = 0 тогда и только тогда, когда существует j е Z такое, 
что dim Np,j (G) = 0. 

II. np(G; + ж ) = 0 тогда и только тогда, когда существуют j е Z и z е Q+ 
такие, что dim Np,j (G,z) = n. 

В работе [13] доказано, что если vp(G, -ж) = 0, то 

dim Npk(G) = J2(k - j) V p j , G ) , k е Z. 
j<k 

Отсюда, пользуясь стандартными рассуждениями (см., например, [9]), н етрудно 
убедиться в справедливости следующего утверждения. 

III. Пусть np(G, -ж) = 0, а по и Ոտ+1 ՜ произвольные целые числа, удовле-
творяющие условиям по < Пь Ոտ+1 > Ոտ> Ո0 < Ոտ+1- Тогда для любых 
i = 1, 2,..., n(G) (r+,p)-частные индексы м.-ф G удовлетворяют равен-
ствам 

(2 .1) Ki = по + card{j : d i m Np,j (G) - d i m Np,j-1(G) < i, j = по + 1,.. .,%+1}. 

G ( r+ , p) 
G допускает представление (1.1), а ф а к т о р ы G± и Л удовлетворяют условиям: 

а) G± е (L±)nxn, _ 

б) для любых z е Q + и V е Cn, V = 0, в .-ф T - 1 G + V не принадлежит 
V+(G), 

в) для любых z е Q - и V е Cn, V = 0, в.-ф. (т-) G-V не принадлежит 
V - ( G ) , 

г) Л(t) = diag [tK l,... ,tKn ], где к1 < • • • < Kn ֊ целые числа. 
Справедливы следующие утверждения (см. [12] и [13]. 
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IV. Пусть м.-ф. G допускает конечную (r +, p)-индексацию, {щ,... ,ոտ} = 
{ j , j p ( G , j ) > 0 } (s G N), a k1 < ••• < кп ֊ ( r + , p ) ֊ частные индек-
сы G. Тогда м.-ф. G допускает I(r+,p) факторизацию. Кроме того, ес-
ли Mp,Vk (G) (к = 1,..., s) некоторые (p,nk)+-индексные подпростран-
ства м.-ф. G, а столбцы м.-ф. G+ являются базисом пространства 

Mp,m (G) + ••• + Mp, ns  (G )>  т о представление 

G = G'_A (G+)՜1, где Л = diag [tK l,... ,tKn] и G'_ = GG+A_ 1, 

является I(r + ,p)-факторизацией м.-ф. G. 
V. Пусть jp(G, - < ) = 0 и представление G = G_AG՜1 является I(r+,p)-

факторизацией м.-ф. G с A(t) = diag [tK l,... ,tKn]. Тогда м.-ф. G допуска-
ет конечную (r+,p)-индексацию с (r+,p) частными индексами равными 
К1,..., кп. Если 

{Ո1,...,Ոտ } =  { j , J p ( G , j ) > 0 }  ( s  G  N ) ,  nj = j p ( G , n j )  ( j =  1 , . . . , s ) , 

G + 1 , . . . , G+ni, G + 1 , . . . , G+n2,..., G + 1 , . . . , G+ris столбцы матриц-функции 
G+, mo span {G+1,..., G + } (к = 1,..., s) является (p, пк)+ -индексным 

G 
VI. Если м.-ф. G обладает тем свойством, что из условий ф G С^ и G^> = 0 

следует, что ф = 0, то условие в) I(r+,p)-факторизации выполняется 
и для z G Г . 

2 .3 . М.-ф. B, мероморфную в области Q + и имеющую почти всюду на Г угловые 
граничные значения, назовем ^допустимой в Q + (1 < p < <) , если существует 
ненулевой многочлен g такой, что из условия ф+ G D+(B) следует дВф+ G ( L + ) • 
Обозначим множество ^допустимых в Q + м.-ф. через MFp(Q+). Обозначим че-
рез Fp(Q+) подмножество MFp(Q+), состоящее из аналитических в Q + м.-ф.. 
Нетрудно заметить, что если B G Fp(Q+), то из уеловия ф+ G D+(B) следует, 
что Вф+ G ( L + ) п . Заметим также, что для того, чтобы м.-ф. B G MFp(Q+) 
достаточно выполнение одного из следующих двух условий (см. теоремы 1.11 и 
1.25 из [4]): 

—- \ пхп 
1) В G ( M + J , q = p/(p - 1), 

2) Г GSrn BG (M + )пхп. 
о 

Для м.-ф. G, определенной на контуре Г через D _(G) (1 < p < < ) обозначим 

пространство всех в.-ф. ф_ G ^ L _ j таких, что Gф_ G С?- Тогда м.-ф. G, меро-
Q _ Г 

ния, назовем p-допустимой в Q _ , если существуют ненулевой многочлен д и чиюло 
о ֊к  и о ֊ \ п  

к G Z (к > 0), такие, что из условия ф_ GD_(G) следует, что т 0 gGф_ G [L_ ) • 

Обозначим множество p-допустимых в Q _ м.-ф. через M.Fp(Q_). Подмножество 
MFp(Q_), состоящее из аналитических м.-ф. ю Q _ обозначим через Fp(Q_). Ес-

о (о \ п  

ли G G Fp(Q_) и ф_ GD_(G), то Gф_ G [L_) • Заметим также, что для того, 
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чтобы G е MFp(Q ) достаточно выполнение одного из следующих двух условий 
(см. теоремы 1.11 и 1.25 из [4]). 

/, \ ихи 
1) G е (M-) ,q = p/(p - 1), 

2) г е «Տ и G е (M-)ихи. 

Нетрудно видеть, что из условий g е R и G е MFp(n±) следует, что gG е 
. G, мероморфную в области г 

угловые граничные значения, назовем регулярной в тел и det G тождественно 
не равен нулю в 

Пусть B(A) регулярная м.-ф. в (П՜). Ганкелевы операторы H+(B - 1) и 

H -(A - 1) с областью определения D+(B - 1) D -(A - 1) соответственно определим 
по формулам: 

H+(B - 1)V = P-(B - 1v), H -(A - 1)v = P+(A՜1^). 

Пусть 

Js = \ Укzk; Ук е Cu,z е c j , s е N, 

1к=о J 

Js = ^ У к z к ; Ук е cu,z е c j , - s е N, 

а изоморфизмы Փտ : C u ' s ' ^ J s определены по формулам: s 1 

*sy = յ շ Ук zк, 
к=о 

где У = У , . . . , У ՜ ] T , Ук е Cu (k = 0,...,s - s е N , 

-1 

Գտց = ^ УКzК, 

где У = [У՜ 1,..., УТ]Т, Ук е Cu (k = s,..., -1), -s е N. 
В данной работе исследуется задача I(r+,р)-факторизации м.-ф. из класса 

MFp(П+) и м.-ф., обратные к которым принадлежат MFp(П՜) (1 < р < ж). 
Справедливы следующие утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть B е ТР(П+) регулярная м,-ф в П+. Тогдa Nps(B) = { 0 } 

при s < 0 и Nps(B) = B - 1ker(H+(B - 1)\j ) при s > 0. 

Доказательство. Пусть е Nps(B). С помощью стандартных рассуждений 
Н GT р УДНО убедиться, что = 0 щ и s < 0 и е J s при s > 0. Поскольку 
H+(B - 1)B^+ = 0 ТО Nps(B) С B - 1ker ( H + ( B - 1 ) \ ^ (s > 0). 

Пусть е ker^H+(B - 1)\Js) (s > 0), т.е. е Js и ф+ = B - 1p+ е (L+)п. 

Очевидно, что ф+ е D+(B) и Tp (r- sB) ф+ = P+ (T- s¥>+) = 0. 
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П р е д л о ж е н и е 2. Пусть A G (L_)ПХП и A_1 G MF1(Q_). Тогда 

NP J (A)= j  ԽՀԱ+ П Ա j A ֊i) , 
где j_ = 2(j — \ j\), j+ = 2(j + | j | ) (j G Z) и կ ֊ единичная матрица порядка 
n n 

п 
Доказательство. Пусть ф+ G Npj(A). Тогда сущестувует ф_ G ( L _ j такой, что 

T_ jAф+ = ф_,и.е. TQ A_1ф_ = T_ j ф+ G ( L + ) п . Отсюда 

т0_Г ф+ = P+ (TQ  + A_1 ф_) = Н_ Ա+A_1) ф_ 

С другой стороны, 

H+ Ы՜ կ ) TQ_  j ф+) =0. 

Докажем обратное. Пусть 

ф + G к е м  Hp l T0 V G ке^Н+ ( т - j ՜ п 
I m H - т0 + А - 1 

'о 

п о ( ՜+ -i \ (о \' -+ 
Тогда существуют ф_ G D_ (тQj A_1 j и ф_ G [L_ j такие, что TQ A_1 ф_ = 

ф+ + ф_. Поскольку A_1 G MF1(Q_), то существует многочлен g такой, что 
gф+ = gT^ A_  1ф_ — gф_ G ( L + ) п Ո {M_Y\ где полюсы в,-ф. gф+ находятся в 
бесконечности, т.е. gф+ является векторным многочленом и, следовательно, ф+ G 

RQ^. Поскольку ф+ G Щ, A G (L_ )П П , а правая часть равенства т0 J Aф+ = 

ф_ — т_ J Aф_ аналитична в Q _ и равна нулю в бесконечно удаленной точке, т0 
-+ / О \ п п 

то t_ J Aф+ G [L_ j • С другой стороны, tQ ф+ G (L+) и At' ф+ G Сп, т.е. 

tQ ф+ G D+(A). Отсюда 

Tp ( V j A j ф + = P+ (т_j+Aф+) = 0. 

L1 введем следующее обозначение: 1 f ) k = П 11_k_1 f (t)dt, к G Z. 

Пусть B  1 G Mp)пХп и P_ (B ^ = 0 М.-ф. P_ (B 1 ) допускает представление 
в виде 

P_ (B _ ^ = Pr Q_1 = Q_  1Pe, 
где Qr и Qe - матричные полиномы с старшими коэффициентами равными 
единичной матрице ! п , a Pr и Pe - матричные полиномы удовлетворяющие 
условиям deg Pr < deg Qr = vr и deg Pe < deg Qe = ve. Очевидно что та-
кого типа представления неоднозначны. Наименьшие числа vr и ve, при ко-
торых возможны такие представления, будем обозначать соответственно через 
vr(B_^ и ve{B_1). Заметим также, что возможность представлений P_ (3_^ = 
Pr Q__ 1 и P_ (B_ ^ = Q__  1Pe соответственно эквивалентна существованию матриц 
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, Q ^ ֊ ! € C n x n и Q0£) , . . Q V J - i € C n x n , удовлетворяющих соотношени-

r ֊ 1 

(2.2) {B - 1)-(vr+m) + J 2 (B - 1}-(m+k)Qk = 0, m € N, 
k=0 

(2.3) 
VI-1 

(B - 1)-{ve+m) Q^ {B - 1)-(m+k) =0, m € N. 
k=0 

-14 В случае, когда P- (B ^ = 0, будем считать, что щ(В 1 ) = vr(B 1 ) = 0. 

Для В - 1 € (M+)nxn через H+ (s € N) будем обозначать ганкелеву матрицу: 

Н + = s 

{В - 1)-1 

{В - 1)-2 

{В - 1)-2 

{ В - 1 ) - з 
. {В - 1)-, 
• { В - 1 ) - , - 1 

{ В  1 )-ve(B - 1) { В  1 )-ve (B - i)-1 ••• { В  1)-vt(B - l)-s + 1 

Пусть h+ = rangH+ при s > 0 и h+ = 0 . Учитывая (2.2), нетрудно заметить, что 
h+ = hvr(B-i) при s > Vr(В - 1). 

Пусть A - 1 € (M-)nxn и P+ ( A - 1 ) = 0. М.-ф. P+ ( A - 1 ) допускает пред-
ставление в виде P+ (A - 1) = Vr Q-1 = Q-1Vi, оде Qr, Q^, Pr и Vi - мат-
ричные полиномы удовлетворяющие условиям Qr (0) = Qi(0) = In, deg Vr < 
deg Qr < vr и deg Vi < deg Qi < vg. Наименьшие числа vr, v£, для котором воз-
можны соответствующие представления, будем обозначать соответственно че-
рез vr(A-1), vi(A - 1). Аналогичным образом, возможность таких представле-
ний для P+ (A - 1) эквивалентна существованию матриц Q^ •••,QVr՝> € C n x n и 
Q^ ..., QqV} € C n x n , удовлетворяющих соотношениям 

(2.4) 

(2.5) 

{A - 1)vr+m + J2{A - 1)vr +m-kQk =0, m € N 
k=1 

{A - 1)ve+m + J2 Qr{A - 1)ve+m-k =0, m € N. 
k=1 

В случае, когда P+(A ^ = 0, считаем, что vr(A 1 ) = ve(A 1 ) = 0. 
В [19] доказано, что если A - 1 € MF1(H -) Ո (M-)nxn, то 

ImH - [ r j A - 1 ) = H - ( r j A - 1  

Отсюда, очевидным образом, следует что 

' - ( v r ( A - i ) + j ) 

j € Z, j > 0. 

Im H - ( r j A - 1) = Iml H - ( r j A - 1  

' - ( v r ( A - i ) + j ) 

j € Z, j > 0. 

V 
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Пусть A_1 G Ml )Ո X Ո•^ o гR a• ч е Р е з ( — s G N) будем обозначать ганкелеву 
матрицу: 

տ 

A _ 1)1 (A _  1)2 ... (A _ V (А-1) 
(A _  1)շ (A _ % . . . (A _ V (A-i)+1 

(A _ 1) _ S (A _ 1) _ s + 1 . . . (A _ 1) _ s+Vr (A-1) _1. 

Числа h_ (s G Z, s < 0) и пространство Fj ( j < 0) определим следующим 
образом: h_ = rang H_ при s < 0 и h_ = 0, Fj = ker H_ при j < 0 и F0 = 

- i 

j ) ' 
что числа h+, h_ зависят от матриц В р A  1 и контура интегрирования. Эти 
числа будем обозначать через h+ ( Г , В _ ^ и h_ (Г, A _ 1 ) соответственно. 

Спиг (А Р Из (2.5) следует, что h_ = h_Ve(A-1y когда s < —ve(A 1 ) . Очевидно, 

3. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц - Ф У Н К Ц И И 
М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х В О В Н У Т Р Е Н Н Е Й 

О Б Л А С Т И К О Н Т У Р А 

I( r+ , p) 
MFp(Q+). 

П р е д л о ж е н и е 3. Если B G MFp(Q.+ ) допускает I(r+,p)-факторизацию, то 
det B^1 имеет конечное число нулей в Զ + . 

Доказательство. Пусть представление B = B_AB_1 является I(r+,p) ֊ фактори-
зацией м.-ф. B. Поскольку det B± = 0 в , то из теоремы единственности следу-
ет, что det B отличен от нуля почти всюду на Г. Из B G MFp(Q+) и B+ek G D+(B) 
(к = 1,... ,n), где ek = [ 0 , . . . , 1,..., 0 ] т (к = 1 , . . . , n) ֊ базисные векторы в С п , 
следует, что существует ненулевой полином g такой, что gBB+ G (L+)пхп, В,-
ф. gB_Л принадлежит ( M p ՜ ) n х n и может иметь полюс лишь в бесконечности. 

Поэтому из равенства gBB+ = gB_Л следует, что gBB+ G (L+)пхп Ո (M_՝)пхп. 
gBB+ 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть B ֊ регулярная м.-ф. в Ո+. Тогда 

1) Если B G MFp(Q+) (1 < p < < ) , то jp(B, —<) = 0, 
ր—- \ пхп 

2) Если B_1 G Ш+) , mo jp(B, +<) = 0. 

Доказательство: Пусть ф+ G D+ (B). Поскольку м,-ф. B из MFp(Q+), то суще-
ствует ненулевой многочлен g такой, что gBф+ G ( L + ) п . Пусть If j < —degg. 

Если ф+ G N p j ( B ) , то существует ф_ G ^ L _ j такое, что gBф+ = TQgф_. Отсю-
да следует, что gBф+ = 0, и получим ф+ = 0 в силу регулярное!и м.-ф B. Таким 
образом, Np,j(B) = { 0 } , и 1) следует из утверждения I. 

ր—- \ пхп 
Пусть B_1 G ( M + ) , тогда существует ненулевой полином q такой, что 

qB_1 G (L+)пхп, Заметим, что qB_1 ek G D+(B) (к = 1,... ,n). Если j > degq, то 

из равенства т_3BB_1qek = т_3qek (к = 1,..., n) следует, что B_  1qek G Np,j(B). 
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В свою очередь из регулярности B следует существование точки z е Ո+ такой, 
что dim Np,j (B,z) = n. Таким образом, утверждение 2) следует из II. 

Т е о р е м а 1. Пусть B е MFp(Q.+ ), 1 < р < <ж. Для того, чтобы B допускала 

I(r+,p)-факторизацию, необходимо и достаточно, чтобы B_1 е (^Mp 

Доказатльтво: Пусть B допускает I(^^-факторизацию, тогда B = B_AB_ 1, 
где B_ е (L -)nXnH B+ е (L+)nXn, A(t) = diag [tK l, • • • ] ( K i е Z,l = 1 , . . . , n ) . 
Тогда очевидно, что B регулярная м.-ф. в Ո+. Поскольку существует ненуле-
вой многочлен g такой, что gBB+ = gB_A е ( L + ) n  n, то отсюда следует, что 

1 ր—- ( nxn 
B- е ЙПХП- Из нредставления B_1 = B+ ( B - A ) ՜ следует, что B _ 1 е ( M + J 

Обратное утверждение следует из предложения 4 и утверждения IV. 

Следствие 1. Если B е M.Fp(Q.+), B_1 е ( M + ) n x n и представление B _ A B _ 1 

является I(r+,p)- факторизацией м.-ф. B, то d e t B _ ( z ) = 0 для z е Г . 

Доказательство: Пусть существует z 0 е Г такое, что d e t B _ ( z 0 ) = 0. Поскольку 
м.-ф. B _ ( z ) - рациональная м.-ф., то существуют ненулевой вектор V е Cn и 

рациональная в.-ф. ф_ ( լ такие, что в достаточно малой окрестности точки 

z0 имеет место представление B_(z)V = (z — z0)^>_(z). Отсюда (т__0)  1 B_1B_V = 

B_1(—z0)r0^_ е (Lp)n, т.е. ( т ՜ )  1 B_V е D_(B), что в силу VI противоречит 

условию в) I(r+,р)-факторизации. 

3 .2 . Приведем теперь явные формулы для (r+,р)-частных индексов м.-ф. B е 
MFp(H+) в случае, когда B_1 е ( M + ) n x n _ 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть B_1 е ( M + ) n x n , s е N и vr(B_1) > 0. Тогда в.-ф. 

<принадлежит, ker (B_1) | J j тогда и только тогда, когда вектор 

принадлежит KerH+. В частности, справедливы равенства 

(3.1) dim ker^H+ ( B _ 1 0 | J ) = ns — h+ • 

Доказательство: Пусть < е Js- Поскольку H+(B_1)< = H + (P_B_ 1) <р, то для 
достаточно больших \z\ имеет место разложение 

_1 տ_1 

(3.2) H+(B_1)< (z)= յ շ z-յշ(B_1)m_kOk• 
т=_ж k=0 

Нетрудно видеть, ЧУО если < е J s , то B_1< е ( M + ) n x n _ Учитывая (3.2), по-

лучим, что < е ker (yH+ ( B _ 1 ) | J j тогда и только тогда, когда вектор = 

\[<p)T, • • • {<)!) ֊1]  T удовлетворяет бесконечной системе уравнений: 

տ_1 
(3.3) J2(B_ 1)m_k <)k = 0 , m = —1, —2 • • • 

k=0 
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Поскольку существуют матрицы կք՝1 е C n x n (i = 0 , 1 , . . . , Vi(B - р — 1), удовле-
творяющие (2.3), то для выполнения (3.3) необходимо и достаточно, чтобы вектор 
Ф - принадлежал Ker H+. Формула (3.1) следует из очевидного равенства: 

dim J dim Ker^H+ (B - ^ J ) = dim KerH+. 

Т е о р е м а 2. Пусть B е Fp(Q.+) и B - 1 е (M+) . Тогда (r+,p) -частные ин-
B 

Ki = card{j | n + h+_i — h+ < i; j = 1, 2, .. ., v r ( B - , i = 1, .. . ,n, 

если vr (B -1) = 0 и к1 = • • • = Kn = 0, если vr(B -1) = 0. 

Доказательство: Если vr (B - ^ = 0, то доказательство очевидно. Если vr (B - ^ = 
0 

3 .3 . Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. B в случае, когда B е 
Fp(Q+) И B - 1 е М + Г п -

Обозначим через w^wl : Cn s ^ Cn ( s + 1 ) (s е N) следующие матричные опе-
раторы: 

/ I n 0 . . . 0 Հ 
0 In 0 

0 0 . . . I n 
\0 0 . . . 0 J 

0 0 
In 0 
0 In 

0 0 

Очевидно, что w lsKer H+ С Ker H++1 (i = 1, 2, s е N ) . 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть B е Fp(Q+), B - 1 е e.M+) 
Ker H+ и 6s, s е N ֊ некоторое прямое дополнение 

Vi 

0 
0 
0 

In 

(B - 1) > 0 8o = 

w1Ker H+ + wSKer H+ 

e Ker H++1. Тогда 

(3.4) Nps(B) = B -  1Փտ+1 (wlKer H+ + w2sKer Ա+) 

a Ms-1 : = B  1 Փ տ 9 s - 1 является (p, s — 1)+-индексным подпространством м.-ф. 
B, причем d i m M s - 1 = d i m 0 s - 1 (s е N). 

Доказательство: В силу предложения 1 и 5, Nps(B) = { 0 } при s < 0 и Nps(B) = 
B - 1 l$sKer H+ щ и s > 0. Равенство (3.4) следует из легко проверяемых равенств 

ՓտKer H+ = Фs+1wjKer H+ и ro^sKer H+ = y^^Ker H+. 

Поскольку NP}0(B) = 0, то очевидно, что M0 являет ся (p, 0)+-индексным подпро-
странством. 

Пусть f е Np, s(B) Ո Ms. Тогда существуют векторы y1,ys е Ker H+ и y е 0s 

такие, что 

f = B - 1*s+1w1y1 + B - 1ys+1w2sys = B - 14s+1y-

1 
s w w s s 

nn 
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Отсюда B ^ ^ (шIy1 + ш՝2У2 — y) = 0, следовательно, ш lsy1 = y, т.е. y = 0, 
поэтому f = 0. С другой стороны, 

Np,S+1(B)= B_1^s+1Ker H++1 

В_Ч s + 1 (u\Ker H+ + u2sKer H+) + 6S 

= B_14s+1UXaKer H+ + B_1^s+1^SKer H+ + B_1^s+16s 

= Np ss(B) + Ms. 

Таким образом, очевидно, dim Ms_1 = dim 6s_1, и доказательство завершено. 
Из утверждения IV и предложения 6 следует теорема. 

Т е о р е м а 3. Пусть B е Fp(Q+), B_1 е (M+ 0nXn, v£(B_1) > 0 и Ո1 < ••• < Vs 
пробегает все возможные значения к1 < ••• < Кп (r+,p) частных индексов 
м.-ф. B. Пусть {XVi,1: • • •, XVi,ni} ֊ базисы пространств 9Vi (I = 1, • • •, s) и 

Um,j = B_1^Vi+1XVi,j, I = 1, • • •, s, j = 1, • • • ,nj• 

Тогда, если 
B+ = [Uni,1, • • • ,  Uni,ni, U m ,1 • • • ,  Uns ,ns ] , 

Л = diag [tK l, •• •,tKn ] and B_ = BB+A_ 1  

то представление B = B_AB_ 1 является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. B. Если 
V£ (B_1) = 0, то представл ение B = In In ( B _ 1 ) 1 являет ся I (r+,p) - фактори-

B 

З а м е ч а н и е 1. Пусть B е MFp(Q.+) и B_1 е (M+)nxn_ Нетрудно заметить, 
что существует полином q с нулями в такой, что qB е F p (П+) и (qB)_1 е 
(M+)nxn. Теоремы 2 и 3 позволяют строить I(r+,p)-факторизацию м.-ф. qB. 
Если представление qB = В_АB_ является I(r+ ,p)-факторизацией м.-ф. qB, 
то легко видеть, что представление B = B_AB+ 1, где B_ = Tkq_1B_ (k = 
degq), A = T_k А и B+ = B+ являет ся I зацией м.-ф. B. В част-

ности, (r+,p)-частные индексы м.-ф. B в случае, когда vr (q_1B_1) > 0, могут 
быть найдены по формулам: 

Ki = —degq + card^j \ n + h+_1 (T,q_1B_1) — h+ (T,q_1B_1) < i, 

j = 1, 2, • • • ,vr (q_1B_1) j , i = 1,...,n. 

В случае vr ( q _ 1 B = 0 имеем к1 = • • • = Kn = —degq. 
у ( nx n 

Пусть теперь B е MFp (П+) и B_1 е [M+j . Тогда существует no-
( о q0 Г q0 B - 1 е 
( M + ) n x n . Поскольку q_1B е MFp (Q.+), mo I(r+,p)-факторизация м.-ф. q_1B 

B 
жет быть восстановлена по схеме, предложенной в [20]. 

( r+ , p) 
к = к1 + • • • + Кп м.-ф. B. 
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Т е о р е м а 4. Пусть 1 <p < ж, B е MFp(Q+) и B - 1 е ( M + ) n x n . Тогда (r+,p)-
суммарный индекс м.-ф. B равен разности количества нулей и полюсов функции 
det B в области Q+ с учетом их крат,ноет,ей. 

Доказательство: Обозначим 

£ = 2 - 1 min d(ri, Г ) и UE = {z е C; |z| < е} . i, j = 0, . . . ,m j =  i  

Пусть Qi}E (i = 0,..., m) - односвязные области комплексной плоскости с грани-
цей r i j £ = dQi,e, удовлетворяющие соотношениям: 

Qo,£ С Qo, Qo С Qo,e + Ue, Qi С Q£,i, С Qi + Ue, i = 1,...,m. 

Будем предполагать, что r i j £ являются замкнутыми жордановыми спрямляемы-
ми кривыми и контур Г е = U m=o Гj,e ориентирован таким обр азом, что при его 
обходе в положительном направлении внутренняя область Q+ = Qo,e \ Uj=1 Qj,e 
остается слева. 

Примеры таких областей могут быть построены с помощью функций, осу-
ществляющих конформное отображение областей Qo и C \ Qi (i = 1,...,m) 
на единичный круг. Заметим, что при этом r £ j i (i = 1,... ,m) могут быть вы-

£ > 0 B 
аналитична и обратима в некоторой области, содержащей множество Q+ \ Q+. 
Поскольку B± е M+ (Г е ) , то в силу теоремы 2.6 [4] м.-ф. B допускает WH(r,p)-
факторизацию на Г е . Пусть представление . B = B-kB—1 является этой фак-
торизацией и Л = diag [т^1 ]• В силу той ж е теоремы число к = к1 + 
• • • + Kn равно рданости между количеством нулей и полюсов det B в Q+. М.-ф. 
B+1 е Rn^n  

аналитичны в Qe = C \ Q+ и непрерывны на Г е . Следовательно, 
B±1 аналитичны в Q - и непрерывны на Г. М.-ф. B+ определим равенством: 
B+ = B - 1B-Л. Поскольку B+ совпадает на Q + с B+, то в силу своего опре-
деления B+ е (Ь+(Г))nxn и удовлетворяет условию б) определения I(r+ ,p)-
факторизации для z е Q+. Пусть z е Г и существует V е Cn, V = 0 такой, что 
T - 1B+V е (Ь+(Г))n. Поскольку BT-1B+V = т - 1B-ЛV и det(B-K)(z) = 0, то 
т -  1B-ЛV&Cn, и потому T - 1 B + V е D+ (B). Таким образом, м.-ф. B+ удовлетво-
ряет условию б) определения и для z е Г. Отсюда следует, что представление 
B = B-ЛB—1 являет ся I ( ^ ^ - ф а к т о р и з а ц и е й м.-ф. B на контуре Г. Доказа-det B 
жестве Q + \ Q + . 

4. Ф А К Т О Р И З А Ц И Я М А Т Р И Ц - Ф У Н К Ц И Й 
М Е Р О М О Р Ф Н Ы Х В О В Н Е Ш Н Е Й О Б Л А С Т И К О Н Т У Р А 

4 .1 . По аналогии с предложением 3 нетрудно убедиться в справедливости сле-
дящего предложения. 

П р е д л о ж е н и е 7. Если м.-ф. А допускает I ю и A - 1 е 
1 MFp(Q ), то det А^1 имеет конечное число нулей в Q 

Справедливы также утверждения 
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у  ( nx n 
П р е д л о ж е н и е 8. 1) Если A е \И_ ) , 1 < p < ж, то np(A, + ж ) = 0. 

2) Если A регулярная матриц-функция в О_ такая, что A_1 е MFp(Q_), 
то np(A, —ж) = 0. 

A е Mp-

_. уО  (nxn 
q и число i е Z (I > 0) такие, что т0 ՜1qA е f L_ I . Нетрудно заметить, что 

qek е D+(A) (k = 1,..., n). Бел и j > i, то из представления т_  j Aqek (k = 1 , n ) 
следует, что qek е Np,j (A) (k = 1,..., n). Очевидно, что существует z е О+ такое, 
что dim Np,j (A, z) = n. Таким образом утверждение 1) следует из II. 

Пусть A_1 е MFp(О_). Если <_ е'Р _ ( A _ т о существуют многочлен g и 

число k е Z (k > 0) такие, что т_kgA_ 1 < _ е ^ L _ j . Пусть j < —k и <+ е 
уО (  n j 

Np,j(A). Тогда существует f _ е ( L _ j такая, что т_  jA<+ = f _. Очевидно, что 

f _ еТО_(A_1). Поскольку g<+ = g A _  1 f _ я j < —k то g<+ е (b_) Ո (L+)n, 

т.е. <+ = 0. Таким образом, Np,j (A) = { 0 } (j < —k), и 2) следует из утверждения 
I. 

Т е о р е м а 5. Пуст,ъ A_1 е MFp(0_), 1 < p < ж. Для того, чтобы м.-ф. A до-
у ( nx n 

I( r+ , p) A е Mp 

Доказательство: Пусть представление A = A _ AA^ 1 являет ся I (r+,p) — факто-
ризацией м.-ф. A. Так как A_  1A_ = A + Л _ 1 е L r^xn, то в силу p-допустимости 
м.-ф. A_1 в О_ существуют многочлен g и число m е Z (m > 0) такие, что 

֊ 1 у О ֊ ( n x n _1 
т_  mgA  1A _ е I L_ j . И з равенства gA  1A _ Л = gA+ следует, ч то gA+ е 

Lp+  n x  n Ո Mp  n x  n gA+ 

у (  gA+ следует у ( nx n 
A е Mp 

Следствие 2. Если A 1 е MFp(0 ), A е ( И _ ) n N , представление A = A_ЛA+1  

является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. A, mo det A+(z) = 0, z е Г . 

Доказательство: проводится аналогично доказательству следствия 1. 

( r+ , p) A 
случае, когда A е (L_)NxN и A_1 е MF1(0_) Ո (M_)nxn. 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть A_1 е (И^О^ Ո MF՝1(Q_) u ve(A_1) > 0. Тогда 

d i m  k e r ( H + էօ ^ L H T C A - I , ) = h _ Щ ( А ~ 1 )  —  h_,  j <  0,  j  е  Z• 

nn 
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Доказательство: Пусть j < 0 и f G J-Vr(A-1)՛ Следуя [19j нетрудно убедиться, 
что при достаточно малых \z\ справедливо равенство: 

^ —1 

(.H -(A-1 ) f ) (z) = £ z^ ^ {A—1)m—k(f)k. 
m=0 k = — Vr(A - 1) 

Следовательно, 

H ( r j I n ) H—(A—1)f) (z) = J 2 zm+ j J2 (A—1)m—k f )k• 

m=0 k= — Vr (A - 1) 

Учитывая предложение 3, получим, что 

k e r ( H + ( r j ^ L H - A - I ) ) =  H ( A — 1 ) f ] * ֊ V r ( A - i ) f G  F } • 

Пусть Sj = — (A-i)Fj (j < 0). Поскольку 

Г— ( A ֊ 1 

\ S j , I m { HP (A—1) j = k e r { H + [ r j ^ LHP-{A-^) 

k e r ( H - (A—1)\S3 ) = k e r ( H - ( A — 1 ) \ j - r ( A - i j > 

TO 

(4.1) dim ker( H+ ( r j I n ) ) = dim Sj - d i m ker ( H— ( A - 1 ) \ ) 
V  - ^  0 ) ImH- (A - 1)) V  P K  n j - v r ( A - 1 ) ) 

Учитывая (см. [19]) 

(4.2) dim k e r [ H - ( A - ) = dim F_vt{A-1) 
\  - V r ( A 1 ) J 

а также dim Sj = dim Fj = nvr ( A - 1 ) — h—, получим 

dim ker | H+ l r j In 
\  P V j J Im H— (A-1) 

=  n vr ( A — 1 ) —  h—  — d i m  F—ve(A-1) =  h — V e ( A - 1 )  —  h— • 

В случае j = 0 доказательство предложения следует из (4.2). 

Т е о р е м а 6. Пуст,ъ A G (L—)nXn, 1 < p < <x и A - 1 G MF (Ո՜) Ո (M—)nXn. 
Тогда для ( A - 1 ) > 0 (r+,p)-частные индексы м.-ф. A могут быть определены 
по формулам: 

Ki = — Щ ( А - 1 ) +  c ard { j \ h--1 — h- < i , j = —ve(A-1) + 1, ..., 0 } 

(i = 1,..., n). Если Vi(A - 1) = 0, mo K1 = • • • = Kn = 0. 

Доказательство. Доказательство теоремы в случае vr ( A - 1 ) = v^(A-1) = 0, оче-
видно. Очевидно также, что A - 1 G MFP(H՜). Отсюда и из предложения 8 следу-
ет, что м.-ф. A допускает конечную (r+,р)-индексацию. Доказательство осталь-
ных утверждений теоремы следует из предложений 2, 9 и формулы (2.1). 
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4 .3 . Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. А при условиях A е 
•.UXU Л_1 _ / ъ r֊\nxn A 1 

р . { Ь - ) п х п Ё А -1 е (И -)п™ПМГ1(П-). 

пусть vr (А - ^ > 0 Тогда, в силу предложений 2 и 9 Np,j (А) = Im H - ^rtf А՜ 

при j > 0 и Np j (А) = T j H -(A - 1)^-Vr ( A - п р и j < 0. 
Пусть Q1, Q2,..., QVr(A-i) е C n x n ֊ матрицы, которые удовлетворяют соот-

ношениям (2.4). Рассмотрим оператор KQ : CnVr (A i ) ^ CnVr (A i ) , действующий 
следующим образом: 

KQ y = { - QVr(A-i)Vvr (A-i))  T ( -QVv (A-i) ֊1Vvr (A-i) + У1)  T  

( -Q1Vvr(A-i) + yur(A-i)֊l) " 

У y1 ,y2 , YVR(A-i) и yi е Cn (i = 1,..., vr(А -1)). Оператор KQ до-
пускает матричное представление: 

/ 0 0 . . . 0 -QUr(A-i) \ 

Q 
In 0 . . . 0 — Q v r (A- i ) -1 

V o 0 . . . I n -Q1. 

Заметши, что KQFJ С F j + 1 (j < —1). Нетрудно убедиться (см. также [19]), что 
при достаточно малых \z\ имеет место 

то —1 
H -(А - 1 )*—MA-i)KQy = J 2 zm J2 (А-1 )m_k{*-MA-i)KQV>k. 

m=0 k=֊vr (A - i ) 

Используя соотношения (2.4), получим 

то vr(A - i) 
^ ( А - 1 ) * - ^ ^ ) ^ = J 2 zm J2 ( А - 1 ) ^ ^ yk. )m+ 

m=0 k = 1 

Отсюда 

(4.3) т0Н -(А-1)*-Рг (A-i)KQy = H -(А՜՝1)* _Vr(A-i)y — Hhy. 

Поскольку Fj С F - 1 (j < —2), то np и j < —1 имеет место равенство 

(4.4) ^ ( А - 1 ) * - ^ (A-i)Fj = ToHf;(А - 1)*-„г (A-i)KQFj, 

Пусть 0j (j < —1) - некоторое прямое доп олнение Fj + KQ Fj in F j + 1 , а в0 ֊ 
некоторое прямое дополнение Im H-1 Cn. 

П р е д л о ж е н и е 10 . Пуст,ъ А е (L -)nXn, А - 1 е (Mf)nxn Ո MF^O՜), 1 < p < 
ж и vr ( А - 1 ) = 0.EcAuj < 0, то простретcmea Mp j = T j + 1 H - (А - 1)*-Vr(A-i)^j 
являются (p,j)+ ֊индексными подпространствами м.-ф. А, а если j = 0, то в0 

является (p;0)+- индексным подпространством м.-ф. А и dim Mp j = dim 0j 

(j < 0)-
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Доказательство. Пусть 

f G H -(A-1)^_vr(А-1) (Fj + KqFj) Ո H -(A-1)^_vr(A-1)0j, 

где j < 0. Тогда существ уют y1,y2 G F j и y G 6 j , такие, что 

f = H -(A - 1)*-Vr(А-1)У = H -(A - 1)^-Vr(A-1) (У1 + Kgy2), 

т.е. H -(A - 1)^-Vr(A-1) (y — (y1 + Kqy2)) = 0. Тогда, учитывая (2.5) нетрудно за-
метить, что y — y1 — K.Qy2 G F-ve(A-1) и потому y — y1 — K.Qy2 G F j . Отсюда 
получаем, что y G (Fj + K-QFj) Ո j т.е. y = 0 и, следовательно, f = 0. С другой 
стороны, в силу предложений 2 и 9 имеем 

N- j+1(A) = rj+1H -(A - 1)^-vr (A-1)Fj+1 

= rj+1H-(A - 1)*-Vr(A-1) (Fj + KQFj) + rj+1H-(A - 1)^-Vr(A-1)0j 

= j H -(A - 1)*-vr (A-1)KQFj + Tj+1H -(A - 1)*-vr(A-1)Fj) + M-j. 

Поскольку в силу (4.4), 

N- j (A) = r0 j + 1H -(A - 1)^-vr(A-1)KQFj, 

roNp j (A) = rj+1H -(A - 1)^-vr (A-1)Fj, 

то MP j (j < 0) являются (p,j )+-индексным подпространств ом м.-ф. A. 
Пусть j = 0. Нетрудно видеть, что Cn с NP,1(A) и r0N-,0(A) С NpД^). С 

другой стороны, Cn Ո r0NP,0(A) = { 0 } . Из равенства 

dim N- k (A) = J 2 ( k — j К ( G j ) , k,j G Z, 
j<k 

(cm. [13]) имеем 

dim N1 (A) = n + к (к = K + ••• + Kn\) и dim N , 0 (A) = к. 

Отсюда 

^ "՝՝՝ cn + TjN- ,o{ 

В силу (4.3), пространства 

ImH -(A - 1)+ r o l m H - ( A - 1 ) , TjH -(A - 1)^-Vr{a-1) (KQy + x)+ H-y 

где y и x ֊ произвольные векторы из CnVr  (A P совпадают. В зяв x = —K,Qy, 
получим Im H-1 С Im H -(A - 1) + r0Im H -(A - 1), i.e. 

N- ,0(A) + T0N- 0(A) = Im H -(A - 1) + T0Im H - (A - 1) = Im H-1 + ^N- fi(A). 

N-1 (A) = Cn + T0N-0(A) = Cn + T0Im H - (A - 1). 

Из равенства NJ,;1(A) = CN + T0ImHp (A p следует, что N-;1(A) = N-,0(A) + 9t 0 

Пусть y G 6j (j < 0) и H - (A - 1)^-Vr(A-1)y = 0. Тогда y = 0, т.е. dim Mj,j = 
dim 9 j . 
Из предложения 10 и утверждения IV следует 
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Т е о р е м а 7. Пуст,ъ м.ф. А е ( L - ) n x n , А - 1 е MF1, (O -) Ո ( M - ) n x n , Vr ( А - 1 ) = 
0 1 < Р < ж и Ո1 < • • • < r/s ՜ все возможные значения к1 < • • • < Кп. Пусть 
{yVi1,... ,yVi ,n.} (i = 1,..., s) ֊ базисы пространств вп. (i = 1,...,s), а в.-ф. 
UVi,j (i = 1, . . . , s, j = 1,... ,ni) определены следующим образом. 

UVi,j = т^^ 1 H-(А - 1)*_vr(A-i)yni,j ^сли m < 0, i = 1,...,s, j = 1,...,щ, 

Uo,j = yo,j если Ոտ = 0 , j = 1,...,ns. 

Тогда, если 
А+ = lUm,ь... ,  Uni,ni;  Um,1 ,... ,  UVs,ns], 

Л(г) = diag [ t K i . .,tKn ], А- = АА+Л - 1, 

mo представление А = А-ЛА - 1 является I(r+,p)-факторизацией м.-ф. А. Если 
vr (А - 1) = 0, то представл ение А = А1П In являет ся I (r+, p) -факторизацией м,-

А  

4.4. Рассмотрим теперь случай, когда 1 < p < ж , А е ( М - ( Г ) ) n x n и А - 1 е 
MFp (Q~). 

Пусть O'ei (i = 0 , . . . , m) односвязные области с границей Г i = dO'e i, удовле-
творяющие включениям: O0 С O'e 0 , O'e 0 С O0 + Ue, Oie С Oi С O'ie + U£ 

(i = 1,..., m). Будем предполагать, что r'ie (i = 0,..., m) являются замкнутыми 
жордановыми спрямляемыми кривыми и контур Ге = | J J = 0 Ге j ориентирован 
таким образом, что щ и обходе в положительном направлении его внутренняя 
область = O'0,e \ U j = 1 Oe,j остается слева. 

Следующая теорема позволяет восстановить I(^^-факторизацию м.-ф. А 
на контуре Г по ее факторизации на контуре re . 

Т е о р е м а 8. Пусть А е ( М - ( Г ) ) n x n , А - 1 е MFp(O < p < ж, а целое число 
k > 0 и многочлен q, нули которого лежат в O -, таковы, T-kqA е (^ -(Г))nxn_ 
Тогда при достаточно малом £ > 0 м.-ф. T-kqA допускает WH(r,p) ֊ фак-
торизацию относительно контура Г . Если представл ение T-k qA = А-Л А+1  

является WH(r,p)-факторизацией м.-ф. T-kqА относительно контура то 
А+ е Rnxn. Если А+ = A+q, Л = Л^ и А- = T - kqA^+!i - 1, то представ-
ление А = А-Л А - 1 является I (r+,p)-факторизацией м.-ф. А на контуре Г . В 
частности, в случае V£ (T-kq - 1A - 1) > 0 (r+,p)-частные индексы м.-ф. А могут 
быть вычислены по формулам 

Ki = —ve (T-kq - 1A - 1) + k 

+card { j \ h - ( Հ , T - k q - 1A - 1) — h - ( Հ , T - k q - 1 A - 1) < i } , i = 1,...,n. 

Если V£ (r-kqA - 1) = 0, mo K1 = • • • = Kn = k. 

Доказательство: Из условий А е ( М - ( Г ) ) n x n и А - 1 е MFp(O -) следует, что 
число £ > 0 может быть выбрано таким образом, что м.-ф. А аналитична и 
det А = 0 в некоторой области, содержащее множество o'e+ \ O+. Поскольку 
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(r-kqA) G M - ( Г . ) , т о из т е о р е м ы 2.7 из [4], следует, что м.-ф. r-kqA допус-
кает WH(r, р ) - ф а к т о р и з а ц и ю относительно к о н т у р а Г^. В частности, э т а ф а к т о -
ризация одновременно я в л я е т с я и I(r+, р ) - ф а к т о р и з а ц и е й относительно к о н т у р а 
Г ; . У т в е р ж д е н и е относительно A+ G Rnxn, по существу, содержится в д о к а з а -
тельстве т е о р е м ы 4. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что ф а к -
т о р ы A± и Л удовлетворяют условиям определения I(r+,р)-факторизации м.-ф. 

Г 

и р а в е н с т в а Л = rkЛ. 
П о л ь з у я с ь д о к а з а т е л ь с т в о м т е о р е м ы 8 и п о в т о р я я р а с с у ж д е н и я д о к а з а т е л ь -

с т в а т е о р е м ы 4 нетрудно убедиться в справедливости следующего у т в е р ж д е н и я . 

Т е о р е м а 9 . Пусть A G ( M - ( r ) ) n x n , 1 <p < ж и A - 1 G MFj,(О -). Тогда сум-
ма (r+ ,p)-частных индексов м.-ф. A совпадает с разницей количества полюсов 
и нулей функции det A в области О - с учетом их кратности. 

/,—- \ nxn 
З а м е ч а н и е 2 . Пусть A G [ M - ) и A - 1 G MF-(О-). В силу определения 

M  - q0 Г 

такой, что q0A G ( M - ) n x n . Тогда (q0A)  1 G MF-(О -). Теоремы 7 и 8 позволя-
ют строить I(r+,p)-факторизацию м.-ф. q0A. Факторизация м.-ф. A может 
быть восстановлена с помощью схемы, предложенной в работе [20]. 

A b s t r a c t . T h e paper considers a c lass of matr ix- funct ions defined on some con-
tour in the complex plane t h a t have meromorphic continuations in the interior or 
exterior domain of t h a t contour. T h e s e matr ix- funct ions generally do not admi t 
Wiener-Hopf s t a n d a r d factorizat ion. T h e paper s tudies the problem of index factori-
zation, which is a version of Wiener-Hopf factor izat ion. S o m e criterions for index 
factorizat ion and exact formulas for part icular indices are found along with a construc-
tive method which appl ies the factorizat ion t o solution of an explicit , finite sy s tem of 
linear a lgebraic equat ions . 
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АННОТАЦИЯ. В работе исследуются обобщенные пространства Соболева и 
дифференциальные операторы в этих пространствах. Найдены необходимые 
и достаточные условия на многогранник К при которых функция h^ при 
достаточно больших s удовлетворяет условию Берлинга. Эти условия совпа-
дают для многогранников из R + . Также исследуется регулярность решений 
одного класса дифференциальных операторов. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Пусть N - множество натуральных чисел, N0 = N U {0} и 

N" = {a = (ai,..., an) : aj e N0, j = 1,. ..,n], n e N. 

Для n e N обозначим через R n и E n n-мерные евклидовые пространства точек 

Հ = (Հւ,...,Հո) e R n , х = (хъ...,хп) e E n , 

R+ = {e e R n : > 0, j = 1 , . . . , n } , R " = {e e R n : ei ..Հո = 0} . 
Q a e N", Для точек Հ e R n , x e E n , v e R+ , a e N", множеств Bi,B2 С R n и числa t > 0 

положим 

wew = (e2 + . . . + + e n ) i / 2 , (e,x) = ex +... + enxn, iei v = leir...\enr, 
tv = (tvi,...,tvn), \v\ = vi + . . . + vn, tBi = {tv,v e Bi} 

Bi e B2 = {v,v = v(i) + v ( 2 ), v(j) e Bj ,j = 1,2} and D a = ՈՀ1 ...D^, 
д « n 1  д  yj = j— либо Dj где либо Dj = —— либо Dj = -rj—, j = 1,...,n (i2 = —1). 

d^j i дхj 
Далее, через n(v) обозначим множество точек такое, что 

n(v) = {բ e R+ : f = v = 0, для каждого j (1 < j < n) f j = vj либо f j = 0}. 

Определение 1. Говорят, что положительная функция h : R n ^ (0, 
1. является медленно растущей весовой функцией (МРВФ) (см. определе-

ние (0.1.1) из [1JJ, если существуют положительные числа А и а, для 
которых 

(1) h(e) < Ah(v)(1 + we — nW) a, e,n e R n , 
51 
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2. является медленно меняющейся весовой функцией (ММВФ) (см. \2\), 
если с некоторыми положительными постоянными Ъ,х и r 

(2) X ՜ 1 h(n) < h(0 < xh(n), e К", ye - n\\< bh r(n). 

3. удовлетворяет условию Д (см.., например, [3, 8JJ если существуют по-
стоянная c > 0 и число S e [0,1) такие, что 

(3) h(e+n) < Վհ(0հտ(n) + h smn)], e,n e R", 

4. удовлетворяет условию Берлинга (Б) (см.Щ), если 

(4) Bh = sup / հ Ո ) ^Հ < ж. 
I R n h(n - е ж е ) 

Определение 2. (см [2j или [5JJ Пусть D ֊ конечный набор точек из R+ . Ха-
рактеристическим многогранником (ХМ) набора D называется минимальный 
выпуклый многогранник Ж = №(D), содержащий множество D U {0} . 

Для любого n e N через Л" обозначим множеств о всех n-мерных выпуклых 
многогранников Ж с R+. Для люб ого Же Л" чере з հՎ£) обозначим функцию 

հա(օ = Е lev, 
иеш0  

где Ж0 - множество вершин многогранника Ж. Нетрудно заметить, что для любых 
Же Л" и բ еЖ (см., например, [5]) 

(5) ier < հա0 (e), e e К", 

Многогранник Ж e Л" называется полным (см.., например, [2] или [5]), если Ж 
имеет вершину в начале координат, и отличные от начала координат вершины 
на каждой оси координат. 

Ж e Л " Ж 
- полный многогранник и коодинаты внешних относительно Ж нормалей (n — 1) ֊ 
мерных некоординатных граней неотрицательны (положительны) (см., напри-
мер, [2, 6]). 

Пусть 0 e Ж e Л", X j j = 1 , . . . , k - внешние относит ельно Ж нормал и (n — 1) ֊ 
мерных некоординатных граней многогранника. Тогда 

Ж = {v e R+ : (v, X j) < dj, j = 1,...,k}, 

где dj = max v e s (v , X j) > 0 j = 1,.. .,k. 
Ж 
v e Ж 0  

(6) n(v) с Ж, (n(v) с Ж\9Ж), 

<9Ж = <J v eЖ : max {(v, X j) — dj} = 01 . 
1 < j< k 
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Пусть Р(է) = Y1 а 1а£, а - многочлен с постоянными коэффициентами, где сумма 
распространяется по конечному набору (P) = {a G N" : Ya = 0}. Характеристи-

P 
ХМ Ж(Р) набора (P). 

P 
называется гипоэллиптическим, если выполняется одно из следующих эквива-
лентных условий: 

1. Если dp ( է ) ֊ расстояние от точки է G R " до поверхности {С : Z G C" = 
R " х iR" , },то dp (է) ^ ж при ||է|| ^ то. 

2. Существуют положительные постоянные c uC такие, что при доста-
точно больших է G R " ||է|с < CdP(է). 

3. Для любого a G N" , |a| = 0, 

p ( a )(e) D ap(է) 0 

~PW = ^ 0 n p u 

cC 
է G R " 

p  ( a ) (է) 
p (է) 

< C | |է | | - ^1 , a G N", 

Определение 4. Скажем, что непрерывная функция h : R " ^ (0, + ж ) удо-
влетворяет слабому условию А, если существуют постоянная c > 0, число 
k G N множест ва e j С { 1 , . . . ,n} и функц ии hj (է e) (է e = (կէ , . . . ^ j r ) при 
e j = { j i , . . . , j r } j = 1,... ,k), удовлетворяющие условию А в соответствую-
щем подпространстве R r такие, что 

U e e = { 1 , . . . , n } } i g n  hj ( j > 0 j =  1 , . . . , k , 
j=i 

к к 
(7) c - i ] J hj ( t j < հ(է) < c ] J h j ( t j , է G R " . 

j = i j = i 

Л е м м а 1. (см. [11], лемму 1) Пусть Ж ֊ полный многогранник. Тогда неравен-
ство 

hu^ + п) < chu(էխա(ո), է,Ո G R" , 
c > 0 

многогранник Ж правильныйi. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если функция h = hu, порожденная многогранником Ж, удо-
влетворяет слабому условию А, то Ж ֊ правильный многогранник. 

Доказательство. В силу леммы 1 достаточно показать, что с некоторой посто-
янной ci = ci (hu) > 0 выполняется неравенство 

4է + п) < cih^hn), է, п G R", 
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Пусть (см. определение 4) k G N UJ=i  е  (j) {1,...,n} и hj (է функции, 
удовлетворяющие условию Д с числами Sj G [0,1) ( j = 1 , . . . , k), для которых с 
некоторой постоянной c2 > 0 выполняется оценка (7). Тогда в силу оценки (3) с 
некоторыми постоянными c3,c4,c5 > 0 имеет место 

Հէ + п) < е^П hj (է + Ո 
j=i 

,(з) 

< c 2 c ^ [hj (է՛ 
j = i 

г, 
+ hj3 (է„ ( , )  hj Ո 

„(з) 

< c ^ n hj (է 
j = i 

Предложение доказано. 

„(з) „(з) 
hj h e < ^Հէ)Հո), է, п G Rn. 

Д 
Д 

Հէսէշ) = 1 + է2 + է2 + է2է2 = (1 + է2)(ւ + է2). 

Для весовой функции h : R n ^ (0, и числa s G R i , через Whs, Whs,loc(0) и 
о 

Wհ՛ (О), где О с E n ֊ область, обозначим следующие обобщенные пространства 
Соболева: 

Whs = Whs (E n ) = {f G S ' ( E n ) : h sF(f) G Լշ(Rn)}, 

Whs,ioc = {f G S'(O) : h sF(pf) G Լշ ( R n ) , p G С™(Щ 
о 

при этом Whs (О) ֊ замыкание множества CQ°(О) по норме пространства Whs. 
Здесь S F 
Фурье. 

В работах [3, 4] и [7]-[9] исследованы некоторые алгебраические свойства обоб-
о 

щенных пространств Соболева Whs, Whs loc(0) и Whs (О), тогда h ֊ функция, 
порожденная вполне правильным многогранником, и получены результаты ре-

h 
нений. В работе [10] в терминах многогранника, а также в терминах свойств 
функции из пространства Wh н аи ден ы необходимые и достаточные условия, 
при которых функция hu удовлетворяет уеловию Д. 

Целью настоящей работы является нахождение условия на многогранник Ж G 
Л п, при которых функция h^ при достаточно больших s будет удовлетворять 
условию Б. а также исследование регулярности решений одного класса дифе-
ренциальных уравнений. 

2. Н Е К О Т О Р Ы Е С В О Й С Т В А В Е С О В Ы Х Ф У Н К Ц И И 

Л е м м а 2. Функция h = hu является МРВФ тогда и только тогда, когда Ж 
правильный многогранник. 

п  
j  
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Доказательство. Пусть Ж с R + - правильный многогранник. Так как 0 е S , 
то для любых e,n е R n в силу неравенства треугольника и оценки (5) имеем 

h(e) = h(n+e-п)= Е \n+e-n\ v  

ve®0 

< E (\n\ v + \e - n\v + E nne - n \ ՜ ) 
ve®0 ,uen(v) 

= h(n) + h(e - n)+ E E \n\ v\e - n\ v՜թ  

ve®0 ^en(v) 

< h(n) + h(e - n) + h(n) E E \e - n\ v՜թ  

ve®.0 ^en(v) 

< h(n) + ci(1 + ye - n\\)d + C2h(n)(1 + ye - n\\)d < C3h(n)(1 + ye - n\\) d, 
где c1, c2 (c1 > card Ж0, c2 > 2^ 1card Ж0) ֊ некоторые постоя иные, c3 = 1 + + c 1 + 
c2, a d = maxve®o \v\, т.е. h является МРВФ. 

Пусть теперь h — МРВФ. Покажем, что Ж ֊ правильный многогранник. Так 
как h : R n — (0, + ж ) , то, очевидно, 0 е Ж0. Покажем (см. (6)), что для любого 
v е Ж0 имеет место n(v) с Ж. Предположим обратное, что существует а е 
Ж 0, для которого П(а) С Ж, т.е. существует точка v е П(а)\Ж. Пусть, ради 
определенности, а = (а1:..., ak, 0 , . . . , 0 ) v = (а1:..., аг, 0,..., 0), а1,... ,ak = 0, 
1 < r < k < n. Так как Жг = խ е Ж : /лг+1 = . . . = /лп = 0} выпукло и v е Жг, то 
существует вектор А = ( A 1 , . . . , A r , 0 , . . . , 0 ) , для которого 

r 

р = Е vj Aj > max (в, А) > 0 (0 е Жг), 
j = 1 

Пусть e s = (sX l,..., sXr, 1, . . . , 1), n s = (տ ճ ւ,... ,sXr, 0, . . . , 0 ) s = 1, 2 . . . Тогда для 
любого s = 1, 2 . . . имеем 

(s) \\es - n s\\ = (n - r) 1 / 2, h®(e s) >\e s\a = s A i a i + - + A r a r = sp, 
и 

h(n s) = E \ՈՏ\Բ = E \ՈՏ\Բ < (cardЖ0) max s ( e'X ). 
ве®0 ee®0n®r  e e® r  

a 

— ( 1 + \\es - n s \ \ ) a - ^ и s 

h 
Ж 

Л е м м а 3. Пусть P ֊ положительный многочлен, P(e) — ж при e — ж. Тогда 
P является ММВФ тогда и только тогда, когда P гипоэллиптичен. 

P 
леммы. Тогда существуют положительные числа c, r и х такие, что 

(9) х ՜ 1 < ֊ ֊ < х, e,n е R n , \\e - n\\< cP r(n). 
P ( n ) 
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P 
оценки (10.4.1) работы [1] с некоторой постоянной c i > 0 

(10) sup P(է + п) > ciP (է, cP r (է)), է G R n , 
\\ri\\<cP  r (Հ) 

где для данного многочлена Q функция Q определяется формулой 
i /2 

Q^,t) = { y , \Q ( a )rn 2t 2 1  a  1' 

Из оценки (9) в силу (2) имеем 
1 

X > ut \  s uP 
P ( п ) M֊v\\<cP r(Հ) 

P(q,cP r (п)) 

ш 

P (է) = 
P (п) \\£֊v\\< c P  r Ш 

sup P (п + է — п) 

>c >c 
P ( a ) ( п ) 

Р(п) 
\ (a) 

Так как по условию леммы P(է) ^ ж при 
для любого a G NQ, а = 0 

(cP (п)) 

^ ж , то отсюда получаем, что 

P  ( а )(п) 
<  Х [cP r(п)] | a ^ 0 щ и УпУ ^ ж, 

c i P (п) 
P 

P 
P 

условия P (է) > 0 при всех է G R n следует, что существуют положительные числа 
c2 и r такие, что 

(11) P r(է) < c2dp(է), է G R n . 

Тогда для всех է,п G R n таких, что ||է — пУ < P r(է)-, используя оценки (10.4.1) 
и (11.1.2) работы [1], в силу оценки (11) с некоторыми постоянными c3,c4 > 0 
имеем 

P (п)= P (է + п — է) < sup P (է + Z) < sup P(է + Z) 
K\\<P r(i) K\\<c2dp (Հ) 

< ^ ( է , c2dP(է)) < c 4 P ( է ) , 
т.е. при любых է,п G R n таких, что յյէ — пУ < P r (է) справедливо неравенство 

P (п) 
P (է) 

< c4 

Из оценки (11.1.2) работы [1] непосредственно следует, что с некоторой постоян-
ной х > 0 для всех է G R n и a G NQ 

dp aՀէ) \P(a)(6|< X\P(է)\. 

Пусть для числа t0 > 0 

£ ^ < 1/2х 
Հ—՚ а! a=0 

1 
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Тогда в силу формулы Тейлора отсюда для любых С,п € R n таких, что ЦС — п\\ < 
t0P r(С) < t0c1dP(С) имеем 

Р ( а )(С)(С - п) а  

р(n) = P(С + п — С) = P(С) — £ ( С ) 1 , n ) > P(С) а! 
а=0 

— £ |Р(а)(С)1ИС — п\\ а > р(С) — £ |Р ( а ) (С)! (с^ 0 ) | а | аР а | (С) 

а=0 а ! а=0 а ! 

3lto) | a | . 1 
> р (С) — x p (С) £ ^ ^ > 2 р (С)-а ! ՜ 2 

а=0 
Откуда 

(12) P(п) > 1 P ( С ) , С,п € R n , 1С — п\\< t0P r(С)-

р 

Следствие 1. Пусть многочлен P такой, что Р(С) = Р(С, 1) ^ ж при ЦСУ ^ ж. 
Тогда функция P является ММВФ тогда и только тогда, когда многочлен P 
гипоэллиптичен. 

Доказательство. Так как, очевидно, что функция h является ММВФ тогда 
и только тогда, когда h2 является МРВФ, то утверждение следствия непосред-
ственно следует из леммы 3, если его применить к многочлену Р2. 

З а м е ч а н и е 1. Легко заметить, что для любого многочлена P функция P яв-
ляется МРВФ. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть k € N, 

A ( j ) = (A{,...,Ai), min A( j ) = 1, dj > 0 для j = 1,...,k 
Ki<r, 

• t,, A (i)\ < d и Ж = {v € R+ • (v, A ( j )) < dj, j = 1,..., k}. Тогда существует число S € (0,1), 
для которого 

(13) ( J n(v) С { а € R+ • (а, A ( j )) < dj(1 — S), j = 1 , . . . , k } = Ж* 
ve®0 

c > 0 

(14) £ !С!^ < ch-(С), С € R n . 
^en(v) , ve®0 

Доказательство. Утверждение предложения очевидно, если | J v e Ж о n(v) = 0. 
Поэтому пусть Uv eSRO n(v) = 0. Обозначим 

Pi = min min (a, A ( j ) ) , j = 1 , . . . , k и S = min \ — \ 
ve®0, n(v)=0 ^en(v) V ) i<j<k [ d j ) 

Так как для любых v € Ж0 и a € n(v) 

о < [a, A ( j ) A(j) , j = 1,... ,k, 
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и множества Ж0, n(v) (v G Ж0) конечны, то S G (0,1^. Кроме того, так как в = 
v — / G n(v), то для любых v G Ж^ / G n(v) и j(1 < j < k) имеем 

/ ճ ( յ ) ) = (v, X ( j^ — [v — X ( j )^ < dj — pj < dj(1 — S) 

Это доказывает вложение (13). 
В силу выпуклости многогранника Ж* имеем с некоторой постоянной ci > 0 

(см. (5)) 

Е \է\" < cihu, (է), է G Mn, 
^en(v) 

Так как Ж* = (1 — S) Ж, то отсюда получаем оценку (14). Предложение доказано. 

Л е м м а 4. Функция h = hu является ММВФ тогда и только тогда, когда 
Ж 

Ж 
любого многогранника Ж с М+ с некоторыми положительным и числами c и р 

(15) Հէ) < c(1 + У ^ Г и G М, 

то в силу предложения 2, используя неравенство и неравенства (14) и (15), имеем, 
с некоторыми постоянными ci, c2 > 0 и числом S G (0,1) при всех է,п G Мп 

Հէ + п)= Е \է + п\v < E u r + \пГ + Е \է\թ\пГ 
veu0 veu0 \ ^en(v) 

< Հէ) + h(п) + cih i - 6(է)Հ - տ(п) < Հէ) + c(1 + УпУ р) 

+c2h i - s(է) (1 + \\п\\ р ( 1 - в )) , 

Пусть t > 0 УпУ < th r(է) и пЛ G МП где r = min j p, (i— 6)p j . Отсюда с некоторой 
постоянной c3 = c3(t) > 0 имеем 

Հէ + п) < Հէ) + c3(1 + Հէ)) + c3h i - s(է) (1 + h 6(է)) . 

Так как 0 £ Ж0 (следовательно, Հէ) > 1), то отсюда следует, что с некоторой 
постоянной c4 > 0 

(16) Հէ + п) < €ՀՀ(է), է,п G 

как только УпУ < th r(է). С другой стороны, в силу (15) и неравенства треуголь-
ника имеем при п,է G Мп и УпУ < th r(է) 

Հէ + п) > Հէ) — h(п) — cih i - sm i - s(п) 

> Հէ) — c (1 + t ph(է)) — ccih i - s(է) (1 + t ( i - 6 ) ph 6) 

(17) > (1 — ctp — ccit ( i - 6 )hu (է) — c — ccihU - 6 (է). 

Взяв число t0 > 0 такое, чтобы 1 — ctp — ccit0 > 1/2, из (17) получаем при 
п,է G Мп и УпУ < t0h r(է) 

(18) Հէ + п) > 2Հէ) — c — cih i - 6(է). 
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Так как h ^ ) ^ ж щ и Wd ^ ж, то из (18) следует, что существует постоянная 
c5 > 0 такая, что 

НС + п) > 1 h ( 0 — С5, С,п € R n , ЦпК t0h r(С). 

Это неравенство вместе с оценкой (16) доказывает, что h = h®֊ ММВФ, так как 
h(r) > 1 при всех т € R n (0 € Ж0). 

Пусть h = h® ֊ ММВФ. Покажем, что Ж ֊ вполне правильный многогранник. 
Предположим обратное, что Ж не является вполне правильным многогранником. 
Так как h — ММВФ, то для некоторых положительных чисел x,c6,r выполняется 
оценка (2), т.е. 

(19) Х - 1 < — < х, С,п € R n , \\С — п\\< С6h r(п). 

Отсюда, в силу предложения 2.1 работы [9] и леммы 1 работы [10] следует, что 
Ж 

ла р и С7, для которых 

(20) \\ո¥ < crh(n), п € R n . 

Ж 
шесказанного существуют v € Ж0 и a € n (v) такие, что a € дЖ. Пусть ради 
определенности 

V = (vi,.. .,Vk, о , . . . , 0), a = (vi,.. .,vi, 0 , . . . , о), 

v1. ..vk = 0 (1 < l < k < n). 

Так как Ж в ш у к л о и a € дЖ то существует вектор 0 = A = (A1,... ,Al, 0,..., 0) € 
R+ , для которого 

(21) (a, A) > max(а, A). 
ae® 

Пусть С = ( s X l , . . . ,sX l, s e,..., s e) и п8 = (sX l,... ,sX l, 0,..., 0),для любого s = 
1, 2 , . . . , где 0 < e < m a x 1 < j < l { A j p r } = e0. Тогда в силу (20) и (21) получаем 

;(n — 1)1/2 r s£ (n — 1)1/2 

ЦnsЦpr <  c ? s£0 
и отсюда 

ь(Сй) |c s|v s (M,x)+e (vi+i+...+vk ) 

h ^ > (cardSR 0)s(vX) = (cardR 0)s(^ , x) ' Ж  ПРИ S ^ ж 

Ж 
вполне правильный многогранник. Лемма доказана. 

П р е д л о ж е н и е 3. Если МРВФ h ^ ) = К ( С ь . . . , Сп) удовлетворяет условию Бер-
линга, то 

c > 0 

(22) КС + п) < ch (Oh^) , С,п € R n . 

b) для любого s > 1 функция h s также удовлетворяет условию Берлита. 

s 
Г — П8\\/Кг(п8) < cr V ч„РГ < • ^ и s ^ ж 
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c) для любого к(1 < k < n) 

г եՀը) d e , 

где Ո = (ու,.. -,Vk), Ո' = (m+i, • • • ,Ոո) an d n = (v',v")-
d) при дополнительном условии 

h(-e) < cih(e), e e R n , 
с некоторой постоянной ci > 0 

h(e) ^ то при ||£|| ^ то. 

Отметим, что аналогичные пунктам а) и Ь) результаты для ММВФ доказаны 
в И . 

Доказательство. В силу условия предложения (см. (1)) для любых т,п e R n 

имеем 
B Г  h (n ) de Г  h (n ) de 

B h - J h(v - e)h(e) d e = J h(v - e - т ne+т) d e  

i t -  h(n) de 

- A2 J h(n - т)h(T)(1 + lieil) 2 a  e  

Откуда 

(23) 

0 <1 ( I T B P d e < 

h (n )  

h(n - т)Щ(Т) 

что доказывает (22). 
Пусть s — 1. Тогда в силу (23) 

< A 2Bh(f (1 + i i e i i r 2 a d e ) 

h s ( v ) -de < s u p , _ ^ ' Լ ^ ք „  h ( ± f , ՝ e j h s(v - e ) h s ( e p - nT h s - i(n - т щ т ) j h(v -e)h(e) 

h s - i(n) 
<  B h  snup hs-i(n - т)Щ(т) < 

т.е. утверждение пункта Ь) также доказано. 
Покажем справедливость пункта с). В силу оценки (1) и теоремы Фубини 

имеем для любого т'' e Rn -k  

B > г  h(n) d e > r m de 

h - j h(n - e w e ) * - A2 J h(v - (е,т пше^ ՚ օ ( ւ + г՛ - т ՛՛ ii) 2 a  5  

1 " Ы п )  

a 2 յ j h( v - ( e ' ^ ' O h e ՛ ^ ՛ ՛ ) s (i + iie՛՛ - т d 2 

Отсюда следует неравенство 

h n - к А ю . т ՛> d e ՛ <  B h A i J ( i + i i e ' ' i i - a  d e f < то 

т.е. утверждение пункта с) также доказано. 

i 
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Докажем утверждение пункта d). Пусть, наоборот, при условиях предложения 
существуют постоянная c2 > 0 и последовательность { С 8 } ^ ЦС8! ^ ж щ и s ^ 
ж , Д л я которых К(С8) < c2, s = 1, 2,.... Не умаляя общности, будем считать, что 
ЦС8 — С 1Ц — ̂ и s = l, l = 1 , 2 , . . . В силу условия предложения и оценки (1) 

r 

где ֊ объем единичного шара в R n . В силу произвольности r это противо-
h 

утверждение пункта d) справедливо. Предложение доказано. 

Следствие 2. При условиях предложения 3, для любого фиксированного т" функ-
ция д(С') = h(C, т") удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство непосредственно следует из утверждения пункта с) предло-
жения 3. 

Следствие 3. Если для многогранника Ж и некоторого числа s > 0 функция 
h = h® удовлетворяет условию Берлинга, то Ж ֊ правильный многогранник. 

Доказательство непосредственно следует из предложения 3 (см. (22)), леммы 
2 и предложения 2.1 работы [10], так как с некоторой постоянной c = c(s) > 0 

Предложение 4. Пусть h ֊ МРВФ и для некоторого s0 > 0 h  8 0 € L1. Тогда 
К(С) ^ ж при ЦСЦ ^ ж . 

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях предложения су-
ществуют число c > 0 и последовательность {С8 } i ° , ЦЦС8 Ц ^ ж при s ^ ж, 
для которых К(С8) < c, s = 1, 2 , . . . . Не умаляя обощности будем считать, что 
ЦС8 — С 1Ц — 2 (s = l, l = 1, 2 , . . . ) Тогда для любого r € N в силу оценки (18) 

где |V1| - объем единичного шара в R n . В силу произвольное!и числа r получен-
h - 8 0 € L1 

e = e(h) > 0 
кое, что К(С) — e при всех С € R n . 

Доказательство непосредственно следует из предложения 4, так как функция 
h 

^ ^ ( С ) < h®(С) < кэ®(С), С € R n . 
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П р е д л о ж е н и е 5. Пусть е > 0 и so > 0 - произвольные числа, функция h : 
R " [ е, +ж>) удовлетворяет оценке (3) (т.е. условию Д) и h  Տ0 € Լչ. Тогда 
при s > S g , где 6 ֊ число из оценки (3), функция h s удовлетворяет условию 
Берлинга. 

Доказательство. Пусть s > s 0 / ( 1 — 6). В силу оценки (3) и условия предложе-
ния, имеем с некоторой постоянной c = c(s) > 0 и для всex п € R " 

f h s(n) diС < c Г h s(n — Qh s S(С) + h s g(п — Qh s(y — С) ^ 
J h s(n — 0h s(0 J h s(n — С)hs(n) 

(24) < c J[h - s ( 1 - 6 )(n — С) + ^< 1 - 6 )(СШ < 2ce s 0 - s ( 1 - S՝>\\h - s 0\\Ll 

hs 

Т е о р е м а 1. Пусть е > 0 s1,s2 > 0 и h1 (С1,---,Ск) > е, hշ(Сl,...,Сп) > е 
(l < к + 1, l,k < n) обе являются МРВФ, причем h- s i, h- s 2 € L1. 

Если функции h1 и h2 удовлетворяют условию Д, то при достаточно боль-
s>0 

^(Си---,Сп) = М(С1,.. . ,Ск )h2(С^ , . . . ,Сп) 

удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство. В силу предложения 5 функции hf и h a2 удовлетворяют усло-
вию Берлинга соответственно при s > s1/(1—61 ) и s > s 2 / ( 1 — 62), где 51,52 € [0,1) 
- числа, при которых для h1 и h2 выполняется щенка (3). Если l = к + 1 ( 1 < l < 
n), то в силу теоремы Фубини и оценки (24), при s > m a x { s 1 / ( 1 — 61), s 2 / ( 1 — 6 2 ) } 
имеем с некоторой постоянной c = c(s) > 0 и при любых п € R " 

Г h s(n) 
J h (п — Oh ( С ) d  

hf(Ոl,•••,Ոk  ) h2(Ոk+l ,---,пп )  

dС 
J  h1(п1 —  С1 ,...,пк  —  Ск )М (С1,... , Ск ) h2(Ոk+l —  Ск+1,...,пп  —  Сп^2 (Ск+1,...,5„) 

< 4 c 2 е s l + s շ - s ( 2 - < 5 l - < 5 շ ) \ \ h - s շ \ L \ \ h - s 2 \ լ , 
т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга при l = к + 1. 

Пусть l = 1 и s > s 2 / ( 1 — 62). Тогда в силу пункта а) предложения 3 и пред-
ложения 5 с некоторой постоянной c1 = c 1(s) > 0 и при всех п € R՞՜ имеем 

f h s(n) 
Ь8(л — o h s ( o dС 

< s u p ^ п ъ ^ . ^ к ) Г h 2 W ^ < С 1 

՜ n i , - , V k ( i М ( п 1 —  С1,...,пк  —  Ск)М(С1  , . . . , С к ) ] h 2 ( п — С ) Ц ( С ) ՜ 1 

т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга при l = 1. 
к = n l = 1 

заменой h ^ a h2 и h2 на h1 щ и s > s1/(1 — 61). Пусть поэтому 1 < l < к + 1 < 
п. Положим С' = (Съ . . . ,С—1), С" = (С1,...,Ск) и С"' = (Ск+1, . . . , Сп) • Тогда в 
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силу пункта с) предложения 3, теоремы Фубини и предложения 5 с некоторой 
_ տշ ՜ 
) ՚ (1Տշ)-

h s(n) 

постоянной c2 = c2(s) > 0 (s > max{ ՛, ^ - ^ ՚ } ) при всex n £ R " имеем 

J h s(n - C)h(C) 

h\(v',v")h s2(v" ,V՛") 

ԺՀ 

) de h\((vt, ци) - (Հէ - Հ4))ն\(Հէ, &ГЩ((Г1ГГ, цш) - (Հ'' - ՀՊաՀ'', Հ'') 

< [ [ КЫ^") 
- J J hi((v',v»)-(е,е>)П(е,е<)  5  5  

Г h2(e", в''') „ 
X & ™ l T „ ] h2((e", в''') - (т'' ,?")Щ(Т'',?»)  d e <  c 2  

т.е. h s удовлетворяет условию Берлинга и в случае 1 < l < k + 1 < n. Этим 
теорема доказана. 
Замечание 2. Утверждение теоремы остается верным и в случае h(£) = 
ԿՀ ),...,hk(e e ),где Uk =1 e j =  { 1 ,... ,ո}, функцսս  hi > £ > 0 удовлетворяют 
условию А и с некоторым si > 0, h-S i £ L1} i = 1,..., k. 

Замечание 3. Пусть функция hu удовлетворяет слабому условию А. Тогда 
существует число s0 = so (Ж) > 0 такое, что h^ при s > s0 удовлетворяет 
условию Берлинга. 

Доказательство непосредственно следует из замечания 2 и предложения 1. 

Теорема 2. Пуст,ъ Ж С R+ (n = 2). Для того, чтобы функция h^ при доста-
s 

чтобы Ж был правильным многогранником. 

Доказательство. Пусть hu удовлетворяет условию Берлинга. Тогда в силу 
s>0 

sK (а, следовательно, и Ж) ֊ правильный многогранник. 
Пусть теперь Ж С R+ - правильный многогранник и {v 1 j )}j=0 = Ж0. Будем 

предполагать, что вершины пронумерованы в следующем порядке 

v ( 0 ) = (0), 0), > v f 2 > ... > v1k = 0, v2k ) > v2 k - 1 ) > . . . > v 2 1 ) = 0. 

Пусть Mi ֊ многогранник с вершинами 

v2 

Ж = i k= -11 Mi c1 > 0 
Հ £ R 2 

(0, 0), v i - v1 i + 1 ), 0), (0,v2 i + 1 ) - v2 i'), i = 1,...,k - 1. 

k-1 
— 1 
c1 

1 
(1 + IՀ11Vl - V l + \եՐ - Ա շ ) < Խ(Հ) 

i=1 
k-1 

(1 + |Հ11V1 - V 1 + \Հ1 Ր - V 2 ) . 

Очевидно, 
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hi(C1,C2) = 1 + |С1 |^( ) - v 1 + ) + |С2|^( +  )-v() удовлетворяет уеловию Д и 
является МРВФ при v ( i ) — v ( i + 1 ) = 0 — v ( i ) = 0 1 < i < Ո 

hi(C1,C2) = 1 + |С1|^1 ) - v 1 + ՚ удовлетворяет уел овию Д и является МРВФ 
(i+1) (i) п л ^ ^ при v2 — v2 = 0 1 <  1 < п, 

hi (С1, С2) = 1 + |С2Г2 + - Ա շ удовлетворяет уел овию Д и является МРВФ 
(i) (i+1) п л ^ ^ 

при v1 — v1 = 0 1 < i < п. 
Следовательно, в силу теоремы 1 и замечания 2 функция при достаточно боль-

s>0h s  

Т е о р е м а 3. Пусть Ж С R+ - правильный многогранник, для которого при лю-
бом i(1 < i < п) функции 

hi ( ք ) = h®(Cl,...,Ci-l, 0, Сi+l ,...,Сп) 

удовлетворяют условию Д. Тогда при достататочно больших s функция h® 
удовлетворяет условию Берлинга. 

Доказательство. Очевидно, для любого s > 0 существует постоянная c = 
c(s) > 0 такая, что С € R n 

c £ hs ( ք ) + £ (25) c - 1 ^ 
= 1 v£N0r 

< h s ( 0 < c £ h s ( e ) + £ c s  

i=1 v£N0nRn 

s>0 

(26) sup f hs ( e h ( С ) dc < 
n J Щп — c ) h ж ( c ) 

Очевидно, для доказательства оценки (26) достаточно показать, что при доста-
s 

С h s(n ( i )) 
( 2 7 ) т /  d c< ^ ՚=1 " ՚ 

< 2 8 ) т / w — r n s d c <  v € Ж 0 п к п ՝ 

Докажем оценки (27). В силу (25) и условия теоремы имеем с некоторой посто-
янной c = c(s) > 0 

s u p F  hs(n(i)) (1С 

G i  = Ti Щ — Ш )  d c  

< c c ^ r ^ — ^ I ^ W r a C F ) d c  i = 1 ' . . . ' n > 

где 0 = ( 0 , . . . , 0,li, 0 , . . . , 0) ֊ вершина многогранника Ж лежащая на оси С (на-
помним, что Ж ֊ правильный многогранник). Так как функция hi (1 < i < n) по 
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условию теоремы удовлетворяет условию Д, то в силу теоремы Фубини (см. (2)) 
с некоторыми постоянными с1,с2 > 0 и S, е [0,1) и для произвольных վ 

О, < с, ք , , «  ( ' Ղ , de 
hi ( v ( i ) - e ( i )) + ,n ( i ) - e ( i ) T ՛ ) h (e ( i )) + ւ&ւտ ՚ ՛) 

< C 2 j ! hi ( ( ( i ) - e ( i )) hf՛ (e ( i )) + h* № - e ( i )) hi (e ( i )) e 

՜ C 2 (hi (n ( i ) - e ( i )) + ,n ( i ) - e ( i ) , i l i ) (hi ( e ( i ) ) + ieii i1՛) 

< C2 f f * ( t t - 1 ) , dea) 
J J 1 + (Mhl / l՛ (e ( i ))Y' 

+ h i ( a ' - 1 ) ( n ( i ) - e ( i ) ) ՛ de^d^ 

i + կա - ե1/Վ / 1՛ (n ( i ) - e ( i ) ) ) i 1  

(29) < 2c2jhi ( S i - 1 ) + 1 / l՛ ( e ) d e j d t , i = i,...,n. 

Так как S, e [0,1) и 

hi (e ( i )) > 1 + Հ2ieii l i, i = i,...,n, eeR", 

то отсюда непосредственно получаем, что при достаточно больших s интегралы, 
стоящие в правой части (29) сходятся, т.е. верна оценка (27). 

Докажем оценки (28). Так как с некоторой постоянной с1 > 0 для всex п е К " 
n 

I v 
< П ( 1 + Ы Г и hu(n) > ъ Ц ( 1 + Ш Г ' , 

i=1 i=1 

и функция 

g(e) = П ( 1 + e i r (v e R " ) , 
i=1 

Д 
торой постоянной c4 = c4(s) > 0 

s up f ui (  l n l7)u (t)de < C4sup f g i(n)(g i(п -e)g i(e))de< 
n j h^(n - e)hu(e) n j 

Этим оценка (28) доказана. 
h s  

Берлинга. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 4. Из лемм 2, 4, предложений 3, 5 и леммы 2 работы [10] следует, 
что 

Л" г Л" г Л" г Л" 

где Л" = {Же Л" : hu - МРВ Ф}, 
Ч.у. = {Же Л" : hu -ММВФ}, 
ЛДд = {Же Л" : hu удовлетворяет оценке (3)}, 
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Л В = {Ж е Лп : h® удовлетворяет оценке (4) для некоторого s > 0}. 
Из теоремы 2 следует, что Л^ = Л В. 

3. Н Е К О Т О Р Ы Е С В О Й С Т В А Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В В 
П Р О С Т Р А Н С Т В Е С О Б О Л Е В А 

Предложение 6. Пусть функция h = h® удовлетворяет слабому условию Д 
fi С E n . Тогда для любого числа s > s0(h) (см. замечание 3) существует посто-
янная c = c(s) > 0 такая, что 

(30) ||uv||Whs < c||u||Whs ||v||Whs, u,v е Whs, 

(31) | | u v | | ° < ՎՎ^ | | v | L >  u , v  eWhs{n), 
Wh'(n) Wh'(n) W hs(n) 

(32) uv е Whs,ioc(0), u,v е WhsMn). 

Доказательство. Мы докажем только оценку (30), доказательства (31) и (32) 
проводятся аналогичным образом. Так как при s > so (см. теорему 1 и замечания 
2, 3) функция h s удовлетворяет условию Берлинга, т.е. 

Bh 
h s(n) 

h s(n - 0h s(0 
< ж, 

то в силу равенства Парсеваля для любых u,v е Whs 

h s(0 
Ի/(Հ — n)h s(n) 

h s(0 (Fu)(t — ri)(Fv)(V)dri 

(h s(e — r,)(Fu)(£ — n)) (h s(n)(Fv)(V))dV 

< I sup 
h s(0 

h s ( e — n ) h s ( n ) d n ) UhSFuU2L2HhSFvH2L2 = Bhh'HWhs M?Whs 

Предложение доказано. 

Предложение 7. Пусть Же Лп ֊ правильный многогранник, M е Лп ֊ много-
гранник, для которого функция hM удовлетворяет слабому условию Д и а1, а2 е 
(Ж\дЖ) Ո N++. Тогда существуют числа е0 > 0 и c0 = c0(s) > 0 такие, что для 
любого s > s0 (где число s0 то же, что и в предложении 6) и при всех е е (0,е0), 
ji ,j2 е N0 справедливы неравенства: 

(33) 

(34) 

(D a i uj (D a 2uj 

(D a i u) j 1 (D a 2 u) j 2  

W h + ՜ 0 11 � � W h h h > 
hM 

u е Whh s  

< j l j \ \ u \ \ W + j 2 , u еW hhM ( f i ) , 
W hhM 

(35) (D a i u j (D a 2 u j е Wh^ioc u е WhhM ,ioc(fi), 

где h = h®, функция, порожденная многогранником Ж. 

2 
uvHhs 

L 2 
2 

2 

W hM* M 
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Доказательство. Докажем только утверждение пункта (33), так как доказа-
тельства пунктов (34) и (35) проводятся аналогично. 

Из правильности многогранника Ж и условий a1, a2 e (Ж\дЖ) Ո N+, следует, 
что можно выбрать число eg > 0 такое, что 

(36) {{v : v e R+ , v < a1} U {v : v e R+ , v < a2}} 0 e0M С Ж. 

Так как при s > s0, WhsM является кольцом (см. предложение 6), и в силу (36) с 
некоторой постоянной c1 > 0 

П ( 1 + Հ i a 1 ) + N ( i + h SM+ £(0 < C1h(0h sM(Հ) 

для любого Հ e R n и e e (0,e0). Так как D au e Whs+E (j = 1, 2), то в силу 
предложения 6 имеем 

D 1 u ^ D 2 u f < B ^ 3 2 H D 1 u) 
v 7 v 7 W S + E v 7 S + E 

M 

3l 32 

< (BhMcl) 

Предложение доказано. 

2\ jl + j2 НЗ1+З2 
u G Whhs . e hhM 

Следствие 5. Пусть f (Հ1:...,Հհ) (f (0) = 0) ֊ целая функция, Ж С R+ - пра-
вильный многогранник, a M С R+ ֊ многогранник, для которого функция hM 

удовлетворяет слабому условию А, и a 1,..., ak С (Ж\дЖ) Ո N+. Тогда суще-
e0 > 0 s > s0 

f [D° u,..., D a u e W. hS+E0 : u  e  Wh*h-M  ,  

f D a u,...,D a u ew , ( 0 ) , u ewhnh'M (to), 

f D u,..., D a k u ) e Whs++E0 Joc(Q), u e WhhM ,ioc(to). 

Доказательство непосредственно следует из предложения 7. 

Определение 5. (см. [5, 6JJ. Линейный дифференциальный оператор 

P (D) = Е YaD a  

аЕЩР) 

Ж 
лярным), если его характеристический многочлен является невырожденным 

c > 0 a e Ж 

|£Г < c(IP(Հ)| + 1), Հ e R n . 

2 a -

2 
D a  u 

S + E S + E h h M M 

u 
hhM 

M 
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П р е д л о ж е н и е 8. Пусть P(D) ֊ линейный регулярный дифференциальный опе-
+ M С Ку-ратор с правильным характеристическим многогранником Ж С R+L M С R n 

правильный многогранник, 91,92 е R 1 и 9 = m&x{91,92}. Тогда 

{u е  WhhM :  P ( D ) u е  W h M } = { u е  Whh%}  ,  

[u е ^ У h h M ( f i ) : P(D)u е^ 1 hM ( f i ) } С {u е^hhM ( f i ) } , 

{ u е  WhhM,ioc(fi): P ( D ) u е  WhM,ioc(fi)} С { u е  Whh%,ioc(fi)} , 

где h = h® ֊ функция, порожденная многогранником Ж. 

Доказательство непосредственно получается с помощью равенства Парсеваля, 
c1 , c2 > 0 91 , 92 е R 1 

ci (h(e)hM(Հ) + \P(t)\h%(Հ)} < h(e)hM(o 

< c2 (h(e)hM(Հ) + P(t)\h eM(£)) , Հ е R n . 

Т е о р е м а 4. Пусть k е N0 u Q(D) = P(D) + f (D a  1,..., D ak), где P(D) ֊ ли-
нейный регулярный дифференциальный оператор с правильным характеристи-
ческим многогранником Ж, f (z1,..., zk), f (0) = 0 ֊ целая функция, а 1,... ,ак С 
(Ж\дЖ) Ո N + M С R++ - многогранник, для которого функция hM удовлетворя-

Д s1 > s0 s0 s2 е R 1 

s = max{s 1 , s 2 } . Тогда 

u е WhhM : Q(D)u е WhM) С WhhM 

где h = h® ֊ функция, порожденная много гранником Ж. 

Доказательство. Так как при s 1 > s 0 , в силу следствия 5 f (D a  1 u,..., D a ku) е 
Whs 1 +e для некоторого числа е > 0 и при всex u е Whhs i, то утверждение теоремы 
очевидно, если s 1 > s 2 . 
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Пусть s 1 < տշ. Так как в силу следствия 5 для любого u e Whh=2 (s2 > S1 > s0) 
f (D a i u,..., D a k u) e W h s 2 + E и P (D)u e WhS2 (i.e. Q(D)u e W h * 2 т о 

WhhM С {u e WhhM : Q(D)u e WhM) . 

s1 < s2 

(37) {u e WhhM : Q(D)u e WhSi} С WhhM. 

Пусть u e WhhM и Q(D)u = g e WhM2, Тогда в силу следствия 5 для некоторого 
e0 > 0 f (D a iu,... ,D a ku) e W, si+Eo, следовательно, h  

P(D)u = g + f (D a i u,..., D a ku) e WhsM U WhM1+E0. 

Если e0 + s1 > s2, то g + f(D a iu,...,D a ku) e W^, следовательно, в силу 
предложения 8 u e W h h s ^ . Если же s 1 + e0 < s2, то снова в силу предло-
жения 8 u e W, ,si+E0. Так как чи ело e0 зависит лишь от M, Ж и a 1,...,a k, 

hhM 

то, повторяя эти рассуждения r раз (где число r e N определяется из условия 
(s2 — s1)/e0 < r < 1 + (s2 — s1)/e0) мы получим вложение (37). 

Следствие 6. При условиях теоремы 4 и предположениях f e C и s > s0, все 
решения u уравнения Q(D)u = f из класса WhhsM являются бесконечно диффе-
ренцируемыми функциями, т.е. при s > s0 

{u e WhhsM : Q(D)u e C™} С C~ 

Доказательство следует из теоремы 4. 

З а м е ч а н и е 5. Утверждение теоремы 4 остается верным, если пространство 
о 

Wh заменить соответственно пространствами Wh (0) или Wh,ioc(Q). 

A b s t r a c t . The paper considers differential operators in the generalized Sobolev 
Ж 

under which the function h^ satisfies the Beurling condition for s great enough. They 
coincide (become necessary and sufficient) for polyhedrons in R+ . The regularity of 
a class of differential equations is investigated. 
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О К Р А Й Н И Х Т О Ч К А Х Н Е К О Т О Р Ы Х М Н О Ж Е С Т В 
Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 
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А Н Н О Т А Ц И Я . В банаховом пространстве HX(U) функций, голоморфных и 
ограниченных в единичном круге U, рассматривается выпуклое подмноже-
ство функций H™(U; K), значения которых принадлежат компакту K. При 
довольно общих условиях на K дается описание крайних точек HX(U; K). 

1. Пусть B ֊ банахово пространство, X с B ֊ его выпуклое подмножество. 
Точка х называется крайней для множества X, если она не является собственной 
выпуклой комбинацией никаких двух различных точек из X . То, что x крайняя 
точка может быть сформулировано следующим образом: если элемент t е B 
таков, что x + t е Х и х — t е X , то t = 0. 

Задаче описания крайних точек выпуклого множества посвящено немало ра-
бот. Интерес к этой задаче вызван, в частности, и тем, что во многих случаях 
крайние точки несут в себе достаточную информацию о геометрии этого множе-
ства. Например, в конечномерном пространстве всякое замкнутое ограниченное 
выпуклое множество является выпуклой оболочкой множества своих крайних 
точек. В случае произвольного банахова пространства это уже не всегда так: 
например, единичный шар в пространстве կ вообще не имеет ни одной крайней 

B 
то, как следует из теоремы Крейна-Мильмана (см., например, [1]), единичный 

B 
том смысле, что шар является слабым замыканием выпуклой оболочки своих 
крайних точек.. 

B 
ограниченных голоморфных функций. 

2. Пусть U - единичный круг на комплексной плоскости С, т.е. U = {z е С : \z\ < 
1}, K - выпуклый компакт на плоскости w, HX(U) - пространство голоморфных 
и ограниченных в U функций, HX(U; K) - множество функций f (z) е HX(U), 
для которых f (U) с K. Очевидно, что HX(U; K) является выпуклым множе-
ством в H  т о(U). 

Если K - круг \w\ < 1 то H™(U; K) является единичным шаром в H™(U), 
f 
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которые удовлетворяют условию 
Ր 2п 

(1) / log( l ֊ \f(e i e) \) dd = -ж. 
J о 

Целью данной работы является описание крайних точек множества HX(U; К) 
для довольно широкого класса выпуклых компактов K, а именно, для компак-
тов, удовлетворяющих условию 

(Р) Существует натуральное число n такое, что в каждой точке Z £ дК 
существует опорная к К прямая կ и парабола порядка 2n с вершиной 
в С, касающаяся կ и такая, что в некоторой окрестности DQ точки Z 
ветви этой параболы охватывают множество К Ո DQ. 

Условие (Р) означает, что граница дК компакта К в каждой своей точке име-
ет с опорной прямой соприкосновение порядка не выше 2n ֊ 1. Напомним, что 
опорной к данному множеству К в данной точке Z £ дК называется прямая, 
проходящая через Z и оставляющая К по одну сторону от себя. 

В работе [3] описаны крайние точки множества HX(U; К) для компактов, удо-
влетворяющих некоторому условию, которое, как легко показать, эквивалентно 
условию (Р) при n = 1 . 

К 

(2) G(w) = sup {\С\: w ± ( £ К} , w £ К. 

Обозначим через p(w, дК) расстояние между w и дК, т.е. 

р^.дК)= inf |w —1\. гезк 
Тогда справедливо следующее утверждение. 

Л е м м а 1. Для выпуклых компактов К, удовлетворяющих условию ( P ) , имеет 
место неравенство 

1 

(3) G(w) < C {p(w, дК)} - , w £ К, 

где C не зависит от w. 
Доказательство: Окрестности DQ, участвующие в условии (Р), покрывают всю 

К 

К = К \( U D(Z\ 
УСеак J 

компактно внутри К, т.е. р(КдК) > 0. Ввиду того, что К ֊ компакт, из (2) 
следует, что функция G(w) ограничена некоторой константой: G(w) < M. 

Пусть 
C = max j 1; M [р (К',дК)]"1 / п} . 

Для w £ К' имеем 

(4) G(w) < M < C [р (КдК)] 1 / n < C [р (w, дК)] l / n . 

В случае w £ К \ К' выберем Z0 £ дК так, чтобы 

(5) р^,дК )= р(шХо)-
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Опорная прямая к компакту К через точку Z0j очевидно, перпендикулярна к 
прямой d, соединяющей точки w и ( 0 , иначе на дК существовали бы точки, 
расположенные к w ближе, чем Ссъ что противоречило бы (5). Проведя соответ-
ствующую параболу порядка n с осью d и вершиной ( 0 , убеждаемся, что 

(6) G(w) <\w - Z\ l / n = p (w, дК)] 1 / n . 

Объединяя (4) и (6), получаем утверждение (3) леммы для всех точек w е К. 

Т е о р е м а 1. Пусть К ֊ выпуклый компакт. Для того, чтобы функция f (z) 
являлась крайней точкой множества HX(U,K), необходимо, чтобы К удовле-
творяло условию 

,-2п 
P f  

0 
и обратно, если К удовлетворяет условиям (P) и (7), то f (z) является крайней 
точкой множества Hж(и,К). 

{՛ 2п 
(7) / log p{f{e i e) ,дК)М = -ж, 

0 

Доказательство: Необходимость будем доказывать от противного. Пусть инте-
грал в левой части (7) сходится. Функция 

( 1 с2П ле + z 1 
(8) h(z) = e x p l - Jo -e— ֊z log p(f(e i e) ,дК)М՝> 

голоморфна и ограничена в круге U и для почти всех в имеет место равенство 
\h(e i e )\ = pf (e i e), д К ) . Отсюда следует, что f (e i e) ± h(e i e) е К почти всюду, 
поэтому f (z) ± h(z) е К, z е U. Поскольку h(z) փ то, етачит, f (z) не является 
крайней точкой. 

К 
лым множеством, отличным от полуплоскости и всей комплексной плоскости C, 
получено необходимое условие 

Г 2 п p (f (e i e),дК) 
< 9 ) J o f m + i d d = 

К 

Докажем достаточность. Пусть g(z) голоморфна в U и f (z) ± g(z) е К. В силу 
определения (2) функции G(w) имеем \g(z)\ < G (f (z)). Учитывая (3), получим 

| g ( e i e ) | < G (f (e i e)) < C [p (f (e i e),дК)]Vn . 

Логарифмируя и интегрируя полученное неравенство, с учетом (7) будем иметь 

log  lg(e i е) 1 de < log C + - log p(f(e i e) ,d^de = -ж. 
J o  n Jo 

Отсюда следует, что g(z) փ 0, т.е• f (z) является крайней точкой множества 
H^(U; К). Доказательство завершено. 

Заметим, что в случае, когда К ֊ круг, pf (e i e), дК = - — \f (e i e )\ и условие (7) 
сводится к условию (1). 
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В работе [4] доказана достаточность условия (7) в случае, когда граница вы-
К 

кривизну во всех точках. Отсюда следует, что во всех точках эта кривая имеет 
со своей касательной соприкосновение порядка не выше первого, поэтому в этом 

К ( P) 
как частный случай, следует из теоремы 1. 

3. Теорема 1 имеет место и в случае банахова пространства A(U) непрерыв-
ных функций в замкнутом круге, аналитических внутри него. Обозначим через 
A(U; К) множество всех функций из A(U), значения которых лежат в К. 

К 
(P) 

f(z) A(U; К) 

Доказательство: Достаточность доказывается так же, как в теореме 1. Чтобы 

( ) 
функции h(z) в формуле (8). Если f е A(U; К) и log pf (e i e ),дК) интегрируем, 
то можно выбрать непрерывную функцию u на единичной окружности так, что 
0 < u < pf (e i e),дК), logu интегрируем и u непрерывно дифференцируема на 
каждой открытой дуге множества, где f е дК. Если положить 

| | (h ) 
lh(e i e )| < pf (e i e), д К ) . Отсюда следует, что f (e i e) ± h(e i e) е К для всех в, 
поэтому f (z) ± h(z) е К, z е U. Поскольку h(z) փ 0, это значит, что f (z) не 

A(U; К) К 
A(U; К) 

ше: крайними являются те и только вге функции f е A(U; К) (f = const), для 
которых f(e i e) С дК иначе говоря, pf (e i e),дК) փ 0. 

A b s t r a c t . In the Banach space HX(U) of bounded, holomorphic functions in 
the unit disc U of the complex plane, the paper considers the subset H(U; К) of 

К 
HX(U; К) is given under rather general conditions on К. 
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