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A b s t r a c t . A 4-dimensional Walker metric on a semi Riemanian manifold M , for 
the canonical metric with с = 0, have been investigated by M. Chaichi, E. Garc ia-
Rio and Y. Matsushita. The paper generalizes these notions to the case of constant 
с փ 0. Specially the form of defining functions of this metric in locally conformally 
flat 4-dimensional Walker manifolds is found. 

§1. I N T R O D U C T I O N 

A Walker n-manifold, admits a field of parallel null r-planes, with r < 2՝. The 

canonical forms of the metrics have been investigated by Walker [4]. The canonical 

form of this metric contain three functions a(x,y, z,t), b(x,y, z,t) and c(x,y, z,t). 

Our interest is in 4-dimensional Walker manifolds with parallel null 2-planes. In [2], 

Einstein, Osserman and locally conformally flat Walker manifolds were investigated 

in the restricted form of metric when c(x,y, z,t) = 0. Following [2], in this paper we 

focus on the case c(x, y, z,t) = с and investigate locally conformally flat 4-dimensional 

Walker manifolds admitting parallel null 2-plane. 

D e f i n i t i o n 1. A Walker manifold is a triple ( M , g, D) consisting of an n-dimensional 

manifold M, an indefinite metric g and an r-dimensional parallel distribution D. If 

d i m M = 4 and dim_D = 2, g has signature ( Ւ+) and in suitable coordinates, g 

can be given by 

(1.1) 
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for some functions a(x,y,z,t), b(x,y,z,t), c(x,y,z,t) and D = — , (ref. [4], [5]). 

The special case where c(x,y, z,t) = 0 was studied in [2], where the components 

of Levi-Civita connection, and the curvature tensor has been calculated and the 

conditions that creates locally conformally flat are given. We are interested in the 

case of the Walker metric g as in (0.1) with constant c. 

§2. C U R V A T U R E T E N S O R O F 4 - D I M E N S I O N A L N E U T R A L M E T R I C 

A D D M I T T I N G A P A R A L L E L N U L L 2 - P L A N E 

The canonical form of Walker metric has been obtained by A. G. Walker in [4], [5], 

showing existence of suitable coordinates where the metric expresses as (0.1). 

Now the Levi-Civita connection of a Walker metric (0.1) is given by 

\լахдх + ֊ с х д у , = ֊ а х д х + 

Va^A = ^схдх + ^Ьхду, Vdydz = ^аудх + ^суду, 

Vdydt = ^ c y d x + h)ydy, 

՝4dzdz = ^(az + cay + aax)dx + ^(2cz - at + bay + cax)dy - ^axdz - ^aydt, 

= ^(at+ ccy + acx)dx + bcy + bz + ccx)dy - ֊cxdz - ֊cydt, 

Vat3( = ֊(2ct - bz + cby + abx)dx + bt - bby + cbx)dy - ֊bxdz - ֊bydt, 

where ax = -J^a(x,y, z,t) means partial derivative and dk denotes the coordinate x dX 

JL дк vector field к = x,y,z,t. For the special case oi c(x,y, z,t) = с in (1.1), we 

g(x,y,z,t) = 

/ 0 0 1 0 
0 0 0 1 . 
1 0 a(x,y,z,t) с I '  y ' 

\0 1 с b(x,y,z,t). 

Let R denotes the curvature tensor taken with the convention R(X, Y) = V[x,y] — 

[ V j , Vy] , Then, the nonzero components of the curvature tensor are computed as : 

Rdzd„dz — ~{cayx + aaxx) + ~{aybx + 2 bayx + 2 catx — 2atx)dy — -axxdz — -ayxdt, 

Ra.aA = — Ьхау)дх, Rgtdxdx = —bxxdy, 
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RataJy — -jbyxdy, Rdtd^dz — - ( 2 bzx — ахЪх)ду, 

Rdtdxdt = ֊ ( ֊ 2 b z x + 2cbyx + axbx + 2 abxx)dx + 

bbyx ֊ cbxx)dy - ^bxxdz - ^I 

— � Qxy^xi -^dzdydy — � Cbyy^xi 
1 

1 
Rdzdydz = -(cayy + aayxbx)dx + - ( - 2 aty+ 

~\~&yby 1buyy 1cuxy՝}()y ~axydz ^^yy^ti 

Rdzdydt = - ( 2 aty — byay)dx, Rgtdydx = -^bxydy, 

Rdtdydy = —b y y d y , Rd t d y d z = - ( 2 bzy — aybx)dy, 

Rdtdydt = 2bzy + 2 cbyy + aybx + 2 abxy)dx 

+ \ i b b y y + c b x y ) d y - ^ b x y d z ֊ h ) y y d t , 

Rdtdzdx = ^(2bzay - 2atx)dx + ^(2bxz - axbx)^dy, 

Rdtdydy = -(byfiy — 2 a y t ) d x + - ( 2 ^ — a y b x )dy , 

Rdtdzdz = ^( ֊շշօ^է - 2aaxt + cayby + aaybx)dx + ^ ( 2 6 ^ + 2a ( ( - aybt-

֊ 2aytb ֊ 2caxt - caxby ֊ aaxbx + atby + bzax - azbx)dy + 

+ ^(2axt - aybx)dz + ^(2ayt - ayby)dt, 

Rdtdz dt = ֊(-2bzz + azbx + 2abxz - 2att - bzax + 2cbyz + btay - byat + 

1 
bbydy + cbyax)dx + ֊(2bbyz + 2cbxz - bxbay ֊ cbxax)dy + 

(2.2) 

4 

+ bxax ֊ 2bxz)dz + ~{bxay - 2byz)dt. 

§3. L O C A L L Y C O N F O R M A L L Y F L A T 4 - D I M E N S I O N A L N E U T R A L 

M E T R I C S A D M I T T I N G A P A R A L L E L N U L L 2 - P L A N E F I E L D S 

A semi-Riemannian manifold is locally conformally flat if and only if its Weyl tensor, 

given by 

W(X,Y,Z, V) = R(X,Y,Z, V) 
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Sc 
(g(X, Z)g(Y, V) — g(X, V)g(Y, Z)) 

(n - 1 ) (n - 2) 

1 
(Ric(X, Z)g(Y, V) - Ric(Y, Z)g(X, V) 

( n - 2) 

+Ric(Y, V)g(X, Z)g(X, V)g(Y, Z)) 

vanishes. The nonzero components of Weyl tensor of a special Walker metric (2.1) 

are given by 

W{dx, dy, dz,dt) = - — - --byy, 

W(dx, dz, dx, dt) = ^bxy, 

W(dx, dz,dx, dz) = - ֊ а х х - ^byy, 6 6 

W{dx, <9г, ду, dz) = -

dz,dz,dt) = ^axt - ^bzy - —caxx + ^abxy + ^сб,,,,, 

W(dx, <9Ж, 3() = 

Յյ,, dz) = byy + —axx, 
12 y y ' 12 

i i 
4 

<9г, dt) = - - —bbyy - —baxx, 

W{dx, <9(, Յյ,, 3() = --bxy, 

W(dy, dz, dy, dz) = --ayy, 

W{dy, dz,dy, dt) = ^axy, 

W(dy, dz, dz,dt) = —aaxx + -caxy + \bayy + —ab. y, Vz, Vz, Vt) — y^u-xx т xy т ^""-yy т 

1. 

6 ( 

1. 
T՛ '' ' 4 ՝ ՜ ՝" 1 " ' ' 12 6 ՝ 
1 1 , 1 , 1 , 1 . 

W{dy, dt, dy, dt) = - ֊ a x x - -byy, 

W(dy, dt, dz, dt) = ~^bzy + յaxt - \baxy + —cbyy - -caxx, 

W(dz,dt, dz,dt) = --att ֊ -bzz - -axbz + -aybt + -bxaz ֊ -byat 

1 . 1 , 1 , 1 1 , 
+ тcbyax - -cbxay + -abzx + -caxt + ֊cbzy 

1 .2 , 1 , _ 1 շ _ 1 շ , _ 1 
ayy ՝ 2° ayt gC a x x ^с o y y 

—abbyy - —baaxx - ^cbaxy - ^ a 2 b x x . 

(3.1) 
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Now it is possible to obtain the form of a locally conformally flat Walker metric as 

follows : 

T h e o r e m 1. A Walker metric (2-1) is locally conformally flat if and only if the 

functions a(x, y, z, t) and b(x, y, z, t) satisfy 

a(x, y, z, t) = KX2 + xR(z, t) + yS(z, t) + £(z, t), 
(3.2) 

b(X, у, z, է) = -ку2 + yP(z, է) + xQ(z, է) + 7](z, է), 

where the functions R(z,t), S(z,t), P(z,t), Q(z,t), £(z,t), r)(z,t) and с satisfy the 

following relations 

Rt — Pz = 2 ere, 

-2Rtt - 2Q22 + RQZ ֊ 2nr]z + SQt + RZQ ֊ RtP + 2QSt + 2ксР = 0, 

֊ 2 S t t - 2 P z z + 2 S Q Z ֊ RPZ + SPt + QSZ + 2«Հէ + PSt ֊ 2KCR = 0, (3.3) 

- 2 & t ֊ 2%* + 4Qz + 2cRt + 2cPz + 2 5 ( ? 7 ֊ RVz + Sf]t + Q 6 - P£t + cRP - cQS = 0, 

к e m. is any constant. 

Since a four-dimensional manifold is locally conformally flat if and only if the Weyl 

tensor vanishes, we consider (2.1) to be a system of PDE's. We shall prove the 

theorem in four steps. 

F i r s t s t e p : 

W{dx, dz,dx, dt) = -bxy = 0, 

W(dx, dz,dy, dz) = ~^aXy = 0, 

W(dx, dt, dx, dt) = -\bxx = 0, 
I (3-4) 

W{dx, dt, dy, dt) = ֊ ֊ b x y = 0, 
W(dy, dz,dy, dz) = ~ a y y = 0, 

W(dy, dz, dy, dt) = ^axy = 0. 

From the equation (2.2) in the Weyl condition (3.4), we see that a and b become 

a = a(x, y, z, t) = a(x, z, t) + a(y, z, t), 
(3.5) 

b = b(x, y, z, t) = b(x, z, t) + b(y, z, t). 

Then we have ayy{y, z, t) = 0, so ayy(y, z, t) = 0, and a(y, z, t) = yS(z, t) + £(z, t). 

Similarly, bxx(x, z, t) = 0, so bxx(x, z, t) = 0, and b(x, z, t) = xQ{z, t) + r/(z, t). 
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S e c o n d s t e p : Considering the result of step 1, the Weyl equations (3.1) reduce to 

W(dx, dy, dz,dt) = ՜ у^г/г/  = (3-6) 

W(dx,dz, dx, dz) = - ֊ a x x - \byy = 0 g-ЖЖ gWj/t/ 

W(dx, dz,dz, dt) =^axt - ^bzy ֊ —caxx + ^abxy + ^cbyy = 0, 
(3.7) 

w(dx, d t , d y , d z ) = 12ЬууЛ 
1 

• уշ՛»®® ֊ 0, 

w(dx,dt,dz,dt): U y ֊ 4 x y Y 2 Ь Ь У У ՜ 
• —baxx = 0 

w ( d y , d z , d z , d t ) 

1 
G j G J դ՝ •у» 

12 
1 
— c a x y -\ - \ Ь а У У + — a b y y = 0 , 

w(dy, d t , d y , d t ) = 

1 
6 x x " g byy = o, 

W(dy, dt, dz, dt) = -h)zy + ^axt - ^baxy + —cbyy ֊ -caxx = 0, 

W(dz, dt, dz,dt) = ֊ ֊ a t t ֊ -jbzz - -axbz + -aybt + -bxaz ֊ -byat+ 

1 . 1 у 1 , 1 1 , + -cbyax ֊ -cbxay + -abzx + -caxt + ֊cbzy-

• b ®yy ՜է՜ դ b&yt � с c^xx � с byy „ cabxy ~УУ ՝ շ-~У^ g~ g ՝ 

— —obbyy — —baaxx — —cbaxy — —a2bxx = 0. 

Equation (3.6) gives axx = — b y y and thus (3.5) shows that axx(x, z,t) = — b y y ( y , z , t ) 

and moreover we see that the both sides of equation are independent of x and y, and 

in fact they depend only on z and t. Thus, equation (3.6) reduces to the following. 

a x x ( x , z , t ) = n ( z , t ) , b y y ( y , z , t ) = - K ( z , t ) . 

Then a ( r e s p , b ) is a quadratic function of x(resp,y), with z and է parameters. 

Therefore we have 

a = a ( x , y, z, t) = a ( x , z, t) + a ( y , z, y) = X 2 K ( Z , t) + x R ( z , t) + £ ( z , է) + a ( y , z, t ) , 

b = b(x, y, z, t) = b(x, z, t) + b(y, z, y) = b(x, z, t) - у2к(г, է) + yP{z, է) + r](z, է), 

for some function K,(z,t), P(z,t), R(z,t), £(z,t) and r)(z,t). 
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T h i r d s t e p : Considering the result of step one, equations (3.7), we conclude that 

o-xt — bzy — caxx = 0. Now from the above we have axt = bzy + caxx and thus 

2x Kt{z,t) + Rt(z,t) = ֊2 ynz(z,t) + Pz(z,t) + 2 cK(z,t). 

Then Kt = 0, kz = 0, so n(z,t) = к, Pz = Rt — 2ск. This shows the first equation at 

(3.3) and the metric expression as in (3.2) 

a = a(x, y, z, է) = их2 + xR(z, է) + yS(z, է) + z, է), 

b = b(x, у, z, Է)) = -ку2 + yP(z, Է) + xQ(z, Է) + T)(Z, Է ) . 

F o u r t h s t e p : It follows from the previous steps that the last of equation (3.1) 

reduces to the equation 

W(dz,dt,dz,dt) = ~^ att ֊ l;bzz - ^axbz + ^aybt + ^azbx - ^atby + 

+ ^caxby ֊ ^cbxay + ^bzxa + ^caxt + ^cbzy + ^bayt = 0. 

Then the special Walker metric defined as (3.2) is locally conformally flat if and only 

if the component of the Weyl tensor W(dz, dt, dz, dt) vanishes. Moreover, since 

2att + 2bzz + axbz - aybt ֊ azbx + atby ֊ caxby + 

+ cbxay — 2 bzxa — 2 caxt — 2 cbzy — 2 bayt = 0. 

Then 

W(dz,dt,dz,dt) = ^x(֊2Rtt ֊2Qzz+RQz ֊2Krlz+SQt+RzQ֊RtP+2QSt+2ncP)+ 

+ \ y { ֊ 2 S „ ֊ 2Pzz + 2SQZ ֊ RPZ + SPt + QSZ + 2Վէ + PSt ֊ 2KCR) + 

+ ^xy{-nPz + 2KRt - к2с) + ֊ 2Հս ֊ 2Vzz + 2CQz + 2cRt+ 

+2cPz + 25(?7 - Rr]z + Srit + Q6 ֊ P& + cRP ֊ cQS) = 0, 

and (3.3) follows. 

R e m a r k 1. Putting с = 0 we get Theorem 13 in [2]. 

D e f i n i t i o n 2. Let Ric and Sc denote the Ricci tensor and the scalar curvature of 

(M, g), defined by Ric = trace {Z —У R(X, Z)Y} and Sc = traceRic, respectively. 
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L e m m a 1. The scalar curvature of a Walker metric (2.1) is given by Sc = byy + axx. 

It follows from the equation expressing the components of the curvature tensor that 

the Ricci curvature is 

Ric = 

0 
0 0 
1 1 
О О'ХХ 

Հհ \ 2  иху 2 byy 

О ^ X X 

hxy T h 
xy 
՝yy 

г {o.tx — aybx ե. y z J М з з 
\{atx ֊ aybx + byz) \Ai_ 

where A33 = 2caxy+aaxx + bayy+ayby ֊2ayt, ճ 4 4 = -2bzx+axbx + 2cbxy+abxx+bbyy 

and the Ricci operator ( R i c ( X ) , Y } = Ric(X,Y) satisfies 

I-B13 h( atx — (iybx + byz — cbyy — abxy) 

Ric = 

where В13 = car 

{ 1 ® Х Х 

2 Ьху 2 Ь У У 

0 0 
Vo 0 

2 j(abx 

2 bxy 

-b 2  uyy 

"b cbyx + axbx — 2 bz X ) 

>13 = caxy -r bayy + ayby ֊ 2ayt and B23 = atx - aybx + byz - ca. 

Now, the result follows by a straightforward calculation. 

R e m a r k 2. Considering (2.14) in Lemma 1 and (2.3) we see that any locally 

conformally flat Walker metric (2.2) has vanishing scaler curvature, hence they 

necessarily are semi-Riemannian manifolds with harmonic curvature (ref. [7]). 

xx baxy. 

~ a XX 
շ Uxy 

Р е з ю м е . 4-мерная метрика Уолкера на полу-римановом многообразии М , для 
канонической метрики с с = 0, было исследовано М. Чаичи, Э. Гарсия-Рио и И. 
Мацушита . В настоящей статье эти понятия обобщаются на случай постоянного 
с փ 0. В частности, найден вид определяющих функций этой метрики в локально-
конформно плоских 4-мерных многообразиях Уолкера. 
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О Б О Д Н О М Р Е З У Л Ь Т А Т Е Т И П А Т Е О Р Е М Ы Г . С Е Г Ё 

С . А . В а г а р ш а к я н 

Ереванский государственный университет 
E-mail: suren86@gmail.com 

Р е з ю м е . В этой статье приводится новый результат типа хорошо известной 
теоремы Г. Сегё и А. Колмогорова о наилучшем приближении аналитически-
ми полиномами в весовых пространствах Մ . Результаты такого типа играют 
существенную роль в теории предсказания стационарных процессов. Хорошо из-
вестно, что точность наилучшего предсказания на один шаг вперёд, не зависит 
от р. В данной статье мы докажем, что в случае предсказания на два шага вперёд 
получаются разные результаты для р = 2 и р = сю. 

§1. В В Е Д Е Н И Е 

В данной статье приводится аналог следующей, хорошо известной теоремы Г. 

Сегё, (см. [1], стр. 201). 

Т е о р е м а 1.1. Пусть h(z) - неотрицательная, непрерывная функция на единич-
ной окружности \z\ = 1. Тогда для любого 1 < р < сю имеет место равенство : 

inf — 
Cj,n \ 2тт 

j= о 

\ р \ 1/р 

h(e t x) с?ж = ехр ( - L 
Լ 2тг 

log h{e")dx 

А. Колмогоров [3] обобщил приведённый выше результат. С целью сравнения с 

результатом данной статьи здесь мы приводим формулировку частного случая 

теоремы А. Колмогорова. Рассмотрим функцию 

F(z) = ехр 
2тг 

•lo gh{e")dx\, խ|<1, 

которая имеет граничные значения почти всюду и |-F՝(z)| = h(z), \z\ = 1. 

tlx e 3 

1 Г e" + z 
e"~ — z 

mailto:suren86@gmail.com
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Т е о р е м а 1.2. Пусть h(z) - неотрицательная, интегрируемая функция на \z\ = 1 

и пусть h(z) = h(z), \z\ = 1. Тогда имеет место равенство : 

( 
inf 

1 Г 
to. 

\ 

Л ' ՜'"՝ ճ / ; ' ' " 
3=0 

շ \ 1/2 

h(e") I dx 

= |ճ | | յ ՝ (0) | . / i I ( \ Ո Պ \ V V2H0)| 
Следующая теорема является основным результатом данной статьи. 

Т е о р е м а 1.3. Пусть h(z) ֊ неотрицательная, непрерывная функция на \z\ = 1. 

Тогда 

inf max 
С,' \ —7Г<аг<7Г 

Ае~ 
i=o 

h(e 

= |ճ | \F(0)\ 1 + 
F'( 0) 2 F'( 0) 

լ 
F'(0)  2  

F( 0) F( 0) V 2F(0) 

Заметим, что в Теореме 1.1 точность наилучшего приближения функции е~", 
х = [—7Г, 7г], аналитическими многочленами не зависит от параметра 1 < р < сю. 

Однако для функции е~2 , х мы получаем разные величины для наилучшего 

приближения, когда р = 2 и р = сю. 

§2. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О О С Н О В Н О Й Т Е О Р Е М Ы 

Приведём некоторые известные определения и вспомогательные результаты. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Обозначим через Н°° пространство всех ограниченных ана-

литических функций f(z) в \z\ < 1, с нормой 

| | / | | я~ = sup I/WI-
И < 1 

Хорошо известна следующая теорема (см., например, [2], стр. 142). 

Т е о р е м а 2.1. Пусть zi, Հշ, • • •, zn - точки в единичном круге (т.е. \z^\ < 1, 
k = 1, • • •, п) и пусть wi,w2, • • •, w„ ֊ произвольные комплексные числа. Тогда 
существует единственная функция f(z) £ Н°° с минимальной нормой, удовлетво-
ряющая условиям f(zn) = wn, n = 1, 2, • • •, п. Более того, эта функция допускает 
представление 

f(z) = CB(z) 

fl 

С Հ .71 3 

fl 



Об одном результате типа теоремы Г. Сегё 13 

где B(z) - произведение Бляшке порядка не больше п — 1 (т.е. оно содержит по 
крайней мере п — 1 элементарных сомножителей Бляшке), а С - комплексное 
число. 

Воспользуемся следующим, хорошо известным свойством дробно-линейных пре-

образований 
az + b 

w = -, ac — ba փ 0. 
cz + a 

Известно, что если a i , օշ, аз, оц различные комплексные числа и wւ, -աշ, гоз, 104 
их образы, т.е. го(а^) = го^, /г = 1,2, 3, 4, то 

04 — ai аз — а2 104 — wi 103 — wշ 
04 — օշ аз — ai Ակ — W2 ws — w 1 

Докажем следующую теорему. 

( 1 ) 

Т е о р е м а 2.2. Пусть h(z) - неотрицательная непрерывная функция на \z\ = 1, 
a-լ и Ռշ ֊ комплексные числа такие, что |ai| < 1 и |օշ| < 1 и пусть А\ и ճշ -

произвольные комплексные числа. Тогда имеет место равенство 

inf max 
c i \ И = 1 

ճւ 
z — Ա\ z — a շ 

4 ™ 
— — у ( :?3 

3=0 

h(z 

где 

= inf Հ sup \K{z)\; K{a1) = b1, K{a2) = b 2 } , 
£ ё Я " l l * l=i J 

, 7-7/ \ Օ ւ - Օ շ Հ Օ շ - Օ ւ ճշ 
ծւ = -F(oi) —-շ- = и b2 = F(a2)-

1 l - О] 1 ֊ | a i | 2 1 - a 2 a i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, имеем 

a i a 2 1 _ \ռշ\Հ 

I = inf max 
ci \ И=1 

ճւ ճշ 
z — a i z — a շ - £ < 

3=0 

,73 h(z 

= inf 
H = i 

Z — Ol Z — Օշ 
1 — OlZ 1 — 02Z 

Л Л  n  

ճւ , ճշ _ y ^ 
— «о Հ—/ z — a 1 z — Ռշ 

Cjz- h{z 

= inf max 

Обозначим через 

ճւ z — Օշ Z — Օւ ճշ 

j=o 

z — ai z — Ռշ 

1 — a i z 1 — a2Z 1 — a i z 1 — a2Z 1 — a±z 1 — 02Z 
P(z) h{z 

, , Հ ճւ z - Օշ z - Օւ ճշ г - f l i z - f l 2 
f(z) = — — + — 1 — aiz 1 — a2z 1 — aiz 1 — a2z 1 — aiz 1 — a2z 

P(z) 

3 

3 

max с J 
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аналитическую в единичном круге \z\ < 1 функцию, где P{z) - произвольная 

функция из Н°°. 

Заметим, что независимо от выбора P{z) £ Н°°, функция f(z) удовлетворяет 

следующим условиям : 

,, \ Ах oi - a2 а2 - ах А2 
/ ( « О = ՜ — Г ՜ — — и / ( « շ ) = 1 — — Г " — Г ՜ i 2 -

1 — |«ւ| 1 ~ ° 2 ° ւ i - օւօշ 1 _ \а2\ 

Следовательно, имеем 
1 = b f | m a x | / ( z ) | / i ( z ) ; f(a1)=c1, f{a2) = c2 j , 

где 

J = inf \max\K(z)\- K(ai) = ЬЪ K(a2) = b2\. 
кен°° Լխ|=ւ J 

Д о к а з а т е л ь с т в о основного р е з у л ь т а т а . В предыдущей теореме подставим 

a i = 0, а2 = а, Ах = — , ճշ = - . 
а а 

Тогда имеем 
п 

CiZ J  1(a) = inf max 
c i \ И = 1 

1 ™ 
ziz — а 

՝ ֊ ' j=о 
/ւ(շ 

= inf Հ m a x | i f ( z ) | ; i f (0 ) = F(Q), К (a) = F(a) 
1 

KeH(D) Լ\z\=i ՝ ՝ ՝ ' ՝ " ՝ ' ՝ ' 1- \a\2 j ' 

Отметим, что функция К(z) £ Н°°, на которой достигается нижняя грань, 

должна быть произведением Бляшке не выше первого порядка. Если она имеет 

нулевой порядок, тогда К(z) = D = const и, следовательно, 

D = K(0) = F(0) = K(a) = J ^ L . 
1 - н 

Это означает, что 1(a) = |-F՝(0)| и 

F ( a ) ֊ F ( 0) 
= - a F ( 0 ) . 

Если же порядок рассматриваемого произведения Бляшке равен 1, то К(z) 

является дробно-линейным преобразованием, т.е. 

у — а 
K(z) = D——, Н<1. 

1 — az 

а 
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Поэтому обозначая 
F(a) 

К{ 0) = F{ 0) = Wl и K(a) = = w2 
1 - | օ | 

получаем 
D2 

if (0) = w i K(a) = w2 K( oo) = — К 

Из формулы (1), следует 
Wl 

_D2 — wiw2 D2 — W2W1 

a/ w2 

1 - H 2 D2 - \w2\2 D2 - K| 2 • 

После элементарных преобразований приходим к равенству 

2 _ D2\w2 - wi\2  

l°l — 
ID 2 - wxw2\ 

Далее, учитывая равенство 1(a) = |D|, получаем 

I4 - (w + w + R)12 + ww = 0, 

где 

(2) 

R = 
( i ֊ H 2 ) ' 

F(a) - F(0) 
%F( 0) 

F(Q)F(a) 
|2 • 

1 - H 
Так как I > max{ | to i | , |ւօշ|}, то I должен равняться наибольшему корню урав-

нения (2). Следовательно, 

1(a) = у^ (w+ w + R + հ/Iw + w + R)2 ֊ 4ww^j , 

где 

w + w + R = 
F ( 0 ) F ( a ) + F ( 0 ) F ( a ) 

1 ՜ 1°1 1 - И 2 ) ' 

F(a)-F( 0) 
i F ( 0 ) 

4ww = 4 
| J ՝ (0 ) | 2 | J ՝ (a ) | 2 

( 1 - й 2 ) 
2 • 

Переходя к пределу при a —У 0, получаем требуемый результат . 

a 

и 

w 

< 

и 

Abstract.The paper proves a new result similar to the well known theorems of G. 
Szego and A. Kolmogorov on the best approximation by analytic polynomials in 
weighted Lp spaces. Such results are essential in prediction theory for stationary 
processes. It is well known, that for one step prediction, the size of the best 
approximation is the same for all p. The paper proves that for two step prediction 
the best approximation sizes are different for p = 2 and p = 00. 
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И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я И Б А З И С Н О С Т Ь В Н Е К О Т О Р Ы Х К Л А С С А Х 
Ц Е Л Ы Х Ф У Н К Ц И Й Э К С П О Н Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О Т И П А 

М Н О Г И Х П Е Р Е М Е Н Н Ы Х 

Р е з ю м е . В настоящей работе изучена задача интерполяции и базисности 
в банаховых пространствах целых функций экспоненциального типа многих 
переменных. Получены достаточные условия для разрешимости этих задач, а 
также явный аналитический вид решений. 

Направляющим фактором при изучении нами вопросов интерполяции является 

известная теорема Котельникова [1]. Пусть — класс целых функций экспонен-

циального типа (ц.ф.э.т.) с типами < 7Г, интегрируемых в квадрате на вещест-

венной оси. 

Т е о р е м а 1. Если последовательность £ I2, то ряд 

равномерно сходится на любом компакте комплексной плоскости, сходится по 
норме £2(Ш.) на вещественной оси и даёт линейное отображение I2 на класс WK, 
причём 

М . А . Г а л д у н ц , С . Г . Р а ф а е л я н 

Ереванский Государственный университет 
E-mail : rafayelyansg@mail.ru 

§0. В В Е Д Е Н И Е 

(0 .1 ) 

(0 .2 ) 

и f(k) = ck (—оо < к < +оо) . 

mailto:rafayelyansg@mail.ru
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В дальнейшем, теорема Котельникова была обобщена в различных направлениях 

Б. Я. Левиным и его учениками [1, 2]. В формуле (0.1) функция sin7rz изменена 

на так называемую функцию типа синуса, а в качестве интерполяционных узлов 

использованы нули данной функции. Ц.ф.э.т. S(z) назовём функцией типа синуса 

(ф.т.с.), если 

0 < с < |S(z)| е-71՝'1"121' < С < сю, \lmz\ > К, (0.3) 

где с, С, К - некоторые постоянные, зависящие только от S(z). Нули {А&} 

функции S(z) отделены друг от друга, если inf — Xj | > 0. 
кф] 

Пусть Wp (р > 1, a > 0) означает пространство ц.ф.э.т., тип которой < 

Մ, интегрируемых в р-ой степени на вещественной оси. Доказана следующая 

теорема. 

Т е о р е м а 2. Пусть S(z) - функция типа синуса и {А&} - последовательность её 
нулей. Тогда для любой последовательности £ Բ (1 < р < сю) ряд 

к = — оо 

равномерно сходится на любом компакте, сходится по норме Մ (ГО.) на веществен-
ной оси и осуществляет линейное топологическое отображение всего простран-
ства £р на пространство Wp. При этом имеют место следующие оценки 

+ ԾՕ 

11/11? - Е и / ( A 0 = c f c , - o o < k < +oo. (0.5) 
k = — oо 

Теорема Котельникова распространяется также на случай ц.ф.э.т. многих пере-

менных. Этот факт был сформулирован Пойа-Планшерелем [3] и распространя-

ется на класс ц.ф.э.т. п переменных, которые на ГО™ в р-й степени интегрируемы. 

Этот класс обозначается через Wp(С") (р > 1). В качестве последовательности 

{Aj'fc , k = 1, п, рассматриваются, как и в теореме Котельникова, соответствен-

но нули функций sin7TZfc, к = 1, п. При этих обозначениях теорема имеет следу-

ющий вид : 

Т е о р е м а . Пусть {Ca} Е £р, где а = (ii,..., i„). Тогда ряд 

' ' 7Г (Zl ֊ 1Tli1 ) 7Г I — m . . - \ 
Հ՛ո ) 

«1 = —oo in = — oo 

равномерно сходится на любом компакте в С", сходится по норме Մ (ГО™) и 
даёт линейное топологическое отображение всего пространства £р на Wp (С™). 
Причём, имеют место следующие оценки : 

/ ( A i l , . . . , A i J = C a , (0.7) 
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11/11, ~ \\{С«}\\Р. (0.8) 

Обобщённая М. М. Джрбашяном теория преобразований Фурье в комплексной 

плоскости позволила вышеприведённые интерполяционные задачи рассматри-

в а т ь и р е ш а т ь в более широких классах целых функций [4] - [6]. Настоящая 

с т а т ь я посвящена исследованию аналогичных интерполяционных задач в весо-

вых классах целых функций п переменных. 

§1. К Л А С С Ы Ц Е Л Ы Х Ф У Н К Ц И Й И S A L , . . . , A „ 

а) Пусть 1 < р < сю, —1 < го, < р — 1, 0 < о՜, < сю, г = 1, п. Будем писать 

w = (wi,...,w„) и A = ( օ ՜ ւ , . . . , Մ„). Обозначим через W p w { С " ) пространство 

целых функций f(z) = f ( z i , . . . , z„) экспоненциального типа с нормой 

а+ оо ր -(- ԾՕ 1/р 

• • • / l / w r k i r 1 - - - ! ^ ! 1 " ՛ ՛ ^ ! - - - ^ » • ( i . i ) 
- ОО J — ԾՕ ) 

При ո = 1 эти классы рассматривались в работах [4, 5]. 

Л е м м а 1 .1 . Пространство Wpw (С") является банаховым пространством с 

нормой (1-1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {fk(z)} — фундаментальная последовательность из 

класса W§'w , т.е. 

\ \ f i - f j \ \ ^ Q nPu k,j^oo. 

Фиксируя первые (п — 1) переменные в функциях fk(z) = fk(zi, Z2,..., z„), 

получим фундаментальную последовательность функций одной переменной в 

банаховом пространстве W%'Wn. Следовательно, существует функция /™( . . . zn) G 

W՝P'Wn такая, что и тг ' 

\\fi(.. .zn) - /"(.. .zn)\\ ->• 0 при i-Ւ сю. 

В двумерном случае { / „ ( z i , z2)}n, имеем \\fk - f j \ \ p , W l , w 2 ֊ > 0 при k,j сю. С 

другой стороны, при фиксированном z±, потом соответственно Z2, имеем 

ИЛ ~ fj\\p,w2 0 при сю, 

как функция от շ:շ, и, соответственно, существует некоторая функция / 2 ( շ շ ) £ 

W^ W 2 такая, что 

IIЛ ~ f2\\p,w2 0 при к -֊> сю. 
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Как функция от zi , 

\\fk - /illp,»! ֊>• о при оо, 

и существует некоторая функция f 1 ( z i ) £ W т а к а я , что 

||Л ~ Z1 ||р,и>1 0 при к -֊> оо. 

Теперь фиксируя zi и շշ, получим f2(-,z2) = / 1 ( z i , - ) , так как fk(zi,z2) т а же 

числовая последовательность. Тогда обозначим соответствующую функцию че-

рез f(zi,z2) = f2(-,z2) = (zi, •). Опираясь на двумерный случай, доказывается 

и n-мерный случай. 

Ь) Введем специальный класс S A I , . . . , A „ функций, являющийся естественным об-

общением класса функций типа синуса в многомерном случае. Следуя работе [4], 

через SK (—00 < к < +оо) обозначим класс ц.ф.э.т. S(z) типов < а, нули которой 

{ zk}kLо отделены и 

О < с < |S(z) z " K | е՜0՝ '1"1 < С < +оо, \lmz\> К, (1.2) 

где с, С, К - некоторые положительные постоянные. Далее, обозначим 

S\{z) = S\1)...)xn(z) = S\1 (zi) • 5A2(Z2) • ••S\n(z1l), (-00 < А,- < +oo) , 

где SXi(zi) E SA ;. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть S(z) £ 5A, где —сю < A8- < +сю И пусть -
последовательность корней соответствующих функций Si(zi), расположенная в 
порядке неубывания модулей. Тогда 

1. Для любого ձ = (6i,...6n) (Si > 0, 1 < i < п) существуют некоторые 
постоянные m(S) > 0 и М(6) > 0 такие, что имеют место неравенства 

m(S) (1 + |zi|)A l • • • (1 + |zn|)A™ е'71'3'1' • • •e t T r^Vr^ < |S(z)| < 

< M(S) (1 + |z! |)A l • • • (1 + |z„|)A" e ^ b i l . . I 

вне 8-окрестности множества корней, т.е. на множестве 

„ ;) „ „к (к к к\ J J { z : \z — zk\ > (5} , где z" = (z\՜, z. •Լ , ձշ , . . . , ճոյ 

2. Если рк - кратность появления zf во всей последовательности {zf i = 
1,71, ТО 

Pi+-+PlS(rk  Z 

"izid p2 z2 • • • d p^zn 
> C ( l + | z * | ) A l . . . ( l + | z * | p . (1.4) 
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3. При некоторых положительных постоянных с,, С8՛, К , зависящих только от 
функции S(z), выполняются неравенства 

О < J J С| < S(z)z~Al
 e ֊ < n \ I m z 1 \ _ _ _ e ֊ a n \ l m z n \ ^ 

*' _ (1-5) 
< ]_]_ С; < + o o , \Imzi\>Ki, г = l,n, 

когда inf zf - zj > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательства всех трех пунктов выводится непосредствен-
но из аналогичных свойств соответствующих составляющих функций S(z), ука-
занных в [4]. 
Ниже приведем несколько примеров функций данного класса. 

1) Пусть 0 < < 2, С{, Շշ Е (—оо, +оо). Обозначим 

е (zi, /Հ, /Հ, С[, Ժ2) = e(zi) = С\ЕХ (iaiZi-, բ,[) + &2Ег (-icr;^; /Հ) , 

где 

EP{z,li) = 
k=o Г [բ + * 

- целая функция типа Миттаг-Лефлера порядка Р и типа Մ = 1. Известно 
[4], что при Aj՛ = max ( l — 1 — /Հ2) функции e(z{) принадлежат S \ r Следо-
вательно, S(z) = e(zi),..., e(zn) £ S\lt...t\n. В частности, S(z) выражается 
через произведение функций типа Миттаг-Лефлера 

S( z)  = СЕ\ 2 (ZI, /Հ1) • • • Е"2 (zn, թո), 

когда С[ или С2 = 0, i = 1, п. 
2) Пусть а,- (է) - функции ограниченной вариации со скачками в точках ж,- = —մ,՛ 

и хi = Ծ{. Положим 

F(Zi)= f Е! (izit-, f j f ) dai(t). 
J — 

Как показано в [4], F(zi) £ SСледовательно, S(z) = F(zi),..., F(zn) £ 
S\1)...)\n, где А,- = 1 - բ՝. 

3) Подставляя բ' = 1, <т,- = 7Г, в качестве частного случая из второго примера 
можно получить 

S(z) = sin7rzi £ 5д15 

к 
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S(z) = s i n n z i , . . . ,sin7rzn £ SAl,...,A„-

4) В специальном случае 

f — 1, է = ֊ 1 
֊ 1 < Հ < 2 , <ti = 1, a,-(<) = | i t = i 

получим 

п 
Si(zj) = Ei(izj; բ') — Ei(—izj; и следовательно S(z) = J J 5j(z; i v ^ / • 

8 = 1 

§2. Т Е О Р Е М Ы И Н Т Е Р П О Л Я Ц И И 

а) Пусть функция S (z ) G 5д и z = - последовательность её корней. Со-

гласно [4] и [5], через s i > 1 и p i соответственно обозначим кратность появления 

числа zk на отрезке {zj}q И ВО всей последовательности 

Введём в рассмотрение полиномы 

Vk-Sk 

соответственно. 

4k(z) = a„(zk)(z - zky (к = 0 , о о ) , (2.1) 
v=0 

1 ( { z - z k y 

где 
\Рк \ И 

= s(z 

а также функции 

Ո (z) =  S( z)lk(z) = S(z) av{zk) 
k [  ! (8k-l)\(z-zk)pk-sk+i ( 8 f c ֊ l ) ! (z-zk)P>->֊"+i' 

Заметим, что £lk(z) - целая функция и в частном случае, когда все нули S(z) 

простые, т.е. sk = рк = 1 и из (2.2) следует, что 

П * Ы = S ( z ) 
S'(zk)(z - zk) ՚ 

Коэффициенты разложения (2.1) и функция £lk(z) обладают следующими свой-

ствами (см. [4], [5]). 

2.1. Функции системы удовлетворяют следующим интерполяционным 

данным : 

= S k , n = ( J ' ( к , п > 0). (2.3) 
լ о, к փ п 

2.2. Если S(z) G S\ и рА + w < р — 1, то 

n k ( z ) e w r -
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2.3. Для коэффициентов разложения (2.1) справедливы оценки 

\av{zk)\<c{l + \zk\)-X , (2.4) 

где с > 0 не зависит от ь> и к. 

Далее рассматриваются ряды по функциям системы (2.2) : 
оо 

f ( z ) = J 2 c k n k ( z ) , (2.5) 
к= О 

где {ск} - некоторая последовательность комплексных чисел. Следующая теорема 

касается разложению функций из класса W£'w по ряду вида (2.5). 

Т е о р е м а 2.1. Пусть {zk}^՜ - нули функции S(z) £ S\, где w + р\ £ (—1,р — 
1). Тогда ряд (2-5) осуществляет линейное топологическое отображение всего 
пространства £p'w на пространство W£'w, причём справедливо 

f ( ^ ֊ 1 > ( z k ) = Ck, 

l l / I U ~ 11{с*}||. 

В специальном случае, когда w = О, А = 0, из Теоремы 2.1 следует известная 

теорема Б. Я. Левина [1]. 

Ь) Пусть функции Si(zi) £ S\{, i = l , n , a - последовательность соот-

ветствующих корней. Через sf > 1 (pf соответственно) обозначим кратность 

появления числа zf на отрезке j- (или во всей последовательности j- ), 

и запишем S(z) = 5ւ(^ւ)5շ(^շ) • • • Sn(zn). Это функция от п переменных, которая 

принадлежит классу SAI,...,A„ и, в частности, целая экспоненциального типа по 

каждому переменному и соответствующий тип < г = 1,п. 

Используя одномерный случай (2.2), построим 

Qk( S,(z,)q,(z,) 

( 4 - 1 )i(z,-z?y<-s<+1 

(2.6) 
St(zt) a\{zf) 

W ֊ 1 ) 1 ,=o ( z . - z f f ՜ ^ 1 ՝ 

Так как каждая функция S i ( z { ) есть целая и имеет нуль кратности pf в точке 

Z{ = z f , то Ոք (z{) также является целой функцией. 

Через Q K (z ) = 0 ( z i , z2,..., zn) обозначим следующую функцию от п комплексных 

переменных : 
Ո 

(Z„.l = 
8 = 1 

QK(z) = n^(z1)n^(z2)...n^(zn) = Y[nt(z,), (2.7) 

где к = (ii ,i2,...,i„), ij = 0, оо. 
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Л е м м а 2.1. Функции системы { i l s ( 2 ) ) s f H » удовлетворяют следующим интер-
поляционным данным 

Ց^՜Կ-լ узւ rJ2 . ճ 1 Iй* շ ? • • n 

Г ՝ 
l o , К փ Kj . 

(2 .8 ) 

Если S(z) £ 5Al,...,A„ И pAi + го,- < p - 1, то Q K (z ) £ Wp՛ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы доказывается на основе свойства 
(2.1) и определения (2.7) функции Q K (z) . Для доказательства второго утверж-
дения заметим, что согласно (2.7), Q K (z ) является целой функцией экспоненци-
ального типа < Մ,: по каждому из переменных. С другой стороны, для каждого 
множителя, составляющего Sl'j(zj), имеем следующую оценку : 

fiV'to) 
m 

n'- J(xj) \xj\Widxj < +oo, j = 1, n, 

вытекающую из того факта, что Q K (z) принадлежит Wa'j 3 • Умножая п нера-

венств, получаем 

П И 
i = i 

-iw, 
j = 1 J m 

| П ! 1 Ы Г | ® 1 Г | " 2 а Ы Г 1Ж2Г 

IR" 
| 0 к ( ж ) р > 1 Г |xn\w-dxi---dxn = ||0K(z)||^ < +оо, 

если только pXj + wj < р — 1, j = 1, п. Итак, Q K (z ) £ Wp'w. 
с) Рассмотрим теперь ряды по функциям системы { ^ ( г ) } , . ^ » 

f(z) = cK0K(z), (2.9) 

где { c K } K g I R „ ֊ некоторая последовательность комплексных чисел. Нас интере-
сует вопрос : когда этот ряд определяет функцию из класса Wp ,w. 
Через i = 1, гг., обозначим последовательность нулей функции S(z) £ 

5ai,...,a„j а через •̂ л'™1''̂ '"'™ = л̂'™ (1 < Р < сю, ~ 1 < w Հ р — 1) - класс 
последовательностей комплексных чисел { с к } к е т „ , удовлетворяющих условию 

1 /р 

| | К } | | / Г = ^ Е К Г а + Ы Р • • • ( ! + Ы Г П } < + о о . (2.10) 
[кет.™ 

Очевидно, что является банаховым пространством с данной нормой. 

п 

Р 

Ո р 

кет™ 
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Т е о р е м а 2 .2 . Если {ск} £ £p^w и p\i + го, > —1, то ряд (2-7) сходится абсолютно 

и равномерно на любом компакте К С С", определяет целую функцию f ( z ) , 

причём 
Յ Հ 1 ֊ ւ + Հ 2 ֊ ւ + - + Հ " ֊ ւ / 

3 s! 1  1zi d s?  1z2 • • • d s՝^~ 1zn 

— с К. — СI (2.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С С ֊ некоторый компакт, не содержащий нулей 

zf функции Si(z{). Следовательно, на i f С С™ (К = (К\ х • • • х Кп)) для 

остаточного члена нашего ряда (2.9) имеем 

ТП—^ m լ i • • • 1 ® m n J 

Е c K 0 K ( z ) 
K=N=(ini,...,inn) 

TYl — Սալ vj'raji I 

< 
K=JV=(i„1,...,i„„) 

\գ՝ւ i z2) • 
<B1---BnJ2 |c«|-

K = N Z1 — Z-լ i ^ P l 1 ֊ * ! ^ 1 

\Zn Zn 

Из определения полиномов q-3 и свойства их коэффициентов следует 

4 Ր : - Ր < Е 
i/=0 

1/1 հ 
а з  z i 

< 

< Сj (1 + 

р р — S р 
-А; 1 1 

Е zj -  zf 

< D j I 1 

В силу полученных неравенств, имеем 

, zj £ K j . 

\*N,m( z)\<Si-"Sn Е lc«l I 1 

K = N 

{ m 

E i c«i p 

f m 

* 

J i 

֊ (Ai + 1) 

( i + N H ) ' 

1 /Р 

1 / p 

(1 
- 1 ֊ A „ ֊ ^ 

p,q > 1. 

p : — s . 

յ 
zi ՜  zi 

3 Z 
3 

Pi ֊ » / -X j J J J z 
J 

til 

jfl г 

U>1 

J z II 
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С другой стороны, 

q - Ai - < - 1 при р\{ + Wi > - 1 , 

и следовательно, вторая сумма правой части является отрезком сходящегося 

ряда. Следовательно, 

а это означает, что наш ряд абсолютно и равномерно сходится на К . Приме-

нив принцип максимума к отрезкам нашего ряда, мы получим, что этот ряд 

абсолютно и равномерно сходится в каждой ограниченной n-мерной области и, 

следовательно, представляет собой целую функцию. Интерполяционные свойства 

непосредственно вытекают из Леммы 2.1. 

Теперь докажем основную теорему. 

Т е о р е м а 2 .3 . Пусть {շք i = 1, n, - последовательность всех нулей функции 

S(z) Е 5 A L , . . . , A „ и Wi +p\i Е (—1,р — 1). Тогда : 

1. Для любого элемента {aK} Е , ряд 

f(z) = 
к е т + 

сходится по норме пространства W£'w и определяет функцию f(z) Е W£'w, 

удовлетворяющую интерполяционным условиям (2.11). 

2. Справедливы следующие неравенства 

\\f\\p,w ~ | | { о к } | | £ Р , - . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорему докажем только для п = 2 (случай для произволь-

ного п > 2 рассматривается аналогично). Имеем 

f(zi,z2) = ^~2cijn11(z1)n32(z2) = Е ) ( 
i,3 * Լ 3 ) 

Ряд, как мы уже знаем, абсолютно и равномерно сходится на С 2 . Зафиксиру-

ем одну из переменных, например z2, получим функцию от одной переменной 

f(zi1,-). Применим к ней результаты, известные для одномерного случая (т.е. 

Теорему 2.1). Для этого необходимо доказать, что коэффициент при принад-

лежит классу ^д'™1, т.е. 

v 

Е ՝y]aijnJ2(z2 (1 + \z[\)Wl < +оо. 
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Для этого, оценим внутреннюю сумму для произвольного фиксированного г2}ф. 

Зафиксируем произвольное z2 £ К2, где К2 - компакт, не содержащий нули 

функции S2(z2), т.е. • Тогда : 

Е ^ г Ы <Bi £ Ы \ԳՅ Ы1 

z2 - z J2 
բ{-տ{+1' 

I l Л 
kj(^2)I < £ \a" z2 - z J2 < 

< B2 [1 + 

Следовательно, получаем 

-A2 £ 
i / = 0 

z 2 - Z-2 < B 3 1 + 

< я 4 £ Ы ( ւ 
֊ (A 2 + l) 

< 

1/p 1/9 

< < E i a i i i p f 1 

Но из рАг + w2 > —1 следует, что 

w2 
զ [ ֊ 1 ֊ ճ շ ֊ — ) < ֊ 1 

а из сходимости ряда 

a > 1, 

следует, что второй множитель есть сходящийся ряд, т.е. 

р < 

J2 aijtt32(z2) < B 5 \ J 2 \ a t J f 1 

После подстановки результата во внешнюю сумму получаем 
р 

Е 

{ a i j } ՝ % 3 H , j 
A1 >А2 

1 + 

< +oo, 

< ^ £ £ к /  1 + 4 ) ( 1 

« 3 

J „ J 

3 z 

J z 

q - 1 ֊ A 2 ֊ ^ w շ 
J J z z 

3 z 

w շ 
3 z: 

U>1 UJL 
г 
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что следует из условия теоремы. С помощью принципа максимума полученный 

факт распространяем на всю плоскость. Наша задача - показать, что f ( z i , z2) £ 
т.е. интеграл 

\f(x1,x2)\p\x1\^\x2\v" = [ { [ \/(х1,х2)\ р\х1ГЧх1}\х2ГЧх2 
I R . / I R Jm Um J 

конечен. Применим этот факт для функции f ( z i , •) как функции от одной пере-

менной и воспользуемся оценкой 

Л 1 

для соответствующих коэффициентов {сг }г-, определяющихся формулой 

d f ( s  Հ - 1 
"1 ,•) 

dzi 

Следовательно, получим 

. / I R 

Отсюда 

d f ( s  

dzi (1 + И 1 Г -

ГО. 

з / ^ ՜ 1 ) (zi 

Հ B L £ . / I R . dz-լ 
(1+ |Հ|)  1 Ix2\ a'dx2. 

Отметим, что подынтегральная функция в правой части зависит только от 

переменной z2. Для дальнейших выкладок рассмотрим функцию 

dfV՜1) ( Հ , - ) 
dz-լ 

которая зависит только от z2. С другой стороны, 

d f ( s  

= Ն я : ° շ ( Z 2 ) = dz-լ ' dz-լ hJ 

= £ £ dzi 

= CV. 

р 
Z 

Z 

ч 
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Наша задача - показать сходимость следующего ряда : 

£ £< 1 + < +оо . 

Для произвольного zi Е Ki (где К ւ не содержит точки из { z ^ . ) , запишем общий 

вид Q \ ( z i ) : 

( \ Pi~ si „ ( 
Si Ui 

= 
տւ(^ւ) g8'(zi) 

E 
(s\ � 1)! (Zl - z [ ) p ^ + 1 ֊ 1 ) ! ( Z l - z i Y ՛ - ' ՜ ^ 1 

1 P՝1~ S\ 
1 V^ ( i\ ! \ ( i\-Pi~ 1 +  si+ 1' T- ГТТ av (z-J S i (z i ) (zi ֊ zx) 

( Տ1 ^ ՚ f=0 

и вычислим производную (տլ — l ) порядка от данной функции : 

p\-s\ s\-1 Hi — ° 1 1 Հ > \ S ^ - ^ U z i ) _ ] 

S ' i ֊ ^ ! " ( Հ ՜ ֊ ւ ) ! ^ 

X ( Հ + „ _ p' _ l ) . . . ( Հ + „ _ p' _ ( Z l _ z i _ y l + " - P l ֊ i ֊ t 

1=0 

1=0 
= £ ( * i ) E 

i / = 0 

Далее, имеем 

(շւ )ճ „ (zi - z i ) 

d s i 1 z 1 

p;-»; « l - i 

< £ E l 
£=0 

С si-1 տՒ1^ (Z1) \AV 

i\s\+V-p\-l-l 
p i ~ z i | ՜ ՜ ՜ < £ \ < * Հ 4 ) \ \ B V \ խ-zij՜1 - 1 " ՜ < 

v=0 
, - A i - l 

< B ( l + | Հ | ) ' 

Последующие шаги в точностью совпадают с предыдущим доказательством схо-

димости ряда. Следовательно, можно ещё раз применить одномерный результат . 

ГО. k./IR 
МЖ! j \Пх1,х2)\р\х1\ тЧхА\х2\ тЧх2< 

di-'-^fizi-) 

ՑИ՜1 'Z1 

d s՝i~1z1 d si~1z2 

- W E J m { 

< � � £ £ 
« i 

= A 2 £ £ | a i i | " ( l + | z i | ) " 1 (1 
i j 

\X2\w2 ( l + i z i i ) ™ 1 ^ < 

(2.12) 

(1 + И 1 ) - i + 

"«J \\լ 

p 
էՕշ 

J z 4 

s - 1 

и. - » 

p 
w շ 

J z 
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Принадлежность к соответствующему классу доказана. Аналогично можно по-
лучить неравенство в другую сторону : 

11/11^,», (2.13) 
А1 >А2 

Из неравенств (2.12) и (2.13) вытекает, что 

ЦР i \ \ P , p , • \w1,w2 ՜՝ II"чJ IIi 

Кроме того, из Теоремы 2.2 вытекает, что функция /(21,22) удовлетворяет 
интерполяционным условиям (2.11). 

Т е о р е м а 2.4. Каждая целая функция f(z) £ W£'w (С 1 ) разлагается в ряд 

f ( z ) = cKQK(z), 
«em. J 

где 
յ ( Հ 1 - 1 + Հ 2 - 1 + - + Հ " ֊ 1 ) / ( Հ 1 

d si1~1z1 • • •d s՝""~1zn 

a i = l , n ֊ нули целой функции S(z) £ 5л1,...,а„, гдего^+рА; £ ( - 1 , р - 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Итак, имеем функцию f(z) = / (zi, z2,..., zn) от n перемен-
ных, принадлежащую Wp w (С™). Зафиксируем первые (n — 1) переменных, в 
результате получим функцию одной переменной, которая принадлежит классу 
Wp'Wn. Можем применить аналогичную теорему для одномерного случая, т.е. 
Теорему 2.1 

Д - - - , * » յ - ճ ^ ( Հ 1 - ! ) . U n [ Z n } -
г i = 0 0\ " >Z 

Функция 

д ^ " ՜ 1 ) / ( Հ 1 ) 

а К 1 ՜ 1 ) * » 

зависит от (п — 1) переменных и, как уже отмечалось в Теореме 2.3, она 
принадлежит классу Wpw (С™՜1) . На втором шаге, зафиксируем первые (п — 2) 
переменные и воспользуемся Теоремой 2.1 для (п — 1)-ой переменной, получаем 

г՝1=0 «շ=0 » 

, Z2 , . . ., zn 
Ск = 
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И, наконец, на последнем шаге получим необходимое разложение 

f{z!,z2, ...,zn) = 

5 ( Հ 1 ֊ ւ + Հ 2 _ 1 ֊ ւ + - + Հ " ֊ ւ ) f ( in ,-л 
ճ ' 1 - i 1 v ւ; n\ n) 

« = («! n), n GlR. 

Обозначив 

d( s i " 1 - 1 ՝ ) z n - - -d« n - 1 ՝ ) z 1 

из (2.13) получим 

' ՝ Z l 

Zn , = Աէ 

f ( z ) = aK0K(z), 
K G I R + 

С л е д с т в и е 2.1. Если f(z) E W^՛1" (C n ) (1 < p < oo, - 1 < w < p - 1) и 

г = 1, n, ֊ нули функции S(z) E 5 A i , a„ , w. + рЛ,- E ( - l , p - 1) и 

TO f(z) = 0 (K= (ii,...,in) E Ю + ). 
Объединив результаты Теорем 2.3 и 2.4, мы приходим к следующей теореме. 

Т е о р е м а 2.5. Пусть Г = 1 , П , - нули функции S(z) Е S A I , . . . , A „ > где 
W{ + pAj՛ Е (—1,р — 1). Тогда ряд (2-9) осуществляет линейное топологическое 
отображение всего пространства չԲ՛™1՛-^™" = £P'W на пространство W£'w (С^1), 
причём справедливы соотношения 

» 1 
" • - с-— W. 

||p,tc ~ WI^KJWIP. 

Отметим, что в специальном случае, когда w = О, А = 0, из Теоремы 2.5 следует 
известная теорема Пойа-Планшереля [3]. 

z п 

A b s t r a c t . T h e paper investigates the interpolation and basicity problem in Banach 
spaces of entire functions of exponential type in several variable. Some sufficient 
conditions for solvability of these problem and the explicit analytic form of the 
solutions are obtained. 
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О Б И Н Д Е К С Е П О Л У Э Л Л И П Т И Ч Е С К О Г О О П Е Р А Т О Р А В IR™ 

Г . А . К а р а п е т я н , А . А . Д а р б и н я н 

Русско-Армянский университет, Ереванский государственный университет 
E-mail : garnikJcarapetyan@yahoo.com, d_arman@freenet.am 

Р е з ю м е . Настоящая работа посвящена исследованию индекса линейного диф-
ференциального полуэллиптического оператора с переменными коэффициентами 
специального вида в ГО.™. В частности, доказывается, что при выполнении неко-
торых дополнительных условий на символ оператора, в формулировке которого 
участвуют младшие члены, индекс оператора конечен. Оператор рассматрива-
ется в пространствах Соболева с весом. 

§1. В В Е Д Е Н И Е И О С Н О В Н Ы Е П Р Е Д П О Л О Ж Е Н И Я 

Общая теория об индексах эллиптических дифференциальных операторов доста-

точно хорошо изучена (см. [1]—[6]), а теория об индексах гипоэллиптических опе-

раторов изучена не полностью. В настоящей работе делается попытка изучения 

теории об индексе для одного множества полуэллиптических операторов, являю-

щегося подклассом гипоэллиптических операторов. 

Будем пользоватся следующими стандартными обозначениями : ГО.™ - п-мерное 

евклидово пространство, Е™ - множество мультииндексов, т.е. векторов а = 

( « 1 , . . . , « „ ) , где a.j (j = 1 , . . . ,п) ֊ целые неотрицательные числа. Для х, է £ ГО.™, 

ւ> = (г^!, . . . , ь>п), где Vj (j = 1 , . . . , п) суть натуральные числа, и а,/3 £ Е™ 

положим С | = • • • Շ Է , где •>п 

| а | = « 1 + . . . + an, a ! = « i ! . . . « „ ! , Հ" = Հ"1 .. ՀՀ 

D a = D^...D^, где Dk=1-— (i2 = ֊ 1 ) , 
г О Xf~ 

mailto:garnikJcarapetyan@yahoo.com
mailto:d_arman@freenet.am
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(a : v) = ( — + . . . + — ) , Ущах = max Vj и \х\ = 
VI Vn 1<j<n 

n 
4 £ 

j = 1 

Пусть Uj (j = 1,..., га) - система открытых областей, покрывающая единичную 

сферу в Ю.» и пусть 

Vi = | r : | r ֊ ( i + 1 ) | < H J , i = ֊ l , 0 , l , . . . , 

есть система, покрывающая полуось 0 < г < оо. С помощью множеств Uj 

(j = 1 , . . . , га) и интервалов VJ (г = 0 , 1 , 2 , . . . ) , построим следующую систему 

открытых областей : 

W1 = Wk+1 = V ^ х k = 2 , 3 , . . . , 

где [а] - целая часть числа а. 

Легко доказывается, что множество {W^} (k = 1, 2 , . . . ) покрывает пространство 

Ш." и i n f ^ g ^ \х\ —у оо при к —у оо. 

К л а с с Qv. Для вектора ь> с натуральными компонентами через Qv обозначим 

множество вещественных положительных функций q(ж), для которых 
L g ^ j f + ^ t L x 0 П Р И N 0 0 д л я любого а Е Щ (0 < (а : v) < 1), 

2. для любого е > 0, существуют числа (5 = 6(e) > 0 и ко = fco(e) > 0 такие, что 

при к > ко т& m a x i < j < r a diam Uj < имеют место следующие соотношения : 

1 ^ W(x)-q(y)\ 
max ———• < е, max — < е, 

«(ж) « Ы 

где Wu - замыкание множества Wu. 

Пусть q G Qv и пусть А(х, D) - линейный дифференциальный оператор вида 

A(x,D) = J2 a a ( x ) q ( x ) ( 1 - ( a : ^ " " D a , (1.1) 
( a : v ) < 1 

удовлетворяющий следующим условиям : 

У с л о в и е I. Оператор А(х, D) полуэллиптичен, т.е. для всех х £ ГО.™ многочлен 

(от Հ) 

(a:i/) = 1 

не имеет вещественных нулей при է փ 0. 



Об индексе полуэллиптического оператора в ГО.™ 35 

У с л о в и е II . 

1. maxx yeWk \аа(х) - аа(у) | ->• 0 при к -֊> ос, 
2. \аа(х) \ < С, ж Е ГО.™, где С - положительная постоянная, 

\D ! )aa( ж ) | 
3" ( у 0 п р и Для любого (3 Е Е™ (0 < (/3 : v) < 1). 

У с л о в и е I I I . Существует положительное число N = N(A) > 0 такое, что при 

|ж| > N имеем 

Л ( ж , А , 0 = J ] аа(х) Х^-^У^С փ 0, i Е ГО", Л > 0. 
(a:i/)<l 

К л а с с Я£- " (0 ) . Для вектора ^ с натуральными компонентами, области О С 

ГО™ и натурального числа к, через Hk , v(О) обозначим множество измеримых 

функций с конечной нормой 

\\и\\к,^(П)=1 J2 [ [ \ D a u ( x ) \ \ ( x ) 2 ( k ֊ ( a ^ — d x \ . 
{ ( a : , ) < k J J n J 

В частности, через (О) обозначим множество измеримых функций { и } с 

конечной мерой 

I 1 / 2 

ii«ik^o)W = <! Е II \ D a u ( x ) \ \ ( x 0 f ( k - ^ ^ d x ՝ 
{ (a :v )<k J J C I 

которая, в силу того, что q(жо) փ 0, эквивалентна норме пространства Соболева 

Я * ' " (П) , где 

Я * ' " ( П ) = 

1/2 

: H|fc,„(fi) = •{ Е \D au{x)\2dx\ < оо 

Положим Щ ( П ) = Я ^ ( О ) , Я - ( х о ) ( П ) = Я 9 ^ о ) ( П ) и Я " ( 0 ) = Я 1 ՛ - (О) . 

§2. О П Е Р А Т О Р С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О В И Д А 

Пусть имеем линейный дифференциальный оператор 

P(x,D)= J2 Pa(x)D a (2.1) 
( a : v ) < 1 

удовлетворяющий следующим условиям 
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1. В некоторой фиксированной точке жо £ П1™ (|жо| > -^(^4)) коэффициенты 

оператора Р(ж, D) совпадают с коэффициентами оператора А(хо, D), т.е. 

Ра(хо) = aa(xо) q ( ( 2 . 2 ) 

2. В силу условия III из §1, 

Р ( ж 0 , 0 = £ Р а Ы Г ^ о , е е ш , " , ( 2 . 3 ) 
( а : г / ) < 1 

3. Для всех ct, թ <Е Щ : (a : v) < I 

\ p a ( x ) ֊ p a ( x 0 ) \ < e q ( x 0 ) ^ - ^ v — , ж £ П Г \ (2.4) 

\Di*pa(x)\< ж £ П Г \ (2.5) 

где е > 0 и Kfi > 0 суть некоторые положительные постоянные. 

В силу условия (2.5), используя формулу Лейбница, легко получить оценку 

\\p{-,D)AIMxo) < С \ П \ 2 ^ ф о ) ( т . » ) v « е я 2 ^ о ) ( м » ) , 

где С' - постоянная, не зависящая от функции и и точки жо- Таким образом, (2.1) 

является ограниченным оператором из в Д ՜ ^ ^ (ГО.™). 

О п р е д е л е н и е . Для любого мультииндекса ь> £ Е™ и области О С ГО.™, обозна-

C" ( f i ) = {и; D au £ С(О), Va £ Е™ : {а : v) < 1} . 

Л е м м а 2 . 1 . П у с т ь а £ C" ( f i ) , g £ и для некоторого г > 0 при всех /3 £ Е™ , 

(Р : v) < 1 имеем 

а(х) | < У ж £ О , 

где i f - некоторая постоянная. Тогда для некоторой постоянной М, не зависящей 
от q и a 

հս\\1,զ{Պ <  м к 2 £ П' \D au\2 q(x)2 i r + 1- i a : ։ /՝>՝>^dx (2.6) 
< 1 

для любого u £ как только правая часть оценки ограничена. 

Доказательство оценки (2.6) непосредственно следует из формулы Лейбница. 
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Л е м м а 2.2. Пусть a £ C" ( f i ) , q £ Qv, ®o £ П1™ и Для некоторого г > 0 при всех 

/3 £ Е™ , ((3 : v) <1 

a(x) J < Я д ( ж 0 ) ( г + ( / 3 : г у ) ) г У т а х , ж £ О , 

где i f - некоторая постоянная. Тогда существует постоянная М, независящая от 
q, а и точки ж о такая, что 

\\аи\\1Мхо)(П)<МК2 J2 f f \D au\2q(x0)^-^—dx (2.7) 

при всех u £ 

Заметим, что оператор ճ(жо, Я ) в (1.1) можно рассматривать как полуэллипти-

ческий оператор с параметром q(жо). Известна следующая теорема (см. [7]). 

Т е о р е м а 2.1. Оператор 

обладает ограниченным обратным оператором 

Используя этот результат, докажем существование обратного оператора для 

отображения Р ( • , D) : Н%о)(Ш») ^ Я- ( х о ) (Ю.») . 

Т е о р е м а 2.2. Если для оператора P(x,D) выполнены условия (2.2)-(2.5), то 
существует число £ > 0 такое, что при всех 0 < £ < £ отображение 

имеет ограниченный обратный оператор 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Сначала покажем существование правого обратного для 

оператора Р(ж, Я) . Представим оператор Р(ж, Я ) в виде 

Р(ж, Я ) = Р(ж 0 , Я ) + [Р(ж, Я ) - Р(ж0, Я)]. 

Пусть Д о ~ обратный оператор оператора ^ ( ж о , Я ) = Р ( ж о , Я ) (см. Теорему 2.1). 

Положим « / ( ж ) = Rof(x), где / £ Я^ ( х о ) (Ю. п ) . Так как uf £ Я 2 ^ о ) ( т ™ ) , то 

Р(ж, Я)Д 0 / (®) = /(®) + [Р(х, Я ) - Р(ж 0 , Я)] Д 0 / (ж) = /(®) + Т f { x ) . 
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Если при условиях нашей теоремы число е > 0 в (2.4) достаточно мало, то для 

отображения Т : Н^ Х о ) (Ш. п ) ->• Н^ Х о ) (Ш. п ) имеем 

\ \ T v \ l M x o ) (ИГ1) < ֊ |խ |Լ ,9 ( Տ 0) (JR."), « е н » ф 0 ) ( ж " ) . 

Действительно, 

\\Т/\1,фо)(Ш.п)< Е \\(pa(-)-pa(xo))D aRof\lMxo)(m."). (2.8) 
( a : v ) < 1 

Далее, используя условия (2.4), (2.5) и неравенство Колмогорова 

sup| / ' (<) | < ( շ Տ ս բ | / ( < ) | s u p | / " W l ) ' (2-9) 
t£R \ t£R t£R / 

(для функций / с s u p ( e ^ < ° ° ՚ 3 = 0՛ заключаем, что существует 

постоянная ш£ > 0 (ш£ —У 0 при е —У 0), не зависящая от точки жо и для которой 

при всех а,/3 Е Щ, (a : v) < 1, (/3 : v) < 1, 

| Л " (Pa(x) ֊ ра(Ж0)) | < ^ ^ Ж о ) * 1 - ^ ՜ ' 3 " » ^ — . (2 .10) 

Оценка (2.10) следует из (2.4), (2.5) несколько раз применяя неравенство (2.9). 

Из Леммы 2.2 и неравенства (2.7) следует, что для всех а £ Е™ , (а : v) < 1 

| | ( р а ( - ) - Р о Ы ) ^ а Д о / | | ^ ( ж о ) ( м и ) < 

< М а с £ 2 ՝ £ [ [ | £ > а + / 3 Д о / ( ж ) | 2 q ( x 0 ) 2 { 2 - { a + l ) : v ^ v ™ 4 x , ( 2 Л 1 ) 
la ֊ ՚ J jRn 

где М а - некоторые постоянные, не зависящие от точки жо и е. Так как ш£ —У 0 

при е —У 0, то существует число £ > 0, для которого 

где До ~ обратный оператор оператора ճ(жо, D) = Р(жо, -D). Таким образом, ||До|| 
֊ норма оператора из Н^(Ш.П) в (ГО.™), причём 

К > card { а : а £ Е™ , (а : г/) < 1} . 

Из неравенств (2.8) и (2.11) следует, что 

Г / 1 Ա . Օ ) < 2 | Щ 11до/| | 2 , , , 9 ( ж о ) ( М и ) < ֊ \ \ f \ l , q { x o ) (JR."). 
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Отсюда непосредственно следует, что оператор I + Т имеет ограниченный об-

ратный в tf^o)(IR"). Положим Vf(x) = R0{I + T ) ~ 1 f { x ) , где / £ Я£ ( х о ) ( Ж " ) . 

Тогда, так как Vf е Հ ՚ ( Լ } { ա . ո ) ( см. Теорему 2.1), то имеем 

Р(ж, D)vf(x) = Р(ж, D)Ro(I + Т ) ՜ 1 / ^ ) = (Р(ж0 , D) + 

+ [Р(ж, D) - Р(ж 0 , D)}) R0(I + T)-V(®) = (I + T)(I + Т ) ՜ 1 / ^ ) = f ( x ) , 

т.е. оператор R = Ro(I + Т ) " 1 является правым обратным оператором оператора 

P(x,D). 

В силу Теоремы 2.1, для любой функции и £ существует единствен-

ная функция /о £ -fP^j(ГО.™) такая, что 

Rofo(x) = и(х). 

Но, так как оператор I + T имеет обратный, то существует единственная функция 

/ £ Я ^ о ) ( Ш " ) , для которой 

(I + T r ' f i x ) = fo(x). 

Следовательно, для любой функции и £ существует единственная 

функция / £ Hq( X o j ( JR n ) , для которой 

Rf(x) = и(х) 

и P(x,D)u(x) = f ( x ) . 

В силу этого имеем 

= \\Ro(I + т г ' т ^ ф о ) ^ " ) < С | | / |и 9 ( * 0 ) (П1») < (2.12) 

< c\\p(-,D)u\\„Mxo)(m.n), иен2/хо)(т.»), 

где С не зависит от и, q и точки жо-

Для завершения доказательства осталось убедится, что из существования пра-

вого обратного оператора и оценки (2.12) следует, что оператор R является огра-

ниченным обратным для оператора Р(ж, D). Теорема 2.2 доказана. 
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§3. С П Е Ц И А Л Ь Н О Е Р А З Б И Е Н И Е Е Д И Н И Ц Ы В IR™ 

Пусть Oi(t) и вշ(է) — бесконечно гладкие неотрицательные функции такие, что 

01 (t) = const փ 0 при < 1/3, вг(է) = 0 при \է\ > 2/3, 02(է) = 1 при \է\ < 8/11, 

и в շ (է) = 0 при > 4/5. Очевидно, что 0ւ(է)0շ(է) = 0ւ (է). Введем следующие 

функции 

Эти функции обладают следующими свойствами : 

1. В каждой точке է £ (0, сю) отличны от нуля одна или две функции из системы 

2. Для любого г = 0, 1, 2 . . . supp С {t : \t — i\ < 2 / 3 } и supp x j 2 ' С {է : 

\t-i\<4/5}. 

3. Для любого k = 0, 1, 2 . . . существуют постоянные А ^ и А ^ такие, что 

D k ^ 1 ] ( t ) \ < A ^ и \ D k X ^ ( t ) \ < A ^ (i = 0 , 1 , 2 . . . ) . 

4. E x ^ W - i . 

5- = i = 0 , 1 , 2 . . . . 

Допустим, что система открытых областей {Ui՝\™=1 является покрытием единич-
Г (1)1™ ной сферы из ГО.™, а система функций < > такова, что 
^ J i — 1 

m 
у*-1՝1 (о;) = 1, supp -у'1' С U{, 0 < i < то 

8 = 0 

является гладкое разбиение единицы соответствующее этому разбиению. Кроме 
Г (2)1™ 

того, рассмотрим систему функций < v\ > , удовлетворяющую условиям 
^ J i — 1 

(2 ) 1. supp v\ ' С Ui, i = 1 , 2 , . . .то, 

2. « ք » ( ա ) ( , ք » խ ) = « ք » ( ա ) , i= 1,2, . . .TO. 

Дополнительно рассмотрим следующие системы гладких функций ipk и -фк : 

Vh(x) = x [ l k ] ( щ ) , к = 2 , 3 , . . . , 
(3.1) 

<Р!{х) = 1 - J2<pk{x), 
k = 2 

^ W = x ( [ L ] ( N K 2 » [ ^ ] r a ( ֊ ) , * = 2 , з 

(3.2) 
ipx{x) = 1 - ՝^2֊фк(х). 

к —2 
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Эти системы функций обладают следующими свойствами : 

1 . s u p p >pk(х) С W i t , к > 2, 

2. <рк(х)фк(х) = <рк(х), к >2, 

3. \D aipk(x)\ < ка, \D aipk(x)\ < ка, a G E™, к > 2, где к а - некоторые 

постоянные, 
оо 

4. £ > * ( * ) = 1, 
Jfc = l 

т.е. система функции { f k } является разбиением единицы в ГО.™, соответствующее 

покрытию {Wk}. 
§4. А П Р И О Р Н А Я О Ц Е Н К А 

Л е м м а 4 .1 . Пусть q G Тогда для любого е > 0 существуют числа 6 = 6(e) > 

О и ко = ко(е) > 0 такие, что для к > ко и m a x i < j < r a diam Uj < выполняются 

следующие неравенства с некоторой постоянной г)£ (г)£ —У 0 при е —У 0J : 

\\(vkA(.,D)-A(.,D) <pk) ս\\Լ (Wfc) < 

<Ve V [ [ \D au{x)\2 qixf^-^'-^^dx. 
(a:v)<2 J Jw» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия на коэффициенты оператора А имеем 

(4 .1 ) 

\\(vkA(.,D)-A(.,D) Vk)u\\l,q (Wk) = 

J2 apq^-^—i^DPu-D? {<ph u)) 
(!3:v)<l v,q 

(Wk)<c J 2 

где 

<Pk q^-^—DPu ֊ (^ u) (Wfc) 
v,q 

Применяя формулу Лейбница 

D?(Vk(x)u(x))= J2 C^D a!pk(x)D^ au(x), 
0<a</3 

(4 .2 ) 

( 4 .2 ) 

T/3< J2 D aipkD^՜ 
0^a</3 

( W i f e ) . 

Так как q G Qv, то для любого e > 0 существуют числа (5 = 6(e) > 0 и 

ко = ко(е) > 0 для которых 

max q(x) < е при к > ко и max diam Uj < 6. 
x£Wk l<j<m 

ИЗ 

и 
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Поэтому, в силу свойства 3 из §3, имеем 

£ > « ^ ( ж ) < ^ ( « ^ т а х ф ^ Ж а ֊ ^ ) ) ^ х £ W k . 

Используя свойства функций из класса Qv, для любого դ £ Е™ и (7 : v) < 1 с 

некоторой постоянной т 7(е) (т7(е) —>• 0 при е —> 0), имеем 

Я 7 ( ф ) ( 1 - ( / 3 : г у ) ) г У — < , ж £ Wife, 

т.е. выполняются все условия Леммы 2.1. Поэтому имеем 

< Mmax ( 7 . I / )< 1 r 2 ( e ) V / / 2 Փ ) 2 ( 2 ֊ ( / յ ֊ « + 7 - ) ) ^ ^ 
( T . v ) < i J J w » 

Просуммировав неравенства (4.3) по а (0 փ a < /3), получим 

(4.3) 

Tfl < М ' max т 2 ( £ ) V V / / | £ > " - а + ч и Г ф ) 2 ( 2 ֊ ( / з ֊ « + 7 - ) ) ^ а х < 

< M ' max т 2 (е ) V V / / ф ) 2 ( 2 ֊ ( « ' + 7 - ) ) ^ а х d x < 

(4.4) 

< M ' i f max т 2 (е ) V / / | Я а « | 2 д ( ж ) 2 ( 2 ֊ ( « ^ ) ) ^ а х d 
( 7 - ) < i 7 W . ^ J J w k 

где i f > card { a , a £ E™ ; (a. : v) < l } . 

Из оценок (4.2) и (4.4) непосредственно следует оценка (4.1), где 

« £ = С М ' К 2 max т 2 (е ) . 
(7,^)<1 7 

Л е м м а 4.2 . Пусть { f k } и {Фк} ՜ системы функций (3.1) и (3.2). Тогда сущест-
вуют постоянные Ai и ճշ, для которых 

Е и * * ս \ \ Լ ) < A i i h i * , 9 (®-ո), « ^ 
k = 1 

Е та < л 2 M l , , ( м " ) ՛ u е 

(4.5) 

(4.6) 
к = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как g £ то существует положительная постоянная 

Д, для которой max^gro.» д(ж)" 1 < А. Следовательно, в силу свойства 3 из §3, 

имеем 

ID^k(x) \<КР<КР Д(/*")"»« , k = 1 , 2 , . . . 



Об индексе полуэллиптического оператора в ГО.™ 4 3 

Поэтому, выполнены условия Леммы 2.1 при г = 0. Отсюда получаем 

\\<Pku\\l,q(Wk) < max 4 A 2 ^ ) " - " M l j q ( W k ) . (4.7) 

Для любой фиксированной точки х £ ГО.™, существует число р (зависящее лишь 

от размерности пространства) областей Wu, содержащих точку х. Следова-

тельно, просуммировав неравенства (4.7) по всем к, получаем оценку (4.5), где 

Ai = m a x ^ : v ) < i А Доказательство оценки (4.6) аналогично. 

Для областей "малого" размера пространства эквивалентны пространст-

вам Hq, т.е. верна следующая лемма. 

Л е м м а 4 .3 . Пусть q £ Qv. Существует число £ը > 0 такое, что при всех 

е £ (0, £о)  с некоторыми числами 6 = 6(e) > 0 и ко = ко(е) > 0 

Ао | | « |Ц 9 (Wu) < \\u\lMxk) (Wu) < A i \ \u \ l ) q (Wu), (4.8) 

как только k > ко, m a x i < j < m diam Uj < и xu £ Wu, где Ao и Ai - некоторые 

постоянные, не зависящие от е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к как q £ Qv, то для любого е > 0 

\q(x)-q(xk)\ ^ \ q ( x ) ֊ q ( y ) | ^ ^ 
, . \ 111<А.Х. . . \ с ̂  

q(xk) ~ x,yeWk q(y) 

как только к - достаточно большое и m a x i < j < r a diam Uj — достаточно малое. Оче-

видно, \q(x) —q(xu) I < sq(xu) для таких к и diam U j , и поэтому непосредственно 

получаем левую часть неравенства (4.8), т а к как \q(x)p — q(xu)p\ < тр(е) q(xu)p, 

где p - положительное число, а тр(е) = т а х { | ( 1 — е)р — 1|, |(1 + е)р — 1|} —у 0 при 

е —т֊ 0. Правая часть неравенства (4.8) доказывается аналогичным образом. 

Т е о р е м а 4 .1 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то сущест-

вуют положительные числа N и С\ такие, что 

| խ | | 2 , , , 9 ( ա " ) < (7ւ { | |ճ ( • , D)u\\„,q(m.n) + | խ | | Լ շ ( ^ ) } , « е Н2^(Ж"), (4.9) 

где KN = {х : \х\ < N}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть { f u } - система функции (3.1). Тогда для любого 

натурального п\ 

՝Y]<pku 
k = 1 

( n i n ) < E i M l , , 9 № = 

« k = 1 (4.10) 

\\nu\\l„,q(Wu)+ J2 \\vku\\l„,q(Wu). 
i l l 

E 
k=1 k=ni+l 
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Как показано в [8], существует постоянная Շշ > 0, для которой 

I M M " ) < ^ շ { | | ճ ( . , £ ) « | խ ( 0 ) + | խ | | Լ շ ( « ) } , « е е д , (4.11) 

где Cq (О) - множество функций из C" ( f i ) , финитных в О. 

Очевидно, что = = Hk , l ,{£i) для ограниченной области О. 

Следовательно, из оценки (4.11) и Леммы 4.1 имеем 
Ո1 Ու 

Е I I P * « I I w ^ ՜ * ) < с з 2 Е l b * ճ ( • ՚ Ա \ \ Լ № + C 4 | | « | l l a ( ^ ) , (4.12) 
k = 1 Jfc = l 

где Сз и C4 - некоторые положительные постоянные, а N выбран так, чтобы Kjy 
содержал все области Wk (k = 1, 2 , . . .ու ) . 

Оценим слагаемые второй суммы правой части оценки (4.10). Пусть к > ու, 

х к Е Wjt - фиксированная точка и 

( a : v ) < 1 

где 

p(f)(s) = фк(х) a a ( x ) q ( x ) ( 1 - ( a : " ) ) " — + 

+ (1 ֊ фк(х)) aa(®fc) g(Sfc) ( 1" ( a :^mex, 

a {V'fc} " система функции (3.2). Заметим, что функции р ^ \ х ) обладают следу-

ющими свойствами : 

1. р ( к \ х ) ֊ р ( к \ х к ) = r f i k ( x ) ( a a ( x ) q ( x ) ( 1 ֊ ( a ! " » ' ' ™ ' 

2. P{a \xk) ^ „ ( j ^ ^ j P - H K . . , 
3. для любого (3 Е Е™ , (/3 : г/) < 1, существует постоянная для которой 

4®J < Epq(3 
\(l-(a-t3:V))V„ 

Свойства 1 и 2 очевидны. Докажем свойство 3. В силу формулы Лейбница 

имеем, что для любого (3 Е Е™ 

Е C}D^k{x)Df )-՝< (aa{x)q{x)(1-^v™*) + 
o<7</3 (4-13) 

+ а„(^)?(^) ( 1" ( а : г у ) ) г у т в х^ (1 ֊ Фк(х)). 

Так как q Е Qv, то из условия II следует, что 

) < Я ' д ( ж ) ( 1 " ( а " ( / 3 " 7 ) : г у ) ) г у т а х , (4.14) 
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где К' У 0 - некоторая постоянная. В силу свойства 3 из §3, для достаточно 

больших к имеем 

ф ) - ( 7 : ^ т а х \ 0 1 ф к ( х ) \ < ч max q ( x ) - ( i : v > ™ < (4.15) 
xewk 

где mcLx^g^y д(ж)" 1 < Д не зависит от к. Из соотношения (4.13), в силу 

оценок (4.14) и (4.15) с некоторой постоянной Ер имеем 

0<7</3 

+ | а „ Ю ? Ю ( 1 " ( а : г У ) ) г У т в х ^ ( 1 ֊ Ы*)) < 

0<7</3 

Так как g G TO ИЗ свойства 1 и условия II следует, что 

АкЧх)-р^(хк) | < ^ ( ^ ( М " " ) ) " » » 

где т(е) —т֊ 0 при е —У 0. Следовательно, выполнены все условия Теоремы 2.2, 

и поэтому, в силу оценки (2.12) имеем 

II<pk « I I Ն , փ . ) ™ < с 2 l l P f c ( • ՛ № ) ՛ ( 4 Л 6 ) 

где постоянная С не зависит от к > ու, если п\ выбрано достаточно большой. 

Так как фк(х = DР <Рк{х), то 

Рк(х, D) (<рк(х)и(х)) = А(х, D) (<рк(х)и(х)). 

Из оценки (4.16), равенства (4.17) и Леммы 4.3 следует, что 

II<Pk u\\L,Q (Wfc) < с2 ||ճ( •, D) [щ ս)\\Լ (Wfc). 

(4.17) 

(4.18) 

где С5 = А0 СХ\. Из оценки (4.18) и Леммы 4.1, имеем 

Խ  ս\\Ն,ո (Wk) < С\\\<ркА( •, D) ч\\2 (Wk) + 

С\ 7]е V // \D au(x)\2q(x)2 i 2- i a :^'—dx. 
(a:„)<2 J Jw* 

(4.19) 
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Так как для любого х £ ГО.™ существует конечное число р (зависящее лишь от 

размерности пространства) областей Wk, содержащих точку х, то просуммиро-

вав неравенства (4.19) по всем к > п\ и учитывая неравенства (4.10) и (4.12), 

получаем 

|2 /ТГ» Ո\ հ (j2 \ ՝ N.. А { - . I I 2 

к = 1 
II u\\l^q (Ж») < с\ ՝ £ Խ A(.,D) < 9 ( W * ) + 

+ с 2 Е М • , £ > ) < , № + 
к=п1+1 

(т.™ c5P^\\u\\2^q(m.")) +C4\\U\\12(KN) (4.20) 

<C26J2\\^A(.,D)u\\lq (Wk) + 
k = 1 

Так как rj£ 

+ ( C 5 P V ^ | | « | | 2 ^ ( I R " ) ) +C4\U\\12(KN) 

0 при e —У 0, то для достаточно малых £ > 0 

Сьру/ъ< 1/У2. 

Из оценки (4.20), в силу (4.5) имеем 

II « I I ? , (ГО™) < 2 С | Л 2 II ճ ( • , D) u\\l (Ж») + 2C4\\u\\UKN). 

Доказательство завершено. 

С л е д с т в и е 4 .1 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то ядро 

оператора A{x,D) в пространстве Н2 , 1 /(Ш.П) конечномерно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из оценки (4.9), имеем 

\\u\\2^q(-^n)<Ci\\u\\L2(KN) £ Я * ՛ " ( Ж " ) Ո К erA( -,D). (4.21) 

Пусть {սա} - последовательность функций из Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег ճ(-, D) таких, 
ч т о 11«*11շ,„,9(®.") < 1- Так как q £ Qv, то С\\uk\\2^ (KN) < \\uk\\2^q (KN) 
(k = 1 , 2 , . . . ) , где С - некоторая постоянная, независящая от {щ}- Это означа-

ет, что последовательность {uk} ограничена в пространстве Я2՛1՜(Ядг), и сле-

довательно компактна в Լշ(ճիք) (см. [9], [10]). Далее, из оценки (4.21) следует, 

что последовательность {uk} компактна в пространстве Я2՛1՜(Ж™). Таким обра-

зом, единичный шар в Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег А( • , D) компактен. Следовательно, про-

странство Я 2 , г У (Ж и ) Ո Кег А( • , D) конечномерно, т.е. ядро оператора А{х, D) в 

Н2'"(Ш.П) конечномерно. 

и и 



Об индексе полуэллиптического оператора в ГО.™ 47 

С л е д с т в и е 4 .2 . Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то 

область значений оператора А{х, D) в пространстве замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S топологическое дополнение к простран-

ству Ker А{-, D) пространства Hq , v(ГО.™). Тогда, область значений оператора 

А(х, D) совпадает с областью значений его сужения в S. Покажем, что сущест-

вует постоянная К У 0 такая, что 

(Мкглз!®™) < ') ^ Н к Л ® " ) ՛ (4-22) 

Чтобы доказать это неравенство, допустим, что оно неверно. Тогда мож-

но найти такую последовательность un £ S , что ||1է„||շ)1/)9(ա.™) —У оо и 

|| A(-,D)u п | ) ^ ^ ՚ Положим vn — Цм^Цз ^(го.71) — ՚̂ ^ ՚ ՛ ՛ ՛)՛ Тогда 

|խո | |2 ւ 1 / ,9(ա .") = 1 и ||ճ( • , £))wn|| ;yj9(IR'1) —>• 0 (n = 1 , 2 , . . . ) . 

Так как оператор вложения H q , l / ( JR.n ) в Լշ(ճիք) вполне непрерывен (см. [9], 

[10]), то из vn можно извлечь подпоследовательность v„k, сходящуюся в Լշ(ճիք). 
Оценка (4.9) показывает, что v„k сходится в Hq , v(ГО.™). Пусть vo - предельный 

элемент этой последовательности в Hq,v(ГО™). Тогда | | f o 1 1 ( П ^ - " ) = 1 (так 

как |խ„||շ)1/)9(ա.™) = 1), vo £ S (так как S замкнуто) и во £ Ker А{ -, D) (так 

как ||ճ( • , D)vn\\l/tq(TR.n) —У 0), что приводит к противоречию. Таким образом, 

неравенство (4.22) верно. 

Из неравенства (4.22) следует замкнутость области значений оператора А(х, D) 
в пространстве Н^ ՛" (Ш.п), поскольку А{х, D) отображает S на область значений 

оператора А(х, D) изоморфным образом. 

§5. К О Я Д Р О О П Е Р А Т О Р А 

Известна следующая теорема (см. [5]). 

Т е о р е м а 5.1. Пусть Т ֊ ограниченный оператор из Hq'"(JRn) в Hq(JRn), 
обладающий следующим свойством : для любого £ У 0 

| |Т« | | „ , 9 ( т . " ) < £|խ | |շ ,„ ,9(ա") + Me\\u\\2^q(KN), u £ Н2 , 1 / (Ш™), 

где Ме - постоянная, не зависящая от функции и, а К իք = {ж : |ж| < N}. Тогда 
Т - вполне непрерывный оператор из Д^'^ГО™) в Hq(JR.n). 

Т е о р е м а 5.2. Если для оператора А(х, D) выполнены условия I - III, то коядро 
оператора А{х, D) конечномерно в пространстве Н^՛"(Ш.п). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А*(х, D) формально сопряженный к А(х, D) оператор. 

Тогда, в силу формулы Лейбница имеем 

A*(x,D)u(x)= ( ՜ 1 ) Н Я а (Мж)Ф) (Ма : г у ) ) гУт аХи(ж)) 
( a : v ) < 1 

= Е ( ՜ 1 ) 1 " 1 Е 
(a:i/)< 1 0<f)<a 

= E (-1) | а |аа(ж)<г(ж) ( 1- ( а : г у ) ) г у т в хя а (u(x)) 
( a : v ) < 1 

+ E ( ՜ 1 ) 1 " 1 E D^{u{x)). 
(a:v)< 1 0</3<a 

Обозначим 

T(x,D)u(x)= E ( ֊ 1 ) H E C i D a ֊ ^ a a ( x ) q ( x ) ^ ֊ ^ ^ |а„(ж)<7(ж) 
(a:i/)<l 0</3<a 

В силу Т О Г О , Ч Т О 

A(x,-D)u(x)= Е ( - 1 ) | а | а а ( ж ) д ( ж ) ( 1 - ( а : г У » г У — ( « ( ж ) ) , 
(a:i/)<l 

А* ( ж , Я ) и ( ж ) = Л ( ж , -D)u(x) + Т(ж, D)u(x). 

Докажем, что Т ( ж , Я ) - компактный оператор из Н2 , 1 /(Ш.П) в (ГО.™). Отметим, 

что из условия II и вложения q Е Qv следует, что при 0 < (а — (3 : v) < 1 имеем 

լ —у 0 при \х\ —у оо, (5.1) 

Я 0 - / 3 (а а (ж)д(ж)( 1 -( а : г У » г У —) < ^ „ ^ ^ ( ж ) * 1 - ^ ^ » ^ — , ЖЕ т . " . (5.2) 

Из оценки (5.1) следует, что для любого е > О 

\D a՜13 (aa(x)q(x)(1-( a : l /^^)\ 
q{x)(1-(l3")> 

<е, ж£ m.n\KN, (5.3) 

где N = N(e) - некоторая постоянная. 
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Для функции u e H l ' v { J R . " ) 

ГО" 

£ ( _ 1 ) Н £ d o " - ? 
(a:v)< 1 0</3<а 

£ ( ֊ 1 ) н Е ^ ՜ ' 
(a:i/)<l 0</3<а 

х ; ( ֊ 1 ) н Е ^ ՜ ՛ 

aaq 

aaq (l-(a-.V))Va 

D' u 

D'3, 

(ПГ 

(KN) + 

v,q 

( m п \ к _ N • 

v,q (a:v)< 1 0</3<a 

Отсюда, используя компактность Кдг и оценки (5.2), (5.3), имеем 

IIТ( • , (ГО") < т£ |խ||2)1 / )9 (ГО") + Me\\u\\2^q(KN), u £ Д 2 ' " (ГО" ) , 

где те 0 при е 0, Ме - постоянная, не зависящая от функции и. Следова-

тельно, в силу Теоремы 5.1, Т ( х , D) есть компактный оператор, действующий из 

H2q՝v(JR.") в Щ ( Ж П ) . 

Т а к как для оператора А(х , —D) выполнены условия I - III, то в силу Теоремы 

4.1 имеем, что для всех и £ Hq , l /(JR.n) 

| խ | | 2 , , , 9 ( ա " ) < C i { | |ճ ( • , - D M v j m . " ) + ||w||x,2(ifjv)}, (5.4) 

где Kn = {ж : |ж| < TV՜}. Из оценки (5.4) имеем 

| խ | | շ , ^ ( ա , " ) < С\ { | |ճ ( • , -D)u\\„ , q (m . n ) + | | « | k O M } < 

< С1{ | |Л*( •, D)u|ыго") + IIT( • , D)u\\„,q(m.n) + | խ | | Լ շ ( ^ ) } . 

В силу Следствия 4.1 и оценки (5.5), ядро сопряженного оператора A(x,D) в 

пространстве Hq , l /(JR.n) также конечномерно. Следовательно, коядро оператора 

A{x,D) в пространстве Н2 , 1 /(Ш.П) конечномерно. Теорема доказана. 

Таким образом, мы доказали, что если для оператора А(х, D) выполнены условия 

I - III, то индекс отображения 

A(-,D): Я 2 ' " ( Г О " ) Я * ( Ж " ) 

(5.5) 

конечен. 

A b s t r a c t . The paper investigates the index of some linear, differential, semielliptic 
operators with variable coefficients of a special form in ГО". In particular, additional 
conditions on the symbol are found that render the index finite. The operators are 
considered in the weighted Sobolev spaces. 



50 Г. А. Карапетян, А. А. Дарбинян 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. И. Ц. Гохберг, М. Г. Крейн, "Основные положения о дефектных числах, 
корневых числах и индексах линейных операторов", Успехи Мат. Наук, том 
12, вып. 2(74), стр. 43 ֊ 118, 1957. 

2. А. И. Вольперт, "Об индексе и нормальной разрешимости граничных задач 
для эллиптических систем дифференциальных уравнений на плоскости", 
Труды Моск. Мат. Общ., том 10, стр. 41 ֊ 87, 1961. 

3. R. Т. Seeley, "The Index of Elliptic Systems of Singular Integral Operators", 
Journal of Math. Analysis And Appl., vol. 7, pp. 289 ֊ 309, 1963. 

4. M. F. Atiyah, I. M. Singer, "The Index of Elliptic Operators on Compact 
Manifolds", Bull. Amer. Math. Soc., vol. 69, № 3, pp. 422 ֊ 433, 1963. 

5. M. С. Агранович, "Эллиптические сингулярные интегродифференциальные 
операторы", Успехи Мат. Наук, том 20, вып. 5(125), стр. 3 - 120, 1965. 

6. JI. А. Багиров, "Эллиптические уравнения в неограниченной области", Мат. 
сборник, том 86(128), № 1(9), стр. 121 ֊ 139, 1971. 

7. Г. А. Карапетян, "Регулярные уравнения, зависящие от параметра", Изв. 
АН Арм.ССР, серия Математика, том 25, № 2, стр. 192 ֊ 202, 1990. 

8. Е. Pehkonen, "Ein Hypoelliptisches Dirichlet Problem", Com. Mat. Phys., vol. 
48, № 3, pp. 131 ֊ 143, 1978. 

9. О. В. Бесов, В. П. Ильин, С. М. Никольский, Интегральные Представления 
Функций и Теоремы Вложения, Москва, Наука, 1977. 

10. JI. Хермандер, Линейные Дифференциальные Операторы с Частными Про-
изводными, Москва, Мир, 1965. 

Поступила 17 мая 2007 



Известия HAH Армении. Математика, 42, № 5, 2007, 51-64 

О Р Я Д А Х П О С И С Т Е М Е У О Л Ш А С М О Н О Т О Н Н Ы М И 
К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И 

К . А . Н а в а с а р д я н 

Ереванский государственный университет 
E-mail: knavasard@ysu.am 

Р е з ю м е . В статье рассматриваются ряды по системе Уолша ^ anWn(x), для 
п = 0 

оо 
которых \ап \ монотонно стремятся к нулю и ^ օԼ = сю. Доказываются теоремы 

и = 1 

исправления в Լ1 и представления функций из Lp, р £ (0, 1), подрядами этого 
ряда. 

§1. В В Е Д Е Н И Е 
Рассматриваются ряды по системе Уолша 

оо 
J2anWn{x), (1.1) 
п = 0 

для которых выполняются условия 

ао > ռչ > . . . > а„ > . . . , lim а„ = 0 (1-2) п —у оо 

и оо 

= (1-3) 
1 1 = 0 

Известно (см. [1], стр. 149), что ряд вида (1.1)-(1.2) равномерно сходится на 

любом интервале вида (ծ, 1), <5 > 0. В работе [2] была доказана следующая 

теорема. 

Т е о р е м а 1. Пусть последовательность {an} удовлетворяет условиям (1.2) и 
(1.3). Тогда для любой почти всюду (п.в.) конечной, измеримой функции /(ж), 

mailto:knavasard@ysu.am
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определённой на [О, 1] существует последовательность 6„ = О, ± 1 такая, что ряд 
оо 

по системе Уолша SnanWn(x) сходится к /(ж) п.в. на [0, 1]. 
и = 1 

Напомним, что ряд 
оо 

£ / » ( * ) (1-4) 
и = 1 

называется универсальным относительно подрядов в некотором классе измери-

мых функций S, если для любой функции F £ S существует последовательность 
оо 

6„ = 0 или 1, для которой ряд ^ Snfn(x) сходится к F(ж). 
п = 1 

Т е о р е м а 2. (см. [2]) Пусть последовательность {an} удовлетворяет условиям 
(1.2) и (1-3). Тогда существует последовательность ~/„ = ±1 такая, что ряд 
оо 
X) 7nGnW„(x) является универсальным относительно подрядов в классе п.в. 

п = 0 

конечных, измеримых функций в смысле сходимости почти всюду. 

В [3] рассматривались универсальные ряды по кратной системе Уолша. Об 

исследованиях универсальных ортогональных рядов подробно можно узнать в 

работах [5] и [6]. В настоящей работе доказаны следующие теоремы. 

Т е о р е м а 3. Пусть для последовательности {an} выполняются (1.2) и (1.3). Тогда 
для любого £ > 0 существует множество Е С [0, 1], цЕ > 1 — е такое, что для 
любой функции f G 1) существуют функция g £ i1(0, 1) и числа 6П = 0 или 

оо 
± 1 такие, что д(х) = /(ж) для ж £ Е, а ряд ^ SnanWn(x) сходится к функции g 

п = 0 
в метрике i 1 ( 0 , 1). 

Т е о р е м а 4. Пусть для последовательности {an} выполняются (1.2) и (1.3). 
Тогда существуют числа ~/„ = ± 1 такие, что для любого р £ (0, 1) ряд 
оо 
X) In^nWnix) является универсальным относительно подрядов в классе Lp( 0, 1) 

п = 0 
в смысле сходимости пространства Lp (0, 1). 

Аналогичные теоремы для системы Хаара были получены в [7]. Фактически, 

Теорема 3 является усилением следующего результата, вытекающего из более 

общей теоремы М. Г. Григоряна (см. [12], [13]) : для любого е > 0 существует 

измеримое множество Е С [0, 1], ц Е > 1 — е такое, что для любой функции 

/ £ i 1 ( 0 , 1) существует функция g £ i 1 ( 0 , 1), совпадающая с / на множестве Е, 
а ряд Фурье-Уолша которой сходится к g в метрике i 1 ( 0 , 1). 

Нам понадобится понятие сходимости гриди алгоритма. Пусть { ^ n } ~ нормиро-

ванный базис в банаховом пространстве В , и пусть {i/>* } ֊ биортогональная к 
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{ф„} система. Тогда для любого ф £ В и натурального числа m сумма 

Ст(ф) = 
«ел 

определяется по правилу : Л - подмножество т натуральных чисел со свойством 

\ф*„(ф)\ > IV'ifc(V')l) если n G Л и fc^ А. Если такое множество Л не единственно, 

то берётся любое из них. Если Շ ա { Փ ) сходится к ф в норме пространства В , то 

говорят, что гриди алгоритм для ф сходится. Подробнее о гриди алгоритме и 

гриди базисах можно узнать из работ [8], [9], [10]. 

Теорема 5 является следствием Теоремы 3. 

Т е о р е м а 5. Для любого е > 0 существует измеримое множество Е С [0,1], 

/лЕ > 1 — е такое, что для любой функции f £ i 1 ( 0 , 1) существует функция 
g £ L 1 (0 , 1), которая совпадает с ք на Е и гриди алгоритм которой по системе 
Уолша сходится. 

Легко видеть, что Теорема 5 имеет место, если в Теореме 3 положить а„ = 1/Հ/ո. 

Если / £ Լ 1 (0 , 1), то Gm(f) не обязан сходится (см. [11]). Следовательно, в 

Теореме 5 "исправление" функции / вне множества Е существенно. 

Ниже через IN будем обозначать множество натуральных чисел, через С, C i , . . . -

различные абсолютные постоянные, через Xi(x) ~ характеристическую функцию 

множества I , и 

Н Л 1 р = / \f(x)\pdx, р е (0,1], 
J о 

||/||2 = { £ | / ( Ж ) | 2 ^ } ' . 

§2. О С Н О В Н Ы Е Л Е М М Ы 

Напомним, что функции системы Радемахера определяются по формулам 

Rn(x) = sgn(sin2и7гж), ж £ [0,1], п= 1 , 2 , . . . 

Функции системы Уолша выражаются через функции Радемахера следующим 

образом (см., например, [4]) : Wo (ж) = 1, и 

v 
Wn(x) = 

8 = 1 

для n > 1 с двоичным представлением n = 2k l + 2k' J + ... + 2kp (k\ > հշ > 

... > kp). Напомним также, что двоичным интервалом называется интервал вида 

( ^ ^ ) ' г д е ^ = 1 ՛ 2 ՛ - - - ՛ 2 " ՛ А = 0 , 1 , . . . 
Следующая лемма была доказана в [2]. 
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Л е м м а 1. Пусть ап О и Y^i  ап  = Тогда для любого двоичного интервала 
п = 0 

I С [О, 1] и для любых положительных чисел е < 1, ծ < 1, d и М Е IN существуют 
множество Е С / и полиномы по системе Уолша 

N N 

J2 SnanWn{x), Р'(ж) = J2 bnWn (ж) 
п=М п=М 

такие, что 
1) 6„ = 0, ± 1 , 

2) Р'(х) = 0, если х <£1, 

3) |Р'(ж) - d\ < S, если ж Е Е, цЕ > (1 - е)ц1, 
m 

4) S UP I X) bnWn(x) \ < S, если ж ^ I, 
m n=M 

5) sup £ b„wn(x) 
n=M 

с <C- + S, 
£ 

6) | | p - P ' | | | < £ձ2թւ 

Для доказательства теорем этой статьи, нам понадобятся следующие леммы. 

Л е м м а 2. Пусть последовательность {an} удовлетворяет условиям (1.2), (1-3), а 

з 

= J 2 l k X i k ( x ) 
k = 1 

- ступенчатая функция, определённая на [0, 1], где {Կ}՝1=ւ ՜ непересекающиеся 
двоичные интервалы. Тогда для любых чисел N Е IN н е , (5 Е (0,1) существуют 
функция g Е i 1 ( 0 , 1), измеримое множество Е С [0, 1] и полином 

м 
Р(х) = 3na„Wn(x), где J „ = 0, ±1 , 

n=N 

которые удовлетворяют следующим условиям : 

1) цЕ > (1 — е), 

2) д(х) = <р(х) для всех ж Е Е , 

3) \\ց-Բ\Ա<Տ, 

4) Iblli < CIMIi, 
5) sup / 0 \Y,™=N5nanWn{x)\dx < C||y>||i. 

m<M 

Л е м м а 3. Пусть последовательность {an} удовлетворяет условиям (1.2) и (1.3), 
з 

а <р(х) = Y^, hxik(x) ՜ ступенчатая функция, определённая на [0, 1], где {-Гк)1=1 
к = 1 

ш 
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- непересекающиеся двоичные интервалы. Тогда для любых чисел N £ IN, 

р £ (0,1) и a > 0 существует полином 

м 
Р ( х )  = Х у Sna„W„(x), где 6П = 0 или ± 1, 

n=N 

удовлетворяющий условиям , 
1) \\ip ֊ Р\\р < а, 

2 ) s u Pm fo յշ SnanWn[ 
n=N 

dx < CMP 

Д о к а з а т е л ь с т в о Л е м м ы 2. Пусть s,S <E (0, 1) и N £ IN - некоторые числа. 

Без ограничения общности будем считать, что 

֊Շ\հ\թհ < IHIi, k = l , 2 , . . . , j , 
€ 

(2.1) 

где С - постоянная из Леммы 1 (в противном случае интервалы կ представим 

в виде объединения двоичных интервалов, для которых выполняются условия 

(2.1)). Выберем число Si > 0 так, чтобы 

max Հ <5i, Si E V ^ f c j ^ i n j l M l i , (2.2) 

Согласно Лемме 1, для любого к = 1, 2 , . . . , j существуют множества ft С 4 и 

полиномы 

Nk +1 Nk + 1 

ад = J2 SnanWn (ж), ад = bnWn{ ж), 
n=Nk + l n=Nk + l 

(где Sn = 0, ± 1 , Ni = N) такие, что : 

LiEk > (1 - տ)թհ, 

Pj,(ж) = 0, если ж ^ կ, 

\РЦх) - կ | < J i , если ж £ Ек, 

< Su если ж ^ Ik, sup 
m<Nk + 1 

Y , bnWn(x) 
n=Nk+l 

sup 
m<Nk +1 

X)  bnWn(x) 
n=Nk +1 

С Ы r 
< Ւ Й1, если x e Ik, 

£ 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

p til 
X 
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\\рк - բլ \ \ 2 < s 1 y ^ h . (2.8) 

Положим 
з з з 

P(x) = J 2 P k ( x ) , E = \ j E k , P'(x) = ՝ 5 2 P t t x ) , (2.9) 
k = 1 k = 1 k = 1 

, Г у>(ж), если x E E , 
g(x) = I  r \ V r nl 2.10 

V ; l Р(ж), если ж E [0, 1]\Я. V ; 

Тогда условия 1) и 2) немедленно следуют из (2.3), (2.9) и (2.10). Из (2.2) и (2.8) 

получаем, что 

з з 3 3 ( г ՝| 

Е Нр* ՜ < Е Нр* ՜ < m i n Iblli. շ • (2-1 1) 
к = 1 к = 1 ^ 

Следовательно, из (2.9) получаем 

Ц Р - Р ' Ц ^ т Ь ^ Ц ! , ^ } . (2.12) 

Из (2.3), (2.5), (2.7) и (2.9) следует, что 

Е H H i < Е Խ + М Ж + ( ֊ + Տւ) տբհ) < 
к = 1 к = 1 ՝՝ V / / 

j 
< Е ( 1 ^ 1 + 2^1 + с\1к\)ц1к < 2ճւ + (С + l ) | M | i . 

(2.13) 

к = 1 

Отсюда, с учётом (2.2) получаем 

l H l i < C i | M | i . (2.14) 

Из (2.9), (2.5), (2.10) и (2.12) следует, что 

| b ֊ P | | i = / \P(x)-<p(x)\dx<\\P-P'\\1 + \P'{x)-<p{x)\dx < 
J Е J Е 

S ^ S 
< 2 + < շ 

к = 1 

Поэтому, с учётом (2.2), получаем 

l b - P | | i < < 5 . (2.15) 

Ясно, что (см. (2.10), (2.12) и (2.14)) 

N i l < Iblli + l lp l l i < Iblli + l lp ' l l i + l l p ֊ p ' l l i < C2IMI1. 
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Пусть 

sup 
m < N j + 1 Jo 

՝У] SnanW„ х 
i=N 

dx = 
о 

՝У] SnanW„ x 
i=N 

dx 

и пусть Nk <m0< Nk+1. Тогда, учитывая (2.11), (2.13), (2.6)-(2.8), (2.2) и (2.1), 

получаем 

sup 
m < N j + 1 Jo 

k- 1 
i=N 

k — 1 k — 1 �-լ 

< յ շ \ \ բ է - Հ \ \ ւ + յշ\\բ1\Ա+ / 
i=l i=l 

fc-1 „1 ra0 

y ^ £na„W„(a;) 
n=JVfc + l 

dx < 

E ( £ n a „ - b „ ) W „ 

n=JVfc + l 

n=JVfc+l 

ote < |խ||ւ + Cill^lli + 11 Pit - P l \ \ 2 + 

dx+ 

C\h I 
+ ֊ ^ + բհ + < C 3 | b | | l . 

Лемма 2 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Л е м м ы 3. Пусть <р(х) = lkXik(x) ՜ ступенчатая функция, 
k = 1 

N G IN, p G (0, 1) и a > 0 - некоторые числа. Выберем 

e G (0, 1) так, чтобы 

положительное число 

((С + 2 ) M ) V - " < - k = i,2,...,j, (2.16) 

где С - постоянная из Леммы 1. Без ограничения общности будем считать, что 

для всех к = 1, 2 , . . . , j 
CM + l J թկ<խ\\բ. (2.17) 

В противном случае, представим интервалы կ в виде объединения двоичных 

интервалов, для которых выполняются (2.17). Выберем (5 G (0, 1) так, чтобы 

<5 < min { \կ I : \կ\փ 0, к = 1 , 2 , . . . , j } , 

i 

k = l 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 6? < m i n { « / 4 , ll^llp}. 

Согласно Лемме 1, для любого к = 1 , 2 , . . . , j существуют множества Ек и 

полиномы по системе Уолша 
Nk +1 Nk + 1 

Рк(х) = J2 SnanWn{x), Рь(х)= J2 bnwn{x) 
n=Nk +1 n=Nk +1 

X 

X 
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(где 6„ = 0, ± 1 ) такие, что 

Р{.(х) = 0, если х <£1к, (2.21) 

\ р к ( х ) - 1к\ < ձ е с Л и х е Ей и ц Е к > (1 - е)ц1 к , (2.22) 

< (5, если х 1к, (2.23) sup 
m<Nk + 1 

т 
՝՝nWn(x) Е b » W ' 

n=Nk +1 

sup 
m<Nk +1 

E 
n=JVfc + l 

+ ^ e c A U x e h , (շ .շ4) 

(2-25) 

Из (2.21), (2.22), (2.16) и (2.20) получаем 

\\H֊lkXik\\p = I \ P i ֊ l k \ p d x < S ^ E k + ( ^ M + s J ^ I k \ E k ) + 

+ \lk \Pii(Ik\Ek) < 6p[ilk + ( ( ( C , + £ 1 ) | f f c l ) P + MP) տբհ < ( 2 ' 2 6 ) 

< (<F + ( ( C + 2 ) | ^ | ) V - > 4 < ֊ Բ հ . 

Т а к как (см. (2.25)) 

№ ֊ PLWv < № ֊ Р Ж < ( տ տ 2 բ հ ք 2 , (2.27) 

то, с учётом (2.26), получаем 

IIРк ֊ hxik\\p < ֊ Բ հ + (eS2^Ik)p / 2 • (2.28) 

Положим 
м j 

Р(х) = SnanWn(x) = J 2 p k ( x ) . (2.29) 
n=N k=1 

Тогда , из (2.29), (2.28) и (2.19) следует, что 

i ր1 i 

i i^ - v\\p < E / - ^ \p d x < E ( f ^ + H V * ) P / 2 ) < 
fcr0 fc = l 

i 

< f + e h v , ) p / 2 < « . 
fc = l 
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Из (2.21), (2.22), (2.24) и (2.18) имеем 

l № < (\lk\ + 6)pi*Ek+ [^M + s)P£i,Ik < (2.30) 

< ((\lk\ + S)p+ ((C+l)\lk\)p)^Ik<C1\lk\^Ik. 

Следовательно, учитывая также (2.27), получаем 

ll^llp < ИНр + II Ръ ֊ Pl\\p < Cil^lWfc + (տՏ2բ,հք2  

Пусть 

(2.31) 

sup 
m<Nj J o 

՝У] SnanWny 
n=N 

dx = ՝У] SnanWn y 

n=N 

dx 

и пусть Nk < mo < Nk+1. Тогда, учитывая также (2.31), (2.24), (2.23), (2.19), 
(2.27), (2.17), (2.20), получаем 

sup 
m Jo 

< 
/0 
k-1 

՝У] SnanWn գ 
n=N 

dx < 

к-1 Р г1  т 0 Р 

Е В Д dx + 
1 

՝У] Snanw„(x) dx < 
8 = 1 1 n=Nk+1 

< E l l p » H * 
8 = 1 
k-1 

т 0 т 0 Р 

Е - dx + Е dx < 
n=JVfc + l Jo n=Nk 

< (c.ihi^i, + (£Տ2Բւ,ք/2) + IIPk - բլ\\ւ + + sY 
8 = 1 ��

 £ ' 

+ ՏԴ([0,l]\Jfc) < С з | И | р . 

Лемма 3 доказана. 

§3. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Т Е О Р Е М 

Д о к а з а т е л ь с т в о Т е о р е м ы 3. Пусть щ - монотонная последовательность по-
ложительных чисел с условием 

Е ^ * < (3.1) 
k = 1 

Рассмотрим последовательность всех ступенчатых функций 

мп 

fn(x) = Х7(»)(ж) (3.2) 
к = 1 

X X 

р 
X 
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(и) т ( п ) 

с рациональными значениями a k и двоичными интервалами постоянства ц . 

Пусть е Е (0, 1) - произвольное число. Тогда, в силу Леммы 2, для каждой 

функции fk(x) из последовательности (3.2) существуют функция gk Е i 1 ( 0 , 1), 

измеримое множество Е к С [0, 1] и полином 
Nk +1 

Pk{x) = Е 3na„Wn(x), 
n=Nk + l 

где S„ = 0 или ± 1 , удовлетворяющие следующим условиям : 

£ 
/лЕк> 1 -

շ * ՛ 

9к(х) = fk(x) если х Е Ек, 

|\Як ֊ Рк||i < Vk, 

\\9k\\i < օ \ \ հ \ \ Ն 

sup 
N k < m < N k + 1 J o 

Обозначим 

՝У] SnanWn ( 
n=Nk +1 

E= Ո Ek. 
k = 1 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Тогда из (3.3) и (3.8) следует, что цЕ > 1 — е. 

Пусть / Е i 1 ( 0 , 1). Из последовательности (3.2) выберем такую подпоследова-

тельность {քո к}, чтобы выполнялись 

lim f ֊ J 2 f n 
m = 1 

= о, (3.9) 

(3.10) 11/nJli < Vk, k> 2. 

Тогда положим f i { x ) = ցՈւ(x) и 

^ 1 + 1 
Qi(x) = pni{x) = E Sna„Wn(x). 

t i = N n i + 1 

Допустим, что уже определены функции ipi(x), . . . , ipk-i(x) и полиномы Qi(x), 

..., Qk-i(x), удовлетворяющие условиям : 

<Pi(x) = fni(x), х ЕЕ, 1 <i <к -1, 

til 
X 

к 
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1 Jfc-l 
՝У] |Qi{x) - <fi(x)\dx < 2щ. 
8 = 1 

(3.11) 
о 

Выберем ступенчатую функцию fmk > i, mi = ու) из (3.2) такую, что 

Jfc-1 
/га, I fnk 

8 = 1 
< Vk-

Согласно (3.10) и (3.11) имеем, что 

к-1 
/«fc ~ " 

8 = 1 
< 3 щ. 

Из (3.12) и (3.13) получим 

l l / ™ J | i < 4 % . 

Положим 

<Рк{х) = f„k{x) + ( g m k { x ) - fmk{x)), 

Qk(x) = Pmk{x) = £ SnanWn(x) 

Ясно, что (см. (3.15) и (3.4)) 

<Рк(х) = f„k(x), если x<EEcEmk. 

Из (3.15), (3.12), (3.6), (3.14) и (3.11) получаем 

1 Ы К < \\քո„ - / r a j l + I bra J | 1 < 
к-1 

< fm k I fn k ֊ £ № ֊ <Pi llffraJli 
Jfc-l 

<Pi < 

<щ + 4Сщ + 2 щ = (3 + = Сщь. 

С учетом (3.15), (3.12) и (3.5), получаем 

к 

£№ � <Pi 
к-1 

Рщк ~Ь /rafc 9тк fn„ + £ № ֊ <Pi 
8 = 1 

< 

Jfc-l 
< /га, ֊ (քո„ ֊ £ (<?8 ՛ ֊ <?i)) 

8 = 1 
Рщк 9тк < 2Vk. 

Из (3.7) и (3.14) следует, что 

sup 
N k < m < N k + 1 . / о 

£ * 
Ո 

C||/ r o j k | | i < 4 С % . 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) х 
n = N m k + 1 



62 К. А. Навасардян 

Таким образом, по индукции определяются последовательности функций { f k { х ) } 

и полиномов {Qk(x)}, удовлетворяющие условиям (3.17)-(3.20). 
оо 

Определим теперь функцию д(х) и ряд ^ S'nanWn(x) следующим образом : 

տ՚ո = Ւ 
п \ о 

з ( х ) = £ у п ( ж ) > 
п = 1 

если Nmk + 1 < п < Nmk+i для некоторого к, 

в противном случае. 
(3.21) 

Ясно, что 

£ ( ^ a n W n ( ® ) = 
п=1 к=1 

Из (3.18), (3.1), (3.17) и (3.9) следует, что д £ ^ ( 0 , 1) и д(х) = /(ж) когда 

Пусть N - любое натуральное число. Тогда Nmk +1 < N < Nmk+1 для некоторого 

к £ IN. Следовательно, с учетом (3.18)-(3.21), получаем 

N 

^~^8'nanWn{x) < 
fc-l 

<Pi ՝52<pi 
i=k 

N 

J2 S'nanWn( 
n = N m k + 1 

< 

< 2%֊i + Ci E Դ՜ + <C2 Y , Vi-
i=k i—k — 1 

Отсюда, с учетом (3.1), заключаем, что ряд ^ S'nanWn(x) сходится к д(х) в 

метрике L 1 . Теорема 3 доказана. 
и = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о Т е о р е м ы 4. Пусть р £ (0, 1) - произвольное число, а խ ո } -

последовательность положительных чисел, для которой lim a n = 0. Тогда, в си-п —у оо 
лу Леммы 3, для каждой функции f k { x ) из последовательности (3.2) существует 

полином Nk +1 

Рк{х)= £ 5nanWn{x), (5 „ — 0 или i 1, 

удовлетворяющий условиям 

sup 
N k < m < N k + 1 J o 

||fk - Pk\\p < ak, 

m 

£ * 
a„Wn(x) n=Nk +1 

dx < C\\fk\\p. 

(3.22) 

(3.23) 

n = l 

X 

V 
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Пусть f <Е Lp(О, 1) и пусть {щ} - последовательность такая, что 

Щ > Պ2 > • • • > Vk —> 0 при к —у оо. (3.24) 

Выберем ու настолько большим, чтобы выполнялись а П 1 < щ и | |/ — /щ||р < ??1-

Ясно, что | |/ - РП1\\р < | | / - fni\\p + ||քՈւ - Pni\\p < 2t)i- Допустим, что уже 

определены числа ո ւ , ո շ , . . . 1, для которых 

к-1 
/ ֊ £ Р И ; < (3.25) 

8 = 1 

Выберем число так, чтобы выполнялись 

a»k < Vk 

к-1 
/ ^ ՝ Pfii քո 

8 = 1 
< m-

Тогда, из (3.22), (3.26) и (3.27) непосредственно следует 

< % + a„t < 2щ. 

Далее, из (3.27), с учётом (3.24) и (3.25), получаем 

IIfnk\\p <Vk+ 2-Г)к ֊1 < 3Vk-l-

Следовательно, с учётом (3.23), имеем 

»1 
sup 

Nnk <m<Nnk+1 Jo 
՝У] S n a n W n ( 

n=Nnk +1 
dx < Сщ-i. 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

Таким образом по индукции определим полиномы Р„к, удовлетворяющие усло-

виям (3.28) и (3.30). Теперь рассмотрим подряд ряда (1.1) : 

N, оо 
£биТ^и(Ж) = £РиЛ®) = £ £ SnanWn(x). (3.31) 

k = l N n k +1 
" ւ ւ ՚ ՚ ո ^ ; — / у -1 

n = l k=1 

Пусть М - некоторое натуральное число и пусть для некоторого Д; имеет место 

N„k < М < N„k+1. Тогда из (3.28) и (3.30) получаем 
՝ П к + 

М 
f ֊ J 2 b n w n 

11 = 1 

< 
к-1 

8 = 1 

м 
£ (5nanwn(®) 

n=JVfc + l 
< 

< 2щ ֊1 + Сщ-1 = СгЩ-ъ 

р 

и 

р 

v 

х 

X 
р V р 
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Отсюда, с учетом (3.24), получаем, что ряд (3.31) сходится к / в метрике Lp (0, 1). 

Теорема 4 доказана. 

оо 
A b s t r a c t . T h e paper studies the series Y^,  anWn(x) by Walsh system, where \an\ 

n = 0 oo 
monotone tends to zero and Y^ a n = 0 0 • Some theorems on correction in L 1 and 

n = l 
representability of functions from Lp, p £ (0, 1) by subseries of the Walsh series are 
proved. 
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Р Е Ш Е Н И Е З А Д А Ч И К О Ш И С В Е С О М Д Л Я О Д Н О Г О К Л А С С А 
Г Ю Й Г Е Н С О В Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

А . О. О г а н е с я н , С . Г . Р а ф а е л я н 

Ереванский Государственный университет 
E-mail: ahovhannisyan@ysu.am, rafayelyansg@mail.ru 

Р е з ю м е . В работе изучается начальная задача для одного класса уравнений, 
удовлетворяющих принципу Гюйгенса. Т а к как рассматриваемые уравнения име-
ю т особенность при է = 0, то сначала определяется вид начальных условий, а за-
тем строится решение полученной задачи. Доказывается, что решение строится 
за конечное число шагов. При этом показывается каким естественным началь-
ным условиям могут удовлетворять решения уравнений. 

Известно [1], что уравнения вида 

Բս = օ խ - Ո ՝ £ օ ի + 1 1 ± ^ ս = 0, (1) 
k = 1 

где 0 < I < - целое и п > 4 - чётное, удовлетворяют принципу Гюй-

генса, т.е. значение решения u(t,x), х = ( ® i , . . . , ®„_i) , в произвольной точке 

Р = (to, . . . , х՝^1_1) зависит от начальных данных только на пересечении на-

чального многообразия с характеристическим конусом с вершиной в точке Р . 

Здесь для удобства используются обозначения Dt = Dj. = — «ցք^-

С другой стороны, уравнения с неограниченными при է —У 0 коэффициентами 

были изучены в [2] и [3], где строился параметрикс (решение с точностью до 

гладких функций) с весовыми данными на гиперплоскости է = 0. Уравнения, 

кратко описанные в [3], являются особыми случаями уравнений, изученных в [2]. 

В настоящей работе указывается, что уравнения вида (1) являются частными 

случаями уравнений, рассмотренных в [3] и строится решение начальной задачи. 

Решение строится за конечное число шагов, откуда следует, что для уравнения 

mailto:ahovhannisyan@ysu.am
mailto:rafayelyansg@mail.ru
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(1), параметрикс, построенный в [3], совпадает с точным решением. При этом 

показывается каким естественным начальным условиям могут удовлетворять 

решения уравнений. 

Решение уравнения (1) будем искать в виде суммы интегральных операторов 

Фурье 

= Е Е / e'«*-^>+^Pr„(t,H)fr(y)dyd!i. (2) 
a = ± l r = l j R n - 1 X R ' ՝ - 1 

Здесь <իՄ = < > - фазовые функции (<т = ± 1 ) , а амплитудные функции 

Pr(T(t, է) (г = 1, 2) не зависят от х т а к как коэффициенты уравнения (1) не зависят 

от х. Подстановка функции u(t, х) в уравнение (1) даёт 

յ շ յ շ ք + 2aMDtP„ +  ll±Hpra)fr(y)dy^ = 0. 
<r±lr = l j R n - 1 X R ' ՝ - 1 V * J 

Отсюда получаем, что для определения функций Р г ( т надо решить уравнение 

^ + 2<T\t\Dt+ lV-^Pra = 0. (3) 

Заметим, что поведение функций Рг(т при t —У 0 диктует постановку начальных 

условий. Решение уравнения (3) будем искать в виде Pr(T = t*zr(r, где s равно 

либо I + 1 либо —I. Сделав замену переменных т = — 2<т|£|2, получим для zr(T 

вырожденное гипергеометрическое уравнение [4] : 

tz''„ + (2s - T)z'r<r - 8zra = 0. (4) 

Одним из решений этого уравнения является функция, которая в обозначениях, 

используемых для гипергеометрических рядов записывается как i-F՝i(s; 2s, т ) . Т а к 

как 2տ ֊ целое число, то уравнение (1) является частным случаем уравнений, 

рассмотренных в [3]. При этом, одно из двух линейно независимых решений 

уравнения (4) может содержать логарифмический член. Покажем, что в данном 

случае, ввиду того, что выполняется условие "согласования", логарифмический 

член отсутствует . В самом деле, если решение (4) искать в виде 

оо 
zr<7 = тр՝У]дктк, 

к= О 

то для р и (к = 0, 1 , . . . ) получаем 

° о Ь { Р ~ 1) + 2 s P] = (5) 
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ak[(p+ k)(p+ к - 1) + 2 s ( p + k ) ] = + 1 + s], к= 1 , 2 , . . . 

Из первого уравнения имеем 

Pi = 0 и р2 = -2s + 1. 

Поэтому, одно из двух линейно независимых решений имеет вид [4] 

оо 
V

 =iFI(S,2S,T). 
к= О 

Второй корень может принимать два значения : թշւ = 21 + 1, (s = —I) и 

Р22 = — (21 + 1), (s = I + 1). В первом случае решение имеет вид 

= t- 1 2 , + 1 j Pi(2Z +1,21 + 2, т ) . 

Это решение, как и быстро осцилируют при т оо [4], и поэтому не могут 

служить для построения амплитудной функции Р г ( т . Поэтому рассмотрим случай 

Р22- В этом случае к-ое уравнение системы (5) принимает вид 

ak[(k-(2l + l))k] = ( k - l - l ) a k - 1 . 

Отсюда получаем, что ак = 0, к = I + 1 , . . . , 21 + 1. При к = 21 + 1 это равенство 

выполняется для произвольного значения օշ ; + ւ , поэтому взяв օշ ; +ւ = 0, получаем 

ак = 0, к = 21 + 1 , . . . Таким образом, второе линейно независимое решение 

уравнения (4) принимает вид 

I 
^ r - ^ E a i V , 

к= О 

где а = „ ( ^ Л ^ Д , Հ 2 > = 1. Таким образом, для амплитудных функций 

РГ(Т получаем 

I 
Pra = c r a ( i ) t ֊ l ( ֊ 2 i a \ i \ ) ֊ 2 l ֊ 1 Y i a { k ) ( - ^ \ ) k t k , г =1,2. (6) 

к=0 

Теперь рассмотрим функции 

I 
Wr(t)= J2 с г < 7 ( 0 < - ' ( ֊ 2 ^ 1 € 1 ) " 2 ' _ 1 Е 4 2 ) ( - 2 ^ ^ 1 ) к < к ՛ г = 1 ՛ 2 ՛ 

<7 = ±1 fc=0 
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и начальные условия, которые позволяют однозначно определить коэффициенты 

сг(т. Эти условия однозначно определяют начальные условия на функцию u(t, х) 

(2), а значит и постановку начальной задачи для уравнения (1). Непосредствен-

ные вычисления показывают, что для однозначного определения коэффициентов 

можно взять следующие условия : 

t'Wl(t) | t=o= - C U ^ K I ) - 2 ' - 1 + d - ^ i K i ) - 2 ' - 1 = 1, 

t lw2(t) | t=o= ֊ օ շ ^ շ » ^ ! ) - 2 ' - 1 + c2.1{2m)-21՜1 = о ՚ 

Dt l t i w ! ֊ e ^ ( - շ ^ ւ ^ ւ ) ՜ 2 ' ՜ 1 

V <7 = ±1 ) 

Dt ( t l w 2 - E c2(T ( - շ ^ ւ ^ ) " 2 ' " 1 

\ <r=±l / 

Из последних двух условий следует 

= 0, 
t=о 

= 1. 

t=о 

(7) 

(8) 

— ( m r 2 i N + c ֊ — ( m r 2 , N = o, 

֊ ֊ ( c 2 1 ( 2 i | e | ) - 2 ' + c 2 _ 1 ( 2 i | e | ) - 2 ' ) = l , 

а для коэффициентов c r a получаем 

с2<7 = Վ-2Խ\Հ\)21. 

Из формулы (2) и начальных условий (7), (8) легко получить начальные условия 

на решение уравнения (1) 

t lu\t=o= h(x), (9) 

Dt (է՛ս - G i ( / i ) ( < , ж) - G 2 ( f 2 ) ( t , х)) |(=0= f 2 ( x ) , (10) 

где 

G1(f1)(t,x) = (2n)1-n \ [ e ՝ ^ + < x - y ^ h ( y ) d y d i , (11) 
v R»-՝ R"՜1 xR"՜1  

G2(f2)(t,x) = (շ-Մ)1՜" յ շ Ս (12) 1

 J r ^ x R " ֊
1 

Подставив полученные значения сг ( т в (6), получаем 

1 ' 
PMt,t) = - t ֊ l J 2 a i 2 \ - 2 i < T \ t \ ) 4 \ 

к= О 
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I 
ԲշՀէ,Հ) = i t ֊ 1 ՝ £ 4 2 ) ( - 2 ш М ) к ֊ Н к . 

к= О 

Поэтому решение уравнения (1) с начальными условиями (9), (10) принимает 

вид 

1 Г 1 

u(t,x) = ( 2 ^ ֊ n Е о M t)^aW(-2w\t\)4k- lf1(y)dydt+ 
<т=±1 к = 0 

г
 1  

<т=±1 JR"-1*^-1 к=0 

Упростим выражения (11), (12) и (13) поменяв порядок интегрирования и вос-

пользовавшись формулой из [5] : 

(27Г)1"11 I е 
Rn 

i<x,i> sin 1 ( d\m 8{\x\-r) 
շ օ„_շ v^i 

где m = ^-շ^, 0 „ - շ - площадь поверхности единичной сферы в п — 1-мерном 

пространстве и 

(<KN ՜  r ) i f ) = / f { x ) d x . 
J =r 

Таким образом, получаем 

Gi(fi)(t,x) = (2ж)1~п f h(y) f e'<^>Ue^ t+e ֊^ t)d^dy = 
Jr»--I JR™֊1 Հ ճ ՚ 

= ( 2 . ) 1 ֊ " / ա ք e * < ^ > ^ d t d y = 
Jr—1 ֊ ' л — 1 I? I 

f ( ) p  1  9 (  9 \ m 4 \ * - y \ - t ) d = 

1 3 / 3 m 

2 0 „ _ շ dt \tdt J J\x-y\=t է 

Аналогичным образом 

dy. 

G2(f2)(t,x) = -i 

Для решения u(t, x) имеем 

I 
u(t,x) = J 2 ( - 2 ) k a ^ t k ֊ 1  

k= 0 
I 

. [ж 1 / 3 /շ (у) dy. 
2 0 „ _ շ \tdtj J\x-y\=t է 

2nn_2tdtk+1 \tdtj ]\x-y\=t t 

ж 1 dk ( d \ m г f 2 ( y ) 
-dy. 

dy+ 

k= 0 շ n n _ 2 d t k \ t d t j J k _ f f | = t < 

t 

rn 
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Из последней формулы явно видна выполнимость принципа Гюйгенса для урав-

нения (1). 

A b s t r a c t . T h e paper studies the initial value problem for a class of equations 
satisfying Huygens' principle. Since this equations have singularities at է = 0, it 
is necessary first to determine the form of the initial conditions and then the solution 
of the corresponding problem is constructed in a finite number of steps. Examples of 
natural initial data are presented. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. J . E. Lagnese, K. L. Stellmacher, "A Method of Generating Classes of Huygens' 
Operators", J . Math. Mech., vol. 17, № 5, pp. 461 ֊ 472, 1967. 

2. А. О. Оганесян, "Построение параметрикса задачи Коши с весом для 
гиперболических уравнений второго порядка с неограниченными коэффици-
ентами", Изв. АН Арм.ССР, серия Математика, том 21, № 6, стр. 33 - 50, 
1986. 

3. А. О. Оганесян, "Построение параметрикса начальной задачи для одного 
класса гиперболических уравнений с неограниченными коэффициентами", 
Докл. АН Арм.ССР, том 84, № 1, стр. 13 ֊ 16, 1987. 

4. Г. Бейтмен, А. Эрдейн, Высшие Трансцендентные Функции, I, Наука, 
Москва, 1973. 

5. И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов, Обобщённые Функции и Действия над Ними, 
I, Москва, Наука, 1975. 

Поступила 23 апреля 2007 



Известия HAH Армении. Математика, 42, № 5, 2007, 71-77 

У Р А В Н Е Н И Е В И Н Е Р А - Х О П Ф А , Я Д Р О К О Т О Р О Г О Д О П У С К А Е Т 
П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е В В И Д Е С У П Е Р П О З И Ц И И 

К О М П Л Е К С Н О З Н А Ч Н Ы Х Э К С П О Н Е Н Т 

А . X . Х а ч а т р я н , Ц . Э . Т е р д ж я н 

Институт математики НАН Армении 
Армянский государственный аграрный университет 

E-mail : aghavard@hotbox.ru 

Р е з ю м е . В работе рассматривается уравнение Винера-Хопфа с ядром, пред-
ставляющим собой суперпозицию комплекснозначных экспонент. Это уравнение 
возникает в кинетической теории газов, в теории переноса излучения и др. При-
менением специального трехфакторного разложения исходного необратимого опе-
ратора удаётся свести уравнение к решению двух простых вольтерровых урав-
нений и одного интегрального уравнения Винера-Хопфа со сжимающим опера-
тором. Доказывается также структуральная теорема существования. 

§0. В В Е Д Е Н И Е 

Рассмотрим интегральное уравнение Винера-Хопфа 

ր СО 

f ( x ) = g ( x ) + K(x-t)f(t)dt (0.1) 
Jo 

с комплекснозначной ядерной функцией 

К{х)= е ՜ ^  Xpdcr{p), a = Re А > 0, [а, Ь) С [0, +оо ) . (0.2) 
J a 

Здесь g(x) £ £ i ( 0 , + о о ) и сг(р) ՜ неубывающая функция на [а, Ь). Граничными 

условиями являются 

! Ь Ш = Г \K{x)\dx=l. (0.3) 
J a aP J-ос 

Заметим, что уравнением (0.1)-(0.3) описывается ряд нестационарных задач 

физической кинетики : в частности, нестационарная задача переноса излучения 

mailto:aghavard@hotbox.ru
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монохроматического рассеяния (см. [1]), нестационарное модельное кинетическое 

уравнение, т.е. классическая задача Рэлея (см. [2]) и др. 

В настоящей работе доказывается структуральная теорема существования ре-

шения задачи (0.1)-(0.3). Подход основан на применении специального фактори-

зационного метода. 

1. В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е С В Е Д Е Н И Я 

Пусть Е+ - одно из следующих банаховых пространств _Lp(0,+oo), 1 < р < сю 

(обозначим Lao = М + ) . Кроме того, пусть L i = Ь \ {—оо,+оо) , а С и ( 0 , + о о ) -

пространство непрерывных функций, имеющих конечный предел в + о о . Через О 

обозначим класс интегральных операторов Винера-Хопфа : если К £ О, то 

( k f ՝ ) ( x ) = J K ( x - t ) f ( t ) d t , К e h . (1.1) 

Оператор К £ О действует в Е + , причём справедлива следующая оценка для 

нормы : 

' К < բ = \K(x)\dx. (1.2) 
Е + J - oo 

Через 1 — ճ(տ) обозначим символ оператора J — K(s) для i f £ О, где 
ր СО 

K{s)= / e i s xK(x)dx 

K{±s i ) = l = [ 
J a 

есть преобразование Фурье от К(х). Если - нуль символа 1 — К(տ), то տշ = —si 

также будет нулём этого символа, т.е. 

Г 1 1 1 

Через S l ± С 12 обозначим подклассы следующих простых вольтерровых операто-

ров U± £ fi± : 

(u+f) (х) = (Բ- is,) J" e ֊ ^ ֊ ^ f ( t ) dt, (1.4) 

( U - f ) ( x ) = (p + i82) Г e-№-*)f(t)dt, (1.5) 

J X 

где (3 > 0 - произвольное число. Через J±<3>± обозначим обобщённые резольвенты 

операторов J — U±. Легко убедиться, что 
(ф+/) (ж) = (р ֊ is0 J e ֊ " ^ f ( t ) dt, (1.6) 

( ф _ / ) (ж) = ( p - i s i ) Г e - " ^ ~ ^ f { t ) d t , f e h ( 0 , + о о ) . (1.7) L1 

Заметим, что операторы Ф± переводят пространство £ i ( 0 , + о о ) в пространство 

М(0,+ОС>) = ioo (0, +оо ) . 
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§2. З А Д А Ч А Ф А К Т О Р И З А Ц И И 

Перепишем уравнение (0.1) в операторном виде 

( J - K ) f = g, 

где J - единичный оператор. 

Рассмотрим следующую задачу факторизации : для операторов К Е О, U± Е 0 ± , 

найти такой оператор Т Е О, чтобы имело место следующее равенство в Е+  

J - К = ( J - U - j [J - T J ( J -Ս+). (2.1) 

Разложение (2.1) исходит из факторизационной интерпретации "Albedo shifting" 

(см. [3], [4]). 

Далее, введём интегральные операторы 

где 

( £ + / ) (ж) = j K + ( x - t ) f ( t ) d t , 

( K . f ) ( x ) = J K . ( x - t ) f ( t ) d t , (2.2) 

^ , \ [ f b если х > է, , . 
= w ֊ ՚ (2.3) 

I 0 если х < է, 
0, если х > է, 

j ^ e - ^ - ^ P d a i p ) , если х < է. 

Очевидно, что 

К = К+@К_. (2.5) 

Займёмся определением ядра Т оператора Т . Из (2.1), с учётом (2.3), (2.4) будем 

иметь 

Т = К++К_ +К+ Ф+ +К_ Ф+ + ф-К+ + ф-К- + Ф-К+Ф+ 
(2.6) 

+ Ф_Х_Ф_|_ - Ф _ Ф + - Ф_ - Ф + . 

Используя правило умножения интегральных операторов, после некоторых прос-

тых , но трудоёмких выкладок получаем : 

( (3 -с.) ք վ է - ՚ ՚ ^ - է - ^ ՜ Պ ^ ) х > , 
[К+Ф + ] (x,t) = Հ  %S l>Ja А р-is, >  Ж > г  

[ о , x < t . 
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Ь) [К. Ф+] (x,t) = 

[Ф _K+](x,t) = 

г о , 

x>t 

X > է 

d) [Ф-K_]{x,t)= l ր [e 
( թ ֊ է Տ i) ' 

ъ \p-iSl(t-x) _ e\p(t-x)j 

[Ф-К+Ф+] (x,t)={ 

A p — is i 

(,(3-isi)2 f b e- i s^x-^dcr(p) 
2isi J a A p — is i 

(թ — isi)2 rb e~ i si( t~ a ;) Ժմ(բ) 
2isi J а Лр+г'^1 

f ) [Ф.К.Ф+](х,1) = 

(թ-is!)2 ք-ь e՜"! <֊*-Vd<r(p) 
2isi Ja \p-\-is i ' 

(/З-г^)2 nb e՜"! է՛՜1') d<r(p) 
2г«1 Ja Лр+г«1 

( / 3 - i s i ) 2 

x f V J t 
6 e }]<Mp) 

A2p2 + «? 

X <t. 

X > է 

X < է. 

X > է 

X < է 

[Ф_ Ф_1_] ( * ,< ) = 
( P ֊ i S l r e - i S l { x - t ) x > t 

2 is 

Докажем, например, пункт f ) . Заметим, что для произвольного / £ Е+ имеем 

( փ _ £ _ փ + յ 

/»оо րօօ . , 
= (/3 — isi)2 J е-"1*»-®) I K-(y,t) J e՜™1^՜^f(z)dzdtdy 

f 
e-"i(t-*)f(z)dzdtdy 

e ՜ " 1 ^-Z^f{z)dzdtdy . 

Изменяя порядок интегрирования в обоих интегралах будем иметь : 

ք փ _ £ _ փ + յ 

= (թ — is,)2 / К. (у, է) 
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рХ / րՕՕ րՕՕ \ 

= (p-isi)2 / f(z)l е-"^у-хЧ К- (y,t)e~ i s i^~ z^dtdy\ dz 
Jo \Jx Jy J 

՜ ր OO / ր CO ր CO 

+ (թ — isi)2 / f(z) / K.(y,t)e-"^-^dtdy 
.J x \J z J у 
Z րՕՕ \ 

e - i S l ( y - x ) J K_(y,t)e- i s i { t- z^dtdy\ dz 

Следовательно, подставляя выражение K_(y,t) из (2.4) и производя интегриро-

вание с учётом (1.3), приходим к пункту f ) . Справедливость остальных пунктов 

доказывается аналогично. 

Переходя от равенств операторов к равенству ядер, после соответствующих 

выкладок получаем, что оператор Т £ О, а его ядро имеет вид : 

Т ( х ) = f e - \ ^ G x ( p ) d < j ( p ) , (2.7) 

где 
\2 2 _ о2 

Gx(p) = Gx(p,P)= Ճ 2 ? բ 2 + Բ վ . (2.8) 

Требуем, чтобы 

р = П ^ Ш М Р ) ^ . (2.9) 

Ja aP 

Тогда , в отличие от оператора К (см. (0.3)), в любом пространстве Е+ оператор 

Т будет сжимающим с коэффициентом сжатия р. Итак, нами доказан следующий 

результат : 

Т е о р е м а 1. Пусть ядро К(х) удовлетворяет условиям (0.2) и (0.3). Тогда имеет 

место факторизация (2.1). Ядро Т(х) оператора Т £ О задаётся формулой (2.7). 

Если условия (2.9) выполняются для некоторых (3 > 0 и А £ С (Re А > 0), то 

оператор Т будет сжимающим в Е+ с коэффициентом сжатия р < 1. 

§3. П Р И М Е Н Е Н И Е Ф А К Т О Р И З А Ц И И (1 .7 ) К Р Е Ш Е Н И Ю 

О С Н О В Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я ( 0 . 1 ) ֊ ( 0 . 3 ) 

Перепишем уравнение (0.1) в операторном виде 

[ J - K ) f = g. (3.1) 

С учётом факторизации (2.1) и формулы (3.1), имеем 

( j - U . ) ( j - f ) ( j - U + ) f = g. (3.2) 
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Далее, обозначаем 
/ J - U . ) F = g, 

J - T ) j h = F, 

J ֊ Ս + ) ք = h. 

Заметим, что из (3.3) имеем 

րՕՕ 

F(x) = g(x) + (թ — i8l) dt. 
J X 

Предполагая, что 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

vi{g) = / xg{x)dx < +00, 
Jo 

имеем F(x) £ Լ՜է. Действительно, пусть г > 0 - произвольное число. Тогда 

у»Г у»Г у»Г ր СО 
I r = \F(x)\dx< / \g{x)\dx+ (Բ2 + si) j j \g(t)\dtdx 

< \g\Lt + (Բ2 + Հ) \g(t)\dtdx-

0 J X 

r րՕՕ 

\g{t)\dtdx 
UO Jx JO Jr 

Изменяя порядок интегрирования в последнем слагаемом, получаем 

1Г = \g\Lt + (Բ2 + si) \g(t)\tdt- \g(t)\rdt 

< \յ\լ+ + (Բ2 + «ւ ) -Ma) < 

откуда следует, что F £ L f , поскольку г > 0 - произвольное. 

Перейдем к рассмотрению уравнения (3.4). Заметим, что оператор Т сжимаю-

щий в Լ՜է. Следовательно, из принципа сжимающих отображений следует, что 

существует решение հ £ ԼՀ уравнения (3.4). Из (3.5) следует, что окончательное 

решение уравнения (0.1) имеет вид 

Ր 
f { x ) =h{x) + { P ֊ i s 1 ) e- , S l^- t՝>h{t)dt = h{x) + H{x), (3.7) 

Jo 

где h(x) £ L1, H(x) £ C u ( 0 , + o o ) . Итак, справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 2. Пусть К удовлетворяет условиям (0.2), (0.3), (2.9) и vi(g) < 

+00. Тогда существует решение задачи (ОЛ)-(О.З), которое имеет следующую 

структуру 

f ( x ) = h(x)+H(x), 

где h(x) £ L+ и Н(х) £ С„(0 , +оо ) . 

Г 1'Т 

г 
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З а м е ч а н и е . В качестве примера рассмотрим функцию К ( х ) 

символа определяются из уравнения 

—. . s2 + А2 - аХ 
1 ֊ K(s) = — Ь = о, 

77 

• е" А ' ж ' . Нули 

A2 + s 2 

_ " -AM Т(х) = -е 
А2 - (З2 

А2 

Условие (2.9) принимает вид 

Р = 
А2 ֊ թ 

аА 
< 1, А = а + iuj. (3.8) 

Если /3 G (О, у/2 а ) , то условие (3.8) выполняется при ш £ ^0, - ^ j . 

Авторы выражают благодарность профессору Н. Б. Енгибаряну и X. А. Хачат-

ряну за полезные обсуждения. 

A b s t r a c t . The paper studies the Wiener-Hopf equations with kernels representable 
as superposition of complex-valued exponents. Such kernels arise in the kinetic 
gas theory, in the radiation transfer, etc. By application of a special, three-factor 
expansion of the initial uninvertible operator, the solution of the considered equation 
is reduced to those of two simple Volterra equations and a Wiener-Hopf integral 
equation with a contractive operator. A structural existence theorem is proved. 
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