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НУЛИ ЯНГА-ЛИ И ФИШЕРА НА КОМПЛЕКСНОЙ 
ПЛОСКОСТИ МОДЕЛИ БЛЮМА—КАПЕЛА

Н. С. Ананикян, К. Г. Саргсян, Р. Г. Гулгазарян

Ереванский физический институт им. Алиханяна, Армения 
E-mail: ghulr@yaboo.com

Резюме. Нули статистической суммы в термодинамическом пределе позволяют выявлять и описывать сингулярности термодинамических функций. В работе рассмотрены сингулярности статистической суммы в комплексной плоскости внешнего магнитного поля (нули Янга-Ли) или температуры (нули Фишера) для одномерной модели Блюме-Капела со спином 1. Получены аналитические выражения для всех трёх собственных значений трансфер-матрицы модели. Было получено распределение и плотность распределения нулей статистической суммы, исключением меньшего по модулю собственного значения. Приведены графики распределений Янга-Ли нулей для комплексной плоскости внешнего магнитного поля и фишеровских нулей для комплексной плоскости температуры. Вычислены критические индексы граничной сингулярности как для нулей Янга- Ли так и для фишеровских нулей.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В 1952 Янг и Ли [1] предложили теорию фазовых переходов, основанную на рассмотрении нулей статистической суммы. В работе [1] статистическая сумма модели Изинга была представлена в виде полинома от активности (е^*7՜, где 
Н - внешнее магнитное поле, кТ - температура) и изучены распределения нулей статистической суммы в комплексной плоскости активности (Янга-Ли нули). Была доказана теорема о нахождении нулей Янга-Ли ферромагнитной модели Изинга на единичной окружности (в комплексной плоскости ен!кт'). В работах [1] - [3] на основе данного подхода, было рассмотрено возникновение сингулярностей в термодинамическом пределе и получен ряд результатов о связи 



6 Н. С. Ананикян, К. Г. Саргсян, Р. Г. Гулгазарянмежду распределением нулей статистической суммы в комплексной плоскости и поведением термодинамических функций.Впоследствии были определены нули Фишера статистической суммы в комплексной плоскости температуры [4] и для ряда моделей статистической физики нули Поттса (хроматические нули) в комплексной плоскости хроматического числа 
Q [5]. Также были рассмотрены нули статистической суммы в калибровочных моделях [6].В панной работе изучены распределения нулей статистической суммы и критические индексы одномерной модели Блюме-Капела.
§2 . НУЛИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ СУММЫРассматриваемая в работе одномерная модель Блюме-Капела определяется гамильтонианом :

N N N
-/ЭН = J՝YjSiSi+1 + ^'YLs'i+h'^Si, (1)

.=1 1=1 t=lгде каждая переменная з, принимает значения 0, ±1 и удовлетворяет циклическому граничному условию sw+i = вх, причём J, △, h € R1. Статистическая сумма модели определяется как (см. [1]) :
Zn = Y,e-^, (2)

{««}где суммирование ведётся по всему множеству значений {si, «г,... здг}.В рамках трансфер-матричного подхода статистическую сумму можно записать как (см. [7]) :
ZN = SpVN, (3)где У(з,՛, в<+1) = exp [jsiSi+i + Да< + **'+1 + h—, I Z Z Jявляется трансфер-матрицей модели. Трансфер-матрица, являясь симметричной вещественной матрицей, легко диагонализируется с помощью ортогонального преобразования (см. [8], [9]). Отсюда следует, с учётом циклических свойств следа матрицы, что статистическую сумму данной системы мы можем представ вить в диагональном виде Zn=Af + Af + A", (4)где А,- - собственные значения трансфер-матрицы. Характеристическое уравнение det (V — ХЕ) = 0 для трансфер-матрицы сводится к кубическому уравнению А3 - (1 + е^х) А2 - [хед (1 - eJ) + е2Д (e֊2J - e2J)] А- — е2Д (e2J — 1) (1 — e-J)2 = О, (5)



Нули Янга-Ли и Фишера на комплексной плоскости ... 7где х = е л + ел. Предполагая, что Ах максимальное по модулю собственное значение, получаем
ZN = X? (6)

При ТУ —>■ оо (термодинамический предел), вклад в сумму (6) вносят лишь равные наибольшему по модулю собственные значения. При термодинамическом пределе остальными членами суммы отличными от единицы в скобках можно пренебречь. Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть .7, - комплексные числа и |Ах | = |А2| > |Аз |- Тогда нули
статистической суммы определяются из уравнения

Г(Л,Д,7,^) = 0,
F(h, △, J, = -a20 (1 + е’** + е2’”)3 - а2е2^ [-а2е*> + щ (1 + е’>)2] + 

+a0a2eitfi [-a2eiv (1 + е’^)2 + щ (1 + е<¥> + е2^) (1 + 4ei*։ + е2'՝*’)] , (7)
где

Ч> “ = Р= L (8)

Доказательство. В случае |Ах| = |А2| > |Аз| мы можем пренебречь третьим членом суммы (6) и записать её в виде Zy = А^ (14- e’՝’JV), где <р - разность фаз между Ai и Аз. Так как нас интересуют нули статистической суммы (Zn = 0), то отсюда легко получить условие на разность фаз между максимальными собственными значениями трансфер-матрицы в виде (8).Так как характеристическая функция кубическая, то получаемAi + Аг + Аз = а2 = 1 + е7+да!,
AiA2 + А2Аз + А3АХ = щ = xe^{eJ - 1) + е2Д (е27 - е՜27) ,АхАгАз = ао = е2Л (1 — е27) (1 — е՜7) . (9)Учитывая, что Ах = А2е"1’, после небольших преобразований получаем уравнение (7).Решая алгебраическое уравнение четвёртой степени (7) относительно р = еЛ G С1, при заданных значениях параметров J, △ 6 R1 и углах <р, определяемых из условия (8), получаем нули Янга-Ли в комплексной плоскости внешнего магнитного поля.



8 Н. С. Ананикян, К. Г. Саргсян, Р. Г. ГулгазарянДля удобства рассмотрения фишеровских нулей, переопределим параметры системы как Л = /ЛиД = /Д. Тогда решениями уравнения (7) по с = е՜17 € С1 при заданных значениях Ь,Д ей1 и углах <р, определяемых из условия (8), будут фишеровскими нулями в комплексной плоскости температуры.Если Л, △ € О, т.е. рациональные числа, то уравнение (7) сводится к алгебраическому уравнению степени выше четвёртой. В общем случае оно трансцендентно. Теорема доказана.Примеры распределений нулей Янга-Ли в комплексной плоскости внешнего поля приведены на Рис. 1. Как видно из распределений, в рассматриваемых случаях не выполняется теорема Янга-Ли о расположении нулей на единичной окружности [1, 3]. На Рис. 2 даны примеры численных решений уравнения (7) для фишеровских нулей.

Рис. 1 Примеры распределений нулей Янга-Л и в комплексной плоскости внешнего магнитного поля для = 100. Жирными точками обозначены граничные точки. Используются обозначения с = е՜7, у — ед, р = ек.

§ 3. ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НУЛЕЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
СУММЫ

Определение 1. Пусть р(у>) - взаимно-однозначное, гладкое отображение множества значений параметра <р 6 К1 во множество комплексных нулей статистической суммы (Янга-Ли, фишеровские, хроматические нули). Функцию
9&) = (Ю)

мы назовём плотностью нулей заданной статистической суммы.
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Рис. 2 Примеры распределений фишеровских нулей в комплексной плоскости внешнего магнитного поля для Н = 1000. Жирными точками обозначены граничные точки.Для заданного взаимно-однозначного отображения можно определить взаимно-однозначное гладкое отображение ,9(у>) на интервале <р £ R1, где -д есть угол в полярных координатах точки р.(<р) на комплексной плоскости.
Определение 2. Если плотность распределения нулей статистической суммы имеет сингулярность вида ос |0 — в достаточно малой окрестноститочки йе։ то мы назовём такую сингулярность граничной сингулярностью, р(т?е) - граничной точкой, а степень ст ЕЙ1- критическим ин дексом данной сингулярности.Мы пока не получили общее аналитическое доказательство, тем не менее численные расчёты показывают, что граничные точки определяются из уравнения (7) при значении параметра <р = 0.В граничных точках при различных значениях 7, △ и Л, путём разложения уравнения (7) в ряд Тейлора в окрестности точки <р = 0, получены Янга- Ли и фишеровские граничные сингулярности с критическим индексом равным а = 1/2.
Abstract. The zeros of a partition function permit to reveal the singularities of thermodynamical functions. The paper considers singularities of the partition function in the complex plane of the outer magnetic field (Yang-Lee zeros) or of the temperature (Fisher zeros) for the Blume-Capel one-dimensional model with spin 1 and obtains analytical expressions for all three eigenvalues of the transfer matrix. The distribution and the distribution density of the partition function are obtained by excluding the eigenvalue that is the least by modulus. The graphs of Yang-Lee zero distributions of the outer magnetic field and the graphs of the Fisher zeros of 



10 H. С. Ананикян, К. Г. Саргсян, Р. Г. Гулгазарянtemperatures are given together with the critical indices of the edge singularity for Yang-Lee and Fisher zeros.
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УРАВНЕНИЕ ПЕРЕНОСА В СМЕЖНЫХ ПОЛУПРОСТРАНСТВАХ

А. Г. Барсегян

Институт математики НАН РА 
E-mail: anibarseghyan@mail.ru

Резюме. Рассматривается следующее уравнение свёртки на всей прямой

$(т) =д(т)+ Г К(т— t)X(t)S(t)dt
J — ОО

где А(<) - кусочно постоянная функция такая, что А(4) = Ах, 0 < Ах < 1 при < < О 
и А(<) = А2, 0 < Аг < 1 при < > 0. Ядерная функция К предполагается чётной и 
представляется в виде суперпозиции экспонент. Такие уравнения играют важную 
роль в теории переноса нейтронов, астрофизике, атмосферной оптике и др. В 
статье развивается факторизационный метод решения уравнения, основанный 
на применении уравнения В. А. Амбарцумяна. Решение сводится к линейной 
алгебраической системе интегральных уравнений.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Расчёт поля излучения в среде, состоящей из двух однородных полупространств, 
относится к классическим задачам теории переноса излучения. Наряду с прило
жениями в теории ядерных реакторов (см. [1]), эта задача играет важную роль 
в астрофизике, атмосферной оптике (система атмосфера-океан) (см. [2]) и др.). 
Наиболее простой и распространённой формой задачи является случай, когда по
лупространства отличаются друг от друга лишь значением альбедо рассеяния 
А. В случае изотропного моноэнергетического рассеяния, некоторых задач анизо
тропного рассеяния и рассеяния в спектральной линии при полном перераспре
делении по частотам, задача сводится к следующему интегральному уравнению 



12 А. Г. Барссгян

свёртки на всей прямой :

8(т) = д(т) + К(т - <)А(4)5(4) Л. (1-1)

Здесь д — заданная функция первичных источников, 5 — искомая функция источ
ника и А(<) - кусочно постоянная функция следующего вида

А(<) = Ах, 0 < А1 < 1 при < < О и А(*) = А2, 0 < А2 < 1 при I > 0.
(1-2)

Ядерная функция представлена в следующем виде суперпозиции экспонент :

ГъК(т) = / е_'т1'йо-(з), (1.3)
J а

где о- ֊ неубывающая функция на. (а, Ъ) С (0, оо) такая, что

/оо гЪ 1
К(т) <1т = 2 / - </сг(з) = 1. (1.4)

оо Л 8

Не умаляя общности можно считать, что Ах < А2, так как, в противном случае, 
можно добиться выполнения этого неравенства путём изменения ориентации 
вещественной оси.

Отметим, что при Ах = 0 уравнение (1.1) обращается в уравнение Винера- 
Хопфа, охватывающее основное интегральное уравнение переноса. Наиболее 
действенные методы его решения основаны на применении известного уравнения 
В. А. Амбарцумяна (см. [2] - [4]) :

Гь 1 у>(я) = 1 + Ар(в) / —— <р(р) <1а(р). (1.5)
8 ~гР

Достаточно сложным в прикладном плане является случай, когда А2 = 1 или 
числа Ах12 близки к 1, т.е. в каждом из полупространств происходит почти кон
сервативный процесс. Если А2 = 1, то в правом полупространстве 2 > 0 происхо
дит чистое рассеяние. Тогда независимо от значения Ах уравнение (1.1) является 
уравнением с оператором, необратимым в пространствах Др(—оо, оо), 1 < р < 
оо. Тем не менее, тогда это уравнение может обладать физическим (положитель
ным) решением, которое либо ограничено, либо линейно растёт к оо. Так обстоит 
дело в случае известной проблемы Милна в теории переноса (см. [3]).

Изложенный в [1] метод решения уравнения (1.1) основан на одном обобще
нии метода Винера-Хопфа. Этот метод не применяется из-за больших сложнос
тей, связанных с его реализацией.



Уравнение переноса в смежных полупространствах 13

Одним из основных методов решения задач переноса в смежных полупро
странствах является метод сложения слоёв В. Амбарцумяна, основанный на 
построении так называемых операторов отражения для каждого из полупро
странств (полуосей), через соответствующие функции Амбарцумяна. Этот под
ход имеет достаточно общий характер и является особенно эффективным в слу
чае, когда альбедо рассеяния хотя бы в одном из полупространств достаточно 
отделено от 1. Другой подход к решению задачи может быть основан на факто- 
ризационном методе работы [5], с привлечением уравнения В. Амбарцумяна.

В работе автора [6] развит метод решения уравнения переноса в слое ко
нечной толщины, исходящий из факторизационных методов Н. Б. Енги'баряна. В 
работе автора [7] этот метод был обобщён на случай двухслойной среды, где за
дача описывается уравнением (1.1), в котором А (4) - кусочно постоянная функция 
вида :

А(4) = 0 при 4 < О, А(4) = Ах при 4 £ [0, г] и А(4) = Аг при 4 > г.

В настоящей работе метод [7] распространяется на уравнение (1.1) - (1.2). Пред
лагаемый подход выглядит достаточно эффективным, когда | Ах — Аз | достаточ
но мало. Тогда, в отличие от других методов, процедура решения существенно 
упрощается.

Мы сосредоточим наше внимание на описание метода. Некоторые вопросы, 
относящиеся к единственности решения и численной реализации предлагаемой 
схемы, будут рассмотрены схематически.

§2. ФАКТОРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЯ (1.1)
2.1. О разрешимости уравнения (1.1). Пусть Е - одно из банаховых про
странств £р(—оо, оо), 1 < р < оо. Здесь = М - пространство ограниченных (в 
существенном) функций. Через Е+ обозначается одно из банаховых пространств 
£р(0, оо), 1 < р < оо, и Со[0, оо), состоящее из функций, непрерывных на [0, оо) 
и стремящихся к 0 в оо. Пусть К - интегральный оператор на всей прямой

К(х — 4)/(4) <44 (2-1)

действующий в Е и в ряде других пространств, причём ||К||в = 1. Обозначим 
через А оператор умножения на функцию А(4) : (а/) (4) = А(4)/(4). Ясно, что 

этот оператор действует в любом из пространств Е, причём ||А||в < Ао, где 
Ао = тах(Ах, Аг). Поэтому имеет место оценка

||КА||<А0. (2-2)
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Пусть Аг < 1, то есть в обеих полупространствах происходит диссипативный 
процесс. Тогда (1.1) является уравнением с сжимающим оператором, с коэффи
циентом сжатия Ло < 1, и обладает единственным решением 3 € Е для любого 
д € Е. Если, д > 0, то 3 > 0.

Пусть теперь А2 = 1. Тогда Ао = 1, а неравенство (2.2) обращается в 
равенство для любого Ах 6 [0,1). В этом критическом случае, разрешимость 
уравнения (1.1) для д 6 Ьх можно доказать различными способами. В частности, 
из результатов работы [8] следует, что если 0 < д € Бх> то уравнение (1.1) 
обладает минимальным положительным решением 3 > 0, интегрируемым на 
каждом конечном интервале (—оо, г), г < +оо. Асимптотику 5'(т) при т —> 
оо можно получить, используя результаты работы [5]. Таким путём можно 
показать, что

рб£хП1И=>5ёМ и д ЕЬ1=> в ЕМ Л-Ь1. (2.3)

2.2. Вспомогательная факторизация на всей прямой и полупрямой. На
ми будут использованы решения двух известных задач факторизации. Начнём с 
рассмотрения уравнения В. Амбарцумяна (1.5). При 0 < А < 1 уравнение (1.5) об
ладает так называемым главным (или основным) решением <р — <р(з, А) (функция 
Амбарцумяна), которое является пределом простых итераций с нулевым началь
ным приближением. Функция обладает следующими свойствами :

^€(7(0,00), р(з) | по з, у>(0+) = (1 - А)“^(<+оо), р(4-оо) = 1,
Гь 1 .____  (2.4)
/ -р(з)йо-(з) = 1 — ч/1 — А.

Обозначаем через ^х(з) и р2(з) функции В. Амбарцумяна, соответствующие 
значениям А = Ах и А = А2, где Ах,2 суть числа, фигурирующие в (1.2). Они 
определяются из уравнений

Гь 1
<Рк(з) = 1 + Аь^х.(з) / ֊——<Рк(р')<1<т(р), к = 1,2. (2.5)

/а а +Р

Введём функции
Гь

Ук(т)= е-г,<рк(з') <1а(з), к = 1,2. (2.6)
«/а

Из (2.4) и (2.5) следует, что Ук Р Е*. Функции Ук вполне монотонны на (0, оо) и 
имеют место равенства

/•ОО

/ Ук(т)с1т = 1 - д/1-Ак. (2.7)
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Нами будут использованы также функции Ф*, к = 1,2, определяемые из следую
щих уравнений восстановления

ф*(т) = ВД + [ Ук(т - 4)Ф*(4) Л. (2.8)
•/О

Уравнения (2.8) однозначно разрешимы в классе £/ос(0,оо) функций, локально 
интегрируемых на [0, оо), т.е. интегрируемых на (0, г) для всех г < +оо, причём 
О < Фк £ 1>1ое(0, оо). Из (2.7) следует, что

Фх 6 £1(0, ос) и /°° Ф1(<) Й = (1 - А!)՜1/2 ֊ 1. (2.9)

Аналогичными свойствами обладает Ф2 при Аг < 1. При А2 < 1 имеют место 
следующее равенство и асимптотика :

/•ОО />Г

/ Ф2(<)сЙ = (1-Аг)-1/2-1, (< +оо) и / Ф2(<) сЙ = О(т), т -> оо. (2.10) 
./и ./о

Преобразование Лапласа от функций Фк связаны с функциями <рк соотношением
/•ОО

<рк(з) = 1 + е-оФ*(4)й, з > 0, & = 1,2. (2-11)
•/о

Имеет место представление (см. [9])

ГьФ*(т) = / е~тр (1шк(р), (2.12)
./о

где ык - неубывающие функции такие, что

/ - А^(р) = (1 - А*)-1/2 - 1(< оо).
./О Р

Рассмотрим следующие вспомогательные задачи факторизации :
а) Факторизация Винера—Хопфа. Пусть А2 £ [0,1] и Х2 - интегральный 

оператор Винера-Хопфа

(£2/)(т) = £° А

с ядерной функцией (1.3), удовлетворяющей условию (1.4). Тогда имеет место 
факторизация (см. [4]) :

1-Х2К2= (/֊У2-) (1-У2+), (2.13)
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где У2± - формально вольтерровые операторы вида

(у2֊/) (т) = р У2(< - т)/(<) сП, (у2+/) (т) = £ У2(т - <)/(<) сП. (2.14)

Функция У2 £ Е1(0,оо) определяется согласно (2.6). При Х2 < 1 операторы 
— У,^ обратимы в пространствах Е :

(/-У^)՜1 =/ + «£, (2-15)

где

($+/) (т) = ^ФДт-*)/(<) <Й и (ф2-/)(т) = ^“ф2(<-т)/(«)Л. (2.16)

Резольвентная функция Ф2 операторов I — определяется из (2.8) и обладает 
свойствами (2.10)-(2.12). В консервативном случае А2 = 1, формула (2.15) 
остаётся в силе как равенство операторов, переводящих Е* в ЛГ++Е^՜ и М+ПЕ1՜ 
в М+.

Ъ) Факторизация на всей прямой. Пусть Ах 6 [0,1) и = К - 
интегральный оператор (2.1) на всей прямой, с ядерной функцией (1.3). Имеет 
место факторизация (см. [4]) :

I ֊ Ах^х = (/ - УГ) (/ - У+) , (2.17)

где У± суть вольтерровские операторы вида :

(^Г/) (т) = Г У^ - т)/(<) * и (у+/) (т) = Г Ух(т -«)/(<) сП, (2.18) 
*'Т V—ОО

причём функция Ух определяется согласно (2.6). При Ах £ [0,1) операторы I— У^ 
обратимы в пространствах Е :

(/֊Ух*)՜1 =Е+Ф?, (2.19)

где

Фх(т-<)/(<) Л и (фх/)(т) = У Фх(*-т)/(г) сП.

Резольвентная функция Фх 6 Ех(0,оо) определяется из (2.8).
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2.3. Факторизация уравнения (1.1). Рассмотрим характеристические функ
ции

Ц։)=
1 при х 6 [0, ос),
О при х € (—оо, 0),

Г 0 при х е [0, оо), 
(. 1 при х 6 (—оо, 0).

Обозначим через Н+ и операторы умножения на соответствующие характе
ристические функции Л+(®) или Ь_(х). Имеем

Л+ + Л_ = I.

Перепишем уравнение (1.1) в операторной форме

- \iKh-. - А2КЛ+) 3 = д. (2.20)

Ниже нами будет построена факторизация специального вида для оператора, 
фигурирующего в левой части (2.20). Мы воспользуемся разложением (2.17) для 
оператора I — ХгК и следующей формулой

Ах (7 - Ух՜ ) "1 Кг = Ух+ + ФГ, (2.21)

вытекающей из (2.17). С учётом (2.17) и (2.21) имеем

I - АХЯЛ_ - А2ХЛ+ = I - Хз.К - (А2 - Х^К^ = - Ух՜) - у+) -

-(А2 - АХ)И+ = (/ - уг) (/ - Ух+ + рУ+Н+ - мфг£+) ,

где
Д = (А2 - Ах)/Ах. (2.22)

Лемма 1. Имеет место разложение :

I - Х^КН՜ - Х2КК+ = (т - Ух-) - Ух+ + дУх+Л+ - дФГ^+) • (2-23)

§3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.1)
Рассмотрим уравнение (1.1) при д 6 £х(—оо, +оо). Применив разложение (2.23) 
к уравнению (2.20) и обратив оператор I — Уг՜ по формуле (2.19), приходим к
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У УДт-*)Л+(4)5(4) Л+
(3-2)

где
5!= (1֊иг)_1<7= (л-Фг)я.

то есть
Г ОО

Ыт) = д(т) + / ф1(*- ТЫ*)л 6 Ь1(-о°> +оо).

Перепишем уравнение (3.1) в раскрытом виде :

$(т) = Я1(т) + Г Щт - *)$(*) Л - д 
•/ — ОО

+ р Ф1(< - т)Л+(*)£(<) <Й.

Введём обозначения

5(±т) = 5±(т), Р1(±т) =^(т) и д(±т)=д±(т), т > 0.

Полагая в (1.1), т > 0 с учётом чётности функции К будем иметь

5+(’-) = <7+(т) + А1 Г° К(т+ *)$"(*) Л+ А2 /°° К(т-г)3+(1)<Н. (3.3)
Зо Зо

При т < 0 из (3.2) получаем

/
СО /»ОО

Ух(< ֊ т)3- (4) <и + д / Фх(< + т)5+ (<) <И. (3.4)
Уо

Доказано следующее утверждение :

Лемма 2. Функции 3+ и 3~ удовлетворяют системе интегральных уравнений 
(3.3), (3.4).

Используя подход работы [6] можно показать, что система (3.3), (3.4) экви
валентна исходному уравнению (1.1).

Займёмся решением системы (3.3), (3.4). Подставляя в (3.4) вместо Фх её 
выражение (2.12), получаем

3՜ (т) = д^ (т) + д [ е~^3(р) ^(р) + Г Ух(4 - т)5՜ (4) <44, т > 0, (3.5) 
Зо Зт

где /? - преобразование Лапласа от 3+ :

Р(р) = 5 + (р) = [°°е-^3+(Ь) Л. (3.6)

При А2 < 1 имеем 3+ 6 Дх(0,оо). Тогда 3 6 Со[0, оо). Если же А2 = 1, то 
3+ Е М+ + а функция 3 € Со(0, оо) и может иметь особенность в точке О.
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Наряду с (3.5) рассмотрим следующее вспомогательное уравнение (верхнее 
уравнение восстановление) в котором з > 0 играет роль параметра :

/
ОО 

¥1(1 — т)Р(г, з) <И, т > 0. (3.7)

Решение уравнения (3.7) имеет вид (см. [4])

Г(т,р) = <р1(р)е~гр.

При известном 0, (3.5) представляет собой верхнее уравнение восстановления 
относительно 8՜ (на положительной полуоси). Второе (интегральное) слагае
мое свободного члена является суперпозицией экспонент, т.е. свободных членов 
уравнения (3.7). Сравнение свободных членов уравнений (3.5) и (3.7) приводит к 
равенству

Гь8-(т) = д2(т)+р / Р(т,р)0(р) йы1(р), т > 0, (3.8)
•)о

ГДв ОО

92 (т) = 91 (т) + У (* - т)рГ (1)<Й.

Рассмотрим теперь уравнение (3.3). Подставляя в (3.3) вместо К её выражение 
(1.3), получаем

5+('г) = 9+(т) + Ах [ е“”а(з) Лг(з) + А2 [ К(т —1)5+(1) сП, (3.9) 
Л Зо

тре а - преобразование Лапласа от 8՜ :

а(з)=£-(а)= /’О°е-**5-(1)<Й. (3.10)
./о

Поскольку Л1 < 1, то а € СЬ[О, оо). При известном а, (3.9) представляет собой 
уравнение Винера-Хопфа относительно 8+, второе слагаемое свободного члена 
которого представлено в виде суперпозиции экспонент. Поэтому его основное 
решение имеет вид (см. [4])

^(т) =Ро(т)+Ах У Р(т,з)а(з) йо-(в), г > 0, (3-11)

где до — 4- Ф2 ) (т + Ф2 д+. Здесь Ф± суть резольвентные операторы, опре

деляемые согласно (2.16). Функция Р является решением следующего уравнения 
Винера-Хопфа (основного интегрального уравнения переноса) :

Р(т, з) = е~г* + А2 [ К(т — 1)Р(1, з) «Й. (3.12)
./о
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Имеет место следующая формула и оценка (см. [3] и Лемму 6.2 в [4]) :

Р(т, з) = у»2(з)е՜’՜' 1 + / Ф2(р)е" йр , (3.13)
\ /

Гь/ Р(т, з) <1а(з) < А2. (3.14)
Уа

Применив преобразование Лапласа к обеим частям в (3.11), получаем

Гь/3(р) = /?о(р) + А1 / Я(Р,«)«(«) <Из), (3.15)

где /•ОО
/Зо(р) = / е-г₽ро(т) <1т,

Я(р,з)- [ Р(т,з)е Тр<1т= Р2(р)рг(з)- (3.16)
./о Р+8

Нами получено известное выражение для ядра оператора отражения из полупро-
странства 7՛ > 0. Из (3.13) вытекает оценка

/ Я(р,з)й<т(з) <А2/р. (3.17)
7 а

Пусть R - интегральный оператор, фигурирующий в правой части (3.15) :

г6
Г-Йа] (р) = Ах / Я(р, з)а(з) йа(з). (3.18)

Рассмотрим этот оператор в пространстве С'о[0,оо). Используя оценку (3.17), 
легко проверить, что оператор R отображает пространство СЬ[О, оо) в простран
ство С[0,оо] функций вида /х(р) = |/(р), где / 6 С0[0,оо) с конечной нормой 
тах^е[01ОО] |/(р)| < оо. Имеет место оценка ||Я|| < Ах < 1.

Применив преобразование Лапласа к обеим частям (3.8), приходим ко вто
рому соотношению между функциями а и /3 :

где

а(з) = а0(з) + р / С7(з,р)^(р) </шх(р), (3.19)
•/о

/•ОО
Ло(ь) = / е-г‘р2(т) в.т, 

Jo
Г°° 1

и(з,р)= е г,Р(т,р)<1т= ——-^(р). (3.20)
Уо р + з
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Пусть и - интегральный оператор, фигурирующий в правой части (3.19) :

(ЩЗ) (а) = р £ и(з,р)0(р) ск^р).

Можно показать, что оператор и переводит С[0, оо] в СЬ[0, оо).
На основании сказанного, решение (а,^) системы (3.15), (3.19) можно искать 

в Со[0,оо) х С[0, оо]. В этом пространстве, разрешимость системы (3.15), (3.19) 
при Аг < 1 следует из (однозначной) разрешимости системы (3.3), (3.4) в х£^՜. 
Случай Аг = 1 нуждается в дополнительном исследовании. Единственность 
решения системы (3.15), (3.19) можно доказать используя тот факт, что решение 
(5+,5՜) системы (3.3), (3.4) и решение (а,/3) системы (3.15), (3.19) взаимно 
однозначно определяют друг друга по формулам (3.6), (3.8), (3.10), (3.11).

§4. СХЕМА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1.1)
На основании полученных результатов можно сформулировать следующую про
цедуру решения уравнения (1.1).

а) Решаются уравнения Амбарцумяна (2.5).
Ъ) Строится решение уравнения (2.8) относительно Фх, Ф2 в виде (2.12). Меры 

Ш1։г могут быть приближенно построены по методу работы [10].
с) Решается система (3.15), (3.19) относительно (а,^9).
(1) Определяются функции 5± по формулам (3.8), (3.11).

Важной особенностью предлагаемой процедуры является её полная алгеб- 
раизация, которая заключается в следующем : при замене функции <т кусочно 
постоянной функцией, уравнения В. Амбарцумяна (2.5) сводятся к конечным не
линейным алгебраическим системам, которые легко решаются простыми ите
рациями, а система (3.15), (3.19) сводится к конечной линейной алгебраической 
системе.

Другой особенностью предлагаемой процедуры является то обстоятельство, 
что норма оператора и стремится к нулю при р. —> 0, что существенно упрощает 
решение системы (3.15), (3.19) в случае, когда |Ах — Аг| достаточно мало.

Автор выражает благодарность Профессору Н. Б. Енгибаряну за внимание к 
работе.

Abstract. The convolution equation on the entire line,

S(r) = д(т) + Г K(r - 
J—co
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is considered, where A(t) is a piecewise constant function such that A(t) — Ai, 
0 < Ai < 1 for t < 0 and A(t) = A2, 0 < A2 < 1 for t > 0. The kernel function 
К is assumed to be even and representable as a superposition of exponents. Such 
equations play important role in neutron transport theory, astrophysics, atmosphere 
optics etc. The paper develops a factorization method based on application of V. A. 
Ambartsumian equation that reduces the solution to a linear algebraic system.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОДНОРОДНЫЕ ОБОБЩЁННЫЕ ФУНКЦИИ

Ю. Н. Дрожжинов, Б. И. Завьялов

Математический институт им. В. А. Стеклова РАН, Москва
E-mail: drozzin@mi.ras.ru

Резюме. Медленно растущие обобщённые функции, имеющие (квази)асимпто
тику на асимптотической шкале правильно меняющихся функций называются 
асимптотически однородными. В статье приводится сферическое представление 
распределений таких функций, которые описываются в терминах таких пред
ставлений. Результаты применяются для изучения особенностей функций, голо
морфных в трубчатых областях над конусом.

ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известна роль, которую играют однородные функции в различных об
ластях математики. Напомним, что /(<) есть однородная функция степени а, 
если

= /(<), к > 0. (1)

Для обобщения можно было бы потребовать, например, выполнение соотношения

= <?(*), *>о, (2)

где р(к) > 0 - непрерывная функция такая, что р(1) = 1. Но тогда, обязательно 
р(к) = ка с некоторым а и д(1) = /(<). Ничего нового на этом пути не получим. 
Рассмотрим другое обобщение. Обозначим через <5(Кп) пространство Шварца 
быстро убывающих основных функций, а через 3(Кп)' - пространство медленно 
растущих обобщённых функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты НШ-6705.2006.1 и 
07-01-00144.
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Определение 1. Пусть /(*) £ 5'(R") и р(к) положительная непрерывная 
функция при & > 0. Будем говорить, что /(<) асимптотически однородна 
на бесконечности или в нуле относительно р(к) и будем писать /(2) £ АОР или 
/(<) £ АОР если, соответственно,

при к -> оо в <9'(Е"), где р(4) £ 5'(К,։).
Бели д(1) = 0, то /(<) тривиально асимптотически однородна относитель
но р(к). Бели выполнено (3), причём д(1) 0, то р(к) обязательно является ав
томодельной (правильно меняющейся) функцией. То есть, для любого а > 0 и 
некоторого а 

р(ак) „ ,, ' -> а , к -> оо, 
р(Л)

равномерно на компактах по а в (0, +оо). Число а называется порядком авто
модельности р. В качестве примеров мы можем упомянуть следующие функции 

ка, ка1пк, ка1п\пк, Ь“(1 + |вт1п1пА:), Аве^, ка ^1 - (1 - втИпк) 

(эти функции служат наиболее общей асимптотической шкалой).
Порядок а автомодельной функции р(&) из (3) называется порядком АОр. 

Отметим, что р(<) в (3) является однородной обобщённой функцией степени а. 
При а < —п, свойство функции быть асимптотически однородной не является 
чисто асимптотическим, а зависит от глобальных свойств обобщённой функции в 
целом. Например, обобщённые функции с финитными носителями асимптотичес
ки однородны относительно р(к) = ка, а = — п—р, при некоторомр — 0,1,..., при 
этом предельная функция представляется линейной комбинацией дельта функций 
и их производных.
Асимптотически однородные функции обладают рядом интересных свойств и 
участвуют в формулировке многих тауберовых теорем и в различных задачах 
математической физики. Например, известная тауберова теорема Н. Винера 
формулируется следующим образом :

Теорема Винера. Для того, чтобы функция /(<) £ (0, +оо) была асимптоти
чески однородна на бесконечности относительно р(к) = 1 (в £^(0, +оо)), то есть 
для любой р(<) £ Б1 (0, оо) выполнялось бы

/ /(**)ф(<) й = (/(«), р(*))-► с,, при к —> оо, 
Л 
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необходимо и достаточно, чтобы для некоторой функции <ро(Ь) € £1(0,+оо) 
преобразование Меллина которой

Г*
<ро(х) = I < ,։у>о(2)<Й/0 для всех х £ (—оо, +оо).

■/о

имело место
(/(^),^о(<))֊> с при к —> оо.

Здесь в качестве пространства основных функций фигурирует пространство 
£1(®+)։ & обобщённые функции это-функции из £те.
Описание и свойства асимптотически однородных функций хорошо изучены для 
функций из <$(К")'+ - пространство обобщённых функций медленного роста с 
носителями на положительной полуоси. В частности, для того чтобы функция 
/(г) 6 5(К")'+ была асимптотически однородна относительно автомодельной 
функции р(к) порядка а необходимо и достаточно, чтобы существовало такое 
число > —а — 1, что

/(”■^0 (т)
ы -»■ С ± 0 при г -> +оо, (4)

где - первообразная порядка N функции /(г).
Первообразная (производная) порядка /3 обобщённой функции /(г) £ 5(1ЙП)(|_(1К1) 
определяется формулой

/<-^(г) = /д(г)*/(г), (5)

где ядро дробного (дифференцирования) интегрирования

{©(г)г^ 1

7^ при (3 > 0,
(6)

при (3 < 0, /3 + ДО՝ > 0, рекурентно по Ы,

где Г(/3) - гамма функция. Как известно, = 5^(/) - чезаровское
среднее порядка Ы, таким образом, понятие асимптотической однородности 
в случае 5 (№”)(]. адекватно отражает асимптотическое поведение чезаровских 
средних.
Другой частный случай, где асимптотически однородные обобщенные функции 
также имеют простое описание, правда, в несколько других терминах, демонст
рирует тесную связь асимптотически однородных функции с граничными свой
ствами функций, голоморфных в трубчатых конусах.
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Пусть Е Н(ТС), где С острый, выпуклый, открытый конус в Ж”, а 
Тс = Жп + 1С — трубчатая область над конусом С. Это означает, что Б (г) — 
голоморфна в Тс и удовлетворяет там оценке

Z = x + iy' уеС‘

Здесь А, Ь и d суть постоянные, а &с(у) ~ расстояние от у 6 С до границы конуса 
С. Отметим, что при у —> +0 существует граничное значение функции F(z) в 
S', так что /(х) = Пшу-ц-о F(x + iy), причём носитель его преобразования Фурье 
/(/) лежит в конусе, сопряжённым конусу С, то есть supp f(t) С Г = С*.

Определение 2. Будем говорить, что голоморфная функция F(z) ЕН (Тс) ведёт 
себя как р(щ) в Тс, где p(k) - автомодельная функция, если

1. существует lim —tttF (— ) для любого z £ Тс, 
Jt-Ц-оо р(А)

2. существуют числа Ъ, с, е такие, что

mi<p
1 \ с 
z\J <рь՝ где ■ I л ( у\ У 1

<Р = mm Ас и ' П ■>| < е,

Имеет место :

Теорема 1. Пусть С - острый, выпуклый, открытый конус в Жп, а Тс = R" +гС 
- трубчатая область над конусом С. Тогда голоморфная функция И (г) £ Н (Тс) 
ведёт себя в Тс как при г —> 0, тогда и только тогда, когда ее граничное 
значение /(х) асимптотически однородно в нуле относительно р(к).
Хорошо бы иметь ” подобные” описания асимптотически однородных обобщённых 
функций и в общем случае.

§1 . СФЕРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБОБЩЁННЫХ
ФУНКЦИЙ
Рассмотрим в 5(Ё+ х5"-1) подпространство

V= U(T,e)eS(R+ х S”՜1) : = Рр(е), р = 0,1,..., е Е 5՞ 1 >, 
г=0 J

где /р(4) — однородный многочлен степени р. Топология в V индуцируется то
пологией в пространстве 3(Жд х 5"՜1). Нетрудно видеть, что V замкнутое под
пространство пространства <$(Ж+ х 5П՜1). Если <р($ Е <$(ЖП), то отображение

т : <p(t) = <p(t!,..., tn) ।—» ip(r, e) = p(rex,..., ren) 
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осуществляет изоморфизм пространств «£(!?.”) и V. при этом обратное отображе
ние т՜1 задаётся формулой

т՜1 : ф(г, е) 1—> р(<) = V- (|<I, Л) , е) £ V. 
\ 14/

Определение 3. Пусть /(<) 6 5'(К71), тогда обобщённая функция

(Л(г,е),^(г>е)) = (/(<), 6 V,

принадлежит V. Так как V замкнутое подпространство в 5(®+ х 5"՜1), то 
по теореме Хана-Банаха, функцию /, можно продолжить на всё пространство 
<$(1Й1+ х б4*՜1). Обозначим это продолжение Р(г,е) и назовём его сферическим 
представлением обобщённой функции /(<) 6 8'. Отметим, что справедлива 
формула

(/(<), <?№) = (РМ,ф(ге)), Уф Е $(К").

Сферическое представление Р(г, е) обобщённой функции / 6 8' определяет
ся неоднозначно. Общий вид сферического представления для любой /(<) £ 
5(ЙП)'(1К”), выглядит так :

ро(г, е) + ^2<У(р)(г)Фр(е), р = 0,1,..., 
р=0

где Ео(т,е) какое-то (конкретное) сферическое представление, а обобщённые 
функции Фр(е) удовлетворяют условиям

(Фр(е), Рр(е)) = О, Ы=р, р=0,1,..„ (7)

где Рр(<) - любой однородный многочлен степени р.

§2 . СФЕРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ 
ОБОБЩЁННЫХ ФУНКЦИЙ
Пусть /Ь(<) £ 8'(Ж") и однородна степени а. Если а ф —п, —п — 1,..., то

(/о(<), р(<)) = (А,+п(г)Ф(е), р(ге)), Ур(г) £ 5,

где Ф(е) £ 5'(5П՜1).
Обобщённая функция /о (2) 6 5'(К") однородна степени а = —п — р, где 

р - целое неотрицательное число, тогда и только тогда, когда существует 
обобщённая функция

Ф(е) £ 8'(8П х) такая что (Ф(е),Рр(е)) = О 
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для всех однородных многочленов Рр(<) степени р, и для некоторых су, — 
(Уь имеем

(/о(*),р(<)) = / (ф(е)^(ге) -т;(ге)(г,е)) -^+ с^0)(°)>
'/0 1Л=р

где Т£[те}(т,е) тейлоровский многочлен функции <р(ге) :

^(ге)(г>е)= 12 7Г’^(е)*’0)(°)’ > = •••>>")’ Ь’1 = л + --- + Уп,
1>1<р 7՛

причём Е](е) = е^е^ . ..е&, е = (ех,.. .,еп) 6 Бп՜1.

§3 . ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Для некритических порядков однородности справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть /(<) £ <$'(ЖП) и р(к) - автомодельная функция порядка 
а —п — р, р = 0,1,.... Тогда обобщённая функция /(<) асимптотически 
однородна относительно автомодельной функции р(к) порядка а, то есть

—7тт/(к1) -> /0(<) при к +оо в <9'(®")> 
Р(«)

тогда и только тогда, когда существуют её сферическое представление Р(г, е) и 
число М (14 + а > —п) такие, что

т^+п11р(г)֊р,(~'1У)(г»е)-)-ф(е) ПРИ г->+оо в 5'(5П՜1),

где Ф(е) £
Эта теорема является обобщением результата для случая / £ 3'+. В случае 
критических порядков а = —п — р, р= 0,1,..дело обстоит несколько сложнее.

Теорема 3. Обобщённая функция /(<) £ <9'(1КП) асимптотически однородна на 
бесконечности относительно автомодельной функции р(к) порядка а = —п—р, р = 
0,1 тогдаи только тогда, когда существует её сферическое представление Р(г, е) 
и число И (14 + р > 0) такое, что

Р(г, е) = Р1(г, е) + Р2(т, е),

где

-»ф1(е) ПРИ г->°° в
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и
Г։(-ЛГ)(г, е) = глг-р-1^-։’-Ч(г, е), 

причём т)(г, е) непрерывна по г > 0, со значениями в 8'{8П՜1) и

1___
гп-1р(т՝) г)(т, е) —> Фз(е) при т —г оо и (т)(г, е), Е3(е)) = 0 для всех |у | = р.

Здесь специальная первообразная г[ р (г, е) порядка р+1 пог для г > 0 даётся
формулой

( Г ГГг+1 Г1 с°°/ с2гр+1 / <1гр... / е), если / грр1(г)с1г = оо
т/ Р-1](г>е) = < •11 14-00 1+оа ,11

Гг Ггг+1 Ггз го°
/ <1гр+1 / <1гр... / 1?(Г1,е)сЬ-1, если / г11 рх(т)<1г < оо

•/+оо */+оо 74-00 71

Можно дать другое описание асимптотически однородных обобщённых функций 
в духе теоремы 1. Мы приведём это описание в случае асимптотически однород
ных функций на бесконечности.

Определение 4. Пусть Ь(х,у), х 6 Ж”, у > 0 непрерывна и р(к) автомодельная 
функция. Будем говорить, что Л(ж, у) ведет себя на бесконечности как р(|к|), где 
И = УИ2 + у2, если

1. существует

11ш -уГ֊\Н(кх,ку)\ = С(х,у) при |ж|2 + у2 = 1, у > О, К-4-ОО Р[К)

2. существуют постоянные А и Ь такие, что

8ир-7Г֊|Л(А;х,йу)| <-г при |х|2 + у2 = 1, у > 0. 
к>1 Р(к) у°

Напомним, что стандартным усреднением обобщённой функции /(<) £ 
с ядром ш(<) € 5(ИП) называется функция

(1 / т Р \ \
/«), у) ек՞х (о. ~)-

Теорема 4. Пусть ш(<) £ <5(йп) причём [ф 0. Обобщённая функция /(<) £ 
8' (1£п) асимптотически однородна на бесконечности относительно автомодельной 
функции р(к) тогда и только тогда, когда (ж, у) ведёт себя на бесконечности 
какр(|я|).



30 Ю. Н. Дрожжинов, Б. И. Завьялов

/ \ а" t"Отметим, что если в качестве ядра усреднения взять функцию = се и 
полагать, что у = у/1, то

= Ьш,(х,у)

есть решение задачи Коши для уравнения теплопроводности

-^и(я,4) = а2Ди(а;,<), Нт и(х,<) = /(в) (в £')> / 5', х € К՞, < > О, (8)

(2) существуют А и Ь такие, что

ОТ *-»■4-0

в классе не более, чем полиномиально растущих функций,то есть таких, что

|и(Е,<)1<с֊(|®Г + |<Г + 1)

для некоторых Ъ,С и ТУ, зависящих от и.

Определение 5. Пусть р(к) - автомодельная функция порядка а. Если для 
некоторой функции и(я,<) выполнены условия :
(1) существует предел

~тгги(кх, кЧ) -¥ио(хЛ) р(к) при к —У 4-оо, х £ R”, ОО,

. А
<ТЪ при—утт-и(кх, кЧ) р(к) |®|2 +<2 = 1,

то будем говорить, что функция и(я, I) стабилизируется (б бесконечности )по 
параболам относительно автомодельной функции р(к).
Теперь теорема 4 может быть перефразировала в следующем виде :

Теогета 4*. Пусть р(к) - автомодельная функция. Для того чтобы решение за
дачи Коши (8) стабилизировалось по параболам относительно р(к) необходимо и 
достаточно, чтобы начальная функция /(х) 6 3' была асимптотически однородна 
на бесконечности относительно р(к).

§4. О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ ГОЛОМОРФНЫХ В 
ТРУБЧАТЫХ ОБЛАСТЯХ
Рассмотрим функцию Р(я) € Н(ТС). Напомним, что поведение К(г) в Тс при 
я —> О как р у֊ по теореме 1 эквивалентно асимптотической однородности её 
граничного значения ^х՝) в нуле относительно р(к~).
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Пусть Cq, q = 1,2,..., m, - открытые, острые, выпуклые конусы в й", аГ, = С* 
- их сопряжённые конусы. Положим

Нр = .,/х) е<5'(Е՞), iz = l,...,m:supp £։...,-,(t) С U Г.г, |,

I 1=1 J

где р = 1, ...,тп и /<!„.»,(а?) полностью антисимметричны по совокупности 
индексов. Положим ещё

{"* 1 f(x) е S'(R") : supp /(t) С П ГЛ .
9=1 J

Если Ц?=1 Г։< регулярное множество, то условие ^supp/(t) С Ц?=1 Г,-^ эквива

лентно условию (я) = 12z=i (®)i где (®) - граничное значение функции 
hit(z) G Н(ТС‘‘). Введём (пограничные) операторы 6Р по следующему правилу : 
если / G Нр, то 6pf G Hp+1, где

fc=O

Здесь символ ”՛” сверху означает, что соответствующий индекс опущен. Пусть 
p(k) автомодельная функция порядка а, положим

Ар = {/ 6 Нр : все компоненты f асимптотически 

однородны в нуле относительно p(k)}.

Отметим, что кограничный оператор 6Р : Ор >֊֊> <7р+1 корректно определён для 
фактор-пространств б3* = Нр/Ар, так как 6РАР С Ар+1.

Fi(z) — Тг(я) ведёт себя тС1ПСз как р

Теорема 5. Пусть С9 = Ж” и а 0, —1,.... Тогда последовательность

О —» G° А G1 А- G2 А .. G՞*՜1 '^4 Gm —+ 0 (9) 

точна.

Следствие 1. Пусть С1 и Сг - открытые, острые, выпуклые конусы в ®" и 
сЪ Сх и С2 = Ж". Если Л(г) £ Я(ТС'), 1 = 1,2, и

1
(Ю)
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где р(к) - автомодельная функция порядка а 0,—1,—2>-..։ то существует
многочлен (}(г) такой, что

Fi(z) — Q(z) ведёт себя в Тс‘ как i= 1,2,

где Q(z) = 0 при а > 0.

Теорема 6. Пусть С,, г ~ 1,2, ...,т, - открытые, острые, выпуклые конусы 
в R”, Г,՛ = С* - сопряжённые конусы, причём рг (0^=1 Г.) = ? регулярное 
множество на единичной сфере Я”՜1. Пусть 6 Н(ТС՛') причём сумма 
их граничных значений /(®) = 52^1 Л'(®) асимптотически однородна в нуле 
относительно автомодельной функции р(к) порядка а / 0,-1, —2,....
Тогда существуют Е,-(г) 6 27(ТС>) ведущие себя в Тс‘ как р > я Л(®) = 
/(«)•
Если а = 0,1,..., то Теорема 6 останется справедливым при дополнительном 
предположении сА Сч Ц С։+1 / R՞, д = 1,..., т — 1.

Abstract. Generalized functions of slow growth that have (quasi)asymptotics on 
the asymptotic scale of regularly varying functions are said to be asymptotically 
homogeneous. The paper suggests a spherical representation of the distributions and 
describe such functions in terms of that representation. The results are applied to the 
study of the singularities of the functions holomorphic in the tube domains over the 
cones.
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Резюме. Рассматривается интегральное уравнение

ОО ОО

5(т) =р(т) + I К(т — t)X(t)S(t)dt +1 К0(т + t)X(t)S(t)dt, 

о о

где К, Ко > 0, 1”кК(т)<1т = 1, А(<) > 1,ад- неотрицательная суммируемая 
функция. Такое уравнение возникает, в частности, в теории переноса нейтро
нов в неоднородном полупространстве, при возможности их размножения. При 
некоторых дополнительных ограничениях на функции X и Ко доказывается су
ществование положительного локально интегрируемого решения.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим следующее интегральное уравнение типа свёртки на полупрямой :

Ядерные функции К и Ко удовлетворяют условиям

/•ОО /»ОО
3(т)=д(т)+/ K(r-t)X(t)S(t)dt+ / K0(r + t)A(t)S(t)di, (1)

Jo Jo
где

° <д(т) e Ьх(о,оо). (2)

0 < К ё £i(—оо, оо), 0 < Ко ё Li(0, оо),
[ K(t)dt >0, V-r > 0, f°° K(r)dr = 1
Jr J—оо
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а А = А(т) - неотрицательная, ограниченная функция, т.е.

О < А(т) < А1 < оо. (4)

К рассматриваемому уравнению сводятся ряд линейных и нелинейных задач пе
реноса излучения в неоднородном полупространстве (см. [1]). Аргумент т имеет 
смысл расстояния переменной точки от плоской границы среды. Альбедо рассея
ния А представляет собой среднее число частиц, возникающих в результате эле
ментарного акта взаимодействия частицы с веществом. Неоднородность среды 
проявляется в зависимости А от т, а вид ядра Ко обусловлен законом отражения 
частицы из границы т = 0 среды.
Известный интерес представляют задачи, в которых величина А, может оказать
ся больше 1 вследствие размножения частиц в результате их взаимодействия с 
радиоактивными ядрами (см. [2]).
При А(<) > 1, уравнение (1) возникает также в результате линеаризации некото
рых нелинейных задач переноса излучения.
В случае Ко = 0, уравнение (1) обращается в основное интегральное уравнение 
переноса в неоднородном плоском слое :

5(т) = д(т) + Г° К(т - <)А(*)5(<)Л. (5)

Н. Б. Енгибаряном была поставлена задача описания классов функций А(2) > 
1 таких, при которых уравнение (5) обладает положительным, “физическим” 
решением. Первые результаты в данном направлении были получены в работе 
Л. Г. Арабаджяна и А. С. Хачатряна [3]. В [3] уравнение (5) рассмотрено в 
случае, когда ядерная функция К несимметрична и обладает отрицательным 
моментом первого порядка хК(х) Их < 0. Также в [3] получены результаты 
по существованию положительного решения однородного (д = 0) уравнения и 
неоднородного уравнения, при выполнении условия

/ /»г \ —1
1 < Цт) < I / К(֊к)<Н I . (6)

\</—ОО /

В случае неоднородного уравнения, получен следующий интересный результат 
(см. [3]) : если функция Хд £ £1(0, оо) невозрастающая и ограниченная, то 
существует положительное, ограниченное решение уравнения (5).
В настоящей заметке рассматривается аналогичная задача построения положи
тельного решения неоднородного уравнения (1) при А(т) > 1. В работе приво
дится одно достаточное условие на функцию А, при котором существует поло
жительное, локально интегрируемое решение уравнения (1). Это условие имеет
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простой физический смысл и примыкает к условию (6). Никаких дополнительных 
условий на функции К и € 11(0, оо) не накладываются. Излагаемый подход ос
нован на одном способе оценки итераций для уравнений (5), который исходит из 
работы [4].

§ 2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
Пусть Ь1^ - линейное топологическое пространство измеримых по Лебегу функ
ций на [0, оо), снабженное топологией сходимости по 11(0, г), Ут < +оо, которую 
мы назовем топологией Т. Через обозначим ядро уравнения (1) и через ТУ - 
интегральный оператор с этим ядром :

УУ(т,г) = [К(т-<) + К0(т-Н)]А(4), (ТУЗ) (т) = Г

Из отмеченных выше свойств функций К, Ко и А легко следует, что оператор 
ТУ действует в пространстве 1+ = 11(0, оо), причём

11^11 < А1 (1 + Гко^си]. (7)

При А(т) = А1, уравнение (5) обращается в уравнение Винера-Хопфа. В консер
вативном случае А1 = 1 символ этого уравнения вырождается. Это уравнение 
не может иметь решение в при нетривиальном д £ д > 0 (см. [5]). От
сюда непосредственно следует, что аналогичным свойством обладает уравнение 
(1) при А(т) > 1, Ко > 0. Сказанное означает, что при А(т) > 1 уравнение (1) от
носится к критическому или суперкритическому случаю. Его решение мы будем 
искать в некотором расширении пространства 1+.
Рассмотрим следующие последовательные приближения для уравнения (1) :

/•ОО /»ОО

5п+1(т)=Р(т)+ / К(т-*)А(*)$П (*)<«+ / К0(т + «)А(*)5в(«)Л, (8)
Л ./о

Зо ~ 0, п = 0,1,2, • • •

В силу (2) и (7), итерации (8) определяют последовательность Зп в 1^՜ со 
свойствами

Зп £ 11(0, оо), 0 < З'п Т по п. (9)

Можно показать, что если Зп сходится по топологии Т, то её предел 3 удовлетво
ряет уравнению (1). Функцию 3 мы назовём основным решением уравнения 
(1). Аналогичный факт для некоторых других интегральных уравнений с поло
жительными ядрами установлен в [5].
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Обозначим 7п = Зп(т)<1т < +оо. Тогда 0 < уп 1՜ по п. Интегрируя равенство 
(8) по т от 0 до оо, с учётом (3) получаем

/•ОО 
7п+1 = д + 7„ - / р(«)5п (*)<&>

•1о

где д = /0°° д(т)<1т < +оо и

/ /*ОО /»ОО

р(<) = 1 — А(<) I / К(г)с1г+ / Ко(г)с1х
\Л-* ' -н

Наложим на функцию Ко следующее ограничение

/•оо /•—4

I Ко(г)<1г < I К(г)<12,№ <+оо.
М —со

(10)

(И)

(12)

Условие (12) выполняется в важном случае, когда Ио (т) = еК(т), т > 0, 0 < е < 1 
и функция К чётная. Случай чётной функции К представляет основной интерес 
в теории переноса, а данный вид функции Ко(т) соответствует зеркальному 
отражению из границы с вероятностью е < 1.
С учётом равенства К(т)(1т = 1 (см. [3]) и неравенства (12) получаем

( К(г)с1г + [ К0(я)<1г = 1 - [ + [ К0^г < 1. (13)
—* •/< J—со -и

Наложим на функцию А условие

А(<) < Ао(<) := [ К(г)<1г+ [ Ко(г)(1г\
-I Л )

(14)

Из (12) следует, что Ао(<) > 1 поэтому условие (14) допускает возможность 
неравенства А(1) > 1 на всей полуоси [0,оо).
Из (11) и (14) следует выполнение неравенства 0 < р(я) < 1, то есть р является 
весовой функцией в пространстве Ъ+. Через £(р) Э Ь+ обозначим банахово 
пространство Ь(р) функций, интегрируемых с весом р на (0, оо) с конечной 
нормой П/П = |/(*)|р(*)<Й < оо.
Вернёмся к рассмотрению итераций (8). Используя равенство (10) и монотон
ность последовательности 7П мы приходим к следующей лемме.

Лемма 1. Итерационная последовательность Бп обладает свойствами (9), и
имеет место оценка

||5п||ь(р) — 5п(<)р(«)с/< < д. (15)
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Согласно теореме Б. Леви (см. [6]), из (9) и (15) следует сходимость последова
тельности Бп в Цр) :

ЛОО
Бп -> 3 £ Цр), 0 < Зп < 3, / 5(*)р(*)сЙ < р. (16)

./о

Итак, нам остаётся совершить предельный переход в (8). Из (8) и (16) имеем
Л ОО

р(т) + / ТУ^^Зп^М < 3(т), п = 0,1,2,••• 
•/о

откуда, согласно теореме Б. Леви следует сходимость интеграла

т > 0,

и неравенство
<7(т) + Г IV (т, 4)5(1)Й < 5(т). (17)

1о
С другой стороны, из (7) и (15) имеем

8п+1(т) < д(т) + [ №(т,1;)3(1)<И < 8{т), п=0,1,2,---, 
•10

откуда следует неравенство, противоположное к (17). Таким образом, нами 
доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнено условие (14). Тогда для произвольного д £ 
Ь1(0,оо), д > 0, уравнение (1) обладает основным решением 3 £ Б(р), которое 
обладает свойствами (16).
Заметим, что функция 3 является минимальным положительным решением 
уравнения (1), т.е. если 3 - произвольное положительное решение уравнения 
(1), то 3 < 3.
Перечислим некоторые возможные обобщения Теоремы 1.

а) Теорема 1 допускает распространение на более реальные задачи пере
носа нейтронов, описываемых векторными интегральными (или интегро- 
дифференциальными) уравнениями, в которых участвуют индикатриса рас
сеяния (из Ь1(—1,1)) и закон перераспределения нейтронов по скоростям при 
элементарном акте рассеяния.

Ь) Широкий круг скалярных интегральных уравнений переноса при достаточно 
общих законах отражения из границы т = 0 среды имеет вид :

5(т) = д(т) + Г° К(т - *)А(*)3(<)сЙ + К^т, ^АДООДЛ, (18) 
•/о Л)
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где К1 > 0. Помимо зеркального отражения, так обстоит дело в случае 
изотропного рассеяния, ламбертова рассеяния и др. При соответствующих 
ограничениях на функции Я՜! и А(т) > 1, можно доказать существование 
положительного решения уравнения (18).

с) Аналогичным образом, может быть изучено следующее уравнение на всей 
прямой :

$(т) = д(т) + Г К(т - <)А(<)5(*)<Й, 
— ОО

где А(т) < 1, т < 0 или А(т) > 1, т > 0.
Автор выражает благодарность профессору Н. Б. Енгибаряну за внимание к 
работе.

Abstract. In a nonhomogeneous half-space in the presence of neutron multiplication 
the following integral equation arises :

CO oo

У Æ(r֊t)A(t)S'(t)dt + y Æok + tJAft)^)^, 

о о

where K, Ko > 0, K(r)dr = 1, A(t) > 1 and g is a nonuegative integrable 
function. Existence of a positive, locally integrable solution S(r) is proved under 
some additional conditions on the functions A and Kq.
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ

Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян

Ереванский государственный университет

Резюме. Линейный дифференциальный оператор Р(1?) = Р(Д1,..., Бп) с постоянными коэффициентами называется почти гипоэллиптическим, если все производные БаР характеристического многочлена, т.е. полного символа Р(£) = Р(£1,...,£п) оцениваются через Р(£). В работе доказывается, что все решения дифференциального уравнения Р(Л)и = 0, которые интегрируемы с квадратом с определённым экспоненциальным весом, являются бесконечно дифференцируемыми функциями тогда и только тогда, когда оператор Р(Л) почти гипоэллип- тичен.

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ПРЕДЛОЖЕНИЯВ настоящей статье будем пользоваться следующими стандартными обозначениями : К - множество натуральных чисел, No = К и {0}, = No х ... х No- множество п-мерных мультииндексов, Е" и R" - соответственно п-мерные вещественные пространства точек х = (®1,..., хп) и £ = (£1,..., £п).Для £ е Ж", х е Еп и а £ обозначим |£| = |а| = «1 + ... + ап>и Ба = Б^...Б^, где Б, = д/д^ либо Бj = $д/дх, (у = 1,.. .п). Наконец обозначим Сп = R” х г®”.Предполагая, что суммы распространяются по конечному набору мультииндексов (Р) ={а £ No, 7а ф 0}, допустим, что Р(Д) = ^а7а^“ есть линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, а Р(£) = 52а7а£° ֊ отвечающий ему символ, т.е. характеристический многочлен. Пусть т = ог(1Р = 



40 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянmax{|a|,a G (Р)}.Заметим, что оператор P(D) и многочлен Р(£) называются гипоэллиптическими (см. [1]), если все решения u G D' (где D' = Z>'(E՞) “ множество распределений) уравнения P(D)u = 0 являются бесконечно дифференцируемыми функциями, т.е. принадлежат С°° = С°°(Е").Л. Хермандером доказано (см. [1], Теоремы 11.1.1 и 11.1.3), что если выполняется одно из следующих эквивалентных условий, то оператор P(D) является гипоэл- липтическим :1) Sing Supp и = Sing Supp P{D) для всякого открытого множества (1 СЕ" и uGD',2) если Q С Еп, и G Л'(П) и P(D)u = 0, то и G С°°(fi),3) если 0 / и G Ng, то Р^ф/Рф = LFPfä/Pfä ֊> 0 при |£| ֊> оо,4) dp(£) -> оо при |6| -> оо; где dp(£) - расстояние от точки ( G R" до многообразия Р(Р) = {С : С G С”, Р(0 = 0}.Возникает естественный вопрос : пусть символ Р(£) оператора P(D) удовлетворяет более слабому условию, чем 3) :
|0(1')Р(^)|/[1+|Р(е)П<С<оо, V£GlRn, Viz G Ng, (1.1)или пусть 4) будет заменено требованием<М£)>е>0 (1-2)для достаточно больших ( G ®п. Каким условиям должны удовлетворять решения и G jD'(E") уравнения P(D)u = 0, чтобы они являлись бесконечно дифференцируемыми решениями в Е" ?В настоящей работе мы даём ответ на этот вопрос для одного класса операторов, удовлетворяющих условию (1.1) или эквивалентному условию (1.2).Нам понадобятся следующие классы операторов и функций. Через 1п обозначим множество дифференциальных операторов P(D) = P(Di,..., Dn) с постоянными коэффициентами, символы Р(£) которых удовлетворяют условию|Р(£)|—>оо при |£|->оо. (1.3)Для любых S > 0 и т G N, через L2J = обозначим множество локальносуммируемых функций с конечной нормой



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 41а через - множество функций и £ с конечной нормойН«1кт, = £ (1.5)
|а|<тНаконец, положимОО^2”=ПИГ2™ и ад^) = {«б12,* :(«,Р(-В» = 0, Ур£С0°°} т=1и заметим, что и №™{, очевидно, являются банаховыми пространствами, а 

ТЛ^21 - пространство Фреше, при этом С С°° при любом 6 > 0.
Определение 1.1. Оператор Р(-О) и многочлен Р(£) назовём почти гипо- 
эллиптическими, если многочлен Р удовлетворяет одному из эквивалентных условий (1.1), (1.2).По Лемме 11.1.4 работы [1] для любого многочлена <2(() существует постоянная
С = > 0 такая, что справедливы неравенства

С՜1 < <!<&) X, 
|а|>0

4а(() х/1«1
<с (1-6)

для всех тех точек £ £ К", для которых / 0. С другой стороны, если Р £ 1П, то, за счёт добавления константы, можно считать, что для многочленов Р £ 1П существуют некоторые числа е = е(Р) > 0 и М > 0 такие, что |Р(£)| > е при ££К", К| >М.Согласно приведённым определениям, почти гипоэллиптичность многочлена Р £ 
1П можно дать также следующим образом : многочлен Р £ 1П почти гипоэл- 
липтичен тогда и только тогда, когда

р(р) = Д^Л(е)>0- (1-7)
Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.
Теорема. Если Р £ 1П, то оператор Р(Б) является почти гипоэллиптическим 
тогда и только тогда, когда существует число 5 > 0 такое, что М\Р, й) С И^.Для удобства, вместо весовой функции е_*1®1 рассмотрим эквивалентную ей гладкую весовую функцию дц £ С°°, которая будет определена ниже.Пусть д £ С°° - произвольная фиксированная положительная функция такая, что к хе < д(х) < ке I®', V® £ Еп, 



42 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргаряндля некоторого к > 0. При этом, допустим, что для любого а € Г՝1° существует число ка > 0 такое, что |Ра<7(®)| < кад(х), У®еЕп.Заметим, что в качестве такой функции д можно брать регуляризацию (усреднение) функции Н(х) — е_1*1 при |х| > 1 и Н(х) = е՜1 при |х| < 1, с помощью произвольной фиксированной весовой функции <р 6 С^3 такой, что / у>{х)<1х = 1.Для 8 > 0 положим дц(х) = д(8х). Тогда из определения функции д следует, что с теми же постоянными (к, ка) справедливы неравенстваЛ-1е֊Л«1 < д1(х} < ке֊«1«1։ Ух е Е”, (1.8)|Р“^(®)| < «в<У|о|ю(х), Уа 6 УхбЕп. (1.9)
Рассмотренной в настоящей заметке тематике посвящены работы многих авторов. Прежде всего отметим работы [2]-[3] Гординга, Мальгранжа и Эренп- райса, где доказана бесконечная дифференцируемость решений так называемых частично-гипоэллиптических уравнений Р(Л)ц = 0, если априори предполагать их бесконечную дифференцируемость по определённым переменным.В работах [3]-[4] доказано, что для определённого класса частично-гипоэллиптических операторов {Р} из условий и е С°° и Р(1))и 6 С°° вне некоторой выпуклой поверхности Г следует, что и 6 С°° в окрестности Г. Общие результаты о распространении гладкости решений частично-гипоэллиптических уравнений вдоль более общих поверхностей принадлежат Л. Хермандеру (см. [5] или [1]).Я. С. Бугровым в работе [б] построен пример негипоэллиптического уравнения, решения которого в полупространстве являются бесконечно гладкими, как только они суммируемы с квадратом вместе с некоторыми производными.В. И. Буренков в работе [7] нашёл необходимые и достаточные условия для того, чтобы все решения {и} так называемого глобально гипоэллиптического уравнения Р(1))и = 0, которые определённым образом стремятся к нулю в бесконечности, являлись бесконечно гладкими. Эти условия носят алгебраический характер и для гипоэллиптического оператора Р они совпадают с условиями 3) или 4) Л. Хермандера.Общая закономерность, наблюдающаяся в алгебраических условиях гладкости решений дифференциальных уравнений, побудила нас в работе [8] ввести понятия носителя и числа гипоэллиптичности. Оказалось, что эта числовая характеристика делит дифференциальные операторы на разные классы. При такой 



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 43классификации гипоэллиптические по Л. Хермандеру и гиперболические по Л. Гордингу (и тем самым гиперболические по И. Г. Петровскому, см. [9]) операторы занимают крайние позиции.В работе [10], опираясь на результаты работы [8], нами получены “внутренние” оценки решений уравнения Р(О)и = 0 с данным носителем гипоэллиптичности.В работах [11], [12], введено понятие почти гипоэллиптического многочлена и найдены некоторые достаточные условия почти гипоэллиптичности в терминах порядков однородности и кратностей нулей подмногочленов.В работе [13] О. Р. Габриеляна приведены некоторые необходимые и достаточные условия почти гипоэллиптичности двумерных многочленов в терминах кратностей нулей соответствующих однородных подмногочленов. В тех же терминах в работе [14] найдены необходимые и достаточные условия для Р € 12.В алгебраической трактовке класс почти гипоэллиптических многочленов является “минимальным” расширением класса гипоэллиптических многочленов. В настоящей работе показано, что это расширение является минимальным в некотором смысле.Приведём теперь ряд вспомогательных предложений, необходимых в следующих параграфах.Лемма 1.1. Если множество б СЕ" лежит в шаре Зт = {® £ Е” : |ж| < 7}, то 
для любого 6 > 0 справедливы неравенства

еирд^х + у) < о-ш(е), Уе £ Е", (1.10)
уесзир|^(® + у)-^(х)| <а֊2^(ж), Уе£Еп, (1.11)
уес

где функция де определена выше, ох = к2евт и <т2 = «2<УТе4т(тах|а|=1 к^у/п.Доказательство. Из неравенства |е + ?/| > |е| ֊ |г/| и в силу (1.8) имеем8ир|д{(в + у)| < к8ире_,1“+®1 < ке֊41®18ире4^1 < к2евтр$(е), Уе £ Е”, 
уЕС уЕб уЕСоткуда вытекает (1.10). Для доказательства (1.11) предположим, что точки х £ Е” и у £ б фиксированы и положим /(<) = д/ (®+<у). Так как / дифференцируема, то для некоторого числа в = в(х, у) £ (0,1) получаем

Ы® + у) -м(®)1 = 1/(1) ֊ /(0)1 = |/'(е)| <



44 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян< |(grad д{(х + ву),у)\ < |grad gf(x + fly)||y|.Следовательно, в силу (1.9) и (1.10) получаем
Ы® + У) -Pi(®)l < o-2fff(®)поскольку ву € Зт- Это доказывает (1-11), так как пара (®, у) произвольна.Лемма 1.1 доказана.

Лемма 1.2. Пусть теМ, а,-, 6,- > 0 (* = 0,1,..., т), <1 > 0 и 4 > 1. Тогда

а) Если ао = Ьо и 
к-1

ак < 6* + (к = 1,2,.. .,т), (1-12)
1=0то при аз = 2[2сИт՜1 4- 1]т имеет место неравенство : 
тп т52“* < О’З^Ьк- (1-13)

к=0 к=0

Ь) Если ат — Ьт и

т 
гкак <ЛкЪк+<1 52 ?ау, (А = 0,1,...,т-1), (1.14)

3=к-1

ТО т т52<Ч< 52(1+ «0*4*6*. (1.15)
к=0 к=0

Доказательство. Пусть Л = (<тз/2)֊1/т. Умножая неравенства (1.12) на Л* и суммируя их по к = 1,2,..., т, получим
т т т [к-1 \52 л*«* < 52лкЬк+^52 52 vaj hk

к=1 к=1 к=1 \j=0 J

го го—1 / го \ го го—1 i.fc+1= 52^6*4-^52^? 52 ЛИ <£hkbk + d^tkak֊
к=1 к=о V=k+1 / к=1 к=0 1 Л

Следовательно, в силу того, что во = 6q, имеем.m , V-1 Лк ^v^.k. dh tат + / 4 I ~ d—-- г- ) ак < 52 h Ьк 4- --- -6о-
к=1 \ 1 ֊ л / t=1 1 - Л



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 45Так как 4 > 1, то из определения числа Л имеем
Атат + т У Л*о* < У ЬкЪк + _ , Ьо- 

2 1=1 1 = 1Следовательно, для Л < 1 получаем
< Л՞*“™ + | У Ькак <±Ьк + ֊Ьо, 

2 к=1 к=1С учётом ^-ао = ^~Ьо, получаем
( Ы Ъ.т\У 6* + (пгл + "г) 6°-

1=0 1=1 4 'Так как кт/2 = 1/<тз < 1/2 и 4 > 1, то легко показать, что коэффициент при &о меньше единицы. Тогда, умножая обе части полученного неравенства на оз, получим (1.13).Для доказательства (1.15) умножим (1.14) на Л* = (1 + «4)* и просуммируем полученные неравенства поА = 0,1,...,пг—1. После некоторых простых выкладок получаем 
т-1 т-1 т 1У < У ^4*5* +^У -1—4^ау.
1=0 к=0 j=l 1Поэтому, в силу ат = Ьт, получаем 

п>~1 / кк 1 \ т-1 ,т _ .]«0 + У ( Л* ֊ <ка* < УЛ1՜1/ Л1՜1

Так как 
кк _ 1 = 1 (А = 1,2,...,т), Л1 - 1то это влечёт неравенство

т кт _ 1 1 тУ 44 < у Ь^кЬк + + 1 4тЬт = У (1 + <4)^6*.
к=0 к=0 I- 1 к=0Лемма 1.2 доказана.
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Замечание 1.1. Очевидно, утверждение Леммы 1.2 остаётся в силе при t € (0,1). В этом случае, достаточно заменить число <тз на 03 = 2 [2^(1 + <)т-1 + 1] .Следствие 1.1. Пусть т е М, {аа}, {6а} и {йо} (|о:| = 0,1, ...,тп) - неотрицательные числа, < > 0, и ач = 1 + 2тах{<1а : |а| < т}, <т5 = 1 + (0,5)(1 + 20-4)”*, «те = (1 + сз)"*- Тогдаа) Если до = Ъо и для всех к = 1,2,..., т имеем52 “а < 52 + 52 52
|а|=к |а|=* 3=0 |а|=>поэтому

ТП52 Да < 52 52 <тТ~кЪа + <Т5Ьо < 0-5 52 Ъа. (1.16) 
|а|<ш к=1|а|=Л |а|<тЬ) Если аа = Ъа при |а| = тп и для всех к = 0,1,..., т — 1 имеем

т52 а° ֊ ** 52 + 52 52 ^Маа, |а|=& |а|=к /=*+1|а|=утогда 52 <*“'«»< 52 (1 + ^)|“|«|“1Ьа<С7б 52 *|а|Ьа. (1.17)
|а|<т |а|<т |а|<тп

Доказательство. Неравенство (1.16) следует из (1.13), а (1.17) из (1.15) при помощи заменал- = 52 а“> Ъь = 52 = тах{^а : |«| < пг} > к = 1,2,...,т.
|а|=* |а|=Л

§ 2. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ НОРМЫ И ПЛОТНОСТЬ ГЛАДКИХ 
ФУНКЦИЙ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВАВ этом параграфе мы рассматриваем почти гипоэллиптические операторы в весовых функциональных пространствах типа С. Л. Соболева.Сначала отметим, что из соотношения (1.8) для функции д следует, что в £2 { можно ввести следующую норму, эквивалентную норме (1.4) :

Ни11£а,։ = 1|™м11ьа- (2-1)



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 47Лемма 2.1. Нормы

Н^= Е Н(вви)р,||Ьз,(2.2) 
|а|<тл

Н^-,= Е HP“Miiia(2.3) 
|а|<т

эквивалентны норме (1.5) в W™4.Доказательство. Эквивалентность норм (2.2) и (1.5) следует из свойства (1.8)функции gg. Для доказательства эквивалентности норм (2.3) и (1.5) заметим, что
m

£ (Dau) gs = Е Da (ugf) ֊ЕЕ Ca,pDa֊PuD^gs.
I«|=m |a|=m j=l |/}|=fПрименяя свойство (1.9) функции gs, получаем

m—1
E Н(ла«Ы1ь։< E iPe(«w)iLa + E Е*Ч11(л°ад1ь,, 

|a|=m |a|=m 1=0 |a|=jгде к'а = max.{Ca,pKa : /3 < a}.Отсюда и из Следствия 1.1, при t = S имеем
аа = ||(32 u)fff||j,։ ։ = ||3J (upiJHij > do = 1, da = ка (|a| = 1,..., m),откуда вытекает эквивалентность норм (2.3) и (1.5).Лемма 2.2. Множество W?°s плотно в L2is-Доказательство. Пусть u G L2j, Si = {a: G Е” : |х| < 1}, g С“ (Si), у>(х) > О, 

J ։p(x)dx = 1 и е > 0. Обозначим через <ре(х) = €~п<р(х/е) и положим
uc(x) = u*<pe = У u(x - y)tpe(y)dy = е~п У u(x - y)<p(y/E)dy.

Чтобы доказать u։ Е W,“, отметим, что из Леммы 2.1, (1.10) и неравенства Юнга имеемIhellw,™ = Е ll[B“(u*^)]s'«llba = Е ll(u*-D“*’e)Mba
<к2ег 22 ||uw||ia||P“^||L։=«V||uW||La 22 е-1“1||(В^)е||Ь1(2.4)

|a|<m |a|<m



48 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргаряндля любого т е No.Так как норма (2.1) эквивалентна исходной норме (1.4) пространства и
V € Со°(^1)1 то для любого т £ No, т.е. ие £ Для завершениядоказательства осталось показать, что

||«е - «||ла,։ -> 0 при е -> 0. (2-5)Отметим, что /<ре(у)ау = 1 для любого е > 0. Из эквивалентности норм (2.1), (1.4) и (а + 6)2 < 2(а2 4- Ь2) имеем
2

и(х)д/(х)]<ре(у)с1у ах =

֊ У)Я1 (® - У) - «(®)^ (®)] +

24- [и(я - у)д}(х) - и(х - у)дц(х - у)]]<ре ах (2-6)

4-2
2

X - у)д։(х -у)- и(х)д{(х)\ <рс(у)(1у <1х+

2

1-у)[д{(х)-д1(х-у)]<рс(у)с1у ах.

Теперь отметим, что
у)дз(х - у)<ре(У)Лу = [«^] *<Рс = (и^)е,

и по определению <р, для любого е > 0У и(®)^(х)^е(у)сгу = и(х)д{(х).

Итак, первое слагаемое в правой части (2.6) стремится к 0 при е —> 0 согласно Лемме 5.2 работы [15].Для оценки второго слагаемого применим (1.11) при Т = е и неравенство Юнга :
2

У) (®) - 91 (х - У)] <Рс (У)^у Их

< (<Уе)2к4 тах {к2 } е{։ j j |и(а: - <с'е211^111։11^1111=с'Е2||ад||^.
2 

у)\91(х-у)<ре(у)ау ах



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 49Так как и € Ь2,4, то правая часть полученного соотношения стремится к нулю при е —> О, что доказывает (2.5). Лемма доказана.Следующее следствие является непосредственным следствием Леммы 2.2 и вложения №% С С°°.

Следствие 2.1. Множество Сд° плотно в £21$.Пусть Р(О) - линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами и <5 > 0. Обозначим
И^Р,*) = {« е 1>3,{ : ||ц||։г(р,а) = ||(Р(Р)и)^||ьа + ||и^||ь։ < оо}.

Из Леммы 2.2 следует :
Следствие 2.2. Множество плотно в И^Р, £).

Доказательство. Как показано в [15], Р(В)ие(х) = (Р(Р)и)е(а:). Следовательно, утверждение следует из Леммы 2.2.Лемма 2.3. Если Р б 1П - почти гипоэллиптический оператор, то существуют 
числа Д = Д(Р) > 0 и С = С(Д, Р) = С(Р) > 0 такие, что для всех 5 £ (0, Д) и 
иЕМ^б) Е ||Р(“)(Д)(^)||£։ < С||и|НРЛ). (2.7)ог
Доказательство. Согласно Следствию 2.2, достаточно доказать (2.7) для и € 
И^. Для этого отметим, что определения почти гипоэллиптичности и класса 
1П влекут р(Р) > 0 (см. (1.7)). Пусть р = р(Р), если р(Р) < оо и возьмем р произвольным, если р(Р) = оо, т.е., если оператор Р гипоэллиптичен.Теперь, обозначим через Р(«) преобразование Фурье функции V Е Ь2. В силу равенства Парсеваля, неравенства (1.6) и почти гипоэллиптичности оператора Р имеем1>|а| |р(“)(р)(ир,)| =£>'“' ||р(вШ(«<м)(£)||£а 

а сг= 12 ||р|“|Р(в)(€)^,(ад)К)||ь < Сг£|| [4а|(€) +1] |р(о)(О||Р(ад,)(€)11|£.
а 2 а 2<с'2|||р(е)||г(и<?4)(4)|||^+с2||[|р(е)|-ы]|РМ(^)|||Х։< <7з [||Р(Р)(«^)||Ьа + ||««||ь։]для некоторых положительных постоянных С1, С2, С2 и для произвольной функции и £ Wշos. Отсюда, в силу формулы Лейбница и свойства (1.9) функции
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д1 получаем ||р(о)(л)(^)||Ь2 <
<с4 И(р(ад< + Е || [р(о)(£»)«] £>а^||ь + ьь 

а>0 ' 3

< с4 ||(Р(П)и)<м||ь, + £>'5)1“11| [р(“)(Р)и] £м|| + Н,||ь։ 
а>0 ’

(2-8)
где С4 > 0 и к' = тах^[/ео/(а!)]1/|“1 : |а| < т}. Еще раз применяя формулуЛейбница и оценку (1.9), для всех к = 1,2,..., т получим

где Св — тах{сат<1(а, /3) : а + @ = 7, ру| < т}. Применив здесь неравенство (1.16) при < = к!6, аа = ||[р(“)(Л)ф,||, <1а = С5, Ьа = ||р(“>(Х>)(од)|| (|о: | = 1,..., т) получим с некоторой постоянной Св > О
Отсюда и из (2.8) получим, что для некоторого постоянного Су > ОЕр1“1 ||р(«)(р)(им)||^ < с7 ||[Р(Р)и]^|1ьа

_|а|>0 Ьа
+ Н«5«1|ьа -(2-9)

Пусть △ = Д(Р) = ^тт{с'7-1,С7-1/՞*} .Тогда из (2.9) следует, что (2.10)
Е р|а| ||р(в)(^)(^)|Ь։ < [ничвдмьа+н^ньа] 



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 51для всех 6 € (О, Д). Отсюда следует, что (2.7) выполняется для всех 5 6 (О, Д), поскольку р > 0. Лемма доказана.
Лемма 2.4. Если mo,mi G N, то > T7ix и 0 < <fo < Æi, то компактно 
вложено в .

Доказательство. gg, (i)/pf0(æ) —> 0 при |z| —> оо и <îi > Ôq, следовательно лемма верна в силу Теоремы 1.16 работы [15], о компактном вложении в 1У™1 при 
то > mi- Лемма доказана.
§ 3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТПриведённые ниже теоремы 3.1 и 3.2 лежат в основе доказательства основного результата настоящей статьи, формулированной в §1.
Теорема 3.1. Пусть P(D) - линейный, дифференциальный оператор с постоян
ными коэффициентами, а множество N(P, S) определено как в §1.
Если N(P, 6) С W£°s для некоторого числа S > 0, то оператор Р почти гипоэл- 
липтичен.

Доказательство. Достаточно показать, что р(Р) > 0 для функции, определенной по формуле (1.7). Мы докажем, что р = р(Р) > 6.В силу замкнутости дифференциального оператора, множество N(P, 6) является замкнутым подпространством банахого пространства 1*2,р- Таким образом, JV(P, J) является банаховым пространства (см., например, [16]). Обозначим через Nw (Р, 5) множество N(P, 5) с индуцированной из W^°{ топологией, а через J - тождественный оператор J : Nw(P, <$) —» N(P,S). Так как оператор вложения 
W^°ô в L2,s непрерывен, то в силу теоремы Банаха (см., например, [16]) оператор J՜1 также непрерывен. Это означает, что для любого m € N существует постоянная С = Ст > 0 такая, что для всех u G N(P, 6)

llullw™4 < <7||«Цьа>։- (3-1)
Так как т G N, то отсюда следует, чтоп Г У I

£ \(DjU)gs\2dx <С'|Ыьа, VuGAT(P.J). (3.2) j=lДопустим, что верно обратное утверждение, т.е. при условиях теоремы 6 > 
р. Тогда из определения числа р = р(Р) следует существование некоторых 



52 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянпоследовательностей {i,} и {£’} чисел и точек из R" таких, что |£’ | = t, —> оо при з —> оо иd(r) = dP(f) = inf d(C) < p + £ = l(p + J), 3 = 1,2.......... (3.3)
где e = 6 — p > 0. Пусть точки £’ G D(P) выбраны так, чтоd(£') = ir-CI, s=l,2,.... (3.4)Положим u։(®) = e*^') (s € N). Тогда и, G N(P, <5) (s G N). Так как S > p, то в силу (3.3)-(3.4) имеем|Im r I < d(e։) < i(p + 8) < 8, s G N. (3.5)£Из (3.2), (1.8) и (3.5) получаем, что для всех з G N

< с'||е<(։’С)Р«||ь <С«р(₽+4)|։|е-4|х|||^ < оо.(3.6)
С другой стороны, по неравенству (1.8)У (®)| dx > к՜1 У [e-^₽+<s^®'e_,'x'J dx = const > 0.
Следовательно, из (3.6) следует, что последовательность {|С'|} ограничена, что в силу (3.3)-(3.4) противоречит тому, что |£'| —> оо при з —>■ оо. Полученное противоречие завершает доказательство.
Теорема 3.2. Если Р G 1п является почти гипоэллиптическим оператором, то 
существует число △ > 0 такое, что N(P, 8) С при всех 8 G (0, △).
Доказательство ։ Из условия Р G 1П и теоремы Зайденберга-Тарского (см. [1], Теоремы А.2.2 и А.2.5) следует существование некоторых чисел С > 0 и k G N таких, что пE&I < С [|Pfc(€)| + 1], V£GlRn. (3.7)

J=1Отметим, что многочлен Q(£) = Pfc(£) почти гипоэллиптичен и dg(f) = dp(g), следовательно p(Q) = р(Р). Пусть для многочлена Q число △ = Д(б?) выбрано по формуле (2.10). Тогда для всех <5 G (0, △) выполняется утверждение Леммы 2.3 для оператора Q(D).



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 53Пусть 6 Е (О, Д) и u Е 2У(Р,£). Покажем теперь, что u £ Wffi. Для этого зафиксируем функцию <р E Cq° такую, что <р(х) > 0 и J <p(x)dx = 1, и обозначим (и) = Е~п<р(х/е) для некоторого любого £ > 0. Тогда, ввиду доказательстваЛеммы 2.2, ие = и * <f>c € и Ilue ~ и||да,։ 0 ПРИ е -> 0. Кроме того,ue £ .Af(Q,i5) для любого £ > 0, поскольку Q(D)ue = Pfc-1(D)(P(D)u։) = 0.Докажем, что при фиксированной функции .и £ 2V(P, i) и г E No множество {ие : £ 6 (0,1)} равномерно ограничено в WJ 4. Для этого докажем существование числа С = C(r, Р) > 0 такого, что для всех £ 6 (0,1)£ ||(B“u£)Pf||ia<C||UW||ia. (3.8)1«1<гДоказательство проведём по индукции по г. При г = 0 неравенство (3.8) следует из неравенства (2.4) при m = 0. Пусть (3.8) доказано для к = 0,1, ...,г — 1; докажем его для к — г. Пусть a £ и |а| = т. Тогда /3 = a — & £ для некоторого j : 1 < j < п, где e5 = (0,...,0,1,0,...,0), с единицей на j-том месте. Используя формулу Лейбница, равенство Парсеваля и оценку (3.7) получим, что с некоторой постоянной С > 0
=|| к (д'мМд, - llpei+ || (2>Ч) (Dejgt) || = ||6-F [(D^e) «] || + || (l>4) (Deigs) || II \ / IIjU2 II ' z 111/2

< С ||Q(£)F [(№) p,] ||ia + C [llF [(P^e) </,] ||ia + || (№) (D'jgs) Ц .
Применяя равенство Парсеваля и свойство (1.9) функции р4 заключаем, что для некоторой постоянной Ci = Ci(Pfc) > 0ll(pQ«e)<W||ia < Сх [||(?(Р) [(л'ЧЫМ 11(^ы J •Следовательно, в силу Леммы 2.3, для некоторой постоянной С2 > 0

ll(^)^lli3<c2||(^Ue)fff||i3

поскольку D^ue 6 -ЛГ(ф,<5) при и E JV^P, 5) С •№((?,<5). В силу того, что мультииндекс a (|а| = г) - произвольный, по индукции получаем, что для некоторых постоянных Сз > 0 и > 0||(D%e)ff4||La<C'3 52 IK^uJwll^^^lluwll^, |0|=r-l



54 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянт.е. неравенство (3.8) доказано.Теперь отметим, что в силу Леммы 2.4, множество {ц։ : е £ (0,1)} предкомпактно в при <51 > <5. Так как (/ = 0,1,...) является полным пространством (пространством Банаха) и оператор обобщенного дифференцирования является замкнутым, то существует функция V £ ^2$/, являющаяся предельной точкой множества {ие : Е € (0,1)} по норме С другой стороны, ||ие — 1 —> 0 при е —> 0, т.е. функция и также является предельной точкоймножества {и։ : Е £ (0,1)} в 1>2։а, и следовательно, предельной точкой в Б2։/1 для 
любого 61 > <5. В силу единственности предела в Л' и в силу вложения и, V £ О' следует, что и = V, т.е. и £ И^1. Так как г £ No произвольно, то и £Итак, и, ие £ С С°° для произвольных <5 > 0 и <5Х > <5, а для любого гх £ No имеем Пт ||«е - = Нт ||(и։ - и)д{1 = 0.Е—-г и С-ги лОтсюда и из теоремы вложения пространства Соболева в (см. [15], теорема 10.4) и из того, что число п £ No - произвольно, заключаем, что для любого г £ N Нт||(ие -и)ет։||см = 0,что вместе со свойством (1.8) функции да влечет

Кт||ие - и||С(-)(к) =0 (3.9)для любого г £ N и для произвольного компакта К.Наконец докажем, что и £ И^. По теореме о переходе к пределу под знаком интеграла из (3.9) имеем52 / |2?“и(®)|2да(х)(1х = 52 [ Гнт|£>“це(®)|) д%(х)с1хЫ<г * Н<г-'к е->= Йо13 [ 1-О“ие(®)|252(®)^- (3.10)1“1<г хС другой стороны, по уже доказанной части теоремы, множество {ие : е £ (0,1)} равномерно ограничено в И^ДЕ”), и поэтому для любого числа е € (0,1) и произвольного компакта К £ Еп имеем52 / \Оаис(х)\2д2{(х)ах< (*)|Ч(*)^ = < С5,1«1<Г я |а|<г



Об одном классе почти гипоэллиптических операторов 55где Cz > 0 - постоянная. Отсюда и из (3.10) следует, что u G W2r4. Теорема доказана.Объединяя утверждения теорем 3.1 и 3.2, приходим к основному результату, теореме 1 сформулированной в параграфе 1.
Abstract. A linear, differential operator P{D) = P(D1։...,Dn) with constant coefficients is called almost hypoelliptic if all derivatives DaP of the characteristic polynomial, i.e. of the complete symbol P(£) = P(£i,. ..,£n) can be estimated by P(£). The paper proves that all solutions of the differential equation P(D)u = 0 that are square summable with a definite exponential weight are infinitely differentiable functions if and only if the operator P(D) is almost hypoelliptic.
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О ЗАДАЧЕ КОШИ В КЛАССАХ МНОГОЧЛЕНОВ ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В. Н. Маргарян, В. М. Харатян

Институт математики НАН Армении
Армянский государственный педагогический университет

Резюме. Найдено необходимое и достаточное условие на эллиптический опера
тор второго порядка от двух переменных, при котором задача Коши разрешима 
в классах многочленов.

Как известно (см. [1]) задача Коши для эллиптических операторов (в частности 
для уравнения Лапласа) при произвольных непрерывных данных неразрешима. 
Несмотря на это в работе С. Н. Мергеляна [1] дбказано, что каковы бы ни были 
произвольные непрерывные функции А (г,у) и /г(а:,у), заданные на окружности 
<т, и число е > 0, значения функций /1(х,у) и /2(1, у) можно изменить не более 
чем на е так, чтобы для новых данных, задача Коши для уравнения Лапласа 
была разрешима, причём решение представляется гармоническим полиномом. 
Более того, при £ —> О степень соответствующего полинома возрастает. В работе 
[1] также получены оценки для степеней полинома в зависимости от числа е и 
функций /1(х, у) и /2(а:,у).
В работе [2] указаны условия на коэффициенты дифференциального уравнения, 
при которых рассмотренная там задача Коши в полупространстве всегда раз
решима, а соответствующая однородная задача имеет конечное число линейно 
независимых решений. Там же приведён метод решения этой задачи.
В работе [3] рассмотрена задача Коши для уравнения Лапласа

д2Ц д2Ц д2Ц 
дх2 + ду2 + дг2
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в комплексном пространстве С3 переменных х, у, z, с начальными условиями вида

U\,=o = д{х,у),
dU 
dz = f(x,y),

где f и д функции голоморфные в некоторой бицилиндрической области D С С2. 
Для решения этой задачи получено новое интегральное представление, исследо
вано распределение особенностей ядра этого интегрального представления.
В [4] рассмотрена следующая задача: Требуется найти регулярное решение 
эллиптической системы

принадлежащее классу Гёльдера Ca‘(D), удовлетворяющее граничному 
условию

+ Boitty + -Boon = f на Г, (2)-

где и = (uj, иг,..un) — искомый вектор, a h = (hi, hi,..., hn) и f = 
(Ai /2, • ■ • > fn) суть заданные действительные векторы соответственно в 
Д ина Г, Aij и Bij — действительные квадратные матрицы n-го порядка, 
чяданные соответственно в D и на Г. Предполагается, что матрицы Aij 
и Bij принадлежат классам C^(D) и C„+j (r) соответственно, a f и h 
принадлежат классам Са(Г) и Ca(D) соответственно.
В [4] показано, что при выполнении некоторых условий на коэффициенты Aij 
и Bij, однородная задача (1)-(2) имеет конечное число линейно независимых 
решений. Получено также необходимое и достаточное условие для разрешимости 
неоднородной задачи (1)-(2).
В настоящей работе исследуется задача Коши для эллиптических операторов 
второго порядка от двух переменных в классах многочленов. Найдены необходи
мые и достаточные условия на оператор, при которых соответствующая задача 
Коши разрешима при любых начальных данных из (J* Zj^E1).
Обозначим через N множество натуральных чисел, No = N U {0}, а через Еп 
обозначим евклидово пространство точек х = (xi, хг,..., хп) G En, Е՞ = {i g

I > 0}, П - область из Еп или Е", a Lj (Q) (к 6 No) — множество многочленов 
от п переменных, порядок которых не превосходит к.
Следующие леммы используются при доказательстве основных результатов ста
тьи.
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Лемма 1. Пусть a, b, с G К1 и f G Uit Если хотя бы одно из следующих 
двух уравнений

д2 д2 dU dU
LU = 7&u+Wu+ate+bl*+cU=™ (3)

д2 д2 dU dU
LU^u+wu + a^ + blt + cU = tfM (3')

имеет нетривиальное решение вида U = t2h(x,t) G (Jfc L* (Е+) > & € то 
Ъ=0 = с.

Доказательство. Предположим, что уравнение (3) имеет решение вида

U(x,t) = t2h(x,t), где h(x,t) G (Jbfc(E2). 
k

Далее, пусть U(x,t) = t2h(x,t) = ^,Tj=0t2+iqj(x), где г G No, gr(x) 0 и 
gy(x) £ Ufc £fc(E1)- Тогда

r
LU = £ + 2)(y + l)g,-(x) + ti+2q'!(x) + at>+2g'(x)+

J=o
+b(j + 2)t>+1gj(®) + ct»+2gy(x)] = /(x),

или, что тоже самое,

' g"(x) + aq'r(x) + cgr(x) = 0
9r-i(®) + авг-1(®) + cgr-i(x) + b(r + 2)gr(x) = 0
#-2(®) + oq'j_2(x) + сд,_2(х) + b(j + l)gj-i(x) + (j + 2)(j + 1)д7(х) = 0, 

j = 2,...,r ( ’

2&g0(x) + 6gi(x) = 0
. 2?o(z) = f(x)

Так как gr G (Jfc £ь(Ех) и gr(x) 0, то из первого равенства системы (4) 
следует, что с = 0. Кроме того, очевидно, ordqT < 1. Докажем, что b = 0. 
Предположим обратное, что b / 0. Тогда из второго тождества системы (4) 
при с = 0 непосредственно следует, что gr_i(x) 0 и ordgr_i > 1 + ordqT. 
В силу третьих тождеств системы (4) по индукции (при с = 0) получаем, что 
ordqj_2 > 1+ordqj-i, j = 2,...,г. Это противоречит предпоследнему тождеству, 
так как Ь 0 по предположению. Полученное противоречие доказывает, что 
6=0.
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Теперь докажем утверждение леммы для уравнения (3'). Действуя как и в первом 
случае, получаем

' q'r'(x) + aq'r(x) + с?г(։в) = О
?г-1(®) + a«r-i(x) + cqr-i(x) + Ъ(т + 2)qr (ж) = О
g"_2(s) + + с9У-։(®) + + (У + 2)(i + = 0,

J = 2....... r
2bq0(x) + 6gi(x) = f(x)

. 2g0(s) = 0

Так как дг(ж) 0 и Д* (Е1), то из первого тождества системы (4') следует, 
что с = 0 и ordqт < 1. Покажем, что 6=0. Предполагая обратное (6 / 0) и 
действуя аналогично, получаем, что oтdqj_շ > 1 + ог<^-1, 3 = 2,...,г. Это 
противоречит последнему тождеству системы (4'). Следовательно, утверждение 
леммы верно и для уравнения (3')- Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть / € Ut ^(Е1). Тогда оба уравнения

д2 д2 dU
LU = я~2и + + а7Г՜ = f ®дх2 от2 дх (5)

д2 д2 dU
LU=d^U+d^U + a^ = t^ (5')

имеют решение вида t2h(x,t), где h(x,t) G В*(Е2).

Доказательство. Рассмотрим уравнение (5). Пусть ord f = г, Обозначим через 
( d\ d2 d .Р = Р I з՜ ) = + “J՜! Р1 f = Р(Р] 1/)> j = 1,2,. •., Р° = I (тождественный
\ CLX J CLX CLX

pi f 
оператор), q2j(x) = (~1)J j = 0,1,... Очевидно,

PJ/ = 0 when j > г + 1. (6)

Далее, положим

ft(x3) = E(-1)>*2j(2(J^ и U(x,t)=t2h(x,t).
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Покажем, что многочлен Ц является решением уравнения (5). В силу (6) имеем

LU = £(-iy (2J + 2)(2; + 1)*2У
i=o

52
pjf , 12+2j д^Р1П 

(20'4-1))!՜*՜ (2(j + l))!

+at
(2(1 + 1))! 2^+E(-^+E

3=1 ' ' j=0 (2(J + 1))!

+=/+g(֊1)i։։iS+g(-1)i<։+4(ra-

dТеперь рассмотрим уравнение (5ZT). Пусть ord f = г, P = —- + a—. Положим 
dx* dx

Л(м) = 1>2'+1(֊1)'
J=o

pjf 
(2j + 3)!

и U(x,t) = t2h(x,t).

Покажем, что многочлен У(х,<) является решением уравнения (5')- Так как 
рз/(х) = 0 при у > г + 1, то имеем

г 1 Г Я2
LU = £(-4'(у7з)1 +3)(2j + 2)<։>+1^/(։)+<։։+։дгт(Р'/Ы)+

+а(»«^(Р>/(«))] = ։/(*)+£

=</»+Е (^И)!։։,+1р<л*>+Е(-1)*-‘ 

,2r+3 <2г+3
+1՜1’'(27T3)iP'+1/(։) =</+(-Ц'(57+3)iP /(։> =</(։)՛

Лемма 2 доказана.
Основными результатами настоящей работы являются следующие три тео

ремы.
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Теорема 1. Пусть а,Ь,с £ R1. Если для любых /о, А 6 Ы* ^-(Е1) следующая 
задача Коши

агв^.и+^+^+^+си=0
ОХ£ (Лг ох оъ

< и(х,0) = /о(х) (7)
^и(х,0) = /1(х) 

Оъ

имеет решение из £* (Е2), то Ь = с = 0.

Доказательство. Пусть /0> А € СЛ ^«.■(Е1) такие многочлены, что

<7о(®) + ЪдзХж') = —(/о + а/о + с/о + &А) — *(/Г + аЛ + СА) 0.

Обозначим У(х, <) = П(х, /) -/о($) -<А(В)> гДе и(х, 4) является решением задачи 
Коши (7). Тогда многочлен У(х,1) £ иь Дь(Е+) является решением следующей 
задачи Коши :

д2 д2 дУ дУБИ = ^У + ^У + ау֊ + Ь^~ + сУ = 
дх2 д12 дх т

= -(%' + о/о + с/о + А) - <(/{' + “Л + СА) = до(х} + tgl(x)
У(®,0) = 0

(7')

Ау(х,0) = 0 
оъ

Из условия до(х) + tgl(x) 0 следует, что У(х,1) 0 в Е^_. Тогда в силу
леммы 1 имеем Ь = с = 0, ибо из начальных условий задачи (7') следует, что 
многочлен У(х,1) можно представить в виде *2Л(х,4), где А(а:,<) € и^-^*(Е^.). 
Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть а, Ь, с £ R1 и /о։А € Тогда следующая задача
Коши

д2 д2 диЬи=—и+—и + а— = 0 
дх2 от2 дх

< и(х,0) = /о(х)
^и(х,0) = Л(х) 

оъ
имеет решение из иь £ь(Е2 ).

Доказательство. Рассмотрим следующее уравнение

д2 д2 дУ
+ +“ «7 = -«+֊ ‘И+«Л).

(8)

(»)
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Бели (/□ + а/о) 4- t{f" + аД) = 0, то ord fo < 1, ord Д < 1 и, следовательно, 
многочлен U = /о(®) + ^Д(я) € Ui Дь(Е2) является решением задачи Коши (8). 
Бели f" + af" 0 и /q + o/q = 0, то ord fa < 1. Поэтому в силу Леммы 2 (см. 
(5)) уравнение (9) имеет решение V вида t2h(x,t) G Ui Дь(Е2). Тогда многочлен

U(x, t) = t2h(x,t) + f0(x) +tfi(x), t > 0,

будет решением задачи Коши (8).
Если /q +afo 0 и f"+af" = 0, то ord Д < 1. Поэтому в силу леммы 2 (см. (5')) 
уравнение (9) имеет решение V вида t2h(x,t) G U* ^fc(E2). Тогда многочлен

U(x,t) = t2h(x,t) +tft(x) + Д(®)> t > 0,

будет решением задачи Коши (8).
Наконец, если /□ + af" 0 и /" + af" 0, то в силу леммы 2 уравнения 

£Я+£Я + а^ = -(Л'+а/°) И £Я+ЙЯ + й^ = -^' + а^ 

имеют решения Hi,H2 вида t2hi(a;,t), t2/i2(x,t) G Ufc-kk(E^). Следовательно,

U(x,t) =t2hi(x,t) + f0(x) + t2h2(x,t) + tfi(x) G IJ-ME^.) 
k

будет решением задачи Коши (8). Теорема доказала.

Определение, (см. [5], стр. 178) Функция U(x, i) G С2(Е2) называется решением 
обобщённой задачи Коши (7), если

'LU(x,t) = 0, V(i,t)GE2
< U(x, 0) = f0(x), я G E1 ц0)

^-U(x,0) = f1(x), zGE1 
<71

Замечание. Из доказательства теоремы 2 непосредственно следует, что анали
тическое продолжение построенного решения задачи Коши (7) является решени
ем обобщённой задачи Коши (10).

Авторы благодарят профессора Н. Б. Товмасяна за постановку задачи и полезные 
обсуждения.

Abstract. The paper gives some necessary and sufficient conditions under which the 
Cauchy problem for second order elliptic operator of two variables is solvable in the 
class of polynomials.
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Резюме. В работе рассмотрена краевая задача, имеющая применение в физи
ческой кинетике. Доказано существование решения задачи в пространстве Со
болева (0, +оо). Получена структура решения в зависимости от физического 
параметра А. Указаны три диапазона параметра : А < Ао, А = Ао, А > Ао, в 
зависимости от которого решение качественно меняется.

$0. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматривается следующая система интегро-дифференциальных урав
нений :

эу(х,д) + _ 1^^ (0.1)
ОХ

= — А [ <р(х, — 1 < р < 1, А > 0. (0.2)
(IX «/—1

К уравнениям присоединяются следующие граничные условия :

Г1<р+ (0, д) = а / <р~ (0, -д) йд, а е К, (0.3)
./о

<р-(х,р) -> 0, х -> +оо, при — 1 < д < 0, (0.4)

Е(+оо) = Пт Е(х) = 0, (0.5)
х—>4֊оо 

где
= ““ (0.6)

\ <р (х, д) если — 1 < д < 0.



66 А. X. Хачатрян, X. А. Хачатрян

Системой уравнений (0.1) - (0.2) описывается стационарное распределение 
<р(х,р) электронов в полу бесконечной плазме, ограниченной плоскостью х = 0, 
при наличии чисто потенциального внешнего электрического поля. Здесь р — ко
синус угла между вектором скорости электрона и нормалью к границе х = 0, 

/П \2
А = 3 I — ) , где П» - плазменная частота, V - частота столкновений электро- 

\ V )
нов, ® = — - безразмерная переменная, т - геометрическая глубина среды, I - 
средняя длина свободного пробега электрона. Граничное условие (0.3) выражает 
условие непротекания.
Уравнения (0.1)-(0.2) выводятся из стационарного модельного уравнения Больц
мана в линейном приближении, без учёта в интеграле столкновений члена, учи
тывающего энергетические взаимодействия. Эти уравнения составляют связан
ную систему уравнений, определяющих одновременно как функцию распределе
ния <р(х, р), так и поле ^(х) (см. [1, 2]). Предполагается также, что электричес

кое поле направлено перпендикулярно границе раздела х = 0, по положи
тельному направлению оси ОХ. Поэтому вектор электрического поля имеет 
вид = (Е(х), 0,0), где Е(х) подлежит определению.
В настоящей работе доказывается существование решения задачи (0.1)-(0.5) и 
изучается его зависимость от физического параметра А. Оказывается, решение 
задачи, в зависимости от А, качественно меняется.

§1 . ВЫВОД ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ
Начнем со следующей леммы.

Лемма 1. Граничная задача (0.1)-(0.5) эквивалентна следующему интегро- 
дифференциальному уравнению относительно функции Е(х) :

НЕ Г°°— + Сд(х) + А / К(х- 4)Е(<) сП = 0, (1.1)

и х

{
Се՜ я + [ Е(£)сП, р > 0,

,оо «-.)°

/ е " Е{£)сИ, р < 0,

где К(х) = [
Л 8

д(х)=х[ е~х,~, (1.2)
71 8

Г°° Г°° НяС= у(х)Е(х)Нх, 7(г)=а/ е *х—. (1.3)
7о 71 з
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Доказательство. Если р > 0, то учитывая граничное условие (0.3), из (0.1) 
получаем

<р+(х, р) = Се 2 + “ Е(1)сИ, (1-4)

Г°° Г°° НяС = а Их I е~х,Е(х)^.
./о Л з

Если р < 0, то имеем

е » _Е(<)сЙ. (1-5)

Подставляя (1.4) и (1.5) в (0.2) и используя теорему Фубини (см., например, [3]), 
мы приходим к (1.1). Обратное утверждение доказывается аналогично.
Заметим, что “свободный член” Сд уравнения (1.1) зависит от самого решения.
В силу линейности уравнения (1.1) его решение ищем в виде

Е(х) = /(х) + С'Л(х), (1-6)

где /(ж) удовлетворяет следующему однородному уравнению :

К(х - <)/(<)Л = 0, /(+оо) = 0, (1.7) 

а Л(е) - решение соответствующего неоднородного уравнения :

Г°°
— +д(х) + Х К(х -4)Л($)Л = 0, Л(+оо) = 0. (1.8)ах /0

Умножая обе части (1.6) на 7(х) и интегрируя по х от 0 до +оо, будем иметь

с = (ГС_ /°° 7(<)а(<) л) 1 • (1-9)

Итак, сперва решаются уравнения (1.7) и (1.8), а потом определяется С по фор
муле (1.9). За счёт выбора свободного параметра а обеспечивается выполнение 
условия /0°° 7(<)Л(<)Л / 1. Окончательное решение уравнения (1.1) задаётся по 
формуле (1.6).
Нижеследующие параграфы настоящей статьи посвящены решениям уравнений 
(1.7) и (1.8).
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§2. ОДНОРОДНОЕ И НЕОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЯ
ВИНЕРА-ХОПФА С ВПОЛНЕ МОНОТОННЫМ ЯДРОМ
Для изучения и решения задачи (1.7), (1.8) будем пользоваться некоторыми 
утверждениями из теории уравнений Винера—Хопфа :

5(х) = [+°° Т(х - 1)8(1) (И. 5(0) = 1, 5(х) > 0, 
7о

(2-1)

Н(х) = д(х) + Т(х - *)Я(<) аг, деъ+, (2-2)

где ядро Т(х) - вполне монотонная функция, принадлежащая пространству 
£1(-оо,+оо).
Важную роль в вопросе разрешимости уравнения (2.1) играет первый момент 
ядра Т :

г+°°
и = ь'(Т) = / хТ(х)<1х.

—ОО (2-3)

Будем считать, что интеграл (2.3) сходится абсолютно. Обозначим через Т(а) 
преобразование Фурье функции Т(х) :

Сперва рассмотрим однородное уравнение (2.1).
а) Если 70 < 1) 10 уравнение (2.1) имеет только тривиальное решение во всех 

естественных функциональных пространствах (см. [4], [5]).
Ь) Если 7о = 1 и " < 0, то уравнение (2.1) имеет ограниченное, абсолютно 

непрерывное, монотонно возрастающее решение (см. [4], [5]) :

/•+°о л /*4-оо
Т(з) = / е'ахТ(х)ах и Т(0)=7о= / Т(х)(1х

У—оо 7-00
(2-4)

где р - неотрицательная мера на К+ = [0, +оо) такая, что

г+°° 1 _ Р— 
з(х) = 1+ —е-—аР(и),

•/о и
(2-5)

г+°° аР(и) / - < +оо.
/о « (2-6)

с) Если 70 = 1 и и = 0, то уравнение (2.1) имеет абсолютно непрерывное, 
монотонное, неограниченное решение такое, что

г4-оо  е~их
5(ж) = 1 4- тпх 4- / ----------- йр(и), где 0 < т.

Уо и
(2-7)
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й) Если 70 = 1 и 1/ > 0, то уравнение (2.1) имеет решение в классе локально 
интегрируемых функций медленного (степенного) роста (см. [5]).

е) Если 70 > 1 и функция ги(х) = 1 — Т(—гх) имеет обычный нуль хд, для ко
торого 3?хо > 0 и Эхо > 0, то уравнение (2.1) имеет нетривиальное решение, 
определяемое единственным образом с точностью до постоянного множителя 
в классе ограниченных функций. Решение уравнения (2.1) задаётся формул 
лой (см. [5]) :

г+оо
5(х) = 2Ае~&'х сра(ш!В - в) — / е-®“й<т(и), (2.8)

•/о
где (31 = 8?х01 ы = Эхо, Ае'в = (ш^(хо))՜1, а сг - конечная мера на К+, 
непрерывная в нуле.

Перейдём к уравнению (2.2). Аналитическому решению уравнения (2.2) для 
вполне монотонных ядер с помощью обобщённого уравнения В. Амбарцумяна 
и построению мер р и а посвящены многочисленные работы (см. например [4, 6] 
и ссылки в них), и на нём мы останавливаться не будем. Основными фактами 
являются :

1) 1) Если 70 = 1 и V < 0, то уравнение (2.2) обладает решением Н £ Ъ1 (0, +оо). 
и) Если 70 = 1 и р > 0, то уравнение (2.2) имеет решение в £]ОС(0,+оо) с лХ
асимптотикой / Н(1)<И = о(я2) при х —> +оо (см. [4]).

2) Если 70 > 1 и характеристическое уравнение 1—Т(з) = 0 имеет действитель
ный корень, то уравнение (2.2) имеет решение вида Н(х) = /1(г)-1- /Даз), где 
/1(®) е £1(0,+оо), а /г(х) € См(0,+оо) (см. [7]). Пространство См(0,4-оо) 
состоит из функций, непрерывных и ограниченных в (0, +оо).

§3. О РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЯ (1.7)
Решение задачи (1.7) с ядром (1.2) будем искать в пространстве Соболе
ва 1^(0,+оо), состоящее из функций /, таких, что £ £р(0,-|-оо), к = 
0,1,2,...,п.
Интегрируя обе части уравнения (1.7) и (1.8) от т > 0 до +оо, с учётом условий 
/(+оо) = 0, Л(+оо) = 0 и теоремы Фубини (см. [3]), приходим к уравнениям :

/(т)=а/‘“т0(т֊«)/(4)Л, (3.1)
/о

Л(т) = 5о(т) + А [ Т0(т - <)Ь(<) <Й, (3.2)

где 
лоо лоо

То(г) = / КфсИ, ро(з) = / р(<)<&- 
Ух Ух
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Из представления функции К (4) следует, что

{/■” ИзI е~х‘ ֊֊з если х > О,
1 г» 3 аз

1—1 ех‘ -т если х < 0.
Л з3

Нетрудно убедиться, что Т0(ж) £ £(—оо,+оо).
Рассмотрим функцию

Т(х) = То(в) = е“тАТо(®)> а > 0.

(3.3)

(3-4)

Для всякого а > 0 функция Та интегрируема на (—оо, 0]. Из (3.3) следует, что 
Та интегрируема на [0,4-оо) тогда и только тогда, когда а < 1. Следовательно, 
Та (а:) 6 £1(-оо, +оо) при 0 < а < 1.
Отметим, что если 0 < а < 1, то умножив обе части (3.1) и (3.2) на е“®, 
приходим к уравнениям (2.1) и (2.2) относительно функции 5(х) = е“®/(х) и 
Н(х) = еахЬ(х), (д(х) = д0(х)еах).
Рассмотрим следующие три случая а) 70 < 1, Ь) 70 = 1, с) 70 > 1.

а) 70 < 1. Как мы уже отметщти, в этом случае однородное уравнение имеет 
только тривиальное решение. Из (1.6) и (1.9) следует, что только тривиаль
ным решением обладает исходное уравнение (1.1) в определённых функцио
нальных пространствах.

Ь) Если 70 = 1, то после простых выкладок, с учетом (3.3) и (3.4), приходим к 
следующему уравнению относительно а :

“3 ^г՜՜1՜ 2
1 — а2 = А. (3-5)

Далее, рассмотрим функцию

А = А(а) = а3 1п 1
1 — а2 аё (0,1).

Нетрудно убедиться, что эта функция непрерывна на (0,1), причём А(а) > 0 
и А(+0) = А(1—) = 0. Функция А(а) строго возрастает на (0,ао] и строго 
убывает на [ао, 1). Точка максимума определяется из следующего уравнения:

2а2 , 1 , ч
3(1 — а2) ~ 1П 1 — а2'

Тогда существуют обратные к функции А (а) на (0,ао] и [ао,1), которые 
обозначим, соответственно, через Л1(А) и «*2(А).
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Вычисляя значение первого момента ядра Т(х) = Та(х) = еахХТо(х), получим

" = р(Тв) = — _ а2) ֊ 1п ■ (3.7)

Используя представления (3.5), (3.6), (3.7) легко можно доказать следующую 
лемму.

Лемма 2.
а) и(Та) < 0 при а = ах(А) и А < А(а0) = Ао,
Ь) и(Та) = 0 при а = ао и А = А(а0) = Ао,
с) р(Та) > 0 при а = аг(А) и А < А(ао) = Ао.

Отсюда видно, что число а = ах (А) является единственным значением а, для 
которого одновременно

7о = 1 и и < 0. (3.8)

Отсюда и из некоторых фактов предыдущего параграфа вытекает следующая 
теорема.

Теорема 1. Если 0 < А < Ао = А(ао), то в пространстве И7(0, +оо) задача (1.7) 
имеет решение вида

/(«) = е֊а^х8(х),

где
1) если 0 < А < Ао, то 5(х) является монотонно возрастающей, абсолютно 

непрерывной, ограниченной функцией вида (2.5), а а = ох(А) - обратная к 
функции А(а) на (0,ао],

и) если А = Ао, то 5(г) является монотонно возрастающей, абсолютно непре
рывной, неограниченной функцией вида (2.7), а а = ао является решением ха
рактеристического уравнения (3.6).

Теорема 2. Если 0 < А < Ао = А(ао), то в пространстве IV/(0, +оо) задача (1.8) 
имеет решение вида

Л(х) = е-а1^хН(х),

где
1) если 0 < А < Ао, то Н(х) £ Ьх(О, 4-оо),

п) если А = Ао, то / Н(1)<И = о(х2) при х —» +оо.
.10

В случае с) 70 > 1 сразу видно, что А > А(ао) = Ао.
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Рассмотрим теперь функцию ш(я) = 1 — Т(—։я), приведённую в предыдущем 
параграфе. Очевидно, имеем

/
+оо /*0 /*4-оо

е“Та(*)<Й = / е“Та(<)Л+ / е“Тв(*)<Й. (3.9)
■ оо »/—оо «/О

Из представления ядра Та(х) сразу следует, что если 0 < йя < 1 - а, то
интегралы в (3.9) сходятся, и поэтому

= (я + а)3 1П |1֊(я + а)2Г (3։10)

В нашем случае уравнение ю(я) = О принимает вид

203 + А 1п |1 - /32| - гАагс!ап 2 21Ы 2 = 0, (3-11)

где /3 = я + а, /Зх = $?/3 и ш = 9/3. Таким образом, верна следующая теорема.

Теорема 3.1) Если А > Ло и существует а € (0,1) такое, что уравнение (3.11) 
имеет комплексный корень яо (0 < $?я0 < 1 — а, 9яо > 0), то в пространстве 
И^О.+оо) задача (1.7) имеет решение вида /(г) = е-а®5(®), где 5(в) задаётся 
формулой (2.8).

2) Если А > Ао и существует а 6 (0,1) такое, что характеристическое 
уравнение 1 — Т(з) = 0 имеет действительный корень, то уравнение (1.8) имеет 
решение вида Л(в) = е~ахН(х), где

Н(х) = А(а:) + /2(в), А(ж) е £1(0, +оо), /2(в) е См(0, +оо). (3.12)

Замечание 1. Из (3.11) следует, что комплексный корень А = /31 + ш определя
ется из следующей системы трансцендентных уравнений :

֊ 1п [(1 + ы2 - /З2)2 + 4/3?ш2] + 2/3? - б^ы2 = О А

Аагс1ап 2/31Ш
1 + ы2-/32

+ 2ш3 — 8/32ш — 0.

„ 1 6 - >/3 1 „Нетрудно проверить, что при А = —, имеем /31 = —֊ и ш = -. В результате7Г 2 2
численного решения уравнения (3.5), (3.6) получается Ао R* 1,176. Условия $
Теоремы 3 выполняются при А = — > Ао (0 < йя0 < 1 — а, 9?яо > 0).

7Г
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§4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Краевая задача (0.1) — (0.5) в пространстве И^(0,+оо) имеет нетривиальное 
решение, причём

1) если 0 < А < Ао (70 = 1)> то

Е(х) = [5(х) + СЯ(х)] е֊а№, (4.1)

где Н(х) G Li(0,+оо), S(x) задается формулой (2.5) и S(x) = 0(1) при 
х —> +оо,

2) если А = Ао, (70 = 1), то

(4-2)

где а = а0, H е L'°c, / H(t)dt = о(х2) при х -> 4-00, S(x) задаётся 
Jo

формулой (2.7) и S(x) = O(æ) при х —> 4-оо,
3) если А > Ао (70 > 1) и выполняются условия Теоремы 3, то

Е(х) = 2Ае &,хе QIcos(wx -б} - [ e-(«+«)»d(T(u) 4-СН(х)е~ах, 
Jo

(4-3)

где 2Ае,в = [го'(го)] \ а Н(х) задаётся формулой (3.12).

Замечание 2. Значения физического параметра А можно разделить на три 
диапазона : 0 < А < Ао, А = Ао и А > Ао-
Число Ао назовем критическим значением физического параметра А. При 
О < А < Ао, решение положительно и экспоненциально убывает (см. (4.1) и (4.2)).
При А > Ао возникает затухающее знакопеременное решение (см. (4.3)).

А Г
V

В зависимости от параметра А = 3 
связан с физическими явлениями.

, качественный характер решения тесно

Авторы выражают благодарность профессору Н. Б. Енгибаряну и рецензен
ту за полезные обсуждения и цепные замечания.

Abstract. For a boundary value problem that has applications in physical kinetics 
the existence of a solution in the Sobolev space W/(0,4-oo) is proved. The solution 
depends on a physical parameter A and its structure changes in three ranges of the 
parameter values : A < Aq, A = Aq, A > Aq.
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ОБ ОДНОМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
ТИПА СВЁРТКИ НА ПОЛУОСИ

X. А. Хачатрян

Институт математики НАН Армении
E-mail: Khach.82@rambler.ru

Резюме. Работа посвящена изучению одного класса интегро- дифференциаль
ных уравнений типа свёртки на положительной полупрямой. Эти уравнения воз
никают в кинетической теории металлов, в частности в задаче о распределе
нии электрического поля в полубесконечном металле. Основным ключом иссле
дования является задача о построении факторизации соответствующего интегро- 
дифференциального оператора в виде произведения дифференциальных и интег
ральных операторов типа Винера-Хопфа. Сочетание специальных факторизаци- 
онных методов с методами теории интегральных уравнений Винера-Хопфа дают 
возможность получить не только достаточные условия для разрешимости выше
указанных уравнений, но и описать структуру построенных решений.

§ 1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим следующую задачу на положительной полупрямой :

df Г+°° df Г+°°— + bf (ж) = д(х) + ci / k1(x-t)-^-dt + c2 k2(x - t)f(t)dt (1)
use Jq du Jq

/(0) = Го > o, x G (0, +oo), (2) 

где / - искомая функция, Ь, су (у = 1,2)- действительные параметры, свободный 
член д удовлетворяет условию

0 < g е Zi(0,oo), (3)

а ядра kj(x) (j = 1,2) удовлетворяют следующим условиям консервативности : 

0 < kj G Li(—оо, +оо), kj(x)dx = 1 (У = 1.2). (4)
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Задача (1)-(4) возникает в кинетической теории металлов, где описывается за
дача распределения электрического поля в полубесконечном металле (см. [1]). 
Уравнение (1)-(4) выводится из стационарного модельного уравнения Больцмана 
в линейном приближении, с учётом члена в интеграле столкновении, учитываю
щего энергетические взаимодействия (см. [1-2])- Первые результаты по изучению 
задачи (1)-(4) в некоторых частных случаях были опубликованы в 1943 году (см. 
[1] и ссылки в нём). В дальнейшем, в более общих случаях, когда С1 = О, уравне
ние рассматривалось в работах [2-4].
В настоящей работе, с применением методов теории интегральных уравнений 
Винера-Хопфа и специальных факторизационных методов, получаются доста
точные условия для разрешимости уравнения (1)-(4) в классе Р(0,+оо) абсо
лютно непрерывных функций медленного (степенного) роста.

§ 2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Пусть Д+ - одно из следующих банаховых пространств £р(0, +оо), 1 < р < +оо, 
Д»(0,+оо), Б1(—оо,+оо), ай - класс интегральных операторов Винера-Хопфа 
(см. [5]) : Т е П, если

г+°°
(Т/)(х)=/ Т(®-*)/(*)*, Тек

./о (5)

Эти операторы действуют в пространстве Е+, причём (см. [6]) :

|СГ(ж) | (6)

Ядро Т оператора Т называется консервативным, если

О < Т 6 Ь1, /+оо
Т\х)<1х = 1.

■ОО (7)

Введём алгебры С П верхних и нижних вольтерровых операторов : £ П±,
если

(У+/)(х)= (У_/)(а!)= /,+“и_(<-а;)Л*)Й, (8)
«/О «/х

где
и± 6 £1(0,+оо).

Очевидно,
П = П+ ф П՜, (9) 
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и если Т 6 П и У± £ П*, то (см. [6], [7])

У-Т ей и ТУ+ е П. (10)

В дальнейшем изложении настоящей работы мы воспользуемся факторизацией 
оператора I — Т, где I - единичный оператор, а Т € Я :

1-т = (1-у_)(1-у+), у±е^. (и)

Факторизация (11) понимается как равенство операторов, действующих в банахо
вом пространстве Е+, причём она эквивалентна следующей нелинейной системе 
уравнений факторизации (НУФ) Н. Б. Енгибаряна (см. [6]) :

г+оо
г>+ (ж) = Т(ж) + / V- (*)г>+ (ж 4- 2)<Й,

г+оо (12)
и_(ж) = Т(-ж) + / г»_(ж 4-<)и+(*)сЙ, ж 6 (О, +оо).

■10

В особом (консервативном) случае (7) существует каноническое решение НУФ 
(12), представляющее предел в (0, +оо) х£1(0, +оо) следующего итерационного 
процесса (см. [6])

«п+1(®) = Т(±Е) + [ ^п^)‘ип(х+^ «о=0, (13)
-/о

где Л ОО
ц±(е)>0, 7± = / г»±(*)Л<1 и (1-7-)(1-7+) = 0. (14)

Jo
Заметим, что свойства решения консервативной системы (12) зависят от первого 
момента ядра Т :

С+°°и = р(Т) = / жТ(ж)йж. (15)
•/—со

Если интеграл (15) сходится абсолютно, то для консервативного уравнения (12) 
справедливы следующие утверждения (см. [6]) :

») ц(Т) >0 <=> 7+ = 1, 7- < 1,
й) и(Т) < 0 <=> 7+ <1, 7֊ = 1, (16)
։й) ц(Т) = 0 <=> 7± = 1.

В дальнейшем мы воспользуемся утверждениями следующих фактов А), В) из 
работ [6] и [8], которые относятся к интегральным уравнениям восстановления :

г+оо
р(®) = <71(®) + / «-(< - а:)р(<)сй, (17)

их

= д2(х) + / и+(ж - *)^(<)Л. (18)
•/о
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Теорема А. Если д1 € £1(0,4-оо), 0 < г»_ € £1(0,4-оо) и у- = 1, то уравнение
(17) имеет решение в £'1°с(0, +оо). Если для некоторого р > 1 имеем

/•ОО
гпр(51) = / хрд!(х^х < 4-оо, 

1о

то тр-1(/) < 4-оо.

Теорема В. Если д2 £ £1(0,4-оо), 0 < п+ € £1(0,4-оо) И7+ = 1, тов£'1ос(0,4-оо) 
уравнение (18) имеет решение

1>(х) = р + т/>1(х)+ф2(х), (19)

где
Л ОО 1*00

р = иТ1 / д2(х)<1х, и+= I хо+[х)(1х <+<х> (р = О при 1/+ = оо) 
Уо ՛ 1о

и Е (70(0,4-00), ^>2 £ £1(0,4-оо), где Со(0,4-оо) - банахово пространство 
непрерывных функций /, для которых /(4-оо) = 0.

§ 3. ЗАДАЧА ФАКТОРИЗАЦИИ
Уравнение (1) запишем в операторной форме

(Б + Ы-с1К1Б-с2К2)/ = д, (20)

где (Л/)(®) = и X; е й () = 1,2). Рассмотрим следующую задачу фактори
зации : для заданных Б и К, £ П (3 = 1,2) и для каждого а > 0 найти 
такой оператор Та £ П, чтобы имела место факторизация

Б + Ы- С1К2Б - с2К2 = (I — Та)(Б 4- аГ). (21)

Факторизацию (21) мы будем понимать как равенство операторов, дей
ствующих в пространстве Соболева И^(0,4-оо) (№£(0,4-оо) - простран
ство функций /, для которых £ £р(0, 4-оо) (к = 0,1,2,..., п)).

Теорема 1. Пусть () = 1,2) - консервативные ядра операторов К} £ П. Тогда 
для каждого а > 0 справедлива факторизация

Б + Ы- с^Б - с2К2 = (1- Та)(Б 4- а1).

Ядерная функция оператора Та £ П имеет вид

Та(х) = С1А1(а:) 4- [ {с2к2(С) — ас1Л1(4)} е-а^_^й4- (а — Ь)е-“хв(г), (22)
—ОО
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где
... f 1 если х > О
0(z) = < ~ ,

( О если х < О
И То е Wi(-oo, +оо) если £ W/(-oo, +оо).

Доказательство. Если Га — обратный оператор дифференциального оператора
D 4- al в Wi(0, +оо),՜ то Га £ П+ и

(ГО/)(Е) = Г e~a^f(t)dt, а > 0. (23)
Jo

В силу (10), получаем Rj = KjTa £ П (; = 1,2), причём ядра операторов Rj 
соответственно имеют вид

г,(®) = [ £ W/f-oo, +оо), (у = 1,2). (24)
J — ОО

Кроме того,

D + Ы — c^KiD — С2К2 = D + al — al + Ы — c^K^D — С2К2 = (7 — Ta)(D + al), 

где
Ta = С1К1ОГа + сг-КгГа + (а — 5)Га. (25)

Используя формулы (24), (25) и равенство

ОГа =1-аГа (26)

получим факторизацию (21). Оператор Та £ О действует в пространстве 
1^/(0, оо), и, при дополнительном предположении € ТУ^—оо, +оо), из (22) 
вытекает, что Та £ ТУ/ (—оо, +оо). Теорема 1 доказана.

Лемма. Если существуют ь'(^) < +оо (у = 1,2), то существует и(Та), причём

„(1у = й4У + 1^ + *^. (27)
а а а2

Доказательство. В силу существования v(kj) < +00 (j = 1,2) и теоремы 
Фубини (см. [9]) будем иметь

/4-оо /*4-оо /»я;
xTa(x)dx = cif(fci) — aci / х k1(t)e~a^x-t^dtdx

■00 J—00. J—00
+ C2 f x f fca(t)e a^x~^dtdx + (et — b) f 

J—oo J—00 Jo
xe axdx

= cj.v(ki) — aci 4-C2

а2
1 — ci С2 — b

a — b^(^2) J_
а а2 а2

c2------- а
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Лемма доказана.

§ 4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)-(4)

Теорема 2. Если существует а > 0 такое, что Тв(я) > 0, то при Ь > а задача 
имеет положительное решение /(х) в пространстве (0, +оо) вида :

/(®) = гое՜“’ + Г е-^х-*}Р(1.)сИ, 0 < Е € £1(0, +оо). (28)
■/О

Доказательство. Используя разложение (21), уравнение (1) можно переписать
в виде :

(1-Та)(П + а1)/ = д. (29)

Решение уравнения (29) сводится к последовательному решению следующих 
уравнений

(1֊Тв)Г = <7, (30)

(Л + а/)/ = Е. (31)

Уравнение (30) перепишем в раскрытом виде :
у+оо

Р(х)=д(х) + Та(х -<)Е(*)<Й. (32)
Уо

Рассмотрим следующие итерации :
у+оо

р(п+1\х) = д(х) + Та(х-^Р^^)сИ, Е(о) = 0, (п = 0,1,2,...) (33)
Уо

Поскольку 0 < Та £ £1(—оо, 4-оо), то с учётом формулы (3) и по индукции легко 
можно проверить, что имеют место следующие факты :

1) </(я) < Р^п\х) 6 £1(0, +оо) (п = 0,1,2,...) и п) Е^”^(я) | поп. (34)

Кроме того, имеем
/•+оо /*4-оо г 4- оо /*4-оо
/ Р<֊п+1\х^х = / д(х)<1х+ / / Та(х— t')F^n\t)dtdx

Уо Уо Уо Уо
/•4-со г 4-оо /»4-оо

< / д(х^х+ I I Та(х — t')F^^n+1\t)dtdx.
Уо Уо УоГ

Изменяя порядок интегрирования в последнем слагаемом, получаем
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и поскольку Ь > С2 имеем

/+°о г _
то(х)ах = 1 - —

-оо СИ
< 1.

Следовательно,
Л00 р(„+1){х}(1х < /о+°° $(»)<*» 

./о ~ 1-7
Таким образом, из теоремы Б. Певи следует (см. [9]), что последовательность 
функций {^(п)(Е)}п=0 сходится почти всюду в (0,+оо) к суммируемой функции 
Е(х), которое является решением уравнения (28). Переходя к пределу при п —> оо 
в неравенствах 1) и (35), получим

Г+°° Г+°° Г+°° а(хЫх
/ д(х)(1х < / Е(х)<1х < . (36)

•/о ./о 1-7

Из дифференциального уравнения (31) получим

^ + а/(х) = Г(х). (37)
ах

Наконец, используя начальное значение /(0) = го, получим единственное реше
ние (28). Теорема 2 доказана.
Возвращаясь к случаю Ъ = сг предположим, что < +оо (у = 1,2). Очевидно, 
7а = Та(х)(1х = 1, если Ъ = сг. Итак, если Ь = сг и Та(х) > 0, то 
получаем консервативное решение уравнения Винера-Хопфа. Далее, используя 
факторизацию (10) для оператора I — Та, решение уравнения (1) сводится к 
последовательному решению следующих трёх уравнений :

(1-У2)<р = д, (38)

= (39)

(Р + а!)/ = (40)

Для Ь = сг имеем и(Та) ֊ + -——.
а а

а) Пусть теперь 6։/(&г) > сх — 1. Тогда и(Та) > 0 <=> 7“ = 1, 7° < 1 и 
уравнение (35) имеет положительное решение 0 < ф £ (0, +оо), поскольку
0 < д £ £1(0, +оо). Уравнение (39) перепишем в виде

^(х) = <р(х) 4- (41)
о
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Из теоремы В вытекает, что уравнение (41) имеет положительное решение 
в Ь‘°с(0, +оо) вида :

ф(х) = ра+ф1(х) + ф2(х), (42)

где
Г+°° Г+°°ра = [у?] / ч>(х)<1х, ”+= хь°(х)<1х < +оо

Уо -/о
и 6 Со(0,4-оо), ф2 € £1(0,+оо). Используя начальное значение /(0) = г0> 
с учетом (42) получим решение уравнения (40) :

Дх) = (1 - е՜“*) 4- тое~ах + Г [^(*) 4- ^2(*)] <Н. (43)
л 7о

Ь) В случае Ьи(к2) = С1 — 1, имеем и(Та) = 0 <=> 7± = 1, и при дополнительном 
предположении, что тп^ (д) < 4-оо, в силу А) получим, что (38) имеет решение 
О < £ £1(0,4-оо). Кроме того, 7“ = 1 и поэтому с учетом теоремы В,
уравнение (39) имеет решение в ^"(0,4-оо) вида (42). Таким образом, если 
7Т11(р) < +°°> то в классе Р(0,4-оо) задача (1)-(4) имеет положительное 
решение вида (43).

с) Пусть Ъи(к2) < С1 — 1. Тогда у(Та) < 0 <=> 7“ < 1 и = 1. Если 
тп.1(д) < +°°> то в силу теоремы А, уравнение (38) обладает решением 
О < <р 6 £1(0,4-оо). С другой стороны, 7“ < 1, и следовательно, уравнение 
(39) имеет решение 0 < ф 6 Ах(0,4-оо). Решая уравнение (40) с начальным 
условием /(0) = т*о, получим

/(х) = гое~ах 4- Г е-а{х-*}^)сИ е И7(0,4-оо), 0 < ф £ Ь1(0,4-оо). (44) 
Jo

Нами доказана следующая теорема.

Теорема 3. Предположим, что Ъ = с2 и существует а> 0 такое, что Та(х) > 0. 
Тогда :

1) если и(к^ < 4-оо (у = 1,2) и Ьи(к2) > сх — 1, то задача (1)—(4) в классе 
Р(0,4-оо) имеет положительное решение вида :

/(х) = ра (1 - е~ах) + гое՜“® + [’ е֊“(*֊‘) [ф^ + ф2(Г)] Й, (45) 
Jo

где ф1 & Со(0,4-оо) и ф2 Е Ь1(0,4-оо),
и) если и(к]) < 4-оо (у = 1,2), Ь1/(к2) = сх — 1 и гпх(р) < 4-оо, то в классе 

Р(0,4-оо) задача (1)-(4) имеет положительное решение вида (45),
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Ш) если < +оо (у = 1,2), Ьр(Л2) < с2 — 1 и тгц^д) < +оо, то задача 
(1)-(4) имеет следующее положительное решение в пространстве Соболева 
W}(0, +оо) :

/(ж) = гое~ах + [ е-а^-^ф(Ф)<]Л. е ТУ/(О, +оо), 0 < ф 6 £1(0, +оо).

В случае Ь < с2, задачу (1)-(4) для общих ядер к/.£ £1(-оо, +оо), (у = 1,2) пока 
не удаётся изучать. Здесь мы ограничимся случаем вполне монотонных ядер. 
Обозначим

(У = 1,2),

Л
А,- з к^(х)(1х = 1,

(46)

(47)

Теорема 4. Пусть существуют параметры Ь,а,С2 (Ъ < с2) и а > 0 такие, что

1) Та(х)>0,
2) уравнение 1 — Та(з) = 0 имеет действительный корень з, где Та(з) = 

/+~е"хТа(х)<1х.

Тогда задача (1)֊(4) в классе Р(0, +оо) обладает решением следующей структу
ры :

/(®) = Г е֊“(’֊‘) {А(4) + /2(4)} А + гое-“’, (48)
./о

где А е £1(0, +оо) и /2 Е См(0, +оо).

Доказательство. Условие с2 > Ь влечет 7 > 1, и следовательно уравнение 
(32) называется неоднородным уравнением Винера-Хопфа с суперкритическим 
ядром Та(х). В работе [10] доказано, что если 7 > 1, д 6 £1(0, +оо), то уравнение 
1 — Та(з) =0 имеет действительный корень з, то (32) имеет решение следующей 
структуры

^(г) = А(®)+А(®), где Л £ £1(0,+оо) и /2 6 См(0, +оо).

Следовательно, если существуют Ь, С1,с2 (6 < сг) такие, что 1 — Та(з) = 0 имеет 
действительное решение з, то решая уравнение (34), приходим к результату (44). 
Теорема 4 доказана.

В заключение я выражаю искреннюю признательность профессору Н. Б. Енги- 
баряну за полезные обсуждения.
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Abstract.The paper is devoted to the study of a class of convolution type integro
differential equations on the positive semiaxis. These equations arise in the metal 
kinetic theory, in particular in the problem of electric field distribution in a semi
infinite piece of metal. The approach is based on representation of the corresponding 
integro-differential operator as a product of Wiener-Hopf differential and integral 
operators. A combination of some special factorization methods and the standard 
Wiener-Hopf methods leads to sufficient conditions of solvability as well as to a 
description of the structure of the solutions of the equations.
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