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О НЕКОТОРЫХ СООТНОШЕНИЯХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
НА ОКРУЖНОСТИ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

С ФИКСИРОВАННЫМИ ПОЛЮСАМИ

А. В. Абрамян

Ереванский Государственный Университет

Резюме. В настоящей работе получены рекурентные формулы дла ортогональ­
ных на окружности рациональных функций с фиксированными полюсами. Дока­
зана теорема о существовании ортогональных рациональных функций, множес­
тво нулей которых всюду плотно в замкнутом единичном круге.

§1. ВВЕДЕНИЕ, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
1. Рассмотрим систему Малмквиста рациональных функций {г&(з)}> ассоцииро­
ванной с последовательностью комплексных чисел {^ь}, |зд| < 1 :

(1-Ы2-)1/2 
1 -

(1֊Ы2)1/2 
1-гп2:

П֊-м. п=1,2,... д-о 1 “ гкг гк (1-1)

Известно, что система (1.1) ортогональна на единичной окруьности Т = {£ : £ = 
е'в, 0 < 1? < 2тг} относительно веса (2ж)_М<?, т.е.

֊ [ гп^)гт(^ = 6пт = [1 при п = т 
при п / т

п, т = 0,1..., £ = е’л.

Пусть р.(д) - произвольная ограниченная неубывающая функция на отрезке [0,2тг] 
с бесконечным множеством точек роста. Следуя М. М. Джрбашяну, ортогона­
лизируем упорядоченную последовательность рациональных функций (1.1) на 
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окружности Т относительно меры (2тг)-1йд. Получим последоварельность рацио­
нальных функций {уч(я)}£10, удовлетворяющих условиям, определяющим функ­
ции этой последовательности единственным образом :

у>,,(г) = апгп + ..ап > 0, п = 0,1,2,...,

= 6пт, П,ТП= 0,1,2,...
27Г ,/у

Теорема 1.1. Справедливы соотношения :

<рп+1(г) = ап я„ - я
1֊ Зп+1*

1^+11 

^п4֊1
У’п(г) + &П <(*)>

<(2) + Ьп
Яп~ Я 

1 - яп+1з

1 ЯПЯ

1 - Йп+1Я
(1-2)

«п+1
4>п(г),

1 - япг
1 гп+1^

где

Рп+1(3) =ап

Вп{я) тт Як— я 1^1 
/=о 1 “ ЯкЯ Як ’

1-|яп|2 \ Ч>*ПМ )' Ь,
1 гп+1гп Уп + 1(гп) 

1~12п12 КМ

Заметим, что формулы (1.2) можно вывести из одной теоремы М. М. Джрба- 
шяна [1] (часть 1). Предлагаем более короткое доказательство. Доказательству 
предпошлем лемму, доказанную М. М. Джрбашяном (см. [1], часть 1).

Лемма 1.1. Имеет место формула :

... йп (1 ֊ |*п|2)1/2 <----- г-
¥>»(*) = -Щ-------—-------2^^(я„)^к(я).

Доказательство : Пусть <р*(г) = ^пк</>к(я). Тогда

Jт ятг ,/0

Так как 1Вп(£)<рк(£) = £"=0 ^,*’,։(£)> то Ап1. = ипк/ап и

4 яп 2тг։ дт гп

*п

Доказательство теоремы 1.1 : Рассмотрим разложение
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1~ (1-3)

при /г < п — 1 имеем

А‘П) = *я+1/р>(№(0)-
27Г Ут Ип + 1 — {

Учитывая, что

1~ гп+1£ 

гп + 1 ~ £
Р*(£) = 53 К) + 

1=0

1֊1*п+1|а 

«п+1 - £
Рфп+1),

найдем
а<“> = (1 - |г„+1|2)^(гп+1)гп Л = 0,1,...,п-1, (1.4)

где 6п = ֊ [ ер(0). Далее,
лТГ Уу 2?п+1 ъ

Легко вычислить

; я+1>(о~—
гп+1 Ч гп+1~Ч

= Л [ гп^)<рп^)
1 — £п+1Ч 1т

€г„(е)

1 - зп+1£

1 
2%

2п+1 ~ 4 
1 - «п+1^

^) =»•п(^)^п(^)

= ^(1-1*п12)1/2 

Хп

гп ~ 2п+1
1 - «П+1А.

Учитывая, что (ип) = 1*п1
гп (х-Ы2)1'2’найде“

^п+1 -(

1 ~ 2п+1€ £ ~ %п

=
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л£*> = ^+1֊±> + (1 _ |Я?П+1|=)У>„ (г„+1)5п. (1-5)
1 %п+1

Вычислим ч г е
айх=^- / /"+; >.юрп+1(о^=

+ 2тг Ут 1 - 2п+15

2*՜ Лг “-И

где 1 У X

?.« - й / г4-7’’“«>’'-«к>‘м= 27Г 1 ^п + 1Ч

= (1 - |*п+х|2)1/2^ / / = (1 - 1^+112)1/2^(-»+!)•
2тг։ Ут гп+1 - < 1 - Яп+К

Следовательно,
А<"Л = ֊«^1(1 ֊ |^+1|2)1/2^(г„+1). (1.6)

Учитывая формулы (1.3) - (1-6) и лемму 1.1, получим

*П-Я Уп(г) = 4<Р»+1(г) +9п^+1(г), (1-7)
1 ^п+1^

где 4 и ?ц - некоторые коэффициенты. Переходя к *-сопряженному в формуле 
(1.7), получаем

*»±.1 1 ji2 *(г) = 4^+1(я) + qn<pn+1(z). (1.8)
|Zn+l| 1 - гп+12

Итак, из (1.7) и (1.8) получим

4/П_~\у>п(г)-qn ^+1 1-7"Z У;(к) = Щ>п+1(г), (1.9)
1 гп+1г |гп+1| 1 гп+1г

где дп = |£n|2 — |çn|2- Аналогично, переходя к *-сопряженному в формуле (1.9), 
получим

<пГГ'+1| / ~g"ï^n~i՜Z =
|Zn+l| 1 - «n+l« l-«n + l*

При z = zn из (1.9) и (1.10) имеем

3n+l _ 1 ^n + l^n ^Pn+l(Zn)
%n+irMn l-|zn|2 <p*n(zn)

(■n — Pn
l^n+ll 1 ^n+lzn Уп+хС2) 
«n+x 1-|г»|2 <f>nM ’

(1-10)

(1-11)

(1-12)

Учитывая, что p„ / 0, из (1.9) и (1.12) выводим формулы (1.2).
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Следствие 1.1. Имеет место формула (см. [1], часть 2) :

п 
ап(£,*) = =

*=0

_ (1-Хп+1Х)(1-ХП+1£) •Рп+1^)У>п+1(г)-У,п+1(^<рп+1(х)
1-|зп+1|2 1-£г

Следствие 1.2. Все нули <рп(х) лежат в единичном круге |г| < 1.

Следствие 1.3. Имеет место формула

1 - Ы2 1 у | |2 _ у՝ 1 - |2Ьп|2 п -
|1-^п|2|Рп(£)12^0ЬМС)1 “ЙИ-г*п|2’ ( 3)

где гьп (Л = 1,2,..., п) - нули многочлена <рп («)■

§2. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ВТОРОГО РОДА
Рассмотрим рациональные функции

1М2) = ^֊֊ [ ру>п(£) ֊
27ГС() ./у Ч — 2

где
с° = ֊֊ [ <1р(д) и 7п = [ <рп(£)<1р.(0).

Теорема 2.1. Имеет место формула :

М^Ш2) +^п(2)<(2)} = 2]—у уу\Яп(2)- к* «пД1 2пг)

Доказательство: Пусть

гы(2л) лтг — я

тогда

^п(х) + ^„(г)Г(г) = -^7 (2.2)
7Гс0 ит 1 ~ тс0 ->Т 1 — С

Из равенств (2.1) и (2.2) имеем

МРп(*)^(*) + Рп(г)С(2)} =

= А [

л՜ Ут 1 — & п./т 2 ~ £
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Так как (см. [1], часть 1)

_ £г։К)„(.) +----- ------------ (2-3)

<1р(4) = -—Вп^ [ 8п^^<1р(0)-
7Г Уу 1 — ^2 % %п ]т 1 %п£>

1- |кя|2Вп(г)рп(*) Г Рп(а | 
г - гп я՜ Ут 1 “ *»€

1-гягВп(г)ув(г) Г 1 — гп£ Уп(£) . ,
■г ֊ г„ тг .1т 1 ~хп£ 1

Таким образом, 
со{‘Рп(г)'Фп(.г) + (Рп(г)С(г)} =

= 2(я г՜^"12* г)В"(^ + Вп{г^п{Я) [
(г- «п)(1 - гп2) я дт

где

^п(£։ г) —
1 -г„г 1 ֊ гп£ 1 _ 1 - |гя|2 1 1
г Яп 1 — яп£ 1 — £г г — гп 1 — гп£ г — £ К1 1.

Следствие 2.1. Справедливо равенство :

Сой
тМ£)1 
Рп(£) /

_1֊|гп|2 1 .
“И-*п12 Ы£)12’ И1 = 1- (2-4)

Следствие 2.2. Имеет место равенство :

[ гк^ап{^ = [ гк(№Ю, 
•!т ,/Т

где
^я(151) = 1- |г"1Э ™ к = 0,1

К-2п|2 к?п(£)|2 п.

Теорема 2.2. Справедливы соотношения :

Мг)=ап-гп^г 
1-«п+13 «п+1 1 - гп+1«

= ап֊^-Гп^) ֊ Ья- V г |г"+1
1 - гп+1г 1 - хп+1г гп+1

Доказательство : Из (2.1) и (2.2) имеем

^п+1(*) - «пЛ = -Ь,
1 ~ гп+1Х 1 - «п+12
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где

= ֊1 ZnZ B^z} [

7TC0 JT % s 1 ^’n+1^’ ttcq Jt z — s

+ bn/n_~Z |Zn+11-- [
1 - Zn+lZ *n+l irco JT 1 - (z

После преобразования с использованием (1.2) и (2.3) имеем

J(z) = [ •Рп+Лр Гх _ .1 ֊ znz *>+!֊£ | d
пс0 Jt z-t, ( z„+i - z 1 - z„< J

Остается заметить, что

1 _ 1 ~z"z z"+i _ (z-€)(l-gnzn+i) 
zn+i - z l-z„( (z - z„+i)(l -znf)’

Используя (2.3), найдем J(z) = 0. Теорема доказана.

§ 3. РЕКУРЕНТНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЧИСЛИТЕЛЕЙ
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ
Пусть <pn(z) = T„wn(z)/nn(z), где тп = <р„(0), п = 0,1,.. 

п п
шп(*) = П(г֊&п) и 7T„(z) = JJ(l-zfcz) (|&п| < 1, k = l,2,...,n). 

fc=l k=0

Согласно определению p„(z) = z~1Bn(z)pn(z-1) = AnTnW*(z)/7rn(z),

A-= ]!("֊) и =
*=o V Zk /

так формулы (1.2) принимают вид

wn+i(z) = un(l - znz)u*(z) - vn(zn - z)un(z), (3.1)

wn + l(Z) = «n(1 - ^nz)u*(z) - UnfZn - z)un(z),

«n(z) = (1 - IZnlV^n+lW/ Wn(z) = [«n+l(0) + znwn(0)]/ (1 - |znw„(0)|2),

Vn(z) = (1 - |«n|2)-1<+i(z)/w;(z) =[14- ZnWn(0)wn+i(0)]/ (1 - |z„w„(0)|2).

Теорема 3.1. Имеет место тождество
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*4-1

= Па-ы’)֊“-=^
k=0 1 71

1-

— Пи I |2м •( м2 ~ 1ь,*+1(0)|2"й ** К (1-|^*(0)12

Доказательство : Вычисление интеграла дает

fc+i
(3-2)

ехр
2 1 n

da f = 1Ж)֊ (3.3)

Далее, из (3.1) при г = (ьп+1 и & = 1,2,...,« +1 имеем 
п+1 / 2\ "+1

w, П wn + l(£*՞)' 
fc = l

(3.4)

а при z = £кп к — 1,2,..., п 
п+1___________ п

П ып+1(&») = ”МЫ П Wn+lKfcn)- 
1=1 1=1

(3.5)

Из (3.3) и (3.5) следует (3.2)(при гк = 0, к = 0,1,2,..., см. [2]). 
Заметим, что

ехр (֊ [[ ֊£ Д = ft |Ф*(я*)|2?гп(як).

( J У|ж|<1 lPn(z) ) к=0

Следствие 3.1. Имеет место равенство Фп(г) = <Рп(^)/тп и, следовательно, 
ехр|՜՜ // Л):4П1ф"(*‘)1а,г"(*'4

( 7Г7^|1|<1 Рп(г) ) \1=о /

Следствие 3.2. Справедливо равенство :

|г.Г։ =м-’П

1=0

1֊|Ц*+1(О)|2
1- |з*Ык(О)|2՜

Теорема 3.2. Для того, чтобы |ы*(я)|1/” —> 1 при п —> оо равномерно внутри 
|г| < 1 необходимо и достаточно, чтобы

1 I |2 « П-1
|Г-^п1л(арЕ|'’։({)|’"’1+ м

где знак означает слабую сходимость в С(Т).
Доказательство: Из (1.13) имеем

1 Г 1 — 1г I2 12^ 1т |1֊М2п|М012 Й 1<Р‘К)|21п к= 1пК(г)|1/П- 

Остается воспользоваться леммой 2 из [3].
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Теорема 3.3. Если lim zn = 0 и Нт шп(0) = 0, то для любого f 6 С(Т) и п—>оо п—>оо
произвольной фиксированной точки имеет место предельное соотношение

п—>оо П * Z7T Jrr
fc=l

где f,nk (к = 1,2,..., п) - нули многочлена Fn(z) = un(z) + (и* (z).
Доказательство : Так как все нули многочлена шп (z) лежат внутри единичного 
круга \z\ < 1, то все нули многочлена Fn(z) лежат на единичной окружности Т 
(см. [7]). Достаточно доказать, что lim |Fn(z)|1/n = 1 равномерно внутри |z| < 1 

п—>оо
(см [4]). При условиях теоремы легко доказывается (см. [4, 5]), что при zjt = О
(/г = 0,1,2,...) |<(z)|1/n —> 1 и —> 0 равномерно внутри |z| < 1.

wn(z)

Теорема 3.4. Для произвольной последовательности комплексных чисел {z*} 
(|zfc | < 1, It = 0,1,2,...), существует последовательность комплексных чисел {ы*} 
(|wj;| < 1, k = 0,1,2,...) такая, что множество нулей полиномов wt(z) = zk +..., 
определенных по формулам

wt+i(z) = u*(l -zfcz)wj(z) -vk(zk -z)uk(z), w0(z) = 1, k = 0,1,2,...,

wfc = (wfc+i + zjtwfc)/(l - |zfcwit|2), k = 0,1,2,...,

= (l + ztwtwfc+i)/(l- |ztwt|2), k = 0,1,2,...,

всюду плотно в замкнутом круге |z| < 1.
Теорема доказывается методом работы [6].

В заключение заметим, что формулы (1.2) имеют свои՛ аналоги в теории 
ортогональных на единичной окружности многочленов (см. [5]).

Abstract. The paper derives some recurrent formulas for orthogonal on the circle 
rational functions with fixed poles. A theorem on existence of orthogonal rational 
functions with a set of zeros everywhere dense in the closed unit disc is proved.
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АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО 
д-ХРОМАТИЧЕСКОГО ПОДГРАФА

Р. О. Адамян и С. Е. Маркосян

Ереванский Государственный Университет 
Е-таП: r.uboam@yahoo.com

Резюме. В настоящей работе исследована задача нахождения максимального д- 
хроматического подграфа, где д - натуральное число. Построен класс графов 
сравнения, для которых алгоритм, приведенный в [1], не дает оптимального 
решения, когда д = ш — 2, где ы - число вершин наибольшего полного подграфа. 
Предложен оптимальный алгоритм для графов сравнения, когда д = ш — 2.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть С - обыкновенный граф с хроматическим числом х(С) и д (1 < д < х(<х)) 
- целое число. Найти частичную д-раскраску (д-хроматический подграф) в гра­
фе С значит найти д непересекающихся, независимых подмножеств 8\, 82,..., 
множества вершин С. д-хроматический подграф будем называть максимальным 
(т.е. обладающим оптмальной д-раскраской), если число “раскрашенных вер­
шин” 1ик><д^>1 принимает свое максимальние заначение. Поэтому задачу на­
хождения максимального д-хроматического подграфа иногда называют задачей 
нахождения д-максимальных независимых множеств (д-МПЗ).

Проблема нахождения максимального д-хроматического подграфа является 
обобщением проблем нахождения наибольшего независимого множества (д = 1) 
и раскраски графа минимальным количеством красок (д = х(^)). Впервые 
задача д-М18 была сформулирована и решена для графов интервалов в работах 
[2], [3]. Потом были разработаны алгоритмы решения этой задачи для классов 
хордальных [4], транзитивно и котранзитивно ориентируемых графов [1], [5], [11]. 
Некоторые свойства оптимального (максимального) д-хроматического подграфа, 
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связанные со свойствами minimax соотношений, были исследованы в работах [6], 

И-
Обыкновенный неориентированный граф G = (V, Е) будем называть графом 

сравнения, если существует взаимно-однозначное отображение между вершина­
ми графа и элементами некоторого частично упорядоченного множества такое, 
что между двумя вершинами существует ребро тогда и только тогда, когда 
соответствующие элементы частично упорядоченого множества сравнимы [8]. 
Класс графов сравнения совпадает с классом транзитивно ориентируемых гра­
фов. Иногда граф сравнения будем обозначать G = (V, Г), где Г - многозначное 
отображение как в [9].

Граф будем называть графом косравнения, если его дополнение является 
графом сравнения. Нахождение максимального ^-хроматического подграфа в 
графе G эквивалентно нахождению таких полных подграфов Ki, К2, ■ • •, Kq 
в дополнении графа G, что |Ui<j<j^jI имеет максимальное значение. Эта 
задача является задачей нахождения q максимальных полных подграфов. Задача 
нахождения q максимальных полных подграфов для графов сравнения имеет 
эффективное решение [5]. Следовательно, задача нахождения максимального q- 
хроматического подграфа для графов косравнения имеет эффективное решение.

Если каким-то способом транзитивно ориентировать граф сравнения G, то 
длина самой длинной цепи в транзитивно ориентированном графе G равна хро­
матическому числу графа G [9]. Следовательно, для нахождения максимального 
^-хроматического подграфа графа G, необходимо удалить из G минимальное ко­
личество вершин У, чтобы в графе G— Y не осталось цепи длиннее q. Количество 
удаляемых вершин не зависит от того, каким образом транзитивно ориентирован 
граф G, чтобы получить ориентированный граф G, так как число вершин наи­
большего полного подграфа произвольного графа сравнения G равно длине самой 
длинной цепи любого транзитивно ориентированного графа G, полученного от 
G.

Теперь определим понятие ранжировки транзитивно ориентированного гра­
фа. Ранжировкой транзитивно ориентированного графа G = (У, Г) называется 
разделение множества его вершин V на подмножества Х2, • • •, Xw(Gj следую­
щим образом
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. Очевидно, что каждое подмножество X] является независимым множеством 
вершин, а разбиение Х1, Х2,Хш(в) - минимальной раскраской графа С.

В [1] приведен следующий алгоритм для нахождения максимального 9- 
хроматического подграфа в графе сравнения б.

1. Граф б транзитивно ориентировать и обозначить полученный граф через 
бы.

2. Взять к = ы.
3. Ранжировать граф б*.
4. Построить сеть с добавлением вершин ։ и / к вершинам б*, где участ­

вуют только ребра между соседними рангами ранжированного графа Сь, а 
вершины з и 4 соединены со всеми вершинами первого и последнего рангов 
соответственно.

5. Найти в сети ТУ* минимальный вершинный разрез У*, с помощью алгоритма 
нахождения максимального потока.

6. Построить граф б*-1 = бк — Уь.
7. Если к = 9 + 1, то завершить работу алгоритма, в противном случае взять 

к = к — 1 и перейти к шагу 3.
В 5-ом шаге алгоритма существенно то, что выбирается вершинный раз­

рез, получаемый с помощью алгоритма нахождения максимального потока, а не 
произвольный минимальный вершинный разрез. Например, для получения мак­
симального ы — 2-хроматического подграфа в графе, приведенном на Рис. 1, до­
статочно удалить вершины Х1 и однако если алгоритм возьмет произвольный 
минимальный вершинный разрез, то число удаляемых вершин может быть 3.

Рис. 1.
Очевидно, что этот алгоритм дает оптимальное решение при 9 = ш — 1, но 

не дает оптимального решения при 9 = ы — 2, см. Рис. 2.
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Ясно, что в первом цикле алгоритм удалит из графа бш вершину уш. В 
результате получится ш — 1-хроматический граф бш_х. Во втором цикле из графа 
бы_х будут удалены вершины Гц,«21,«эх, (см. Рис. 3). Итак, мы получили 
и — 2-хроматический граф бш-г имеющий 4ы — 8 вершин.

Рис. 3. Граф Ош-2, полученный в конце второго цикла.

Рис. 4. Максимальный! ш — 2-хроматический подграф.
Заметим, что максимальный ы — 2-хроматический подграф в графе б, 

который получается из б удалением вершин я2ы_з, «хи>-2, «4ш-2> содержит
4ы — 7 вершин (см. Рис. 4). Следовательно, алгоритм полученный в [1] не 
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оптимален.

§2. ОПТИМАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 
^-ХРОМАТИЧЕСКОГО ПОДГРАФА ПРИ ? = ы - 2
Рассмотрим следующий алгоритм.

1. Любым способом транзитивно оринтировать граф С, затем ранжировать 
полученный граф Сы.

2. Добавляя вершины з и 1 к графу построить сеть Мш, где участвуют 
только ребра между соседними рангами ранжированного графа Сш, а вер­
шины я и I соединены со всеми вершинами первого и последнего рангов 
соответственно.

3. Найти в сети ТУЫ минимальный вершинный разрез Уи.
4. Построить транзитивно ориентированный и ранжированный граф бш-х = 

Сш-Уы.
5. Из ранжированного графа бш_х построить сеть ТУ^-х, как это было сделано 

для сети Ми ап<1 бш.
6. Добавить удаленные вершины Уш к ТУш_х следующим способом. Пусть Хо = 

{з}, Х1,..., Хш_1, Хш = {/} - ранги сети ТУ^-х. Вершину у € Уш добавить 
между рангами Хц- и Хь+х, так, чтобы все вершины, предшествующие у в 
графе — (К, \ {у}), находились бы в рангах Хо, Х^, • • -,Хк, а все после­
дующие у вершины находились бы в рангах Хь+1, ■ • •, Хш_х, Хш. Очевидно, 
что для каждой вершины у € Уш существует единственное число к такое, 
что вершину у можно добавить между рангами Хц и -Х\-+х. С каждой вер­
шиной у £ Уш, добавленной между рангами Хк и Хк+х, добавить те дуги из 
графа которые соединяют вершины у с вершинами в рангах Хк и Хь+х. 
Полученную сеть обозначить через

7. Для каждой вершины у, £ Уш к сети ТУ՝3’_1 добавить вершины з,- и <,■ и 
дуги (з, з,), {(з,-,и) / и £ Гу,}, (<,-,<), {(«,<,) / V Е Г-1у,}. Полученную сеть 
обозначить ТУ. ՝

8. Найти минимальный вершинный разрез У^-х в ТУи}+1.
9. Ущ_х раделить на две части Уш֊х = УЗ-х и У<։, где

К։ = уш-1 п {з{,ъ / у,- £ уы}, уЗ_х = уы_х \X- -.-гЕПШ՜__

Затем построить У = и УЗ, где ММИКШЪЪСШ. ՛

УЗ = {и е уш / {з,-,<,} лу4< # 0}.

Если Ун Л {«,,<,•} ф 0, то |У,։ Л {з,■,<,}] = 1 и Уш Л Уш_х = (см. свойства 5 и
6 пункта 2.1 ниже). Таким образом, |УЗ| = Уц и |У| = |К>֊х|.
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Граф Gw-2 = G"u — У будет максимальным ы — 2-хроматическим подграфом. 
Для обоснования алгоритма сперва покажем, что полученный подграф - 

ы—2-хроматический, а потом, что он - максимальный. Во время доказательства 
при вычислении длин цепей мы будем игнорировать вершины aut.

2.1. Некоторые свойства в сетях и л£-+1-
1. Если в сети существует вершина у Е Уш такая, что Г-1у = {а} или 

Гу = {<}» то у еУ-
Доказательство : Предположим у, £ Уи и Г-1у,- = {а}. Тогда согласно 
построению сети добавлена вершина t,- в ^+-+п которая соединена 
с вершинами в и t дугами (a,t,) и (ti,t). Следовательно, в сети TVjJi 
существует цепь at|t, откуда следует, что t,- € K>-i. Следовательно, у,- € 
KQY-
Аналогичным способом покажем, что если у,- £ Уы и Гу = {t}.

2. В .Njl! существуют |УШ| вершино-непересекающиеся цепи длиной ы, каж­
дая из них проходит через точно одну вершину из Уш.
Доказательство : Так как Уш - минимальный вершинный разрез в 
то существуют вершино-непересекающиеся цепи Р1,Рг,•••, длиной ш, 
каждая из которых проходит через точно одну вершину из Уш. Покажем, 
что подобные цепи существуют в -Wjlv Пусть у i 6 Yu и у,- £ Р,-, Р,- = 
avi • • •Vfc-iyiVjt+i ՛ • ’Vut- Покажем, что в Nu_i существует цепь Р, — у,- =

• • -vit-ivit+i • • -vut. Из этого будет следовать, что в Ar+_j существует 
цепь Р,՛. Ясно, что в Nu֊i существует цепь avi • ■•«*_!, так как из него не 
была удалена ни одна из его вершин. Предположим, (vj-i, Vj) — первая дуга, 
отсутствующая в Р, (при j = k + 1 будем рассматривать дугу m+i)). 
Эта дуга может отсутствовать только тогда, когда вершины Vj-i и Vj не 
находятся в соседних рангах вш-1. Следовательно, в Nu-i существует s — Vj 
цепь R, длина которой больше j. Но в этом случае цепь Rvj+i ■ • -v^t будет 
иметь длину ы, что противоречит тому, что Уш - разрез. Итак, в Nu-i имеем 
цепи Р{ - yi.

3. В не существует цепь из yt в yj։ где у,, у,- £ Уш и у,- / у,-. 
Доказательство. Если существует цепь между двумя вершинами из Уш, 
то найдутся две вершины у,- и у,՛; между которыми существует цепь, не 
проходящая через другие вершины из Уи. Пусть у,- находится между рангами 
к, — 1 и ki Уш, a yj - рангами kj — 1 и kj [kj < kj). Предположим, 
что существует цепь Р = у, v* 1У>- Возьмем части •••«*,._ iy,- и
y,Vfcj • • цепей Р,- и Pj, проходящих через вершины у,- и у,-, как описано
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в свойстве 2. В этом случае цепь R = г»х • • • • • ■ Vkj-lУjVkj • ■
будет иметь длину ш + 1, что приводит к противоречию.

4. Любая цепь в сети АГ**! от з до I может пройти не более, чем через одну 
з,- или 4у вершину. Таким образом, любая цепь в сети может иметь 
самое большее один прыжок.
Доказательство : Согласно свойству 3 в сети не существует цепи 
между двумя разными вершинами из Уш, поэтому в АГ*!՜! нет цепи между 
какими-то вершинами з,- и Таким образом, любая цепь в прохо­
дящая от з до I, может пройти самое большее через одну вершину з,- или

5. К, ПК-1 = 0.
Доказательство : Предположим, у £ Уш П К-1- Так как Уш-1 - минималь­
ный вершинный разрез в то в 7У+\ существуют |К-х| вершино- 
непересекающиеся цепи, каждая из которых проходит через точно одну вер­
шину из Уш-1. Пусть Р = з • --иуи •••{ - одна из этих цепей, которая про­
ходит через у. Согласо конструированию сети 7У+_1։ в АГ*-! существует 
дуга(и, в), следовательно, удалением вершины у цепь Р не разорвется. Это 
противоречит тому, что Уш-1 - вершинный разрез.

6. Если У„4 П {з,-,4,} / 0, то |У։< П {з.-,<,-}| = 1.
Доказательство. Предположим, что Ун Э {з,-,4,}. К-1 - минималь­
ный вершинный разрез в 7У^1- поэтому существуют |УЫ֊1| вершино- 
непересекающиеся цепи, каждая из которых проходит через точно одну вер­
шину из Уы_х. Пусть через з,- и 4,- проходят Р,. и Р^ из этих цепей : 
Р։| = зз,1>1 ■ Р(( = ЗМ1 • • -ит4,-4. Тогда дуга (ит, «х) принадлежит^^.
Следовательно, R = ви\ • • • «т^х • • • «*4 - цепь в 7У++1։ что противоречит то­
му, что Уш-1 - вершинный разрез.

7. Если у,- Е Уи \У, то любые в — у,- и у,- — 4 цепи проходят по крайней мере 
через одну вершину из У.
Доказательство : Очевидно, у,- £ Уы и у, У, следовательно, {з,-,4,-} П 
К-х = 0. Следовательно, любая з — 4,- цепь проходит по крайней мере 
через одну вершину из К-х> так как К-1 - вершинный разрез в 7У++1։ 
Аналогично, любая з, —4 цепь проходит по крайней мере через одну вершину 
из У.

8. Если у, £ У ПК,, то или любая в — у,- цепь проходит по крайней мере через 
одну вершину из У \ {у,} или любая у,- — I цепь проходит по крайней мере 
через одну вершину из У \ {у,}.
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Доказательство .-Очевидно, у, 6 УПУ^, => {з,-,4,}ПУ / 0 => |{з,-,4,}ПУ| = 1. 
Поэтому, если з, £ У, то любая у, — < цепь проходит по крайней мере через 
одну вершину из У \ {у,}. Аналогично, если 4,- £ У, то любая з — у, цепь 
проходит по крайней мере через одну вершину из У \ {у, }.

2.2. Доказательство ы — 2-хроматичности графа Сш-2.
Теорема 1. Граф ви-2 ш - 2-хроматичен.
Доказательство : Чтобы показать, что граф ёы-2 ы — 2-хроматичен, достаточно 
показать, что в Сш-2 нет цепи длиннее, чем ш — 2. Предположим,
- цепь в ёш-2- Если <2 не содержит вершин из множества Ущ, то 0 не может 
иметь длину больше ш — 2, потому что в противном случае получится, что 
содержит вершины со всех рангов сети АГ+_Х — У, так как имеет только 
ш — 1 рангов. Следовательно, есть сеть в А/^՜֊! — У, что противоречит тому, 
что У ֊ разрез в А7+_г Если <2 содержит вершины из множества Уш, то из 
вершин у,- 6 Уш, принадлежащих С), возьмем самую близкую к и и из вершин 
уу Е Уш - самую близкую к V (заметим, что вершины у, и уу могут совпадать). 
Предположим, вершина у, добавлена к сети А?ш-1 между рангами к,- и к,- + 1, а 
вершина уу - между рангами ку и ку + 1 (к,- < ку). Тогда часть цепи С] от у,- 
до уу не может иметь длину больше ку — к{ + 1, так как в противном случае, 
взяв цепи, сконструированные в свойстве 2. пункта 2.1 и проходящие через у,- и 
Уj я соединяя части этих цепей от з до у,- и от уу до < (имеющие длину к, + 1 я 
ы — к] соответственно) с частью С} от у,- до Получим, что в графе в есть цепь 
длиннее, (А,- +1) + (ку — к{ +1) + (у - ку) — 2 = ы1 , что приводит к противоречию.

1Во время подсчета длины цепи отнимаем 2, потому что вершины у,- и yj 
сосчитаны дважды.

Часть цепи Ц от и до у,- не может иметь длину больше к,, так как, в 
противном случае, получится, что часть цепи ф от в до у,- содержит вершины 
из всех рангов от 1 до к,- сети А/՜^! — У, следовательно, части цепи от и до у,- 
будет цепью в АГ*֊! — У, что противоречит свойству 7. из 2.1. Аналогично, по 
свойству 7. из 2.1 часть цепи от yj до V не длиннее ш — ку — 1. Следовательно, 
длина цепи не превосходит (к,) + (ку - к,- + 1) - (ш - ку - 1) - 2 = ы - 2. Итак, 
мы показали, что в графе вш-2 нет цепи, длиннее у — 2. Теорема доказана.

2.3. Доказательство оптимальности алгоритма.
Теорема 2. Алгоритм удаляет минимальное количество вершин для получения 
ш — 2-хроматического подграфа.
Доказательство : Пусть 2 - некоторое оптимальное решение. Для доказатель­
ства оптимальности алгоритма достаточно показать, что в А/^՜^ существует 
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вершинный разрез, содержащий \Z\ вершин.
Если \Z\ = \Y|, то в качестве вершинного разреза в А՜**! возьмем Yu_i, так как 
IK--1I = 1П

Предположим, что |Я| < |У|. Так как Уш-1 - минимальный вершинный 
разрез в и |YW-1| = |Уто в АГ++ — Z существует з — t цепь. Далее, Z - 
разрез в A/Jln поэтому любая s — t цепь в — Z обязательно должна пройти 
через вершины з, или t,. Кстати, ни для какого фиксированного ։ в -NJ՜*! — Z не 
существуют s — t цепи, проходящие через и в, и t,-, так как, соединяя эти цепи, 
получим, что в — Z существует цепь s — t. Это противоречит тому, что Z 
есть решение.
Пусть

4 = {։/<,• 6 AfJŸj — Z, существует s — t цепь, проходящая через t,},

I, = {г/ s, G — Z, существует s — t цепь, проходящая через s,}.

Очевидно, I, Cllt = 0.
Пусть Kt = {у, G Yu / i G Д} и K, = {y,- G Yu / i G I,}. Далее, пусть 

{Р,- / i € Л} и {Я,- / i Е I,} - множества вершино-непересекающихся s — t цепей 
длиной ы, построенные в свойстве 2. из 2.1 и прохдящие через все вершины Kt и 
К, соответственно. Соединяя существующую в JVjŸi —s—t, цепь с у,—t частью 
цепи Pi, получим цепь Р-. Аналогично, соединяя существующую в N+^ — Z Si —t 
цепь с s — у, частью цепи R,-, получим RJ цепь. По построению цепи Р/ его у, — t 
часть проходит по крайней мере через две вершины из Z. Пусть ■и10 самая близкая 
к у, вершина из Z на у, — t части цепи Р- («,0 и у,- могут совпадать).

Пусть Vf = {v,0 / i G /*}. Аналогично, пусть v,0 самая близкая к у,- вершина 
из Я на з - у; части цепи RJ и пусть V, = {v,0 / i G /,}. Кстати, V, П Vt = 0, 
так как цепи Р,- и R,- - вершино-непересекающиеся. По построению множества 
Vt, каждая вершина из Ц следует за некоторой вершиной из Yu в AJLj. Итак, 
никакая вершина из Vt не может предшествовать никакой вершине из Уш в N^_i, 
так как в противном случае получим цепь между двумя вершинами из К, в

Аналогично, каждая вершина в V, предшествует какой-нибудь вершине из 
Yu и не следует ни за какой вершиной из Уш. Итак, в N+_x никакая вершина из 
Vt не может предшествовать никакой вершине из V,.

Теперь покажем, что если S = {з,- / i G /»} и T = {i,- / i G Л}։ то множество

Z' = Z\(V,UVt) U TUS

есть вершинный разрез в Предположим обратное, в АГ^՜^ — Z՛ существует 
s — t цепь Q. Так как Z U S U Т есть вершинный разрез в то Q содержит 
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вершины из множества V, U V*. Если Q содержит вершины из Vj, то пусть v,0 
самая близкая к t вершина из Vt на Q («,՛„ будет ближайшей из множества V, U Vt, 
так как все вершины из Ц следуют за вершинами из У,). Соединяя з — v,0 часть 
цепи Р/, проходящей через v,0 и v,0 — t часть цепи Q, построим новую цепь W 
в N^-i- Заметим, что v,-0 не предшествует ни одной вершине из Уш, поэтому 
она не предшествует ни одной вершине t,-. Следовательно, v,0 — t часть цепи Q 
проходит через все ранги ^+Л , между v,0 и t. Следовательно, W имеет длину ы, 
но содержит только одну вершину г>,0 из Z. Это противоречит тому, что Z есть 
решение. Если Q не содержит вершины из Vt, то взяв самую близкую к з вершину 
из V, на Q, получим цепь длиной ш, как. в предыдущем случае, которая содержит 
только одну вершины из Z. Это противоречит тому, что Z есть решение задачи.

Таким образом, мы доказали, что Z' есть вершинный разрез в TVj’+j и 
\Z\ = \Z'\. Следовательно, алгоритм оптимальный. Теорема доказана.
§3. ПРИМЕР, ИЛЛЮСТРИРУЮЩИЙ РАБОТУ АЛГОРИТМА
Рассмотрим такой пример, где в графе Gu есть цепь между двумя вершинами из 
Yu, но в сети ATj՜֊! нет такой цепи. В качестве входа в алгоритм возьмем граф 
G из Рис. 5.

Рис. 5. Исходный граф ёш.
В конце 2-ого шага получим сеть Ыи, представленную на Рис. 6.
В сети К, = {5,7} является минимальным вершинным разрезом. Следо­

вательно, алгоритм построит граф Сы-1 и соответствующую сеть ( Рис. 
7).

В конце 6-ого шага алгоритма получим сеть из Рис. 8. Добавляя 
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вершины з,- и 4, в конце 7-ого шага, получим сеть ^+-+1 из Рис. 9. Заметим, 
что Уы_1 = {2,4,3®, 8, <7,10} ~ минимальный вершинный разрез в Этот 
разрез содержит вершины Si и типов. Поэтому по алгоритму, вместо вершин 
3։ и I? возьмем вершины 5 и 7 соответственно.

Рис. 7. Сеть Ыы_1.

Следовательно, {2,4,5,7,8,10} - минимальное множество, удаление которо­
го из С дает максимальный 1-хроматический подграф.

§4. СРАВНЕНИЕ ДАННОГО АЛГОРИТМА С ОБЩИМ АЛГОРИТ­
МОМ
Доказательство Фомина [12] и Франка [13] теоремы Грина и Клейтмана[14] дает 
полиномиальный алгоритм для нахождения максимального д-хроматического 
подграфа для произвольного д (1 < д < В теореме Грина и Клейтмана 



24 Р. О. Адамян, С. Е. Маркосян

проблема д-М18 сформулирована в терминах частично упорядоченных множеств, 
т.е. надо найти максимальное объединение д антицепей. В этом алгоритме 
используется алгоритм нахождения циркуляции с минимальной стоимостью для 
ориентированного графа. Напротив, в нашем алгоритме используется алгоритм 
нахождения максимального потока.

Рис. 8. Сеть (добавленные дуги показаны короткими пунктирами).

Рис. 9. Сеть ^+х (добавленные дуги показаны длинными пунктирами).
В следующей таблице приведены сложности алгоритмов для нахождения 

циркуляции с минимальной стоимостью и алгоритмов для нахождения макси­
мального потока. В таблице, п обозначает число вершин, т - число ребер, С - 
максимум абсолютных значений пропускных способностей ребер, К - максимум 
абсолютных значений стоимостей ребер, * показывает асимптотически лучшие
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результаты в таблице.
Если в графе максимальный поток можно найти алгоритмом со сложностью 

MF(n,m,C), то в этом графе циркуляцию с минимальной стоимостью можно 
найти алгоритмом со сложностью O(n log К ■ MF(n,m,C)) [24]. Но алгоритмы 
нахождения циркуляции и максимального потока имеют одинаковую сложность 
[И].

Максимальный поток Циркуляция c min стоимостью
0 (nm log С)
Dinits [15], Gabow [16, 17]

O(nmlog(nC)) 
Dinits [15]

O(n5/3m2^3)
Galil [18, 19]

*O(n5/3m2'3log(nK))
Goldberg and Tarjan [20]

* 0 (nm log(n2 /m) 
Goldberg and Tarjan [21, 22]

*O(nmlog(n2/m) log(nK)) 
Goldberg and Tarjan [23]

Из этой таблицы видно, что алгоритмы для нахождения циркуляции с минималь­
ной стоимостью имеют по меньшей мере logn раз большую сложность, чем ал­
горитмы для нахождения максимального потока. Следовательно, наш алгоритм 
по меньшей мере log п раз (по степени) эффективнее общего алгоритма при част­
ном случае q = ы — 2. Следовательно, было бы полезнее обобщить предложенный 
алгоритм на случай произвольного q (1 <q< x(G)).

Abstract. The paper investigates the problem of finding the maximal g-colorable 
subgraph, i.e. the optimal partial g-coloring of a comparability graph, where q 
is a natural number. Comparability graphs are constructed, such that the known 
algorithms do not find an optimal solution for them when q = w — 2, where ы is 
the number of vertices of the largest clique. An algorithm which finds the maximal 
g-colorable subgraph of a comparability graph for q = w — 2 is described.
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BOOL’S BLOCK-BY-BLOCK METHOD
FOR SECOND KIND VOLTERRA INTEGRAL EQUATIONS
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The paper develops the block-by-block method by using Bool’s quadrature 
rule with the order of convergence 0(h6) and adaptation of the Bool’s 
blocks for use on graded nodes. To illustrate the effectiveness of developed 
method, a number of numerical examples are presented containing a 
comparison with Simpson’s block-by-block method.

§1 . INTRODUCTION
Volterra equations arise most natural in certain types of time-dependent 
problems whose behavior at time t depends not only on the state at that 
time, but also on the states at pervious times as in renewal equation. 
Volterra integral equations have applications in history-dependent prob­
lems, in the system theory, in heat conduction and diffusion, see [18]. 
Nonlinear Volterra integral equation of the second kind has the form

rxp(z) = f(x) + / dt, x e R+, (1)
Jo

where f(x) is the free term, k (x, t, is the kernel of the integral equation 
and <p(x) is the unknown function.

Various authors used Fredholm integral equation technique to solve 
Volterra integral equations. Orsi [17] introduced a numerical approach for 
solving Volterra integral equations of the second kind when the kernel 
contains a mild singularity. The idea of that approach was to use the 
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technique of Fredholm equations to find the starting values of equation 
(1). A convergence result in [17] was illustrated by numerical examples.

The second-kind Volterra integral equations with weakly singular 
kernels typically have solutions which are not smooth near the initial 
point of the integration interval. Brunner [5] used an adaptation of 
the analysis originally developed for nonlinear weakly singular Fredholm 
integral equations, and presented a complete discussion of the optimal 
(global and local) order of convergence of piecewise polynomial colloca­
tion methods on graded grids for nonlinear Volterra integral equations 
with algebraic or logarithmic singularities in their kernels.

Different algorithms were used to solve Volterra integral equations 
of the second kind with weakly singular kernel. So in [2], [3] and [4] 
the authors studied some unbounded integral operators as Kober and 
Djrbashian and used the product block-by-block method for singular 
equations.

Blyth et el [6] used Walsh function method to find a numerical 
solution of the second kind Volterra integral equation rewritten as 
Fredholm integral equations with appropriately modified kernels. How­
ever, the Walsh function solution method has lower order of convergence 
as compared with the quadrature method.
Ford et al [8] considered nonlinear- Volterra integral equations of the form

<p(x) = /(s) + / fc (x,t)w (y>(t)) di, x G R+, 
Jo

(2)

where is not Lipschitz continuous. They demonstrated that the 
solutions in that case may not be smooth. They also selected some cases, 
that can be reduced to ordinary differential equations, and compared 
the solutions obtained by standard numerical methods for ordinary 
differential equations with those obtained by quadrature methods.
Karapetyants et al [15] considered Volterra nonlinear integral equation 
of the form

¥>m(z) = /(2) +a(x) / k(x - t)b(t)<p(t) dt, 0 < x < d < oo, (3) 
Jo

where m > 1 and the functions a(z), k(u), b(t) and f(x) are real-valued.
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If b(t) = 1 and m > 0. this equation arises in applications, e.g. in water 
pcrlocation [11], [19] and in the nonlinear theory of wave propagation 
[16]. When m > 1 and f(x) = 0, equation (3) may have a nontrivial solution 

see [20]. Equation (3) with a(z) = 6(t) = 1, 0 < m < 1, and continuous 
kernel k(u) was considered in [1], where the results refer to the uniqueness 
of solution <p(x) in some spaces of continuous or integrable functions. A 
similar՛ problem for equation (3) with m < 0 and a non-increasing kernel 
k(u) in the class of almost decreasing functions was studied in [13] with 
a(z) = b(t) = 1. In [14] estimates from below and asymptotic properties 
near zero of the solution tp(x) of the equation (3) with m > 1 were obtained 
for a(s), k(u) and f(x) possessing power asymptotic behavior near zero.

In the following Section 2 we state the basic theories of the existence 
and uniqueness of the solution of the nonlinear Volterra integral equation 
of the second kind on the interval [0, T] for some T > 0. Section 3 gives a 
short survey on the literature on Simpson’s block-by-block method and 
the Bool’s block-by-block method for nonlinear Volterra equation of the 
second kind.

§2 . PRELIMINARIES
This section is devoted to introduction of nonlinear Volterra integral 
equation of the second kind and discusses about existence, uniqueness of 
solutions and error bounds.

2.1. Existence and uniqueness. The nonlinear Volterra integral equation 
of the second kind is of the form

tp(x) = f(x) + I k(x,t,<p(t)) dt, 
Jo

0 < x < d < oo, (4)

where /(z), k (z, t, p(t)) and y>(®) are the free term, the kernel of the integral 
equation and the unknown functions respectively. The following theorem 
establishes some conditions for unique solvability of the equation (4), see 
[12] and [18]. One of them is that the kernel k(x,t,u) satisfies the simple 
Lipschitz condition with respect to the third argument :

(z, t, y) - k (x,t,z) | < L\y - z|, (5)

where L is independent of x, t, y and z.
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Theorem 1. Let the functions f(t) and k(x,t,u) in equation (4) be continuous in 
(I < t < x < T. If the kernel k(x,t,u) satisfy the Lipschitz condition (5), then 
equation (4) has unique, continuous solution for any finite T.

2.2. Error Bound. The following theorem estimates the value of the error 
bound for the approximate solution <pn [18].

Theorem 2. Let the conditions of the previous theorem be satisfied. Besides, let <pn 
be an approximate solution of the equation (4), which is obtained by the quadrature 
technique and let

r(®) = f(x) + k(x,t,<p(t)) dt — <pn(x). (6)

Then
|^(®) - ¥>n(®)l < ReLx, (7)

where ip(x) is the solution of equation (4) and R = max|r(x)|.

§3. SOLUTION METHODS
One of the popular- methods for solving nonlinear Volterra integral 
equation of the second kind is the quadrature method. The err or of that 
method depends on the position of mesh points. The following technique 
is general for determining the nodes. For instance, if /3 = 1 (see (9)), then 
we have the case of equal space nodes (uniform nodes), and if /3 1, then 
we have the case of graded nodes.

3.1. Graded nodes for Simpson’s block-by-block method. The interval [0, T] 
is divided into N = 2M subintervals, and the nodes are chosen to satisfy

0 — <o < <i < <2 < • • • < tff-i < < T. (8)

The even nodes are chosen as

k
M

/3
T, k = 0,l,...,M, (9)

and the odd nodes as

<2*4-1 — g (<2fc + <2*4-2), k = 0,1,..., M — 1. (10)
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The width of each subinterval is

hk = (tk+1 — tk), k = 0,l,...,2M-l, (11)

xk=tk, k = 0,1,..., 2Af. (12)

3.2. Simpson’s Block-by Block method. The block-by֊block method 
essentially is an extrapolation procedure and has the advantage of being 
self-starting. This method can be adapted to graded nodes see [3]. 
The trapezoidal method is a low order method, the other methods as 
Simpson's require one or more starting values. We shall follow Linz 
[18] in description of the method. The so-called block-by-block methods 
generalize the well-known implicit Runge-Kutta methods for ordinary 
differential equations and the term is also used in connection with integral 
equations. The idea behind the block-by-block methods is quite general, 
but is most easily understood by considering a special case.

Let us use Simpson’s rule as the numerical integration formula. If we 
know ^i, then we can simply compute <p2 by the formula

<P2 = f(x2) + [fc (®2,t0, <P (*o)) + 4fc (aj2, t1։ (ii)) + k (z2,t2, (t2))]. (13)o

To obtain a value of y>i, we introduce another point t1/2 = and the 
corresponding value tp1/2, then by Simpson’s rule with </>o,<Pi/2 and <pi,

<Pi = /(®i) + y [* (x1։ to, (*o)) + 4A: i, ti/2, y? (ti/2)) + k (®i,ti, <f> (ti))] . (14)

The unknown value of <p1/2 can be approximated by quadratic interpo­
lation, using the values of and <p2, that is is being replaced 
by

•Pi/2 * 1[3»>o + 6y>i - y>2]. (15)
o

Equations (13) and (14) are a pair of simultaneous equations for y>i and 
<p2. For sufficiently small h, unique solution exists and can be obtained 
by Newton’s method.
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The general process should now be clear- : for (k = 0,1,..M - 1) the 
approximate solution can be computed by

k i

P2fc + 1 = f («264-1) + 52 52ro'fc (x2k + l,t2j+h<f>(t2j+l)) +
j = l 1=0

+ (®2fc + l։^2j + 5> *P (^2j + s)) ’
6 1=0

fe + 1 2
<P2k+2 = f (®2*+2) + 52^' ^2wl^(X2k+2ii’2j+h<P(t2j+l)) , (17)

j=l 1=0

5P2Jt+i/2 « g [3^2t + 6y>2jt+i - ^2*4.2], k = 0,1,..., M — 1, (18)

|||]> 1 = 0,1,2.
(19)

3.3. Graded nodes for Bool’s block-by-block method. In this subsection 
we make two suggestions. The first is on application of Bool’s quadrature 
rule, which is considered as an extrapolation technique for Simpson’s rule, 
and the second is on application of Bool’s rule relating graded nodes. The 
Bool’s quadrature formula states that

/ tp(x)dx = — [7^o + 32pi + 12^2 + 32^3 + 7<p4]. (20)
JO

Furthermore, there exists a value c with c e (0, ar4), such that the error 
term E(<p, h) takes the form

R/>7 ^(*’>/l) = -^*’(6)(c)- (21)

The interval [0,T] is divided into N = 4Af subintervals, and the nodes are 
chosen to satisfy

0 = t0 < ii < t2 < • • • < tjv֊i < tN < T. (22)
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Besides, the even nodes are found from

/ \ 0 / k \ 0
a=o’1... m՝ (23)

and the width of each subinterval is

hik = - (*4fc+4 — tik) , = 0,1,..M — 1. (24)4

The other nodes are found from the formula

ttk+j = tik + jbik, J = l»2i3 and k = 0,1,..M — 1, (25)

xk=tk, fc = 0,l,...,4Af. (26)

3.4. Bool’s block-by-block Method. In the Simpson’s block-by-block 
method, two equations in two unknowns are solved in each stage with an 
error of order O(h4). In the case of Bool’s block-by-block method, actually 
we solve four equations in four unknowns but the error is of order O(hs) 

and the method uses the extrapolation technique of Simpson’s block-by- 
block method. The equations of Bool’s block-by-block method are

k o
lP4*+i = f (®4fc+i) + 52 52 w,k (®4*+i’ <P (fa-i)) +

j=l 1=4

H—“ 52 W>k (x4k+l։ t4fc+r/4> f (t4k+l/4՝)) > (27)

1=0

k 0
<P4fc+2 = f (®4fc+2) + 52 2h4j-4 52 W<k (x4fc+2, *4, -Z, <P faj-l)) + 

j=l 1=4

4
+h.4k 52 wlk (x4fe+2>t4*+//2> f (t4fc+f/2)) > (28)

1=0

k 0
<f>4k+3 = /(®4fc+3) + 52 2h4j-4 52 W'k (x4k+3, t4j-l, f (^j-l)) + 

j=l 1=4
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4

/=o

*4-1
¥>4*4-4 = f (®4k+4) + ^22/l4J֊4 J2w/^(®4t+4><4j-/>^(^4>-l)) >

(29)

(30)
o

where k = 0,1,2,..., M - 1.

r , 7 32 12 32 7 ’
™ “ [45 45 45 45 45j ’ / = 0,1,...,4. (31)

At each step, equations (27) - (30) have to be solved simultaneously 
for the unknowns ¥>(*4*4-1), ¥>(*4*4-2), ¥>(*4*4-3) and ¥>(*4*4-4), so that we 
obtain a block of unknowns at a time. The values of tp (*4fc+i/4), <p ^+1/2), 

<p (*444.3/4), p (*444-3/2) and ¥>(*444.9/4) can be computed by interpolation of 
a fourth degree polynomial, using ¥>(*4*) ,¥>(*444-1), ¥>(*4*4-2), V (*4*4-3) and 
¥> (*4*4-4) as follows :

¥’4*4-i/4 = on.a [1155¥>4* + 1540¥>4*4-i — 990¥>4*4-2 + 420¥>4*4-3 - 77¥>4*4-4], (32)

y>4*4-l/2 = [35¥>4* + 140¥>4*4-l — 70¥>4*4-2 + 28¥>4*4-3 — 5¥>4*4-4] , (33)

l?4*4-3/4 = -on;a [195¥>4* + 2340¥>4*4-i — 702¥>4*4-2 + 260¥>4*+3 - 45¥>4*4-4], (34)Zu~to

¥>4*4-3/2 = Y2g [-5¥>4fc + 60¥>4*4-l + 90¥>4*+2 — 20¥>4*4-3 + 3¥>4*4-4] , (35)

¥’4*4-9/4 = 2Q48 (35^4* - 252¥>4*4-i + 1890¥>4*4-2 + 420¥>4*-i-3 — 45¥>4*4-4] • (36)

§4. NUMERICAL EXAMPLES
Three examples are given to illustrate the effectiveness of the above.

Example 1. A linear example :

¥>(®) = 1 + x2 + [ dt.
Jq It* (37)
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This equation has an exact solution of the form

p(z) = (1 + x2) exp(i)

Example 2. Equation with a convolution type kernel :

^>(æ) = sinh(x) — I 
Jo

(38)

(39)t)p(t) dt.

The exact solution is

y/5x\ 
~ I

, , 2p(æ) = —= exp 
v5

—x
T sinh (40)

Example 3. A nonlinear example :

I 3 sin(sc — t)ç>2(t)dt. 
o

The exact solution is
ip(x) = cos(e).

(41)

(42)

4.1. Results. The numbers 1,2,3 refer to the above examples. Table 1 
contains the comparison between Max. relative (15r) of Simpson’s block 
and the Bool’s block for same number of subintervals.

Table 1. Results of relative error of Simpson and Bool blocks on 
uniform mesh.

Ex. Er of Simpson’s block ET of Bool’s block
1 32 4.813JS- 7 5.61715—10
1 • 64 3.00215 - 8 8.72815 — 12

32 2.43215 - 6 2.53715 - 9
64 3.10815 — 7 8.31915—11

Q 32 9.86615—8 4.37215 - 1Û
0 64 5.949E - 9 6.22415 - 12
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Table (2) shows the effect of graded nodes in Bool’s block by block 
method, which reduces the Max. relative error.

Table 2. The effect of graded nodes on relative error of Bool’s block.

Ex. N Er of Bool’s at /3 = 1 ET of Bool 's at /3 1

1 16
64

3.6381? — 8
8.728E- 12

3.298E ֊ 8
7.948E - 12

0.90
0.95

2 16
64

6.710E-9
8.3191? — 11

6.5011? — 9
1.5441? — 12

1.05
1.05

3 16
64

3.2141? — 8
6.2241? — 12

1.147j5-8
1.844E - 12

0.95
0.95

Conclusion. The block-by-block method is a self-starting method and it 
can be applied to solve Volterra integral equations as Fredholm integral 
equations. The method is developed in two directions. Firstly, we use 
Bool’s quadrature rule which has order of convergence O(h6). Secondly, 
the Bool’s block is adapted for use on graded nodes. The comparison of 
Simpson’s block and Bool’s block shows that the Max. relative error of 
Bool’s block becomes about 2.907 x 10՜4 times the value of Max. relative 
error of Simpson’s block. Also, the Max. relative error when Bool’s block 
is used on graded nodes reduces considerably.

Acknowledgment. I am grateful to Professor A. Nersessian for his support 
and guidance advice.
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КРИТЕРИЙ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТИ МНОГОЧЛЕНОВ 
В ТЕРМИНАХ ЗАЙДЕНБЕРГА-ТАРСКОГО

Г. Г. Казарян и В. Н. Маргарян

Институт математики НАН Армении

Резюме. В работе найдены совпадающие необходимые и достаточные условия для гипоэллиптичности одного класса многочленов двух переменных. Выявлена связь между гипоэллиптичностью и величиной числа Зайденберга-Тарского изучаемых многочленов.

§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ 

РЕЗУЛЬТАТЫПосле введения Л. Херман дером понятия гипоэллиптичности дифференциально­го оператора и найденных им алгебраических условий гипоэллиптичности (см. [1], теорема 11.1.3), оказалось, что иногда эти условия трудно поддаются провер­ке. Поэтому усилия многих математиков были направлены на нахождение легко проверяемых алгебраических условий гипоэллиптичности.В работах С. М. Никольского [2] и В. П. Михайлова [3] описаны классы многочленов, через которые оценивается все мономы, входящие в них. Это класс невырожденных многочленов, по своему характеру "близких” к гипоэллиптичес- ким многочленам и являющихся гипоэллиптическими при естественных ограни­чениях на их многогранник Ньютона. Далее подобные классы гипоэллиптических многочленов были изучены многими авторами (см., например, [4], [5]). В рабо­тах [6], [7] найдены достаточные условия гипоэллиптичности вырождающихся многочленов, сильно отличающихся от эллиптических.При формулировке задачи и результатов, будем пользоваться стандартными обозначениями : R2 - 2-мерное евклидово пространство, - множество 2- мерных мультииндексов. Для £ = (6>6)> « = («х,«։) (£ Е R2, а Е Л^) положим



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 30£а = Чг’1 И1 = л/^1 + £2 и 1а1 = “1 + а2- Рассмотрим многочлен 
м м

^) = Е^ю = Е Е к? а-1)
3=0 У=0|а|=<։л- с вещественными коэффициентами, где Ру - ненулевой однородный многочлен порядка (1, а = 0,1,<1о > <11 > ... > <1м > 0. Положим Е(Р,) = {ту 6 

R2 : |??| = 1, РД?у) = 0}, 0 < у < М. Обозначим через 12 множество многочленов {Р(£) = Р(£1,£2)} таких, что |Р(<) | -> оо при |£| -> оо.Из теоремы 11.1.3 Л. Хермандера (см. [1]) следует, что Р £ 12, если Р - гипоэллиптичен. С другой стороны, очевидно, что для многочлена Р £ 12 Е(Ро)ПЕ(Р1)П.. .ПЕ(Рд/) = 0, при этом Р ограничен либо снизу, либо сверху. Так как добавление константы не влияет на поведение многочлена на бесконечности, то далее будем считать, что для изучаемых многочленов Р £ 12, Р(£) > 0 при всех £ £ R2.В работе [6] найдены достаточные условия гипоэллиптичности, при этом доказано, что при п = 2 и Е(Ро) П Е(Р1) = 0 эти условия являются также и небходимыми.Цель настоящей статьи - нахождение критерия (совпадающих необходимых и достаточных условий), при котором многочлен Р £ 12 является гипоэллипти- ческим, когда Е(Ро) ПЕ(Р1) / 0. При этом, будем рассматривать только случай, когда Е(Р0) П Е(Р1) П Е(Р2) = 0. (1.2)Пусть Р £ 12. Если Ео = 2(Ро) = 0, то многочлен Р эллиптичен и по теореме 11.1.10 работы [1] гипоэллиптичен. Поэтому будем считать, что Ео / 0. Пусть 
т) £ Ео и I] = 1](т)) - кратность нуля г/ многочлена Р] (0 < у < М). Далее, каждой точке т) £ Ео сопоставим точку т = т(т)) £ R2 такую, что |т| = 1, (т, ту) = 0 и обозначим

^(ч) = - Е (ЬЗ)

Очевидно, что при ту £ Е(Р;) Pj(т)) / 0 (0 < у < М), при этом Р^°Ро(ту) > 0 при Р £ 12. Для £ > 0 положим
^(’?) = КбЯ2:|(^т)|<е|(^,7?)|}. (1.4)

Далее всюду будем считать, что число е выбрано так, что Юе(ту) Г) Ео = {±ту}.



40 Г. Г. Казарян, В. Н. МаргарянПо лемме 1.2 работы [8] существует число Ео > О такое, что для любого £ £ (О, ео) И для всех < £ у = 0,1,..., М,||^Рг(,)||«,7?)|^֊^|и,т)|^ < |Р,Ю1 < 
С։< ||^Л(’7)11«,’?)1^-^1«>'Г)|'Л »? е е(р>). (1.5)Известно (см. [9], [10] или [1]), что для многочлена Р(£) > 0 существуют вещественные числа С > 0 и Л такие, что

рю > ^к1Л (Ъ6)для достаточно больших ( £ Я2. Наибольшее из чисел А назовем числом Зайденберга-Тарского многочлена Р и обозначим через ЯТ(Р). Очевидно, это число эквивалентным образом мржно определить как нижний предел5Т(Р) = ПтМ11??., 4 ' |е|-юо 1пК|при этом для многочленов двух переменных существует число е > 0 такое, что 5Т(Р) = тш{5Т(Р, т), е) т) £ Ео}, где5Т(Р, г), е) = НттГ4^, £ е О' (’?)• 1е1-юо 1п|$|В работе [11] приведен алгоритм вычисления числа 5Т(Р) и 5Т(Р,т],е) при Р £ /2. Пусть Р £ 12 и т) £ Ео, обозначим
г / \ — <11 г / \ йо - йа г / \ йх — й2
^0,1(11) = ----- г-> «’о.гС»?) = —, 01,2(4) = —,----- >‘о - ‘1 ‘о ‘1Е1=Е1(Р) = {»7:»?£Ео\Е(Р1)},Е2 = Е2(Р) = {г) £ Ео П Е(Рх) : 60,1(4) ф ^о.г},Ез = Е3(Р) = {т, £ Ео П Е(Рг) : 5о,1(*?) = <5о,2(»?) = <$1,2(*?) = △(’?)}•Тогда Ео = Е(Р0) = Ех и Е2 и Ез.Для полноты изложения приведем некоторые известные результаты, которыми будем пользоваться в течение работы.Лемма 1.1 (см.[12]) Пусть многочлен Р гипоэллиптичен. Тогда для каждой 

точки г) £ Ео существует число к = к(г)} : 0 <к < М такое, что
1) РоЮ = Р1(т?) = ... = Рк-1(т)) = 0, Рк(г)) 0, й* > О,
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2) (1{ - Ц(т)) < Ик, i = 0,1,..к - 1.Лемма 1.2 (см. [13]) Пусть Р 6 12, г) £ Е3, точка т = т(т]) и число △ = △(??) 

определены как выше, £($, х) = £(£, х, у) = 1(т/+£-лхт), где I > 0 и х € R1. Тогда 
функция /(/., х) = /(<, х, г)) = Р[£ (*, х)] представляется в виде

м0 /(«,х) = £^֊<де1(х)> (1.7)
։=Огде

Q.(x) = Qi{x,t)) = [Dj.o+,Po(’?)®,° + Z>J.։+iPi(tj)x'1 + DJ.Pa^)]®’, i = 0,1,..., Mo.(1-8)
При этом

1) /(t, x,tj) =td3[Qo(x,T)} +o(l)], t —> oo, Vx G R1, (1.9)
2) Qo(x, г/) > 0 для любого x G Я1,
3) card Xq(t)) = card {x G R1 : Qo(x,r)} = 0} < 2,
4) если xo G X0(r)), то xq - двукратный корень многочлена Qo, при этом 

Q{ol4xo,T))/0,

5) существуют числа С > 0, е > 0 и w G (0,1) такие что
е inf Р^}>С ..inf ։№®,»?)։ где Dc(r),t) = {£ G Dc(r)) : |£| = t}.

В лемме 1.3 I = l(r)) - кратность т), т = r(r?) определяется как выше.Лемма 1.3. Пусть R(£) = Я(£1,£г) однородный многочлен порядка d > 0 и Е(Л) :={£ G R2 : |£| = 1, Я(^) = 0} / 0, т) G Е(Я). Тогда для любого t > 0, 6 > 0, х G R1, 
j <1 и f (t, х, т?) = t(r] 4- t~sxr)

iyTR[((t,x,T))\= ta^-lkxkD^R(ij). (1.10)
k>l-j

Доказательство : По формуле Тейлора имеем
R[£(t, х, 77)] = td-iD>T R(r) + f'xr) = 52 ^П“Р{Я(77)4-г|а1х1“1т“ =k>l-i|a|=fc a'

= td-j 52 t-Skxk 52 - DaD3TR(rl)Ta = td-j 52 t-SkxkDk+iR(T)), 
k>l-j |a|=lt a՛ k>l-jчто и доказывает представление (1.10).
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§2. ОЦЕНКА СНИЗУ ЧИСЛА ЗАЙДЕНБЕРГА-ТАРСКОГО

Лемма 2.1. Если многочлен Р £ I? удовлетворяет условию (1-2). Тогда для 
каждой точки г) £ Е1 и Ег существуют положительные числа е, С\ и С2 такие, 
что 21 + |Р«)1 > С1 £ 1^(01 > СзК1*, (т,). (2.1)

1=0

Доказательство : При т) € Ех или 77 е Е2 и £1,2(77) > £0,2(77) оценка (2.1) непосредственно следует из условия (1.2) и теоремы 1.1 работы [13].Пусть 77 £ Е2 и £1,2(77) < ^о,з(у) (случай £1,2(77) = £0,2(77) исключается, так как 77 Ез). Предположим обратное, что для любого е > 0 существует последова­тельность {£’ = £’(е)} С Ос(г}) такая, что |£’| -> оо и2[1 + 1Л£*)1]/Е1Л(£')1->° при з-юо. (2.2)2-0Положим 77' = £'/|£'| (з € .ЛГ). Так как |т7*| = 1 (з 6 IV), то за счет выбора подпоследовательности можно считать, что 77* —> £ для некоторой точки £ € R2. Из (2.2) непосредственно следует, что £ 6 Ео> а из определения множества -ОДт?) следует, что либо £ = 77, либо £ = —77. Будем считать, что £ = 77. Представим (з € по базису {77, т} :
V =<Р,г) + ^т= (£’,77)77 + (£’, т)т. (2.3)Очевидно |рл| —> оо и \‘ф,/<р,| -> 0 при з —> оо. Не умаляя общности, можно считать, что <р, > 1 и гр, > 0 для всех з £ ТУ. При этом (за счет выбора подпоследовательности) возможны следующие два случая : а) 1/1, <(г € и Ь) гр, > (з £ ^). Так как для многочлена Р € /2 удовлетворяется условие (1.2), то (см. [13], теорема 1.1) Ро(£’) > 0 (£ 6 Я2) и Р2(ту) > 0. Тогда в случае а) имеем для достаточно больших зРо((։) >0и Рз(О > 0. Поэтому

м|Р(Г)1 > -Ро(^) + Р2(£։) - |Р1(£’)| ֊ £ |Р,-(£’)|. (2.4)2=3В силу (1.5), в случае а) имеем для достаточно больших з1р1(£')| < С'1^*-'*^ < (С1 > 0),и в обоих случаях а) и Ь) имеемР2(С)>С2^ (С2>0).



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 43Так как ժ1,շ < ժօ,շ> то отсюда следует, что |/’ւ(Հ*)|/^’շ(Հ') -> 0 при з -> оо. Для 
յ = 3,..., М в обоих случаях а) и Ь), очевидно

|Рл(€')1/Р։(О ՜> 0 при з -> оо. (2.5)Эти соотношения вместе с (2.4) противоречат (2.2). В случае Ь) в силу (1.5) имеем для достаточно больших տ

|Рх(С)|/Ро(Г) < (Сз > 0). (2.6)Так как ժ0 > ժւ и -> 0 при з -> оо, то отсюда следует, что |Рх(£*)|/Ро(С) -> 0 при з -> оо, если 1о < /х- Последнее соотношение вместе с (2.5) противоречит (2.2). Пусть 1о > /х, тогда из (2.6) имеем для достаточно больших з|Р1«')1/Ро(С) < С'з[у>։1-,0'։/^]'0՜'1 < =
где С4 > 0. Простой подсчет показывает, что ճօշ < <5օւ при 6ц < ժօշ, поэтому|Р1(€')|/Ро(^')-»-0 при ։чоо.
По тем же соображениям последнее соотношение вместе с (2.5) противоречит (2.2). Лемма доказана.Далее, положим Р(£) = Я(£) + г(£) := Ро(£) + Р1 (Հ) + Рг(£) + г(().
Теорема 2.1. Пусть многочлен Р удовлетворяет условию (1.2) и R 6 1շ. Тогда 
1.1) ЗТ(Р) = <10 при Ео = 0,
1.2) ЗТ(Р, т]) = ժւ при Ео փ 0 и г) е Е1(
1.3) ЗТ(Р, г/) = ժշ при г) е Е2,
2) если Р гипоэллиптичен, то ЗТ(Р) > а = шах{^2 — 2, 0}, при этом ЗТ(Р, т]) > ժշ - 2(1 - △ (??)) при г/ Շ Е3,
3) если Р гипоэллиптичен и ժ3 < ժշ — 2, то ЗТ(Р) = ЗТ(Д),
4) если Ժյ < ժշ — 2, то Р и R одновременно гипоэллиптичны или нет.
Доказательство : Пункт 1.1) очевиден. Докажем 1.2). Пусть г) 6 Ех։ тогда Рх(т?) 0- Так как для любого е > 0 при Հ Շ Пс(т)) либо |£/|(Հ,т/)| — г)\ < е, либо |С/|(С, т?)| + յյ| < Е, то из леммы 2.1 и формулы Тейлора имеем|Р(£)1 > Сх|Рх(£)| = Օ'ւթւ[(6է?Խ + (€,т)т]| =

= Сх|(£, 7})\^ |Рх{818П (£, Т))Г)+ [(е,т)/|«,,)|]т}| >
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> С1[((, 7?)|<'1 {|Р1[81^ (С, 7?)7?]| - с2е} = С1|(е,„)|<'Ч|Р1(^)| - С2е], <71,Са > О,для любого е > 0 и достаточно больших £ € Ве(т)). Теперь заметим, что из £ £ Р։ (г/) следует, что |(£, *?) | > |£|/\/1 + е2- Выбирая е так, чтобы |Р1(т?) | > 2еС2 для достаточно больших £ € получим.|Р«)1 > у (К1/>А+^) И |ЛЬ)| > СзкИ*. (73 > О,
откуда следует, что ЗТ(Р, т}) > <11.Пусть = зт] (з £ ЛГ), тогда С 6 Ое(т)) для любого е > 0 и

|Р(£')1 = м
Ел«') С3 > О,

т.е. ЗТ(Р,т)} < <11, следовательно, ЗТ(Р,т)) = <1г при т) £ Ех. Пункт 1.3) доказывается аналогично. Докажем пункт 2). Пусть, наоборот,. 5Т(Р) < а. Тогда для любого 8 > 0 существует последовательность {£*} такая, что
|£'|—>оо и [1 + Р(«‘)]|е*| О при з -> оо, (2.7)

где а, = <г + 8. Полагая г]‘ = £*/\£* | (з 6 Ы) и рассуждая как при доказательстве леммы 2.1, получим предельную точку г/. Если т) £ Е3, то противоречие с (2.7) получится как в лемме 2.1 (см. также теорему 0.1 в [11]). Пусть г) £ Е3, точка 
т = т(г)) выбрана как выше и точки {£'} представлены в виде (2.3), где <р, > 1, </>։ > 0, (в Е КГ). Если ф, = 0 для любого бесконечного множества {з}, то можно считать, что -фа = 0 для всех з £ ЛГ. Тогда Ро(С) = Р1(£') = 0, (з £ Л), Р2{г)) > 0, и Р(С) = <рл,а ■ Р2(т?) + о(^а) при з —> оо. Так как последовательности <р, и |£*| имеют одинаковый порядок роста при з —> оо, то это противоречит (2.7), если 0 < £ < 2.Пусть теперь <р, > 1, ф, > 0, положим

р, = 1 — \пф,/1п<р. Ф, = <р1ГР’ (з £ IV). (2-8)
Не умаляя общности, можно считать, что р, > 0 (з £ Ы). При этом, если за счет выбора подпоследовательности имеем р, —> оо или р, —> 0 при з —> оо, то противоречие с (2.7) получится как при доказательстве теоремы 0.1 работы [11]. Пусть 0 < р' < р, < р!' < оо (з £ ^) За счет выбора подпоследовательности можно считать, что р, —> р > 0 при з —> оо. Если 6 Д(>7) (см. определение 



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 45множества Ез), то противоречие с (2.7) получится как при доказательстве теоремы 0.1 работы [11]. Пусть 8 = △ = △(»;) иС = (ч+ = <р,(г) + <р-р’т') =<р,(г) + <р-^х,т) , (2.9)
где х, = (з € ЛГ). Из формулы Тейлора и леммы 1.2 имеем (см. (1.9))

Р(£*) = ^’[Со(®.,»?) +о(1)] аз з —оо. (2.10)
Из определения множества Ез следует, что /о > поэтому (см. (1.8)) если х, —> оо при з —> оо, то фо(жа 1 т)} = В՛՞ Ро(т))х'° +о(а^°). Тогда (2.10) противоречит (2.7) при ^ < 2. Если х, —> 0 при з —> оо, то противоречие получится за счет того, что Р2(т)) / 0 при г) € Ез. Таким образом, можно считать, что ы < х, < ю՜1 для всех з Е N и некоторого числа ы € (0,1), и, что последовательность {®,} сходится : х, -» х՛ при з —> оо и х՛ 6 [а),а>-1]. Если х՛ то (}^х1,г)) > 0 всилу леммы 1.2, и (2.10) противоречит (2.7) когда & < 2. Пусть х՛ 6 Хо(»/), тогда простой подсчет показывает, что (см. (1.7), (1.8))Р?Р(С) = В2Р [?, (»? + ^дх,т)] = ЛС(<.®.Х2(1“Д) 

Ма
= Qo(x„тl)lpd^-^ + 8 € 1*,

1=1при этом из пункта 4) леммы 1.2 следует, что при достаточно- больших з 1Со(а:»>’?)1 > С1 > 0. Тогда для некоторого Сг > 0
Мор?Р(Г)| > 1ЭД(*.,’?)1¥’?-2(1-а) - Е1<?Г(^>’?)1^а-2(1-д)-,д
>=1> - о(^։-2^_д)) > Сг^3՜2^1՜^ при з -> оо.По теореме Хермандера (см. [1], теорема 11.13) существуют положительные числа Лиа такие, что для гипоэллиптического многочлена Р и достаточно большого £ |Р“Р(£)|/Р(О < АИ|֊1“1“ и 0/абЯо2. (2.11)Откуда для достаточно больших з

Р(?) > 4|-О?Р(^)НС|2а > ^֊|£'|‘'а-3<1-д)+2а, (2.12)
А Ачто противоречит (2.7) при 6 < 2(Д + а). Этим первая часть пункта 2) доказана. Докажем вторую часть. Пусть, наоборот, для некоторой точки т) 6 Ез ЗТ(Р, т?) < 
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d2-2(l-A(rj)). Тогда для любого 6 > 0 и {о֊,} = {d2-2(l-A(»?))+<f} существует подпоследовательность {£'} такая, что
|£*|—>оо Р(С’)(1 + k'll)՜0՛' -* о при з -> оо. (2.13)

Проводя аналогичные рассуждения как выше, получим неравенство (2.12), про­тиворечащее (2.7) при 6 < 2a.Докажем пункт 3). По уже доказанной части и по условию теоремы ST(P) > 
d2 - 2 > ds, поэтому для Сз > ОН£)|/Р(£) < Сз|£|<։։“5Т(р) ֊> 0 при К|֊>оо,
т.е. многочлены Р и R имеют одинаковую мощность. Следовательно, ST(P) = 
ST(R'). Пункт 4) теоремы следует из того, что по теореме 10.4.3 работы [1] мно­гочлены, имеющие одинаковую мощность, имеют одинаковую по Л. Хермандеру силу, а по теореме 11.1.9 работы [1] такие многочлены либо одновременно гипо- эллиптичны, либо нет. Теорема 2.1 доказана.Далее для RE 12,т) Е Е(Р0) (t > 0, Е > 0) положем Dc (ту, t) = {£ G Dc (ту) : | = <}. При г/ G Е3 и ш G (0,1) через Dcu(r),t) обозначим множество точек £ G De(ту, t) таких

d4(^)=d4(6P)=p(«,T)/|(f,J/)|1-A> ЗДиХо(-7?)) <«,
где р - функция расстояния. Положим

X(R, г), 6) = jrnax {d, -1, 5 > 0,Ж = p(t, г), е) = inf { Л«;) : £ G Dc (г/, t)}, М*) = ^(t.T/.e) = inf{P(^) G Deu(r),t}}.

Лемма 2.2. Пусть R G I2, T) G E(Pq) и w G (0,1). Тогда существуют числа 
С = C(y],E,w) > 1 и М = М(т),е,ш] > 0 такие, что при t> М

c-itST(R,n) < p(t,rj,E) < CtST<֊R՝’l'>, (2.14)
C-1pu(t,T],E) < p(t,T),€) < (2.15)

Доказательство : Так как R G I2 ид — полуалгебраическая функция no t, то по теореме А.2.5 работы [1] для некоторых Айа p(t, rj, е) = At“(l +о(1)) при t -»• оо. Отсюда a = ST(R,r)), и (2.14) следует из определения числа ST(R, rj).



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 47Правая часть неравенства (2.15) очевидна. Для доказательства левой части предположим обратное, что существует тройка (77, е, ы) и последовательность 
{I,} такие, что

I, -4 оо и -> оо при з -> оо. (2.16)Так как для любого а € множества Бе(г],1,) и Бсы (77, <։) компактны, то существуют точки £‘։1 6 Бе(т),1,) и £*’2 6 Бсш(г)^,) такие, что для любого а е М
М(4,) = Д(С'1) и дш(11) = Д(Г2), (2.17)

при этом по (2.16) Я^*’2)/#^*’1)-4 оо при а -4 оо. (2.18)
Отметим, что △(??) = △ (—77) = △ < 1 для любой точки г) € Ез, при этом множества Хо(±т]) состоят из конечного числа точек. Отсюда и из определения множества Беы (ту/) следует, что с некоторой постоянной (71 = (71 (ш) > ОМ2)1 = 1(С'2,т)1/|(Г1,’?)11-д < С1, а ем. (2.19)
Имея ввиду то, что х(Я, т), △) = х(Я> -»?> △) при т) е Ез, представляя точки 12} в виде (2.3), (2.9) и применяя лемму 1.2, получим

Я(С'2) = <Рр [<?о(к12)> 71) + о(1)] при з ֊4 оо. (2.20)Так как множество {х^} ограничено (см. (2.19)) и <р, и I, = |£*>2| имеют одинаковый порядок роста при а —> оо, то отсюда имеютЯ(^'2) < (72^’։ С2>0, а еМ (2.21)
С другой стороны, так как Беы(т),1а) С Бс(г],1а) (з € ТУ), то из (2.16) следует, что £*՛1 е Бс\Беш, йч(^*’1) > ш и поэтому для достаточно больших а СЭо^^т)) > 
Сз > 0, где х?՝ = (^,’2,т)/|(^։’1,77)|1-д. Тогда, представляя последовательность {Я^'1)} в виде (2.20), имеем для достаточно больших з Я(^’’1) > С^3С4 > 0, что вместе с (2.21) противоречит (2.18). Лемма доказана.
Теорема 2.2. Пусть многочлен Я(£) = Ро(£) + Р1(£) + Рг(£) гипоэллиптичен, тогда выполняется условие (1.2) и

1) с10 - 1о(т]) < ЗТ(Я, г/) при г] е Ео,
2) ^1 - 11(т]) < 5Т(К, т?) при т) е Е2 и Ез.
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Доказательство : Из гипоэллиптичности R следует, что R Е Ь, откуда очевид­ным образом следует (1.2). Если т) Е Е0\Е3, то пункты 1) и 2) следуют из леммы 1.1 и теоремы 2.1. Для доказательства пункта 1) при т) Е Е3 предположим об­ратное, что для некоторой точки т/ 6 Ез
Н0-10(т)) >8Т(Р,т)). (2.22)

Очевидно (см. (2.17)), что для произвольных е > 0, ш Е (0,1) и з Е М существуют точки С = £‘(е,ы) € Осш(г),з) такие, что рш(з) = ш£{Я(£) : £ Е Оеш(т),з)} = К(£‘), при этом по лемме 2.2
с-13зт(н,^ < < Свзт(н,ч), с>0։ (2.23)

По определению множества Веш(т), з)
|®.|=|(«',т)|/|(е',1/)|1-д<ы1, з Е М, (2.24)

где △ = △(-»?) < 1 и о>1 = ы + <1 = ш + шах{|®|: х € Х0(т?) и -ХЬ(-т?)}.Как при доказательстве леммы 2.1 получим, что единственной предельной точ­кой последовательности {ту* = £'/|£'|} будет точка г/ Е Ез, удовлетворяющая соотношению (2.22). Представим точки по базису {г), т} в виде (2.3), (2.9), где (см. (2-24)) |ж,| < о>1 (з Е .У) и оценим поведение многочлена на последо­вательности {£'} при з —> оо. В силу (1.5) имеем для достаточно больших з с некоторой постоянной С2 > О
|О{?К(С)| > |^°Ро(Г)| - |Р{?Р1(С) - |Лг0Р2(€')1> |^°"'°|1>гоРо(»?)| - с^-'о > ||^°Ро(77)|^°-'0, (2.25)

где 10 = 10(т)), О^Ро^т)) / О, при этом и з = |С | имеют одинаковый порядок роста при з —> оо. По теореме 11.1.3 работы [1] гипоэллиптический многочлен 
R удовлетворяет (2.11). Имея ввиду, что В'°Ро(т)) / 0, из(2.23), (2.25) и (2.11) имеем

С28ЗТ^ > Л(^) > Сзз*'0-'»-’-“'»,где С2, Сз и а - положительные постоянные. Это противоречит (2.22).Докажем справедливость пункта 2) для точек 1) £ Ез. Пусть, наоборот, для некоторой точки т) Е Ез (2.26)



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 49Рассуждая как выше, получим последовательность {£'} : £ Осш(т), з) (в иограниченную последовательность {ха} (см. (2.24)). Не умаляя общности, будем считать, что последовательность {жа} сходится : х, -4- х' при з —> оо. Покажем, что х' € Пусть, наоборот, ф 0. Тогда, применяя формулуТейлора, получим для достаточно больших з (см. формулу (1.7))
1>огде △ = △(»?), а многочлены = 0,1,..., Л/о) определяются формулами (1.8). Отсюда и из (2.23) следует, что 5Т(Я, т/) > <^2, что по лемме 1.1 противоречит (2.26).Итак, х' € Хо(»?)- В силу леммы 1.2 кратность корня х' равна 2. Оценим поведение многочлена R на последовательности {£'} при з —> оо. В силу леммы 1.3 имеем для достаточно больших з, = (,(т?) (у = 0,1) и △ = △(??)

|£>{.*Я(£')| > |Ро(€։) + ^Р1(^')| - =
do—G di-h52 <pd,o-ll-k^xk;DkT+llPo(rl)+ 52 <pd,l-h-k^xkDk+hP1(ri)

fc=lo—Ii к=Огде Ci > 0 - постоянная. Так как для точек г/ G Ез li < Iq и do — Д(Ь — h) = di, то, проводя простые выкладки, получаем
|л'֊я(£')I > рЧ1՜'1 |о^о(»?)®'.0՜'* +^г* А(т?)| + о(^1՜'1)= ¥’?1-'1IQol)(a;<>’?)l+0(¥’»։՜'1) при S-4OO. (2.27)

По лемме 1.1 dl — ll<dշ, т.е. Ь > 2, а по лемме 1.2 Оо^Сс',»?) / 0, поэтому из оценок (2.11) и соотношений (2.23), (2.27) получаем для некоторой постоянной С5>0
С2|^|5Т(Л,Ч) > д(£.) > с,5|^|<։։-/1+а11 при 3 (2,28)

Это противоречит (2.26). Теорема 2.2 доказана.
§3. КРИТЕРИЙ гипоэллиптичностиСначала докажем два вспомогательных предложения, которые применим при доказательстве основной теоремы. Пусть П = {(0, ж) : < в < <5, а < х < Ь},^(0, ж) > 0 при всех (0, ж) 6 П, 4 > 0, /(4, ж) = 4<։р(4-Лж), где 6,а,Ь^ - положительные числа и △ 6 (0,1).



50 Г. Г. Казарян, В. Н. МаргарянЛемма 3.1. Пусть д 6 С,2)(П). д{0, х) > 0 и|<?в,в(^ ®)| + 1$«(0-а;)1 < соп8*՝
Х,[л<’’)<՜1''՜2'1՜4’]^00

(0, в) 6 П, 
при I —> оо.

Тогда

вир 
х€(а,Ь)

при 4 —> оо. (3.1)
Доказательство : В силу леммы 3.1 работы [15] (см. также лемму 2.1 работы[16]), |р;(*,®)| + |0И*,®)| <<Л/р(*>®), (0,®)ел, с>о.Отсюда имеем для всех (4, ®) : (I д, х) 6 О|/4'(4, я;)| < х) + СД<<-(6+1’ у/Л^х).

Поэтому имеем равномерно по х Е [а, 5]1Л1// < Л՜1 + С,Д<-2А/У/И‘'֊2(1-Д)1 -> 0 при *֊юо.
Аналогично,

Л-(1-д) ! -Ф. <֊>«., что доказывает лемму.Лемма 3.2. Пусть R = Ро + Рх + Рз 6 Ль Из = Вз(Д) / 0, т) 6 Ез, число △ = △(?;) £ (0,1) и точка т = т(т)} определены как выше, при этом, ш Е (0,1), 
х Е * > О, Щ,х) = ^,х,т),т) = 4 (17 + <-д®т), /(4,®) = /(4,®,։/,т) =

ш£ /(4, х)«-[<։»-2(1-д)] -> оо аг 4 4 оо.
Тогда вир [|ВГ/| + |Рп/|]// -> при 4 -> оо. |®|б[ы,и>-1]
Доказательство : Как было отмечено выше, функция / представляется в виде (1.7), (1.8). Так как R > 0, то легко убедиться в том, что при 6 > 0 пара функций

Мо Мо
= и f^x) = t,iз9(t՜^,x) = Yltda՜i^Qi(x,тl)

»■=0 ,=о 



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 51удовлетворяет условиям леммы 3.1, и поэтому функция / удовлетворяет соотно­шению (3.1). Простые вычисления показывают, что
рг/=«-<1-д’л(«,а:) и = л - (1 - дм֊1/;.

Это вместе с (3.1) доказывает лемму.Следующие две теоремы являются основными результатами настоящей статьи.Теорема З.1.,Многочлен R является гипоэллиптическим тогда и только тогда, 
когда :

1) ЗТ(Д) > О,
2) - 2(1 - △ (»;)) < 5Т(Я,??) при т) 6 Е3,
3) <1о - 1о(т]) < 5Т(Я, г]) при т) £ Ео,4) <11 - 11(г)} < 5Т(Е, т)) при г) £ Е2 и Е3.

Доказательство : Необходимость условия 1) следует из теоемы 2.1, если иметь ввиду что R 6 /2 и, следовательно, справедливо условие (1.2). Необходимость условий 2), 3) и 4) следует из теорем 2.1 и 2.2.Докажем теперь достаточность. Пусть, наоборот, (см. [7]) при выполнении усло­вий 1), 2) 3) и 4). существуют число е > 0 и последовательность {£'} такие, что | —» оо при з —> оо и
dR(t‘) , dR(£>)

36
/[! + №)!]>£. oeN. (3-2)

Положим г]‘ = С/1С1 (а € №)■ За счет выбора подпоследовательности можно считать, что последовательность {ту*} сходится. Пусть т)‘ —> т) при з —> оо. Из (3.2) следует, что 6 Ео = Ех и Е2 и Е3.Сначала рассмотрим случай т/ £ Ех и Е2. Так как ЗТ(К.) > 0, то R £ 72 и удовлетворяется условие (1.2). Тогда по теореме 2.1 ЗТ^,т)) = <11 при г/ £ Ех и 
ЗТ(11, г)] = <12 при т] £ Е2. Отсюда и из условий 3) и 4) теоремы имеем

do - io(’j) < dx, т) £ Ex, (3.3)max{d0 - l0(r)), dx - li(r))} < d2, 7) £ E2. (3.4)
Пусть точка т = т(т)} £ R2 определена как выше, и элементы '} представлены по базису {77, т} в виде (2.3), где <р, = (£’, т]) > 1 и ф, = (£', т) > 0 для достаточно больших з и ф,/<р, —> 0 при з —> оо. Это в частности означает, что £а £ De(r)) для любого е > 0. Если ф, < const для бесконечного множества {з}, то будем



52 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарянсчитать, что ф, < const для всех з £ N. Тогда для достаточно больших з из неравенства (1.5) и условий (3.3), (3.4) следует, что для Су > 0 (у = 1,...,4)Я(^)>С1^‘, ijeEi, > C2<pd,3, »?GE2,
dR(t։)

56
< Сз<р^' 1, Ч G £1, 5Д(6)

56
V € Е2 (» = 1,2).Эти соотношения противоречат (3.2).Если -ф, -> оо при з —> оо, тогда из (1.5) следует, что

gPj(C) 56
j = 0,1,2,< у = 0,1,2, *=1,2, (3-5)(3.6)где С5 и С6 - положительные постоянные и 1у։,- = — кратность нуля тумногочлена (у = 0,1,2, * = 1,2). Так как 1у։,- > /у — 1 (у = 0,1,2, ։ = 1,2) и 

ф,/у>, 0 при з -> оо, то из (3.6) имеем для достаточно больших з
dPjtf’) 

%
< Св^՜'*^՜1, j = 0,1,2, i = 1,2,

. Это вместе с (3.5) противоречит (3.2).В случае т? € Ез мы, очевидно, имеем 5Т(Н, т)} < с^. Тогда △ = △(?/) € (0,1) и тах{с!о - /о(»?) ՛• — М7?)} < ^2 согласно условиям 1), 2), 3), 4). Обозначим
Ы! = РгМ i/h and w2 = D’r'PiM6Р1?Р0(т?) l/('o֊h)

и рассмотрим следующие возможные случаи (за счет выбора подпоследователь­ности) :а) ф, < «1^1՜д, Уз е И,Ь) ф, > ш2у>}_д, Уз е ЛГ,с) "15Р}-Д <Фв < ^гу>}_д, Уз € ТУ՜(при этом, если > ш2, то случай с) исключается). Так как R е 12 , то по лемме 1.1 работы [13] Ро(С') > 0 и Р2(£') > 0 для достаточно больших з. Поэтому, для такихз «(£')> Po(£') + P2(£')-|A(e')|. (3.7)В случае а) по неравенству (1.5) и определению чисел и △ = △ (?;) имеемQ Q|Pi€’)l < < ^‘Р'‘Р1(7?)|^1-,”+<1֊д)'‘= |P2fo)^a < -p։(r)• * A (3-8)



Критерий гипоэллиптичности многочленов в терминах... 53Отсюда и из (3.7) для достаточно больших я1 2 1 1
ж) > 4 EiW)i > 5iw)i > jiwik’i"’. J=o (3.9)

Из неравенства (1.5) следует, что для достаточно больших я имеем с некоторыми постоянными Су > О
дР^‘) 

К
<Л

т 96

= Су^՜1՜^-1 = Су<р^-1-^-։+^-^'} < Сур^-1, »=1,2, (3.10)где последняя оценка имеет место в силу неравенств — 1, <р, > 1(у = 0,1,..., М, я £ ТУ). Неравенства (3.9) и (3.10) противоречат (3.2) теле как △ < 1.В случае Ь), аналогично (3.8) получим неравенство |Р1(4*)| < 0,5Ро(£։) для достаточно больших з, которое влечет (3.9). С другой стороны, по (1.5) и (3.9) для достаточно больших з, у = 0,1,2, * = 1,2 с некоторой постоянной Св > 0 имеем 
ЭШ

96

3 п/, ;9РД77)
2 г Ô696-

< Св^-'^Ф'Г՜11 = Св— ф.
<р>

у.
Ф.

= СаТ 
Ф,

Ф> <4.'(3.11)где оценки получены так же, как последнее неравенство в (3.10). Теперь заметим, что в случае Ь) мы имеем ip, —> оо при я —> оо, и, следовательно, (3.11) противоречит (3.2).Пусть wi(rç) < W2(ï?). Рассмотрим случай с). Положим х, = ф,<р7^-^\ тогда Ш1 < х, < Ш2 (з G N). Очевидно, при достаточно больших s f(p,,xt) = R(&‘) и по лемме 3.2 [|лгя(г)| + |аде)|]/я(е) -> о, з ֊> оо.Это противоречит (3.2), поскольку первые производные многочлена R являются линейной комбинацией производных DтRи Теорема доказана.Теорема 3.2. Пусть Р = Я+г - многочлен вида (1.1), удовлетворяющий условию 
(1.2), при этом <1з <<12 — 2. Многочлен Р гипоэллиптичен тогда и только тогда, 
когда многочлен R удовлетворяет условиям 1), 2), 3) и 4) теоремы 3.1.



54 Г. Г. Казарян, В. Н. МаргарянДоказательство следует непосредственно из теорем 2.1 и 3.1.Следующий пример иллюстрирует полученный основной результат. ПустьР(С) = + Й + ЙЙ) ֊ 2ЙЙ + <2® + Е 7<ЛГЙа-
|а|<6Здесь d0 -- Ю, di = 9, d2 = 8, d3 = 6 = d2 - 2, Eo = {±77} = {(0, ±1)}. Простые выкладки показывают, что Е3 = Ео, △ = △(±7?) = 1/3, Iq = 1о(±т/) = 6, 

Il = /i(±»7) = 3, l2 = l2(±ri) = 0, т.е. условие (1.2) удовлетворяется. Пусть т = 
т(±г)) = (1.0), тогда Qo(x) = Q(x> ±4) = (®3 - l)2 > 0 и X0(±r)) = {1} С [0,5 ; 2]. Так как для достаточно больших tinf P [t (±77 +1 Лг r)] = inf P |i (t >as,±l)| =0,5<r<2 L 4 0,5<։<2 L \ /J= inf [t8(®3 - l)2 + t“®8 + + E 7e.(±l)“ai’°'1+“։æai] ’

°՛5^2

то для таких t равномерно по х G [0,5 ; 2]
т.е. 5Т(Р) = 22/3 > 8 - 2(1 - Д) и условия 1) и 2) теоремы 3.1 для многочлена 
R выполняются. Условия 3) и 4) той же теоремы легко проверяются. Так как с!3 < «/з - 2, то по теореме 3.2 многочлен Р гипоэллиптичен.
Abstract. Some necessary and sufficient conditions for the hypoellipticity of a class of polynomials of two variables are found. The connection between hypoellipticity and the Seidenberg-Tarski number of the polynomials is described.
ЛИТЕРАТУРА1. L. Hormander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators, Springer- Verlag, 1983.2. С. M. Никольский “Первая краевая задача для одного общего линейного уравнения”, ДАН СССР, том 146, № 4, стр. 767 - 769, 1962.3. В. П. Михайлов, “О поведении на бесконечности одного класса полиномов, ДАН СССР, том 164, № 3, стр. 571 - 573, 1965.4. S. Gindikin, L. Volevich. The method of Newton’s polyhedron in the theory of PDE. Kluwer, vol. 86, 1992.5. C. Zuily, “Sur hypoellipticite des operateurs differential”, Compts. Rendus Acad, Sci. Paris, vol. 277, № 2, pp. 529 - 531, 1973.6. Г. Г. Казарян, “Сравнение мощности многочленов и их гипоэллиптичность”, Труды МИАН СССР, том 150, стр. 143 - 159, 1979.
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ВЕСОВЫЕ 5-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ В ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ
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Резюме. В работе вводятся весовые пространства L„i7(fin) с весовыми функ­циями вида (im r)i — ££=2 |»?i + »ГЛ рассматриваемыми в области Зи­геля Qn = {т) = (т71,»?2, ...,г]п)е Cn : Im > ££=2 I’/fcl2} в С"- Для функций 
f G C'1(Qn) таких, что f и |с?/| принадлежат определенным пространствам L£ 7(ЯП), устанавливаются весовые 3-интегральные представления.

§0. ВВЕДЕНИЕ0.1. В работах [1], [2] М. М. Джрбашяном были рассмотрены классы Нр(а) (1 < р < +оо, а > —1) функций /(С), голоморфных в единичном круге 1Л>={£бС:|£|<1} комплексной плоскости С = С1 и удовлетворяющих условию
/I|/(<)|р "|с|2)О < +°°(<=*+

Для этих классов была установлена следующая теорема.Теорема 0.1. Каждая функция / Е №(«) (1 < р < +оо, а > -1) допускает 
интегральное представление

(о1)" У Ую (1 — £(,)В [1], [2] этот результат был применен для построения теории факторизации мероморфных в О функций класса Неванлинна-Джрбашяна. Позднее выяснилось (см. обзоры [3], [4] и монографию [5]), что интегральное представление (0.1) 



Весовые д-интегральные представления гладких функций... 57и его аналоги для различных областей (в том числе, многомерных) являются эффективным инструментом при решении многочисленных задач комплексного анализа. Прежде чем дать краткий обзор соответствующих исследований, введем некоторые обозначения.0.2. Для произвольных г = (их,..., гп) 6 С” и £ = (£1։..., £п) £ С положим
(ж, 0 = £>?*, |С| = >/М-

*=1Запишем Вп,г = {< € £п : |С| < г}, 0 < г < +оо. В частности, Впд = Вп суть единичный шар в Сп. Далее, произвольное т) = (»71, »72, - - -, т)п) € С՞ может быть записано как т) — (тц, »/), т/' = (172,..., 1?п) € С”՜1. Для С положим
(«Л ‘0՛) = $2 «’кЧк Н1 = ■'/(’Л’?')- *=2Область Зигеля в пространстве С” определяется следующим образом :

Пп = {*) = (»71,»?') £ С՞ : 1ттц > |т?'|2}.
Хорошо известно, что Пп и Вп биголоморфно эквивалентны. Заметим, что Их может быть понята как верхняя полуплоскость

П+ = {т/ 6 С : 1т г) > 0}.
Для области бС С" через б обозначим ее замыкание. В частности,

В» = К е С" : К1 < 1}, = {Т) = М) € Сп : 1ттп > |П'|2}.
Через тп(-) обозначим 2п-мерную меру Лебега в пространстве Сп = й2п. Если 
п > 1 - целое число и (3 ЕС (Яе/З > —1), то положимГ(п + 1 + /3) _ (Д + 1)(Д + 2)...09 + п)Сп՝Р Г(1+/3)тг՞ тг"
Если 1 < р < +оо и а > —1, то запись /3 >֊ (р, а) означает, что

{
а 4-1 ,>----------- 1 при 1 < р < 4-оо,Р

> а при р = 1.

(0-2)

(0-3)



58 А. О. КарапетянПусть комплекснозначная функция /(я) класса С1 задана в области С С С". Обозначим через (с)/)(г) (х 6 С) вектор
(дЦя) д/(я) сп
\ ’ дя2 ’ ’ дяп )С учетом этого обозначения имеем

((а/)(г),а) = £^1аГ։ х£С,

для произвольного а = (ах, а2,..., а„) £ С". Наконец, для положительных величин а, Ь будем писать а X Ъ, если отношения а/Ь находятся между двумя фиксированными положительными числами.0.3. Теперь мы готовы сформулировать и обсудить аналоги и обобщения теоремы 0.1.Теорема 0.2. Пусть 1 <.р < +оо, а > — 1 и /9 >֊ (р,а). Тогда каждая функция 
/, голоморфная в Вп такая, что[ |Ж)|։’(1-|<|2)“^(СХ+оо>

Ув»допускает интегральное представление

ГЫ = с..>/ (М
«'В» и — \*> Ч/;При п = 1, т. е. в случае единичного круга В> С С, это легко следует из теоремы 0.1. Что касается случая п > 1, теорема 0.2 была установлена в [6] (при а = 0) и в [3, 4] (при а > —1).Позднее формула типа (0.4) была установлена в [7] для гладких (не обяза­тельно голоморфных) в функций :Теорема 0.3. [7] Если / £ С1(ВП) и Ке /3> —1, то/( )_ п^/в. (1-(я,0)п+1^ (<)

֊ сп<р ((5/)«),< - я) Фр(*,ОАп(С), я £ В„, (0.5)где 1-К12У+1у (-1)р ГР^р+1+/з " (1-И8)(1-|С18)Г
. 11-М12и 2?(г,С) = |1-(к։0|2֊(1-|к|2)(1֊К|2)։ х,С€Вп. (0.6)

(0-7)Очевидно, формула (0.5) совпадает с (0.4) для голоморфных в Вп функций класса С1®.



Весовые д-интегральные представления гладких функций... 590.4. Имеются аналоги формулы (0.1) и для неограниченных областей. В част­ности, следующая теорема была установлена в работе [8] при n = 1 и в [9, 10] при n > 1.Теорема 0.4. Пусть 1 < р < +оо, a > — 1 и ß >֊ (р, а). Тогда каждая 
голоморфная в Qn функция f такая, что[ 1/(’?)|Р - 1’/|2)°<М’7) < +оо-
допускает интегральное представление

f(z) = 2n-^cniJ f{r>) ^~^+1+ß dm(n), wenn. (0.8) 
Jn* [*(»7i - W1) - 2 (w', rf)] * ™В [11] были введены классы функций /(ту), голоморфных в Пп и удовлетворяющих условию

[ \f(r))\pV> - |’?'|2)<М’7) < +°о> 1<Р<2.
где функция у>(т), т G (0,4֊оо), положительна, непрерывна и удовлетворяет некоторым дополнительным условиям. В [11] (теорема 2.8) установлено, что каждая функция f из введенных классов допускает интегральное представление= (/тП7?1 “ I7?'!2) dmM, w e fin, (0.9)(2*7 Jn„где ядро Ф(ги, rj) определяется через <р(т) (посредством явной формулы) и являет­ся голоморфным по w 6 fin и антиголоморфным в ту € fin. В [11] показано также, что в специальном случае у>(т) = т^, т 6 (0,+оо) (ß > —1) (0.9) совпадает с (0.8).В настоящей работе устанавливается аналог формулы (0.8) для гладких (не обязательно голоморфных) функций в Пп из определенных весовых классов (см [9], [10]). По ходу дается усиление теоремы 0.4.§1 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ1.1. Хорошо известно (см. [12], параграф 2.3), что многомерные преобразования Кэли Ф= ir—rV C = (C1,C')G®„, (1.1)

\ 1 - 41 1 - 41 /

ф֊1: 2-^-4, 7? = (Ч1,Ч/)еПп, (1.2)
осуществляют биголоморфный изоморфизм областей ®п и П„. Пусть △(£),£ G Вп и А՜1 (ту), г) £ Пп։ соответственно, обозначают комплексные якобианы отображе­ний Ф и Ф՜1. Следующее утверждение проверяется непосредственным вычисле­нием.
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Лемма 1.1. (а) При <? С Вп и 2 < у < п :ЗФЛС) 2* ЗФ1(0_л (2 < к < п), (1-3)(1-С1)2’ ас*аФ>(0 аФДО _ ' 0, k/j։ , (2 < к < п),11-й՛ к = 3 " " (1-4)дС1 '(1-6)2’ ас*
гдеФ(0 = (Ф1(О,Ф2(С),...,Фп(О).

(б) При С £ Вп и Т) £ Пп :2гл л (/Л — ~ 2՞* (1-5)(<)-(1֊С)“+1 "(^+^)п+1՜

(в) При С £ ®п И Г) € Пп :Зт(Ф(0) = |А(С)|2<МО = 4-[1_ |̂(2?„+1)>
Жп(Ф Ч»?)) = !△ 1(’7)|2ат(т?) = 4" ,.й+1)-+ »1

(1-6)
(1-7)

(г) При w, г) € Пп :
(1-8)
(1-9)

Определение 1. Для произвольных функций р(<), < £ Вп, /(»?), т) £ Пп, и для произвольного /3 £ С будем писать
9(0 -13 /М,

если имеет место одно из следующих эквивалентных соотношений :
р(0=: (1^)"+ ’̂ <еИ"’ (1Л°) 

/ 2։ \ п+1+0Ж =5 (Ф՜1 (’?))(—7/ , »?6П„. (1.11)
\г)1 + г/Лемма 1.2. Пусть д(<) £ С^Вл), /(т?) £ С^Пп), /3 £ С и <?«) /(»,). Тогда

((Зр) (Ф-1(т?)) , Ф՜1 (т)) ֊ Ф-1(ш)) =
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( д п-Ц+0 ---_ .

w,т]e^ln. (1.12) / и/1 -- •
Доказательство : Сперва допустим, что Тогда ввиду (1.10)(даю,<-.) = —I1 — <.11 А-=1 ,=1 ОГЬСоотношения (1.3) и (1.4) дают

<($») (О, < - *) = --- * +1+/> XI1 - С1)
„ / 0/(*(С)) 2(6-гг) , Л а/(ф(О) Лс - *г)6՜ £ - 11 ’(1-5)’ Й "В \(1֊э’ +1֊С1/]՜

Теперь остается положить £ = Ф-1(т?), я = Ф-1(го) в последнем соотношении ивоспользоваться явным видом (1.2) отображения Ф՜1.Далее, напомним, что в [7] было введено ядро 7Э(я, £) (см. (0.7)) и были установлены следующие неравенства :
®М>(1-К12)К-*12>о, г,Севп, 
®М>(1-И2Ж-г|2>0, г,сев„.Очевидно, 7?(я, £) = 0, если и только если г = (.Лемма 1.3. Пусть ш, т] 6 Пп, тогда

Де (г(т/1 - иг) ֊ 2(ш'л')) > 0,|։(»П-Ш1) -2(щ',т?')|2 > ^Гт-ч)! - |ш'|2) (Ьп - |т/|2),

(1-13)(1-14)
(1-15)(1-16)

причем в (1.16) равенство достигается только, если ы = т).

Доказательство. Для доказательства (1.15) достаточно воспользоваться следую­щим простым тождеством :Яе(։(^Г-ги1) - 2(ш',т/)) |щ'|2 + /тп7?1 - |т/|2 + |т/ - ги'|2, С".(1-17)Что касается (1.16), то заметим, что1?(Ф ЧпО.Ф \г))) == |1-(ф-1(’")>ф-1(’?))|2- (1- |Ф“1(ш)|2) (1-|ф-1(т?)|2) >о, ги,7/епп։(1-18) причем равенство достигается только лишь, если w = т). Теперь остается подставить (1.8) и (1.9) в (1.18) и тем самым завершить доказательство.



62 А. О. КарапетянЛемма 1.4. Зафиксируем ю ё Пп и е > 0 так, чтобыС(ш,е) = {чёС" :|ч-ш|<е}сПп. (1.19)
Тогда |т? ֊ ю| х |?71 + *|, 7? е П„\С(ш,е). (1.20)
Доказательство. Сперва заметим, что |т/| ֊4 +оо <=> |т?1| -4 +оо для т) ё Пп. Следовательно, (,ещ, !,н+те).Далее, очевидно, что если т) ё Лп и |т/| —> +оо, то. . Н2 |’П|3 + Ьп171 Н1|2+|»?1|

-ы2՜ Ы2 - Ы2 ֊Итак, мы установили оценку (1.20) при условии т; ё Л» и |^| ֊4 +оо. Остается заметить, что та же оценка очевидным образом имеет место на произвольном множестве типа
{г) ё Пп\С(ги,е) : |т?| < М},где М > 0 достаточно большое. Доказательство завершено.Лемма 1.5. Существует положительное число С такое, что

о.«)

равномерно по Т) ё Пп и ад ё Пп •
Доказательство : Допустим ш, т) ё Пп- Ввиду (1.2) имеем ф"1(’?) - ф-^ш) = “ »> 2»7') - “ *>2ш') =2
где а = (а1,а2,...,ап) = (։,-?/) ё Сп, т = т)1+г&С. (1.23)Заметим, что 1 < 1а12 < Н2. (1.24)Из (1.22) следует, что1*~‘(ч)֊«-|(»)Г=|^^|^<|,. »,чеП.. (1.25) 
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<р(р) = |р1а + т(0, р')|2 > Vp = (Р1,Р՛) £ С”.Теперь на время зафиксируем rj G Пп • Легко видеть, что

п
<р(р) = 52 bijPiPb Р=(Р1..........Pn) G С”,

ij = lгде В — — положительно определенная эрмитова матрица и может бытьзаписана следующим образом :|а|2 та2 та3 ................ гап \
räj |т|2 0   Отаз 0 |т|2   О (1.26)
тап 0 0 ............. |т|2 /Хорошо известно, что

<р(р) > а*1р12, рее, (1-27)где А* > 0 суть минимальное собственное значение матрицы В. Для нахождения собственных значений В необходимо выписать характеристический многочлен Т’в(А). Несложные вычисления даютРв(А) = (И2 ֊ А)"֊2 {(|а|2 - А)(|т|2 - А) - |т|2|а'|2} , А е С. (1.28)
Решая уравнение Рв(А) = 0, получаем собственные значения матрицы В :

где
D = (|а|2 + И2)2 ֊ 4|т|2 > (|т|2 - I)2 > 0.Очевидно, что А1 > А3. Поэтому мы должны сравнить Ао и А3. В силу (1.24), Ао > А3. Следовательно, минимальное собственное значение равно

(1.29)
Поскольку а и т зависят от выбора т) 6 П„, то же можно сказать и о А*. Но нам нужно оценить А* независимо от г) б Пп. Для этого заметим, что|т|2 < Н3 + |т|2 + VD < 4|т|2,



64 А. О. Карапетянт.е. для произвольного т) € Пп 5 < А* < 2. (1.30)а это вместе с (1.27) дает р(р) > |р|2/2, Р € С”. Следовательно, ввиду (1.25) имеем
1*֊1(”)֊ф-‘(“')1£1„^,+<г »•’еп- <1-31>что совпадает с (1.21).Определение 2. При п > 1 и а,7 £ R положим

= I (1.32)■/п„ |»71 + *| 'Лемма 1.6. 7"՛՜* < +оо, тогда и только тогда, когда -у > а > -1.
Доказательство. При п > 1 и произвольных а, /3 £ К положим

(1.33)
(1-34)

Очевидно, А“ < +оо <=> а > — 1 и В13 < +оо <=> /3 > 1. Далее имеем
Г Г
'п+ |т?1 + »Г+1+7 (1тг)1 - |?/|2)" <1т(т)') =

(1т ?д)п-1+а 

Н1 + ,|п+1+7
Щъ) = А°_1Вп+1+‘'

уП-1+а(« + 1)»+тЛ’'Следовательно < 4-оо, тогда и только тогда
а > -1, п4-1+7 > 1,п—1 + а>—1, (п + 7) — (п — 1 + а) > 1.Легко видеть, что эта группа условий эквивалнтна условиям а > — 1, 7 > а, и доказательство завершено.§2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯДля функции /(г/), определенной на Пп и /3 £ С(Де/3 > -1) введем интегральный оператор

^(/)(и>) = 2»-1+%,/5 [ Кп) ֊ |»?, 2)^
;—о/ , Л1п4-1+И™М’ (2.1)п. [*(»71 - и>1) - 2(ю',т?')



Весовые д-интегральные представления гладких функций... 65Ввиду формул (1.7), (1-8) и (1.9) этот оператор может быть записан в иной форме
Тп,р{}]{^) — ..П+1+/5 [(и>1 + ») и Зп,

п+1-НЗ
(1-|Ф 1(17)|2)^йт(Ф 1(»?)) (1НФ-1(™),Ф-1(’7)))п+1+-3 ' (2-2)Далее, для функций /(ту) 6 С1(ПП) и /3 € С (Яе/3 > —1) введем интегральный оператор

'п+^п,р /
(Ттг)! - Н'!2/՜1՜1[»(ЧГ - иц) - 2(ю', »7')]/3+1

р

хХЬ
р=0

(-4)” (Тиши - |го'|2) (Ттптц - |т/|2)Хр+1+/3\ |г(т?1 - Ш1) - 2(ги',т?')|2(г(гйГ-771)-2(17,,ги,))"~1____________________ю', г/)|2 — 4 (/пгги! — |го'|2) (/пи?1 — |т7'|2)^ <йп(7?), ш £ П,
(2-3) который ввиду формул (1.7), (1-8), (1.9) и (1.18) может быть записан следующим образом :

Сп,/3

х / (($/) (’?),»?- и»
->֊ {и)1+^+1+Р 
п+1+р *71(! 2 40+1ЙГ - г (1 - (Ф֊1(и), ф-1^)))^1

х

X

X

р

хХЬ
р=0

(_1)Р / (1 - |Ф֊1(м)|2) (1 - |Ф֊1(г?)|3) Р+1 + /Ц |1-(Ф-1(ги),ф-10г))|2^-(ф-Ч^.ф 1Н))՞ ,ф-1, » п (2-4)Заметим, что при п = 1 введенные операторы имеют следующий простой вид :
Р1,рМ№) =

2^ (/3+1) [ ШПпт))Р/п+ [ф7-™)]2+/’20+1 С

(2-5)
’Г Л1+»7-■“>[։(*?-™)]/5+1 (2-6)

Т1АПМ = <1т(т]), и) 6 П+,
&т(т)), IV 6 П+.

Теорема 2.1. Пусть Ее /3 > -1 и функция / е С1(ПП) удовлетворяет условиям|/Щ/пин ֊ И2)Де"
|>71+г|Я+1+Ле/’

е ь1^»), (2-7)
,|24Ке0+1

,п+1+Не/3 е ьх(Яп)- (2-8)
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Тогда имеем /(ш) = Тп,/}(/)(ги) -Я„,д(3/)(«»), w £ П„. №)
Доказательство. Сперва предположим, что Де Р > 0. Исходя из функции / £ С^Пп), построим функцию р(<), < £ В,., по формуле (1.10) так, что 0«) ~/3 /(т;). Для г £ (0,1) положимВп,г = {< £ С" : ]<| < г}, П„,г = Ф(В„,Г).
Теперь зафиксируем ги £ Пп и положим я = Ф-1(го) £ Вп. Очевидно, что я £ ВП1Г при г0 < г < 1, где то € (0,1). Так как р(С) £ С1 (Вп,г)։ г0 < г < 1, то замена переменной приводит к формуле типа (0.5) для Вп,г (го < г < 1) :

д(я) = г2Сп,/з /■/в»,, у(0(г8-К1У
- (я,С))п+1+Р <МС)֊

-г2сп,р [ ((д0) Ш֊я) [Г* К1Х++хх
■/»..г (’-3 ֊(«,<))

(-1)» Лг2-н2)(г2-к|а)У ..
"-1р+1+Л 1’-2֊м12 )

(г2 — (С г))“՜1Х (|г2 - (я,0|2 - (г2 - |я|2)(г2 ֊ |С|2))՞ г° ֊ г < 1։ С2'10)Далее, положим я = Ф-1(ш), С = Ф-1(’?)> V € ^п,г и воспользуемся формулой (1.12). Тогда из (2.10) имеем при го < г < 1
/(«’) = г2 Сп,0 (и>1 + *)п+1+^ /(’7)071+ *)"+1+/3 (г2 — |Ф 1(’7)|3)^т(Ф~1(’?)) 

(г°- - {ф-^(w),ф-^^(r))))n+1+p

((а/)(’7)>’,-’.)(.1+зГ^^4х
(w1 + ։) т Уп„,г - гх_ (г2-|Ф-1(’7)|2Г1 х(^֊(Ф-^ш)^-1^)))^1х у-1 Н^-1 / (г2 ֊ [Ф֊1^)!3) (г2 - |Ф֊1(>7)|2) У

Р+^+Р \ |г2-(Ф֊1(™),Ф-1(’7))|2 )
(г2-(ф-^^.ф-^ад)))՞՜1

------------------------------------- -------------------------- -Г—.--------------------г—Й-Г/7П (Ф (п)).г2 - (Ф-1(№),Ф֊1(’7))|2 ֊ (г2 - |ф-1(ш)|3} (г2 - |ф-1(’7)|2)) (2-И)



Весовые д-интегральные представления гладких функций... 67Легко проверить ввиду (2.2) и (2.4), что при т = 1 формула (2.11) совпадает с (2.9). Следовательно, мы должны в (2.11) устремить т | 1. Для этого заметим, что справедливы следующие оценки при т0 < г < 1> V € Пп,г :0<г2-|ф-1(’7)|2<1-|ф-1(’?)Г. (2-12)
|г2 - (Ф-1(ги), Ф-1(т?))| > г2 - |ф֊1(ю)| г > г0 (г0 - |Ф—1(ад)|) > 0, (2.13)

|г2-(ф-1(ш),ф-1(т?))| <2, (2.14)
|г2 ֊ <ф-1(ш),ф_1(ч))|’ - (г2 ֊ |ф-1(ш)|2) (г2 - |ф-1(’?)|2) =

=л> (1*-‘м, !*->(,)) > и (1 - Й» >\г г / ~ \ т2 / г3 —> - |ф-1(ю)|2) |Ф-1 (Т)) - Ф-1(ад)|2 , (2.15)(г2-|Ф-1(м)|2)(г2-|Ф-1(т?)|2) < т|г2-(Ф֊1(ги),ф-1(,?))|2 - ' ' ' 1Следовательно, чтобы применить теорему Лебега об ограниченной сходимости при г 11, нужно показать, что
[ 1№)1Ь + *Г+1+Ле/3

•/я»

(1֊|Ф 1(’?)|2) Лт(ф 1 (»?))< 4-оо, (2-17)
[ | |т? - ш| |тд + <|п+2+л^ С* 1Ф ^1) 2п^ (Ф 1(»?)) < +оо.

•/п* |ф-1(т?) - ф-^ю)! (2.18) Ввиду (1.7) и (1.9) легко видеть, что (2.17) эквивалентно (2.7). Кроме того, из формул (1.7), (1.9) и (1.21), (1.20) следует, что (2.18) эквивалентно (2.8). Таким образом для случая Ле/3 > 0 доказательство завершено.Зафиксируем произвольные Во £ С с Ле Во > —1 и функцию / £ С'1(ПП), удовлетворяющую (2.7) и (2.8) при =Во. Тогда / удовлетворяет (2.7) и (2.8) для каждого /3 с Ле/3 > ЛеВо. Далее, зафиксируем также ш £0п. Тогда Тп,/}(/)(ш) и Рп,/5(5/)(ш) (как функции переменного /3) голоморфны в области Ле/3 > ЛеВо и непрерывны в ее замыкании. Кроме того, имеет место (2.9) при дополнительном предположении Ле/3 > 0. Следовательно, (2.9) имеет место и при =Во по теореме единственности голоморфных функций. Доказательство завершено.



68 А. О. КарапетянОпределение 3. Пусть 0 < р < 4֊оо, а > -1 и 7 6 R. Обозначим через Ь£7(Пп) пространство всех комплекснозначных измеримых функций /(г/), т) е ПП1 удовлетворяющих условию
|1/П„а,7 =

1/(7?) |Р (Ьпщ ֊ |т?,|2)ОГ 

|т?1 + *|7
с?т(т?)

1/Р < +оо. (2.19)
При 7 = 0 эти пространства были рассмотрены в [8] для п = 1 и в [9], [10] для 
п > 1. Для п = 1 пространства типа Ь£7(ПП) (7 # 0) были рассмотрены в [13] (глава 4).Теорема 2.2. Допустим, что функция / 6 С1(ПП) удовлетворяет одному из 
условий
(а) 1/(»?)1 > |(д/) (»?)| (7։717?1 - |7?'12) С ^,7(П») при а > -1, 7 < п 4֊ 1 4- а и 

Яе/З > а,(б) 1/(т?)1 > |(0/) (*?)| (7т»?1 ֊ |т?Т) е ££>7(Г2„) при а > ֊1,7 < п4-14-а, 1 < р4-оо 
и Дер > - 1.Тогда справедливо интегральное представление (2.9)

Доказательство. Сперва положим
Р1(т?) = 1/(»?)1> 4/2(77) = |0(/)(»?)| (7т™?1 - |т?'|2) (т? € Яп).В силу теоремы 2.1 достаточно показать, что из условий (а) или (б) следует

471,2(7?) (Гтть - |7?Т)Л^ 

1т?! 4- *|п+1+Де'5 е ьх(П„). (2.20)
Теперь допустим, что имеет место (а), тогда р1>2 6 Ъх7. Следовательно,Р1,2(т?) (/тт?1 - |т?,|2)Д^ _ |т?1 4- ։|п+1+я^

_ У1,2(т?) (Ттпг)! - |17л|2)° (1тгц - |т?,|2)Де=° 1

141 + *Г |7?14-»|Ле:“ |т?1 + г|п+1+“-7 -

<?1,2(т?) (Ьти?1 - Н12)“ .- е ьи (2.20) установлено. Далее, если имеет место (б), то </1,2 е Ь^17(ПП). Тогда всилу интегрального неравенства Гельдера мы имеем
|т?1 4- ։|п+1+Ле/’

(1тп(т)) =
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(Irnm - \if\2)a/r (Imib - |^р)Де֊о/р
1^1 +»Г/₽ hi + ։|п+1+Ле^ V) - llffl'2||P.“.7 J1/«,

где l/p+ l/q = 1 и

(Imrn -
1^! 4- j|(n+1+-Re:-r/p)« dm(r]).

Чтобы воспользоваться леммой 1.6 и, таким образом, завершить доказательство, потребуем, чтобы
д[Яе=-)>-1 и q \ n+ 1 + Ле-- ) - (п + 1) > q \ Re-— 

\ PJ \ Р/ \ Рили, после упрощений,
_ ot +1 ,

Refl >----------- 1 и п+1 + а>7,Рчто и обеспечивается условиями (б). Итак, теорема доказана.Замечание. Заметим, что даже для голоморфных функций / теорема 2.2 яв­ляется обобщением теоремы 0.4 и совпадает с ней лишь в специальном случае 7 = 0.
Abstract. Weighted spaces L£ 7(Qn) with weight functions of the form

-E tai’ 

k=2are considered in the Siegel domain
0« = S ri = (’ll, T)2,..., r)n) e C" : Imr)! > hfc|2 

I k=2

in Cn. Weighted 3-integral representations are established for functions f G C1(nn), assuming f and |5/| belong to the spaces L^ 7(Qn).ЛИТЕРАТУРА1. М. М. Джрбашян, “О представимости некоторых классов мероморфных функций в единичном круге”, ДАН Арм. ССР, том. 3, № 1, стр. 3 - 9, 1945.2. М. М. Джрбашян, “К проблеме представимости аналитических функций”, Сообщ. Инет, матем. и мех. АН Арм. ССР, том 2, стр. 3 - 40, 1948.
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Резюме. В статье получен критерий для ограниченности произведений опе­
раторов Теплица в пространствах М. М. Джрбашяна в полидиске и критерий 
ограниченности операторов Ганкеля, действующих в пространствах Харди в би­
диске. Кроме того, установлены теоремы факторизации для подклассов класса 
голоморфных в полидиске функций, имеющие самостоятельный интерес и допол­
няющие ряд известных утверждений такого типа.

§1 . ВВЕДЕНИЕ, ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
1.1. Задача установления критериев, при которых ограничены теплицевы опера­
торы Т/зТа/, действующие в пространсвах М. М. Джрбашяна, по существу, была 
поставлена Д. Сарасоном в [1]. В работе [2] одним из авторов данной статьи был 
установлен такой критерий. Для этого в [2] был предложен подход к упомянутой 
задаче, основанный на теореме о диагональном отображении из [3]. Данную ста­
тью можно рассматривать как продолжение [2] в двух направлениях : рассмат­
риваются классы со смешанной нормой в полидиске П)п. Аналогичным задачам, 
связанным с проблемой Д. Сарасона посвящены недавние работы [8] - [12].

Кроме того, на наш взгляд представляют интерес полученные новые голо­
морфные теоремы о сильной факторизации пространств палаток Т? (определение 
см. в [4]), получающихся сразу в поликруге с помощью привлечения экстремаль­
ной функции Дынкина [5].

Впервые рассматриваются поликруговые аналоги операторов типа Ганкеля, 
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составленные из операторов типа Теплица. Отметим, что одномерные критерии 
ограниченности операторов типа Ганкеля, составленных из операторов типа 
Теплица, впервые были получены У. Коном [6].

В данной статье установлены прямые многомерные обобщения основного 
результата [6] о действии операторов типа Ганкеля в пространствах Харди Нр в 
круге В. Доказательство этих результатов существенным образом опирается на 
одну теорему вложения для классов типа В МО в бидиске, полученную недавно С. 
Фергюсон и К. Садовски в [14]. Отметим, что в последние годы появилась целая 
серия статей, в которых вводились и изучались те или иные свойства классов 
типа В МО или их аналитических подпространств на торе Г ив полидиске (см., 
например. [14], [15], [17] и указанную там литературу).

В первых двух параграфах статьи приведены необходимые обозначения и 
вспомогательные утверждения. Часть этих предложений используется в треть­
ем параграфе, где доказывается’ теорема о действии произведений операторов 
Теплица в классах Харди и Джрбашяна в полидиске. В последнем, четвертом, 
параграфе доказана теорема об ограниченности операторов Ганкеля в полидиске, 
обобщающая теорему У. Кона.

1.2. Обозначения. Всюду ниже В" = {г = («1,..., гп) Е С" : |жу| < 1, 1 < j < 
п} - полидиск в Сп, Т” = {г = («1,...,гп) £ С” : |л,-| = 1, 1 < * < п} - его остов, 
Я (В") - класс голоморфных в В" функций, <йп2П(я) и (1тп[г') ֊ нормированные 
меры Лебега на В" и на Т". Далее, Яр (Вп) (0 < р < оо) ֊ класс Харди в В” (см. 
[11]), а Ара(Вп) (0 < р < оо, а > -1) - пространство М. М. Джрбашяна в В”.

Напомним, что оператор Теплица в полидиске В” с символом / определя­
ется на подпространстве Я(ВП), в котором плотны аналитические многочлены 
Р(21,Я2,.. .,гп) (см. [2], [8] - [10]), формулой :

(т;л)(ш) = од/՜ /(у(2)^~^|)а^2П(г), «Е1Г,

где
п

1-шг= Ц(1-ад*г*), а >-1, /е£2(Вп),
к=1

а С(а) - п-мерная константа проектора М. М. Джрбашяна (см. [3], гл. 6).
Заметим, что (7уЛ)(ги) - аналитическая в В” функция, и что

(т;т9“Л)(ш) =/(ад)(т^л)Н, /,»ея2(в") (или /,5ел2(в՞)).

Задачу, поставленную в круге Д. Сарасоном [2], можно сформулировать следую­
щим образом. Если оператор Т/Тц определен для

/,9бЯ2(В) или /, р£Я2(В).
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то при каких дополнительных ограничениях на / и д оператор Т{ Тц ограничен 
в А2 или Н2 ?

Известен ряд работ, посвященных случаю пространств Харди и тем или 
иным их обобщениям (см. [8] - [12]). Хотя задача в одномерных классах А2(О) 
остается открытой, недавно в [12] был рассмотрен многомерный (поликруговой) 
вариант этой цроблемы, но результат [12] не точен, ибо имеется зазор между не­
обходимым и достаточным условиями. В данной статье предложен иной подход 
к тем же задачам, основанный на привлечении теорем о диагональном отображе­
нии. Этот подход позволяет, при наличии дополнительного условия на символ д 
оператора Теплица, получить точные предложения о действии оператора / *
в некоторых аналитических подклассах Я(Ю>).

При этом, нам понадобится ряд дополнительных определений и обозначений.
Будем пользоваться стандартными обозначениями теории функций в полидиске :

Л™(Ю>") = ■(/€ Я(№*) : [ ([ |/(гС)|’йтп(оУ/’(1-г)0йг<оо1, 
( Л» \7т» / J

ГМ(Ю>") = //еЯ(1Л>"): [ ([ |/«)|’(1֊г)^тп(г)У/’^<оо1, 
[ Ут» \Л» / ]

п
О < р, в < ОО, аё(- 1,оо), Iя = (0,1]п, (1 - г)“ = Ц(1 - т>)а, г £ Г*.

к=1
Нам понадобится также следующая теорема о диагональном отображении в 
пространствах М. М. Джрбашяна А£(П>П) в полидиске А£ = Ар^р (см. [3], стр. 
144).

Теорема 1.1. Для любой функции /(г) £ Ар (Юп) (а > -1, 0 < р < +оо, п > 1) 
имеет место оценка

[ ]/(*....... *)|р(1 ֊ \г\)ап+2п-2дт2(г) <С3 [ |/(*)1₽(1 ֊ И)а<*™2п(г), (1)
У|№ 710"

где Сз - постоянная, и

Л=1

Классы ВМ О А в бидиске определены следующим образом

ВМОАГСС((И>2) = е Я(О2) :

зир [(1 - Н) [ |Р '-֊^[-2—------*М*)1 < +оо, а> ,
и>е®а Лр |1 ~ )
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Далее, обозначим

двумерную проекцию Рисса из £2(Т2) в Я2(Т2), через (Р+,.) и (Р.,+) - проекции 
Рисса по первой и второй переменной соответственно. Кроме того, обозначим

(Р-,_)(Л(*) = Е £/(*!, 
fci <0 *։<0

(р+,-)(/)М = £ Е/(*1,ы4։4։.
fci>0k։<0

и аналогично определим (P_l+)(/) and (Р+1+)(/). Через (Я*) обозначим диаго­
нальный оператор Ганкеля с символом и 6 L2 (ID>2) :

№) = f(z)u(z) - С(з) I /(°Ц((0(- 
JtP (1 - +

Под С(з) подразумевается двумерная константа проекции М. М. Джрбашяна. 
Через (P«)i и (Р+)։- соответственно будем обозначать одномерные проекции М. 
М. Джрбашяна и Рисса по переменной z,՛, г = 1,2 :

(H‘Mz) = /(z)u(z) - ОД(Р,),(/и)(г), 

= (P+),(/u)(z), zGD2,

где Ci(s) - константа проектора M. M. Джрбашяна в D по z,. Далее, по опреде­
лению

ВМ0А$>2) = {Ф : Ф = (Р+,+)(<?), д Е £“(¥”)}.

Всюду ниже запись ||/||х С УЯ, где X,У, Д - подпространства Я(О”), будет 
означать, что любая голоморфная в ПУ* функция с конечной квазинормой ||/||х 
разлагается в произведение двух функций из У и Я. Запись А х В означает, что 
С1А < В < СгА при некоторых положительных постоянных С\ и Сг, а запись 
А Ч В означает, что А < СВ при некоторой постоянной С.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ 
2.1. Согласно теореме из [51, при з > 0 и а 6 (0,1) существует внешняя функция 
ш, такая, что

dm2(z) Ч |/|2 ° и (2)



О действии оператора Теплица и Ганкеля... 75

где </1 = {я £ Ю : 1 — |/| < |г| < 1, агдг 6 /} - коробка Карлесона, I С Т - любая 
дуга (см. [5]) и ш, е Л'(ПЗ>), где Л’ = Л'(О) - аналитический класс Гельдера с 
з < 1. Положив

и>7)(*) = £ (Л1 + 1)*-(*„ + 1)ЧА (3)
Ь1,-Лп>0

введем класс функций

Л'(Н>") = (/ е Я(Ш>П) : вир |£>/(ж) 1(1 - И)1՜' < +оо) . 
I ։£й" )

2.2. Экстремальная внешняя функция, построенная в [5], позволяет устанавли­
вать факторизационные теоремы для различных подлассов Я(Ю>"). Полагая, что 
ф е X С Я(©п) - любая функция, а з = (31,..., зп) (з7- > 0, у = 1,.. .,п) - фик­
сированный вектор, покажем, что приведенные выше свойства функции обеспе­
чивают импликацию

ф
=й֊— е у с я(лг).
111=1

Отметим, что функция ф делится на “независимую” от нее функцию ш։1.. .ы,„, 
которую можно построить по множеству точек Ю>", удовлетворяющих так назы­
ваемому Я-свойству (см. [5]).

Пусть У = Я-7Я9 и ф 6 О՜՜1 Я,(П)>") при 7>0и0<д<оо, т.е. 
Л՜7^ £ Я9 (ПУ*), где О* - дифференциальный оператор из Я(Е>”) 1о Я(Е>"), 
действующий по правилу (3), и ш^ф = б. Тогда

п
м։(МП^К։,*)- (4)

1=1
где

ЛДОН = [ 1/(гС)1’^п(С).
«/ТГ71

Далее
п п

вир||бг||я» П (1 ֊ гк)7+‘ вир М9(Я՜7^, г) ^вир Моо(ш՜1, г,)(1 — г^)*. (5) 
ге1" и-=1 г .=1 г

Положим 4 = (1 — а)/а, з = 1 — 2а и а € (0,1/2). Для установления ограни­
ченности второго множителя воспользуемся представлением М. М. Джрбашяна 
и следующей известной оценкой, справедливой для любой функции / € Я(Ю>) и 
любого р £ (0,1] (см. [3], Глава 6) :

( [ |/(ж) 1(1 - |к|)“Лпз(я)У Ч С(р,а) [ |/(к)|₽(1 ֊ |к|)“^-2йт2(г). (6)



76 Р. Ф. Шамоян, А. В. Арутюнян

Также мы воспользуемся соотношением (см., например, [19])

i [ х sup 1(1 - |w|)° f . ) >
\I\a Joi we® l JDl1_®zr J

где a < 1 and p - любая положительная борелевская мера в П).
Из представления М. М. Джрбашяна и формул (2), (5), (6) следует, что

sup |Ф(я)|(1- И)‘ Ч L = 
И<1

Гп _. п‘» f 1ф(г=)10,(1֊ lzl)^°,+2g~2 jn, ,д1/в 
к |1-шя|(/’+2)» dm^) ’

где t = (1 — a)/a, /3 = 2/a — 4, a 6 (0,1/2) и/3> 1 и где Ф = ы՜1 и функция ы - 
внешняя. Легко видеть, что L < +оо и что n"=iw»i 6 Л։(Ю>”), если ш,։ £ Л*(Ю). 
Итак, учитывая (4), мы показали, что при любых t = (1 — a)/a, a £ (0,1/2) и 
7 > 0 имеет место D~^H9 С Я^’Л1՜2“, где

Я“’’ = (/ £ Я(ПУ) : sup 1И?(/, r)(l - rf+‘ < +ook 
1 Гб!” J

Аналогичным образом можно расщепить функции из более общих классов 
j?M(]D)n) и .A£,e(IU") со смешанной нормой в полидиске (см. [18]).

Отметим, что утверждения, приведенные ниже, существенно дополняют ряд 
известных утверждений, приведеных в монографии У. Рудина [18].

Предложение 2.1. Пусть D~yF^՛9 = {f : D՜"1/ £ F%՝9}. Тогда при любых 
значениях a £ (0,1/2), р > q, р, q € (0, оо), 7 > 0 и t = (1 — a)/a

D-if^ c A1-2“(D")A^+t)p+e(ID)"),

и при любых значениях a £ (0,1/2), р, q £ (0, оо), 7 > 0 и t = (1 — a)/a

D-iAM С A^+0j>+q(]D»)A1-2“(ID)»).

Доказательство: Для краткости рассмотрим только пространства F£՝9, посколь­
ку для пространств А£՛4 доказательтво аналогично. Очевидно, что имеем

п
(1 ֊ rp+‘||Gr||H, Ч MgD-Цф,г)(1 - г)‘ Ц ^«/.г) 

i=l
п

■< MgD-i^ г) П supfM«,^՜1, г)(1 - г)‘} ЪМдП-^ф, г).
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Возведя обе части неравенства в степень р и умножив на (1—r)a, проинтегрируем 
обе части по (0,1). Получим

Г1 Г1
/ (1 - r)^+‘)”+or)dr -<L / M^D-^ф, r)(l - r)adr.

Jo Jo

Теперь при p > q применим неравенство Минковского

f1/ (1 -r)^+t^+aM^G,r)dr < ||ZT^||F₽.,. 
Jo

для значений a G (0,1/2), p, q G (0, oo), 7 > 0 and t = (1 - a)/a

Предложение 2.2. Имеют место следующие оценки :

sup l/WI(l - И)7 H/IUffJD)»)’ 0<p,g<oo, 7=— - + (7)
хеш» v ' P Q

sup |/WI(1 ֊ |*l)7 II/IIf’''։(D")> 0<р, g<oo, p>q, 7 = ^-^ + -. (8) 
лев՞ P Q

Доказательство : Начнем с (7). В поликруге, очевидно,

(9)

sup Mq(f, г)(l-r)^ ^Н/Ндр.». (10)
rei"

Следовательно,
Moo(/,r)(l֊r)^+’^||/U.։.

Оценка (9) выводится последовательным применением одномерного результата, 
оценка (10) следует из неравенств

•i—2՜*1՜1 »1-2՜*՞՜1
1И₽(/,г)(1-г)“+1Ч / .../

Ввиду неравенства Минковского ||/||др-« < C||/||F«.p при p > q. Тем самым, 
оценка (8) следует в силу (7). Заметим, что оценка (8) верна и без ограничения 
р> д.

2.3. Для доказательства основной теоремы §4 нам понадобятся несколько вспо­
могательных лемм.
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Лемма 2.1.
1°. Для любой функции Ф(к) 6 Н(Ю>2), представимой в виде Ф(к) = Ф1(к1)Ф2(г2), 
г 6 В2, справедливы соотношения

2
||Я“Ф||вмолР„,(Ю’) = П11°՞ ф/11вл/ОАРес1(и).

1=1

2». Если Ф € Я^П)2) И ||(Р->-)(Ф/)||ь»(т>) < С||/||£։(т>), то Ф е BMOA(D2).
3°. Имеет место вложение ВМОЛ(Ю>2) С ВМOArec։(D2).

Утверждение 1° очевидно, а утверждения 2° и 3° далеко не тривиальны и 
получены недавно в работе [14].

Лемма 2.2. Пусть Ф - голоморфная в круге ID функция. Если Ф(0) = 0, то

sup 7^73 [ |Ф(ги)|2(1-|го|)Лп2(ад) Csup^r Z՜ |Ф'(ш)|2(1 - |w|)dm2(w). (11)
I ИГ Уф/ I ии<>/

Доказательство : Не теряя общности предположим, что Ф € ВМОА. Ввиду 
хорошо известного эквивалентного определения классов типа ВМОА (см. [19]), 
неравенство (11) эквивалентно

J = sup 
«ею

|Ф(ы)|2(1-М)(1-И)3 
|1 -wz\6

dm2(iu) Ч 

Ч sup 
«ею

|Ф»|2(1-М)(1-Н) 
|1 — iuz|2 dm2{w)

Приненив теорему 3 из [16], приходим к нужной оценке : 

J sup 
«ею

|ф»|2(1-М)3(1-И)3 
|1 — гож|6 dm2(w)

Будем полагать, что Га«) = ГО1«1) х ГОа«2), а,- > О, £ G Т,

Гв(«,) = {z е D : |1 ֊ С,-ж| < а, (1 - |ж|2)}, * = 1,2,

и для измеримой в ПЛ2 функции f положим

(Лоо/)!«) = sup {|f(z)| : z е Га«)} , с е т2, 
«ею’

((А,),/)«,-,к;) = ( [ -|/(|)|| dm2(z.)
Vre(G) I1 ~

1<9> i,j = 1,2-
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Имеют место оценки (см. [4], [22]) :

/(z)»(z)j_ (г\ттрг 1 -1I<^»>5 ([(а>?(лю) 
\2т \Jt /

1/р \ 1/р
dm(G) dm(£2) I x

/ r , / r , \ Vp' \ 1/p'
x / (Л)5 / (Ae<)p (<?)«) dm(G) dm(G) = ||/||T;||<7|LP<, 

\УТ \JT / J 9՛

где 1 < p < +oo - произвольные, l/p+ 1/p' = 1 и

/ \p .
/ sup 12/7(3)1(1֊ И)° K(0<№„ pe(0,oo), a>0. (11')

JT" \»er(0 )

Спеду'кпцъя лемма при п = 1 имеет многочисленные приложения (см. [4], [6]).

Лемма 2.3. Если / 6 ЯР(П>2) (0 < р < 4-оо), то справедлива оценка

р/2

d’7l(G) Ч ||/||jf₽(&։)
\р/2 \2/р

|29/(г)|2е2т7г2(г1)| Нтп(С1) I <1тп2(г2)

(11")
Доказательство : Предположив сначала, что а > 0, тах{2, а) < р < 4-оо, к > О 
и / 6 22Р(Ю։П), докажем сначала оценку :

G(/.a,PH№,

где

0
\ р/2

' • • • / |В7(г)|“+2(1 ֊ H)Q/p+<°+2)fc֊2dm2„(z) )dmn(C).
r։(Ci) •'г,«,) )

Легко видеть, что при а = 0, &’ = 1ир>2 такая оценка совпадает с одномерным 
классическим неравенством. Для упрощения записей нашу оценку докажем в 
бидиске, отметив, что в общем доказательство вполне аналогично.
Пользуясь соображениями двойственности и формулой

Ш
з(ш) Лт3(ш) ] ^(С) <йп(С) = / д(я) / Хг«)(г)^(С) ^($<1т2(г), 

(С) / /в 2т

по каждой переменной в отдельности выведем

С(/,а,р)^ [ р7(^)|о+2(1-к1)‘՛/ Аг(Са)(зз)х 
2»։ 2Т
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х ( / Аг«։) («1)^(0 I dn։(C2)dm2(z),
\Jt /

(12)

где V1 € L4(T2), д = (p/2)' и t = a(l/p+k)+2k-2. Далее, из одномерной формулы, 
установленной в [4], получаем 

Ju» 1 “ 1*1 Jt-
(12')

где Лд(/) и Сч (д) образованы из одномерных аналогов обычной итерацией. 
Например,

(С,/)’«) = вир |/т(С1><1)| Д(с։ 4 )

"’Т |/т(СпХ)1 ЛвКв,<в) 1 ֊ |г„|ЙГП2п(г)>

где ( £ Т*, 1 < д < +оо и 1/д+ 1/д' = 1. Функция С(/, а,р), участвующая в (12), 
оценивается сверху следующим образом : через (12՛) при д = 1

[ [ sup sup |Dfc/(z)|2(l — И)2* вир вир т-^-тХ
'т Jr zier(G) i։er(ca) »1 €Г(6) zaer«՜,) 1 ~ \z\

х / Ar(ca)(^2) / ArtfofciW) d™(Ci)) dm(C2)x 
Jt \JT /

x|Pfc/(z)|“(l - drnfa)

4||C1(l-|z|)“(1/P+«=)|pfc/W|«||beo(T։)X

X [ [ sup sup (|Pfc/(z)|2(l-|z|)2fc)M(^)(G,Ca)dm(Ci)dm(C2),
J? •'Т,1€Г(С1)>з€Г(Сз)

где предполагаем

Нц" = Hjj" (С1> • • ч Cm ill • • ■ > in) = Ё И* : |1 ~ г1С11 < ill • ■ • I |1 ~ гпСп I < in } I

Нрп = Нр» П Ю", Птп = Г) Т” 

где

Af(/)(<) = вир -J— [ sup -J— [ |№>6)1 dm(6) dni(6) 
h>0 J^l։t t3>0 |

- максимальная функция Харди-Литтлвуда. Для оценки первого множителя 
достаточно применить неравенство Гельдера с показателем р/2 оценку (11’) и 
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хорошо известную теорему об ограниченности оператора Харди—Литтлвуда в 
полидиске (см. [7]). Итак, получаем

А = Сх(|Р‘/(г)|“(1 - k|)“(t+1^)(0 Ч sup —■} 4 ч [ (1 - |z2|)fc°+“/₽֊1x
Ь |-*т(ч2»®2Л

Х Т |*г(С1,*1)| /ь(< t ) |D*/(Z)I“(1 “ ^l)ka+a/P'ldmM dm2(z2).

Применим неравенство Гельдера с показатем р/a к

[ _ l^/(C)l°^«i),

и получим

suP֊/1 /_ |Лк/(к)|“(1 - |zi|)fc“+“/₽֊1dm2(x1) Ч

sup ֊ [' [M£(Dkf, |x1|)]°/pty(p/°’'(l - |Z1|)fco+“/₽-1d|z1|
*1 *1 Jl-t!

֊ (/ l^)l₽<MG)}a‘V•

Остается повторить эти действия по z2, тем самым А Ч ||/||#р.
Заметим, что оценка (11’) при р < 2 легко выводится из следующего 

неравенства, полученного в работе [13] :

/ |F(x)|*-2|P/(z)|2(l - |z|) dm2n(z) <ОД&, 0<р<2, (13)

где
ОО

FW= 52 (*2 + l)-"(fcn + l)at1...fcnZf1---Z‘".
*i,...,fc„=0

Обозначим через Sn(f) левую часть требуемой оценки и учтем, что

/ |Ф(я)|(1 ֊ |Z|)“dm2n(Z) < С9 / / |Ф(я)|(1 - kl)“-^^»^) dm„(0
JD" jt" Jr։(<)

при a> — 1 и t > 0 (см. [20]). Тогда получим0 2 \r •••/ dm^- 
no) •/r(wl-hwl /
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Остается к последнему неравенству применить оценку (13), неравенство Гельде- 
ра и оценку (11’) :

/ sup|F(z)|pdm„(C) 
т» г«)

([ |F(z)|₽-2|D/W|2(l-|z|)dm2„(z)) 
\ Jnji" /

В итоге получим

Н-^111я’₽(|]>”)Н/11я/(п>") _ И/Ня*(d՞)> о < р < 2,

чем и завершим доказательство леммы для случая р > 2. Доказательство для 
р > 2 приведено в [13].

§3. ОПЕРАТОРЫ ТЕПЛИЦА В КЛАССАХ ХАРДИ И
ДЖРБАШЯНА В ПОЛИДИСКЕ
Определение 3.1. Скажем, что аналитическая в Е" функция д удовлетворяет 
условию (5), если

S(g) = sup 
w.feD”

1-МГ+3° f |g(*)l՜2 . , , *
И —/Ч—I И —/ь|«у \Z) X|1-wC|-7 Jun |1-<P

|g(*)l(i-kl)' dm2n(Z) < oo (14)

для некоторых 7, a > 0, s + 2a > 0, a > 79՜1 + q 1 + p 1 — 1, 0 < p, q < 00.
Подобное (14) условие приводилось и ранее (см., например, [11], [12]).

Теорема 3.1. Пусть f,g G Я(Ю>П) (n > 1) и д удовлетворяет условию (S) with 
а = 2[(7+ l)q-1 +р-1 -а-2], а- (7 + l)q-1 -р՜1 > -1, /3 - 2а - s > -1, 7 > 0. 
Тогда
1°. Оператор Т°Т2 действует ограниченно из F₽,9(Dn) в Ар тогда и только 
тогда, когда

|/(<(l֊|wF‘֊2° 
|1-шф

dm2n(w)
|g(*)l՜2 , мГ'К-ь™ 

Ud- |1 - / J < +

(15)
2°. Оператор Т°действует ограниченно из А^,р (в>") в Ар тогда и только тогда, 
когда выполнена оценка (15).
Доказательство приведем только для утверждения 1°, так как утверждение 2° 
устанавливается вполне аналогично. Для доказательства необходимости условия
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(15) воспользуемся теоремой о замкнутом графике : при ограниченности опера­
тора Т^Т- из А* 4 в Ар (или в Ар) имеет место оценка

НЛ?лцЛ, < ||Л||А,., (НЛН^.,), /,Р е я(юп).

Положим

21 е П3>, а > -1, а > - 2.
Р

Тогда, очевидно,

Г <йп(С) 1
А |1-г<|» - (1-г)»֊2’ а > 1, г £ (0,1],

- рг)-А(1 - г)а<1т Ч (1 - р)-А+в+1, а > ֊1, 
о

А>а+1, ре (0,1).

Из приведенных неравенств легко вывести оченки

________ 1________
(1-|21|)“+2-?֊^

7+1 
9 ֊2, (16)

________ 1________
(1-|<+2-^

7+1 
9

-2. (17)

11Л11к^֊’ +

1|л||а- <

1 а > - +
Р

1 а > - +
Р

Из оценок (16), (17) и известной теоремы о проекторах (см., например, [3]) 
следуют неравенства (рассматриваем только классы Р?՝4) :

= ц/т^лцАз =

= (Ь(21)|2 Д -(1՜ 1г*1)'+^"(а+2)’

и* Л» \ |1 — и>Я1|2(а+2) ) 11-31С17

<е11]1П> <18>
•/п* I1 — г1С|7

где з = 2((7 + 1)9-1 +р-1 - (а + 2)).
Используя неравенство (1), оценим интеграл слева в (18) снизу :

[ 1/(^1)|2(1-к1|)֊М7п2п(я1) Г |/(к1)|2(1-|и1|)֊»+2"-^т2(и1)
|1-^1|2(“+2)|1-кгг2|7 - А„ Ш=1|1-^113(о+а)|1֊^з17’ 
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где /(zi) = /(zi,...,zi), z2 = (z%,...,z%) and w = (wi,...,wn). Модифицируя 
ряггуждения [3], (глава 6), оценим последний интеграл в (18) следующим обра- 
зом :

I |P(wi1...,wn,wi,...,wn)|,’(l - |wi|)2“+2(l - |w„|)2o'+2dm2(w1)...dm2(wn) Ч 
Jd՞

-< I I |F(wi,...,wn,Wn+i,...,W2n)|₽(l-|wi|)“•••(!-|w2n|)°dT>i2n(w). 
Jd" Jd”

Отсюда и из оценки (18) следует, что при 7 > 0, /3 - 2а - s > -1 и s > -1

|/(w)|2(l-|w|)^-2“-’ , . , , [,,—=֊^-------- dm2n(w) 4 /
|1 — wz2|~ J

|g(^i)l՜2 
|l-ziZ2|T' dm2n(zi), z2 E D".

Докажем теперь достаточность условия (15). Для этого воспользуемся оценками 
(7) и (8). Оценим величину .] сверху

2
J = ||(Tf h)f\\2A, = I |/(w)|2(l-|w|)'3 g(z)/i(z)(l - |z|)a 

(1 - zw)a+2 drri2n(z) dm2n(w) <

< Д i/wi’a - (Д x

x (J X (/
\Jd» I1 - Z1Z2I7 / VD" I1 -WZ|“Ti у

Отсюда при a — -|>-1и/3-2а-з>֊1 получим

fsup |fc(z)|(l֊|z|)^+₽) sup J l^w)l (X H)-------- dm2(w)x
\i61B“ / ։aeO" J»» |i —Z2W|<

x sup <

X |g(zi)l՜2
1 - Z1Z217

D” |1 - г12217

X

X

X|l-wz2|7(l-|w|r+2“^||A||2,P„.

Теорема доказана.

§4. ОПЕРАТОРЫ ТИПА ГАНКЕЛЯ В ПРОСТРАНСТВАХ Н2(О2)
Этот параграф посвящен доказательству следующей теоремы о действии опера­
торов Ганкеля в пространстве №(Ю>2). Теорема предлагает варианты обобщений 
на бидиск одного из основных результатов У. Кона [6].
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Определение 4.1. Скажем, что символ оператора Ганкеля Н1. удовлетворяет 
условию (.№), Ф 6 (ТУ), если Ф = Ф1(з1)Ф2(£2) и для любого аналитического 
многочлена /(«1, я2)

[Ф7(^)(Л)։։(Ф1Л -Ф7(*1)(РЛа(Ф2/)] =о.

Теорема 4.1. 1®. Если а > 0 и Ф £ /Г1(Ю2) удовлетворяет Ф 6 (ТУ) и 
и = Ф = Р1(С1)Р2(£2)։ то оператор Н!_ можно продолжить до ограниченного 
оператора из В2 (О2) в Ь2(Т2) тогда и только тогда, когда Ф € ВМОАгес1(И$2). 
2®. Если а > 0, Ф 6 Н1 (©) и и = Ф, тогда операторы вида

(Я|)< (/)(*) = /(я)(^ФЩ) - (Р,)։,(Ф/)(в)

действуют ограниченно из №(Т2) в Д2(Т2) тогда и только тогда, когда Ф € 
ВТИОА(Ю).
Доказательство. Установим только утверждение 1®, так как утверждение 2® до­
казывается вполне аналогично, с незначительными модификациями. Необходи­
мость условия Ф £ ВМОА„С№2} устанавливается следующим образом. Пусть 
г < 1 и дг(г) = (Фг/г)-(РДФ/))г, тогда ясно, что (Р_,_)(р) = Птг_ц(Р_1_)(^г). 
Далее, очевидно, что

(Р_,_)(Ф1 + Ф2) = (Р-,֊)Ф1 + (Р-,-)Ф2։ (Р-,-)(Р։(Ф/)) = о,

поскольку
(Р-,_) [ £ £^1,*2)^Й =0.

\к1>0Л։>0 /

Тем самым

11т(Р_,_)(5г) = (Р_,_)(Ф/) и ||(Р_,_)(Р)||£։ Ч ||Р||Л, Ч ||/||£а,

ввиду того, что ||Р+р||х,։(т) < ||<7||х,’(Т) и ||Р-<? ||х,>(Т) < ||^||х,»(т)- Теперь легко 
доказать, что

||(Р_,_)(Ф/)||ьа = ||(Р-,-Ыьа < мь < С8||/||ьэ(т).

В силу леммы 2.1 получим Ф 6 ВМОЛ(Ю2) и Ф 6 ВМОАгесДО2).
Достаточность условия Ф € ВЛГОЛгес4(1П։2) для ограниченности оператора 

Н, будет установлена с использованием оценок лемм 2.2 и 2.3. Заметим сначала, 
что в силу леммы 2.1

Р"Р, Е ВМОАгеМ, 1 = 1,2, а > 0.
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В работе У. Кона [6] получено интегральное представление для одномерного 
интегрального оператора Н1. :

(I - К1 3)'/(С)Ф'(С) 
(1-Сг)'(С-г)

Лп2(С), з > 0.

Это представление выводится из следующей цепочки равенств

-2тг։^(и) = [ О (^(С) 
Jv> \

1֊К12У\^3(С) 
1֊С*/ ) С֊я

, [ ыС}п Р֊1С13У 
С-я \1-&/ С-я

\ 1 — (я } С — я 2тг։(Р։)^(г), (19)

где ч/> = /Ф и В = ^. Для наших целей необходимо найти двумерный вариант 
этих равенств, с их помощью получить интегральное представление для опера­
тора ЯД в Ю>2, и, далее, оценить каждый член суммы ЯД = 2<=х

Применяя представление (19) по первой переменной, для аналитической в 
круге Ю> функции V’ получим

С^х) = [ ВьЫЫ (1 .^(Сх)-

(1 - К1|_2Г МСх) 
(1֊С^1)։+1

сгт2(С1), (20)

где

=-=г-, 3 > 0, С1 = С1(з), С2 = С2(з), ^(шх) = ^(и’х.зг). гиг 6 Ю>.

Далее, применив формулу (19) по второй переменной, получим

■Ф(Я1, г2) - (Р,)га(Р,),1ф(г1,г2) =

УоУ|0>(1 Схг1) А1 г1)( 1 ~ С2Я2У (С2 — я2)

+С2 [(Р,К(ОСЖС1,я2) (У-Ш’
\l-CxZi/ С1-31

+С3 / ЛСа(Р։)։1^(их,С2) И)’
\1-Схг1/ 42-^2
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Применим это равенство к функции 1р(г) = /(г)Ф(г). Тогда придем к следующе­
му интегральному представлению :

(Я|)(*) = /(*)Ф(*) - С(Р,)։1(Р,)г։(/Ф)(и) = + С2(з)^ + С2(з)73, (21)

где С = (4ТГ2)՜1, С1, С2 - постоянные, а

2
71= / / Ж1.Сз)Д„Рх.Ф(й,6) П 7Г--7՜

•'Ь-'В к=1 (1 ~ 6*ь)(6 - *1-)

72 = [ (Р,)Дз/)ФС1(С1,г2)-;(1~-|С1|)Дс?ТПз(<1) ,

7з = [ (РЛ.ЛФс^.Сг)^ -
7в (1 - <.2*2)’ (Сг ֊ *2)

Замечание 4.1.Нетрудно показать, что если Ф = ФД6) (или Ф = Ф2(С2)). то 
Я|(/) = С272 (или Я1(У) = С273).

Напомним, что в интересующем нас случае Ф = Ф1(С1)Ф2(С2). Нам необхо­
димо установить оценку ||Я1(/)||н։ ||/||д’(№>)■ Ввиду двойственности,

||Я’/||я(0>) = [ Н‘Ш)9^т2^, 
9 Ут3 ’

где д 6 £2(Т2). Тем самым, ввиду интегрального представления (21) для окон­
чания доказательства теоремы достаточно показать, что

т։

51 = [ 71(6,6)^ь6)*^^) 
7т’ ||5'||£=||У||£։||Ф||вЛ/ОЛг„,,

52 = [ 72(6,6)5(6,6)^т2(6 
7т։

1|0||ь։||/1|1р||ф||вл/оа„с1,

53 = [ 73(6,6)р(6>6)£։’712(0 Нр1|1,’11/11в։||ф||вмоар„(

. В силу условия (Я) теоремы 72 = —73. Для оценки 51 воспользуемся леммой 2.3 
и одномерными рассуждениями У. Кона [6], поочередно фиксируя переменные 21 
и г2. Ввиду равенства

[ (1 ֊ К1)7/(С)а(0^2«) = (о +1) [ (1 - К1)о+7֊о°/(С)р(<:)^2(0, (22)
Ую 7»

имеющего место при а,7 6 (-1,оо) (см. [20], [21]), получим при а = 1

51 = [ [ „ (17~^)-՛ п-/(аФГ(С1)^(С2)д^)^(^)Фп4(с) =
7т’ 7вр (1 - <.<)’«-?)
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/(С)Ф'1(С1)Ф'2«2)С«)^(С) ч (А + Л),

где £ = «1, £2), £ — (£ь £2) и

[ (1-|С|)Р/(С1,С2)Ф'1(£1)Ф^(С2)С(£)^(С) , 

Уюа

12= [ (1 - 1£1)/«)Ф'1«1)Ф'2(£2)^(£) ^2(0 .

<?(<) =
Г (1 - КРГ£ 

(1֊ (£)•(!- ££)
0(£)Лп2(£).

Имеют место следующие два соотношения

1-1*1

1|Р1?2||т’’

||р2||Т~ - вир тт-|

Ч ( /> (7((А2(/))«))^т«1)) 
\^т \-/т /

1/Р \ х/р
с/тп(£2) I х

1/р' \ х/р'
<М6) = П/11т?11!7||т₽-, р>1,

/ 3 а

(23)
1/р

(24) 
1/2

— вир 7=—г / 8Пр ■:—г / —------:—г
СабЬ 1АI ЛЛа С1Е11 1։11 -IОЬ 1 “ И

сЬп2(г1) сЬп2(;г2)
Ь°°(Т) Ь“(Т)

х
т

1

где 1/р + 1/р' = 1 и ||/||т£, определяется итерацией, как в случае одномерной 
нормы.

Доказательства приведенных оценок при п = 1, можно найти в [6, 20, 
23]. В общем случае достаточно применить одномерный результат по каждой 
переменной в отдельности. Нам понадобятся еще два неравенства, доказанные в 
[6] в случае п = 1. При 1<р<оо, р=(1- |к1|)(1 - |г2|) и при а + (3 + 1 > О, 
а + 1 > — 1 и /?+ 1 > -1

1|Р$»,00||т; =

Ч С(а,/3,р)||р||х,₽(Т։), 

Н5'а,^11т'> £(а։10,р)|Ы|ьр(т։).

(25)

(26)
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В общем случае n > 1 они тоже получаются стандартным наращиванием числа 
переменных.

Для оценок /1 и Z2 повторим рассуждения У. Кона по каждой переменной.
Из соотношения (23) следует

IAI < WHtj ||рФ1Ф'2С||т,(, (27)

|/2| < ЦрФ'1Ф'2/||т’,11р6||Тр', l/p+1/p7 = 1, (28)

Заметим, что для частных значений а и /3 функции двух переменных DG и 
pSa<p{g) имеют “одинаковый вид”. Более того, очевидно

||рФ71Ф2||т~ = ||Ф1Ф2||вл/олгес,(и։) (29)

Для завершения доказательства остается последовательно воспользоваться оцен­
ками (И7), (24) - (26) и (29), поочередно исключая переменные z^ и z^ и учитывая, 
что по лемме 2.3

Нр-О/Нт; ||/||я₽(Юг) 1 0 < р < оо,

IWII£? = 

\р/2 \2/р \р/2
|D/|2dm2(zi) j dm(Ci) J dm2(z2) | dm(C2).

Замечание 4.2. Теоремы о действии операторов Я’ и (Я’),- в классы М. М. 
Джрбашяна, а точнее из Z2(D) в Д2(Ю>) П Я(!П>), а позднее их обобщения в 
полидиске (критерии ограниченности) были установлены в работах [24] и [25].

Замечание 4.3. При n = 1 множитель Ф2 в утверждениях 2° и 3° теоремы 4.1 
исчезает, и в точности получаются критерии У. Кона [6]. При n = 1 утверждение 
1° тоже обращается в теорему, установленную У. Коном.

Замечание 4.4. Действие операторов Ганкеля, определенных посредством обыч­
ной проекции Рисса из Z2(T2) в Я2(Т2), было исследовано в [14]. Результаты 
работы [14] также дают характеризации других классов типа ВМ О А в D2 через 
символы операторов Ганкеля.

Abstract. Two boundedness criteria, one for products of Toeplitz operators in M. 
M. Djrbashian polydisc spaces and the other for boundedness of Hankel operators in 
Hardy spaces over the bidisc are established together with theorems on factorization 
of some subclasses of functions holomorphic in the polydisc.
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