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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ СЕРИИ
Гармонический анализ и приближения имеют сильные традиции в Армении и 
являются одними из самых интенсивно прогрессирующих ветвей. Первые две 
международные конференции по этой тематике проходили в Нор Амберде (Ар
мения), сентябрь 18 - 24,1998 и сентябрь 11 - 18, 2001.
Настоящий номер журнала завершает публикацию, начатую в предыдущих двух 
номерах журнала, оригинальных статей, представленных на конференции “Гар
монический Анализ и Приближения, ПР, проведённой в Цахкадзоре (Армения), 
20 - 27 сентября 2005.
Организаторами третьей конференции были Институт Математики Националь
ной Академии Наук Армении и Ереванский Государственный Университет. 
Программный комитет:
Н. Аракелян (Армения), 3. Чисельский (Польша), П. Готье (Канада), Б. С. 
Кашин (Россия), В. Лу (Германия), А. М. Олсвский (Израиль), В. Н. Темляков 
(США), А. А. Талалян (Армения), П. Л. Ульянов (Россия).
Организационный комитет:
Г. Геворкян. А. Саакян, А. Акопян, М. Погосян.
Около 100 математиков из 13 стран участвовали в работе конференции. Пленар
ные доклады прочитаны следующими математиками:
Н. Аракелян (Армения) ”0 задачах Дирихле и Неймана”, Б. Боянов (Болгария) 
“Интерполяция двумерными полиномами основанная на проекциях Радона”, К. 
Де Бур (США) "Что являются пределами проекторов Лагранжа?”, Н. Дин (Из
раиль) "Метрическое приближение одномерных множествозначных функций”, 
П. Готье (Канада) "Приближение Дзета функции Римана и с помощью этой 
функции", А. Акопян (Армения) "О Теореме Безу и МиПз1е11еп8а12”, К. Казарян 
(Испания) "А-множества и всплески", С. Конягин (Россия) ”Сходимость под
последовательности частичных сумм ряда Фурье интегрируемых функций”, М. 
Лейси (США) "Теорема Нехари в полидиске”, В. Лу (Германия) ”Лакунарная 
суммируемость”, К. Осколков (США) ”Частица Шрёдингера как полифрактал”, 
В. Темляков (США) "О гриди алгоритмах с ограниченной глубиной поиска”, Ту
ан Ву Ким (США) "Выборка сигналов ограниченного диапазона”, П. Войтащик 
(Польша) "Анизотропные пространства и множества уровня”.

Г. Г. Геворкян, А. А. Саакян



Известия НАН Армении. Математика, 41, № 2, 2006, 5-13

КАНТОРОВСКИЕ МНОЖЕСТВА, МИНИМАЛЬНЫЕ ДЛЯ 
КВАЗИСИММЕТРИЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Г. А. Акопян

Университет Стони Брука, Стони Брук, NY 11794-3651 
E-mail: hhakob@math.sunysb.edu

Резюме. В статье доказывается, что среднеинтервальные Канторовы множес
тва хаусдорфовой размерности 1 являются минимальными для квазисимметрич- 
ных отображений прямой. Комбинируя этот результат с теоремой Ву получаем, 
что существуют “жёсткие” подмножества прямой, каждый квазисимметричный 
образ которых имеет нулевую длину и Хаусдорфову размерность 1.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Для заданного М > 1, гомеоморфизм / : R —> R будем называть М- 
квазисимметричным, если для любой пары смежных интервалов I и 7 одина
ковой длины имеем

М - 1/(^1 -
(| • | обозначает одномерную меру Лебега). Отображение квазисимметрично, если 
оно ЛГ-квазисимметрично для некоторого М > 1. Обозначим через и (}5(М) 
множество всех квазисиммстричных и М-квазисимметричных гомеоморфизмов 
прямой R соответственно. Обычно гомеоморфизм / между метрическими про
странствами (X, Их) и (У, 7у) называется Т) квазисимметричным, если су- 
шествует гомеоморфизм т/ : [0, оо) -> [0, оо) такой, что для всех х,у,г Е X и t > О 
имеем

М/(*)./(у)) /(*))•

Мы исследуем хаусдорфову размерность образов компактных множеств Е С R
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относительно квазисимметричных отображений f. Так как квазисимметричные 
отображения непрерывны по Гёльдеру (см. [1]), поэтому если — 0, то
din^ (/(£)) = 0 . В работе [2] показано, что если Аппн(Е) > 0, то для любого е > 
О можно найти квазисимметричнос отображение такое, что dim я(/(-^)) > 1 — С. 
В [9] Тукия доказал обратное утверждение, что для любого е > 0 существует 
множество Ес R и f Е QS такие, что dim #(R \ < е и dim < е. В 
настоящей работе доказана следующая теорема.

Теорема 1.1. Среднеинтервальные Канторовы множества размерности 1 мини 
мальны для квазисимметричных отображений.

Множество Е С R называется минимальным для квазисимметричных 
отображений, если dim я(/(£)) > dim н(Е), Vf € QS. Будем говорить, что 
множество Е С R является среднеинтервальным Канторовым множест
вом, если оно строится следующим образом. Зафиксируем последовательность 
с = {cfJJ’Sj чисел интервала (0,1). Выбросим средний интервал Jjj с центром в 
точке 1/2 длины Ci из интервала [0,1] = £о,1- Компоненты оставшегося множес
тва будем обозначать через Ехд и Е\д. Из середины интервала выбросим 
интервал J2>։ длины c2|Ei։J, i = 1,2, и т.д.. Пусть Е = En,j где
En,j — ■^'n+l,2j —1 U + и fn^֊l,2j, l^njl — — И |^n4֊l,ji| = |En+1jr| для

любых j и /. Через E(c) будем обозначать множество соответствующее после
довательности с = {с,

^1,1

Е2,2

Eo,i
Л,1
Л,1 Е2,3

Ei,2
Л,2 ^2,4

Рис. 1. Средний интервал Канторова множества

Следующие определения введены Пансу в [б]. Конформная размерность мет
рического пространства X есть инфимальная размерность Хаусдорфа квазисим- 
мстричных образов пространства X :

Cdim (X) = inf { dim я (К) | 3 квазисимметричное f : X —> Y

Для множества Е С R” можно определить квазиконформную размерность 
как 1п£ по меньшим подмножествам отображений

QCdim (Е) — inf { dim я(/(£)) | квазисимметричнос / : Rn —► R՞
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В этой терминологии, теорема Тукия гласит, что существуют подмножества из
R размерности 1 и квазиконформной размерности < 1. Как следует из теоремы 
Ковалёва [5], эти множества имеют квазиконформную размерность 0. Наше 
определение минимальности является частным случаем определения из [10] :
Е С R֊n минимально
1) в случае конформной размерности, если Cdim (Е) = dim н(Е);
2) в случае квазисимметричной размерности, если QCdim (Е) = dim я(Е).
В [3] было показано, что для любого a > 1 существуют Канторовы множества 
в Rn, п > 2 хаусдорфовой размерности а, минимальные для конформной раз- —
мерности. Все до сих пор известные примеры минимальных подмножеств из R 
содержали квазисимметрично плотные множества положительной меры Лебега. 
Напомним (см. [11]), что Е С R называется квазисимметрично плотным 
множеством, если |/(Е)| > 0, V/ 6 QS-
В [4] показано, что среднеинтервальное Канторово множество Е(с) при с, < 1/2 

ОО
квазисимметрично плотно тогда и только тогда, когда V с^ < оо, Ур > 0. На- 

1 = 1
ша теорема даёт частичный отрицательный ответ на следующий вопрос из [3] 
(см. стр. 370) : Если множество Е не квазисимметрично плотно, то это мно
жество Е может ли иметь квазисимметричный образ хаусдорфовой размерности 
< 1 ? (Недавно автор настоящей работы ответил на вопрос Бишопа и Тайсона 
доказав, что существуют подмножества R конформной размерности 1 и длины 
ноль. В действительности, если Е = Е(с), где с - неубывающая последователь
ность и dim я(Е) = 1, то Cdim (Е) = 1). Другими словами : Если множество не 
квазисимметрично плотное, то оно имеет ли конформную размерность < 1 Тео
рема 1.1 утверждает, что всякий средний интервал канторова множества длины 
ноль и размерности 1 является примером множества, которое не квазисимметрич
но плотное и имеет квазиконформную размерность 1. Можно ли в этом случае 
утверждать, что СкПш (Е) = 1 ? Существует ли множество Е С R такое, что 
ССШт (Е) = 1, однако (Мйп (Е) < 1? Существует ли “жёсткое” множество, 
каждый С5-образ которого имеет размерность 1 и длину 0 ?
В [11] множество называется квазисимметрично нулевым, если все его 05- 
образы имеют длину ноль. В [12] Ву доказала, что если с = с, £ /р,Ур > 1» 
то Е = Е(с) является нулевым. Она также заметила, что, в частности, нуль 
множества могут иметь размерность 1. Следовательно, комбинируя теорему 1.1 
с теоремой Ву, получаем утвердительный ответ на вышеизложенный вопрос.

Следствие 1.2. Существуют квазисимметрично нулевые минимальные множес
тва.
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Достаточно взять последовательность
( (1/£)^\ если ։ = 2та 

’ I (1/։)’, если 1 / 2т
и построить соответствующее канторово множество Е(с). Мы оставляем чита
телю проверку того, что это множество имеет размерность 1 и удовлетворяет 
условию теоремы Ву.

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Напомним, что хаусдорфова t-мера метрического пространства Е определяется 
следующим образом :

{
ОО 00

]T(diam Ui)։ : E С (J Ui, diam Ui < e 
1=1 ։=1

где ~ открытое покрытие множества Е. Хаусдорфова размерность мно
жества Е определяется так :

dim н(Е) = inf{ t :Н'(Е) = 0}.

Обычно оценка сверху для хаусдорфовой размерности множества даётся нахож
дением явных покрытий для этого множества. Оценки снизу могут быть най
дены из принципа распределения масс : Если множество Е С R являет
ся носителем положительной борелевской меры /л, удовлетворяющей условию 
ц(Е П /) < CZ|Z|d, для некоторой фиксированной постоянной С > 0 и любого 
интервала I С R, то dim н(Е) > d.
Пусть N(E,e) - минимальное число f-шаров необходимых для покрытия мно
жества Е. Для множества Е Верхняя и нижняя размерности Минковского 
определяются как

dim м(Е) = limsup dim л/ (Е) = lim inf
е_>о logl/e ----- е-о logl/e

соответственно. Когда эти два числа совпадают, их общее значение называется 
размерностью Минковского множества Е. Вообще, для подмножества прямой 
имеем dim н(Е) < dim (Е) < dim м(Е) < 1 (см., [8]). Следовательно, когда 
dim ц\Е) — 1» то размерность Минковского множества Е существует и равна 1.

Лемма 2.1. Если Е = Е(с) и dim м(Е) = 1, то

i=l
Р< 1.

(2.1) 

(2-2)
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Доказательство : Из определения размерности Минковского, вытекает

dim м(Е) = Л"-----------------»— =1 ■

Следовательно имеет место (2.1). Теперь, из неравенства между геометрическим 
и арифметическим средними ИП]П"=1 (1 “ с<) < ֊ £"=1(1 - с.-) < 1 (см. [7]) 
следует, что ֊ £"=1(1 ֊ с,) ֊> 1 или, эквивалентно, ֊ £"=1 с» “> 0. Комбинируя 
также с неравенством Йенсена, получаем (֊ 22"=1 с?) ’ < |Е.П=1«։ "Ри Р < 1- 
Откуда следует (2.2).
В доказательстве теоремы 1.1 мы используем следующий вариант леммы из [12].

Лемма 2.2. Если / — М-квазисимметричная функция, то для любых двух 
интервалов <7 С / имеем

1 m Y < i/wi < 4 ту 
(1 ч- л/)2 \i\J ֊ |/(/)| - \ |Z|7 (2-3)

где р = р(М) = log2(1 ч- l/Af), q = q(M) = log2(1 + M).

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1
Доказательство. Пусть f £ Q5(M) для некоторого М > 1. Построим меру 
Р на f(E), удовлетворяющую условию p(I) < C|/|d для некоторого d < 1 и 
некоторой постоянной С > 0. По принципу распределения масс получаем, что 
dim n(f(E)) > d. Так как d произвольно, то dim н(/(£)) = 1. Отметим, что 
множество Е имеет структуру дерева, где каждый родительский интервал имеет 
двух детей и тоже самое верно для f(E).
Обозначим Inj = f(Enj) и определим меру р индуктивно :

м(Лэ,1) = 1»

,j )

где /п_м - родитель интервала /пу, а • ֊ другой интервал имеющий того же 
родителя, что и /пу. Теперь для интервала I = 1П^Л посчитаем /х(7)/|/|‘*. Су
ществует единственная последовательность интервалов I = 1п^„ С С
• • • С /г.у, С С /о = /([0, 1])» где упрощая обозначения мы обозначаем интер
вал Л.д через Д. Обозначая Сп — /п-1 \ (Л։ О /„) для и = 1, 2,... из неравенства 
Ву получаем

1 + ЛР ֊ |/._։| - "
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и поэтому по индукции имеем

м(Л) 1_ _ _ _ _ _ 1Д.-1Г ИО* - |1д[ -
|/„|<< - |/„|-* + ИЛ1" |/п-1Р4-■” И1Г + 1411'

(1/.1+|с„| +(|/„֊1| +
■ 1Л.Г + Щ1՛' 1Д-1Г + Щ-։1*

(|Л1 + |с1| + |/;|)<| _ /А |л|' + и;Г \ '* = /А \ 
1АГ + ЩГ - ^(141 + К?.1 + или/ [“’у

Во втором равенстве использовали соотношение |А-1| = |Ль| 4՜ |6ч-| +
Ниже оценим произведение в скобках используя (2.3). Идея состоит в использо
вании левого и правого неравенства из (2.3) при ималых՝ и “больших с, соот
ветственно. Прежде всего заметим, что 1 — 4х > (1 — х)5 для 0 < х < 1/10, и
положим

I Е М : с, < шт

5П = $П(1 < п) 

зп = саг<1 (5П).

Из (2.1) следует, что зп/п —> 1 при п —> оо.
При ։ € $ из второго неравенства в (2.3) следует следующая оценка

1ЛГ 4- |/,Т 
(И.1 + К'1)"

И, Г -ь
(|Л| + И'1)‘'

!<?■!
1Л-11

(3.2)

Поскольку с, < 1/3, 7, и /■ образы двух интервалов Е1 и Е'։ одной и той
же длины, отличающихся друг от друга самое большее на |Е,|. Следовательно, 
применяя определение квазисимметричности, непосредственно получаем т?(1 + 
£) < М/1Л1 = 1/(£')1/1/(я.)1 < Л7(Л7+ 1). При а < 1 наименьшее значение 
функции х н+ на отрезке [(Л7 4- 1)/Л/2,Л7(Л7 4- 1)] достигается в точке

М\М 4- 1) и равно ц+А/> 1. Это значение будем обозначать через 
С1(Л/,<1) > 1. Следовательно, (3.2) окончательно дает следующую оценку

р, >С,(Л/, </)(!-О”
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для г Е При х 5 воспользуемся первым неравенством (2.3), чтобы получить

_ И.Г + _ |/,Г +1/'|<| _ ( |/,| у / |/-| V
Р1 (|л|+|<?.|+и<|)՛' |/,֊1Г \|/.-։|/ мл-11/ -

2 / |£,| У’_ 2 /(1-С|.)У’ 1
- (1 + М)м МЯ,-1|/ (Л-М)’Ц 2 ) ~ Сг(М,</)(1_С,) ’

(3.3)
где Сз(М,<1) — . Комбинируя (3.1), (3.2) и (3.3), получаем

л

Пр.•> П Ci(l-cDM. П с;1 (1 - с. j՛*’
• = 1 »’€$» {«<п}\5п

п f1 - • ib1 - c^q

2 »€$• ։=1

(3.4)

где С1 > 1 и С2 < оо. Отсюда, так как зп/п —> 1, вытекает, что существует
постоянная С(Л/,d) > 1 такая, что

п л

Пр' >с՞ П а - «пм • с ЭД1 - «о*-
<=1 »€$» »=1

(3-5)

Покажем, что правая часть стремится к бесконечности при п —> оо. В этом 
случае, из (3.5) получаем, что П.П=1Рп —► 00 ПРИ п °°- Следовательно, из (3.1)
вытекает, что существует постоянная С такая, что для каждого интервала 1п
имеем

м(/„) <С|/„|<'.

Для второго члена в (3.5) имеем

(
л

С"П(1-
• = 1 (

л

log С 4֊ log x/[n]JJ(l - с։ )
։=1

В силу (2.1), log \/[n]fj?_j (1 — с։) —> 0 и, следовательно, С" n"=i(l-^)'f’ -юо-
С другой стороны, первый член в (3.5) можно оценить следующим способом :

лс՞ Пи- > с" П(1 -
<=1

(3.6)

где с։ = гп1п(С|, \/[р]0.1) < \/[р]0.1 < 1. Чтобы доказать, что правая часть в (З.б)
стремится к бесконечности, достаточно показать, что
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Для этого сперва заметим, что к^( 1 — я) > —2х при (I < х < 0.1. Так как < 0.1, 
то в силу (2.1) и из того факта, что зп/п —> 1, имеем

Итак, получаем, что

C"II(l-cf)<։ —>• оо при п —> оо.

Следовательно, условие роста принципа распределения масс имеет место для всех 
интервалов /(Е։,>).
Для завершения доказательства необходимо показать, что рост имеет место для 
любого интервала I С R (можно предположить, что мера р определена на всей 
действительной оси по формуле д(7) = ц(1Г\/(Е))). Итак, зафиксируем интервал 
/ С R- Пусть Ц = |Е,։>|,У։, Ясно, что /, \ 0, поэтому существует г такое, 
что 1,+1 < |/-1(/)| < Отсюда следует, что существуют самое большее 2 
интервала 1-го поколения, пересекающие /-1(/) и, следовательно, не больше 4- 
х таких интервала ։ 4- 1-го поколения. Обозначая последние четыре интервала 
через Ех,..Е< (некоторые из них могут быть пустыми), получаем

я(/) < м(/(£1)) + • • • + < C(\f(Ei)\* + ... + И).

Теперь поскольку |Е,| < |/ 1(/)|, то EiU.. .иЕц С 3/ 1(/) (3/ \/) - растяжение 
образа /-1(7)) и, следовательно,

l/(£i) I" + • • • + 1/(Я,)|< < 4|/(3/՜1 (/)) I".

Из определения квазисимметричности следует, что

1/(3/՜'(/))!“ < (1 + 2M)'J|/(/-l(/))|d = c(M,d)|/|d

и поэтому комбинируя последние три неравенства, получаем искомый рост :

м(Л < c’l/i՛»

для некоторой постоянной ( и произвольного интервала I. Как было замечено,
так как d может быть выбран сколь угодно близким к 1, то dim я(/(E)) = 1.
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первоначальному варианту этой статьи, что сделало изложение намного ясным 
и чётким.

Abstract. The paper shows that the middle interval Cantor sets of Hausdorff 
dimension 1 are minimal for quasisymmetric maps of a line. Combining this with 
a theorem of Wu we conclude that there exist ‘‘rigid’1 subsets of a line whose every 
quasisyinmetric image has zero length and Hausdorff dim. 1.
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О РАСХОДИМОСТИ ГРИДИ АЛГОРИТМА ОТНОСИТЕЛЬНО 
ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ УОЛША ПО НОРМЕ Ь1

С. А. Епископосян

Ереванский государственный университет 
E-mail: sergoep@ysu.am

Резюме. В работе описаны подсистемы {т/’п», (1)}^=1 обобщённой системы
Уолша, которые не являются квазигриди системами в зрап{х/>П1։} по норме 
£1[0,1]. Доказан также аналог теоремы Ф. Рисса для обобщённой системы
Уолша.

§1. ВВЕДЕНИЕ
В 1932 г. Ф. Рисе доказал, что существует функция /о(^) € Ь^О, 2к], триго
нометрический ряд Фурье которой расходится по норме Х1[0,2тг]. Аналогичный 
результат доказан для системы Уолша (см. [1], стр. 125).
В настоящей статье мы им функцию f0(x) Е £х[0,1], ряд Фурье которой
по обобщённой системе Уолша расходится по норме £х[0, 1]. Исследуется также 
спектр и убывание коэффициентов Фурье “плохой” функции /0(х).
Обобщённую систему Уолша порядка а > 2 обозначим через Фа = {^п (х))^_0.
Предположим также, что последовательность {Мп}£°=1 фиксирована так, что

М2, 
Мг,_1 >2, (1)

Рассмотрим подсистему системы Фа :

{V'nfc(z)}k^i — {V’m(z) : Aio,֊! < m < 3 = 1,2,...}. (2)

Через £ = зрап{^П)։} обозначим замыкание линейной оболочки подсистемы 
{^(х))г°=1 в Р[0,1].
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Теорема 1. Для любой последовательности {/?1}^1, удовлетворяющей условию

Ак > О, Л = 1,2,..., НшД‘=0, 1—юс (3)

и любого числа £ > О существует функция /о(я) Е £. /о(^) = 0 вне [0, е], 
ряд Фурье которой по подсистеме {‘Фп1,(х)}'к>-1 расходится по £'[0,1]-норме и 
коэффициенты Фурье удовлетворяют условию

ОО

, 1с»»й I Ап,, 
1 = 1

('п
О

Настоящая работа посвящена вопросам сходимости гриди алгоритма (см. [2] - 
[5]) относительно обобщенной системы Уолша по норме £т[0, 1].
Для функции / € £х[0, 1], рассмотрим ряд

ОО
^2 «!•(/) 01-(я),

1 = 1

где а*(/) суть коэффициенты Фурье функции /(х) по системе Фа-

Определение 1. тп-ый гриди аппроксимант функции / относительно системы
Фа определяется формулой

Сш(/,Фа) = £>*(/№, 

1£Л

где Л С {1, 2,...}, #Л = т (#Л - число элементов множества Л) такое, что

1«п(/)1 > 1<МЛ1. п € Л, к Л.

Определение 2. Система {0П|,} называется квазигриди системой в £, если для 
любой функции / Е С последовательность {£„,(/, 0п*)} сходится к / по норме

Из Следствия 2.3 (см. [5]) следует, что обобщённая система Уолша Фа не является 
квазигриди системой в £р[0,1] при 1 < р < оо.

Теорема 2. Существует функция /(х) Е £ такая, что гриди аппроксимант 
’п»(/.Фа) относительно подсистемы {0т,(®)}*^1 обобщённой системы Уолша 
0п) расходится по норме £1[0,1], т.е. подсистема {0пь(Л}!н=1 не является
вазигриди системой в С.
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§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ УОЛША
Пусть а > 2 фиксированное целое число и ша = е2к։^а.
Обобщённую систему Радемахера Фа = порядка а определим следующим 
образом (см. [7]).

Определение 3. Для х € [£, & = 0,1,.. .,а — 1, положим <ро(х) = и

4֊ 1) = ¥>п(х) = у>0(апх), п > 0, Фи = {^п}. (4)

Тогда обобщённая система Уолша Фя = {0п} порядка а определяется так :

Определение 4. Для п = аца”1 + ... + е,ап', *4 > ... > п,, 5 = 1, 2,..где
,5, ПОЛОЖИМ У»о(^) = 1 И

0л(х) = $а = {^п}- (5)

Отметим, что Фз является классической системой Уолша.

Замечание. Известно [6], что обобщённая система Уолша Фя, а > 2, является 
полной ортонормированной системой в £2[0,1). Основные свойства этой системы 
были получены Р. Пели, Г. Кристенсоном, Ж. Файном и другими математиками 
(см. [6] - (8)).
Будем рассматривать следующие интервалы ранга п относительно а :

А: = 0,..а” — 1, п=1,2,...

Если <рп(1) ~ п-ая функция Радемахера порядка а, то из Определения 4 следует

= ша = е <■ , (0)

Теперь отметим некоторые свойства обобщённой системы Уолша.
Свойство 1. Из (5) следует

Свойство 2. Функция
л-1

р„(0 = £>(«).

1=0
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называющаяся ядром порядка п 
равенству (см. [19]) :

по системе Фа, удовлетворяет следующему

для / е Доп)(<։) = [о»рг);

Для *€[£»!)• (9)

Свойство 3. Если число п представимо в виде п = ак 4֊ т, 0 < т < ак, то из 
(5), (7) и (8) получаем

Ип(1) = £>а*(0 + у>к(1)Пт(1), I е [о,1). (10)

Свойство 4. Для любого натурального числа т и для любого / € (0,1) имеет 
место неравенство

|Рт(^)| < т. (И)

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ЛЕММ 
Обозначим через

Ьк = |Р*($)| <Й, Л = 1,2,...

постоянные Лебега обобщённой системы Уолша {Фв}.
В работе [7] доказано, что постоянные Лебега удовлетворяют условию Ьк = 
О(1о^ Л), где О зависит от а.
Следующее утверждение показывает, что существует последовательность нату
ральных чисел {п*;} такая, что последовательности £Пк имеет тот же порядок 
роста, что и пк.

Лемма 1. Существует последовательность натуральных чисел

• =о • =0
(12)

такая, что ак < тк < а**1 и

> Та 1О8” ' (13)

Доказательство. Ясно, что
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а"

Отсюда и из (11) имеем

Для доказательства (13) сначала докажем, что

Это означает, что при к = 2з мы должны показать, что

Так как тпо = 1 при з = 0, то из Определения 5 и (8) получаем

|2?1(«)| сП = / |Ф0(£)| <И= 1-----г > ֊71/-а а* а

Предположим теперь, что (17) имеет место при некотором з — 1, т.е.

Тогда из (9) и (15) вытекает

(<) = а2*, * € 12»,о»

- — О»(«-М - в2*
а2 — 1 а2-!’ < е [о, 1).

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

а

Кроме того, из (12) следует, что

ГП2» = а (21)

и, следовательно, из (10), (18) и (19), при 1 е Д^։)(а) = [0, ^), имеем

|А»„(0| = |£»»э.(<) + ¥>г,(0Рт„,.1)(0| > |Оа=.(4)1 - |О„։(,_1)(<)| > ^֊а21.

Отсюда, используя вложение £) С Д'2'’(а), приходим к неравенству

/1/О 1^„(01 А > ֊а2‘ ։ ) = ^^1 _ а^-2 1
■'!/«”+’ а- - 1 \а2' а2'+2/ а2 - 1 а2‘+2 ~ а2 ~ а'

(22)
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Учитывая (9), (10), (18) и (21) получаем

Отсюда и из (22) заключаем, что

У1 М/а’*
/ |£>та.(01 = / |Апэ.(<)|Л+

Г1 1 3 1
1^т3.(е)|л >- + ->-(* +1)» з = о, 1,2,...

1/аа* а а а (23)

Аналогичными рассуждениями доказывается неравенство (16) в случае к = 2з+1. 
Таким образом, остаётся отметить, что

> у֊ (<֊• + 1) > Л 1о6а 
2а 2а

поскольку из ак < < а*“'4՜1 вытекает 1о^ < к 4֊ 1. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть последовательность {/3*}*^! фиксирована и удовлетворяет 
условию (3). Тогда для любых чисел 0 < б < 1 и В > 10 существует полином по 
подсистеме {^п*(®)}^1 вида

Р(х) = с«к^п*(®)
ЛГ<п*<Л/

обладающий следующими свойствами :

Р(х) = 0, I £ [0, е],

||Р(х)||։= Г\Р(х)\<1х<е, 
Зо

Н<П1.<М

шах
УУ<гп<Л/

ТУ < п ь < гп

с/т



20 С. А. Епископосян

Доказательство. Выберем натуральные числа ро и ^0 настолько большими (см.
(1) - (3)), чтобы выполнялись условия :

ко > 4аВ

ак° + 1 € [Л/2ро-1, М2ро), 0 < £ < ак° - 1, 

Л՜ < ак°' ]

(24)

(25)

(26)

Далее, положим (см. (7) и (25))

Л*) = 52 Сп^’пй(х) = ֊ 52 ^а*о+։(г) =

1Ч<пь<М 1=0

е а*°՜1 €
= 52 = 9^‘о(Х)Ра‘о(«),

• =0
где N = а*0, М = а*о+1 — 1 и

( если ак° < гц < а*о+1 — 1, 
СП|, = < 2

[О если тц £ [а*0, а*о+1) .

(27)

(28)

Тогда из (9) и (26) - (28) получим Р(х) = 0 для х Е 1] и

/ |р(х)|^ = £ /'1|оа.1։(1)|^ = £, 
,10 Зо £

шах
^<nfc<1WN<.nt,<M

Таким образом, условия 1) 3) выполнены. Для проверки условия 4), выберем
число тко, ак° < гтц0 < а*о+1 из Леммы 1 так, чтобы

о

= Г|О™.0(«)|Л>^1о8от։0>^. 

Уо 2а

Отсюда и из соотношений (24) и (28) получаем

Лг<п։|<тк0

Лемма 2 доказана.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2
Пусть целое число а > 2 фиксировано.

Доказательство Теоремы 1. Пусть дано е > 0. Если последовательно приме
ним Лемму 2, то можем найти последовательность неперссекающихся полиномов 
по подсистеме вида

^Д։). ■ (29)9 — 1,2,...,
Д'՜,_I <п* <77,

которые удовлетворяют условиям

Р,(г) = 0,

|Р,(г)| <1х <

(30) 

(31)

сп2 < «, • (32)

Далее, положим 
ОО ОО

/о(*) = У2л(®) = (34)
«=1 к = 1

где сПк = при < Пк < АГ,, в = 1,2,.... Тогда учитывая соотношения 
(30) и (32) - (34) получаем

Из (31) и (34) имеем

ОО
/о(х) = о, т£[0,е], У2 |спй|^п* < ОО.

*=1

Следовательно /о(х) € X1 [0,1). Теперь отметим, что в силу условий (29) и (34) 
(см. Замечание) имеем

л1 _____
СПк = / /о(<)^п*(<)Л,

7 О
оо

т.е. ряд £2 является рядом Фурье функции /0($) по подсистеме об-
*=1

общинной системы Уолша, который в силу (33) расходится по норме Г1 [0,1].
Теорема 1 доказана.
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Доказательство Теоремы 2. Учитывая соотношения (1), (2) и (7), можно 
найти последовательности натуральных чисел и {р^}^1 такие, что
выполнены следующие условия :

[(«, - 1)г 4-1],

ак>' + ։ € ),

О <I< а\

0<»<аЧ

(35)

(36)

(37)

к„ > а

Теперь для любого натурального числа I/ полагаем

1=0

в**-1

= ^а^(х)Оаыи(х) + 2 (т),
1=0

(38)

где

где

‘„ли = <1 для < Пк < ЛГ„ - 1, (42)
Покажем теперь, что /(։) е £*[0,1]. Учитывая соотношения (38) - (40) получаем

(х)Р։.д։)+£
р=1

+«(1) = в(х)+Н(х). (43)
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Далее, из Определения 5 и (9) имеем

откуда следует, что С(х) Е Ьх[0,1]. Аналогично
1 оо

|Я(®)|</х< ^2- < оо, 
|/=1

т.е. Н(х) € 1]’ Отсюда и из (43) вытекает, что /(ж) 6 Т^О, 1].
Теперь для любого натурального числа у выберем числа к и ] так, чтобы 

< Пк < М,+1 < п, < /4^+2. Тогда, учитывая (39) получаем

с„л/) = с<7‘> = + 2-> < ֊+2— = 4? = с-.(У).

т.е. спД/) < спД/). Аналогично, для любых натуральных чисел тц, < Пк <
А^+1 и у > 1 имеем

(О — _1_ о(-п* + 1) << I о-п* — г(1/)
п»+1-1/г+/ < „г +-։ -сп>-

Таким образом, сПД|+։(/) < сп,,(/)• С другой стороны, если к —> оо, то тц- —> оо и 
у —> оо (см. (39), (40)). Из (42) имеем Пт сПй (/) = 0 и, следовательно, с,։> (/) \ 0. 1;->оо
Ясно, что для любых чисел тр, удовлетворяющих условию

а1“ <тп„ < а*՝՝՜1՝1, (44)

с использованием формул (40) - (42) и Определения 1, получаем

{-’’а*՛՜+т„ (/» “0^ ) ^а*»՜ (А 0пь )

(45)
где

1 ?*+тм-1
— 0а^(^) У? 0.(т),

। =ай^

С другой стороны, из (36) имеем

¥

1=0 .
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Отсюда и из (45) приходим к неравенству

(35)

Взяв в качестве число из Леммы 1 (см. (12) и (13)), удовлетворяющее 
неравенству ак>/ < < а**'՞*’1, из (35) и (46) для и > 2 получаем

Таким образом, последовательность {(7П(/, $а)} расходится по норме Ь1, т.е. в
1] подсистема {^п„(х)}^1 не является квазигриди системой на замыкании 

своей линейной оболочки. Теорема 2 доказана. . |

Abstract. The paper describes subsystems {V’m,(z)}?Li of the generalized Walsh 
system, which in the norm of Z,1 [0,1] are not quasi-greedy systems in span{i/’nk} • An
analog of F.Riesz theorem is proved for the generalized Walsh system.

ЛИТЕРАТУРА
1. Б. И. Голубов, А. В. Ефимов, В. А. Скворцов, Ряды и Преобразования Уолша, 

Теория и Применения, Москва, 1987.
2. R. A. DeVore, V. N. Temlyakov, “Some remarks on greedy algorithms”, Adv. 

Comput. Math., vol. 5, pp. 173 - 187, 1995.
3. V. N. Temlyakov, “The best m-term approximation and greedy algorithms”, 

Advances in Comput. Math., vol. 8, pp. 249 - 265, 1998.
4. P. Wojtaszczyk, “Greedy algorithm for general biorthogonal systems”, J. of 

Approx. Theory, vol. 107, pp. 293 - 314, 2000.
5. R. Gribonval, M. Nielsen, “On the quasi-greedy property and uniformly bounded 

orthonormal systems” available at: http  
R-2003-09.pdf.

://www.math.auc.dk/research/reports/

6. R. Paley, “A remarkable systems of orthogonal functions”, Proc. London Math. 
Soc., vol. 34, pp. 241 - 279, 1932.

7. H. E. Christenson, “A class of generalized Walsh functions”, Pacific J. Math., 
vol. 45, pp. 17 - 31, 1955.

8. J. Fine, “The generalized Walsh-functions”, Trans. AMS 69, pp. 66 - 67, 1950.

Поступила 11 октября 2005



Известия НАН Армении. Математика, 41, К։ 2, 2006, 25-42

ВЕСОВЫЕ ХЛ-НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ШАРП-МАКСИМАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ НА МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ С МЕРОЙ

В. Г. Кротов

Белорусский государственный университет

Резюме. Доказываются неравенства вида

II^/||l;(%) < c||5J||L₽(X) 

для максимальных функций

= sup — 7֊ 
взт 0{4Jb

\f֊PDf\dp,

где “sup” берется по всем шарам В, содержащим точку х Е X, Рв : /о<? 1—*•
Б^{/ос. На меры р и v на метрическом пространстве (X, d) налагаются некото
рые условия. Даны приложения этих неравенств к обобщённым пространствам 
Соболева на X.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть (X,d,p) - хаусдорфово пространство с регулярной борелевской мерой р 
и квазиметрикой d. Последнее означает, что функция d : X х X »—> [0, оо)
довлетворяет условиям

= О <=> 1 = ?/, d(z, у) = d(y,x),

и существует постоянная > 1 такая, что для любых х,у,г Е X имеем

d(x, у) < ad[J(z, z) 4֊ d(z, t/)].

Кроме того, семейство открытых шаров В(ху1) = {т/ Е X : d(xyy) < /} образует 
Сазу окрестностей топологии X.
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Неотрицательная функция р, определённая на «т-алгебре борелевских множеств
из X, называется внешней мерой, если она монотонна и субаддитивна, т.е.

Gi С G2 v(Gi) <

Для борелевской функции f и внешней меры v на X, положим

П/11г₽(А) - Ар՜1^ {|/| > X}dX
i/p

, р > 0.

Если р является мерой, то эта величина совпадает с

/Г \ У?Н/Н«(Х) = []х \f\r^)

(конечно, при 0 < р < 1 это не норма). Кроме того, всюду ЩХ) (р > 0) будет 
означать множество классов ^-эквивалентности борслевских функций на X, для 
которых ||/||£₽(А ) < оо. Ниже всякую неотрицательную борелевскую меру на X 
будем называть просто мерой.
Всюду ниже будем использовать следующее стандартное обозначение

JeЕ
(2)

для среднего значения функции / 6 на измеримом множестве Е С X
конечной меры, а если р(Е) = 0, то считаем /е = 0.
Предположим, что для каждого шара В С X задано отображение Рв *• 
Ь^Х) ■—► /^(Х), и определим максимальные функции

\f֊PDf\dp} (3)

изучение которых является целью нашей работы. В (3) “sup” берется по всем 
шарам В — D^y^t), содержащим точку х, а т/ : —> ]R+ - положительная
функция. I
Впервые макс имальные функции подобного рода появились в работах А. Каль
дерона [2] и А. Кальдерона и Р. Скоттта [3]. Систематическому изучению вари
антов (3), когда X = _?:",??(<) = р (а > 0), а Рв - проектор на подпространство 
полиномов степени [а] или шах{п € 2 : п < о}, посвящена монография [5], где
рассматривались также другие максимальные
£орме близки к (3).

функции, определения которых по
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Один из основных результатов статьи является неравенство

которое справедливо, например, если мера ш со свойством удвоения и внешняя 
мера I/ таковы, что

*/(В(х,<)) < сГ6ш(В(х,1)),

а р > 0, 6 > 0, о\1) = £-₽г?(<) (см. Следствие 1). Это и более общие неравенства 
доказываются в §2. Они могут широко использоваться в теории пространств 
гладких функций.
В последние годы большое число публикаций посвящено пространствам Соболева 
первого порядка на метрических пространствах с мерой (см., например, [7] - 
[10]). В §3 мы укажем некоторые применения результатов §2 к классам Соболева 
И^(Х), 0 < а < 1.
Результаты настоящей статьи были анонсированы в [22].

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Приведём сначала ряд вспомогательных утверждений. Прежде всего нам пона
добится следующая геометрическая лемма, относящаяся к пространству с квази
метрикой (Х,(1). Эта лемма имеется в [4].

Лемма 1. Существует постоянная р = ра > 1 такая, что для любого множества 
Е С X и любого покрытия {В} множества Е шарами существует не более чем 
счётное подсемейство {В;} С {В} со свойствами

Е С С Р^В] к П = 0 (։ / ;).

Здесь и далее рВ означает шар с тем же центром, что и В, радиуса в р 
раз больше. В случае неограниченного X в Лемме 1 следует дополнительно 
потребовать ограниченность радиусов шаров {В}.
Напомним определение некасательной максимальной функции

УУц(я) = зир{|и(г/,<)| : <1(х,у) < /}, х 6 X, I > 0, (4)

и введём оператор умножения

/ац(ж,<) = а(1)и(х,$).

Следующая лемма является основным техническим средством этой статьи и 
представляет собой вариант нашей Леммы 3 из [21], доказательство которой ос
новано «а идеях работы [20]. (В работах [20] и [21] такие (и более сложные) 
утверждения использовались при изучении точных оценок касательного гранич
ного поведения функций из пространств Харди-Соболева и соответствующих 
|г< • н т-п ространств.)
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Лемма 2. Пусть <р : й+ .—> мера ы и внешняя мера и удовлетворяют
условию

^)и(В(г,А/.)) <сы(В(М)), <>0, (5)

для некоторого А > (^р^, где - постоянная из (1), а рл - постоянная из Леммы
1. Тогда для любой функции и : X х (О,сНатХ) и р > 0, справедливо

неравенство

II* М |кГ(х> < ֊-де а(1) = //р(О- (6)

Доказательство : Для Л > 0 рассмотрим множества

Е°(Х) = {хЕХ : ^(Jau)(x) > А},

и для к 6 2 обозначим

Е£(Х) = {։ € £°(А) : 2՜*՜* <М1)<2֊‘}1

где

Ясно, что множества Е^(Х) измеримы и

и £?(А) = Е°(А), ЕЦХ) Л Е°(Х) = 0 (к / ;)■ 

^>0.

Положим также

ЛГо«(х) = 8ир{|и(уЗ)| <

<о(х) = зир < < : Зу е X ^(х.у) < М1М)| > а

и
Е°(Х) = {хех-. ^и(х) > А),

= {х € Е°(Х) : < Щх) < 2֊*}.

Тогда
0 — Е (А), ££(А) А Е?(Х) = 0 (к г).



Весовые Ьр-неравенства для шарп-максимальных функций ... 29

Для оценки меры 1/(Е£(А)) рассмотрим произвольную точку х € (Л) и найдём
ух 6 X и «х € (2"к-112՜*’], для которых

сЦх,ух)<1х апё О։(^х) |"^(!/г5 ^х ) | > (7)

Семейство шаров {В(ух,1х) : х С Е£(А)} образует покрытие множества Е^(А). 
По Лемме 1, из него можно выделить такое нс более чем счётное подсемейство 
шаров В^ = В(ух^1х^) ]՛ > 1, что

В, П В; = 0, £?(А) С и р<|В,. (8)

Введём новое семейство шаров

и покажем, что имеют место включения

(9)

где к0 = |о8з
Действительно, пусть х Е В*. Возьмём пару (г, т) так, что (Цх,г) < 
т > 2*»-*. Тогда

ал а<1

2<ф ко — к

в силу выбора ко. Итак, с/(х^ 
то

и следовательно,
(10)

спользуя неравенства

|и(У։р«Ъ)| > а(2֊‘)’
апс! /

«</
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(см. (7)) можно доказать, что

«>к
И X

Отсюда и из (10) вытекает включение (9).
Так как шары В* не пересекаются, то в силу (8), (9) и основного условия (5), 
получаем

*'(£?(*)) < =Е>(д;)
} )

у(р<1В}) < С
л

!=*>■ - ко

С учетом этого неравенства, очевидным образом следует требуемое утверждение.
В самом деле, так как а₽(!) = 9?(/), то

Н*(Л>“)И^т = Р ГИХ <
*՝ Уо

ш(Д°(А))</АЕ Ё / А’’՜1։*’(£?(А)) ИХ = С [ А'՜1 
4€г;=։-1„-'° ֊'о

Н№<«(*)•

Лемма 2 доказана.

Теорема 1, Пусть у? : 1Р:+ •—> Р;+, мера ш и внешняя мера V удовлетворяют 
условию (5) для некоторого А > а^р^. Пусть ещё задана функция т/ : 1К_|_ ।—> 1к_|_ 
и при некотором р > О имеем

^) = ’»(0М0]’1/г.

Тогда справедливо неравенство

< с|1^/1|£е(л'), / € ^(Х). (и)

Доказательство : Используя некасательную максимальную функцию (4) и 
функцию

и(։,<) = чЙ£(М (12)

можно записать

£ч/(х) = ЛГи(т) и $,/(։) = ЛГ(Л,и)(х.) (13)
(см. (6)). Следовательно, достаточно применить Лемму 2
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Следствие 1. Пусть мера о» и внешняя мера у удовлетворяют условию

։/(В(®,40) < хех. t > о.
при некотором А > и 6 > 0. Далее, пусть т/: -> й+ - заданная функция
и пусть при некотором р > 0 имеем

cr(t) = t

Тогда справедливо неравенство (И) для любой функции / € Ь}ОС(Х).
Кроме того, верна следующая лемма, которая получается с использованием 
известного метода неравенств Соболевского типа (см. [11]).

Лемма 3. Пусть д > р> 0,у > 0 и пусть мера ы удовлетворяют условию

w(B(i,t)) > ct*’, х G X, t € (0,diam X). (14)

Тогда для любой функции u : X х (0, diam X) »—> К

И (Л«) Ikio-) < c||N«IIl’(X). где (15)

Доказательство. Пусть для краткости 0 = у — 1). Возьмём произвольную 

точку х 6 X и зафиксируем △ > 0, которое будет выбрано позже. Пусть пара 
(у, t) такова, что d(x, у) < I. Тогда при t < △ имеем

|JQu(j/,t)| < △>«(!).

При / > △ рассуждаем так : из неравенства |и(у, £)| < 1Чи(г) при всех г £ В(у. <) 
и из условия (14) вытекает, что 

✓ \ 1/р
|Л,и(г/,*)| <<Ч / №и<1и ) < с**-'||Мх||1,₽(Л-).

ув(у,։) )

Таким образом,
ЛГ(/ои)(х) < с [Ав1Чи(х) + Дв~ ? (Л՜)) •

Осталось выбрать △ > 0 так, чтобы слагаемые в правой части совпали, т.е.

д = Ии||^?(Х) [ЛЧЦ®)]՜’7՜’.

Мы получаем неравенство

[ЛГ(Уам) (х)]’ < с^и(х)]₽||^и||^х)

откуда следует (15). Доказательство Леммы 3 завершено.
Отметим, что применение Лемм 3 и 2 приводит к неравенству вида (11) для пар 
пространств ££ и Ц.



32 В. Г. Кротов

Теорема 2. Пусть 9>р>0,7><*>0. мера w и внешняя мера v удовлетворяют 
условиям (14). Пусть ещё задана функция <т : &+ » > К+ и f ₽ Если

для некоторого А > о-лРд

i/(B(x,At)) t > о,

то справедливо неравенство

llSJIkj(x) < <WU(X)< / е (16)

Доказательство. Рассуждая как в доказательстве Теоремы 1 (см. (12), (13)) и 
используя факторизацию оператора умножения, получаем

S,f(x) = N (JQu) (х) = N (JaiJa„u) (х),

где О1(<) = 16^ и а2(<) = Отсюда приходим к заключению, что
<*1(*)<*2(0 = а(<). Наше утверждение получается теперь последовательным при
менением Лемм 2 и 3 :

11^/11« (X) = IIW(^.^։ и) 11м(х)<
< c||W (JOjи) Их.’(л՜> < clI^“1111 (х) — (л՜) •

Теорема 2 доказана.

Следствие 2. Пусть <?>р>0, 7>6>0, мера р и внешняя мера р 
удовлетворяют условиям

д(В(х,<)) > сГ, хеХ, t 6 (O.diarn X), (17)

v{B(x, At)) < ct>-’ti(B(x,t)), ИХ, t > 0,

для некоторого А > адрд. Далее, пусть задана 
7?(<) = «р 9<т(г). Тогда справедливо неравенство

ункция (У l*J

(18)

и

Н^лк’рг) < с||59/||£'(Х), / € Ь՝„(Х). (19)

Заметим, что если р > 1, X = [0,1]» и и = р - „ера Лебега (тогда 7 = 6 = п 
и условие (18) излишне), то аналогичный результат получен В. И. Колядой [18]. 
[19]. Точнее, В. И. Коляда рассматривал максимальные функции вида

У’/(г) = 1и5р։^)£ 1/֊А»)1^, (20)
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(на R՞ с т/(/) = 1° их впервые изучал А. Кальдерон [2]) и доказал неравенство

П^/11ь’ ₽(Л') < с11^»?/11£2(хр (21)

где ЬЯ Р - пространство Лоренца. Это неравенство несколько сильнее неравенст
ва (16) Теоремы 2, которое следует из (21) с р = р и заменой 8П на Нера
венство В. И. Коляды (21) было распространено И. А. Иванишко [14] на общие 
пространства однородного типа.
Отметим, что все результаты этого параграфа остаются справедливыми, если 
максимальные функции (3) заменить на более общие

конечно, при предположении, что / 6 ЦОС(Х) и Рд : ।—► ^[^(Х).

§3. ПРИЛОЖЕНИЯ
Начнем со случая, когда X = Ж՞, п Е К, - евклидова метрика и р - мера
Лебега на X = R՞. Пусть Во = В(0,1) - единичный ар, Рь - множество всех
алгебраических полиномов степени к 6 Г4 и {<$т}|т|<л- ~ оргонормированный
базис, полученный ортогонализацией Грама-Шмидта £2(Во) из системы мономов

п

Далее, определим проектор Рк : £1(Во) —> Г* следующим образом :

/0ГП э

| т I < к

и ^пересадим” его на произвольный шар В = В(хоЛ) равенством

Рд =тв1 °рк °Тв> где Тдх = хо + 1х ■ (22)

(см. [5], стр. 8).
В дальнейшем обозначаем через [а] = шах {Л £ % : к < а) и (а) = тах{& € 2 : 
& < а).

Для любой функции / 6 Х/^ДК*) рассмотрим максимальные функции

/£(*) = 8иР ~ / I/- 
вэ* г ^в
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где Usup" берётся по всем шарам В = В(у, t), содержащим точку х.
Функции были введены в работе [3] при 0 < с։ < 1 и в [5] при любом а > 0.
Монография [5] посвящена систематическому изучению таких максимальных
функций. Интерес к ним продиктован, в частности, следующим утверждением, 
вытекающим из результатов А. Кальдерона [2] (см. также Теорему 6.2 в [5]) :

fl е ip(Rn) <=> f е w[(Rn), р > i (23)

(с эквивалентностью норм), где И^(КП) - обычные пространства Соболева. 
Отметим, что функции Д и совпадают при нецелом а и, кроме того, ^(х) < 
с/^х), при а € (см. Следствие 2.2 в [5]).

Следствие 3. Пусть 0 < р < q, 0 < <5 < п, а > ֊ - ^ и внешняя мера I/ на 
удовлетворяет следующему условию :

v(B(x,t)) < ci6.

Тогда для любого / (Е (R՞) справедливо неравенство

П/зlib’(1л) < с||/а11ь₽(1»Ь 0 = Ct + - - -. 
Ч Р

Доказательство этого неравенства непосредственно следует из Теоремы 2, при
менённой к максимальной функции Д. Надо только ещё заметить, что если в 
определении Д вместо Р& взять проектор Р^ с к > [а], то получим эквивалент
ную (поточечно) максимальную функцию (см. Лемма 2.3 в [5]).
Рассмотрим частный случай /3 = 0 Следствия 3. При к = 0 проектор (22) имеет 
вид

— /в ~ /Ар,

и максимальная функция 
Стейна [6]

/о максимальной функцией Фе ермана-совпадает с

I/ ~ /в\Лр.

ЭШв

Следствие 4. Пусть 0 < р < о, 0 < £ < п а = ^ —' ֊ V \ и ч п, а-р-д>ии пусть внешняя мера 
I/ удовлетворяет условию (2) в R”. Тогда

/ € 4e(R").
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Далее укажем некоторые приложения результатов предыдущего параграфа к 
пространствам Соболева на общих метрических пространствах (X, d, р) одно
родного типа.
Рассмотрим случай, когда

= /в = / fdp 
J в

и T](t) = tQ, а > 0, в определении (3) максимальных функций 5^/, т.е.

SQf(x) ± sup/ |/ - fs\dp.
вэ* J в

Кроме того, если rj(t) = tQ, то для максимальных операторов (20) вместо 
также будем писать Afa.
Говорят, что внешняя мера р удовлетворяет условию удвоения (краткая запись 
для этого р € D), если

/x(B(z,2t)) < cp(B(r,t)), хЕХ, t>0. (24)

Если имеет место (24), то тройка (Х,с/,/1) называется пространством однород
ного типа [4]. Легко видеть, что если р Е О, то при некотором 7 > 0

M(B(z,5)) х E X, 0 < t < з, (25)

(можно взять 7 = к^2с, где с - постоянная из неравенства (24)). Будем писать
р E D7, если выполнено условие (25). Таким образом,

7>0

Укажем на связь между условиями (25) и (17). Если мера р E D7 и diam X < 00, 
то

р(В(х, t)) > ct1, х E X, t E (0, diam X).

Для доказательства достаточно взять в = 2diam X в (25), тогда X С В(х, в) для 
любого х Е X и

/i(B(z,t)) > с p(B(x,s) > c/iX(2diam Х)“‘,Р = ct\

Если же diam X = 00, то, вообще говоря, (17) не следует из (25).
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До конца нашей статьи, считаем выполненным условие (25). Кроме того, будем 
предполагать, что diam X < оо (хотя это не всегда необходимо), тогда условие 
(17) будет выполнено автоматически. Для упрощения записей считаем также, 
что diam X = 1 и р(Х) = 1. Следуя [28], для р>1и0<а<1 определим 
“дробные’' пространства Соболева

WZ(X) = {/ e V(X): Н/Н,= ll/lk’(X) + H5o/lk;(x) < «>}• (26)
Из результатов А. Кальдерона [2] следует, что для X = R" и а = 1 классы (26) 
совпадают с классическими пространствами Соболева первого порядка (см. (23) 
при к = 1). Отметим, что в работах [13], [28] и [15] даются различные описания 
пространств И^(Х). Например, определение (26) не изменится, если в нём 
заменить на ЛАа. При этом,

Н/Ни''(Х) х ll/llz,j(A՜) + 11Хэ/||1'(А'), (27)

где А(/) х В(/) означает, что с՜1 < Л(/)/В(/) < с, где с > 1 - постоянная, не 
зависящая от /.
Далее, заметим, что классы IV*(X) совпадают с дробными пространствами 
Хайлаша-Соболева М£(Х) (см. [28]). Функция / € £*(Х), принадлежит классу 
М*(Х), если существует функция д £ Ь^Х) и множество Е С X с р(Е) = 0, для 
которых

!/(*) -№)| < ^°(х,у)[д(х) +$(у)], х,у £ X \ Е. (28)

Норма в Л/*(Х) вводится равенством

/ \ 1/р
11/11.^(х) = (<11/11^(х) + ^11^11^(х)) »

где ишГ берётся по всем функциям д £ 17(Х), удовлетворяющим условию (28). 
Тогда (см. [28])

Н/Ни''(х) х ||/||м'(х) (29)

(в [28] пространства И^(Х) и М’(Х) обозначались несколько иначе). Кроме того, 
в [15] основные результаты работы [28] распространены на более широкие шкалы 
пространств, которые порождаются максимальными функциями вида (20).
Теперь определим ёмкости, порождённые классами ЛГ*(Х)

СаРа,р(^) = ш£{||/|^:(Л.) : / > 1 £} (зо)

(см. [26] и [16] при а = 1). Из (27) и (29) следует, что если в этом определении 
||/||Л,,(Л) заменить на ||/||н,;(х) или на ||/||£:(Х) + ||ЛГа/||г, (Л), то мы получим 
эквивалентные функции множества.
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Лемма 4. Для любого р > 1 и 0 < (3 < a < 1 имеем
1) Саро р является внешней мерой,
2) для любого шара B(x,t) С X

CapO(F(B(z,t)) < ct ”ppB(x,t),

3) р(Е) < Сарэ>р(£) < cCapQ р(Е),
4) [СаР(,.,(Е)]'’ < с [СаРар (£)]’, при 1 = 1 _

Я Р 1 *

Доказательство : Утверждения 1)֊3) доказаны в [16] для а = 1 и в [26] для 
а € (0,1]. Утверждение 4) легко выводится из результатов работы [14] (см. также 
(19) при = /х).
Напомним, что точка х 6 X называется точкой Лебега функции / 6 Т/ОС(Х), 
если

f dp. (31)

В силу регулярности меры д, для любой функции / 6 1>}ОС(Х) почти все (от
носительно /1) точки из X являются точками Лебега. Для соболевских функций 
это утверждение можно существенно усилить (см. [17] для а = 1 и [26] для 
О < а < 1). Действительно, верно следующее утверждение.

Лемма 5. Для любой функции / € И^(Х), р > 1 и 0 < а < 1 существует 
некоторая функция /, € И^Х) такая, что р-почти всюду /(х) = /.(г) и Сар„ - 
емкость множества точек, не являющихся точками Лебега для Д, равна нулю. 
По Лемме 5, (31) дает естественное определение значений функции / 6 И7£(Х) 
Саро р-почти всюду, а именно функцию /. из Леммы 5 обычно называют точным 
представителем класса эквивалентности / 6 1Т£(Х)). В частности, так мы 
понимаем значения /(я) в определении (20) максимальной функции Кальдерона- 
Коляды Л/р/.

Теорема 3. Если 1 < р < q, 0 < 0 < at < 1, a < hJ = а- 0 — 7^՜֊ "J >0, 
то

Of-oo \ 1/<
' A’-1cap<i,({y/)/>A})dA < С||/||И'-(Л-). few'.
о /

Доказательство : Пусть / 6 И^(Х), и х 6 X - точка Лебега для /, В = В(х, <) 
- любой шар с центром в точке х. Далее, пусть < > 0 и Вк = В(х, 2-Ч), к > 0. 
Тогда (см. (31)
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т-1 °°
/(*) = /в + Нт 52 [/в*+։ - /вJ = /в + 5Z [^*+‘ “ ^*J ‘

ГЛ-ЮО . лfc=O *=°
Так как в силу условия удвоения (24) имеем

|/Вк+, - /в* | < / \f ~ 1вк \ < с 1 \f ~ fs». I
Л^+։ JBk

то из предыдущего равенства получаем

ОО

|/֊ /(x)|dM < с52 
к=0

ОО

< ctBSa f(x) ^2՜^= ct^S0f(x).
1=0

Отсюда и из (24) легко вывести, что

t-ffi
J в

для любого шара В С X радиуса содержащего точку х. Итак, по Лемме 5 
неравенство

V^/(x) < с5з/(х)

справедливо для всех точек Лебега х € X функции /, за исключением множества 
нулевой Саро р-емкости, а по Лемме 4, за исключением множества нулевой Сар, - 
емкости. Следовательно,

CaPj,g({^/> М) < Capj д({£3/> с ^J), А > 0.

Теперь, применяя Следствие 2 с у = Сар, т)(1) = а(<) = получаем
неравенство

НХз/Ни < ||$дЛ\ц < с||5а/1к» < с11/1|и':(х)-

Теорема 3 доказана. Ц

Следствие 5. Если р> 1, 0 </3 <а < 1 и а < I то

0Г°° \1^о А СаРа-^({А<з/>А})с(А) < с||/1кг(х).
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Заметим, что утверждения Теоремы 3 и Следствия 5 напоминают “сильное 
неравенство для емкости” В. Г. Мазьи (см., например, [23], стр. 301).

Следствие в. Если / 6 И^(Х), где 1 < р < д, 0 < /9 < л < 1, а < 2 и 
6 — а — /3 — 7 (р ~ >0, то для Сара д-почти всех х Е X имеем

Заметим, что Следствие 5 является частным случаем р = д Теоремы 3, а 
Следствие 6 следует из Теоремы 3 стандартным способом вывода сходимости 
почти всюду из оценок для максимальных операторов.

Приведем ещё одно следствие Теоремы 3, касающееся Сар^ ^-свойства Лузина для 
функций из \УР(Х). Оно вытекает непосредственно из следующего неравенства :

|/(зг) “ №)| < У) [Мз/(г) 4֊ Абз/(у)], ж, у € X.

Следствие 7. Пусть / Е И^(А՜) при 1 < р < д, 0 < (3 < а < 1, а < 2, и 
6 = а — (3 — 7 (֊ — ֊) > 0. Тогда для любого € > 0 существуют постоянная 

Се > 0 и множество Ее С X такие, что Сара1д(.£?«) < е для которых

1/(®) -/(1/)1 < Се</3(ж,у), т,уЕЕ'.

Для функций на [0,1] скорость сходимости почти всюду средних Стеклова и ко
личественные оценки С-свойства Лузина в терминах /^-модулей непрерывности 
впервые изучал К. И. Осколков [25]. Для функций на [0,1]л решение подобных 
вопросов можно вывести из результатов В. И. Коляды [19].
Пусть Н[}(Х) - обычные классы Гёльдера

Я3(Х) = !/(*)-/(у)1/ : ||/||я»(Х) = аир

Следствие 7 можно усилить используя продолжение Мак-Шейна [24] в класс 
Нр(Х) сужения функции / 6 И/^(Х) на множество {г Е X : Л/]з/(г:) < А} (при 
больших значениях А) и схему доказательства Теоремы 5 из [7].



40 В. Г. Кротов

Следствие 8. Пусть / € №£(Х) при 1 < р < 4՝ 
и 6 = а - /3 — у (- — -) >0. Тогда для любого € 

'\р я)
<р € Нр(Х) такая, что

Q < ß < от < 1, а < * 

> 0 существует функция

1 1 6
Capj>ç{//<р} <£, ||/֊ ¥>||и';(Х) < *» --ç “•

Если вместо продолжения Мак-Шейна использовать продолжение типа 5 итни 
(следуя [8]), то можно дополнительно получить, что <р € и ||/~У>1|1Г£(А') <
£. Более подробно этот вопрос автор рассмотрит в другой работе. Заметим, что 
при а = 1, р = д это доказано в [8].
Для X = Ж”, результаты такого типа имеют достаточно длинную историю. Из 
последних работ отметим статьи Б. Боярского, П. Хайлаша, П. Стржелецкого 
[1], Д. Свансона [27] и Л.-И. Хедберга, Ю. Нетрусова [12]. В них, в частности, 
подробно изложена история предшествующих результатов в этом направлении.

Abstract. For metric spaces (X, d) from a certain class an inequality of the form

is proved for the maximal functions 

where “sup" is taken over all balls B containing the point x E X, PB : L1 t > 
M an(1 ar€ measures over X. Some applications of these inequalities to 

generalized Sobolev spaces over X are given.
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УСКОРЕННАЯ СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ

А. Нерсесян, А. Погосян, Р. Бархударян

Институт математики НАН Армении

Резюме. В статье изучается ускоренная сходимость для ряда Фурье, опираю
щаяся на аппроксиманты Падэ для коэффициентов. Основная идея применена 
к разложениям по собственным функциям граничной задачи для модели диф
ференциального уравнения первого порядка с разрывными коэффициентами и 
обсуждены численные результаты.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Известно, что приближение 2֊периодической функции / 6 С°°(Я) частными 
суммами ряда Фурье 

5х(/) := £ Ле""1, 
п = —ЛГ

/п
1
2

/(х)е-,кпЧх (1)

очень эффективно. Однако когда аппроксимируемая функция имеет точку раз
рыва, эта процедура приводит к явлению Гиббса. Известны, различные решения 
этой проблемы (см. [2], [12, 13] и список работ в них). А. Крылов в 1906 [14] и Пан- 
цош в 1966 [15] предложили вычитание полиномиальных представлений разрыв
ностей функции и её производных. В работе [15] корректируемым многочленом 
была линейная комбинация многочленов Бернулли. В рйде работ [3, 5-8, 10, 11] 
Готтлиб и Енгоф развили этот метод для практических реализаций. Далее мы 
ссылаемся на этот метод как полиномиальный (или Р-) метод. Иной путь, пред
ложенный в общем виде Чини в работе [4], это приближение Фурье-Паде, которое 
использует аппроксиманты Паде [1]. Другие тригонометрическо-рациональные 
исследования проводились в работах [9], [16].
В [17, 19] и [20] аппроксиманты Паде были применены к асимптотическому раз
ложению коэффициентов Фурье. Этот подход приводит к квазиполиномиальному 
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приближению (С^Р-метод) и существенно обобщает Р-метод.
В настоящей статье применяются аппроксиманты Фурье-Падс к Р и(}Р прибли
жениям для дополнительного ускорения сходимости и применения этого подхода 
к разложениям по собственным функциям модельной задачи для некоторого диф
ференциального уравнения (см. [21]) с негладкими коэффициентами.

§2 . ПОЛИНОМИАЛЬНО-ПАДЕ (РР-) ПРИБЛИЖЕНИЯ
Сперва опишем Р-приближение. Положим / € С9[—1, 1] для некоторого д > 0 и 
обозначим

= /<*>(-!), * = о,•••,«•
Согласно асимптотическому разложению коэффициентов Фурье

А*(Л "г"1<£с

функцию / можно разделить на две части

9-1
/(х) = Р(х) + ^Ак(/)Вк(х), 

к=0

(2)

(3)

где Р ֊ относительно гладкая функция с коэффициентами Фурье Рп = о(п՜9), 
п ~а Вк(х) — 2-периодические многочлены Бернулли с коэффициентами 
Фурье

(О, п = О
Вк,п = < (-1)п+1

I 2(։»п)*+>’ п = ±1-±2>”-

Приближение функции Г по приводит к Полиномиальному (Р-) при- 
ближению

9-1

5д,лг(/) = $2у(Р) + ^2 А*(/)Вк(ж), (4)
к=0

где коэффициенты Фурье функции Р можно найти из (3)
9֊1

= /п ֊ Ак(/)Вк'П. 
к=0

Для краткости приняв 50,лг(/) ֊ $„(/) применим приближение Фурье-Паде для 

дополнительного ускорения ^(Г). Следуя [16], рассмотрим конечную последо
вательность комплексных чисел ® {<М|*|=р Р > 1. Обозначим

Г) = Г» 
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где здп(п) = 1, если п > 0 и здп(п) = — 1, если п < О.
Из (3) и (4) получаем

Л,л(/) := /(*) - $։,х(Д = ^(х) - 5лг(Г) = Л+(Л) + Л^(Л),
ОО

Л^(Г):= Ле1’"1,
п=М+1

-Х-1 
Л^(Г):= 52 Л„е'’՞’. 

П = —ОО
(5)

Легко проверить, что

Л+(К) = ֊

Повторение этого преобразования р раз приводит к разложению

Л£(Л) = - е'’1лг+1)* 52
*=1

ОО

п=А’+1
(6)

Аналогичное разложение функции Лдг(Г) приводит к следующему Полино-
миально-Паде (РР-) приближению (см. [16]) :

пр
к = 1 (14-^.е'”)

П1=։(1 + ».е'")*=1
9-1

+ ^А4(/)Вь(х). 
к—О

Естественно положить (/) = $,.„(/).
Существуют разные способы определения вектора в. Один из них - метод Фурье-
Паде, когда вектор 0 находится как решение системы

△р (0, Г) = 0, п = -N - р, • • •, ֊ 1, N -Ь 1, • • •, N + р.

Другой подход связан со следующей теоремой, где ||/|| = |/(®)|2^®)

означает Ьг-норму.

1/2

Теорема 1 [16]. Пусть / Е С,+р[-1,1], для некоторых д > 0, р > 1, и 
абсолютно непрерывны на [—1, 1]. Если

0к=в-к = 1֊֊, к = 1, • • •,р, Тк > 0, 5 п, 1 / г,
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то
Пт №+*||/(։) - 5,.,л(Л11 = 

?/—»оо

где

1М(‘)1։<й)Ср(«) =

а 7ь (р) определяются тождеством

р р
П <1 + пх) = ^ГдИр)1*-
к=1 к=о

(7)

Можно легко показать, что при р = 0 и / € С9[—1,1], для некоторого д > О, 

имеющей абсолютно непрерывную д-ую производную, имеем

Пт ЛГ«+ *||/(х) - 5,л(/)Н = И,(/)|со(«), 
ЛГ—юо Со(?) - я«+։у27ТТ՜

9________
Сэ(^) 
со(?)/сз(д)

Т2
Тз

0.00095
61.3
0.2510
1.28553
4.2225

0.00007
185.1
0.6382
2.2362
5.7813

9-10՜6
411.6
1.1230
3.2067
7.2573

1 • 10՜*
771.8
1.6730
4.1868
8.6781

2-10՜
1296.7
2.2699
5.1725
10.0589

4-10~в
2017.4
2.9023
6.1617
11.4089

Таблица 1. Числовые значения сз(д) и со(д)/сз(д) при 1 < д < 6, полученные 
использованием числовых оптимальных значений параметров Тк, к = 1, 2, 3.

В Таблице 1 представлены некоторые результаты из [16] по выбору параметров 
т>, минимизирующих £2-ошибку для р = 3. Отношение со(д)/сз(д) описывает 
эффективность £2-оптимального рационального приближения 5р>9,/у(/) в срав
нении с 591^(/) для /V >> 1.

§3 . КВАЗИПОЛИНОМИАЛЬНО-ПАДЕ ((}РР-) ПРИБЛИЖЕНИЯ 
Следуя [17 — 20], рассмотрим конечную последовательность комплексных чисел 
р := {рк}г*=1> т > 1 и обозначим

/) = >։„(/), <(„,/) = /) + /),
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Если п < 0, то положим <5к(т], f) = 0, k = 0,1,....
Легко проверить, что

Е л֊֊1 + т֊ £>(/)+
Jb=O 11 п к=О

(8)

Заметим, что для г/х = 0 сумма в левой части (8) остается неизменной. Повторе
ние этого преобразования тп раз (тп < ц — 1) приводит к формуле

<7*1 m

^2 Ak(f)xk = X* ^2 
Jb=O fc=l П*=1(։ + ч>х)

9-1

Jt=O
(9)

1
П'.=1(1 + ’).։)

Пусть теперь f Е С9[—1,1] при некотором q > 1. Применяя преобразование (9) к 
первому члену (2) с (гтгп)՜1 вместо z, получаем

п # О, (Ю)

где

2 П։’=1(»™ + %)

(77, /)(гтгп)* 

(гтгп 4- r)a)

( 1 \п + 11) т (гтгп) 1
2(l7rn)fl

(11)

Qn =
(-l)"+1(iim)m ’A ‘ <?[" fo, /) 

2ПГ=1(‘,гп + 1») Ло (։яп)*+։՜

Согласно (10), функцию f можно разделить на две части

f(x) = Р(х) + Q(z), (12)

где
ОО ОО

Р(х) = 52 Ро = /о, Q(i) = Е
П = — ОО П = — ОО

Приближение Р частным рядом Фурье приводит к следующему приближению
[17 - 20]

= Sn(P) + Q(x), (13)

где коэффициенты Фурье функции Р можно найти из (12)

Рп — fn Qn

k = — m

И
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Искомый вектор г) в (13) определим из системы

= 0> <: = 9 - то, •••,?-!• (14)

В [17] показано, что функция Q(t) является квазиполиномом вида

(2(1) = 'У2акхр-е^-։, 
к

где о»* 6 С, а {Рк} ~ множество неотрицательных целых чисел. Приближение 
(13), (14) называется рР-методом или рР-приближением. Важно отметить, 
что для т/1 = т/2 = • • • = т)т = 0, (^Р-приближение совпадает с Р-приближением 

$«,*(/). гп|
Для дополнительного ускорения (}Р-метода мы действуем, как в предыдущем 
параграфе. Из (13) и (12) имеем (см. (5)) :

:= f(z) ֊ = R+N(P) + R„(P),

где

Я+(Р):= 52
ОО

Аналогичное разложение RN(P) сводится к следующему Квазиполиномиаль- 
но-Паде (QPP-) приближению :

TP։,.m.N(/) = Sx(P) -e։’<w+1<* У .
Й5П‘=1(1 + в.е'”)

e-ur(N + l)x 0-»Д^(0,Р)

П1=1(1 + «-.е-'”) + <?(։).

Докажем теперь аналог Теоремы 1 для (}РР-приближений. 
В работе [16] доказана следующая лемма :

Lemma 1 [16]. Пусть последовательность Р„ имеет следующее асимптотическое 
разложение при q > 0, р > 1 :



Ускоренная сходимость рядов Фурье 49

где {a, - некоторые постоянные. Если

0k = 0-к = 1 ֊ — — 1» * * ՛ > Р,

то асимптотическое разложение

/Щ0,Р) = ая
A (<? + р-<:)!(-1)4-(р) 
^Nk(n֊ k)^\n- k\P֊k + o(n-’-'-1),

имеет место при N —► оо, |n| > N 4֊ 1, где числа 7д-(р) определяются в (7).
Через /2jt(?n), к = 0, • • •, тп, обозначим коэффициенты многочлена

к=0

Заметим, что систему (14) можно записать в следующем виде :

2 Pt (гп) Лл — » 4֊g — m — 1 (/) — Лд- +q- тп — 1 (/)» 

•=1

Положим
иг = (л*_,+г(/)], fc, s =

Теорема 2. Пусть f € C9+p[-l, 1] для некоторых q > 1, p > 0, и пусть 
абсолютно непрерывна на [—1,1]. Если det 0, то с тр найденным из

(14) и 0к =0-к = 1 ֊ J}֊, к = 1,---,р, тк > 0, Tj ф т,, j ф i, имеем

lim ^+^||/-Тр,,.т.х(/)|| =
Л’->оо

det
det I/™™.,

где cp(q) определено в Теореме 1.

Доказательство. Из (12), (13) и (6) имеем

/(z) Tp>7tTn^(/) (Р) +

где

p,g,»r։,A’ (Р) =

После простых вычислений из (11) получаем

п 2 (t7Tn),+ 1
+ о(п՜'’՜9՜1) п —> ОО,
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где

а/

m
= -М/) + У*. f) У

!.•=։ •=> П>-*1 ’J*»
Теперь можно применить Лемму 1 к последовательности {Рп) учитывая пред

ставление ГП
ая = Л7(/) + '! Ч

4=1

которое следует из соотношения

(п. /) = /) + п=*՛;՜2^՝ л+^-^'-2^ />+

m m
4-Пт«։,”?(*),/) = + '£rl^4՝('hf) = A,(f) +

k=l k=l

По правилу Крамера, из (15) получаем

ЛЛ 
det

з — 1 ^ * * * । тп»,

где {М,} - соответствующие миноры. Следовательно, имеем

hi m
^(W) = Л,(/) + у;м.(’п)А,-.(/) = A,(f) + ——------£м.Л,-.(/)

# = 1 7-m-l J = 1

(-1)™
det

det 1/™то.։

Для завершения доказательства надо, как и при доказательстве Теоремы 1, 
. , . ____ det Lrm+l

заменить Л,(/) на (~1)т з > „1|՜՞ .
— т - 1

Отметим, что для случая р = 0 Теорема 2 была доказана в [20].

§4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Для любых заданных f,qiAm полагаем

aq,m (/) — A4(f)
det
det }

Постоянная описывает эффективность С^РР-приближения по сравнению 
с РР-приближением (с теми же значениями параметра р), предполагая » 1 
и справедливость Игорем 1 и 2. Вычисления показывают, что эта постоянная 
фактически описывает ускоренную сходимость для широкого класса ситуаций. 
Заметим, что аЧгТП не зависит от параметра р.
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Исследуем пример
8п։(5:с — 0.2)

(16)

На Рис. 1 представлены графики ая ,т(/) для (16) при д = 5,6,7 и 1 < т < д — 1. 
Для этой функции ОРР-метод более точен, чем РР-метод (для одного и того 
же значения параметра р) почти в 15 раз при д = 5;т = 3 и в 50 раз - для 
д = 7;т = 3.

Рис. 1. Графики ад,т (/) для (16) при д = 5,6,7 и < т < д — 1.

Относительную эффективность (^РР-метода в сравнении 
описать следующим отношением

с РР-методом можно

та* I/ -Зр.,.Лг(/)1
1*1<1_____________

тах|/-Тр,,.т,л,(/)|’ 
|х|<1

Ы 32 64 128 256 512
а^7,з,з Ю1.17 64.36 50.91 48.58 48.57

1
Таблица 1 : Приблизительные значения а4у,7,з.з Для разных IV.

В Таблице 1 показаны округлённые значения адг.т.з.з Для (16).
Сравнение с теоретическим значением «7,3 = 49.4408 показывает, что экспери
ментальные и теоретические оценки достаточно близки уже при N > 64.

_____ аг, к_______
128 1.8 х 10~д
256 7.3 х 10՜12

2.1 х 10՜^
8.3 х 10՜13

4.5 х 10՜**
1.7 х 10-13

1.з х ю~у
4.7 х 10՜14
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128 3.5 x 10
256 1.52 х 10՜13

4.1 х 10՜՜17
1.7 х Ю՜14

8.8 х IO՜13
3.5 x 1О֊И

Тз,д,т,Х
2.5 х 10“13
9.7 х 10-1G

Таблица 2 : Равномерные ошибки при приближении (1G) методами QPP и РР 

для различных значений N,p и q = 7, тп — 3.
На Рис. 1 показаны также оптимальные значения тп, когда параметр q фиксиро
ван. Итак, мы видим, что для q — 7 оптимальным является значение т — 3. В 
Таблице 2 представлены равномерные ошибки для приближения (1G) QPP и РР 
методами для разных значений N, р и q = 7, т = 3. Сравнение показывает, что 
S2,7,n имеет ту же точность, что и То,7,з,х, а - в 3 раза большую, чем

5з,7,К-
Все вычисления проведены программой MATHEMATICA с точностью до 64 
знаков.

§ 5. МОДЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА
Подход предыдущих параграфов был обобщён в [18] для разложений по собствен
ным функциям для одномерных граничных задач в случае, когда коэффициенты 
уравнений гладкие. Здесь мы рассматриваем модельное дифференциальное урав
нение первого порядка с негладким коэффициентом. Некоторые предварительные 
результаты были получены в [21].
Рассмотрим задачу на собственные значения

du \ i \ \i— = Aeizlutz), 
ах

u(-l) = и(1),
(17)

(18)

где б(я) > <5 > 0, * кусочно-непрерывная функция в [—1,1] с потенциаль
ными точками разрыва а = {<>к)*=0, -1 = а0 < а, < а2 < ... < Л(,-1 < ад = 1. 
Обозначим этот класс функций через С^+1[-1,1].
Легко вычислить собственные значения {А„) и собственные функции {ф„} задачи 
(17), (18)

Фп(х) - е -1 , Дп = -П7]П,

где
2тг

Система {</>n(z)))JL-OO ортогональна в весовом пространстве £э[( —1,1),е]
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Рассмотрим теперь формальный ряд

п = —ос
(19)

и формулу приближения :

N 
им/) = ^2 /пфп(х). (20)

Лемма 2. Если / € С’+1[֊1,1], то имеет место следующее асимптотическое 
разложение

р-1 V
(21)

2 7Г 1=0 к=0

1ПЛ

е(х)дч+1(х}фп(х)с1х,
т/ (-1)«՜1՜1

2тг (։г;п)’+1

где

е (х)
Ро(1) — /(з^)։ 9к(х)

А(/,֊1)=^(1)֊^(֊1)1 А-(/, т) = дк(х - 0) - дк(х 4֊ 0).

Доказательство. Разделим интеграл в (19) на части точками скачков

/п »7
2 7Г €(х)/(х)фп(х)сИ е(х)/(х)фп(х)с1х.

Интегрируя по частям, получаем

Г1 
2тг

е(х)Дх)фп(х)с1х
2тг

/(т)б(ж)е',,П ^֊։ е(^^(1х =

О| + ։
2։7ГП щ 21яп

д1(х)с(х)е'',п Нс1х.(22)

Из (22) имеем

[ г֊/ \ \ Л / \Л4 -^о(/, Л/) ։»/п Г"1 е(1)<И 1 /1 . . —֊—г
֊/ е(х)/(х)фп(х)(И = у ------------ е — / €(х)д!(х)фп(х)<1х
47Г * 217ГП 2։тгп / 11 1=0 1

Интегрирование по частям д — 1 раз приводит к (21). Доказательство завершено.
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Для ускоренной сходимости (20) воспользуемся идеей Р-приближения. Согласно 

Лемме 2. разделим функцию / на две части

/(х) = Н(х) + С(х)

где С(х) - гладкая по сравнению с Н(х), и рассмотрим следующий аналог Р- 

метода : <

%,дг(/) = Н(х) + 52 Спфп(х). 
п=^

Теорема 3. Если / Е С£+1[—1,1], то

/ “ ^(/) = о(^), АГ-> оо.

Доказательство непосредственно следует из формул

/֊М/) = С֊^(С) = 52 впфп(х), 

Н>*
(-1)^ 

2тг(։т/п)«+1 (23)

и из того факта, что интеграл в правой части (23), согласно теореме Римана-
Лебега, есть о( 1), п —> оо.
Аналоги РР и (}РР приближений можно построить аналогичным образом. Через 
^,Р.Л"(/) и ^,р,т^(У) обозначим аналоги РР и соответственно (}РР прибли
жений для (20).
Рассмотрим функцию

Рис. 2. Равномерные ошибки в логарифмической шкале для приближения (24) 
по и Мч.р.т.к (/) при 9 = 7, т = 3, р = о, 2ие как в (25).
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На Рис. 2 равномерные ошибки в логарифмической шкале показаны для прибли
жения (24) по W4tP,N(f) и Wg,Pin։iAr(/) при ç = 7, m = 3, р = 0, 2 и

х < 1/3
х > 1/3. (25)

Мы видим, что И/7|2։ту(/) и И'7։2,з^(/) от 4 до 10 раз более точны (разница 
тем выше, чем больше значение параметра IV) в сравнении с приближениями 
И^7։о,лг(/) и И^.о,зл(/), соответственно. Приближения Иг7։0>3։Лг(/) и \У7,2^(/) 
показывают ту же точность (см. также замечания к Таблице 2).

Abstract.The paper studies convergence acceleration for Fourier series based on 
Pade approximants. An application to expansions by eigenfunctions of a boundary 
value problem for a first order model differential equation with discontinuous coeffi
cient is considered and numerical results discussed.
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О КВАЗИГРИДИ СИСТЕМНОСТИ И ДЕМОКРАТИЧНОСТИ НЕКОТОРЫХ ПОДСИСТЕМ СИСТЕМЫ ФАБЕРА-ШАУДЕРА
А. А. Саргсян

Ереванский государственный университет

Резюме. В работе получены необходимые и достаточные условия для квазигриди системности некоторых подсистем и для демократичности некоторых подсистем системы Фабера- Шаудера в С[о,1]՛ Построена непрерывная функция, гриди алгоритм которой по системе Фабера-Шаудера расходится на счётном подмножестве отрезка [0.1].

§ 1. ВВЕДЕНИЕПусть Ф = {^*п}^1 _ нормированный базис в банаховом пространстве X. Тогда для каждого элемента / Е X существует единственный ряд по системе сходящийся к / по норме пространства X, т.е.
ОО

п = 1

Определение 1. Базис Ф = называется безусловным базисом в X,если для любого элемента / 6 X и для любой перестановки натуральных чисел 
Р = {р(п)}“=1. ряд

ОО

п=1сходится к / по норме пространства X.Определение 2. Система Ф = {^п}^=1 называется демократичной системой вX, если для любых двух конечных множеств индексов Р п () с одинаковыми
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числами элементов, выполняется

где постоянная С — С(Х, Ф) не зависит от Р и (^.Перестановку натуральных чисел <т = {^(п)}^֊։ назовём убывающей, если
И<у(п)(/)| > И<г(п + 1)(/)|| п—1,2,

Множество таких перестановок обозначим через 27(/, Ф). В случае строгих неравенств Р(/, Ф) содержит только одну убывающую перестановку. Определим тп-ый гриди аппроксимант элемента / по базису Ф, отвечающий перестановке <7 € £>(/, Ф) следующим образом
£»т(/) — С'т (/1 Ф։ О’) -^<г(п) (/)‘Фег(п)՝

Этот нелинейный метод аппроксимации известен как гриди алгоритм (см., например, [1]). Заметим, что гриди алгоритмы для банаховых пространств, относительно нормированных базисов, изучены С. В. Конягиным, В. Н. Темляковым [1], П. Войтащиком [2], Р. А. ДеВором [3], М. Г. Григоряном [4 - 6] и др. (см. [7 -
10]).Определение 3. Говорят, что гриди алгоритм элемента / Е X по системе Ф сходится, если существует а Е Р(/, Ф), для которой

Пт ||Ст(/, Ф.сг) - /||х = 0.
т -юо (1-1)Если система Ф является безусловным базисом, то последовательность операторов сходится к /, т.е. для неё имеет место (1-1) независимо отвыбора <т Е £>(/, Ф).Величина ^,п(/, Ф):= ш£

называется лучшим т-членным приближением элемента / по системе Ф.Определение 4. Система Ф — называется гриди системой в X, илигриди базисом в врап(Ф), если для любого элемента / Е вран(Ф) существует перестановка сг Е £>(/, Ф), для которойII/ - <?т(/,1М)||х < #£„,(/, ф), (1.2)



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 59где постоянная К = К(Х, Ф) не зависит от / и от тп. В работе [1] доказано, что если система Ф является гриди системой в X, то (1.2) имеет место для любой перестановки <т Е Р(/, Ф).Определение 5. Система Ф = {-фп }£°_1 называется квазигриди системой в X, или квазигриди базисом в зрап(Ф), если для любого элемента / Е зрап(Ф) и перестановки <т Е 1Э(/, Ф) выполняется (1.1).Очевидно, что всякая гриди система является также квазигриди системой.Теорема (Конягин, Темляков [1]). Базис является гриди базисом тогда и 
только тогда, когда он безусловный и демократичный.Теорема (Войтащик [2]). Базис Ф пространства X является квазигриди 
базисом в X тогда и только тогда, когда для любого элемента / Е X, для любой 
перестановки а Е В(/, Ф) и натурального числа тп выполняется неравенство

цст(/,Ф.<7)||л- <во||/||л-,

где постоянная Бо = В0(Х, Ф) не зависит от/ит.В настоящей работе рассматривается вопрос квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем системы Фабера-Шаудера в С[о,1]- Напомним, что система Фабера-Шаудера в С[о,1] есть система функций Ф = {у’п(х)}^с=о, 
х Е [0,1], в которой

¥>о(х) = 1» (х) — х» хе [о,1],
и при п = 2к + г, Л: = 0,1= 1,2,..., 2к,

если X £

если (1-3)
линейна и непрерывна на 2:- Г2* + 1 2* —1 ։2к + 1 ’ 2ки

Число к называется рангом функции ’(х). Носитель функции ^>п(х) (п > 2) системы (1.3) обозначим через а через хп = п = 2*+:, к = 0,1,...,I = 1,2,...,2*, обозначим точку, где <рп(т) = 1.



60 А. А. СаргсянВ работе [10] доказано, что в пространстве С[о,1] не существует квазигриди базиса. Следовательно. система Фабера—Шаудера (которая является базисом в пространстве С[о,1] см. [11]) обладает следующим свойством : для любого положительного числа В существуют функция /о € Qo.il» перестановка <то Е 2?(/, Ф) и натуральное число то, для которых
||Ст.(/о,Ф,^)||с>В||/о||с

Ниже доказывается следующее усиление этого результата.АТеорема 1. Для любой точки х0 Е [0,1] \ Ео, где
существует функция /0 € С(о,1] такая, что для произвольного а Е Ф) имеет 
место ГП

Пт Ст(/о,Ф^,то) = Нт V А4Г(п)(/о)^<г(п)(то) =+оо. 
т-юс т—►ос 'л = 1Для каждого х Е [0,1], через Ех обозначим множество, элементами которого являются числа, выражающие количества поочередных повторений 0 и 1 в двоичном разложении числа х. Например,

для х<2> = 0,00001110011110(1) имеем Е, = {4,3,2,1, оо}.
Далее, определим классы подсистем Ф(1), ф(2) и Ф(3) системы (1.3) следующим образом : через Фщ обозначим множество тех подсистем Фд = (х)}^_1 ={уч(х)Для которых

тез А*. = и △к + 1 С А*,через Ф(2) обозначим множество тех подсистем Фл» = {у?П(> (я)) для которых А*-.. С Аь (существует хп = П°°.Л< ' гпр означает эа-мыкание △*<). Наконец, через Ф(3) обозначим множество тех подсистем Фд/ =- {£*<(։)},Ъ! € Ф(2), для которых х0 = Д'.. Е где (?[о,1]- совокупность рациональных чисел отрезка [0,1]. Ясно, что Ф(1) С Ф(2) и что системы класса Ф(2) являются подсистемами систем класса Ф(1), или совпадаютс ними.Ниже доказываются следующие теоремы.



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 61Теорема 2. Подсистема Фд = {<рк(х)}£°_1 € Фщ является демократичной 
системой в С[о,1] тогда и только тогда, когда число элементов множества Е1о 
(х0 = П~=1 △[.) конечно.Теорема 3. Подсистема Фд> — {^кДх)}~1 € Ф(2) является демократичной 
системой в С[о,1], если число элементов множества Е1о (хо = конечно.Теорема 4. Подсистема Фц> = {,(г)}£х € Ф(1) О Ф(3) является квазигриди 
системой в 67(0,1] тогда и только тогда, когда

ОО
То = Р € Ёо.1=1

Теорема 5. Существует функция /(х) € С(о,1]> гриди алгоритм которой расхо
дится на счётном подмножестве отрезка [0,1].§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ2.1. Доказательство Теоремы 2, Необходимость. Пусть

Фд = {^(х)}Г=1 € Ф(1), ООХо = А △! = Кт Хк1
• 1 к-¥ОО

к = 1число элементов ЕТо счётно (т.е. число хо иррационально), и в двоичной системе хо имеет вид Хо՜) = О, ОГ1ОГ2 ... (2-1)Тогда, из множества ЕХо выделим такую возрастающую последовательность {7|}^1, чтобы (2.1) была бы представима в виде
Хд” * = 0,«1 . ..0^0*,+! . . .а*1+-па*1+71+1 • • •ОкаО։к3+1 • • •«ка+'Уэ • • •*1 > О, Л»+1 > Л, + 7м 7«+! > 7мак< / ак(+1 = = ... = Ок,+ъ # ак^-г.-ц, 1=1,2,... (2-2)

Рассмотрим следующие две подсистемы системы $ц :Ф/г = {уч,+1(х)}“ 1 Е Ф(2) (х[. ?+1 — 0, «1.. .«к, 1 (0), £ — 1,2,...)
и

Фд" = {^к,+7<(1)}.С^1 € Ф(2) • .-ак<+7.-1 1(0), 1—1,2,...).



62 А. А. СаргсянУчитывая определения системы Фабера Шаудсра и класса Ф(1)> находим, что сумма +1(®) Равна нулю при х € [0,1] \ △*, + ! и представляет собой“ломаную" с абсциссами вершин {£*.,+1}^! при х Е △л։ + 1- Каждая функция ^Л. + 1(х), * = 1,2,--., принимает значения, меньше чем на } =14֊ 1, г 4- 2,..и поэтому для любого натурального числа I имеем
7о = 1

(знак равенства имеет место только при I — 1). Отсюда и из (2.2) следует, что
ОО2 Ч>к, + \ (д^) < 3, 1=1 Ут Е [0,1].

Следовательно, учитывая ||у?п(2:)||с = 1, п = 0,1, —, получаем
(2-3)

для любого ш-элементного множества индексов Р (т = 1,2,...). Неравенства(2.3) эквивалентны демократичности подсистемы Фд» Е Фг-Далее, используя определения системы (1.3) и класса Ф(1), находим12’Так как ||у?п(г)||с = 1, п = 0,1,..., то для любого тпгэлементного множестваиндексов С] (т = 1,2,...) имеет место неравенство
т. (2-4)

чоЭто эквивалентно демократичности подсистемы Фд„ Е Фз. Из (2.3) и (2.4) следует, что подсистема Фд» и Фд" не демократична и следовательно, система Фн Э (Фд* иФд") также не демократична в С[0,1]. Доказательство необходимости завершено.Из доказанного, в частности, следует недемократичность системы Фабера- Шаудера.Достаточность : Пусть х$ Е [ОД] и число элементов ЕХй конечно. Сначала рассмотрим случай, когда в ЕТо входит оо, т.е. х$ Е Е^. Пусть в двоичной системе хо имеет вид
(2)хо" = 0,01012...= О,«!...**-! о (1), (2.5)



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем 63или, что то же самое,я})2’ = 0,01/% ... = 0,а1...аК-1 1 (0),

2Г°

где К - некоторое натуральное число (только числа 0 и 1 имеют единственное двоичное разложение : 0^2^ = 0, (0) ; 1(21 = 0, (1)). Для носителей функций / Э \{Рк)ь^к+1» для которых х\՜ = 0,а1«2 .. .а^-1 1 (0), к = К + 1, К 4֊ 2,..
хо является правым концом, а для носителей функций + для которыхж, = 0, Р1/З2 ...01-1 1 (0), I = К 4- 1, К 4- 2,..., хо является левым концом. Изсимметричности следует, что эти подсистемы с точки зрения наших рассуждений эквивалентны. Рассмотрим подсистему Фд = {^х-для которой, имеет место, например (2.5). Из определений системы Фабера-Шаудера и класса Фц) следует, что выражение ^д-(г) равно нулю при х € [0,1] \ Дд + 1 и представляетсобой “ломаную71 с абсциссами вершин {±х}.х, х 6 △к + ь При этом, для любого натурального числа I > К 4- 1 имеем
следовательно,

ОО52 ^к(х) < 3,*=Л' + 1 X 6 [0,1].
Отсюда, учитывая ||у?п(х)||с = 1, п = 0,1,..., находим, что для любого тп- элементного множества индексов Р (т = 1,2,...) имеет место

52 Рк(х) < к + з,
к^Рчто равносильно демократичности подсистемы Фд € Фц). ЖТеперь рассмотрим случай, когда ЕХо не содержит оо, т.е. хо £ Ео. Через То обозначим наибольший элемент ЕТо. Учитывая определения множества Ех,системы (1.3) и класса Фц), находим

^х(*о) > 1
2То’Из этого следует, что для любого тп-элементного множества индексов Р (тп —1,2,...) имеет место 

т



64 А. А. Саргсянчто означает демократичность системы Фд 6 Фц>• Теорема 2 доказана.Доказательство Теоремы 3. аналогично доказательству достаточности Теоремы 2 с учётом того, что всякая система Фд» С Ф(2) является подсистемой системы Фд Е Ф( 1) или Фд» = Фд 6 Ф(1). Заметим также, что условие Теоремы 3 нс является необходимым (см. доказательство необходимости Теоремы 2).2.2. Доказательство Теоремы 4. Необходимость. Рассмотрим подсистемы классов Ф(1) и Ф(3) по отдельности. Если то € ф[о,1]» то в двоичном разложении Аэтого числа некая комбинация из 0 и 1 будет в периоде (при то 6 ^о, то в периоде будет только 0 или 1).Лемма 1. Из всяком подсистемы Фд< = 1> Для которой х0 = р|^х А* £
А<2[о,1]\£о» можно выделить подсистему Фд-՛ = {^ь,- (х)}?11 = {(х))так, что

М*о) = <^ + 1(*о) >0, j = 1,2,...Доказательство. Не ограничивая общности допустим, что двоичное разложение числа хо £ (?(о, 1] имеет вид/о |*о — 0, (ох, 02,..., ом), от = 0? 1, т = 1,2,..., Л/,где М > 1 - натуральное число (М = 1 только если Хо € Ёо и поэтому ^(т0) = О, ] = 1,2, •••)• Тогда, учитывая определение (1.3) не трудно проверить, что носители функций у>т+,.л/(։), Р = 1,2,..., (т^ м = 0,а,.. .а(го-1+,М) 1(0)) точками хк+р м, к = тп, т + 1,..., претерпевает те же дробления, что и носитель функции ^,п(х) (хт* = 0,О1...а(т_1)1(0)) точками хк, 1с = т,тп 4֊ 1,..., при этом х0 будет внутренней точкой для Ат+р.А/, р = 0,1,..., при М / 1. Следовательно, так как
Пт 

4-+ОО
— 2^01то для любого тп = 1, 2,..., М имеем

<Рт+р-М (ХО) — ¥>т+(р+1) М (х0) > О, р — 0,1Так как М конечно, то во всякой подсистеме Фд, = {^(х)}^, для кото- Р°Й П, = 1 △*:, — хо, ЧИСЛО функций ОДНОЙ ИЗ подсистем {^т+р-Л/(х)}£10, т = 1,2,..., М будет счетной. Лемма 1 доказана.Пусть Фд» = такая подсистема системы (1.3), что х0 = А'* £Ф[о,1) \ Ёо, а Фд" — (х)}у=։ — {^;(х)}у2_1 есть её подсистема, указанная вЛемме 1. Положим
ЪЫ = Уо >0, ] = 1,2,..,,



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 05И рассмотрим последовательности {6т}т = 1 = {£}т = И {Ст}т = 1 = {-2֊)т = 1 и {а/}^1 = {1’ |» “1’ 5» 4’ “!>•••}• Ясно, чтоОО ОО ООУУ Ьт — +оо, У^ ст = —оо и У щ — 4-оо.171 = 1 Г71 = 1 1ж1Учитывая это и Ниц-юо тез Дп = 0, построим рядОО
У^А/^Дх) (2.6)1=1следующим образом : сначала возьмём первую функцию Фд» с коэффициентом 61 и положим

51(х) = А^уДх) = б^Дх) и = зир{6 : 5Дх) > 0, |х - х0| < <$}•
Затем положим

$2(х) = А^уДх) + А2£уДх),где А2 = С1 и Ду3 С (яо - *о + <$1)- Далее, поскольку
• 1

$2(го) = т!/0 > о

и 82(х) непрерывна на [0,1], то существует 0 < <52 < £1 такое, что при |х — хо| < ^2 выполняется 52(х) > 0. Положим
■$з(г) = 52(х) 4֊ А3£уДх),

где А3 = с2 и Ауа С (хо — 62, хо 4- <52).По этому принципу выпишем столько функций <руДх), ентами сз,..., сШ1, чтобы ^ут>+Дх) с коэффици-
ГП1 $т։(х0) = !/0У2 А, > О 
1=1

п>1+1И •^т։4֊1(хо) — УО А/ < 0.։=1Заметим, что в случае 5ГП։(хо) = 0 в качестве ^;т1+։(х) можно взять £;т|+1(х) и считать, что 6т1 = ^Гп։-1- Далее, так как 5’ГП։4-1(х) непрерывна на [0,1], то существует 0 < 6т1 +1 < ^т։, что при |х — хо| < <$т։ +1 выполняется 5т։ + 1 (х) < 0.Тогда, положим
<$гп|+2(х) — ^т։4֊1(х) 4՜ Ат ։ 4-2^Ут։4э ()’
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где АШ|+2 = Ь2 И △;т։+а с (то - ^1+1^0 4- <5т» + 1)- По этому принципу выпишем функции ^;т։+а(®)» • • • ми 62,..., Ьц так. чтобы с коэ ициента-
п1|+£1 — 15т1+Ь-1(яо) = Уо У А/ < О1=1

т։+/։5т1+/1(®о) = У0 У А‘ > 0> 
1=1

и
Заметим, что если 5т|4֊/։-1(г:о) — 0, то в качестве <р>т։+|։(т) можно взять _н+1(х) и предположить, что ։+/։-1 = £ТО։+1։-2. Потом снова выпишем столько функций ^;т1+|1+։(։)> • • ч^™2+1։ (1) с коэффициентами сШ1 +х,...,ста (тп2 > пи), чтобы т3+/։-15т3+/1 -1(®о) = УО У^ А/ > О и 5’,п3-|֊/։ (То) = УО У 4 -^1 < О» и Т-Д* 1=1 *=1Из схемы ясно, что 0 < А/+х < 6/, I = 1,2,... и < тев △"»«+**» * = 1֊» 2» • • —Следовательно, Пт 61 = 0. (2.7)

/—»ООНе трудно заметить, что построенный таким образом ряд (2-6) сходится в каждойточке х Е [0,1], притом
О, (2.8)

а в точках [0,1] \ {хо} он представляет собой конечные суммы. Положим
ОО/1(х) = Пт 5,(х) = У А/у>.|(х). /—»оо ' 1=1Лемма 2. Функция /1(х) непрерывна на [0,1].Доказательство. Из (2.8) следует, что для любого е > 0 существует натуральное число IVе что при I > ЛГе имеем

1Л1 < е
*1$ (®о)| = уо (2-9)И

Пусть 5/(хо) О» I = 4֊ 1,..., а б > 0 - произвольное фиксированноечисло. Допустим, что 0 < 5лгг(х0) < б (в случае -б < 5^,(х0) < 0 рассуждения те же). Тогда для непрерывной функции 5^(х) существует 0 < <5дГ <



О квачигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 67такое, что при |z — z0| < <$/vr выполняется 0 < Sjv,(z) < £. Далее, из (2.7) следует, что неравенство д'дгг+։ > выполняется лишь для конечного числа 
^N'+i (i = 1,...,/), а из (2.9) следует, что в этих случаях ситуация не изменяется, т.е. О < Sjv,+i(2:) < € или —е < S,vr+l(z) < 0, при |z — z0| < <5^. Итак, пусть 
AN, +I+1 < Из (2.9) следует, что если 5^<+/+i(z0) > 0 и |z - z0| < Jjv.+j+i,то О < S^+z+i(z) < £если же Sm'+i+i(xq) < 0, то при |z — zq| < Awt+j+i имеем

-е < 5jv,+/+i(z) < О,
так что при |z — zq| < A'N՛ будет выполнятся |Sjv։+j+i(z)| < в. Теперь отметим, что △л С (я0 - яо 4- <5|-1)՛Учитывая (2.9), с помощью тех же рассуждений можно заключить, что если |х — т0| < > то |Л(®)| < «выполняется для всех I > Ые. Таким образом, для произвольного £ > 0 можно найти натуральное число ЛГе и А^՛ > 0 такие, что

IS,(х)| < е, VZ > N., (210)
при |z — zo| < <5Jvr •Замечание 1. Если среди {5/(хо)}существуют нули, то нетрудно доказать, что при |г — го| < А'^ имеем

|$/(я)| < 2£, V/ >
Возвращаясь к доказательству Леммы 2 заключаем, что при I —> оо в (2.10)имеем |/i(z)| < £ для |z — zq| < т.е. функция /i(z) непрерывна в точке zq(согласно (2.8) /i(z0) = 2/=i A/<p;<(z0) = 0). Ряд (2.6) является конечной суммой для произвольного х € [0,1] \ {zq}, и, следовательно, непрерывность в точках [0, 1] \ {яо} очевидна. Лемма 2 доказана.Замечание 2. Учитывая схему построения функции /1(я), имеем ||/1(я)||с(0 ։) = bi.



68 А. А. СаргсянВозвращаясь к доказательству необходимости Теоремы 4 заключаем, что из Леммы 2 и базисности системы (1.3) следует, что ряд (2.6) равномерно сходится к/1(1), и, следовательно,/1(1) € врап({^,(1))|=1) С врап(Фк-) С врап(Фл<).
Из построения ряда (2.6) следует, что т тСт(/1,ФЛ',а,ю) = 52 ^(1)^(0(«о) = !/о52а' /=1 /=1при некотором а 6 Р(/1,Фд')- Нетрудно видеть, что для любого <т 6 Р(/1,Фд-) имеем Ит Ст(/1,Фя',<т,х0) =+сю- т—юоИтак, подсистемы класса Ф(зр для которых То £ не являются квазигриди системами в С[о,1]- Из сказанного следует, что подсистемы класса Ф(1), для которых то = П?=1 △* 6 С?[о, 1] \ не являются квазигриди системами в С[о,1]- Для доказательства необходимости остаётся рассмотреть только те подсистемы класса Фцр для которых то € [0,1] иррациональна. Достаточно рассмотреть случай, когда € [0,1] \ (Ео и Е1),где 31-2 31* -13 -2* ’ 3 -2* ’ к = 0,1,...,
Отметим, что Е1 это совокупность всех тех рациональных чисел отрезка [0,1], двоичное разложение которых содержит 01 в периоде (см. [7]). Если хо Е [0,1] \ А л
(Ео и Е\) - произвольное фиксированное число, то очевидно, что двоичное представление точки То не содержит в периоде 0, 1 или 01. Поэтому, в двоичном разложении этого числа бесконечное число раз встретится одна из комбинаций 001 или ПО. * /Пусть Фя = {^*(х)}^°=1 такая подсистема класса Ф(1), что х0 = [0,1] \ (Ео и Е1). Пусть то в двоичной системе имеет вид пг=։а; €

(2)т0 = 0,о1о2..., о, = 0, 1 , 1=1,2,...,где 010*4-10*4.2 = 001 для некоторого к е Ы. Тогда, используя (1.3) и определение класса Фц), нетрудно доказать, что значение функции у?*(т) (т* = 0,О1...О!*_1 1 (0)) в точке То лежит в (|,|), а значение функции ^*+1(т)



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 69(т* + 1 = 0, «1.. .ал 1 (0)) в точке хо лежит в (֊, 1). В случае алал+1ал+2 = 110 ситуация аналогична. Так как, в двоичном представлении числа т0 по крайней мере одна из комбинаций 001 или ПО встречается бесконечное число раз, то существует бесконечное число функций в подсистеме Фд, принимающие значения из (֊, 1) в точке то (следовательно, такие функции образуют некую подсистему Ф'я Е Фд), и существуют бесконечное число функций, принимающие значения из (|, |) в точке хо (такие функции образуют некую подсистему Фд 6 Фд). Через 
В((3) обозначим совокупность последовательностей вида

{Д...03)}£=1 = {а»М”=1 =
771

ОО

ГПчерез С(7) - совокупность последовательностей вида
{С„, (у)} %= 1

а через Нт({3^), т = 1, 2,..., - совокупность тп-ых частичных сумм всевозможных рядов вида. 1Л 1 1 п 1 , 1 /1 Л (1 1 \ 1 а/Л 4- ~ л71 4՜ г/Ъ + т/^4 ~ т72 4՜ • • • > ДЕ! ,!], 7« € ( .» - ) , 1—1,2,...
Ясно, что

ОО ООл < Ж '*\) Вт(/3) = 4-00, > Ст(7) = -оо и Нт Ьт = +оо* т—юот=1 т=1для любых {Ят(0))т = 1 € #(£), {Ст (7) }т = 1 € И любого Ьт е Нт(0,у). Учитывая это, построим ряд
ОО52 (2.11)>=1следующим образом : сначала возьмем первую функцию подсистемы Фд (обозначим её через у>л։ (я), и положим /31 = (то) С (|, 1)) с коэффициентом А1 = /31). Положим 51(т) = А1<рк1(х) и <’>1 = зир{<5 : 51(т) > 0, |т — то| < <Ч-Вслед за ним выпишем одну из функций класса Фд с коэффициентом А? = Сх (обозначим её через ^лэ(т) и положим 71 = ^>лэ(го) € (|, I)) так» что А*э С Ал,- Положим 52(т) = А1<рк1 (х) 4֊ А2^3(т).



70 А. А. СаргсянИмеем 52(х0) = А — -71 > Ои £2(х) непрерывна на [0,1]. Поэтому, существует 0 < 62 < 61 такое, что 
$2(х) > 0 при |х — хо| < *2- Положим53(х) = 52(х) 4 А3^ц.а(х),где Аз = с2, ^к3(т) € Фд и △*, С (х0 - <^2,х0 4՜ <М-По этому принципу выпишем столько функций , ^т։ >։ (я) 6 Фд скоэффициентами С3,.. .,сТО1, чтобы

£п։ (х0) > О И ■$т։+1(*о) < О(при 5т։ (хо) = 0, в качестве ^Чт։+։(х) € Фя можно взять любую функцию подсистемы Фя с номером £т1-ц > и считать, что <5ГП1 = <5т։_!). Функция 
$т, +1 (х) непрерывна на [0,1], и, следовательно, существует некоторое число О < йт1+1 < такое, что $т1+1(я) < 0 при |х — хо| < ^т։+1- Положим5т։+2(х) = 5т, +1 (ж) 4-
ГДе АГО14.2 — 62, ^4т1+։(х) Е Фд И △ 4п,։+а С (Хо ^гп14-1? Х0 4* <£п»1 + 1)«Следуя этому принципу, находим +э(х),..., <ркт} +<1 (я) 6 Ф'я с коэффициентами Ь2,...,6/, так, что

$ТП1 +/, -1(х0) < О $ГП1 +/1 (х0) > Ои(если 5т։ +|։-1(го) — 0, то в качестве ^т1+1|(1) можно взять любую функцию подсистемы Ф'я с номером Лт։4.|1 > кт^1^1 и считать ^^^-1 = 6т1+/։_2). Потом снова выпишем столько функций +/,+ 1 (х),..., (г) Е Фя скоэффициентами сШ։,...,ста (гп2 > ГП1) так, чтобы
■$таэ+/1 -1(го) >0 и •$тэ+/1 (х0) < 0, и т.д.Ясно, что

О < <5>+1 <<$>, Г1гп бу = 0 и 7-4 00 Нт А. = 0. ;-4ОО (2.12)Построенный таким образом ряд (2.11) сходится к каждой точке х 6 [0,1], притомООДт 5,(1°) = Л;^(г0) = 0, (2.13)



О квазигриди системности и демократичности некоторых подсистем ... 71а в точках [0, 1]\ {то} он представляет собой конечные суммы. Используя (2.12), (2.13) и рассуждения доказательства Леммы 2, получаем
ОО/2(а;) = Нт Ё^(х) = V А^.(х) € С[0,1].^°° ; = 1Отсюда и из базисное™ системы (1.3) следует, что ряд (2.11) равномерно сходится к /2(1), и, следовательно,/2(т) еврапНфьДя)}^! ) С зрап(Фк).Учитывая процесс построения ряда (2.11) заключаем, что при некоторой <т € 77 (/2, Фк) имеем

ГЛ

<?т(/2,Фд,^,Хо) = € Ят(Дт)-
>=1Нетрудно видеть, что для любой а Е Р(/г, Ф/?) получаем

Нт Ст(/2, Фд,а, х0) =+оо. 
ТП-4ООТаким образом, необходимость доказана.Достаточность. Пусть Фд՛ = {^П(г (г)}^ = {^кД։)},^! € (Фц) и Ф(з>) С Ф(2) и пусть х0 = ПХ1 △*. € Ео (например, Фл = {^+1 (ж)}^0). Применив рассуждение, использованное при доказательстве достаточности Теоремы 2, не трудно показать, что для подсистемы Фд՛ существует число Т > 0 такое, что

ОО 52^*<(х) < 1 = 1 X е [о, 1]. (214)

Пусть /(х) 6 8рап(Ф/г) произвольная функция. Тогда
ОО/(х) = 52 € 67(0,1]»1 = 1где необходимо А, —> 0 при г —> оо, т.е. для любого € > 0 существует натуральноечисло /е, такое, что приРассматривая ряд
ОО52 |л^.(*)11 = 1 (2.15)



72 А. А. Саргсяни учитывая (2.14) заключаем, чтоСО52 |AVfc«(®)l < « € [0,1],•=/,при i > /с, т.е. ряд (215) равномерно сходится. Следовательно, подсистема Заявляется безусловным базисом в 8рап(Фд»), и, следовательно, также является квазигриди системой в С(о,1]- Заметим, что из этого утверждения, Теоремы 3 и теоремы Конягина Темлякова следует, что система является также гриди системой в С[о,1]» Теорема 4 доказана.Доказательство Теоремы 1. следует из доказательства Теоремы 4.Замечание 3. В силу Теоремы 4, среди подсистем Фд» € Ф(1) U Ф(з) квазигридисистемами являются те, для которых xq — A։ = i △*, € но вместе с этим существуют подсистемы системы (1.3), для которых x<j = fY- Я

£ Eq, И ОНИявляются казигриди системами в С[о,1р Ниже приведём пример одной из таких подсистем.Пусть х0 имеет следующее двоичное представлениеxjj՜* = O.ajnrjaj ... = 0,01 001 0001... , / о |и пусть Фд = {(х)}£11 - подсистема системы (1.3), для которой х[՜' = 0,01. 1 (0). Рассмотрим подсистему
<=1Учитывая определения системы (1.3) и функция ^*/х) (х^ = 0,ai...aki_։ 1 

j = 1,2,... на Ак>+։, и, следовательно,
подсистемы Фд» нетрудно видеть, что(0)) принимает значения из

Гак как Дк>+1 С 0 = 1,2,...), с учётом рассуждений при доказательстве достаточности Теоремы 4. нетрудно доказать, что подсистема Фд- является безусловной и демократичной, следовательно, гриди базисом в зрал(фд-).2.3. Доказательство Теоремы 5. Предположим, что (Ьк ,= (---- К---- ,и (ст1т=| = {~ г',.,))т=1 > = 1>2։ • • - числовые последовательности. Для любого натурального числа 4 обозначим1 _______1 11 + 2(*- 1)’ 2 + 2(4- 1)’ 2 + 2(4-1)'



О квааигриди системности и демократичности некоторых под* истем ... 731 1 13 + 2(*-1)* 4 + 2(1:—1)’ 4 + 2(*- 1)”*’Ясно, что
№

Пусть {։(»)}“-! € Е1 - последовательность рациональных точек отрезка [0,1] сдвоичными разложениями вида(*) _ 0 0(*) — 0(10) (2.16)
Далее, пусть Фя(Ь) = {¥>п(*)(т)}“ 1, к = 1,2,..., - подсистема системы Фабера Шаудера, для которой П£1Д<։|М = х(М (?„(*>(։) = ^^(х). ?>„<*)(*<*>) = 5, 1 = 1,2,... (см. [7])). Используя функции подсистемы Фя,ь и метод, изложенный в доказательстве необходимости Теоремы 4, полагая, что (&т)™ = 1 = {^!п)т = 1 и {ст)^=1 = {ст)т=и построим непрерывную функцию Д(х). Ясно, что для любой <т 6 Ф) имеем

Нт т-Фоо Ст(А,Ф^, = 52 а* = +°°-
1=1Для функции Л(х) (к = 1,2,...) имеет место Замечание 2 с заменой на Ь\.Поэтому Пт ||Л(т)||с|0.։1 =Д-+ОО Нт = 0.

Дг-фоо
(2.17)Обозначая носитель функции Д(х) через Дщ заключаем, что △(к + ц С Дцр 

к = 1,2,.... Учитывая определение системы Фабера-Шаудера, (2.16) и метод построения последовательности {/к (х)}£^1 получим, что для любого натурального 
К՝ {к (х) > 0 на Др) (1 = К 4֊ 1, К + 2,,..), а так же

К

линейна и непрерывна на Д(я + ц и принимает значения из (0, ^я), где {<^я)я-]есть следующая последовательность
Нетрудно показать, что Нгпл -юо = 0- Учитывая (2.17) заключаем, что остаток ряда Л(х) равномерно сходится к нулю, следовательноООКт $к(։) = У /*(։) = /(։)



74 А. А. Саргсянявляется непрерывной функцией на [0, 1]. Учитывая метод построения функции 
f(x) заключаем, что

lim Gm(/, Ф.<т, zu)) =+<х>, 
ni -4 00

к = 1,2,...,
для любой <т е £>(/, Ф). Теорема 5 доказана.Автор выражает благодарность профессору М. Г. Григоряну за руководство работой.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В КЛАССЕ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

Н. Е. Товмасян и А. О. Бабаян

Государственный инженерный университет Армении 
E-mail : armenak@web.am

Резюме. В работе изучаются линейные дифференциальные уравнения в клас
се аналитических функций в многосвязных областях. Получены необходимые и 
достаточные условия, обеспечивающие существование решения неоднородного 
уравнения, а также определено количество линейно независимых решений од
нородного уравнения. Отдельно рассмотрены дифференциальные уравнения с 
полиномиальными коэффициентами. В этом случае определены необходимые и 
достаточные условия однозначной разрешимости данного уравнения.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть £>+ - конечная, (тп 4֊ 1)-связная область с достаточно гладкой границей 

ГП
Г = и П а О՜ = С\(Р+ и Г), где Гу, ; = 0,...,тп - простые, гладкие, замк- 

к=0
нутые контуры, не имеющие общих точек, причём Го охватывает все остальные
контуры Гу (У = 1,..., т).
В £>+ рассмотрим дифференциальное уравнение

п
£(¥>)(z) = ^2at(z)¥>|l)(z) = /(z), 

k=0
z 6 D+, (1)

где а* (£ = 0,..., п) и / - заданные аналитические функции в Р՜1՜, а решение 
- искомая аналитическая функция в области принадлежащая классу 

С(п,а^(Д + ). Предположим, что а& (к = 0,...,п) достаточно гладкие функции 
в замкнутой области Р, / € ) и выполняется условие нормальности

an(z) ф 0, z Е Г. (2)
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Уравнение (1) называется однородным, если / = 0. Через д обозначим число 
нулей функции ап в области , а через Ь* - дифференциальный оператор, 
сопряженный к оператору Ь :

(3)
1=0

Наряду с уравнением (1) рассмотрим однородную задачу сопряжения

Ф(г) = £*(Ф)(х), г Е Г, (4)

гдеФ€С(а)(7Г)иФ еС(”'о|(0 )֊ искомые аналитические функции в областях 
£)+ и £> , соответственно, и Ф(оо) = 0.
В работе доказаны следующие основные теоремы.

Теорема 1. Уравнение (1) имеет решение тогда и только тогда, когда функция 
/ удовлетворяет условиям

(5)

где (Ф*,Ф1), А: = - полная система линейно независимых решений
однородной задачи (4).
Заметим, что в (5) и в дальнейшем интегрирование по Г производится в поло
жительном направлении (положительным считаем такое направление обхода Г, 
при котором область ос тоете я слева).
Пусть Ко - число линейно независимых решений однородного уравнения (1).

Теорема 2.
Ко — К'о = (1 — т)п — д. (6)

Из (4) следует, что в (5) функции Ф* (& = 1,..., К'о) также линейно независимы 
и поэтому левые части (5) являются линейно независимыми функционалами над 
классом аналитических функций в области £)+. Следовательно, Ко и К^ суть 
дефектные числа уравнения (1), а их разность - индекс уравнения (1).

Следствие 1. Уравнение (1) фредгольмово тогда и только тогда, когда область 
£>4 односвязна и д = п или область двусвязна и д = 0.
Теоремы 1 и 2 доказаны в §2. В §3 исследуется уравнение (1) в случае, когда - 
полиномы. В §4 уравнение (1) сводится к интегральному уравнению Фредгольма 
на контуре Г, В полученные результаты применяются для исследования 
некоторых краевых задач для эллиптических уравнений.
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§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2
Для доказательства Теорем 1 и 2, рассмотрим задачу сопряжения

£(?)(*) = <Ф) + <?(*), г е Г, (7)

где ё С<п’°>(£> ) иш е С(<*>(£>՜)- искомые аналитические функции в областях 
Р+ и Р՜, соответственно, си(оо) = 0 и д - функция из класса С(о^(Г). При д = О 
задачу (7) будем называть однородной. В частности, если д = /, где / - правая 
часть (1), то из (7) следует, что о; является аналитическим продолжением £(у?) — / 
из области Р+ в область Р՜. Так как си(оо) = 0, то в силу теоремы Лиувилля 
([4], стр. 64) Ь(ф) - / = 0 в Р+ и у = 0 в Р՜. Это означает, что при д = / 
уравнение (1) эквивалентно задаче (7) и числа линейно независимых решений 
однородного уравнения (1) и однородной задачи (7) совпадают и равны Ко.

Утверждение 1. Задача (7) разрешима тогда и только тогда, когда функция д 
удовлетворяет следующему конечному числу условий :

(8)

где рк ~ некоторые достаточно гладкие, линейно независимые функции на Г, не
зависящие от д. Кроме того,

Ко ~ Ро = (1 ~ т)п - 9- О)

При т = 0 это утверждение доказано в [1], стр. 332, с использованием интег
рального представления кусочно аналитических функций (см. [1], стр. 337, фор-ЭС

мулы (89.1) и (89.2)). Основываясь на том же представлении, аналогично можно
доказать Утверждение 1 при тп > 1.

Теорема 3. Задача (7) разрешима тогда и только тогда, когда функция д 
удовлетворяет условиям (5).

Доказательство. Если (Фк, Фк) - решение задачи (4) и ֊ решение задачи 
(7), то

' ^(х)Фк (х) с/х = /(£(^)(х) — о>(х))Фк(х) с/х — /(^>(х)£ (Фк)(х) — о»(х)Фк (х))^х 
г Уг •'Г

1 (<р(х)Фк(х) - о>(х)Фк (х))с/х = О, 
Г

где последнее равенство следует из теоремы Коши.
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Пусть теперь выполнены условия (5). Докажем, что задача (7) разрешима. В 
силу Утверждения 1 достаточно доказать, что /ц. = Ф*., где (Ф^-. Ф*) ~ решение 
задачи (4). Задача (7) разрешима при д(г) = (г — го)՜1, где го - произвольная 
фиксированная точка в , а этим решением является = 0, о»(г) = — (г — го)՜1. 
Следовательно, из (8) имеем

/и(г)г/г
= О, г € Р+,

т.е. = Ф*, где Ф* - некоторая аналитическая функция в £> и Ф*,(оо) = О
(см- [2], стр. 131). Задача (7) разрешима также при д(г) = £((г — гх) х), где 
- произвольная фиксированная точка в Б . Поэтому, при гх Е Б имеем

_ Г г / 1 \ . Г г ( 1 А т / ч . [ Ь* (Ф&)(г)</гО = / Ь I ------- ) рх(г) = / Е (---------1 Ф* (г) б/г = / ----------------- .
У Г \ % — / 7 Г \ 2 — / ./г 2 — *21

Из этого соотношения следует, что £’(Ф*) = Ф*, где Ф* - некоторая аналити
ческая функция в Б+ (см. [2], стр. 131). Таким образом, рл- = Фл, где (Фл, Фд,-) - 
решение задачи (4). Теорема 3 доказана.

Доказательства Теорем 1 и 2. Для завершения доказательств Теорем 1 и 2 
отметим, что в силу Теоремы 3 и (8), ро = Следовательно, равенство (9) 
примет вид (6) и из Теоремы 3 следуют утверждения Теорем 1 и 2.

§3. УРАВНЕНИЕ (1) С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ
В этом параграфе рассмотрим уравнение (1), когда о. к — полиномы порядка не 
выше к

к
ак(г) = ^ск1г1, < = 0,...,п. (10)

1=0
Будем предполагать, что имеет место условие нормальности (2).
Пусть И односвязная область с достаточно гладкой границей Г, 0 6 Б+ и 

Б — С\(Р+ и Г). Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Если ап(г) 0 в области Б и Г, то уравнение (1) однозначно 
разрешимо тогда и только тогда, когда

7 = 0,1,

: Так как в (1) коэ ициенты

(И)

Доказательство «к являются многочленами
порядка не выше к, то в (3) ункция £*(Ф) аналитична в Б՜
нулю при |г| -> оо. Поэтому, из (4), Ф(г) = 0 при г Е Б+ и

и стремится к

Г(Ф)(г) = 0, гЕП’. (12)
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Следовательно, задача (1) в этом случае эквивалентна уравнению (12) в области 
И՜, где Ф - искомая аналитическая функция в Л՜, и Ф(оо) = 0. В силу Теорем 1 
и 2, (1) однозначно разрешимо тогда и только тогда, когда уравнение (12) имеет 
только нулевое решение.
Пусть С - образ области О՜ при отображении = г՜1. Ясно, что О Е б. 
Представим функцию Ф в виде Ф (г) = где ы - аналитическая функция
в области С. Подставляя эту функцию в (12) и заменяя г՜1 на получим

п

52б*(С)С‘о’(*’Ю = 0. С ее, (13)
л=о

где Ьк - некоторые многочлены порядка не выше к, причем 6П((՜) = С*ап(֊), 
(£ Е С). Так как многочлен ап не имеет нулей в области И՜, то из последнего 
соотношения следует, что Ьп (0) = спп и Ьп(<) 0 при ( Е С. Следующее
утверждение доказано в [3] в случае, когда С - единичный круг.

Утверждение 2. Уравнение (13) не имеет нетривиальных решений тогда и 
только тогда, когда

п
МО) + £ М0)Я> - 1) + 1) # О,

* = 1
3 = 0,1,...

Заметим, что аналогичное утверждение можно доказать для произвольной об
ласти С, используя конформное отображение. Можно убедиться, что величины 
Ък (0) (к = 0,..., п — 1) зависят только от коэффициентов сц, I = 0,..., п. Следо
вательно, из Утверждения 2 следует, что уравнение (13) однозначно разрешимо 
тогда и только тогда, когда уравнение

п

^Скк2к<Р{к}(2) = о, 
*=0

Р+,

однозначно разрешимо. Как доказано в [3], последнее уравнение однозначно 
разрешимо тогда и только тогда, когда выполнены условия (11). Следовательно, 
эти условия необходимы и достаточны для однозначной разрешимости уравнений 
(12) и (1). Теорема 4 доказана.
Предположим, что - двусвязная область с гладкой границей Г = Го и Г] 
(Г1 С ։п/Го) и £>0՜ - конечная, а - бесконечная области, ограниченные 
контурами Го и Г1, соответственно. В области рассмотрим уравнение (1) 
с коэффициентами (10).
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Теорема 5. Пусть многочлен ап удовлетворяет условию ап(^) / 0 ПРИ z €
D՜ U Г1, cnn / 0. Тогда уравнение (1) однозначно разрешимо в D+ тогда и 
только тогда, когда

п
с<ю + 52 c**i0 ֊ 1)... Ü - Л 4- 1) # о, 

4=1
j = 0, ±1, ±2,...

Доказательство. Можно представить функции и f из (1) в виде = <ро 4- <?i,
f = /о 4՜ /1» где ÿ>q и <pi аналитичны в Dq и Dx соответственно, и

/о(*) t — z

z € D,.

z 6 I»o >

Тогда подставляя эти функции в (1), получим два уравнения для <ро и у>1 :

п
52а*(*)¥>о J(2) = /о(г), 

4=0
г e D+, (14)

52а1(г)*>11'(г) = Л(г), гЕО1. (15)
4=0

У тверждение 3. Уравнение (15) однозначно разрешимо тогда и только тогда, 
когда

п

52- 1) ...(;֊ Л 4-1) # 0, у = -1, -2,....
4 = 1

Это утверждение доказывается или аналогично Утверждению 2, или заменой 
переменной £ = (г — го) 1 в (15), используя Теорему 4 (здесь го некоторая 
фиксированная точка внутри контура Г1).
Для завершения доказательства Теоремы 5, осталось применить Теорему 4 для 
уравнения (14) и Утверждение 3 для уравнения (15).

Теорема 6. Пусть D + (тп+ 1)-связная область. Следующие условия необходи
мы для однозначной разрешимости уравнения (1 ) :

а) Для m = 0, спп / 0 и an(z) / 0 при z E D~ U Г ;
Ь) Для m = 1, cnn / 0 и ап(г) / 0 при г € Df U Гх.

Если т>2, то уравнение (1) не является однозначно разрешимым.
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Доказательство : Пусть уравнение (1) однозначно разрешимо. Тогда по фор
муле (б) (1 — тп)п — д = 0, где д > 0֊ число корней функции ап в Р՜1՜. Из этого 
равенства непосредственно следует требуемое утверждение при тп = 0 и тп > 2. 
Если ш = 1, то д = 0 т.е.

ап(г) 0, г 6 Р+. (16)

Рассмотрим теперь уравнение (1) в односвязной области . Если £о и
дефектные числа этого уравнения в области Ро , то в силу (6) Ьо - = п - д0»
где до _ число нулей полинома ап в Рд . Кроме того, ясно, что до < п. По 
предположению однородное уравнение (1) имеет только нулевое решение в Р+.
и поэтому £о = 0, т.е. до > п. Таким образом, окончательно получаем до = п, 
и следовательно из (16) следует требуемое утверждение при тп = 1. Теорема 6 
доказана.
Из Теорем 4, 5 и 6 вытекает следующая теорема.

Теорема 7. Пусть И* - (тп + 1 )-связная область. Тогда при т = 0 и тп = 1 со
ответственно, условия Теоремы 4 и 5 необходимы и достаточны для однозначной 
разрешимости уравнения (1) с полиномиальными коэффициентами. Для тп > 2 
уравнение (1) не является однозначно разрешимым.

§4. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1) К ИНТЕГРАЛЬНОМУ 
УРАВНЕНИЮ ФРЕДГОЛЬМА
В §2 показали, что уравнение (1) эквивалентно задаче сопряжения (7) при 
д = /. В этом параграфе мы исследуем последнюю задачу. Для простоты 
изложения будем сначала предполагать, что Р+ - односвязная область и 0 € Р+.
Заметим, что в [1] (стр. 332) задача (7) сводится к сингулярному интегральному
уравнению. Здесь мы покажем, что эту задачу можно свести к интегральному
уравнению Фредгольма. Для этого представим неизвестную ункцию в виде

(г - 4)" ։¥>о(*) <И. (17)

где ¥>о ~ аналитическая функция в Д՜1՜ и д>о(*) = (г"д>(г))(п). Теперь, подставляя
функцию (17) в (7), при д — / получаем

<МС)Г’>о(С) + / М(СЛ)^о(«)Л=^(С)4֊/(а <€Г, (18)

где - ядро со слабой особенностью, т.е. А/(^,/) = АГо(СЛ)к где
0 < а < 1, а Л7о удовлетворяет условию Гёльдсра по обеим переменным. Таким 
образом, задача сопряжения (7) с производными приводится к задаче сопряжения
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(18) без производных. В [2] (стр. 146) доказано, что при тп = 0 индекс задачи (18) 
равен п — д. В частности, при тп = 0 следует формула (б). Кроме того, из условия 
нормальности (2) следует, что функция дп представима на Г в виде ([2], стр. 66)

a„(C)=C’F+(C)(F-«))՜1. <€Г,

где Г*(О - предельные значения функции

F(z) = ехр
1 Г \n(an(t)t-q) dt 

2iri Jr t — z 

при z —> С и z G соответственно. Подставляя это представление в (18), 
получаем

if(C)+/м։(СлЖ<)л = х(С) + Л«). Сег, (19)
Jr

где tf>(z) = W)(z)F+(z)z’-n при z G x(z) = w(z)F"(z) при z G D~, 
A«) = /(C)F-«)H

= F-(C)Af(C,t)(F+(t))-‘t"-’, Cer.

Пусть q = n. Тогда функции V’ и X представимы в виде (см. [1], стр. 136)

*(*) = z G Р՜*, (20)

где ц - функция из класса С(о)(Г), определяемая по ф и х однозначно. Граничные 
значения интегралов (20) можно найти по формуле Сохоцкого Племеля (см. [2], 
стр. 50). Подставляя их в (19), получим интегральное уравнение Фредгольма
второго рода на контуре Г, определяющее /х. Если q > п, то из определения ф и
(20) имеем

0, (21)

Следовательно, задача (19) приводится к интегральному уравнению Фредгольма
с дополнительными условиями (21). При <7 < п представляя из (18) в виде 

п-д- 1
1Ро(^) — 22 ;<^(г) (где d^i - некоторые постоянные, а ф - аналитичес

кие
кая функция в Г>+), приходим к уравнению (19). Это приводит к интегральному 
уравнению Фредгольма, содержащее п—д произвольных постоянных d|(. Дополни֊ 
тельные условия вида (21) и произвольные постоянные не играют существенной 
роли при решении уравнений Фредгольма (см. [2], стр. 588).
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Пусть теперь Д+ - двусвязная область, ограниченная контуром Г, и пусть £)*, 
] = 0,1, - области с общей границей Ггде Р՜ содержит окрестность бесконечно 
удалённой точки. Тогда очевидно, что = Д% П^Г и Д~ — Д* Ц1 • Кроме 
того, не ограничивая общности, предположим, что 0 € Д{ ■ Тогда из (6) следует, 
что уравнение (1) фредгольмово тогда и только тогда, когда 7 = 0, т.е. ап (г) ф 0 
при г 6 Д*. Если предположить, что выполнено это условие, то уравнение (1) 
можно представить в виде

п — 1
+ ЕМФ>(М(*) = /0(г), 

к=О

где Ьк{г) = г"а1(г)(а„(г))՜1 и /0(г) = г"/(г)(а„(г)) *. Как доказано в §2, 
последнее уравнение эквивалентно задаче сопряжения

п — 1

о(п’«) + Е ьа.«)¥>(М«) = «о+ыо, с е г, 
к=О

(22)

где ш - аналитическая функция в Д~ такая, чтоо>(оо) = 0. Представим функцию 
<р в виде <р = Фо + Ф1, где Фо £ С(п,а)(Р^) и Ф1 £ С(п'а\Д1 ) - некоторые 
аналитические функции в Д^ и Д^ соответственно, и Ф1(оо) = 0. Далее, запишем 
представление

0о(<) Л, о »
о

01(0

где фо и -01 “ аналитические функции в Д* и Д^ соответственно, удовлетво
ряющие условию Гёльдера вплоть до границы. Аналогично (20), функции 0о, 
01 и и) представляются интегралами типа Коши с плотностями р £ С,О^(Г), 
однозначно определяемые по 0о, 01 и Эти представления и в этом случае 
приводят задачу сопряжения (22) к интегральному уравнению Фредгольма от
носительно неизвестной функции р. И в заключение рассмотрим случаи т = 1,
7 > 1 и т > 2. Аналогично предыдущему, уравнение (1) в (т + 1)-связной
ласти Д+ приводится к эквивалентному интегральному уравнению Фредгольма
относительно плотности /1 с 7 4՜ п(гп — 1) дополнительными условиями вида

' С*(1)м(«)Л = 0, 
г

к = 1, ,7 4֊ п(т - 1),

где Ск некоторые вполне определённые линейно независимые функции на Г.



84 Н. Е. Товмасян и А. О. Бабаян

§5. ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИИ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА I

Пусть 2)+ - двусвязная область с границей Г = Го^Гх (см. § 3) и точка О 
находится внутри контура Гр Рассмотрим следующую задачу Пуанкаре для 
уравнения Лапласа :

Ыгг(г) + (г) = 0, (23)

« а* и
У2акг^-дТ(г) = ^(г), г 6 Г, (24)
2-—/ 4=0

где т = |к|, а* - действительные постоянные, -£■ - производная по направлению 
радиуса-вектора Оз, д - заданная действительная функция из класса С^°\Г), 
ап 0, а и - искомое действительное решение. Тогда имеет место следующая 
теорема.

Теорема 9. Задача (23), (24) однозначно разрешима для любой функции д тогда 
и только тогда, когда постоянные удовлетворяют условиям

п

Оо + 52 <Н-Я) ֊ 1)... а ֊ к + 1) # О, 
к=1

(25)3 = 0, ±1, ±2,...

Так как ап 0, то левая часть (25) стремится к бесконечности при |}| —> оо. 
Следовательно, неравенство (25) всегда выполняется при больших 
Доказательство. Если выражение в (25) равно нулю при некотором целом ], 
то можно проверить, что и(х) = Кг-7 и и(г) = суть решения однородной 
задачи (23), (24). Следовательно, условия (25) необходимы для однозначной 
разрешимости задачи (23), (24).
Чтобы доказать достаточность условий (25) напомним, что (см. [5], стр. 109) 
решение уравнения (23) в двусвязной области представляется в виде

и(г) = ^(г) 4- (11п г, (26)

где — произвольная аналитическая функция в £)+ , а (1 — произвольная действи
тельная постоянная. Заметим, что постоянная <1 в (26) однозначно определяется 
функцией и, а определяется по и с точностью до чисто мнимого слагаемого. 
Подставляя и из (26) в граничное условие (24), получим ш(г) = д(г), : Е Г, где

(п \
М4-1 4֊аосЛпг,

*=о /

Л
Ь=52(-1)‘-։(*-1)։<։*- (27) 

к=1
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С учетом (27) и (26), ад является решением уравнения (23) и, следовательно, 
является решением задачи Дирихле для уравнения Лапласа в области £>+. Это 
решение определяется формулой ([2], стр. 255)

= &9(г) 4֊ </о!пг, (28)

где 9 Е ) - некоторая аналитическая функция в £) + , а <7о - некоторая♦
постоянная. Кроме того, 9 и с/д однозначно определяются по ад с помощью 
решения интегрального уравнения Фредгольма на контуре Г. Подставляя ад из 
(27) в (28) и учитывая неоднозначность в определении 9?, получим

п

+ Ь<1 = 9(з) 4֊ гс, 
4=0

ао</ = с/д. (29)

Из условий (25) следует, что ад 0 и поэтому (1 = Но(оо)՜1. Заменяя неизвестную 
функцию на ф(г) = Ф(г) 4- гс(ад)՜1 и подставляя значение <1 в (29) и (26), 
получаем

ц(г) = ЯФ(х) 4֊ ^о(ао)՜11пг, (30)
п
^акг‘ф<*»(г) = /(г), 
4=0

(31)

где /(г) = 9(г) —Мд(ад)՜1. Следовательно, общее решение задачи (23), (24) опре
деляется формулой (30), где Ф - решение уравнения (31) в классе аналитических 
функций. Из Теоремы 5 и условия (25) следует, что уравнение (31) однознач
но разрешимо для любой функции / Е С(о,*(Р) + , аналитической в области £>+. 
Теорема 9 доказана.

Следствие 2. При п = 1 задача (23), (24) однозначно разрешима тогда и только 
тогда, когда ад^!)՜՜1 “ не целое число.
Рассмотрим следующее уравнение в области с граничным условием (24) :

+ #игу(*) 4՜ Сиуу(г) = 0, гЕР+. (32) ,

где А, В и С - некоторые комплексные постоянные, С / 0, а 0 и и - комп
лекснозначные функции. Пусть уравнение (32) - правильно эллиптическое, т.е. 
$Л1 > 0 и ЗА2 < 0, где А,, 1 = 1,2 - корни характеристического уравнения 
А + дд _|֊ СХ2 = 0. Общее решение уравнения (32) в области £)+ определяется 
формулой (см. [5], стр. 109) :

и(х, у) = 9?1(ж 4֊ А1у) — ф2(х 4- А2у) 4՜ <Пп((я 4- А1 у)(т 4- А2у)), (33) 
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где чр* (] — 1,2) - произвольные аналитические функции в областях

= {(£,0) : £ + £0 = х + А,у,(х,у) 6 Р+}

соответственно. Если в (33) и = О, то </ — 0 и = у72 — ^1» г^е ~ произвольная 
комплексная постоянная.
Рассмотрим также в области £>+ задачу Дирихле для уравнения (32) с гранич
ным условием и(г) = р(х), г € Г. В работе [б] доказано, что эта задача имеет 
единственное решение и оно определяется формулой

w(z, у) = Ф1(х + Ait/) — Фз(х + Аз у) 4- Do 1п((х 4- Ai у) (г 4- Азу)), (34)

где Ф; (] = 1,2) - некоторые аналитические функции в областях соответ
ственно, а Во _ некоторая комплексная постоянная. Эти величины определяются 
по го единственным образом при помощи решения некоторого однозначно разре
шимого уравнения Фредгольма. Используя формулы (33) и (34), можно доказать 
следующую теорему. ' :

Теорема 10. Задача (32), (24) однозначно разрешима тогда и только тогда, 
когда коэффициенты а*, к = 0,..., п, удовлетворяют условиям (25).

Abstract.The paper studies linear differential equations whose solutions are ana
lytic in multiply connected domains. Some necessary and sufficient conditions for 
existence of such solution for the non-homogeneous problem and a number of linearly 
independent solutions of the homogeneous problem are found. Separately, differen
tial equations with polynomial coefficients are considered and some necessary and 
sufficient conditions for unique solvability are obtained.
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