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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ СЕРИИ
Гармонический анализ и приближения имеют сильные традиции в Армении и 
являются одними из самых интенсивно прогрессирующих ветвей. Первые две 
международные конференции по этой тематике проходили в Нор Амбсрде (Ар

мения), сентябрь 18 - 24, 1998 и сентябрь 11 - 18, 2001.
Настоящий номер журнала продолжает публикацию оригинальных статей, пред
ставленных на конференции “Гармонический Анализ и Приближения, III”, про

ведённой в Цахкадзоре (Армения), 20 - 27 сентября 2005.
Организаторами третьей конференции были Институт Математики Националь

ной Академии Наук Армении и Ереванский Государственный Университет.
Программный комитет:
Н. Аракелян (Армения), 3. Чисельский (Польша), П. Готье (Канада), Б. С. 
Кашин (Россия), В. Лу (Германия), А. М. Олевский (Израиль), В. Н. Темляков 
(США), А. А. Талалян (Армения), П. Л. Ульянов (Россия).
Организационный комитет:

Г. Геворкян, А. Саакян, А. Акопян, М. Погосян.
Около 100 математиков из 13 стран участвовали в работе конференции. Пленар
ные доклады прочитаны следующими математиками:
Н. Аракелян (Армения) "О задачах Дирихле и Неймана”, Б. Боянов (Болгария) 
“Интерполяция двумерными полиномами основанная на проекциях Радона”, К. 
Де Бур (США) “Что являются пределами проекторов Лагранжа?”, Н. Дин (Из
раиль) ”Метрическое приближение одномерных множествозначных функций”, 
П. Готье (Канада) “Приближение Дзета функции Римана и с помощью этой 
функции", А. Акопян (Армения) “О Теореме Безу и МиПз1е11еп8а12”, К. Казарян 
(Испания) ”А-множества и всплески“, С. Конягин (Россия) "Сходимость под
последовательности частичных сумм ряда Фурье интегрируемых функций М.
Лейси (США) “Теорема Нехари в полидиске”, В. Лу (Германия) "Лакунарная 
суммируемость”, К. Осколков (США) “Частица Шрёдингера как полифрактал", 
В. Темляков (США) ”0 гриди алгоритмах с ограниченной глубиной поиска”, Ту
ан Ву Ким (США) “Выборка сигналов ограниченного диапазона”, П. Войтащик 
(Польша) “Анизотропные пространства и множества уровня”.

Г. Г. Геворкян, А. А. Саакян
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К ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ КАНОНИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ ДИРАКА

Т. Н. Арутюнян

Ереванский государственный университет
E-mail: hartigr@yahoo.co.uk

Резюме. В работе даётся описание случаев, когда обратная задача для кано
нической системы Дирака решается по меньшему набору спектральных данных 
чем тот, который требуется для решения обратной задачи в общем случае. По
лучены некоторые аналоги известной теоремы Амбарцумяна (в обратной задаче 
Штурма-Лиувилля) для случая системы Дирака.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Если через Xn(q,a, (3), п = 0, 1,2,..., обозначить собственные значения краевой 
задачи Штурма-Лиувилля

(
-у" + g(z)i/ = Ху, я € (О, к), 9бЬ^[0,тг], А E С,
j/(0) cos а + i/(0) sina = 0 а 6(0, я],
2/(тг) cos/? + y'(ir) sin/? = 0 /?€[0,7г),

то известная теорема В. А. Амбарцумяна [1] (см. также [2], [3]) гласит : 
если An (q, у, у) = п2, п = 0, 1, 2,..., то q(x) = 0 почти всюду.
Один из вопросов, на которые мы хотели ответить в этой статье, формулируется 
следующим образом : “Имеет ли место аналог теоремы Амбарцумяна в 
случае краевой задачи для канонической системы Дирака т.е. для
задачи на собственные значения (р, q 6 [0, тг], А Е С) :

0 1
-1 0

d 
dx

У1
У2

2/1(0) cos a + t/2(0) sina = 0,

(1-1)

(1-2)

(1.3)

У = Ау, У =

06
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которую будем называть “задача Ь(р, д, а,/3)”. Известно [4], что собственные 
значения А„ = Ап(р, д, а,/3), п 6 2, этой задачи все простые и образуют 
действительную последовательность, неограниченную ни снизу, ни сверху и 
имеющую асимптотику ([5]) :

Ап (р, д, а, /3) = п + + о(1) при (+4)п —> ±оо.

При р(г) = д(х) = 0 имеем явный вид собственных значений :

Ап (0,0, а,/3) = п 4- -——, 7Г (1-5)

Сразу скажем, что “в общем случае" ответ на вопрос об аналоге теоремы В. 
А. Амбарцумяна отрицательный, т.е. не существует ао и /Зо таких, чтобы из
равенств

Ап(р,д,<*о,&) = п + п 6 2, (1.6)

жество “канонических потенциалов”, т.е. матриц вида О =

следовало бы, что р(х) = д(т) = 0 почти всюду. Точнее, имеется бесконечное мно- 
р(х) д(я) \

; ; , \ |, дляд(г) -р(х) )
которых множество собственных значений задач £(р, д, ао,/3о) совпадает с мно
жеством (1.6) при любых ао и /36- Описание множества этих “изоспсктральных” 
потенциалов приведено в работе [6].
В то же время, имеется “бесконечное множество частных случаев”, для которых 
имеют место аналоги теоремы В. А. Амбарцумяна. Например, в конце этой 
статьи доказано, что :

1) если
Ап(О,д,а,О) = п - Уп е £, (1.7)

для некоторого а 6
2) если

Н'ОМч) то д(х) = 0 почти всюду.

Упе г,

для некоторого а 6 то р(х) = 0 почти всюду.
Мы говорим здесь о “бесконечном множестве частных случаев”, ибо если в случае 
задачи Штурма-Лиувилля утверждение имеет место только при а = 
здесь утверждения верны для некоторых “интервалов значений а”.
С другой стороны это “существенно” частные случаи, ибо если в случае зада
чи Штурма-Лиувилля утверждается, что “потенциал” д(х) = 0, то здесь только
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часть “потенциальной матрицы" 0(х) = <т2 р(х)4֊<тз 7(1) (см. ниже §2) обращает
ся в нуль, при условии, что другая часть заранее предполагается “нулевой". Дру
гой более общий вопрос, который рассматривается в этой статье, можно сформу
лировать следующим образом : “Имеются ли случаи, когда обратную задачу для
канонической системы Дирака можно решить меньшим набором спектральных
данных, чем тем набором, который требуется в общем случае?” (см. [5] и [8]).
Более строгая формулировка вопроса и ответ на него будут даны в §2.

§2. ФОРМУЛИРОВКИ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 
Матрицы Паули

О 
—г

I
О

1\
0 /

обладают следующими свойствами :

= ст*, к = 1, 2, 3 (самосопряженность)
0’1со՛^ = — к ] (антикоммутируемость)

= Е, к = 1, 2, 3 (Е - единичная матрица).
В терминах матриц Паули дифференциальное выражение /, порождающее опе
ратор Дирака, принимает вид

<2

где В = -<Т1, а матрицу-функцию 0(т) = <т2 • р(х) 4֊ <Тз • д(ж) называют потен- 
I

циалом. Оператор Дирака называют каноническим, если выполняется свойство
ВП(зс) = —П(х)В (см. [7], стр. 30).
Пусть у — у?(х, А, а) есть решение задачи Коши

<У = Ау,

У(0) =
зша

— соз а

Нетрудно видеть, что вектор-функции <рп(т) = $?(т, Ап,а), суть собствен
ные функции задачи Цр, а,/3). Квадраты Ь2-норм этих собственных функций,
т.е. величины

I ап = ап(р,д,а,/3) = ||<рп||2 = |у?п(т)|2(/х = (|<рп1(т)|2 4-|у>п2(т)|‘)

о о

принято называть нормировочными постоянными [5] (по аналогии со случаем за
дачи Штурма-Лиувилля, [2]). Множество собственных значений Ап(р, <7, а,/?) =
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Ап(П,о, /3) и нормировочных постоянных данной задачи называют также сё спек
тральными данными. Спектральной функцией задачи Ь(р, называется
(см. [5], [8]) определённая на действительной оси А ступенчатая, возрастающая, 
непрерывная слева функция р(А), имеющая скачки в точках А = Ап, равные — 

<*я
(и нормированная условием р(Ао) = 0). Спектральная функция для регулярной 
задачи Штурма-Лиувилля определяется аналогично (см. [2]). В случае регуляр
ных задач, знание спектральной функции равнозначно знанию двух последова
тельностей : последовательности собственных значений и последовательности 
нормировочных постоянных.
Известно, что в случае задачи Штурма-Лиувилля по спектральной функции 
можно однозначно и конструктивно восстановить потенциал д(х) и числа а и 
/3, определяющие краевые условия (см. [9] и [2]). В случае задачи Дирака это 
не так, [8]. Если ы(х) - абсолютно непрерывная функция, то замена т1>(х,Х) — 
А(х)<р(х, А, а), где унитарная матрица

А(х) = S1U Ш (X) 

coscj(x)

сводит систему (1.1) к системе

( d ՝
< В — 4- Q(z)
[ dx

где Q(z) = А՜ 1(х)В А'(х) + А 1 (z)Q(z)4(x), но оставляет неизменной спектраль
ную функцию, т.е. собственные значения и нормированные постоянные. Условие 
каноничности, т.е. вид Q(z) = cr2-p(x)-^-cr3 q(x), требует, чтобы w(z) = const = w0. 
Но уже постоянная матрица

cos u>o 
— sin о>о

sin wq

COS Wq
(2.1)

преобразует задачу Ц9,а,/3) в задачу Ь (Л ^Л,» - - а?0), и у этих двух
различных задач одна и та же спектральная функция. Фиксация же одного из 
краевых условий требует, чтобы о»о = 0, т.е. сводит множество унитарных преоб
разований вида (2.1) к тождественному преобразованию. Поэтому в дальнейшем 
мы будем ссылаться на следующую теорему, которая следует из [8] и [5].

Теорема 1.
1) Если An(fi1,a1,/3) = An(Q2,а2,^) и an(£li,ai,/3) — An(Q2,o2,/3) для всех 

n E Z, то Qi(x) = Q2(ж) почти всюду и — а2.
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2) Потенциальная матрица П(т) = <т2р(х) +<тз7(т) однозначно и конструктивно 
восстанавливается по спектральной функции задачи Цр,д,а, (3^) = Ь((1,а,/?о) 
(т.е. при фиксированном (3 = (Зо).
В отличие от случая задачи Штурма-Лиувилля, из асимптотической фор
мулы (1.4) для собственных значений задачи Ь(Л,а,^3) следует, что если 

= Ап(П2,а2,/3), п 6 2, то = а2 даже если / 92.
В обратной задаче для системы Дирака известна теорема единственности по 
двум спектрам [5], [10], являющаяся аналогом теоремы Борга для регулярной 
задачи Штурма-Лиувилля [11 - 14]. Кроме того, известна процедура сведения 
обратной задачи по двум спектрам к обратной задаче по спектральной функции и, 
в частности, известны формулы (см. [5]), по которым нормировочные постоянные 
ап выражаются по двум спектрам {Ап(а, /3)} и {Ап(7,/3)}, я 6 2, 0 < |а - 7| < л՜. 
Сформулируем эти известные результаты в следующей теореме (см. [5]).

Теорема 2.
1) (Единственность). Если Ап (Г2х, от, /3) = Ап(О2,а,(3) и Ап(91,7,(3) =

= Ап((12,7,/3) для всех п € й, 0 < |а ֊71 < *, то ЮДг) = ^(х) почти всюду.
2) (Выражение нормировочных постоянных через два спектра). Для любого

А^(а,/3) - Ап(а,/3)
А* (7,/?) ֊ Ап(а,/3) (2-2)

Обозначим П*(х) = -Я(7Г - х). Если = П*(х), то такую потенциальную 
матрицу мы будем называть нечётной.

Теорема 3.
1. Для всех п £ 2 имеют место равенства

А_п(П\а,/3) = ֊Ап(П,/3,а), 

а_п(9*,а,/3) = ап(0,/3,а).

2. (Единственность) Если для всех п € 2

А_П(Й, а, (3) — —Ап((1,^,а), 

а_п(П,а,/3) = ап(П,/3,а),

то (!(։) = О' (г) = — Я(?г — х) почти всюду.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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3. “Нечётный " потенциал И однозначно и конструктивно восстанавливается по 
множествам {АЦП, а, а), п > 0} и {а(П,а,о),п > 0} (или {АЦП, а, а), п < 0} и 
{а(П,а,а),п < 0}}, т.е. по “половине” спектральных данных.

Доказательство. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что если 
есть собственная функция задачи ЦП, а,/?), соответствующая собственному зна
чению Ап, то ^Цт) = ¥?п(я՜ — я) есть собственная функция задачи ЦП’,/?, а), со
ответствующая собственному значению — Ап, которое мы пронумеруем номером 
—п, т.е. -АЦП,а,/?) = А_ЦП’,/?,а). То, что у задачи ЦП*,/?, а) нету других 
собственных значений, следует из того, что если р есть собственное значение 
задачи ЦП’,/?,а), то — р есть собственное значение задачи ЦП,а,/?), что дока
зывается также, как и выше. Равенство а_ЦП*,/?, а) = а„(П,а,/?) следует из 
того, что Ь -нормы функций ^»п(т) и у>Цтг — я) совпадают.
Для доказательства второй части теоремы заметим, что при условиях (2.5), (2.6) 
из (2.3) и (2.4) следует, что спектральные данные задач ЦП,а,/?) и ЦП’, а,/?) 
совпадают. Согласно Теореме 1 отсюда следует, что П(т) = П‘(х) почти всюду. 
Если потенциал нечётный, т.е. П(х) = П*(т), то из уже доказанной первой 
части следует, что А_п(П,о,а) = — АЦП,а, а) (в частности, А0(П,а,а) = 0) 
и а_ЦП,а,а) = аЦП,а,а) для всех п Е 2. Таким образом, зная спектральные 
данные задачи ЦП, а, а) только при положительных (отрицательных) индексах 
вместе с ао(П,а,а)), мы можем построить спектральную функцию, по которой, 
уже конструктивно, можно восстановить потенциал П(з:). Теорема 3 доказана.

Теорема 4.
1. Для всех n £ Z имеют место равенства

а_Ц0,<7, -а, -/?) = аЦ0,д,а,/?).

(Единственность по одному спектру) Если

^n(0,<7i,ct, 0) = АЦО, <72, а, 0) для всех (2-9)

0 < |а| < TO Ql(z) = <72(2?) почти всюду.
(Восстановление по одному спектру) Потенциал задачи Ц0,д,а,0) при 
0 < |а| < — однозначно и конструктивно восстанавливается по одному спект-
РУ Мп (0, q, а, 0), п € Z}. При этом,

иЦ0,</,а,0) =
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sin 2а ОО

An(0,q,a,0) - A_n(0, а, 0)
An(0,q,a,0) — Afc(0, <?, а, 0) 
k /л \ /п

4. Потенциал задачи L(0, q, 0, 0) однозначно и конструктивно восстанавливает-
ся по множествам :
{Ап (0, q, 0,0), п > 0} и {ап (0, q, 0, 0), п > 0} или {Ап (0, q, 0,0), п < 0} и 
{un(0, q, 0,0), п < 0}.

Доказательство. Пусть у?п - собственная функция задачи L(0,q,a,0), соот
ветствующая собственному значению An=An(O, q, а, 0). Тогда вектор-функция
<рп = <Т2<рп удовлетворяет уравнению

= -<т2^л = -(T2Xn(pn = -Ап£п

и краевым условиям (—а,— 0). Отсюда следует ( как и при доказательст
ве Теоремы 3), что А_п(0, q,-а, —/3) = — Ап (0, q, а,/3), п 6 2. Равенство 
а_п(0^, -а, -/?) = а„(0^,а,/3) следует из того, что Ь -нормы у?п и <т2<рп равны. 
Для доказательства второй части заметим, что согласно (2.7) и (2.9)

^n(0?qii 9) — А_п(0,qi,а, 0) — А_п (0, q2, а, 0) = Ап (0, q2, -а, 0), n Е 1

Таким образом, из совпадения спектров задач Ц0, ?1,а, 0) и Ц0^2,а,0) следует 
совпадение спектров задач Ц0^1,—а,0) и Ц0, д2, —а, 0). Так как из условия Д’
0 < |а| < — вытекает а —а, то согласно Теореме 2, ql(x) = qշ(х) почти всюду.
Для доказательства третьей части достаточно в формуле (2.2) взять 7 = —а 
и, учитывая равенства (2.7), из (2-2) получить (2.10). Таким образом, зная
(один) спектр задачи L(0,q,a,0) при 0 < |а| < —, мы знаем и нормировочные 2’
постоянные an(0,q,a,0), n € Z, этой задачи и, согласно Теореме 1, можем 
однозначно и конструктивно восстановить потенциал Q(z) = <хз-q(x) этой задачи.
Для доказательства четвёртой части заметим, что спектр задачи Ц0, д, 0,0) 
симметричен относительно начала координат, т.е.

Ao(0,q,0,0) = 0 и A_n(0,q,0,0) = ֊An(0,q,0,0), n € Z.

Кроме того, из (2.8) следует, что а_п(0^,0,0) = ап(0,д, 0,0), п € 3. Таким 
образом, зная указанную в формулировке “половину" спектральных данных 
задачи Ц0, д,0,0), мы знаем и другую “половину", т.е. знаем спектральную

Яфункцию, что достаточно для конструктивного восстановления потенциала.
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Теорема 5.
1. Для всех п € 2 имеют место равенства

2. (Единственность по одному спектру) Если для всех пЕ^

Pi,0,а, - (2.12)

то р1(х) = Рз(х) почти всюду.
3. (Восстановление по одному спектру) При а ф — потенциал задачи

однозначно и конструктивно восстанавливается по одному

Р, 0,а, -спектру , п 6 z}. При этом (полагаем sign 0 =

/ тг тг
4. Потенциал задачи L р, 0, —, — \ 4 4

(2.13)
/ т ( л ”■ ’Г \ 1(или Ь I р, 0, — —, — — )) однозначно и кон-\ 4 4/

структивно восстанавливается по множествам

соответственно. Случай

Доказательство. Во-первых заметим, что вектор-функция <рп = <г^п удовле
творяет тождеству

= -СГз^п = -СГзХпфп = -Ап<Рп, П е Z,

<Рп

и краевым условиям (у (sign а) - а, f(sign (3) - /3), т.е.

(р՝ 0» 2 (sign а) - а, z(sign

nez.
Ь'-нормы <рп и (73<fin равны (<pn = tp_n /3)-/?)). Для

доказательства второй части заметим, что (пусть для простоты О е
о ф —) при любом п € 2 имеем
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и согласно условию — — а ^4 а, а ^4 —, т.е. мы имеем совпадение уже двух спект
ров, откуда, согласно Теореме 2 следует, что Р1(х) = рг(х) почти всюду. Та-
ким образом, в изучаемом случае задачи Ь р,0,со знание одного спскт-

Ма - ,ра

ра :

^4 —) приводит к знанию второго спскт-

I € Поэтому, подставляя в формуле (2.2)

7 = а) - получаем выражение (2.13) для нормировочных постоянных, 
т.е. знаем спектральную функцию, при помощи которой конструктивно восста
навливаем потенциал.
Относительно четвертой части теоремы 5 достаточно отметить, что спектр

О» Т» Т симметричен относительно начала координат. Осталь
ное также, как и в случае доказательства Теоремы 4.

Замечание. Имеется несколько очевидных аналогов теоремы 5, а именно, если 
условие (2.12) поменять на одно из следующих условий :

и соответственно поменять пункт 3, то теорема опять верна. 
Аналогично, условие (2.9) Теоремы 4 можно заменить на

(0,91,0,/?) = А„(0,<;2,0,/3), п е 2, О < ЬЭ| < ֊,

и соответственно поменять пункт 3.
Наконец обратимся к аналогам теоремы Амбарцумяна, о которых говорилось во

Следствие А. Если Ап(0, <7,а,0)

|/3| < —, то д(х) = 0 почти всюду.

введении и которые оказываются следствиями теорем 4 и 5.

= п — —, п 6 2, 0 < |а 7Гв
= П+-, 0<

7Г

Доказательство. С учетом равенства (1.5), достаточно взять дз(ж) = 0 в пункте
2 Теоремы 4.

Следствие Б. Если Ап
всюду.
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Доказательство. С учетом равенства (1.5), достаточно взять рз(т) = 0 в пункте 
2 Теоремы 5.
Из вышеприведенного Замечания следует, что имеют место три других аналога 
теоремы Амбарцумяна для системы Дирака в соответствующих частных случа
ях.

Abstract. The paper gives a description of the cases where the inverse problem 
for Dirac’s canonical system is solvable by spectral data less than required for the 
solvability in the general case. Some analogs of Ambartsumian's well-known theorem 
(in the inverse Sturm-Liouville problem) are obtained for Dirac’s system case.
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О “В-ПРОИЗВЕДЕНИЯХ” ПРОСТРАНСТВ ТИПА БЕСОВА

А. Г. Багдасарян

Ереванский государственный университет 
E-mail: angcn@arininco.com

Резюме. Для исследуемых пространств функций обобщённой гладкости типа 
Бесова вводится и разрабатывается исчисление так называемых, “В-произведе- 
ний". В терминах введённой “операции" находят своё решение некоторые задачи 
теории функциональных пространств. В статье, в терминах “В-произведений" 
даётся характеризация интерполяционных пространств “вещественного" метода 
для пар пространств типа Бесова с разными анизотропиями.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Многие задачи для определённого класса функциональных пространств не на
ходят своего окончательного решения в терминах исследуемого класса. Появ
ляется необходимость введения и рассмотрения функциональных пространств 
принципиально иного типа. Так, исследование следов функций из классичес
ких пространств Соболева привело к необходимости введения пространств Бе
сова (см. [1], [2]). Такая же особенность просматривается при описании интер- 
поляциоОнных пространств “вещественного” метода для пар Соболевских про
странств (см. [3], [4]).

Результаты статьи [5] указывают на необходимость рассмотрения пространств 
функций, для характеризации гладкости которых приходится рассматривать и 
смешанные производные. Задача описания суммы анизотропных пространств 
Соболева с разными анизотропиями приводит к соболевским пространствам 
функций обобщённой гладкости (см. [6]). Гладкость функций из этих про
странств не характеризуется в терминах производных (даже дробных), а опи
сывается соответствующими “порождающими" функциями.
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В монографии [7] X. Трибель предложил задачу характеризации интерполяцион
ных пространств “вещественного" метода для пары классических анизотропных 
пространств Бесова с разными анизотропиями. Оказалось, что и для этой цели 
необходимо ввести и рассмотреть новый класс функциональных пространств.
В настоящей работе, для описания соответствующих интерполяционных про
странств. вводятся и исследуются, так называемые “В-произведения" прост
ранств типа Бесова и в терминах введённой операции даётся характеризация 
интерполяционных пространств “вещественного’' метода для пары классических 
анизотропных пространств Бесова с разными анизотропиями.
Оказывается, что “В-произведения" обладают рядом интересных свойств и име
ют непосредственную связь с другими известными функциональными простран
ствами (например с пространствами “с доминирующей смешанной производной" 
(см. [8], [9])).

§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБОБЩЁННЫХ ПРОСТРАНСТВ 
ТИПА БЕСОВА
Будем пользоваться следующими обозначениями :

---- п-мерное евклидово пространство,
------ множество мультииндексов, т.е. векторов с неотрицательными це

лыми компонентами,
Г---- преобразование Фурье и Б՜1------обратное преобразование Фурье,
Сх = С°(111п)---- множество бесконечно дифференцируемых функций на

I
Б = 5(ШП)---- класс Шварца быстро убывающих, бесконечно дифференци

руемых функций на Кп,
5' = 5'(^п)---- пространство медленно растущих обобщенных функций,
Мр---- пространство мультипликаторов Фурье типа (р, р),
(Ао,А1)^։7---- интерполяционное пространство, полученное методом “ве

щественной” интерполяции.
Далее, знак означает двустороннюю оценку, а с означает разные постоянные. 
Будем говорить, что положительная функция д € С°°(КП) полиномиального 
роста принадлежит классу (см. [5]), если существует постоянная с > 0 такая, 
что

Г^адЮ1<сд«), ОО, (1)

для любого мультииндекса а € 3# с компонентами из множества {0; 1) и любого 
£ € 1Кп, П"=16 # 0. Наконец, будет означать множество функций д € ,
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для которых
Пт р(£) = оо. (2)

Замечание 1. Основным свойством функций из является тот факт, что 
из ограниченности функции р е С+ следует включение р 6 Мр. Это свойство 
непосредственно следует из теоремы П. И. Лизоркинао мультипликаторах Фурье 
(см. [Ю]).

Определение 1. Для любых 1 < р < оо, —оо < з < оо и любой функции р € С+
положим

15Для положительных функций /х, непрерывных в и бесконечно дифференци
руемых вне координатных осей и удовлетворяющих оценке (1), //-пространства 
понимаются как пополнение класса Шварца 5 относительно определенной выше 
нормы.
Пространства Н?(р, 1КП) рассмотрены в [5] и [И]. При р(£) = (14֊ |^|2)1^2 они сов
падают с классическими пространствами Соболева-Лиувилля. Если положить

1„. =г-1{м-'Г}, дес*, —ОО < я < оо,

то определение пространств типа Соболева-Лиувилля принимает вид

Для определения обобщённых пространств типа Бесова обычно применяется так 
называемый метод покрытий (см. [12, 13]).
Условие (2) показывает, что для функций р из (7+, евклидово пространство 
покрывается системой соответствующих множеств (см- 1^]» [1^])-
Пусть ГН - полный многогранник с вершинами ау € , У = 1> • • •»АГ (т.е. начало
координат является вершиной ГН и ГН имеет вершины на каждой оси координат, 
отличные от начала координат). Сопоставим многограннику ГН функции :

Ясно, что р € С*

Мо(£) —

1/2

м(4) =
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Определение 2. Для любого 1 < р < оо через Ф(р,1йп) обозначим множество 
систем функций {<pjL-}fcL0, обладающих следующими свойствами :

а) pk £ S(IRn), (F<Pk:)(£) > 0, k = 0,1,..п
б) supp F<pk СПк = {(ERn: 2fc_1 < ро(£) < 2*+1}, * = 1»...» и supp F<pQ С 

Qo = R€Rn :д0(4)<2},
ОО

в) существует Ci > 0 такое, что ^2 (Ftpig)(£) > Ci, £ € R,»,
л=о

11

г) существует С2 > 0 такое, что |£՞*D1 (Fpk)(£)| < cj, fc = 1,..., Пб Ф
1 = 1

О, 'Yi — 0,1, i — 1,..., Ti.
Пример системы из Ф(д, R,,) приведен в [14].
Теперь В-пространства определяются обычным путем.

Определение 3. Для любых 1 < р < оо, 1 < q < оо, —оо < з < оо и любой
положимсистемы {wt}jfcL0 Ф(Д»

с обычными видоизменениями при q = оо.
Иначе обстоит дело для функций р 6 <7+, для которых условие (2) не выпол
няется. В этом случае метод покрытий не применим, и поэтому, как и в слу-
чае классических пространств, пространства типа Никольского-Бесова опреде
ляются посредством ВС [ественной” интерполяции пар соответствующих проп

странств типа Соболева-Лиувилля (см. [16], [17]).

Определение 4. Для любых 1 < р < ОО, 1 < q < оо и — ОО < з < оо, и любой
функции р Е G+, положим

в»,(м,й„) = В«։(М) = (н'м,нрм)1/2я и в;.։(м) = /я.в»,(р).

Замечание 2. По Теореме 13.1 из [11] следует, что Я-пространства, по
рождённые эквивалентными функциями совпадают. Определение 4 показывает, 
что аналогичное утверждение верно и для В-пространств (т.е. если р} у Е и 
р ~~ у у то В* д(р) = В' 9(р) для любых 1 < р < оо, I < д < оо и --оо < з < оо). 
Пространства В‘р д(р) и В°д(р) были введены и рассмотрены в [16] и [17].
Для рассматриваемых пространств имеет место аналог известной формулы 
“вещественной" интерполяции (см. [17]) :

(/*) ~ ^р' ОО < 30 # 3Х < ОО, 3 — (1 — 1?)зо4՜ ^31, (4)

где 1<р<оо, 1<д<оо, 0<19<1ид£ (?+.
Там же в [17] доказана следующая теорема о представлении пространств 

типа Бесова.
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Теорема 1. Пусть 1 < р < сю, 1 < <? < оо, 0 < 19 < 1 и р 6 С+. Тогда

а)В;,,(м) = ^/€5'(Кп):||/Нк։) =

б)В'Р։,М= { / е 5'(Кп) : 11/11^’=

с обычными видоизменениями при q = оо.
Заметим, что при р(£) = (1-1֊ |£|2)1уГ2 пространства В^7(д,11п) совпадают с 
классическими пространствами Бесова (см. [16], [17]). Кроме того, некоторые 
другие частные реализации В-пространств рассмотрены в [9] и [18]. Полагая в 
Определении 2 р(£) = 1, для произвольного 1 < <? < оо получаем В]’9(1) = Ьр. 
Множество В-пространств, в частности, содержит пространства Ьр, 1 < р < оо.

Замечание 3. Если В°д(д) = В°?(р), то В°ч(р) = = В°д(д + р).
Действительно, из утверждения а) Теоремы 1 имеем :

~ Н/Пв° ,(р> + Н/Нв° ,(*) ~ 11/11*°.»-
Обратную оценку получаем из соображений двойственности (Теорема 6 из [17]).

§3. “В-ПРОИЗВЕДЕНИЯ” ПРОСТРАНСТВ ТИПА БЕСОВА 
Определение 5. Для любых /х, р 6 , 1 < р < оо, 1 < д < оо и —оо < з, т < оо
определим В-произведение пространств В' д(/х) и Вр*д(^) следующим образом :

д;.,(м) ■ в^=(в°.^ ■
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где
В,°,(м) ' = {/ е 5'(Кп) : ||/||в« ,(„) л» ,(►) =

с обычными видоизменениями при <? = оо.
Можно заметить, что общий случай В-произведения получается из произведе
ния нулевых пространств применением оператора “поднятия". Следовательно, 
дальнейшие рассмотрения посвящены именно этому случаю. Заметим также, 
что рассматриваемая “операция” действительно обладает некоторыми свойст
вами умножения действительных чисел :

а) в°,« (р) ’ (коммутативность),
б) [др.,(я) -В°,,М]՛в£,(>) = •В?,,(Л)] (ассоциативность),
в) В»,(А) - [В°.,(/х) Л В» ,(„)] = В“,(А) • Вр°,(м) П В«,(А) ■ Вр°,(и) (дистри- 

бутивность),
Г)В“,(^).£Р = В»,(М) (существование единичного элемента).

Заметим также, что в силу Следствия 1 имеем

в“,(д) • в“,(м) = В»,(д).

Замечание 4. Ясно, что норма “^-произведения” пространств д(р) и В° 
эквивалентна каждому из следующих двух выражений :

О следующей теореме описывается основное свойство /^-произведений

Теорема 2. Пусть р, V € в* и 1 < р < оо, 1 < д < оо. Тогда

в₽0„(я)-в,%м = в“։(д1х).в»,(^).

Доказательство : Из Определения 3 имеем

(и1)х!2ру 
[ри)2 4- и1 4֊ 1и2 +

сП (1и
(5)
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Обозначим к = (и/)1/2/«/, I = (/хр)2 4֊ и<, 7п = /р2 4- ир2. Тогда используя
следующее простое неравенство

1
2 к, /, 773 > О,

из формулы (5) и Замечания 1, получаем

(и£) 1^2/зр 
(/зр)2 4-

1/2 (и/)1/2/1Р
£р2 4- ид2

я
(11 (1и
I и

Ьр

(б)

Тогда, используя Теорему 1 из [16] (т.е. равенство В°9(/за) = (/з), а 0) и
формулу (6), и делая замену переменных х = (и/)1/2, у = (//и)1^2, получаем

хру 
(ру)2 4- х2

1/2 1/2
(1х (1у 
х у

Р/

(7)

Неравенство (7) означает вложение

С (Я) • в,°, (8)

Обратное вложение получаем из соображений двойственности (см. Теорему б из 
[17]), с помощью (7) и Теоремы 1 из [16] :

Теорема 2 доказана.
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Следствие 1. Пусть р € и 1 < р < оо, 1 < д < оо. Тогда

В°,(м) ■ в“,(р) = Вр°,(д).

Доказательство : Из Теоремы 2, Теоремы 1 из [16], Замечания 3 и Определения 
1 имеем

■ в°.,(р) = в“,(м2) ■ Вр°,(1) = В“,(д2) • Ьр = В»,(д).

§4. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА “В-ПРОИЗВЕДЕНИЙ”
Теорема 3. Пусть р,1/ 6 С+ и 1 < р < оо, 1 < <? < оо. Тогда

■ в,0#) = вР°,(м + *) • в°, О)

Доказательство : По Теореме 1 из [16] и Замечаний 1 и 2 получаем

(10)

Используя Теорему 2 и Теорему 1 из [16], получаем

В₽°, (р«՜) • в?

(И)

Из соотношений (10) и (И) и Теоремы 2 получаем (9) :

= В° (и) В° 
р,9

Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Пусть д, м € в+ и 1 < р < оо, 1 < ч < оо. Тогда

(12а)

(126)

(12в)
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Доказательство : Шаг 1. Имеем (объяснения ниже)

(дХ.М-в,0,

(м) • • вР°, (13)

Первое равенство в (13) написано на основании Следствия 1 и свойств В- 
произведений. Второе равенство написано на основании Теоремы 1 из [16]. Третье 
и четвертое равенства следуют из Теоремы 2. Аналогично первым трём шагам 
в (13) можно доказать, что

(14)

Подставив (14) в (13), получаем

Полученное выражение симметрично относительно функций р и V. То же самое 
выражение можно получить и для Врд(1/) • В£д ({;), т.е. имеет место (12а). 
Шаг 2. Используя (12а) для функций р и 1/р, из Теоремы 2 получаем

В“,(м) • в°,(д») = (/*»') = Вр,,(^) • В’.,(м^)-

Это доказывает (126).
Шаг 3. Для того, чтобы доказать равенство между (12а) и (12в) используем 
Теорему 2, Следствие 1 и равенства (12а) и (126). Имеем

Аналогично доказываем равенство между (126) и (Г2в). Теорема 4 доказана.
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Тогда

р,я

Теорем 2 и 3. Если г 0, то
Доказательство : Если з = О или г = 0, то требуемое равенство вытекает из

= (Э = В,°,(я) • в’,(и), (15)

где первое и третье равенства являются следствиями Теоремы 1 из [16], а второе 
и четвёртое равенства следуют из Теоремы 2. Теорема 5 доказана.

§5. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПРОСТРАНСТВ ТИПА БЕСОВА
Теорема 6. Пусть € С+ и 1 < р < оо, 1 < д < оо. Тогда 0 < 19 < 1

«М (я) • <,(")■ (16)

V (ВМВ1.я
Р»9

Доказательство : Согласно Теореме 3 из [15] имеем :

ОО

(17)

(^.,(м). В՝„

V

I \ (11 \
о

В терминах В-произведений это равенство можно переписать в виде :

(в;.,(м), в;, (и))

(18)
На основании Теоремы 4 убеждаемся, что В-произведения в (18) совпадают. 
Тогда из (18), Теоремы 4 и Определения 5 получаем :

-В;,(«')),., = е' (5“.,(М) ՛ = ^./(м) •
* * г

Итак, утверждение а), т.е. равенство (1С) доказано. Чтобы доказать равенство 
Ь), достаточно заметить (см. Теорему 5), что

(И)^—А*1-*».*
Теорема 6 доказана.
Возвращаясь к В-пространствам, допускающим представления посредством ме- 
тода покрытий (т.е. порождённым функциями из С‘х), можно переформулиро
вать Теорему 6 в классических терминах.
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Теорема 7. Пусть функции р, р0, V, такие, как в (3), {^*}^֊0 € Ф(/хо,&М 
и (см. Определение 2), и пусть 1<р<оо, 1<д<оои
1 < $ < 1 - произвольные числа. Тогда

(
-> \ 1
Ё г*’11՜'” Ё2>,в II** * * /Hl,։«.։ ) <00

к=0 j=0 /

с обычными видоизменениями при q = оо.

Доказательство : Из Определения 3 и равенства (4) имеем

1/?
E2M1’d>ll^‘/lll;» 
к=0

(19)

С другой стороны, В-пространство в правой части (19) можно описать с помо
щью Теоремы 1. Тогда из Теоремы 1 и Определения 5 имеем

о

р2 + и
dt du 
t u

1/fl
= П/Нд‘7/ (я)

Теперь требуемое утверждение следует из Теоремы 6. Теорема 7 доказана.

bstract. “B-products” calculus is proposed that can be used to study Besov type
unction spaces of generalized smoothness. The real interpolation spaces of pairs of
esov spaces with different anisotropies are characterized in terms of B-products.
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HOLOMORPHIC FUNCTIONS WITH UNIVERSAL PROPERTIES
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Abstract. A holomorphic function <p in a Jordan domain G in the complex plane 
is constructed with all its derivatives extending continuously up to the boundary dG 
that happens to be a natural boundary of <p. In addition, the action of a certain class 
of operators on y? presents some universal properties related to the overconvergence 
phenomenon.

§ 1. INTRODUCTION AND NOTATION
In this paper, we are concerned with the problem of the existence of holomorphic 
unctions defined on a Jordan domain G of the complex plane that enjoy simulta-
eously several properties, namely :
- The boundary of G is the natural boundary of those functions.
- They are boundary-regular, that is, their derivatives of all orders extend 

continuously up to the boundary of G.
- The power series expansion of each such a function around a prefixed point of 

G presents "gaps outside a prescribed sequence S of integers with upper density 
= 1.

The action of a certain class of operators -including, for instance, the identity 
and the differentiation operators of all orders- on the partial sums of their Taylor

TDie first two authors have been partially supported by Plan Andaluz de Investigacidn 
dr la Junta de Andalucia FQM-127 and by Ministerio de Ciencia y Tecnologia Grant 
BFM2003-03893-C02-01.
■Corresponding author.
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expansions satisfy some kind of “external universality" which is, in fact, a strong 
version of ovcrconvcrgencc.

The aim of this note is the construction of a function with all above properties. The 
precise statement together with its proof will be postponed till Section 3. In the 
remainder of this section, the pertinent terminology will be fixed, and some historical 
or bibliographical notes will be pointed out. A number of preparatory results will be 
stated in Section 2, where we also introduce a new class of operators, which are rather 
“natural" to our goal.
As usual, by C, D, Q, N. No we denote the complex plane, the open unit disk, the set of 
rational numbers, the set of positive integers and Nu{0}, respectively. A subsequence 

or will always mean a strictly increasing sequence ni < n2 < • • •. If 
M C C then M°, M, OM will stand for the interior, the closure and the boundary, 
respectively, of M in C. If G is a domain (i.e. a nonempty, connected open subset) 
of C, then H(G) represents the set of holomorphic functions on G. Let be given a 
function f G H(G), then we say that f is holomorphic exactly on G (or G is the 
domain of holomorphy of /, or dG is the natural boundary of /) if f is analytically 
noncontinuable across any point of dG or, more precisely, for every a 6 G, the radius 
of convergence of the Taylor scries of f with center at a equals the Euclidean distance 
between a and dG. Dy He(G) we abbreviate the class of all functions which are exactly 
holomorphic on G. Mittag-Leffler discovered in 1884 that He(G) 0 for all domains 
G, see [15, Chapter 10]. It is clear that if f € He(G) then f has no holomorphic 
extension to any domain containing G strictly.
Let G C C be a domain. Then A^(G) denotes the class of holomorphic functions in 
G with very regular behavior at the boundary, that is,

A'x (G) — {/ 6 H (G) : /*Z| has a continuous extension to G for all No}.

Notice that while H(G) is a Frechet space (i.e. a completely metrizable locally convex 
space) when endowed with the topology of uniform convergence on compacta. In the 
case that G is boundes then the class A°°(G) also becomes a Frechet space under the 
metric topology defined by fn -> f in A°°(G) if and only if ֊> /(') uniformly in 
G for every I G No-
For a domain G C C (a compact set L C C, respectively) we denote by M(G) (A4(L), 
respectively) the collection of all compact sets K C (K C Lc, respectively) with 
connected complement in C. If K C C is compact, then by A(K) we mean the family 
of all functions which are continuous on K and holomorphic in its interior K°. The 
class A[K) becomes a Banach space under the maximun norm.
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Note that j4°°(G) Cl HC(G) may well be empty or not. For instance, the function 
with <p(z) := J2^°=o exp(-2n/2)x2՞ belongs to A°°(D) Cl 2/c(D) (see [30, Chapter 16]), 
but A(G) A ffc(G) = 0 if G := D\ [0,1). Another interesting example of a function 
ip E A°°(ID>) A He(D) is given by

oo 2«

^2” n=0

It turns out that <p is one-to-one on O and hence mapping D conformally onto a 
Jordan domain G whose boundary 0G is a C°°-curve which is nowhere analytic.
Let us recall that J. Siciak proved in [31] a strong statement about noncontinuability
in a TV-dimensional setting (his proof leans on typical methods of several complex 
variables) whose one-dimensional instance asserts that if G C C is a bounded domain 
such that G = G° and G? is connected then He(G) A A°°(G) 0.

Suppose that S = be a subsequence of No and let ^s(n) be the number of
m E S with m < n. Then the upper and lower density of S are defined as

d(S) := limsup 
n—>oo

^s(n) 
n

d(S) := lim inf -5 n- 
n-too n

If d(S) = d(S) =: d(S) then S is said to have the density d(S).
If now G C C is a domain and zq E G then by Hs,Zo(G) we mean the class of 
holomorphic functions in G whose power series expansion around zq presents gaps 
outside S or, equivalently,

HS,։.(G) = {/€ H(G) : /<">(zo) = 0 for all n£S}.

Therefore if f E Hs)Zo(G) we have in a neighborhood of zq that

OO
/(2) = - Zo)p

«/=0
with av = 0 for all v S. .

For the sake of simplicity, we set Hslo(G) = Moreover, Ps will stand for the
oo

family of lacunary polynomials P(z) = cvz1' with gaps outside S.
i/=0, ^€«5

If f E ff(C), z0 E G and n E No, then we denote by S(f, z0,n) the partial sum of 
order n of the Taylor expansion f(z) = (* — ^o)1՜ of f around zo, that
is, S(f, ^o, n)(z) := E;=o (z - zo)“.
A century ago Porter discovered that certain Taylor series with radius of convergence 
1 enjoy the property that some subsequences of their sequences of partial sums (with
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zq = 0) converge at some points outside the closed unit disk D. This phenomenon 
is called overconvergence. Starting from 1970, this idea has been largely developed 
and strengthened along various ways, as for instance : the partial sums have been 
replaced by the action of certain infinite matrices -with constant or non-constant 
entries- ; the overconvergence has been reinforced to the universal property of uniform 
approximation to any function f E A(K) for certain compact sets К -with KC\G = 0 
or even К C\G = 0, where G is a domain-; the Taylor series have been generalized to 
Laurent series or Faber series ; and some properties have been shown to be generic 
in the space X С H(G) where they are studied (that is, the subset of functions of X 
satisfying each of such properties is residual in X). These improvements are contained 
in a number of papers by Chui-Parnes, Melas, Nestoridis, Costakis, Katsoprinakis, 
Papadoperakis, Vlachou, Gehlen, Müller and the authors, among others (see [18, 
7, 19. 27, 20, 13, 16, 24, 25, 32, 33, 2, 3, 28, 9, 4] and the references contained 
in them). Finally holomorphic functions satisfying both properties of universality- 
overconvergence and lacunarity have been found by Gharibyan, Müller and the third 
author in [14].

§ 2. PRELIMINARIES AND A NEW CLASS OF OPERATORS
This section is devoted to state several auxiliary results to be used later, and to 
consider certain classes of operators which are adequate for the statement of our 
main result.
Let be given a fixed a € R and consider the logarithmic a-spirals

Lo := {z = t e R} U {0}.

Then a set M С C is called a-starlike with respect to zq = 0 if

M • (LQ n ID) := {z = <w, ( € Af, w E La n 0} = M

and M is called a-starlike with respect to zq E M if Л/.,, •— — C ~ z(h С € Л/} is
a-starlike with respect to the origin. If a = 0 then M is starlike in the traditional 
sense.
The content of the following lemma can be found in [13] and [20].

Lemma 2.1. Let S be a subsequence of No with d(S) = 1 and suppose that K is a 
compact set with connected complement and 0 E K°. Assume that f is holomorphic 
on K with 

oo
f(z) = 12 A«* where /„ = 0 for all v $ S

i/=0
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near the origin. Suppose in addition that one of the two conditions is satisfied :
(a) d(S) = 1,
(b) d(S) — 1 and the component of К which contains the origin is а-starlike with 

respect to the origin.
Then for every € > 0 there exists a lacunary polynomial P £ Vs such that

Recall that a power series ~ Zo)*z is said to have Ostrowski gaps (pk,Qk)
(к G N) if Рк, <Jk are positive integers such that

Pi < 91 < P2 < 42 < ’ * ’

and lim lavl1^ = 0, 1/-4ОО 1 1

.. Якhm — = oo,*-юо Рк
where /= [J (рк, Qk)-

Jt€N

Lemma 2.2. Assume that G is a domain. Let zq € G and let f € H(G) such that 
the Taylor expansion of f around zq has Ostrowski gaps (pk,Qk) (h 6 N). Then

sup sup |S(/, zq,pk){z) ֊ S(f,C,pk)(z)\ -► 0 (h —> oo) (1)

for every pair K, L of compact sets with K C C, L C G.

Proof : In [19, Theorem 1] it is shown that the expression in (1) without “sup^j/ 
tends to zero for each compact set K. But its proof reveals in fact that such 
convergence to zero holds uniformly with respect to £ whenever £ belongs to a compact 
subset of G.
Next we are going to consider two kinds of operators (i.e. continuous linear self
mappings) on the space £ := H(C) of entire functions. This first kind is that of 
operators T : £ —> £ having dense range. For instance, if T(£) D {polynomials) then 
T has dense range. Trivially, T has dense range if it is surjective. The second kind of 
operators is less usual, and it is fixed in the following definition.

Definition 2.1. Let L C C be a compact set and T be an operator on £. Then we say 
that T is compactly L-externally controlled if the following property is satisfied :

Given e > 0 and a compact set K C A4(£), there are 6 > 0 and M € A4(L) 
such that

h 6 £ and implies sup |(TA)(z)| < €. 
г£К
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Examples 2.3. 1. Let <I»(z) = 5Z7=oan2" be an entire function. Then *1» is said 
to be of exponential type provided that there are positive constants A, B such 
that |$(-z)| < A exp(B|z|) for all z E C. Consider its associated formal linear 
(in general, infinite order) differential operator 4»(D) = 527=oa«L*" defined as 
$(D)f = 52,7=0anf(n} (/ £ Then $(D) is in fact a well-defined operator on 
£. This is easy to see just by taking into account the Cauchy estimates as well as 
the fact that 4’ is of exponential type if and only if the sequence {(n!|an |)1 „> i is
bounded. By the Malgrange-Ehrenpreis theorem (see [11] or [23]) we have that 
is surjective (so it has dense range) as soon as $ ÿ 0.
Assume now that <!’ is of subexponential type, that is, for given £ > 0 there is 
a positive constant A such that |4>(z)| < A exp(f|z|) for all z E C; equivalently, 
limn_,oo(n!|an|)1?'n = 0 (see for instance [6] ; see also [1] for a good exposition about 
the corresponding operators (£>)). Then $(D) := T is compactly ^-externally 
controlled for every compact set L C C. Indeed, if £ > 0 and K E M(L) are fixed, 
we can choose a Jordan domain J such that K C J°, L A J = 0 and 7 := dJ is 
rectifiable. Recall that (n!|an|)x/n —> 0 (n —> 00). Therefore given £ ՝.— d^s^(A\7) there 

is a constant A E (0,+00) such that n!|an| < Ae” (n E No)« Let us define

M := J and £ • dist(A',7) 
A • length^)

Then M E A4(L) and 6 > 0. Now, if we make 7 oriented counterclockwise, we get 
from the Cauchy integral formula for derivatives that for every z E K and every h E £ 
one has

|(77.)(z)| =
00

n=0

suPte-r • length(7) 
(dist(K,7)"+i

A«length(7)sup2e7|/i(t)| 
2«dist(K,7)

A«length(7) x.

Hence supz€K |(T/i)(z)| < £ whenever supi6A/ |/i(z)| < 5, as required.
2. The second part of the above example covers the cases T = Dn (n E No), 

where D" := I = the identity operator. Indeed, just take <I*(z) := zn. However, if £ 
is of exponential type then d’(D) is not always controlled in the sense of Definition 
2.1. For instance, if we take ^(z) := e* then ^(D) is the translation operator that 
takes a function h E £ to the function z •—> h(z 4- 1), which is not controlled for 
some compact set L C C. In fact, more is true : If ip £ £ is not the identity then the 
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composition operator : £ —> £ defined as C^h = ho<p is not compactly L-externally 
controlled for some compact set L. Indeed, fix a G C such that (3 := v?(q) / a and 
choose L '.=■ {/3}, fo •= 1, = {a}. Observe that K E M\L). Now fix 6 > 0 and 
M E M(L)- By the Runge approximation theorem (see [12]) -applied to the compact 
set M U {/3}- we can find a polynomial h such that |h(z) - 0| < 6 (z E M) and 
|/i(/3) - 2| < 1. Hence sup,€M |h(z)| < 6 but supz6K |(Ov»h)(x)| = |h(/3)| > c0, as 
required. It is clear that is £-controlled for all compact sets if <p is the identity. If 
<p is not the identity but it is a nonexpansive similarity -that is, <p(z) = a(z — b) 4֊ 6, 
where |a| < 1 and b is the (unique) finite fixed point of <p- then C^> is compactly 
L-externally controlled, where L is any closed ball with center at b.
As for the density of the range, we claim that if ip E £ then has dense range if and 
only if <p is a similarity p(z) = az 4֊ b (a,b E C with a 0). Indeed, the part “if* is 
evident because would be surjective. Finally, suppose that C? has dense range and 
that, by the way of contradiction, <p is not one-to-one. Then there are points a, b E C 
with a / b such that y>(a) = <p(b). By density, there is sequence {fn}n>i C £ for 
which fn o ip —> g (n —> oo) in £. where g(z) = z. In particular, limn_,oo fn(<p(a)) = a 
and linin^oo fn(¥>(b)) = 6, which is absurd because y?(a) = <p(b). Therefore <p is an 
injective entire function, so it is a similarity, which proves the claim.

3. Let a E £ and consider the multiplication operator MQ : /E£>—>cr/E£. 
It is easy to see that MQ is always compactly L-externally controlled for all compact 
sets L C C and that, in addition, Ma has dense range if and only if a has no zeros.

4. Given a compact set L C C, the family A of compactly L-externally controlled 
operators is a vector algebra in the space of all operators on £, that is, if o,/3 are 
complex numbers and Ti, are in A. then the operators aTi 4- /3T2 and T\ o T2 are 
in A too. Indeed, this is evident for aT\ 4- PT2. As for the composition Tj oT2, fix a 
number e > 0 together with a compact set K E Af(L). Then there are Ai > 0 and 
Afi E A4(L) such that ||Ti/||k < e whenever f E £ and ||/||Af։ < <h- By using now 
that T2 is controlled, there are 6 > 0 and Af E A4(L) such that [h E £ and ||h||s < <f] 
implies ||7^2/i||Ml < Then if ||h||jf < 6 we obtain 117\T2h||k < £» and we are done.

§ 3. CONSTRUCTION OF A UNIVERSAL FUNCTION 
■ We are now ready to construct the promised universal function with respect to 
loverconvergcnce having moreover additional properties of lacunarity, boundary- 
1 regular behavior and non-continuability.

I 1 heorem 3.1. Suppose that G is a Jordan domain, that zq E G and that S is a 
subsequence of satisfying at least one of the following conditions :
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(a) d(S) = 1,
(b) d(S) = 1 and G is a-starlike with respect to zq E G.

Then there exist a function <f> E A°°(G) fl He(G) A Hsil0(G) and a subsequence 
{pfc}fc>i C No for which the following properties hold :

(A) For each compact set L C G we have S(<p,CiPk) (k oo) in A^ (G') 
uniformly for all (EL-

(B) For each compact set K E A4(G), each compactly G-extcrnally controlled 
operator T on £ with dense range, and each f E A(K), there exists a subsequence 
{MjeN c suc^ that

lim sup sup |(TS(y>,C,pjtJ))(z) - f(z)\ = 0 
i-+°° <€£

for every compact set L C G.

Proof: 1. Without loss of generality, we can assume that zq = 0. Let {A'*}„>i be an 
exhausting sequence for A4(G), that is, K* E Af(G’) for each p and, given K E A4(G), 
there is p E N depending on K such that K C Ap (see for instance [Lemma 2.9][5]).
Let {II* }p>i be an enumeration of all polynomials with coefficients in Q 4- iQ.
Suppose that {(An, IIn)}n>i is an arrangement of all A* and FI* in which any 
combination (A*,IIJ) occurs infinitely many often.
We choose a sequence of Jordan domains Gn with rectifiable boundary satisfying

G C Gn|i C Gn+i C Gn (n E N),
OO

GjUn=fl (new) and p|Gn=G. 
n = l

In the case that G is a-starlike with respect to zq = 0 then we assume in addition 
that all Gn are a-starlike also (see for instance Duren [10], Theorem 2.19).

2. We construct sequences {pn}n>i, {qn}n>i C No and a sequence {P„}n>i of 
polynomials by induction. First, we define

6n := dist(G, dGn), Xn := length (dGn),
n!n2An (n E N).

Without loss of generality we may assume<fn < 1 (nE N).
By Lemma 2.1 there exists a polynomial

p>
Pi(z) = ^2 «„z1՜ with 0^ = 0 for P s

p=0
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which satisfies

max|Pi(z)| < and max |Pi(z) - TIi(z)| < 1.
2 € K i

We assume that P1։..Pn have already been determined and that Pn has the form

Z
V = <]n-1

with au = 0 for v S.

We have set go •= 0. Choose gn £ N with qn > npn. Observing that Sn := {t € S : 
t> qn} also satisfies d(Sn) = 1 if (a) holds and d(Sn) = 1 if (b) holds we can find by 
Lemma 2.1 again a polynomial

which satisfies

and

J'n + 1

Pn+i(z) = with av = 0 for v S

If’n +1 (-2) | < n +1max
*€^»„ + 1

(1)

(2)

(3)

By induction we get {₽„}„>,, and {P„)„>i.
3. For fixed I 6 No and n > I we obtain from the Cauchy integral formula for 

derivatives (we can assume that dGn is oriented counterclockwise) that

max|P^'։(z)| = max 
։£G

Therefore the series Pn\z) converges for each I E No uniformly on (7, and it 
follows that the function <p, which is defined by

oo

V7 ( ^ ) • — Pn ( ^ ) »
n=l

is holomorphic on G and that each derivative has a continuous extension to G.
In other words, £ A°°(G).

4. We consider the power series of <p around the origin. By the special form (1) of the 
polynomials P„ and by the property qn > npn (n £ N), the powers in Pn and Pm do 
not overlap if n / m and therefore the power scries of is given by

oo
y>(z) = V avzv with av = 0 for v £ S. (4)

u=O
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Thus, <p E Hs(G)> For its partial sums S(<p, 0,n) we obtain especially

5(^,0,pfc)(z)

and we get for each I E Mo

k 
(S(p,0,p։))<'»(z) = -+ ¥>('»(z)

v=l
(k —> oo)

uniformly on G. Hence

S(<p,0,pk) ֊> <p in A°°(G). (5)

Let us define the functions of two complex variables F* : G x C —> C (k E M) by

:= %,(,»(*) ֊ S(^,0,pfc)(z = £ ֊H* ֊ 0" ֊ 
£51

Then every Ft is separately analytic with respect to £, z; whence it is analytic in 
G x C by Hartog's theorem [pages 25 and 93-95][17]. Note that, due to Lemma 2.2, 
Fk tends to zero compactly in G x C. Therefore the Weierstrass convergence theorem 
for several variables (see [page 154][2G]) guarantees that dlFk/dzl —> 0 (k —> oo) 
uniformly on compacta in G x C for each I E No. Finally, this combined with (5) 
shows that, for every compact set L C G, one has S(^, <,pfc) -> y? (fc —> oo) in 
A°°(G) uniformly in < E L. This concludes the proof of (A).

5. It remains to prove (B) and that <p E He(G). With this aim, fix any K E M(G) 
and any f E A(K). By Mergelyan’s theorem (see [12]) there exists a sequence of 
polynomials {!!£, }j>x with

(k —> oo) uniformly on K. (6)

The set K is contained in some KJ and by our construction there exists a sequence 
{*>}>>! c n with k; = Kki, = n*, (j e N).
From (3) we obtain

and together with (6) we get

5(^,0,pfcj.)(z) = ^ClpZ*՜ = 
v=0

V. P-(x) ֊+ /(z)
F=1

(k -> oo) uniformly on K.
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6. The power scries (4) has Ostrowski gaps (pk,Qk) (k € H) with qk/pk -> oo. 
By the universal properties established in step (5), the sequence {S(p, O,pjij)}J>1 
cannot converge at any point of G .It therefore follows from Ostrowski’s theorem on 
ovcrconvergence (see for instance [page 314][15]) that e He(G).

7. Finally, fix again a set K € -M(G) and a function f E A(K). Fix also a compactly 
G-cxternally controlled operator T : £ —> 8 with dense range. Let € > 0. Then there 
exists g such that

sup l(Ts)(z) - f(z)| < ֊. (7)
z€A' 2

By the control property, we can find a number <5 > 0 and a set M € A4(G) such that

h 6 £ and sup |h(z)| < 6 implies (8)

By step 5 (with X, f replaced by Af. g, respectively) we can get a number
k = k(e) E N satisfying

sup |5(y?, 0,Pk)(z) - </(z)| < 6.

Hence (8) tells us that

sup |(TS(p,0,p*))(z) - (T$)(z)| < ֊, 
z£K 2 (9)

where we have used the linearity of T. Therefore, (7), (9) and the triangle inequality 
yield

sup |(TS(^,0,pk))(z) - /(z)| < €. 
։£K

By choosing e = 1/j (j 6 N), it is evident that there is a sequence {£(1) < k(2) <

sup |(T5(^,0,pMj)))(z) - /(z)| -4 0
1€A'

(10)

In order to prove (B) it is enough ֊thanks to (10) and the linearity of T- to select a 
sequence {j(^)}u>i C N such that

sup sup |(T(5(v?, C, Pk(j(v)}) ֊ $(¥>>0,Pfc(>(։,)))))(z)l 0
C€L։€K'

(j -> oo) (11)

for all compact sets L C G. Finally, we would re-label Pk(j) = Pk(j(v)) and this would
conclude the proof. With this aim, the control property of T comes anew to our help.

• • •} C H for which

sup |(77»)(z)| <
2

(1 -> oo)-
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Fix an increasing sequence of comact sets Lv C G (p G N) with the property that 
every compact set L C G is included in some Lv (see for instance [3(J, Chapter 13]). 
By Lemma 2.2, we have for all compact sets L C G, M C C that

sup sup |S(y>,<,Pi-(j))(z) ֊ S(^,0,PMj))(z)I 0
<€L։€A/

(j ֊> oo)- (12)

Given y G N, there exist > 0 and Mv G .M(G) such that supz€K- |(77i)(z)| < l/v 
for every h G £ with supxeAf |/i(z)| < &v՝ Fr°m (12)» there is j(p) € N (by induction, 
it can be obtained j(l) < j(2) < • • •) with

SUp |S(V?, C, Pk(J(i/)))W ֊ 0, P*(j(i,)))(*)| < <k (Cei„). (13)

Let us prescribe a compact set L C G. Then there is pq G N such that L C Ly for all 
v > pq. Consequently, (13) and the control property give us for all p > pq that

sup sup |(T(S(^,C,Pfc(j(v))) ֊ 5(<p, 0,pfc(j(„)))))(z)|

< sup sup |(T(S(^,C,pt(>(։,n)-S(^,0,Pk(>(lz)))))(z)| < ֊֊>0 
CC-L.. zC-K P

(p —> oo).

Thus, (11) is derived, as required, and the proof is complete.
We conclude the paper by gathering a number of comments concerning Theorem 3.1 
and its proof.

Remarks 3.2. 1. Observe that the proof of the last theorem is rather constructive, 
in the sense that it is not based on Baire-category arguments.

2. A closer look at the proof reveals that one can weaken slightly the hypothesis 
of denseness of the range of T. In fact, it is enough to assume that T(£) is dense 
for the topology on £ defined by the uniform convergence on all sets in A4(G). For 
instance, if a € £ and 0 a 1 ({0}) C G, then the multiplication operator Afo has 
not dense range but it still satisfies the conclusion of Theorem 3.1.

3. In the case that d(S) — 1 our theorem remains valid if the Jordan domain 
G is replaced by, more generally, a bounded domain G with G = G՛ and G? 
connected. Indeed, in step 1 we still can find Jordan domains Gn with G C Gn and 
Gn A = 0 (n G N); then one would take 6n := min{l, dist(G, <9Gn)} to make the 
adequate estimations. Finally, in step 6, from the application of Ostrowski’s theorem 
it follows that the largest domain contained in G -that is, G°- is the domain of 
holomorphy of p. But G = G°, so p G Ht(G). The remaining steps of the proof 

may stay unchanged. Consequently, we have obtained the one-dimensional case of
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Siciak’s theorem mentioned in Section 1, hut enriched with lacunarity and universality 
properties.

4. Concerning (A), even in the familiar case G = 0, £ = 0 one may well have 
for a function <p € that S(y>, 0,n) -ft (n —> oo) in A°°(1D)). In fact, there are 
functions E A(D) such that its sequence of Taylor polynomials at the origin does 
not converge to in A(ID>) (that is, uniformly on D). Only it is true that <p(rz) —> ip(z) 
(r —> 1՜) in A(D) for all <p 6 A(D), see [8, p. 28G]).

5. Concerning (B), we may wonder whether the compact sets K might be allowed 
to satisfy merely K Cl G = 0 instead of the stronger condition K Cl G = 0. The answer 
is negative. In fact, we cannot even construct a universal function <p G A(G), see [25, 
Proposition 5.6].

Резюме. В работе рассматривается голоморфная функция в жордановой 
области (7 комплексной плоскости, все производные которой непрерывно про
должены до границы дС, являющейся естественной границей функции <р. Далее, 
определяется действие некоторого класса операторов на функцию и исследуют
ся некоторые универсальные свойства явления сверхсходимости.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ НОРМАЛИЗИРОВАННОГО 
ЧИСЛОВОГО ОБРАЗА

Л. 3. Геворгян

Государственный инженерный университет Армении 
E-mail: levgev@hotmail.com

Резюме. В первой части настоящей заметки мы исследуем вопрос когда чис
ло, принадлежащее границе числового образа является нормальным собствен
ным значением. Во второй части рассматриваются условия, при которых начало 
координат принадлежит числовому образу оператора. В последней части уста
навливаются некоторые связи между спектром и нормализированным числовым 
образом оператора.

Пусть А - ограниченный оператор в гильбертовом пространстве Н, (•, •), ТУ (А) =
{т : Ах = 0} ֊ его ядро, №( А) = {{Ах, х) : ||т|| = 1} ֊ числовой образ, а

Wn(A) =
||Ат|| * ||т||

:||Ат||#0

нормализированный числовой образ оператора А. Напомним, что комплексное 
число Л называется нормальным собственным значением оператора А. если 
существует ненулевой элемент х 6 Н, такой что Ах = Хх и А’х = Ат.

1. Следующее утверждение (см. [5], Лемма 5.2.2) играет важную роль при 
доказательстве существования квадратного корня для любого положительного 
оператора. Так как приведённое там доказательство содержит неточности, мы 

приводим элементарные выкладки.

, Лемма 1. Пусть оператор А неотрицателен, т.е. {Ах,х) > 0 для любого х 6 Н.

Тогда условие (Ат, т) = 0 влечет Ат = 0.
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Доказательство. Посчитаем

Следовательно

1
II л ||

|| Лх||2 < 0.

Очевидно, что утверждения (Ах, х} = 0 =3» Ах = 8 и (Ах,х) = 0 <=> Ах = О 
эквивалентны. Сдвигом на скаляр можно это утверждение переформулировать 
следующим образом : если числовой образ самосопряженного оператора А содер
жит наибольшее (наименьшее) значение /х, то р является собственным значением 
оператора А. Развивая эту идею, М. Эмбри [1] показала, что если р € (А) явля-
ется граничной точкой и р = (Ах,х) / ||х||“, то существует действительное число 
и такое, что

ехр(й*>)(А — р1)х = ехр(—йи) (А' — р!) х.

Как установлено Гильдебрандтом в [3], (А - р!) х — 0 влечет (А’ — /*/) х = 0, 
т.е. собственное значение /х, принадлежащее границе числового образа, является 
нормальным собственным значением. Стампфли в [8] доказал, что если А есть 
гипонормальный оператор (т.е. А* А — А А* > 0), то любая крайняя точка из 
IV (А) является нормальным собственным значением оператора А.
В работе автора [2] такое же утверждение доказывается для более обширного 
класса операторов, но для некоторого подмножества крайних точек. В известной 
монографии [7] приведено аналогичное утверждение (Гл. IV, Лемма 5.2) 
Пусть А - аккретивный оператор (т.е. У? (Ах, х) > 0 для любого х € Н). Тогда

\(А/.д}\2 <Я{А/,Г)-П(Ад,д)

и. следовательно, из Я (А/, /) = 0 следует А/ = в. К сожалению, не только 
доказательство, но и само утверждение ошибочны. Действительно, полагая / = 

получим
1М/,/)|2 <

В силу аккретивности оператора А имеем |(А/, /)| < Я (А/, /). Так как противо- 
положное неравенство справедливо для любого комплексного числа, то (А/, /) = 
»(А/,/), что неверно в общем случае. В качестве конкретного опровергающего 
примера можно взять вольтерровский оператор интегрирования в £2(0, 1) :

(У/)(х)= Г/(0 л.
Уо
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Очевидно

так что оператор V аккретивен. При /(я) = 1 и д(х) = х получим {У/,д) = 
(V/,/) = 5 и {У /,д) = §. Таким образом, требуемое неравенство неверно даже 
в ослабленном виде

Этот пример является крайним в некотором смысле, поскольку № (V) = {0}, а

совпадает с ортогональным дополнением к подпространству констант.
т.е. имеет коразмерность 1.

9 1
2. Введём обозначение М\(А) = : (Ах,х) = А ||т||՜ г. Очевидно, что Л/д (А)
{0} тогда и только тогда, когда А Е И^А). В [1] М. Эмбри доказала, что Л/д(А) 
является нетривиальным подпространством пространства Н тогда и только 
тогда, когда А есть крайняя точка множества ИЛ(А).

Предложение 1. Условия 0 £ ИЛП(А) и Мо(А) = ЛА(А) эквивалентны.

Доказательство. Переходя к отрицанию обоих частей, получим, очевидно, 
эквивалентные (в силу включения №(А) С Мо(А)) утверждения

О € ^„(А) <=> {Зга/ {Ах, х) = 0 & Ах ф 0} .

Предложение 2. Условия О Е ЖП(А) и 0 6 1Уп (А’) эквивалентны.

Доказательство. Пусть наоборот 0 £ 1Уп (А*). По Предложению 1, это условие 
означает ТУ (А*) = Мо (А*) = Мо(А), и согласно результату М. Эмбри, 0 явля
ется крайней точкой ИЛ(А). Следовательно, 0 принадлежит границе множества 
1У(А), и из равенства А*х = 0 следует Ах = 6, т.е. О £ ^(А).

Следствие 1. Условия 0 £ 1УП(А) и /У(А*) = 7У(А) = Мо(А) эквивалентны.
Отсюда заключаем, что при выполнении указанного условия оператор А пред
ставляется в виде ортогональной суммы

В 
О

0\
0 / ’

где 0 £ №(В), причем одно из слагаемых может отсутствовать. Нетрудно 
заметить, что второе слагаемое отсутствует тогда и только тогда, когда 0 £
ИЧА).
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Замечание 1. Если существует ненулевой элемент х Е Н такой, что А х

Ах = 0, то для любых у, Ау ф в и £ Е С получаем

(Л(у+ + _ {Ау, у)
||Л(у + и)||-||у + М НМ • II» + М'

Это означает, что IV,, (Л) содержит любой интервал, соединяющий точку 0 с 
произвольной точкой 1УП(Л). В частности, если 0 € И IЛ)&0 у ВЛП(Л), то 1УП(Л) 

звездообразно относительно начала координат.

Пример 1. Пусть А - оператор усреднения

М/) (։) = ^- Г/(<) л, /€1։(-1;1).

Пространство Ь2 ( — 1; 1) представимо в виде ортогональной суммы Ь՜ (0; 1) Ф 
£2 (0; 1) (см. [9], Решение 149). Первое слагаемое в ней соответствует чётной, 
а второе - нечётной компоненте функции /. Тогда оператор А расщепляется в

ортогональную сумму

где С - оператор Харди-Литлвуда

(С/) (х) = - [ /(«) Л, 
х ./о

/€12(0; 1).

Нетрудно проверить, что С = I + 5‘, где 5 - оператор простого одностороннего
сдвига. Кроме того, имеем XV (5*) = {г : |х| < 1} и

1У(С)фф-1|<1}, И^А) = 1Г(С)и{0}, Х¥п(А) = {г : |х| < 1, Яг > 0}.

Если 0 £ И^ДА), то множество И/(А) (а также 1УП(А)) целиком лежит в 
некоторой полуплоскости, граница которой содержит начало координат. Таким 
образом, если г = 0 является внутренней точкой IV (А), то 0 Е ИфА). Кроме 
того, можно отметить, что если Д = {г : |х| < е} - некоторый круг, лежащий 
целиком в 1У(А), (Ах, х) / ||х|| € Д\ {0} и {Ау, у) = 0, Ау 0, то множество

(А ((1 - 1)ж 4- *у)), (1 - *) х +
||А ((1 — $) х + <у)|| • ||А((1 — I) х + $у)|| : ~ *

содержит отрезок, соединяющий точку 
тельно, в силу неравенства

IIДад,II с началом координат. Слсдова-

|(Лх, х)| _ ||х|| 
||Лх|| * ||х|| ||Ах||

|(Ах,х)| 1 |(Ах, х)|
-|ИГ ||х||2
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круг О = : |я| < | целиком лежит в 1УП(А). Таким образом, если О
является внутренней точкой 1У(А), то она является внутренней также для 
^„(А). Обратное утверждение легко следует из выпуклости И^А).
Случай 0 £ 1У(А) также представляет определенный интерес. Он характеризу 
ется следующим образом.

Предложение 3. Точка 0 не принадлежит множеству 1У(А) тогда и только

тогда, когда для любого х Е Н существует постоянная с(х) > 0 такая, что

(1)

для любого у 6 Н, удовлетворяющего (Ах, у) = 0.

Доказательство. Обозначим <5 = ш£у ||т -Ь 2/||. Если 6 > 0, то неравенство 
(1) уже установлено. В противном случае существует последовательность {уп} 
такал, что уп —> — х и (Ах,уп) = 0. Следовательно, в силу непрерывности имеем 
(Ах,х) = 0, откуда х = 6. В этом случае выше приведенное неравенство верно 
для любой положительной постоянной. С другой стороны, если (Ах, х) = 0 для 
некоторого элемента х ф 6, то полагая у = —х, получим ||т|| < с(х) • 0.

Замечание 2. Величина с может зависеть от х. Действительно, если

хп = 8Ш 2тгп£, Уп = «------- эш г™*2тгп

и А = то некоторые элементарные вычисления дают

I|®п 4՜ Уп II —

УуП) —
1 — соз 2тгп/

2тгп
3£ — 1 + соз 2тгп<

2?ГП
= о,

и, следовательно, неравенство (1) невозможно ни при каком положительном с.

Замечание 3. Согласно результату Ли и Шоу [4], если 0 не является внутренней 

точкой 1У(А), то для всех х,у € Н имеет место неравенство

||®|| < ||т + Лг/|| 4- 2^/Ц Ах|| • ||у||.

Предложение 4. Начало координат не принадлежит ЖП(А) тогда и только 
тогда, когда для любого х € Мо(А) существует постоянная I (зависящая, вообще 

говоря, от х) такая, что
|р.Ат - т|| < ||т||.
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Доказательство. Заметим, что элементы х и Ат ортогональны тогда и только 
тогда, когда для любого < € С имеет место неравенство ||£Ах — т|| > ||х11. 

Следовательно,
||х||2 = ||<Ах — х||2 = |1|2 • ||Ах||2 + ||я||

и Ах = в. Необходимость указанного условия очевидна.
Следующее предложение является непосредственным следствием результатов 

работы [3], Предложения 4 и Теоремы 5 из [4].

Предложение 5.Имеют место утверждения

0еЙ?„(Л)<=>0бЙ?(А)<=>|Л|<||Л-А/||, А € С.

3. Исследуем теперь связь между нормализированным числовым образом и 
спектром оператора. Покажем, что каждая точка из спектра оставляет след в 
нормализированном числовом образе. Известно, что если точка Л принадлежит 
5рА, то либо А — XI имеет в Н неплотный образ Я(А), тогда ядро А" — 
XI нетривиально, либо оператор А — XI не ограничен снизу, т.е. существует 
последовательность единичных элементов {хп} такая, что

||(Л - А/)хп||—>0 (2)

(в этом случае А принадлежит предельному спектру оператора А). Пусть А ф 0 
- собственное значение оператора А’, А’х = Хх (собственное значение 0 играет 
особую роль и будет рассмотрено далее). В силу соотношений

1И*Н • 11*11 > IM*. *)1 = К*, a*z)| = |А| • Цх||2,
имеем также 

(Ах,х) _ ||х||
||Ах|| - ||х|| ||Ах||'

Кроме того, нетрудно проверить, что любому ненулевому собственному значению 
А оператора А соответствует точка sgn X = exp (iarg А) из lVn(A).
Пусть теперь А — ненулевая точка из предельного спектра и {хп} — последова
тельность единичных элементов, удовлетворяющая (2). Тогда

|А (Ахп, хп)| — |(( А A/) xn, хп)| — ||( А — AJ) хп|| —> 0,

||аЫИМ|<11(а-а/)։<1||->о,

(Ахп, хп) 1Их„|Н|А|,
(Ахп, хл) 

||Ахп || -4 sgn А,

откуда получаем sgn X Е Wn(A).
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Предложение 6. Условие 0 € ЗрА влечёт 0 € И\(А).

Доказательство. Согласно Предложению 5, имеет место эквивалентность

оеилп(А)^ое

Так как 5рА С ИЛ(А), то О Е 1УП(А).
Пример оператора умножения на независимую переменную в пространстве 
Ь2 (0; 1) показывает, что из условия 0 Е брА, вообще говоря, не следует, что 

0 Е 1УП(А). Что же касается нулевого собственного значения оператора А* оче
видно, что если А*х = в и Ах ф 0, то

||Ах|| • ||т|| ||Ат|| • ||х||

и поэтому 0 Е И'п(А).
Точки из ИЛП(А)\ИЛП(А), лежащие на единичной окружности, тесным образом 
связаны с предельным спектром оператора А.

Предложение 7. Если е,ф Е ИЛП(А)\ИГП(А), то некоторая точка ае,ф (а > 0) 
принадлежит предельному спектру оператора А.

Доказательство. Пусть {хп} ~ последовательность единичных элементов, та
кая что

(Атп, хп) 
||Ахп||

Последовательность {||Ахп ||) ограничена, и следовательно

(Ахп,хп}е ,ф - ||Ахп|| ֊> 0.

Если последовательность {||Атп||) сходится к некоторому числу а, то

(Ахп,хп) -4 ае,ф

И
(А — ае*ф1) хп ||2 = ае'ф - {Ахп,хп) - |(Ахп,1п)|2 + ||Ат„||2 -4 0.

Случай двумерной клетки Жордана 

1\
0 /

0
0

показывает, что единственная точка спектра 0 Е 5р^ может порождать все 
множество

{гф| = 1} = \УП (Л)\1К(Л).
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Резюме. The note points at some conditions when a boundary point of the numerical 
range of a bounded operator in a Hilbert space is a normal eigenvalue of the operator, 
as well as at the conditions, for the origin to belongs to the normalized numerical range 
of the operator. Connections between the spectrum and the normalized numerical 
range of an operator are established.
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Abstract. A stability principle concerning solutions of sequences of nonlinear 
equations for continuous operators on Rn is described that can be applied to a 
wide class of operators for which point-wise convergence already implies continuous 
convergence, in particular to sequences of monotone operators.

§1 . INTRODUCTION
The following theorem is of central significance for stability investigations :

Theorem 1.1 (see [4]). Let X and Y be metric spaces and let (fn : X »—> Y) be a 
sequence of continuous functions that converges point-wise to a function f : X •—> Y. 
Then the following statements are equivalent :

1. {/„} is equicon tin uous,
2. f is continuous and (fn) converges continuously to f,
3. (/n) converges uniformly on compact subsets to f.

If continuous convergence of a sequence has been established for a certain class 
of functions then this property is inherited by compositions (even though these 
compositions may not belong to the original class) in the following sense :

Theorem 1.2. Let X,Y, and Z be metric spaces, (fn : X ՛—> Y) be a sequence of 
functions that converges continuously to a function f : X ■—> Y, and (gn : Y •—> Z) 
be a sequence of functions that converges continuously to a function g : Y »—> Z. 
Then (gn o fn : X •—> Z) converges continuously to g o f. In particular, if

• f is continuous then f o gn »—> fog continuously,
• if g continuous then g o fn ►—> g o f continuously.
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For sequences of convex functions, equicontinuity and hence continuous convergence 
already follows from pointwise convergence ([4], Satz 3, p. 219). Subsequently we will 
show that a similar statement holds for sequences of monotone operators. Continuous 
convergence in turn implies stability of solutions under certain conditions on the 
limiting problem.
Both, solutions of equations and optimization problems, can be treated in the 
framework of variational inequalities. In fact, sequences of variational inequalities 
show a similar stable behavior, where again continuous convergence is of central 
significance ([4], Satz 1, p. 245). We employ this scheme in the context of two-stage 
solutions (Section 4).
Stability questions for minimal solutions of point-wise convergent sequences of convex 
functions have been treated in a number of publications. It turns out that stability 
can be guaranteed if the set of minimal solutions of the limit problem is bounded (see 
[4]). As an application, ill posed optimization problems are replaced by sequences 
of (numerically) well posed problems (see [9, 10]). The question arises, whether a 
corresponding statement holds on the equation level for certain classes of mappings 
that are not necessarily potential operators. Questions of this type arise e.g. in the 
context of smooth projection methods for semi-infinite optimization (see [6]).
A general framework for treating stability questions involving nonlinear equations for 
sequences of continuous operators on Rn is given by the following scheme (see [6]) : 

Theorem 1.3. Let U C R and : U *—> Rn be a sequence of continuous operators 
that converges continuously on U to a continuous operator A : U »—> Rn with the 
property :

there exists a ball K(x0, r) C U, r > 0 such that

(Az,r-zo)>0 (1)
for all x in the sphere S(x0, r)..

Then there exists some k0 € N such that for any k > k0 each equation Atx = 0 
has a solution xt in K(x0, r). Furthermore, every point of accumulation of (xt) is a 
solution of Ax = 0. , M/
The above theorem is a consequence of the following well known lemma.

Lemma 1.4. Let A : U •—> Rn be continuous. If there is r > 0 and a ball 
K(x0,r) C U such that {Ax,x-xo) > 0 for all x e S(x0,r), then the nonlinear 
equation Ax = 0 has a solution in K(x0, r).

Proof: Otherwise Browder’s fixed point theorem applied to the mapping 
/ x / Ax \
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would lead to a contradiction.

§2. STABILITY FOR MONOTONE OPERATORS
A large class of operators can be treated using the above stability principle, where 
point-wise convergence already implies uniform convergence on compact subsets. 
Among them are the monotone operators according to :

Definition 2.1. Let X be a normed space and let U be a subset of X. A mapping 
A : U »—> X* is called monotone on U if for all x, y 6 U,

{Ax - Ay, x - y) > 0.

Lemma 2.2 (see [13]). Let U be an open subset of№n and let Ak : U -> Rn be 
a sequence of continuous monotone operators that converges point-wise on U to an 
operator A : U —> Rn. Then for every sequence (zjt) C U that converges in U it 
follows that the sequence (Akxk) is bounded.

Proof : Assume that there is a sequence (zjt) in U with limzjt = xq 6 U such 
that (AfcZfc) is unbounded. Then there is a subsequence (A*,.!*,) with the property 
||Ajt։.ZfcJ| > t for all i 6 N. As A*,. is monotone we obtain for all z 6 U :

{Akixk. - Ak,z, xki - z) > 0.

If now yk. = then we can w.l.g. assume that the sequence (y*,) converges to
some y in the unit sphere. If the above inequality is divided by HAijUjI we obtain
for all z G U :

Akiz
IIAiXfc.il

Point-wise convergence implies Aktz —> Az and hence

lim
oo

J/fc, -
Akiz

IMfc.zfcj
= {y, x0- z) > 0, z G U.

As U is open, it follows that y = 0, a contradiction completing the proof.
The following theorem states that point-wise convergence of continuous monotone 
operators already implies continuous convergence.

Theorem 2.3 (see [13]). Let U be an open subset of Rn and let Ak : U <—> Rn 
be a sequence of continuous monotone operators that converges point-wise on U to a 
continuous operator A : U »—k R" then (Ak) is equicontinuous on U.
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Proof: According to Theorem 1.1, it is sufficient to show the following : convergence 
of a sequence (zfc) in U to an element xqEU implies lim A&Zfc = Axq.
Assume that there is a sequence (zj.) in U convergent to zo 6 U such that {Akxk) 
does not converge to Azo, i.e. there is € > 0 and a subsequence (Aj-z*,.) with the 
property

IHfciXk( - Az0|| > e

for all i 6 N. By Lemma 2.2 (Akixki) is bounded and w.l.g. we can assume that it 
converges to some g E IRn. Because of the previous inequality we have ||</ — Azo|| > 6. 
On the other hand we obtain by the monotonicity of A^ for all u 6 U :

{Ak,xki - Akiu,xk. - u) > 0,

and hence, using point-wise convergence we get {g — Au, xq — u) > 0 for all u E U. 
By theorem 2.4 below it follows that g = Azq, a contradiction yielding the proof.

Theorem 2.4 (Browder and Minty [12]). Let E be a Banach space, U an open 
subset of E and A : U >—> E’ a semi-continuous operator. If for a pair uq E U and 
vq E E* and for all u E U the inequality :

{Au - vo, u ֊ uo) > 0

holds, then vo = Auq.
An immediate consequence of the theorem of Browder and Minty is the following 
characterization theorem for solutions of the equation Ax = 0, if A is a monotone 
operator.

Theorem 2.5 (see [12]). Let E be a Banach space, U an open subset of E and 
A : (7 •—> E’ a continuous and monotone operator. Then Au0 = 0 for u0 E U if and 
only if for all u E U

{Au, u- u0) > 0.

Proof: the if-part follows from Theorem 2.4 for v0 = 0. Let now Au0 = 0 then, from 
the monotonicity of A, we obtain :

0 < {Au — Auq, u — u0) = (Au, u — u0).

Remark 2.6. tf U is convex then the above theorem directly implies that the set 
’= {z E D|Az = 0} is convex.

For monotone operators we obtain the following existence theorem which in a way is 
a stronger version of Lemma 1.4.
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Theorem 2.7. Let U C Rn be convex and A : U in be a continuous monotone
operator. If there exists a ball K(xOyr) C U and r > 0 such that (Ax,x - x0) > 0 
for all x E S(x0,r), then 0 SA C K(xq,t), where SA is the set of solutions of the 
nonlinear equation Ax — 0.

Proof : The first part follows from Lemma 1.4. For the second part let À, p E R with 
A > p and let x E 5(zo,r). Then monotonicity of A yields

<A(A(x - z0) 4֊ ^o) - A(p(x - z0) 4- z0), (A - p)(x - z0)) > 0.

Let I be the intersect of U with the straight line passing through x and xq. From the 
above inequality it follows that g : I •—> R with g(A) := (A(A(z - z0) 4- z0), x - z0) 
is an increasing function. In particular </(l) = (Ax,x - xq) > 0. Suppose there is 
a 1 < A, E I such that A(A, (z — zo) 4- zq) = 0 then <?(A*) — 0, a contradiction 
completing the proof.
We are now in the position to present a stronger version of Theorem 1.3 for sequences 
of monotone operators.

Theorem 2.8. Let U C Rn be open and convex and Ak : U —> be a sequence1!«

of continuous monotone operators that converges point-wise on U to a continuous 
operator A : U •—> Rn with the property :

there exists a ball K (zo, r) C U, r > 0 such that (Ax, x — zq) > 0 for all x on the 
sphere S(zq, r).
Then there exists some h0 6 N such that the set of the solutions of the equation 
Af-x = 0 is nonempty Vh > ho and contained in K(xq,t). Furthermore, if Xk E {z E 
U |Aj,z = 0}, k > ho, then every point of accumulation of (zt) is a solution of Ax = 0. 
Property (1) is satisfied by various classes of operators, among them the derivatives 
of convex functions.

Lemma 2.9. If a monotone operator A defined on R” has a convex potential f with 
a bounded set of minimal solutions M(f, Rn) (which, of course, coincides with the 
set of solutions of Ax = 0), then A satisfies the property (1).

Proof : Apparently for each xq E Af(/, R") there is a sphere S(xo,r) such that 
/(z) — /(zo) > 0 for all z E S(xo,r). As A = the subgradient-inequality on that 
sphere yields :

0 < /(z) - /(z0) < (Ax, x - z0)

The proof is complete.
For general monotone operators such a statement is not available, i.e. the 

property (1) docs not follow from the boundedness of the solutions of Ax = 0, as 
the following example shows.
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Example 2.10. Let A : R2 »—> R2 be a linear operator that represents a y-rotation.
A is monotone as

(Ax - Ay, x~y) = (A(x -y),x-y) = 0,

but on any sphere around the origin we have (Ax,x) = 0. Obviously, {z|Az = 0} = 
{0}.
An important class of operators in this context are the Fejer-contractions.

Definition 2.11. An operator P : Rn •—> Rn is called Fejer-contraction w.r.t. zo 
(see [1]) or strictly quasi-non-expansive (see [3]) if xq is a fixed point of P and there 
is an r > 0 such that ||P(z) - zq|| < II1 — zo|| for »11 x £ K(xo,r).

Remark 2.12. The above definition of a Fejer-contraction differs somewhat from 
that given in [1].

Remark 2.13. It follows immediately from the definition that the set of fixed points 
of a Fejer-contraction w.r.t. zo is bounded.
If P is a Fejer-contraction w.r.t. xq then the operator A := I — P has property (1) as 
the following lemma shows.

Lemma 2.14. Let P R" ।—> Rn be a Fcjer-contraction w.r.t. z0. Then for A := I-P

(Ax, x - z0) > 0

for all z £ K(xq, r).

Proof : If z £ K(xQ, r), then we obtain :

(Ax, x xq) — (x xq — (P(x) — zq), z — xq) = ||z - zq||2 — (P(x) — Zq, z — Zq) >

> II® - xo||2 ֊ IIp(x) - xolllli - loll > 0.
Remark 2.15. If P is also non-expansive on Rn then A = I - P is apparently 
monotone and continuous.
It is easily seen that a projection P onto a bounded convex set is a non-expansive 
Fejer-contraction. It can be shown that the same is true for certain compositions of 
projections (see [6]).

§3. STABILITY FOR WIDER CLASSES OF OPERATORS
A large class of operators can be treated using the above stability principle, where 
point-wise convergence already implies continuous convergence. To illustrate this 
consider acontinuous operator A : R" _ R" satisfying property (1). Then it is easily 
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seen that in the following situations continuous convergence, and hence stability of 
the solutions follows from Theorem 1.1 :

1. Ak = akP+A, where (or*) be a sequence in tending to 0, while P : Rn •—> Rn 
be continuous.
Proof: let Xk —> io then the sequence (P(zt)) is bounded, hence akP(xk) —> 0 
and Ak (x^ —> >l(xo) because of the continuity of A.

2. 4*. : R" ।—> Rn is continuous and Ak ՛—> A component-wise monotone, i.e. 
for Ak(x) = (/fc։)(T))"=i and A(x) = (/(,) (x))"=i one has point-wise monotone 
convergence of f^ —> for i =■ 1,..., n on Rn.
Proof: follows from the Theorem of Dini (see [4]) applied to the components of 
Ak and A respectively.

3. Ak is continuous, Ak A point-wise on Rn and 4* — A is
monotone for all fc €
Proof : we have A* — A —> 0 point-wise on H n and from Theorem 2.3 continuous
convergence follows.

4. Compositions of continuously convergent sequences of functions preserves conti
nuous convergence, 
i.e. if gk : Rn * 
fk : Rn —► Rn

is continuously convergent to g Rn «—> Rn and
is continuously convergent to f : Rn »—> Rn then fk o gk

»

converges continuously to fog.
A special case is obtained if either (fk) or (gk) is a constant sequence of a continuous 
function, e.g. if B : Rn »—> Rn is linear, Ak : R" »—> Rn is continuous and monotone, 
and Ak —> A point-wise on Rn, then B o Ak converges continuously to B o A.

§4. TWO-STAGE SOLUTIONS
Two-stage solutions have been studied in [4, 8, 9, 10] in particular for sequences 
of convex functions. The following theorem (see [4], p. 246) gives a framework for 
sequences of nonlinear equations, where the second stage is described in terms of a 
variational inequality.

Theorem 4.1. Let X, Y be a normed spaces, (A : X —> K) continuous and for 
the sequence of continuous operators (Ak : X -> Y) let L = limjt-^ool^Mfc1 = 
0} C {x|Ax = 0} =: Sa- Let further (a*) be a sequence of positive numbers and
B : X •—► X* a continuous mapping with B(0) = 0 such that

1. B o A : X »—> X* is monotone,
2. Ok(B o Ak — Bo A) converges continuously to a mapping D : X >—> X*. 

IfxEL then for all x E Sa the inequality (Dx, x — x) > 0 holds.
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Proof : Let Zfc€{z|Afcz = 0} such that (xk) converges to an x E X, i.e. z G L. Let 
z G Sa, i.e. Ax = 0. Since B o A monotone and continuous it follows that

ak((B o Ak — B o j4)z*, x — Xk) — o.k{B o Ax^ xk — x) > 0.

Since ak(BoAk-BoA) converges continuously to D it follows that ak(BoAk — BoA)xk 
converges to Dx in the norm, and hence inequality (Z)z,z — z) > 0 follows.

Example 4.2. Let Ak = a^P + X, where >1 is monotone, P is a positive definite 
linear operator, and (Qfc) is a sequence of positive numbers tending to 0 (compare 
with class 1. of previous section). Then, choosing at = , D = P and the inequality
(Pz, z - x) > 0 for all z G Sa is the characterization of a minimal solution of the 
strictly convex functional z *-> (Pz, z) on the convex set Sa (compare with Remark 
2.6). In this case, convergence of (z*) to z follows.

Example 4.3. Let A,C : R" Rm be linear operators, b E Rm and let

Sa := {z G Rn|Az = 6} be nonempty. Let further (a*) be a sequence in IL< + tending
to zero and let Xjt := otkC -I- A. Then for a* = -7- and B = AT it follows that

at(BAk - BA) = ֊-(atATC + ATA - 4T>1) = ATC =: D 
&k

and hence (ATCx,x — z) > 0 for all z in the affine subspace Sa, in other words : 
ATCx is orthogonal to kernel of A.

Example 4.4 (see [6]). LP-problem : for c, z 6 Rn, A E L(Rn,Rm), b E Rm we 
consider the following problem

min{(c, z)|Az = 6, z > 0}

with bounded and nonempty set of solutions. We chose the mapping P = Pm oPm-i ° 
... o Pi of the successive projections P, onto the hyperplanes

Hi = {s G Rn|(a.,a) = 6,} i G {!,..., m),

where a, denotes the i-th row of A, and the projection PK onto the positive cone 
R>0, given by

Pr(z) = ((xi)+,...,(zn)+)).

As PK is non differentiable, a smoothing of the projection PK is obtained by replacing 
8 > (s)+ by a smooth function : R —► R (a > 0) that approximates (-)+.
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The projection PK is then replaced by PQ = (y>Q(zi),..., y>a(zn)). By use of the 
Newton-method the nonlinear equation

Fq(x) := x — PQ о P(z) + ас = 0

can be solved very efficiently.
It can be shown that Pk oP is a non-expansive Fejer-contraction w.r.t. any z G S := 
{z 6 Rn|Az = b, x > 0} and that Pa o P is non-expansive. Let (at) be a positive 
sequence tending to 0. Stability then follows from Theorem 2.8 for the sequence 
of monotone operators A*, = PQh converging point-wise to the monotone operator 
A = I - Pk o P satisfying (1).
Application of Theorem 4.1 yields a condition upon <pQl, that enforces continuous 
convergence. We have for a* = ~ :

— A) — a*( —P о P) 4- c.

It follows that if -^(<pQk — (•)+) —> 0 uniformly on compact subsets of R, then 
Uk(Ak — A) converges continuously to c. If z is any limit point of the sequence of 
solutions of the equations (A*z = 0) then for all z C S we obtain (c, z — z) >0.

Remark 4.5. Convex optimization problems with linear constraints can be treated 
in the same manner. For convex and differentiable f : Rn »—> Rn consider

min{/(z) : Ax = b, x > 0}.

The (monotone) operator Fa becomes

implying (/'(z), z —z) > 0 for every point of accumulation z and all z 6 S. According 
to the Characterization Theorem of convex optimization, x is a minimal solution of 
f on S.

Резюме. В работе описан принцип стабильности, касающийся решений пос
ледовательностей нелинейных уравнений для непрерывных операторов на Щп, 
который можно применить к широкому классу операторов, для которых из 
поточечной сходимости всегда следует непрерывная сходимость. В частности, 
этот принцип применяется к последовательностям монотонных операторов.
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WAVELET REPRESENTATIONS OF COORBIT SPACES 
INVARIANT UNDER SYMMETRY GROUP
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Abstract. The paper studies the atomic decompositions of coorbit spaces, which are invariant under symmetry groups based on the wavelet transforms associated with some irreducible unitary square-integrable representation of a locally compact group on a Hilbert space. The proved theorem provides an extension to the corresponding results of Fcichtinger and Grochenig (1989) and Rauhut (2003).
§ 1. INTRODUCTIONIn a series of papers, Feichtinger and Grochenig [2, 3, 4] gave a detailed study of the theory of coherent atomic decompositions and frames for coorbit spaces, which are related to an irreducible unitary square-integrable representation of a locally compact group. Their elegant result not only generalizes the Hilbert space theory of atomic decomposition and frames but also includes the corresponding results for Sobolev spaces, esov-Triebel-Lizorkin spaces and modulation spaces as particular cases. Ina very recent paper, Rauhut [7] has studied the problems of atomic decompositions and frames for coorbit spaces formed of invariant functions under a symmetric group, such that every element of the representation itself is invariant under the action of the group. The results of Rauhut (loc. cit) provide some extensions to the corresponding

9 9 •results of Feichtinger and Grbchenig [3] and Grochenig [5].The aim of the present paper is to study the wavelet representations of the invariant coorbit space under a symmetric group, which is associated with a Wiener amalgam 
W(Y, LPW)(G), where Y is a translation invariant, solid Banach space of functions on a locally compact group Q forming an X1 ((/(-convolution module and w is a 
xThe author is thankful to DST for the financial support under the project DST/MS/150/2k.



GO S. S. Pandeymoderate weight function on Q. As the Banach space T, 1 < p < oo is a subset of IV (V, £{; )(£), the main result of this paper (Theorem 7.1) provides a generalization to the corresponding result of Rauhut. Of course, we follow the technique and procedures developed by Fcichtingcr and Grochenig [3] and Rauhut [7].In Section 2 we present the notation and basic concepts for using in the sequel. In Section 3, we define a Wiener amalgam space IV(y, £„,)((/) on Feichtinger lines [1], where Y is some translation invariant solid Banach space of functions forming a convolution module over (£), w being a moderate weight function on G, so that 
L\ (£), 1 < p < oo, is a translation invariant. Section 4 deals with the properties of the restriction operator Vg to the Hilbert space Ha՝ where Vgf denotes the wavelet transform of functions f with respect to a window function g and Ha is a closed subspace of the Hilbert space H, consisting of invariant elements in H under the action of a compact automorphic group A of G acting continuously on G- In Section 5 we define the coorbit spaces Co WU(y, £*)(£), 1 < p < oo, and mention some of its properties for using in subsequent sections.In Section 6. following Rauhut ([7], p.10) we present the concept of ^֊invariant bounded uniform partition of unity of the size U for using in Section 7 to define the sequence space of the Wiener amalgam IV.x(y, L£,)(£) and discretize the convolution operator.Theorem 7.1 presents the main result of this paper, which provides an extension to the corresponding result of Rauhut (loc. cit). The proof of Theorem 7.1 is based on four lemmas, which are given in Section 8. The proofs of these lemmas follow on the lines of Feichtinger and Groching [3] and Rauhut [7]. Since Wiener amalgams are involved in our analysis, we give short proofs of Lemmas 8.1 and 8.4 for the sake of completeness. The proof of Theorem 7.1 is given in Section 9. The problems of Banach frames and their stability will from the subject matter of a subsequent paper.
§ 2. NOTATION AND BASIC CONCEPTSWe suppose that G is a locally compact group and A is a compact automorphic group of G acting continuously on Q, i.e. we assume that the mapping

G x A G such that (z, A) -> A(z) is continuous V A 6 A.Further, we denote the left Haar measures on G and A by p and is respectively and assume that v is normalized. Denoting the modular function on G by △, we denote, as usual, the left and right translation operators on G by
Lyf(x) ~ f(y *z) and Ryf(x) = f[x,y).



Wavelet representations of coorbit spaces ... 61Also, we write the involution V and in the forms
/V(z) = l) and /v(z) =/(z՜1).

For a function f given on Ç, we denote the action of A on f by
/x (®) = f(A 1x), V A e A and x E Q.

A function f on Q is called invariant under the action of A provided fA = f, V A E A. Besides, it is well known that the Haar measure p and the modular function A are invariant under any compact automorphic group. For a function space Y on Q, by YA 
we denote the subspace of invariant elements in Y such that

Yj, = (/er,/4 = / v/eH-Any involution function on Q is expressed as a function on K = A(£), where the orbit space -A(£) is given by the equality
A(Ç) = {Az, A E A and z E Ç}

Rauhut ([6], p.7) has shown that the coorbit space K is a topological space in a natural way by defining a set U C K open if and only if U considered as a subset of 
Ç satisfying the condition U = A(U) is open with respect to the topology of Q. The space K has canonical measure in inherited from the Haar measure of Q, i.e.

Qfor invariant functions in The space L1 (K) = m) is isomorphic to (£) which is the subspace of Ll(G) consisting of invariant functions.Throughout this paper we assume that Y is a Banach space of functions on Q and satisfies the following conditions :(i) Y is continuously embedded into (Ç),the space of locally integrable functions on Q.(ii) Y is solid, i.e. if f E £/,*.(£), g E Y and | /(z) |<| g(x) | a.e., then f E Y and Il /1K ||<|| <71K II.(iii) Y is invariant under left and right translations. Hence there exist
u(z) =|| Lt : Y —> Y || and v(z) = A(z x) || Rr-i : Y Y j|,



S. S. Pandey62 such that u and v arc submultiplicative functions.(iv) A acts continuously on Y, so thatu(Ai) = u(i) and »(Ai| = v(։) for all A € A.

Hence Ya is a closed non-trivial subspace of Y. Besides, if w is a weight function associated with Y and such that
w(x) = max(w'(z), w'(x 1)A(i *)},

where
w'(x) = max(u(z),u(z 1)»v(x)>v(x X)A(s X)}>then one can see that the above assumptions ensure that w is a sub-multiplicative and w(z) > 1.By L?.(£), 1 < p < oo, we denote the Banach space of functions on G with the norm

(2-1)
In the case p = oo, we define the space L^(G) as the Banach space of all functions f on G, which are measurable such that

|| f ||qo,w= ess sup{| f(x) | w(z) : x 6 G] < oo. (2-2)The conjugate space of L^.(G) is the space LPw-i(G), where ~ + p- = 1. Besides, it is well known that ££.(£), 1 < p < oo, is a reflexive Banach space, L\,(G) is a Banach algebra under convolution, usually known as Beurling algebra, and L^V(G) is a convolution module over L\,(G)- We suppose that w is a moderate weight function, so that L^(G) is translation invariant. Also, we assume that Y is a convolution module over the Beurling algebra§ 3. WIENER AMALGAMS ON GUsing Y as a local component and L^G) as a global one, we define the Wiener amalgam space W(Y, I/w )(G) as
W = W(Y, ££,)(£) = {f£ YlM : K(f, k,Y) g ££,($)} (3.1)and endow it with the norm11/| ||=|| K(f,k,Y) (3.2)



Wavelet representations of coorbit spaces ... 63where K(/,fc,y)(։)=l|(£։*)/||r, xgs, (3.3)and k is a non-zero window function in Cc(G), such that 0 < k(z) < 1 and k(z) = 1 for all x in a compact neighborhood of the identity.It is well known that W(y, ££,)(<?) is a Banach space under the norm (3.2), its definition is independent of Q and Y C W(y, ££)(£), 1 < p < oo. Since y is a convolution module over L\(G), this ensures that W(YyISw)(Q) is a convolution module over Llw(Q). Indeed,
K[(f * A), fe, y) = ||(£,fc) (/ * h) ||y< H/ilh.«, \\(Lxk)f\\Yfor any h € Zl(5). Hence ||||(£։/) (/ * h) | K||||p.w < ||fc||։>, ||/ | W'(y,/£)||, and consequently IV (T, L?)(G) is a convolution module over the Beurling algebra Besides, one can verify that W(y, £?,)($) is solid and invariant under left and right translations.

§ 4. WAVELET TRANSFORMS ON GWe assume that there exists a unitary, irreducible and strongly continuous representation 7T of G on some Hilbert space 7/, and a unitary, strongly continuous representation<7 (not necessarily irreducible) on the same Hilbert space ?/, such that n(A(x))a(A) =a(A) H(x), (4.1)which implies that the representations tt^ = 7r o A are unitarily equivalent to r and the intertwining operators cr(A) form a representation of A on H for all A 6 A. The above relation is non-trivial because if A is a compact subgroup of G acting by inner automorphismsand ir = tti .4, then (4.1) holds true. We suppose that
fA =and define

'HA = {fe'H:fA=f) vagX)as the closed subspace of consisting of invariant elements. The wavelet transform of a function f E H with respect to g E H is defined as
It is clear that Vg maps 7/ into Cb(G) which is the space of bounded, continuous function on Q.



64 S. S. PandeyLet g G Ha and let Vg be the restriction of Vg to 7/^, then the following properties of Vg are known (cf. [7], p. 6) :(i) If f.g G 7{^, then the function Vgf is invariant under X, i.e. Vg maps 7/^ into C^(£). where
<$($) = {/ e c‘(S),/x = /,VA e X}.ii) If 7r(r) = / 7r(Az)dA, V x G Q and A G X,

in a weak sense, then ir maps Ha onto Ha and
i(Bx) = %(x) for all BgX and Vgf(x) =

(iii) The operators 7r(z) form an irreducible representation of the orbit hypergroup 
K and the covariance principle

Vÿ(%(z)/) = CX Vgf

holds true, where K = A(Q) is the space of all orbits X(x) = {A(z), A G X} and £r denotes the left translation on K.The space K becomes a topological space with sets U C K open if and only if U viewed as a subset of Q implies that U = X(t7) is open in the topology of Q.Throughout this paper we assume that tt is square integrable, which ensures (see [7], p. 11) that : ? U Mwi(i) There exists a positive and densely defined operator K, such that the domain 
D\ f\ i consists of all admissible vectors satisfying the orthogonality property and if || Kg ||= 1, then

Vgf ♦ Vgg = Vgfand
♦ Vgg — Vgf. (4-2)(ii) The space {tt(z)/, x G Q} is dense in H for any non-zero f G Ha (iii) The operator K commutes with the action of X, i.e.

°(A}K = Ka(A), V AE X.Also, the space DA(K) = D(A) is dense in HA and K maps DA(K) into
Ha-



Wavelet representations of coorbit spaces ... 65In the rest of this paper we assume that all index sets and coverings of G are countable.§ 5. COORBIT SPACES OF W(K, ££)(£) We define a set of analyzing vectors (Ç) asaï,(Ç) = {g€H, V,g € £₽ (Ç))and its subspace of invariant elements as< nK4 = {g € -Ha. V,g e LPW(Q)}.Since w is a moderate weight function, L%,(G) (1 < p < oo) is translation invariant, and hence we infer that the inclusion ir(x)g G implies that a£(£) is a dense subspace of H for g G (*w(G) and is a dense subspace of Ha-Now, assuming that g is any non-zero vector in c?w A(G) we define the space HP.(G) as
= Vgfel/W(Q)}, l<p<oo,and endow it with the normll/ms) 11=11 II.A subspace of HP,(G) with invariant elements is given by
= Ha r\Hrw(G) = {/ e Ha. v,f e L”w($)}As in [2, p. 56], it can be verified that HP(G) is independent of the choice of a^(Ç) with equivalent norms for different g. In fact, we have the relations 

<HS)CV'.(9) and <a(G) C H^a(G),which imply that HP(G) is dense in H,Hrw a(G) is dense in Ha and Hfw ^(<J) C 
Hpw(Q).By A(G) we denote the space of all continuous conjugate linear functionals (antiduals) on ?/£,(£), so that the inner product x ?/£,(£) is extended to Hpu x HPJ 
as a sesquilinear form. This insures that the extended wavelet transforms

Vgf(z) =are well defined for all g G HPV(G) and f G Also, it is clear that the anti-dualcan be identified with the dual by use of the mapping



66 S. S. Pandeyso that = /(/i), V h E ^(G)- Besides, the above constructions imply that
We denote by H^^G) the anti-dual space of Hpu*tA(G) and, on the Rauhut lines ([6], p. 8) we define the mapping

r :<x(0) ֊► (?)for which
fr(9) = f V 9 € -HS,(Ö).where g& dA in a weak sense defines an element of j\G)‘ This mapping provides an isometric isomorphism between A(G) and the latter being thespace of all functionals f in such that№x) = №) for all AgX and gEHpw(G).Next, V^Trfz)«?) = LrVgg and L^iG) is translation invariant, and therefore

v9gHJ(S) and ies.Thus, the action of ir on WJ,($) can be extended to by the rule (’W/Xs) = f(*(z-l)9) for all / g for and g g №,(€?).Hence we get the extended wavelet transform
vgf(x) = for all f E H^IG) andl g e ?/£(£).Proceeding as above, the extension of Vg to the space TC.X«') can be achieved. It may be mentioned here that almost all results in [3] for the spaces 'H1lv(G) and (*№))" hold true for and ^(^).Definition 5.1. Assuming that g G °^,։^(^) is a non-zero fixed function and if = with respect to the representation rr, we define the coorbit spacein the form

ColV = C0W(Y, Lpw)(g) = {/ G -Hpw‘ (Ö), Vgf G W} (5.1)and endow it with the norm II i I CqW ||=|| vgf | iv ||. (5.2)



Wavelet representations of coorbit spaces ... 07Besides, we define the closed subspace of invariant elements in CqW as
cowA = -H^A(ç)ncow(Ç) = {fe7{^A(ç՝), v,fewA}. (5.3)Then the corresponding induced norm isII f I ColVx 11=11 V„f I WA II. (5-4)It can be verified that CbW is a Banach space on the lines of Feichtinger and Grochenig ([3], pp. 321-323), which is independent of g in a^(G) and the weight function w. Similarly, the coorbit space ColVx(^) has the same properties. Also, one can verify as above the validity of the following properties associated with CqWa, which will be used in the sequel :

՛ ^11— ••(i) If g 6 || K9 ||= L then a function F E W.4 is of the form Vgf forsome f E GOW^ if and only if F is representable in the form F = F ♦ Vgg, where the convolution is given by the formula(F*G)(z) = / F(y)£yG(x)dp(y) = / F(Ay)£tG(Ay)dm(Ay). 
Jç Jk—-(ii) The mapping Vg : CqWa —> Wj. establishes an isometric isomorphism between CoW and the closed subspace ♦ Vgg of W^, and the mapping F —> F * Vgg defines a bounded projection from onto the space ♦ Vgg.

§ 6. INVARIANT BOUNDED UNIFORM PARTITION OF UNITYThe concept of invariant bounded uniform partition of unity has been defined by Rauhut ([7], p.10) in the following form :A collection of functions 'P = (V’i(®))i€Z» V’ifz) € Co(G) is called A- invariant bounded uniform partition of unity of size U ( or U- A- IBUPU) if the following conditions are satisfied :(i) 0 < < 1, V i E I and xEG-

(“) E,€j V’.(i) = h VxEÇ.(iii) x!>i(Ax) = V’ii(z)> Væ E Ç, A E A, i E I.(iv) There is a relatively compact neighborhood U = A(U) of the unite and there are elements (zi)içj G G such that supp C A(xiU) = Uac.4 A(z,C).(v) sup#{i E I : z E ^4(x։Q) < cq} < oo for all compact sets Q C G-As remarked by Rauhut (loc. cit.), the condition (v) is equivalent tosup #{t E / : supp V’i D supp ^ </)} < c < <x>. 
*ei



68 S. S. PandeyThe above construction of IBUPU is more general than that for BUPU used by Feichtinger and Grochenig ([3], p. 314), in the sense that there may not exist an open, relatively compact set V and points yt such that A(xiU) C ytV- Besides, the Haar measure of the sets w4(z։U) is not necessarily bounded. Rauhut has demonstrated that on every locally compact group there exist arbitrarily fine IBUPU’s.If A is a compact automorphic group of a locally compact group Q and V = V՜1 = .4(VZ) is a relatively compact neighborhood of e E Q with nonempty interior, then a countable subset X C G is called V-dense provided
UreXA(xV) = Ç.The set X is called relatively separated provided it is pairwise disjoint with respect to A, which means thatsup #{y E X : A(xV) n A(yV) <f>] < cv < oo. x€A'If X is both V-dcnse and relatively separated (as defined above), then X is called well spread with respect to A.

§ 7. DISCRETIZATION OF CONVOLUTIONWe assume that A acts isometrically on Y and L?W(Q), which ensures that A isometrically acts on W(K, L?)(G) too. Hence, we write
WA = wA(Y, £')(<?) = {f e w(Y,i/w)-,fA = f, VA£ x}.Next, let X = be a well-spread family with respect to A and let U be arelatively compact set in G with non-void interior. As usual, we write the sequence space of W^(y, L^,)(G) in the formWCi(X) = {(A,),€/, £ I A, I e lV(y,£')} • €J (7-1)and equip it with the natural norm

II (Mie/ I W^(X) ||= 52 IA՛ I I W.OS)<e/ (7.2)
where Xx(։(U) is the characteristic function of the set A(XiU). Next, assuming that a, =| A(iiU) | we define the space

wxl*l = {(Mie/. «‘.Mie/ € W\(X)} (7-3)



Wavelet representations of coorbit spaces ... 09with the norm
l|(A,).€/1 W^WH = II«1 Mie/1 wA(X)||. (7.4)As in ([6], p. 20), we define a space of analyzing vectors B^ in the form= {s 6 < V,g E WA(C0, Llw)(S}} (7.5)and note that one can easily see that flpw A(G) is dense inNow we now define a convolution operator

T:WA(Y.I^)(G)^WA(Y^w)(G)such that
TF = F ♦ G = / F(y) CyG dm(y), 

JKwhere G = V9g G WA(CQ, L'W)(G) and F = V9f G WA(Y, L?W)(G).Assuming that 'P = (V’i)i€/ *s any -4-IBUPU and T* is an operator such that
T*F = y2(F,V»») CXiG, 

Kiwe prove the following theorem, which provides an atomic decomposition for the coorbit space CoW>((K LZ>)(G), 1 < P < oo.Theorem 7.1. If g G /dp,<A(G) with ||A^|| = 1, then there exists an open, relatively 
compact set U = U՜1 = AU such thatl|G$ |2£(0)|<1, (7.6)
and if X = (x, ),€ j is any U-dense well spread family with respect to A. then every
f G Co LP,)(G) is representable in the form

f = ^Xt(f)n(xt)g, 
iei

(7.7)

where G#(x) = supM6Lr | G(ux) — G(x) | is the U-oscillation of G, the sequence of
coefficients A(/) = (A։(/))։ej depends linearly on f andl|A(/) | W^(X)H < C1||/I ColVxll, (7.8)
where ci is a constant depending only on g. Conversely, if A(/) 6 H'jJ(X), then any
f representable in the form (7.7) belongs to||/|C0^||<cJ||A|l^(X)||, (7.9)
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and the right-hand side series in (7.5) is convergent in the norm topology of C0W^(Y, L£)(£), 1 < p < oo, provided the finite sequences arc dense in WjJ(X) 
or in the weak*-topology oflV^^Q).As Y C W(Y. PJ .)(£), 1 < P < oo, the assertion of Theorem 7.1 is extendable up to the corresponding result of Rauhut ([7], pp. 26-27). Besides, for Y = !/(£) Theorem 7.1 is reduced to that of Rauhut (loc . cit).
§ 8. NECESSARY LEMMASThis section gives four lemmas necessary for proving Theorem 7.1.Lemma 8.1. IfU = U՜1 = A(U) is an open, relatively compact set in Q, X = (x։),€/ is any well-spread family and 'P = is the corresponding U-A-IBUPU, then
the mapping F —> A = (A։),e/ is a bounded operator from Wx(Y, ££,)(£) in to W'lW.i.e. HA I W1(X)U < c||F I )(9)||,
where A, = (F, ifa) and c is a positive generic constant.Proof, follows on the lines of Rauhut ([7], Proposition 6.1). Nevertheless, we give a short proof since in our case the Wiener amalgam spaces are involved. We suppose that F e Wx and xv is the window function for the definition of W^, where V is an open, relatively compact set, such that V = V“1 = AV. Next, we assume that h is a positive window function invariant under A and define

mk(x,y) = / k(y 1A(x))dA = Cvk(x) = CTkv(y).
J *4Since k is invariant, mG is invariant in both variables and mk(x,y) = mk(y, x) for 

k = kv. If k = yv, then mxv = mv and supp mv(-,y) C A(y, V). Hence, the function
K(F՝y) = F |, il>i)mv(xhy) 

itlis a finite sum over the index set Iy = {», x< € A(y, V)}, V y € Q. Consequently,
A(Y V U)

A(Y V U) Xv*U(y 1 A(x)) dA dx =



Wavelet representations of coorbit spaces ... 71Next, IV(V, ££)(£) is solid and the definition of W^(X) does not depend on the choice of U. Therefore, proceeding on the lines of Rauhut ([6], Lemina 5.3) we obtain
ci||(A.)i6/I Wjll < | \WA(Y,Lew)(Q) < MGM.ez I Will-

where cj,C2 are some positive constants. Hence
IIA | Will < <։||K(F, •) | WA(Y, ^)(£f)|| < cf1!! I F I ,x'v.v I WA(Y, L')(S)|| < 

< < *||F |W.4(y,L')(g)|| ||Xv.a | £i(£)|| < q*||F |W4(r, 1S,)(5)|| ||Xv.a |L'(S)|| as ££,(5) <֊►£*($).Lemma 8.2. If X = (xj)igr is a well-spread set in Q, with respect to A, and
G e BTUCo, £,!,)(£), then the mapping

A = (A,)^ (8.1)
is a bounded linear operator from lVj{(X) into lVA(y, //£,)(£), such that

£XiG| Wa 
iEl

<c||G| W4(CoX)(£)II ||A I W1(X)||, (8.2)
where c is a constant independent of A, and the series on the right-hand side of 
(8.1) pointwise converges in the norm topology ofW(Y, provided the finite
sequences are dense in Wj{(X).
Proof, follows on the lines of Rauhut ([6], Proposition 6.2).Lemma 8.3.(a) If bounded functions with compact support are dense in W(Y, then finite

sequences are dense in W^(X).(b) If w is a moderate weight function on Q, then 1%,(X) C (X) C wherei/p+ 1/p' = L

Proof, holds as in ([7], p. 17).Lemma 8.4. If $ = (V% )•€/ is a U - A-IBUPU for some set U = AU and 
GeWA(COfLlw)^)f then

\\(T - 7*) I Wa(Y, ֊> ^(y, 1£)(£)|| < c||g; I (£)||,
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and by Lemma 8.1lim ||(T - T») | WU(K^.(S)) ֊> ^)(C)|| = 0.1-»OProof, will be based on the Wiener amalgam spaces. We have|TF-T*F| = Y [ F(y)i>i(y)(£,G - £,.G)dy 
,eiJ« (8.3)

Besides, supp il>, € A(x,G) and G is A -invariant. Consequently, for y € xU

£yG-£։,G\ (i) = / Q{y՜'Ax) — G(x~1Ax)dA

LyG*(Ax)dA = £yG*(x).

< J \LyG(Ax) ֊ LI.G(Ax)\XA

(8.4)
Combining (8.3) and (8.4), we obtain

| TF - TtF |< £ [ | F(y)^(y)C,G*dy =| F | »G*, 
itlJ0and hence||(TF-TtF) | WC<(y,£')(S)|| < ||F | WCUK, )(5)|| ||G* | Zi($)|| << c||F I WUII ||G* I L₽(S)|| (8-5)which proves the first part of the lemma. The proof of the relationlim ||G* |£J,(5)|| = 0

follows on the lines of Grochenig ([5], Lemma 4.6). Nevertheless, below we give a short proof for the sake of completeness. Let U C Uo and hence G* < Gnn. Then there exist a compact set K C Q and some e > 0, such that
V U C Uo.

Besides, £ is a uniformly continuous on K, and therefore there exists a neighborhood 
Ui C Uo such that



Wavelet representations of coorbit spaces ... 73and hence VC C Ut.Thus, ||G* | £i,|| < € and U C U\, and hence ||G* | ££(Ç)|| < Ce. Letting e —> 0, we get liiritj—►{«} ||C* | £^(Ç)|| = 0, and the proof of is complete by virtue of relations (8.5) and (8.6).Proof of Theorem 7.1. Using the definitions of T and T* and proceeding as in the proof of Lemma 8.3, we obtain||(TF-T,F) I WC4(y, £')(<!)Il < c||F | W>|| ||G* | J^(Ç)||.Thus, by the hypothesis (7.6) we have |||T — T* | ££,)(£)||| < 1. Now observethat T is a projection from lVx(K ££,)(G) onto Wj,(T, L^)(G) ♦ G- Hence, T is the identity operator on WCtfY, ££,)(£) ♦ G- Thus, we can choose a > 0 so thatlll/d-n IVMI < « < 1in a sufficiently small neighborhood U of the identity e in G- This implies that T* 1can be expressed by the Neumann series, i.e.
oo

n=0which ensures that lim | W^(T, Z^,)(Ç)♦ (Ç)||| < (1 —a) *. Hence, for Vgf 6 Wj *Gand f G Co W^

V,f = Tt Til

and hence
/ = Z<T»՜'

<ez
(9.1)

since V<, is an isometric isomorphism from Co W^ onto Wj ♦ G- Now, putting A, = (T* Vgf}il’i') »nd using Lemma 8.1, we obtain||(A.),ez I Co lVj(X)|| < c||Tt-1 V,f I WUII < c|||T^։ I WA WUIII 11/1 Co WÙIIfor Tf 1 Vgf € W.4 * Q C WCxfy, ££,)(£)• Finally, applying the mapping V, to both sides of (9.1) we get
f (z) = V,/(z) = V, À, ï(zjÿ (z) = y A, Cti G(x). (9.2)



74 S. S. PandeySince, by Lemma (8-3)(b),
the series on the right hand side of (9.2), is pointwise convergent to a function in L1'’ ($), which ensure the weak ‘-convergence in At last, if {/Q}aef is a՛ 1 f e -***•bounded net in 'H1*. A(G), then Vg fQ(x) pointwise convergence to x € Q.Hence {/Q}aeZ *s w’-convergence to an element f E 'H\o ^((7), and consequently /ecowc<(y,LS,)(C).
Резюме. В статье изучаются атомные разложения пространств Корбита, которые инвариантны относительно групп симметрий, порождённых всплесковыми преобразованиями, ассоциированными с некоторым неприводимым унитарным интегрируемым с квадратом представлением локально компактной группы на гильбертовом пространстве. Доказанная теорема обобщает соответствующие результаты Фейхтингера и Грохенига (1989) и Рауута (2003).
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Рассмотрим бесконечную систему уравнений

Qn — ^kan—kQki П Е. Z-, (1)

относительно искомого вектора д = (..., 9-1, до, 91,...), где компоненты данного 
вектора А = (..., А-1, Ао, Ах,...) и данной теплицсвой матрицы А = (<>»-1)^-0 
удовлетворяют условиям :

(а) ап > 0, п 6 Я и 52 ак = 1,
кг—оо

(Ь) $2 |&|а* < оо и р= 52
кг— оо к = — оо

(с) 0 < Ап < 1, п 6 2.
Эти условия могут быть дополнены еще одним из следующих условий : 

о
(<3) 12 (1-А*)<+оо, когда I/ > О,

к = —оо
4-оо

(сП) 52 (! “ -М < +°°’ когда I/< 0.
к=0

В [1] доказано, что условие (<1) или (<11) совместно с условиями (а)-(с) обеспе
чивают существование ненулевого решения системы (1). Покажем, что условия 
(а)-(<1) (или (а)-(<11)) являются не только достаточными, но и необходимыми для 
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нетривиальной разрешимости системы (1). Для этого сперва докажем следующее 
утверждение.

Лемма 1. Если А = (..., А_1, Ао, Аь ...) и А = (а,_у)^_0 Удовлетворяют 
условиям (а) - (с), а система (1) обладает ограниченным решением
<7 = (..., </_ 1. до. <71,...), то она имеет также неотрицательное решение

9 — (• • •, 9—1,9о, 91* • • •)♦ где дк > 0, к С ।

Доказательство. Пусть q = (... ,9-1,9о,91, • • •) ~ некоторое ограниченное ре
шение системы (1). Тогда

Ч-оо

Ы < 52 Afcan_*|gfc|, nGZ. (2)
к = — оо

Рассмотрим следующие итерации

4-зо

9п'1 + 11= 52 Л*в"-*9[ГП), € Z, 9° = (•••»9*»9*»9*»-••)> ^ = 0,1,2,..., (3)
к = — оо

где q* = sup |gn| < оо. Для m = О

т-е. 9*" ֊ 9<” < О, п 6 2.

Если для некоторого тп имеет место неравенство д!։т) — qn" <0, пЕ2, тогда 
из (3) следует

0(”»4-1) _ (т) Ч п <0, п 6 Z.

Докажем теперь, что неравенство > > |дп|, п Е 2, верно для любого тп > 0. 
Действительно, для тп = 0 имеем д*,01 = > |д„|. Если > |дп| (п Е 2) для
некоторого тп, то

fc = -oo

Таким образом, для любого п € 2 имеем «!,”> ! по т и <Дга) > Следовательно, 
существует 1ппга_»0о9п = д„. Кроме того, нетрудно доказать, что вектор д = 
(• • ч <7-1,90, <71, • • •) удовлетворяет системе (1).
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Предположим, что ц = (• • •, <7-1, до, 91, • • •) является положительным решением 
системы (1) (существование которого следует из Леммы 1). Из (1) следует, что

ап-кЧк ~Яп, (4)

Выберем г Е так, чтобы р = 52 ап > 0, и некоторое чётное число 5, 
I к = — г

удовлетворяющее условию 5 > 2г. Суммируя равенства (4) от 0 до 5, получим

(1 ^к)®п — кЯк — Яп—кЯк Яп * (Ь)
п=Ок = —оо п=Ок=— оо л=0

Оценим левую часть равенства (5). Имеем

5 +оо оо 5 оо 5 —к

(1 ^к)лп— кЯк — / (1 ^к)Як — к — / (1 ~ ^к)Як
п=Ок=— оо к = — оо п=0 к = —оо п = —к

5/2 $-к 5/2

> Ц?1 “ Х^к 52 «П > ” Хк^к'
к=г п=—г к=г

Кроме того, для правой части (5) имеем

5 4-оо 5 +оо 5 —к 5 +оо 5—п 5
^ 2 ^п — к(?к Яп — Як ап “ Яп — (1п Як ~~ Яп —

л=Ок = — оо п=0 к = —оо п=—к п=0 п = —оо к = —п п=0

где
<?• = вир |<7П| = зир д 

пе2 пеЯ.

Таким образом,

2я*
5/2

р
^п 1

4-оо

(6)

где правая часть не зависит от 5.
Покажем теперь, что последовательность </ = (..., д-1, до,91» • • •) монотонно 
возрастает, если возрастает последовательность Ап. Действительно, согласно 
соотношениям (3) имеем

9<га+1) = Е

к = — оо

п 6 2, т = 0,1,2,..
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(п» + 1)откуда вытекает монотонность последовательности дп по п, когда последо
вательность монотонно возрастает. В пределе при тп 4-оо, получим моно
тонную последовательность дп. и, следовательно, величина д = П1£„>гдп положи-

5/2
тельна при любом целом р Е X. Применяя это неравенство к сумме £2(1 — ^к)дк.
получаем

5/2
^2(1 ~ *к)<1к > 
к=г

5/2
?£(1֊Ак) 

1=г

что совместно с (6) даёт

5/2
Е(1 ֊ М <
4=г

2<Г
ЧР

ОО
52(1 - А*) < 4-00. 
к=г

Таким разом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть вектор А и матрица А системы (1) удовлетворяют условиям 
(а) - (с) и пусть последовательность Ап монотонно возрастает. Если, дополни
тельно предположить, что система (1) имеет ограниченное решение д, то

к=о

Для Рп = 1 — Ап дп в силу (1) имеем

А։ — (1 ~ Ап )дп 4֊ п Е 2. (7)

Если допустить, что £2 (1 _ лк) < +оо, то последовательность Ьп = (1 — Хп)д 
к = -оо

будет удовлетворять условиям следующей теоремы (см. [2]).

Теорема (Карлин). Пусть («п)^֊^ (ип)п2э_оо и (^(п^оо - числовые после
довательности, удовлетворяющие условиям

и наиболь II

а > О, ап
п = -оо

ИЙ ИИ

|*|а* < оо, /га* > О, 52 1М < <»»

делитель индексов к, для которых ап О, равен 1. Если
уравнение

5 ^п—к^к — Ьп, П Е 2, 
к — — оо
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имеет своим решением ограниченную последовательность ип действительных
чисел, то существуют пределы liin un и hm un, и 

Л—►+ОО Л—► —ОО

если liin un = 0, то 
л-+-оо

hin un = 
n-֊*+oo

= Нт
л—>±оо

Из этой теоремы следует существование пределов Р± и выполнение
соотношения

что влечёт за собой существование пределов д± = lim qn и справедливость 
л —>±оо

равенств (т.к. Ап —► 1 при п —> ±оо и = 1 — Рт)

(9- ֊9+)

Заметим, что непрерывный аналог этого соотношения получен в работе [3].
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