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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ СЕРИИ
Гармонический анализ и приближения имеют сильные традиции в Армении и 
являются одними из самых интенсивно прогрессирующих ветвей. Первые две 
между народные конференции по зтой тематике проходили в Нор Амберде (А|>- 

мения). сентябрь 18 24. 1998 и сентябрь 11 - 18, 2001.
Настоящий и последующие два номера журнала содержат оригинальные статьи, 
представленные на конференции “Гармонический Анализ и Приближения. III". 
проведенной в Цахкадзорс (Армения). 20 - 27 сентября 2005.
Организаторами третьей конференции были Институт Математики Националь
ной Академии Наук Армении и Ереванский Государственный Университет.
Программный комитет:
Н Аракелян (Армения). 3. Чиссльский (Польша), П. Готье (Канада), Б. С. 

Кашин (Россия). В. Лу (Германия). А. М. Олевский (Израиль). В. Н. Темляков 

(США). А. А. Тал ал ян (Армения), П. Л. Ульянов (Россия).
Организационный комитет:

Г Геворкян. А Саакян. А. Акопян, М. Погосян.

Около 100 математиков из 13 стран участвовали в работе конференции. Пленар
ные доклады почитаны следующими математиками:

Н Аракелян (Армения) О задачах Дирихле и Неймана". Б. Боянов (Болгария) 
Интерполяция двумерными полиномами основанная на проекциях Радона”, К. 

Де Бур (США) Что являются пределами проекторов Лагранжа?”. Н. Дин (Из
раиль) Метрическое приближение одномерных множествозначных функций”, 

П Готы- (Канада) "Приближение Дзета функции Римана и с помощью этой 

функции", А. Акопян (Армения) "О Теореме Безу и ЫиПвСеПепва!։”, К. Казарян 
(Испания) А-множсства и всплески”. С. Конягин (Россия) "Сходимость под- 

п< «следователь ноет и частичных сумм ряда Фурье интегрируемых функций”, М. 
Лейси (США) I еорема Нехарн в полидиске", В. Лу (Германия) "Лакунарная 

суммируем։мть , К. Осколков (США) Частица Шредингера как полифрактал”, 
В. 1 емляков (США) "О грили алгоритмах с ограниченной глубиной поиска", Ту

ан Ву Ким (США) "Выборка сигналов ограниченного диапазона”, П. Войтащик 
I Польша) Анизотропные пространства и множества уровня”.

Г. Г. Геворкян, А. А. Саакян
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОГО СРЕДНЕГО КОЛЕБАНИЯ

В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ

А. Н. Карапетянц

Ростов« кий государственный университет. Ростов. Россия 
Е-таИ : alexeykOstipendia.ru

Резюме. В работе вводятся и изучаются с помощью преобразования Бензи
на весовые ВМО^(Э) пространства функций ограниченной» среднего колебания 
в единичном круге. С помощью преобразования Березина дано описание про
странств ВМО^(П?) и показано, что зти пространства совпадают с известными 
пространствами, определёнными в терминах средних по гиперболическим кру
гам в метрике Бергмана.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Весовое пространство ВМОд(О), 1 < р < ос, -1 < А < оо, состоит из функций 
<р. измеримых в единичном круге 0 = {х € С : |х| < 1} комплексной плоскости _. 

и удовлетворяющих условию

М#.ВМО?(1>) = вир ||*> О <*:(•) ֊ (1-1)

Здесь ||у>||* вмо’<I)) «вляется полунормой в ВМО*(Э), и» —* л4(и>) преобразова
ние Мебиуса единичного круга в себя, которое переводит н» = 0 в м = х. а £д(х)

преобразование Березина функции <р (см. ниже) и

«■5 ОТ = / ■■ Н/Нци» =

Работа выполнена при поддержке Росс ийского Фонда Фундаментальных Ис<ле- 
дований, Грант# 06-01-00297-А
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где </рх(х) = (А + 1)(I - |х|а)А'М*)՛ «*#*(«) =

Это п|ни транство. кажется, впервые было изучено в работе |3]. а затем о (1). 
Основные результаты о этом направлении представлены в [2| (см. также лите
ратуру и дальнейшие детали в [4] [6]). Определение пространства ВМОд(И))
было дано в терминах средних (см. (2.5) ниже), и было доказано, что это про

странство можно эквивалентным образом описать в терминах преобразования 
Березина как и выше. Отметим, что все эти исследования соответствуют слу
чаю А = 0. р = 2 (т.е. норма в (1.1) берётся в £’(©)), т.е. в наших обозначениях

А 
это пространство имеет вид ВМО^О).

Для исследования пространств, определённых в терминах средних для р > 1, 

А > — 1 мы отсылаем к работе [6]. В качестве одного из основных результатов 

мы покажем, что эти пространства эквивалентным образом могут быть описаны 
в терминах преобразования Березина.

В недавно опубликованной статье [7]. невесовое пространство ВМОо(И>) было из

учено в связи со следующей проблемой : предположим, что преобразование 
Березина равно нулю на границе круга ; Вытекает ли отсюда компакт

ность соответствующего теплиценого оператора ? В работе [7] дан поло

жительным ответ для класса теплицевых операторов на невесовом пространстве 

Джрбашяна-Бергмана с символами в ВМОр(О).

Мы изучаем пространства ВМО^(С’) с целью рассмотрения аналогичной пробле

мы для теплицевых операторов на весовых пространствах Джрбашяна Бергмана 
а!(0) с символами в ВМОд(В) (эти результаты вскоре будут опубликованы). 

Однако, пространства ВМО^(С) и их описание представляют самостоятельный 
интерес. ’ ։хг< 2

Мы дадим описание пространств ВМОд(П)) в терминах преобразования Берези

на. являющегося естественным аппаратом в теории операторов в пространствах 

аналитических функций. Оно играет ту же роль в теории функций комплекс
ного переменного, как и интеграл Пуассона в теории функций действительного 

переменного. Применение преобразования Березина для определения и описания 
пространств ВМ()'(0) естественно с точки зрения комплексного анализа.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В параграфе приведены некоторые определения и вспомогательные результаты 

в основном из [2]. Всюду в этой статье р (1 < р < ос) произвольно. Весовое 

пространство Джрбашяна-Бергмана А д (П>) в единичном круге Ос С содержит 
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аналитические функции из £|(0). А > -1. a = /D/(z)ff(T)dpAU). Преоб

разование Березина функции <р (связанное с А^(Ю>)) задаётся по формуле

^л(х) = <^*,**)А = [ ?(w)|i*(w)|4u(w). i € J>. 
Jb

где так называемое когерентное* состояние в А’(Г) определяете я как

«М = (1(1՜-^” =11 -£3№<->-

Заметим, что это определение не зависит от ортонормального базиса {e*(z)} в 
А^(П>), и, например, можно взять

«J(։> = А.,л։". А..* = ./^±^21, „ = 0.1.2......
V 1 (А 4- ZJn!

Преобразование Мёбиуса ։п -4 а։(и>) = . г Е В, единичного круга обладает
следующими < войствами : о?(и<) = и>. действительный якобиян отображения ш -» 
а։(и») имеет следующий вид |а'(и>)|* = , * 1 - |л,(и»)|* - ~ ^-7^^ ••
Гиперболическая метрика Бергмана в единичном круге определяется следующим 

образом :

I + |о.-(ц>)1 _ 1
1 - |a,(w)| 2

0(z. w) = 5 In |1 - zw| - |z - u>| ’
z, w E Г.

Поскольку |n.(w)| = tanh0(z, w), то гиперболический круг

D(z,r) = {wtD: 0(z, w) < r) C 0

имеет евклидовый радиус V-jVp^an^r и его евклидовым центром является точка 

(1-lanh’ r)i п
• Полагая

|£>(х,г)|д = [ dpx(w),

отмстим, что для любого фиксированного г > 0 имесч место эквивалентность : 

|Я(*. HIa ~ |D(z,r)!o+ ’ , где

(1 - |z|3) tanhr 
1 - |zp tanh2 г

Предложение 2.1. Для л СО го z Е г и т > 0 имеем

С՜1 < Мw)|3|D(z.Г)|А < С, w Е D(:.r). (2-1)
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Предложение 2.2. ({2). Лемма 2 121 Для заданных положительных чисел г, в. R.
существует С > 0 такое, что для всех г, ш Е А? имеем

С'։(1 - |х|։) < |1 - х®| < С(1 - и1).

С-։|£>(х.г)|а < |Р(ю,л)|А < С|Р(х,г)|А,

0(х. и>) < г.

0{г. и») < R

Ках следствие, для любой функции аналитической в I) и любых чисел 0 € R.
О < р < эс, 0 < г < ос. имеет место следующая оценка :

(1 - |я|’)в < С [ (1 - (2.2)
Уа(».г|

где постоянное С зависит только от р, т\[1 и не зависит от и г 6 С*. 

Предложение 2.3. ([2], Лемма 2.17). Для любой функции <р. определённом в И», 
следующие утверждения эквивалентны :

1. кир{|р(г) - ¥>(ш)| : 0(х. и») < я) < оо.
2. |^(х) ֊ ^(и>)| < С(0(г. и<) + 1), О.

Предложение 2.4. Если г>0иА> -1, то

7*’г=Ь +фи(и) (2.3)

Доказательство. Для А = 0, г = 1. р = 2, доказательство дано в (2], а для р < О 

условие (2.3) очевидно. Если р > 0. тогда положим п = аи(ш). Вспоминая, что 
о.(а.(и>)) = <0 и

1*:(а«(“’))|‘^л(<Ъ (*•>)) = ^рл(ы). (2.4)

получаем

4\ = /р^(«)(/в(1 + ^о
1 - |аш(в)|
1 + |а.(»)|

=/о</'‘л1“,(/о(1+1|пНт5|) |*гм1ч-лм) <

<(?! ^(ц) (^(1 - М)—|^(ш)|’</ЯА(ш)У =

= С(А+1) [ (1 - Ы’)г,А+2Чо(«) 
-'О

Теперь, выбирая г так, чтобы А — (1/т > -1 и используя оценку

Г (1 -
/„ 5 с֊<‘-
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(см. [2]. Теорема 1.7), получаем < Сг ^(1 - |и|’)-<*г</р*(и) < ос 
Предложение 2*3 ([2)> Л^имл 2.13). Для любого 0 < г < ос существуют 

положительное целое число К и последовательность {о„}*_0. и„ £ Ц} такие, что

1. круг!) покрывается {О(а„. г))*_0.

2. каждая точка ж £ 1Б՛ принадлежит не более чем М множествам из
{О(ая, 2г) }п-р,

3. если п £ т. то (3(ап.а„,) > т/2.

Для функций <р, локально интегрируемых в О и для 0 < г < ос рассмотрим 
среднее

Рг.л(*) = ;-п, / ^(»МмаМ.

и р среднее колебание в метрике Бергмана :

Пр.а(¥>;х,г) = 1
|£>(х.г)|а

[ кМ ֊ $г.а(г)|Мрл(и>) (2*5)

§ 3. ПРОСТРАНСТВО ВМО5(Р)

По определению, из <р £ ВМОд(Ю) вытекает 

/ кМ ~ £а(0)К<(раМ < ос.

т.е. <р £ £д(1>), и следовательно ВМО*(О) С £д(Р). Норма в ВМО^(В) определя

ется как

1кНвмо1(О։ = 1кН#.в.моцг>| + кл(0)1- 

где
^а(О) = [ ¥>М</даМ.

Используя (2.4), приходим к другому полезному представлению для полунормы :

О Г \1,р
' кМ - ра(*)ГН*?(“’)12 «^аМ) 
о >

Лемма 3.1. Пусть Ф измеримая функция на □. Тогда

(Г \’/₽
к(и») - £а(*)1,’1**МГЧ'аМ<

/г \х,р< 2 (уэ кМ - ^к)Г1*1АМ12‘(рАМу
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[ (*>(«) ֊ 0(*))l*?(tOl4u(u) • 
Jd

Доказательство. Очевидно, что

- £а(*М < |?(и») - ^(г)| + к'(х) - £л(*)| 

= |¥>(и»| - ^(*)| +

Для завершения доказательства достаточно применить неравенство Минковско
го. так как |й*(и*)|Мрд(1р) является вероятностной мерой.

Следствие 3.2. Пространство ВМ()^(Ю) можно задавать зквивалентной нор

мой : ‘ «*■ \ ~

/ /■ \ 1/р
Мвмо»(П» = виР *и1 ( / !*’(“’) - <5Г1*?(«)1а^л(«>)) + |^а(о)|,

* Х-/0 /
и 

< I
1М1ВМО’Ф) < Н^11вА/О’(О) < 21М11ШО’(ОГ

Следствие 3.3. Если € ВМОд(С). то |^| € ВМО^(С). и обратное утверждение 
в общем не верно.

Доказательство. Чтобы доказать неравенство

II М II# bmo:։Di < M#.bmo;(Di՛

отметим, что 

lllspl оад-) ֊ |M?|A(z)||^։I>t = I |||y>(w)| ֊ |y?|A(x) |’’||fc*(w)|2dpA(w)
J D

< [ пи*)1-1£л(*)1 ril^(w)pd^(w) 

JD

< у и») - ü։wni‘?(w)i4aw < ihi;,։mo.id1
Из этого результата вытекает более общий результат.

Следствие 3.4. Бели дЦ) удовлетворяет условию Гёльдера для I > 0 и <р 6 
ВМО^(П). ТО д(|^(г)|) Е ВМО^(П>).

Пример 3.5. Если w#(x) = In’ О < (3 < 1, towj(z) € ВМО^(П>). 
Действительно, если V измерима на И1, то

llu'ill#.OAfo»(D) = ”‘P ( / l<^։(w) 
x€l> wD

\ i/p
- w։A(2)ll>l*:^(w)|I<ipA(w) I

<2»’»p( f ki(w)-V-(z)f|^(w)|’d/H(w)) /F 

1€D «D /
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Поэтому для ф(г) = 1п |др заменой переменного ш = п։ (и), получим

В вл/о'ф) 1п — 1п
1 - И2

р
|Аг* | и») 12ЛрА( ш)

1

— 2рвир /
.•€Ю ЛЬ

</рл(и) < V

Таким образом. 1п’ € ВМОР(10), 0 < 0 < 1. так как 0 < /3 < 1.

является функцией Гелдера для / > 0.

», 4. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ПРОСТРАНСТВ ВМО'О) 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯМИ БЕРЕЗИНА

Прежде всего дадим несколько определений из [2]. Пусть *у(0 гладкая кривая п 

В и в(0 длина 7<<) в метрике Бергмана. Тогда ֊ = • Лал*®- пусть П.к
означает ортогональную проекцию пространства Джрбашяна Бергмана Ад(2) 
на подпространство, порожденное Л-*(ш) :

П*/Ы = </,^)>^(ш) = (1 - |г|2)1+*Д2)**(«>).

Теорема 4.1. Если € ВМОд(!>), то функция <За является липшицсвой в 
метрике Бергмана

|<рл(г) - £а(ш)| < С/3(г,и>).

Доказательство. Пусть 7(<) геодезическая в метрике Бергмана, связывающая 

2 = 7(0) и «’ = ?(1 )• Тогда

рл(*) - £а(«0 = У ^₽а(т(*))<Й» (41)

и достаточно оценить |^£а('у(О)| Прямыми вычислениями имеем

(I Г I d

(«’))**(,)(«') **Рл(и»).

Далее, дифференцируя тождество ^*(ц)а = 1 по /, получаем

Вс = 0.
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Следовательно

Ие

согласно определению П*(։г Кроме того.

4?а(7(0) = 2 [ 
(К ,/о

С другой стороны.

/>((7 П*”') •***«*»<“’>) **(0(и»Ммл(») = О-

откуда вытекает
^֊£л(т(О) =
(11

= 2 [ [*»(«») - £а(т(О)1 Не 
Л)

<1рх(и>).

Теперь, чтобы вычислить (/ “ пмп) («*?(»)< и’О <*)• заметим, что

֊ *

Л 4 П (1-7(0т(0)^(7,«)7(0+7(<)У(0)

\ 2/ (1-7(П«»)2+Л

+ (2 + А)
(1 -7(<)7(1))Ч֊4

(1 - 7(0«’)3+Л
ш7'(0-

Следовать л ьно.

э(О
(г) = (1-|7(«)|’)1+4

= (1-|7(012)’ ֊7'(07(0 +7(<)7'(0

(1-7(И*)։+А

и поэтому

(' - ”?<■>) ’•> = <2+л><։ ֊ М01’)1 ц- ՛

Заметим, что

(1֊|7(012)’ У(0(Ц^ - 7(0) 
(I - 7(/)ш)3+*

поскольку

л 1 - |7(*)|2
ап<1 Ц’ - 7(0

1 -7(0’"
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Возвращаясь к (4.1), можно видеть, что

֊£*(7(0)
Ш

< 2(2 + А)-^ У |у>(ш) - <ра(7«))| |А-*(Г|(и>)|гЛрд(ш) = 

= 2(2 + а>;й ,/> 1*,оа-»։<Иш) “ £а(7(0)| 'Ма(ш) <

< 2(2 + А) —1И*,0моДО|*

Следовательно

|£л(г) ~ £л(»)| < 2(2 + А)||^||)к вл/о^р, = 2(2 + А)||^||# влго,(1))0(2, и>).

Теорема 4.2. Условие

- 1£л(*)|} < оо.
- € I»

(4.2)

является необходимым для включения >р € ВМОР(Е)). Если <р\ ограничена. то 

(4.2) также является и достаточным условием.

Доказательство. Так как |А-*(и>)|2Лрд(и>) является вероятностной мерой, то

Кроме того,

—т V?
1Л(*) |£а(*)| < ||роаД*) ֊ <РА(х)1к’Ю։

поскольку |£д(г)| < (|^|РА(*)]։</р- Поэтому, для любой функции € ВМОР(Г)

зир< |<р|ял(г 
.-сР 1

1/р
֊ |^а(х)| < 1М1#..0л/о'(О1 < °с-

Это доказывает необходимость условия (4.2).
Чтобы доказать достаточность условия (4.2) в предположении, что ограниче

на, заметим, что

||у>оа.(.) ֊ £л(х)|к»(р) < ||^ о л.- (-)1к;(1» + 1£а(*)1 - [1¥>1рл(։И։/₽ + 1ра(*)|- 
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Следовательно, если фд ограничена и имеет место (4.2), то |^|*х| также 

ограничена, и поэтому. Мд.дмо’ф) < ас- Доказательство завершено.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из Теоремы 4.2.

Теорема 4.3. Для любой функции <р. локально интегрируемой на И). следующие 
условия эквивалентны :

1. функция ограничена и ф € ВМОд(О).
2. функция фд ограничена и вир { рф|₽л(*)} - |фд(т)|

3. функция ограничена я у> > О,

4. функция |ф|яА ограничена.

Лемма 4.4. Лу<ть <р локально интегрируемая функция на О и пусть 0 < г < оо. 
Тогда имеют место следующие неравенства :

։• 1Фг.а(*) ֊ Фл(*)| < С||фоа։(.) - фл(г)||ь;(1>|,
2. |фгД(х)| < СЙд(и),

В частности. если у> > 0. то фг.д(х) < Сфд(г), ։ Е В.

Доказательство. Используя (2.1), получим

19,.>(Ч - Д (!*>(<») - ?»(*)!<<«(») <

<с[ |ф(ц>) - ФаИ1|*?(ц»)|2(/мд(ш)
'О(։.г)

<С |р(ш) - Фа(х)||*?(ю)|’</яа(ш) < С||ф О О։(.) - фа(2)||х;(։>|.

Применив (2.1) для функции <р > 0, получим

*Г А(Х) = |В(г.г)|д /О(. ,, < С^(ш)|^(и»)|։</дА(щ) < Сфд(х).

С вой ст во 4.5. Если € ВМО^(Э), то функция £д ограничена тогда и только 

тогда, когда функция д ограничена.

Заметим, что можно опустить предположение у> € ВМО^(О), если у> положитель
на (см. Теорему 5.3).
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§ 5. ПРОСТРАНСТВА ВМО' ГР) И ОПИСАНИЕ ВМО^ф)

В ТЕРМИНАХ СРЕДНИХ

Бул«1*։ использовать обозначение ВМО* ДО) для пространства всех измеримых. 
р֊интегрируемых на П) функций с конечными полунормами

вмо’ «о» = *ир

Как мы уже отметили, для р = 2. А = 0. >то пространство изучалось в [3] 
и [1] (см. также [2]). а для произвольного р и А > -1 такие простраж ты 
рассмотрены в [6). и мы существенно используем методы и результаты зтих 

исследований. Напомним, что пространства ВМО* ("» для всех г совпадают 
Это замечено в работе (6) и опирается на результаты работы (5 Для р = 2 
равенство ВМО* ДП>) = ВМО^( ;) дано в [2], а в Теореме 5.2 мы обобщаем это 

утверждение на любое р.

Теорема 5.1 ([6]).С точностью до эквивалентности нори, пространства 

ВМО* Г(И>), 0 < т < ос, совпадают.

Теорема 5.2. С точностью эквивалентности нори имеем

ВМО'(О) = ВМО* ДО), 0 < г < ос. А>-1.

Доказательство. Чтобы доказать вложение ВМО^(!Г.) С ВМО£ ДЭ). О < г < 

ос. А > -1. заметим, что в силу (2.1) имеем

4 •՝■*■ ?՛■ -л« / \։>
Я,,а(¥>;к.г) = ( 1 / Мш) ֊ £г.д(2)|''//»*(«՛))

, \ 1/'
< 2 | |п. 1 [ |р(ш))
- \Р(х.г)|л Л>։д,г| )

/ \< 2С | I |р(»)-рА(х)Н*?(иг)|։<*Мл(ю) I 

\JDit.r) /

< 2С |р(ш) - ^А(*)К1*?(и>)|’4дл(и»)

для любого € ВМО*(1» и любого 0 < г < оо. Поэтому. ||^1!#.длго' ,<О>

2^11*,Н#.влго;(0)- Обратное вложение

ВМО* ДЮ՝) С ВМО*(Р), 0 < г < ос, А>-1. (5.1) 
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следует из нижеследующих Лемм 5.6. 5.7, доказанных без использования (5.1).

Теорема 5.3. Следующие условия эквивалентны для любой локально р-интег- 

рируемой функции р > 0 ;

1. sup<^, А(г) < оо, 0 < а < х>.

2. sup ¥>*Ч(г) < ОО-
i€D

Каждое жз этих условий влечёт ip € (D).

Доказательство. Утверждение 2) => 1) следует из Леммы 4.4. Чтобы доказать 

1) => 2) будем рассуждать как в доказательстве Теоремы 2.15 работы (2]. 

Выбирая {Р(тп. а)}^_0 так, чтобы удовлетворялись условия Предложения 2.5, 

получаем * “ * • 1

^х(?) = [ ^(ш)|Л^(«»)|а</рА(ш) < V [ ^’’(и»)|/г*(ш)|ас1дА(ш).

Используя Предложение 2.2 и применяя (2.2) для функции w G D(znts) и 
фиксированного л. получаем

!l?l“'l|! ֊ ï ÎDiT^ / |t,A(u)l։<iw(u).
|b»(Zn , Э)|А

поскольку fc*(w) аналитична в wÇD. Следовательно

< £ .р, —-Г. ' / ^(w)dpA(w) / |**(u)|2<ïpA(u) <

< C38upy»>’, A(z) V" f lfe*(’‘)|’<ipA(u) < C,3Nsup<p»', A(z). 

։€D

Этим доказывается 1) => 2). Для завершения доказательства заметим, что если 
р > 0. то

^а(О) = [ ^(w)dpA(w) = IMIx/iD}.
JD *

Лемма 5.4. Если <р Ç ВМО^ Г(Е) для некоторого 0 < г < то, то для любого 

z. u> Ç С и любого 0 < « < оь имеем

I&,a(*)֊&.a(w)|<C[/î(z.w) + 1). (5.2)

Доказательство. Пространства ВМО$ Г(О) совпадают для 0 < г < оо. Следова

тельно можно зафиксировать т = 2а. Для того, чтобы оценить |р,,А(г) - А(ю)| 
в предположении 0(г, ш) < а, отметим, что для 6 € С имеем

1<Р.д(г) - ^,.А(и/)| < |^,д(я) ֊ 4| + |р,,д(ш) - <5|
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Если < я, то О(г^к) С О(х.2я)| Р(ш, я) С Р(г.2э) и согласно Предложи- 
нию 2.2, |£>(х. в)|А ~ |Р(ш, л)|д |£>(х, 2я)|А. Поэтому

!£.,*(*) ֊ £.,л(«')1 < 2С [

для любого 6. Выбирая 6 — £2,.А(г). получим

!£•.*(*) ֊ £.,л(«’)| < 2С,П1(^;2,2я) < 2С,||Н1#.вмо* „(О, < ос- (5.3)

для /3(г, ш) < а и любого 1 < ? < р. Теперь. (5.2) следует из Предложения 2.3.

Следствие 5.5. Если <р € ВМО' г(0), то £,.А € Ь*(0). О < г. я < ос. для любого 

1 < Я < Р-

Доказательство. Используя (5.2), а также (2.3), получаем

П^.А|к*(О) < (^1^,а(^֊^.л(0)|’</Ма(к))
+ 1?м(0)|

№к,0) + 1)МРА(я)
в/«

+ 1£.,д(0)| < ос.

Доказательство завершено.

Теперь приступим к леммам, из которых будет непосредственно следовать вло
жение (5.1).

Лемма 5.в. Пусть <р Е ВМОд г(К)) для фиксированного 0 < г < оо. Тогда 

€ ВМОА(К>) для любого 0 < я < оо.

Доказательство. Обозначим 

ыр(у>;г) = (/. 1^(«') - <рА(х)|*|1:*(ш)|1։/рА(ш)
1/г

и отметим,что

»/я
и>(£,.д;г) = у

»/г

О и
^,.А(и)1 |^(и)|’</рд(и) |^(ш) |’</Яд(и»)
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Следовательно, применяя (5.2) и неравенство Минковского, получаем

(/?(»'. н) + 1)|Л*(и)|Ц1А(«)
Vf

I/F
dp*(u).

|4a(w)|։J/<a(w’)

где подставили ш = а.(£). •• = <**(»?) и использовали инвариантность относи
тельно преобразования Мёбиуса метрики Бергмана : (3(а, (£), а, (т/)) = 0(Сп)- 

Наконец, используя (2.3) получим

IIÊ..à||#.BA#O*(D) < ^ (0(w,u) + J№à(w) ։/р
d/iA(u) < оо.

Лемма 5.7. Если € ВМО^ r(D) для некоторого фиксированного 0 < г < оо. то 

функция |у> - <^».аIя. v ограничена в D, и следовательно <р - С ВМОд(П>).

Докп»ательство. Заметим, что р Е ВМОд r(D) для любого 0 < г < ос. Далее,

Ч 1/р
^».a(u')I’'^ma(u՛) ) 

\ ։//>

|Р(г,а)|л

|D(2,s)|A

\։/|>
/ !£»,a(w) ֊ р,,Ф)|Ча(») )

-'ОС-.») /

Очевидно, первое слагаемое совпадает с fiP։A(y>;z,«) и меньше, чем

в.чо* (D)- Ля” оценки второго слагаемого применим (5.3), означающее, 
что < я при w Е D(z.s). Получаем

|D(z. e)|A JDt , ։

\ Vp
1ср»,А(и*) ~ v>».A(i)|p'^/*A(u’) ) < 2С,||у>||* уд/IQ, < ос,

А । # 4

и следовательно

яир|у>- А(х) < ос.
I6D

Поэтому, по Геореме 5.3 функция — ^>.д|рА ограничена, и остается применить

Теорему 4.3, чтобы получить у? - € ВМО^(П>).
I»J1AI ОЛА I*НОС I Ь. Автор глубоко признателен профессору Кехо Жу за его 
полезные комментарии и замечания.
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Abstract. We introduce and study in terms of Bereein transform weighted BMO*| J) 
spaces of functions of bounded mean oscillation in the Bergman metric on the unit 
disc. We give description of the spaces BMO^(D) in terms of Ben-un transform and 
also show coincidence of these spaces with known spaces defined in terms of averages 
over hyperbolic discs in the Bergman metric.
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STABILITY PRINCIPLES AND APPROXIMATION PROBLEMS 
IN VARIATIONAL CALCULUS

Peter Kosmol, Dieter Muller-Wichards

Universität Kiek Germany, Hamburg University of Applied Sciences. Hamburg

Lhe problem of pointwise minimization of the Lagrangian is approached 
by a simultaneous optimization with respect to both state and control 
variables. The Legendre-Riccati condition ensures the existence of an 
equivalent convex variational problem, making possible application of 
the corresponding stability principles. 1'his approach also provides an 
elementary access to the fundamental theorems of variational calculus, 
without employing the theory of Helds of extremals. Applications are in 
the problems of modular and parameter-free approximation of time-series 
data by monotone functions. We present a method, based on variational 
calculus, to determine a smooth monotone function that approximates a 
given time-series data in the least squares sense.

5 1. INTRODUCTION

An important field for the application of stability principles of optimization theory is 
the calculus of variations. In the context of control theory, the problem of establishing 
the continuity of the control by using Pontrjagin's maximum principle - leading to a 
value of the control for fixed i - reduces to a stability question for finite-dimensional 
optimization. In our approach of pointwise minimization of the Lagrangian, we 
employ a simultaneous optimization with respect to both state and control variables. 
It in addition the Legendre-Riccati condition is satisfied, a condition that allows 
us to ensure the existence of an equivalent convex variational problem, we can 
apply corresponding stability principles, whose results carry over to the solution 
of the original problem. This approach also provides an elementary access to the 
fundamental theorems of variational calculus, without employing the theory of fields 
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of extremals.
In the sequel we shall consider variational problems in the following setting : 
let L : R2n + ։ -» R be continuous. The restriction set S for given a,0 e R" is a set of 
functions that is described by

|S C {։ € C‘[a. b)."| z(a) = a. x(6) = 0}.

The function f : S —> ÎP to be minimized is defined by

/(x) = f 
J a

The variational problem with fixed endpoints is then given by

Minimize f on S.

The function f is also referred to as the variational functional.

In the subsequent discussion we introduce a supplement in integral form that is 
constant on the restriction set. This leads to new variational problem with a modified 
Lagrangian. The solutions of the original variational problem can now be found as 
minimal solutions of the modified variational functional. Because of the monotonicity 
of the integral, the variational problem is now solved by pointwise minimization of 
the Lagrangian with respect to the x- and z-variables for every fixed t, employing the 
methods of finite-dimensional optimization.
This leads to sufficient conditions for a solution of the variational problem. This 
general approach does not even require differentiability of the integrand. Solutions 
of the pointwise minimization can even lie at the boundary of the restriction set so 
that the Euler-Lagrange equations do not have to be satisfied. For interior points the 
Euler-Lagrange equations will naturally appear by setting the partial derivatives to 
zero, using a linear supplement potential.

§2. EQUIVALENT VARIATIONAL PROBLEMS

We now attempt to describe an approach to variational problems that uses the idea 
of the Equivalent Problems of Caratheodory (see [5], also compare Krotov (15] and 
Klotzler (?|) employing suitable supplements to the original minimization problem. 
Carathcodory constructs equivalent problems by use of solutions of the Hamilton- 
Jacobi partial differential equations, in connection to the corresponding field of 
extremals, which are not needed in Klotzler's approach. In the context of Bellman s



22 Peter Kosmol. Dieter Mtiller֊ Wichards

Dynamic Programming (sec [1]) the supplement can be interpreted as the so-called 
value function. The technique to modify the integrand of the variational problem 
already appears in the works of Legendre in the content of the second variation 
(accessory problem). For further reference also see [?).
The principal idea in this treatise is. to specify conditions that guarantee the existence 
of equivalent convex problems. As equivalent problems have identical extremals, 
the results obtained in the presence of convexity carry over to the solutions of the 
original problem. In this paper we shall demonstrate that explicitly given quadratic 
supplements are sufficient to yield the main results (in particular the Fundamental 
Theorems 1► -

Definition 2.1. Let F : [a. 6] x P" -> f? with (t.i) -> F\l.x) be continuously 
differentiable, and let F„. Frl. Ftr exist and be continuous. Then we call F a 
supplement potential.

Lemma 2.2. Let F : [a. b] x R" -> fi be a supplement potential. Then the integral 
over the supplement

[<F,(t,z(t)),i(t)>+Ff(f,z(t))]dl

is constant on S.

Proof : It suffices to see that 

fl<F' (t.r(O).r(f)) + F,(t.z(t))l dt = F(b.0) - F(a.a).

An equivalent problem is then given through the supplemented Lagrangian L :

L:= L-{F„i)- Ft

5 3. PRINCIPLE OF POINTWISE MINIMIZATION

The aim is to develop sufficient criteria for minimal solutions of the variational 
problem by replacing the minimization of the variational functional on subsets of 
a function space by finite dimensional minimization. This can be accomplished by 
point-wise minimization of an explicitly given supplemented integrand for fixed t 
using the monotonicity of the integral (application of this method to general control 
problems was treated in (14)) The minimization is done simultaneously, with respect 
to the z- and the z-variables in K'*. This is the main difference as compared 
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to Hainilton/Pontrjagin where minimization in done solely with respect to the i- 
variablcs. methods, which lead to necessary conditions in the first place.

Theorem 3.1 (Principle of Pointwise Minimization). Let a variational problem with 
Lagrangian L and restriction set S be given. If for an equivalent variational problem

Minimize g(x) := £(։(«),

where
L = L-(Fr.i)- Ft.

an x‘ G S can be found, such that for all t £ [a. b) the point (pt.qt) := (r*(t), i’(t)) 
is a minimal solution of the function (p, q) •-> L(p, q.t) =: ¥>t(p.q] on R2“.
Then x’ is a solution of the original variational problem.

Proof: According to Lemma 1.5. the integral over the supplement is constant.
It turns out (see below) that the straight forward approach of a linear (with respect 
to z) supplement already leads to the Euler-Lagrange equation by setting the partial 
derivatives of L (with respect to p and q) to zero.

§ 4. LINEAR AND QUADRATIC SUPPLEMENTS

Certain results of the classical theory are related to a linear supplement, where the 
supplement potential F has the structure

(1)

and A £ Cl[a, b]n is a function that has to be determined in a suitable way.
As F,(t,z) = A(t) and F։(f,z) = (A(t),z) we obtain for the equivalent problem :

Minimize y(x) = / L(r(f),i(/),t) - (A(t).i(t)) - (Â(t).z(*))df on S (2) 
Ja

Let L : R3n + J —> ]R be continuous and continuously partially differentiable with 
respect to p and q. If for fixed t € Mi a point (p։.qt) E P?" is a corresponding 
minimal solution, then the partial derivatives of ft have to be equal to zero at this 
point. This leads to the equations :

Lp(pt՝qt>0 - ■MO
I,(p»-<?r.O = A(t).

(3)

(41
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The point wise minimum (pf.<?c) yields a function t »-4 (pt,Qt). It is our aim to show 
that this pair provides a solution x* of the variational problem where x’(t) := pt 
and i*(t) = qt- In the spirit of the supplement method this means that the global 
minimum is an clement of the restriction set S. The freedom of choosing a suitable 
function A is exploited to achieve this goal. yAwH

Definition 4.1. A function x* 6 C’lu. b" is called an extremal, if it satisfies the 
Euler-Lagrange equation :

at
Vt G (a.b]

An extremal x* is called admissible if z* Ç S.
It is our primary aim to specify» under what conditions an extremal is a solution of 
the variational problem. This is the case for convex problems, i.e. for Lagrangians 
where L(-.-J) is convex for all t G [a, 6]. Obviously, then also linearly supplemented 
problems are convex, and vanishing of the partial derivatives of the Lagrangian is 
sufficient for a minimum. As equivalent problems have identical extremals it suffices
for a itive answer to the above question to identify an equivalent convex problem.

Theorem 4.2. Every extremal for the Lagrangian L is an extremal for the 
supplemented Lagrangian

L := L - (Ft,x) — Ft

and vice versa, where F is a supplement potential.

Proof: We have :

L* — Li ~ Er and Lz — Lx — iTFTX — Ftr,

Moreover,

-Fr(t,։(tn = FTi(t,x(t)) + i(t)TF„(t,®(i)).

If x satisfies the Euler-Lagrange equation in integral form with respect to L, i.e.

LTdr + c,

then there is a constant c such that

y LTdr 4֊ c,
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which we show using the continuity of Ft :

= Li ֊ F, 4- F,(z(a).a) - c = L* - c

Historically speaking, one would be satisfied to be able to answer the above 
fundamental question at least in a local sense. It turns out that such a convexification 
can already be realized through quadratic supplements in order to obtain the classical 
fundamental theorems of variational calculus.

։ •

Definition 4.3. A point z’ E S is called a strong local minimal solution if there is 
an « > 0 such that for all z E S with ||z(t) ~ ։’(t)|| < * for *11 f E [a. 6) we have for 
the variational functional /(։*) < /(z).
A point z* € S is called a weak local minimal solution if there is an f > 0 such that 
for all z E S with ||z(t) - z*(t)|| + ll®(0 “ < f f°r 1 € [a. b] we have for the
variational functional /(z*) < f(x).
For T = [a.b] the subsequent Lemma leads to conditions on the Lagrangian for 
obtaining a weak local minimum.

Lemma 4.4. Let T be a compact subset of R՞1 and let L : P.n x P" x T —♦ R and 
let '= L(’,՝,t) be twice continuously differentiable, and let £ : T —» ?'՞ with 
t >-¥ (pt.qt) be continuous, where (pt.qt) SIICL that for all f € T

1. Lf(pt.qt,t) = Lf(Pt. Qt.t) = 0
2. the Hessian <f>'t (pt.qt) positive definite

, Then there is a 6 > 0 such that

1. (P«-9r) is minimum of L(-,-,t) on Kf(t) := (pt.qt) + A’jfO. 0) for all t E T
2. L is uniformly strongly convex on K := IJieT՜{(p.t)|(p.q) € K*(0)-

Proof : As the set Si := {(p. q) E R2n|||p||2 + |kl|2 = 1| » compact and as 
t >֊-» <t>'t(Pt,qi) is continuous on T there is a positive c E R such that for all t E T

^”(Pt՝ ?։) (5)

n Sj, i.e. t »-♦ 4>'t{pt,qt) is uniformly positive definite on T, 
>et p > 0, then on the compact set in R3"*’ :

U *p(P-9‘-0
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WV have uniform continuity of (p. </.t) Hence there i» a a > 0 such that
for all (u. ։») € Ju(t) wr have

and hence on that set

Thus we obtain that (p. g) —> L(p, g,t) is uniformly strongly convex on A' for all 
t E T. i.e.

< -Z(p.ç.t) + - ^(||p- u||’ + I|ç ֊ v||2)
L & Z Z O

for all {p.q}. (u. ։<) € K and all t E T (see [9]. p. 39. Satz 4).

The above lemma assumes the perspective of pointwise minimization. If £.(•, •, t) is 
convex and the minima (p<. ) exist for every t € T and are unique, then, according to 
stability considerations, the mapping £ is continuous (provided that L is continuous) :

Theorem 4.5. Let the Lagrangian L be continuous, let L(-,-,t) be convex for aJl 
t E (a.6). and let (pt,g։) be the unique pointwise minimum for all t E [a,hj. Then 
C : T -֊» Rln with t <-> (p։.<Jt) is continuous.

Proof : This is an immediate application of Stabilitàtssatz 2 [8], p. 225.

Remark 4.8. If. in addition, the Lagrangian is twice continuously differentiable and 
the Hessian (for fixed t) is positive definite, then the implicit function theorem yields 
that £ is already continuously differentiable.

The following example shows that the convexity condition in the above theorem 
cannot be omitted :

Example 4.7. Let z : [0.1] x P: -♦ R with

z(t.s) := for t > 0 and

otherwise.

Apparently, z is continuous, in particular for t = 0 : let 6 >0 and s0 € R. Let 
|s - >ol < i and 0 < t < then |s - || > 1 and hence z(t,«) = 0 = z(0, s0).
Let further tj : [0,1] x R -» R with j(t, s) := s1 +«(t, s). The function g is differentiable 
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for t > 0 and |s - 11 < 1 and we obtain m a necessary condition for a minimum of 
the convex function g(t,-) restricted to the interval A := (} - 1. } + 1) :

0,(M) = 2»+2(|)’(,֊|) = O.

We obtain for the minima s(t) = [֊, ■ ֊ € (| - 1, | + 1) for t > 0 and s(0) = 0. For 
the function value we obtain for t > 0 :

g(ts(f)) = -(i + <3)2

and for t = 0 we have g(0,s(0)) = 0. As j(t,•) is nonnegative outside of It, the 
minimal solution s(t) is also a global solution of g(t, ■) for t > 0- Apparently neither 
the minimal solutions nor the minimal values converge to those of j(0, •).
If we define the Lagrangian in the following way : L(p,q,t) := g(p.t) + g(q, t) then 
Pi = s(t) and qt = s(t) for t € [0. 1] and are hence discontinuous at t = 0.

Remark 4.8. Below we will discuss the question, under what conditions a C1- 
solution x* of the Euler-Lagrange equations is a weak (or strong) local minimum 
of the variational problem. In that context the continuity of t ►-» (x*(t), x*(t)) is 
already implied. The positive definiteness of the Hessian will be guaranteed by the 
Lege i id re-Riccati condition. Finally, the necessary condition (gradient equal to zero) 
for a pointwise minimum of the Lagrangian, equipped with a linear supplement, leads 
to the Euler-Lagrange equation.

Definition 4.9. Let x* € Cl[a.h]" be an extremal, and let 

satisfy the strong Legendre-Clebsch condition, i.e. is positive definite on 
[a,b], then x* is called a regular extremal.

Remark 4.10. The Legendre-Clebsch condition, i.e. L°tr positive semi-definite on 
[a, 6). is a classical necessary condition for a minimal solution of the variational 
problem (see |6]).
The subsequent Lemma provides a tool to relate the Legendre-Riccati condition (see 
below) to the positive definiteness of the Hessian of the Lagrangian (compare with 
Lemma 4.4).

Lemma 4.11. Let M £ Z(RJ") be a matrix of the structure
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where A.C. D 6 L(P") Md D positive definite and symmetric Then M it positive 
(semi-) definite if Mid only if A - CT D~'C is positive (»emi-(definite.

Proof : Let / : R" X R" -» R dr fined by

/(₽•«):= (n ) ( = pT Ap+ 2qTCp +qT Dq

Minimization of the convex function /(p, •) yield« : 2Dq = -2Cp And hence

q(p}=֊DlCp.

By inserting this result into / we obtain :

ftp .?(p|) = pTAp - 2prCTD-lCp+ pTCTD~lCp = pTlA - CTD~lC)p.

Using our assumption A - CT D~XC positive (semi-) definite it follows that f(p,q) > 
f(P-QlP)) > 0 for p # 0 (/(p.fl(p)) > 0 in the semi-definite case). For p = 0 and q / 0 
obviously f(p. <?) > 0.
On the other hand, let M be positive (semi-)definite. Then (0,0) is the only (a) 
minimal solution of f Hence the function p -+ /(p, q(p)) has 0 as the (a) minimal 
solution, i.e. A - CrD~XC is positive (semi-(definite.

Definit ion 4.12. We say that the Legendre -Riccati condit ion is satisfied, if there 
exists a continuously differentiable symmetrical matrix-function W : [a, 5] -4 £(R") 
such that for all t G (a. 6] the expression

IS itive definite.

i;, ♦ nt + + tn («)

If the Legendre-Riccati condition is satisfied, we introduce a quadratic supplement 
potential 

F : [u. k] x R" -> J>

with F(t.p) - -|prW(f)p based on the corresponding matrix W such that the 
supplemented Lagrangian is strictly convex (see [13]).

1 heorem 4.13 (Fundamental Theorem). Let L : R" x R" x [a, 6] —♦ R be continuous 
Mid twice continuously differentiable. Then an admissible regulM extremal
z is a weai local minimal solution of the given variational problem if the Legendre- 
Riccati condition is satisfied.
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Proof : Let F(t.p) - - |prIV(t)p and let

20

i(p,f,t)» Hp^^)-{q.F^t.p)}~ F,(f.p) = Hp.q.t)- {q.Wp)- ’(p.Wp)

and let L{p,q,t] := L(p.q.t)- (A.p)— (A, p). Setting the partial derivative* of /,(• 11
to sero. yield« the Euler Lagrange equation« (see (4) and (5)) for L If r’ is an 
admissible extremal for L then also for L and vice ver«* (Theorem 4.2). Because of 
the Legendre Riccati condition and Lemma 4.11 the Hessian of L (and hence also of 
L) is positive definite. Lemma 4.4 then implies that x’ is a weak local minimum of 
the variational functional for L and hence also for that of L. a* the supplement u 
constant on S (see Lemma 2.2).
Using the subsequent

Lemma 4.14. Let A ; U —> R" be continuous. If there is r > 0 and a ball 
^(x0.r) C U such that (4x,x — Zq) > 0 for al! z € S(ro.r). then the nonlinear 
equation Az = 0 has a solution in TT(zo-r).

Proof : Otherwise Brouwer’s fixed point theorem applied to the mapping

( Az
liMTiLr10

would lead to a contradiction.
we will be able to establish that a weak local minimum is already a strong local 
minimum if the Lagrangian is uniformly convex with respect to the q-variable. This 
is due to

Lemma 4.15. Let T be a compact subset of R"* and let L : ₽" m R" x T -4 R and 
let L be continuously partially differentiable with respect to q
Let ( : T -4 R2" with t »-4 (pt.qr.t) be continuous with the following properties 
there exists a 6 > 0 such that for all t € T 

!• (pt.fi) i’» minimum of H , on Kj(t) := (pi.gi) + /G(0.0).
2. (a) L{p, t) is convex for ||p - p»|| < 6

(b) Up,. •, t) is locally uniformly convex for ||q - q(|| < 4 in the following sense 
there is a module-function, independent oft such that

L,(pi.<J.t) - L,(Pt.q« <) > ’’(119 ֊ ««ID-

Then there is a d> 0 such that for all p € R" with ||p - pf || < d. for all q C ~ . and 
for all t € T we have

L(Pt.qt.t} < L{p,q,t}.
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Proof : As the set К := Щт{(₽?• 0l< € ’» bounded in R2՞*՞1, Ц »
uniformly continuous on 7^. i.e. there is a 0 < d < 6 such that for all ||p — pill < d 
and all (p.?l € K* we have : * '• ■

|£,(p».?.t) - £,(p.?.0I < « < r(^/2) 
6/2

Let p := 6/2 and SP := {? € »"III? ֊ ?i|| = pb Then for all p e K{pt.d) and q € Sp 
we obtain : • ՛ . < • ՝it

(L,(p.?.t).?-?») = (£«IP?-<)՜ I,(p«.?.O.?-?t> + (b,(p».?.f).?-?,) >

> ’•(II? - ?»ll) ~ (₽• ?• П ~ ^(рь?« *)»? — ?»)l >
> ’■(II? - ?»ll) ֊ l|i»(p.?3) - Ц(р».?Л)||||? - ?dl > ’■(II? - V, 11) - e||? ֊ ?(|| =

= ’’(p) - « • p > 0.

Then, according to Lemma 4.14 there is a ?(p,f) € K(?».p) with the property 
L,(p.?(p, t),t) = 0. hence ?(p.t) is minimum of £(p,-,t). Suppose now there exists 
a (p.?l such that ||p ֊ p,|| < d where L(pt,qt.t) > L(p,q,t). Then, because of
Ip. ?(p. f))€ Kt(i) :

L(p».?։.f) < L(p.?(p.t).f) < h(p,?.t) < L(pt.qt.t),

which is a contradiction.
It appears that local uniform convexity of the Lagrangian in a C1-neighborhood of 
an extremal is guaranteed through the Legendre-Riccati condition (see [13]). Namely, 
the following theorem is true.

Theorem 4.16 I Uniform Strong Convexity of the Lagrangian) Let i’ be an extremal 
and let the Legendre Riccati condition be satisfied, then there is a 6 > 0 and a c > 0 
such that for all (p.?). (u. o) € Kr := K((x’(t), <5) and for all t € [a. b] we have

it.«) < 5 i(p.«. 0 + U(u... i) - ֊(IIP - -II’ + Ik - HI’)L L L L o

Theorem 4.17 (Strong Local Minimum). Let x* be an admissible, regular extremal 
and let the Legendre-Rjccati condition be satisfied. Besides, let there exist a k > 0 
such that for all f € (a,6] and all p with ||p — < * the function L(p.-,t) is
convex,
Then x9 is a locally strong minimal solution of the variational problem, i.e. there is 
a positive d, such that for all x € K := {x € S| ||x — z*||oo < d) we have :

L(x-(t).xe(lhOdt < L(x(t),z(t)J)df
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§ 5. approximation problems
As au application we consider a class of modular approximation problems in the 
following acnae : Let 4> ; ?2 —t R be a twice differentiable convex function with positive 
definite Hessian. let x € C2[o. 6) hr given and S := {t> € C2(a.6]|v(a) = v(B) = 0} 
We consider the approximation problem ;

minimize <»(x - v, i - i>)dt . v € S.

Then every admissible solution of the Euler Lagrange equation

d
—^(x - v, x - v) = <frr(x

is a strong solution of the approximation problem, in particular uniquely determined.

Example 5.1. Let a = 0 and b > 0 and let <fr(p, q) := pi2 4- q2 then for the Euler- 
Lagrange equation we obtain the linear second order ODE : 

with the solution

v ' sinh(t - r) ■ f(r)dr + i/(0) sinh t. 
0

where

v'(0) = sinh b
5.1. Parameter-free Approximation of Time-Series Data by Monotone 
Functions. In this subsection we treat a problem that occurs in the analysis of Time 
Series : we determine a parameter-free approximation of given data by a smooth 
monotone function in order to eliminate a monotone trend function from the data. In 
this way, investigations of cyclic behaviour of difference data (“Fourier-analysis") can 
be facilitated. In the discrete case, this type of approximation is known as monotone 
regression (sec [3], p. 28 f).

In addition to the data themselves, our approximation also lakes derivative^ into 
account, employing the mechanism of variational calculus :

minimize v - x)2 + (v - i)2dt on S.

where S := {v € 7ïCS։|«.fc)|v > 0).
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Remark 5.2. The problem under consideration is related to Example 51. However, 
on the one hand, the class of functions is larger (piecewise smooth), but on the 
other hand we impose the additional restriction that the approximating function is 
increasing.
We also have the transversality conditions : r)(o) = 0 = rj(fe) (see the existence 
discussion in subsection 5.2).

Linear supplement : F(t.p) = T?(t) •₽, then

•.»(•)) = Ft + Fp • v = rjv + T)i>. 
at

Using r/(a) = i)(b) - Owe obtain that the supplement is constant on S :

[ rp> + ijvdi = = 0-

Let L(p.q) := L(p.q)-T/p-T)q = |(x-p)2-»)p+ l(i-q)2-Tjq. Pointwise minimisation 
of L with respect to p and q is broken down into two separate parts :

1. inin{ j(i - p)2 - np|p € R} with the result : ij = p - x,
2. min{}{x - q)2 - G R>o}-

In order to perform the minimisation in 2, we consider the function j>(q) := 
j(i - q)3 - rjq. Setting the derivative equal to xero. we obtain for c := x + q :

V’, = q- i- q = <7֊c = 0.

For c > 0 we obtain c as the minimal solution of the parabola V’- For c < 0 we have 
q = 0 as the minimum of V' on P.>o because of the strict monotonicity of the parabola 
to the right of the global minimum. For c > 0 we obtain the linear inhomogeneous 
system of linear differential equations

For c(t) = x(t) 4֊ i)(t) < 0, this inequality holds, because of the continuity of c, on an 
interval /. i.e. v(t) = 0 on /, i.e. v(t) = 7 there. Hence rj(t) = 7 - r(t) on I, i.e.

»'*• - nUi) = / (1 ֊ *M)dT = 7(t - h) - / x(r)dr 
. . Jti

Algorithm (shooting procedure) : Choose 7 = v(a), notation : c(t) = x(t) + q(f), 
note : r/(a) = 0. Ml
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Start : c(a) - i(a) 
ifi(a) > 0 then »et t։ a. goto 1, 
if j(a) < 0 then set t0 — a. goto 2. 

]. solve initial value problem

/-։
v / \ 1 0/ \ u / \i

with the initial values q(tj), v(11), for which we have the following explicit 
solution» (see below)

*1(0 = = (v(t։) - ։(tj))»inh(t - ti) + n(ti)cosh(t - t։)-

v(t) = = x(t) + (»'(h) - i(l|))cosh(t - t։) + q(ti)sinh(t - t։)

Let to be the first root with change of sign of c(t) such that to < b. goto 2
2. jj(t) = v(to)(t - to) — z(r)dr + rj(toh Let t։ be the first root with change of 

sign of c(t) such that t։ < b. goto 1,
For given 7 = i>(a), this algorithm yields a pair of functions (rj-,. t»n). Our aim is, to 
determine a 7 such that i)-,(b) = 0. In other words : let 7 —► /(7) := (6). then we
have to solve the (1-D)- equation /(7) = 0.

Solution of Differential equation in 2 : Let <J>( t.) be a fundam> ntai system then 
the solution of the (inhomogeneous) system is given by

<J(t) = 4.(t)^ 4>-l(r)6(r)dr + 4>(f)D,

where D = $-l(ti)¥(<i). In our case we have the fundamental system 

*(') =
cosh t 
sinh t

sinh t 
cosh t

and hence
, ։. / cosh t sinh t \
* (l|=(֊Si..h< eo.l>J

which yields (using corresponding addition theorems) :

/cO8h(t-T) 8inh(t-T|\ 
\sinh(f — r) cosh(i — t) /

We obtain
*tt)= f («•«’M*-’՜) 8inh(f-rjW_'(;n<ir+

Jt \sinh(t-r) coshfl - r) / \ r(r) /
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/ cosh(t - h) *։nh(t - t>) \ /*?(*։) \
4 \ sinh(t - h) cosh(t — <i) ) \ v(t|) /'

i.e. *4
q(f) = J z(r) mnh(f - r) - r(r)co«h(< - r)dr+

+rj(t։) cosh(t - <։) + ®(h)8inh(t -1»),

w(t) = J i(r) cosh(t - r) - ։(r)sinh(t - r)dr+

4- i)sinh(f - G) 4֊ v(ti)cosh(t - tj)

The integrals can be readily solved using the product rule :

q(t) = (x(r)amh(t ֊ r))J։ 4֊ n(h)cosh(f -t>) 4֊ v(h)sinh(t - ti), 

v(t) = (r(T)cosh(t - r)]J։ 4֊ rj(h)s։nh(t - h) 4֊ v(fi)cosh(t - i։).

We finally obtain the following explicit solutions

rj(t) == (v(h) - x(h))sinh(t - G) + »/(ti)coah(t - t։), 

v(t) == r(t) 4- (v(*i) - x(#i))cosh(t - fj) 4- ^(ti)sinh(t - ti).

5.2. Existence. If we minimize the strongly convex functional /(։») := J*(v - z)2 4֊ 
(v - i)։dt on the closed and convex subset S of the Sobolev Space W2ll(a,6], where 
S ■= {։> € W,։ ։[a, b]|v > 0}, then, according to [8], p. 289. Satz 2. f has a unique 
minimal solution, which is in particular absolutely continuous (see [7], p. 35). In order 
to establish the existence of the function tj we make use of Pontryagin's Maximum 
Principle (see [7], p. 126 ff. compare also p. 208, Satz 1). Let

minJ(v, u):= / L(v, u)dt, v = u, 
J a

such that u(t) 6 (/ := R>o. h© = h։ = 0. We consider Pontryagin's function

H(v, u. T), A©) = q • u - A© ■ L(v. «)■

Let (։>.,u.) be a minimal solution of J, then there is a number Ao > 0 and an 
absolutely continuous function rj (not both identical to zero), such that the so-called 
adjoint equation :

q = -Ht = X0L, (v,,u.) = A0(v. - ։)

is satisfied, together with the transversality conditions

q(a) = r?(6) = 0.
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It turne out that in our situation AH > II, for suppose Ao = U. then q =- U and rjla) = 0. 
i.e. r/ = 0, a contradiction to the above cited theorem.

5.3. Smoothness Considerations. The adjoint equation now azurnes the form

r) = v. - x

which implies that q 6 C։[o. b] and c € C[a.b]. If x 6 C2[a.6j then c € С‘(ы.6]. 
According to Pontryagin's Principle, ii. is point wise maximum almost everywhere of 
the function H. As we have performed the pointwise minimization for all t Ç (u.A). 
according to the stability principle of convex optimization (see [8]), the resulting 
solution function v. is in C։[a, b) (L is continuous with respect to i).-

Реноме. Задача поточечной минимииции лагранжиана решаетга одновремен
ной оптимизацией относительно обеих переменных состояния и контроля 
Условие Лежандра- Рикатти гарантирует существование эквивалентной выпук
лин вариационной задачи, делающей возможным применение соответствующих 
принципов стабильности. Этот подход также допускает элементарное при
менение фундаментальных теорем вариационного исчисления, не используя 
теорию экстремальных полей. Этот подход применяется в задачах модулярного 
и нспараметрического приближения обменных рядов монотонными функциями 
В статье предлагается метод, опирающийся на вариационное исчисление, для 
определения гладкой монотонной функции, которая аппроксимирует заданный 
временной ряд в смысле наименьших квадратов.
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UNIVERSAL entire functions with additional properties
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The aim of this note is the construction of universal entire functions of a 
new type. In particular, these functions are universal under translations 
and are bounded on each line and have zeros at certain prescribed points.

§1 . OVERVIEW AND NOTATIONS
Throughout this paper we use the following abbreviations : fTR is the collection of all 
compact subsets K C - with connected complement. By A(A) we denote the set of 
all functions which arc continuous on K and holomorphic in the interior of K. Finally 
let H(C) be as usual the set of all entire functions.
It is our aim to construct entire functions which have a universal and also another 
non-universal property. The first results dealing with universal properties were 
proved by Birkhoff [2] and MacLane [7]. which slightly modified state as follows.

Theorem 1 (Birkhoff. 1929). Let b = {K}CC be a sequence with bn -> oo (n -> oo). 
Then there exists an entire function with the property that for every compact set 
K € 9H and for every function f € >4(K) there exists a sequence {nt} C H with

¥>(z + -> /(■«) uniformly on K.

Theorem 2 (MacLane. 1952). There exists an entire function <p with the property 
that for every compact set A € 971 and for every function f 6 A(A) there exists a 
sequence {n*} C N with

f(x) uniformly on K.
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In the sequel we will rail such functions "Birkhoff-universar with respect to 6 and 
"MacLane-universaF respectively. As mentioned above we are going to construct 
similar functions which in addition are bounded on each line, tend to »ero on each 
line, or have zeros at certain prescribed points.

§2 . A BIRKHOFF-UNIVERSAL FUNCTION WHICH IS HOUNDED 
ON EACH LINE
Theorem 3. There exists an entire function y? and a sequence h = {6n } of complex 
numbers with 6„ —» oo. such that the function p mid nil its derivatives (j £ H)

1) are bounded on each line. T®
2) .vr Birlchoff-universaJ with respect to l>.

Sketch of Proof. 1. We dispense with showing that the derivatives of <p have the 
same properties as Let us consider the set

S = {z : Re z > 0, vzRe z < Im z < 2v/Re z}c 

and pairwise disjoint circles Bn with center bn, such that

Bn = {z : |z ֊ b„| < n} C S'.

Then
ID

F:=SU |J B„ 
n = l

is an Arakelian set.
Let {(?„} be any enumeration of all polynomials with coefficients in Q + iQ. The
functions 

«*(*)={ - In n
Qn(z-6„)

>f z € Bn. 
if z e S.

<?(*) =
if zeB„.
if z£S

are holomorphic on E. According to Arakelian's approximation theorem [1] we first 
can choose an entire function g with 

and then an entire function h with

r ֊ '»(*) <1 (z € E).
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The entire function y>(z) = h(z) e,u*՜* satisfies for all z £ E

|ç(z) - y>(x)| < < el*O)-,<։>l-i+<(i) < (2*

It follows that for all z Ç S

!<?(*) I = M*) ֊ < e*“1 = 1.

The set S has the property that the intersection of any line with the complement of 
$ is cither empty or contained in a compact set. So. we get that p is hounded on 
each line.
Furthermore, it follows from (2) that

max |y>(z) - Q„(z - Ml = max |y>(x) - ?(x)| < -, <■ t£B, n

which is equivalent to
max |^(z 4֊M - Q„(z)| 
ld<"

By the choice of Qn and Mergelian's approximation theorem (8). we obtain that <p is 
universal under translations.

Remark 4. If we replace the function 6 on the set S in the proof of Theorem 3 in 
(2) by a suitable holomorphic branch of a logarithm, we obtain an entire function 
with the same universal properties as in Theorem 3. which in addition tends to rero 
on each line.
Next we discuss two subsequent questions

• Under which conditions on the sequence b may such an entire function ip as in 
Theorem 3 be constructed ?

• How “big" is the set U»(C) of all the entire functions <p with the above explained 
properties ?

For this we define

We say that the sequence b has the property (G) if there exists a subsequence (6n,} 
of (M՛ such that for every R > 0 and every line T in C

only for finitely many k E 11.

With these notations the following result holds.
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Theorem 5.Supposr that H(C) is endownl with the compact-open topology,
1. If the sequence b has not the property (G), then U*(C) is empty.
2. If the sequence b has the property (G). then there exists a dense linear subspaee 

L of H(C), such that
L\(0}CU*(C). I

However U*(C) is not a residual subset of H(C).

Proof. We concentrate on showing, that 11*(C) is not a residual subset of /7(C). Il 
is well-known (see. for instance. Grosse Erdmann (5]) that the set

1(C) := {<fi € /7(C) : For every K € W. every f G AlK), 

there exists a sequence (n*) C tl 0^0 

with <p(z + n*) -4 f(z) uniformly on K(k -4 oc)}.

(in other words : H

'!(C) - € /7(C) : is hypercyclic for the translation operator Tj by 1))

is a dense G*-subset in /7(C).
Suppose that the dense set U*(C) contains a dense and Gj-subset in 17(C). By Bairc's 
category theorem it follows that the intersection T(C)AU*(C) is also dense in //(C), 
in particular not empty.
Assume G 1(C) H Ut(C), i.e. |^>o(z)| is bounded on Zo + R for some zq € C by a 
suitable constant co, 

sup |po(*o + «)| < co- (3)

Let h — (zo) and /(z) = eq + 1. Then there exists a subsequence {n*J C N with 

¥>o(*o + nt) -4 f(z) = co + 1 (fe-4 oc)

in contradiction to (3). So <po is not bounded on each line, i.e. <p0 (f LU(C), and the 
proof is complete.
One should notice that so far only very few cases of a universality have come up in 
the literature where the set of universal elements turned out to be non-residual, cf. 
Grosse Erdmann (5). M

§3 . HIRKHOFF-UNIVERSAL FUNCTIONS WITH PRESCRIBED 
ZEROS
Next we construct a Birkhoff-universal function <p. which in addition has zeros at 
certain prescribed points w,։ of order po. Moreover, all the other zeros of are 
known.
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Theorem 6. Let (u»H) be a sequence of prescribed complex numbers and let {Pn) 
be a sequence of natural numbers, where {u>„) m supposed to have the following 
property :

The set {u>„ : n € 11} does not have any cluster point in 3 and there exists an 
unbounded sequence {z,,) of complex numbers with :

1. The closed discs Fn := {z : |z - z„| < n) satisfy F. n Fm = 0 for n ± m. 
Choose (arbitrarily small but fixed) open sets F„ J F„. such that F„ fl Fm = 0 
for n / m.

2. The set F := |J F„ satisfies : wn & F for all n € N. 
n=0

Let {Qn} be any enumeration of all the polynomials
. . . „ HIwith coefficients in Q + iQ.

Then there exists an entire function p with the following properties :
1. ^(u»n) = 0 of order pn.
2. For a// n € U the zeros of Q„(- — zn) on the set Fn are also zeros of p with the 

same order.
3. p has no other zeros.
4. p is a Birkhoff-universal function with respect to {zn }.

Remark 7. • It is possible to choose only a finite number of points wn.
• Instead of the set of all polynomials with coefficients in Q + iC we may use in (4) 

any other countable dense subset of the set H(Ch endowed with the compact
open topology.

• The additional zeros which arc mentioned in the second statement of Theorem 6 
arise from the construction in the proof of this theorem, in which we once again 
apply Arakelian’s approximation theorem. But they are also necessary in a sense. 
Let p be a Birkhoff-universal function and let {zn } be the sequence of translation 
points. By a simple application of Rouchc’s theorem, we obtain that for every 
Zq € C and every neighbourhood t’(zo) of zo. there exists a subsequence {nt} in 
11, such that + *»»*) = 0 (fc t Fl) with £0 € t/(x<j).

Dy an application of a slighty modified version of Theorem 6. it can be easily shown 
that there exist Hirkhoff-universal functions, which have a regular distribution of 
its zero«. Therefore we denote by n^(r) the number of zeros (counted according to 
multiplicity) of the function p on the set (z : |xj < r).

I heorcm 8. Suppose that there are given c.9 € (0.00). Then there exists an entire 
fuociion p with the following properties :
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. r nf<r) „ " i
l . Inn ■ = c. V-+3Q
2 <p is a Birkhoff-universal function with respect to a prescribed sequence {zn),

§4. MACLANE-UNIVERSAL FUNCTIONS WITH PRESCRIBED 
ZEROS
Now we discuss the same problem of prescribing the zeros of MacLane-universal 
functions Herzog (6) showed the existence of a zero-free entire function, which ii 
universal in the sense of MacLane. Moreover, it is obvious that there exist MacLane- 
universal functions with finitely many prescribed zeros.

Theorem 9. Let {zn } be any sequence in C. which has no cluster point in C. Then 
there exists a MacLane-universal function <p with y?(z„) = 0 for al/ n € N.
Proofs, that are not given here, arc already published or will be published elsewhere 
soon. For proving the last theorem a power series needs to be constructed. 
Furthermore, we need interpolation by Lagrange polynomials, basic properties of the 
Weiera trass elementary factor and Walsh's theorem on simultaneous approximation 
and interpolation to get the zeros as desired.

Резюме. Цель данной заметки ֊ построение универсальных целых функций 
нового типа. В частности, эти функции универсальны относительно переносов, 
ограничены на каждой прямой и имеют нули в заранее определенных точках.
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Dedicated to the memory of Walter Hcngartner1

SHIFT GENERATED HAAR SPACES ON TRACK HELDS

G. Opfer
University of Hamburg. Hamburg. Germany 

E-mail: opferQrnath.uni-hamburg.deG

The paper shows for several cases of compact, convex sets K that G(z) = 1/z2 is not a 2-dimensional Haar space generator for K. implying that it is not a universal Haar space generator for K. 1 he above G is not a 3- dimensional Haar space generator for all regular polygons with smoothed vertices. The paper contains an overview of the joint work of Walter Hengartner and the present author.

§1. INTRODUCTIONWe start by explaining what a Haar space is and mention some of its properties. Let C denote the field of all complex numbers and let K C C be a non empty, compart subset of C and X = C(K) the space of all continuous, complex valued functions equipped with the uniform norm ||/|| = max|/(z)|.ADefinition 1.1. With the above terminology let n € N = {1/2....} be hxed and
tj.tkEK. = 1.2,...,n. (1.1)Any n-dimensional linear subspace V of C(K) will be called a Haar space (Alfred Haar, Hungarian mathematician, 1885-1933) for K if the interpolation problem

= ty« J =An obituary including a photograph has been published by Bshouty & Fournier [1|.



14 G Optetlias a unique solution h € V. »Let W c X be a non empty but otherwise arbitrary set and f € A. An 
approximation problem consists in finding all w € W with w € Fw (/) where

Pw (/) = (w : II/- w|| = inf ||/-w||}. (1.2)
The set Pw(f) may be empty or contain several elements. All elements w E Av(/) will be called best (uniform) approximations of / with respect to W. W.՝ arr mainly interested in the case where Pw(f) contains exactly one element for all f, which means that the approximation problem is uniquely solvable for all / € X. In this case /’n X ►—♦ W is a mapping, called a projection or a projection map. Thr approximation problem will be called linear if W is a linear subspace of A՜ with finite dimension. The importance of Haar spaces is expressed in the following theorem.
Theorem 1.2. Let V c X = C(K) be an n-dimensional linear subspace of X. Then 
the following statements are equivalent :
(a) V' is a Haar space for K.
(b) Let hi.h;.........be a basis for V. Then the matrix

M = (hj(tk)), J. k = l,2,...,nis non singular for all choices oft* € K. k = 1,2,..., n which obey (1.1).
(c) All elements v € V{0} have at most n - 1 zeros in K.
(d) Each element f E X has a unique best (uniform) approximation in V.Proof : Meinardus |7]. 1967. pp. 1 19, Haar [4], 1918.Example 1.3. (a) Let K C '֊ and let fln_i be the n-dimensional linear space of all polynomials of degree at most n - 1 with complex coefficients. Then, fln_j is a Haar space of dimension n for all K with sufficiently many points.(b) Let K C C and 0 € K. Then V = (x,z3..........z2”՜1) is an n-dimensional linearspace which is not a Haar space for K. By (...) we understand the linear hull (also called the span) of the elements ... between the brackets.$2. SHIFT GENERATED HAAR SPACESLet K C C be non empty and compact and let t} E C, j = 1,2,. ,.,n be mutually distinct.Example 2.1. In this example we define two shift generated linear spaces ofdimension n ;

Z - ln



Shift generated Haar spaces on track fields 45W = ֊ t|)։),exp(-(z - t։)։)..........exp(-(z - t«)1)). z £ KIt is easy to sec that V is a Haar »pare if we choose all t, g X. regardless of the definition of K. The only restriction on K is that it contains sufficiently many points. The second space W is a Haar space in case K C R and it is in general not a Haar space if K C C. This is implied by the periodicity exp(z) = exp(z + 2kni) for all x g C and all k £ IL. Both spaces. V. W are shift generated, V by Glz} = - and W by G(z) = expt-*2) >n the »ense that they coincide with
Vn = (G(z-ti),G(z-t2)..........G(z-։*)), ։£K, (2.1)

where in the case of W the multipliers of the span have to be restricted to R.The question which functions G generate (real) Haar spaces by applying (2-1) was posed by Cheney and Light [2]. p. 76.Definition 2.2. Let K C C be non empty and compact and let G : ? \ (l)| •—* _ be a function defined on C \ {0} with values in C.1. Let n € H be fixed. The function G will be called an n-dimensional Haar space generator for K if for each set of n pairwise distinct points t։. tj....t„ € 2\K(i.e. outside of K) the functions hj defined by hy(z) = G(z - t,), j = 1.2.........nspan an n-dimensional Haar space for X.2. The function G is called a universal Haar space generator for K if G is an n-dimcnsional Haar space generator for X for all n € J I.The set of universal Haar space generators is not empty. Take (7(z) = * and refer to 
V of Example 2.1. Slightly more general is the following example of a universal Haar space generator G :

G(x) = rap(°Z t*l. a, teC. (2.2>It is easy to show, that the space defined in (2.1) for this G is a Haar space for all n and all K (non empty, compact, sufficiently many points).$3. SHIFT GENERATED HAAR SPACES ON DISKSIn our first paper Hengartner and the present author (5) investigated the case where K = {z G C : |z| < 1) is the closed unit disk and G G H(C{0)). which means that 
G is holomorphic on C with the possible exception of the origin. We also say that G is an analytic Haar space generator, tacitly assuming that G is defined on J with the exception of the origin. We obtained the following main result.Theorem 3.1. Let K be the unit disk and G G H(C(0|). Then. G is a universal 
Haar space generator if and only if G is of the fonn(2.2).



46 G. ()pfetFor the proof we proceeded stepwise. First wc assumed that G is a one dimension*] Haar space generator which is equivalent to the fact that G(z t) has no zeros in 
K for all t £ K. Then we assumed that G is a one and two dimensional Haar space generator, etc. In this way wc found the following surprising result.Theorem 3.2. Let G t H( C{0)) be an n-dimensional Haar space generator for the 
unit disk for n - 1. 2. 3. 4. Then G is a universal Haar space generator. This result is 
best possible in the sense that 4 cannot be replaced by a smaller number.՜
We have always assumed that G is holomorphic on C{0). If we would admit entire function- for G (i.e. holomorphic on the whole of C). then our proofs show that we would not find any universal Haar space generator. Thus, the hole in the domain of definition for G is essential.§4. SHIFT GENERATED HAAR SPACES ON GENERAL COMPACT SETSIn a second paper Hengartner and the present author [6] investigated the case of a general compact set К 6 C. Wc found the following main result.
Theorem 4.1. An analytic universal Haar space generator G for an arbitrary, non 
empty, compact set К (with sufficiently many points) must be necessarily of one of 
the two forms : \ r՝—■*' ж. expfaz +.6)

<ад=—-------— or (4.1). exp(az + b) _
G(z) = a, beC. (4.2)Dy K՝ we denote the interior of K. by № we denote the closure of №. In order to prove Theorem 4.1 we had to distinguish between the following two cases : К \№ /0 and К = №.The first сам would apply if K° is empty. An example is a segment S in C :

S = [z։. z2) - (z : z = (1 - A)zj + Az2, A € [II. 1||.

We have found an important additional information for the case (4.2) of Theorem4.1. ? mww
Theorem 4 2 An analytic universal Haar space generator G of the form (4.2) 
in Theorem 4.1 is possible only under the following additional conditions for 
K :
(i) K =
(ii) K is convex,
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(Щ) the boundary dK of К has no corner,
(iv) К is not an ellipse (including disks).Actually, the authors conjectured that сале (4.2) will never happen. It was already shown by Hengartncr and the present author [6]. Lemma 1.6. part 1, that сале (4.2) can be reduced to the simpler case

G(z) ֊ z # 0. (4.3|Conjecture 4.3. Let K have the properties mentioned in Theorem 4.2. Then G defined by G(z) = Jy is never a universal Haar space generator. It should be repeated that the conjecture is true in case K does not have the properties mentioned in Theorem 4.2. In order to prove the conjecture it is sufficient to prove, that G is not an n-dimensional Haar space generator for one specific n > 1 since G is always a one dimensional Haar space generator (G is non vanishing for all z # 0). So it might be of interest to study some special cases, e. g. a track field.|5. TRACK FIELDSA track field is a sort of oval which in our model will consist of a rectangle adjoined by two halfdisks. For two given positive reals c.dgR let
R(c,d) = {z € 0 : |Rz| < c, |3z| < d}

be a rectangle, where ft, 9 stand for real part, imaginary part, respectively. Now define two halfdisks
D( = {z G C : |z + c| < d. Rs < -c}, DT = {z € C : |z - c| < d, Hz > c}.

Then, a track field is defined by
T(c.d) = R(c,d)U Di uDr, c > 0. d > 0. (5.1)

Apparently. T(c, d) is the closure of its interior points, is convex, is not an ellipse and the boundary has no corner. All conditions of Theorem 4.2 are satisfied. One example of a track field is shown in Figure 1.Instead of putting the half disks on the left and right side of the rectangle R(c.d) we could have put half disks on top and on the bottom of the rectangle. However, n-dimensional Haar space generators G of the form (4.3) are invariant under transformations of K of the type aK + 0 where a € C \ {0} and 0 € C, [6]. Lemmal.6, part 2. We want to show that G. defined in (4.3) is not a universal Haar
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Track field T (2.11

Figure 1. Example of track field for c = 2, d = 1.space generator for T = T(c.d). For this it is sufficient to show that G is not a 2- dimensional Haar space generator. We repeat three lemmata (Lemma 2.3. Lemma 2.4. Lemma 4.10) from [6] which arc valid for all compact sets K.Lemma 5.2.Let G defined by G(z) = -j. s. t £ K, a / t And let t>](z) = G(z - s), £r»j(z) = G(z - t|. Then V — (i»։, vj) is a Haar space of dimension two if and only if 
p{z;s.t) =

G(z — s) 
G(z-t)

z € K, s,t € C \ K. s / t (5.2)
is injective on K which means p(u; s.t) — p{v;3,t) implies u = v.Lemma 5.3. Let G(z) = ֊7 be a two dimensional Haar space generator for any 
compact K Then the function

F(t: u, i») = ( —— ) ։ f€C\K, u, u€K, u / v (5.3)
is injective in C \ KLemma 5.4. Let K Q C be a compact set containing the two distinct points 
zi՝z2 € K. If both points Uitj = 0.5(zj + Zj ± i(zi — zj)) do not belong to K. 
then G(z) = 1/z3 is not a two dimensional Haar space generator for K.This lemma is good enough to solve the track field problem.Fheorem 5.5. Let K = T(c,d) be a given track field, defined in (5.1). Then. 
G(z) = 1/z2 is not a 2-dimensional Haar space generator for T(c,d).



Shift generated Haar spaces on truck fields 40proof: Define zli2 = ±(c + d) which are both in K. Then, ut , - 0.5(z։ + z, ± i(z։ - aa)) = ±«(c + d) $ К. Lemma 5.4 prove« the theorem.We нес that in the limit case c = 0 the track field T(c,d) degenerates to a disk with radius d and the above proof would not work. In this case. Glz) - 1/z2 is indeed a 2-diniensional Haar space generator for the disk. Sec [6). Lemma 4.12. This is another proof for the fact that the dimension n is not continuous with reaper t to the monotone convergence of compar t sets ([6]. Lemma 1.6. part 5). But we have alw» shown in 5]. Lemma 19 that G(z) = 1/z2 is not a 3-dimensional Haar space generator lor any disk with positive radius.§6. ADMISSIBLE CONVEX SETSThe proof for the above case (Theorem 5.5) can be transferred to all convex sets for which Lemma5.4 is applicable. In that lemma two points u։ ։ = 0.5(zj + z2±i(z։ -z2)| arc computed from two given, distinct points zi,z։ € K. Define the two segments Si = [zj,z։], Si - [utiU2]. It is easy to see that - «» = ։(z։ - z2) and («1 + ։‘2)/2 = (zj + Zj)/2. For the segments that means that they are diagonals of a square.Let us denote this square by Q(z։,z2). It is that square whose one diagonal is the segment Si = [zj.zj]. Lemma 5.4 now says that G(z) = 1/z2 is not a 2-dimensional Haar space generator for a compart, convex set К if there arc two distinct points Zj.z2 € К such that the other two corners of the square Q(Z|.z2) are outside of A՜Definiton 0.1. Let A' C C be a non empty convex set. W<՝ call A՜ admissible if there are two points Zi.z2 6 K such that the square Q(zj, z2) defined above has the property that the two other corners of Q(zi.z2) are outside of K.Au example of an admissible set (an ellipse) is sketched in Figure 2. Let △ be the regular (equilateral) triangle with the corners (-1.0), (1. 0). (0. vz3). Then. A is admissible. To see this, choose z։ — 0 € △. z2 = v'S* € Then. u։ = 0.5v/3(-l + t), u2 = 0.5\/3( 1 + «) are both outside of △.Iheorem 6.2. Let P„ be a regular polygon with n > 3 vertices. (i) Un is odd. then is admissible, (ii) If n is even. then (a) Pn is admissible if n is not divisible by 
four, (b) Otherwise (i.r. n is divisible by four) Pn is not admissible.Proof : Assume that the vertices of Pl։ are represented by - exp(^~h J - 0» 1,...»n - 1. Let n be odd and let nx = (n — 1 )/2. nj = (n+ 1 )/2+ Then n2 - nx = 1. Let zx = V0| and z2 = 0.5(r>M, + n„ J. Clearly, Xi G P.. and the convexity of Pfl implies ’2 € P„. The two other corners of Q(zi,xa) arc Ujj = 0.5(zi 4 z2 1 i(z։ and iliry are outside of Pn. Let n be even. We use mainly the same construction
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U»

«1
Example of slim convex set

Figure 2. Example of an admissible set (ellipse).
Let z\ = wo, z2 = Since Z\.Z2 are both vertices located on the z-axis. we have U| 2 = ±i. In case n is divisible by four, ui coincides with vertex un/4 and uj coincides with vertex i'a/4+n/2՛ ^ase n is not divisible by four, the two points ui,uj arc different from vertices and are therefore necessarily outside of Po.The general theory says that convex sets K with corners never have G(z) = 1/z2 as universal Haar space generators. So polygons are actually not of interest. However, we may think of slightly perturbed polygons where the corners have been smoothed The problem could be solved if one could prove the following conjecture.Conjecture 6.3. Let K CC be a 

(i) K=K\
compact convex set with the following properties :

(ii) the boundary OK of K is smooth.
(Hi) K is not admissible.

Then, G(z) = X/z2 is not a 3-dimensional Haar space generator for K and thus, not a urn versa/ Haar space generator for K.



Shift generated H<«ar spaces on track field» 51Examples different from a disk, satisfying (i) to (iii) are according to our Theorem 6.2 regular polygons with n = 4k, k — 1,2,... vertices with (slightly) rounded corners. \Ve will show that G(z) = 1/z2 is not a 3-dimensional Haar space generator for all such regular polygons. We start with the following theorem.Theorem 6.5. Let Q — {z : |J?z| < 1, |$z| < 1} be a square and Q the same 
equate with rounded corners (e.g. by using small circular arcs near the corners). 
Then G(z) = 1/z2 is not a 3-dimensional Haar space generator for Q and thus, not a 
universal Haar space generator for Q.Proof : We show that Vj = (G(z — f j). G(z — tj). (?(z — tj)) is not a Haar space for suitable shifts f3.f3.f3. We take t3 = exp(-2ir«/3)f։ =: at։.t3 = exp(2»«/3If։ = M։ and leave f։ as a real parameter, to be suitably adjusted. One element in VS is1 a2 62 1 a1 b2“ (s-tj)1 + (z-t3)’ + (*-h)a ~ (*-<։)* + * (z֊bti)2Since ab = 1 we have

W(Z) (z-h)a + (bx֊t։)։ + (az֊tif
Now. t>(z) = 0 if and only if z € {z1.z3.z3) where za = -l/2fj. j - 1.2.3. If we choose f։ = 1.2. then <3,3 = -0.6 ± 1.0392«. Thus, f 1.3.3 £ Q For the zeros we obtain z։ = -0.9524, z2.3 = 0.4762 ± 0.8248« which are all in Q.It should be observed that the above proof will work also for values of f։ which are slightly different from the given value 1.2. For t։ € [116,1.26] the proof still works, but for f։ < 1.15 and t > 1.27 the proof does not work. Nevertheless, the idea of the proof is good enough to settle the problem for all regular polygons. It should be noted that this proof is adapted from [5]. Lemma 19.Theorem 6.6. Let P„ be a regular polygon with n > 3 vrrti< < > and P.. th՛ amc 
polygon with slightly rounded vertices. Then. G defined by G(z) = I/s* is not a 
universal Haar space generator for Pn.Proof ։ We only need to show, that G(z) = 1/z2 is not a 3-dimensional Haar space generator for Pu-i k > 2. The case P\ was already settled in Theorem 6.5. All other cases arc settled by Theorem 6.2. We use the same proof as for Theorem 6.5 and assume that the vertices have the form Vj = x/2exP ( ^T ) CXP ( -֊y )• 7 = 0,1,...,4k - 1. This form guarantees that the vertices of the square Q defined in Theorem 6.5 arc included in that definition of the vertices. Also note that all polygons are included in the centered disk of radius \/2. Now we refer to the proof ul



r»2 G OpferTheorem 6.5 and put tj = 3/2. Then tj.j = 3/4( —1 ± v^») «nd |f2 j| = 3/2 Hence, all shifts ft 2 3 are outside the disk of radius \/2 and thus, outside of all P„. The zeros zi = -3 • 2՜*/3 = -1.1906, z1>3 = 0.5953 ± 1.0310« are inside P։ and inside P։2. We have Pi C Pi i C P20 ■ • ՛ and P9 C Pie C Pjs • • and therefore, the zeros arc all inside of P^k. for all k > 2.§7. EXTENSION TO UNBOUNDED SETSIt is interesting that even for non compart sets in C some analogue results can be derived However, the class of continuous functions has to be restricted such that the uniform norm is still (finitely) defined. The results of this section are by Maude Giassou Waller Hengartner and the present author. [3. 2003|. Let F C C be non empty aud closed. We will restrict the continuous functions to the cases where
II/IIf = sup |/(z)|

is still finite. For this purpose it is sufficient to require that
Jim /(z) = 0. rÇF, x-400 (7.1)

We will denote the class of continuous functions for which (7.1) is valid by C°(F).There is the following basic theorem.Theorem 7.1. Let F C C be non empty and closed and V an n-dimensional linear 
subspace of C°(F). The approximation problem has a unique solution in V for all 
f € C°( F) if and only if V is a Haar space for F.Proof : [3]. Theorem 1.2.It should be noted that the above theorem is not valid for the larger class of continuous and bounded functions. There is a counterexample in [3], Example 1.3.Theorem 7.2. Let F C C be non empty and closed and

-a: +tG(z) = ------- and ||ea։ IIf < 00 a, 5 E C, z / 0.Then G € H(C{0) ) and G is a universal Haar space generator for F.Proof : [3|. Example 1,5.The proof is actually straightforward, and depending on F there is a table [3. Tablel] showing the actual restriction of a induced by ||e°"' ||p < 00. To mention two examples.
F ~ ^+- 1 hen ftl«) < 0. In case F = {z : |z| > /1} for a positive P, we have u = 0.



Shift generated Иллг spaces on track fields 53There are several theorems in which universal Haar space generators are characterized for closed, but unbounded sets. Let e.g. F contain {z : |z| > R), then under some additional conditions on F a universal analytic Haar space generator must necessarily have the form G(z) = 1/z ([3]. Theorem 4.5).Acknowledgments. The author thanks Professor Ron B. Guenther. Oregon State University. Corvallis. Oregon. USA for reading this manuscript and giving advice for improvements. Thanks go also to Dr. Наук Mikayelyan. Max Planck Institut. Leipzig. Germany who provided the translation of the abstract into Armenian language.
Резюме. Дл« некоторых компактных, выпуклых множеств К показано, что <7(х) = !/** не является образующей 2-мерного пространства Хаара для К. откуда следует, что С(г) не является образующей универсального пространства Хаара для К. Выше приведённая С не является образующей 3-мерного пространства Хаара для всех правильных многоугольников с заглаженными вершинами. Статья содержит обзор совместной работы Уолтера Хенгартнсра и автора статьи.REFERENCES1. D. Bshouty, R. Fournier. Editorial note (includes photograph), in : Computational Methods and Function Theory, vol. 4. pp. i - ix. 2004.2. E. W. Cheney, W. Light. A Course in Approximation Theory. Brooks/Cole. Pacific Grove. 2000.3. M. Giasson. W. Hengartncr. G. Opfer. “Shift generated Haar spaces on unbounded closed domains in the complex plane”. Computational Methods and Function Theory, vol. 3. pp. 151 164, 2003. Hamburger Beiträge zur Angewandten Mathematik, Serie A. Preprint 175, August 2003, 14p.4. A. Haar. “Die Minkowskische Geometrie und die Annäherung an stetige Funktionen", Math. Ann., vol. 78. pp. 294 - 311. 1918.5. W. Hengartner, G. Opfer, “Complex Haar spaces generated by shifts applied to a single function”, in : C.K.Chui, L.L.Schumaker, J.Stockler (rds), Approximation Theory X : Abstract and Classical Analysis, Vanderbilt University Press, Nashville, TN. pp. 223 238, 2002. Hamburger Beitrage zur Angewandten Mathematik. Serie A. Preprint 167. November 2001. 14p.6. W. Hengartner, G. Opfer. “Shift generated Haar spaces on compact domains in the complex plane", Constr. Approx., vol. 22. pp. 113 132. 2005. HamburgerBeiträge zur Angewandten Mathematik. Serie A. Preprint 174, July 2003. 18 p7. G. Meinardus, Approximation of Functions. Theory and Numerical Methods. Springer, Berlin, Heidelberg. New York. 1967. Поступила 2 сентября 2005
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Реноме. В статье рассмотрена задача Дирихле для эллиптических систем второго порядка с постоянными главными коэффициентами на кусочно-гладких областях комплексной плоскости. Приведены критерий Фредгольма и формула индекса в пространствах Гельдера и некоторые примеры эллиптических систем, в которых индекс задачи Дирихле не обращается в ноль.

§1. ФОРМУЛА ИНДЕКСАРассмотрим эллиптическую систему 
0~ и

Лх1дх^ + *^12 + ^2») д՝и 
дхду

д2и
+ Л:։5^ ' (1.1)

где коэффициенты Ач Е R1*1 суть постоянные, а и = (и։,-> «м») € С2 - неизвестная векторнозначная функция. Для этой системы, задача Дирихле
«|ао = / (1-2)для областей Д с гладкой границей, впервые исследована Бицадзс в работе [1], где был введён класс так-называемых слабо связанных эллиптических систем. Задача (1.1), (12) является фредгольмовой тогда и только тогда, когда система (1.1| из этого класса, а индекс задачи есть ноль. Для эллиптических систем общего вида задача Дирихле исследовалась многими авторами (Товмасян (2, 3].



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 55Вольперт [4], Бегер и Уси (5), Сираждинов (6]. Бурский [7]). Упомянуты«- слабо связанные системы могут быть описаны следующим образом (см. [8)|. Пусть <т множество корней характеристического уравненияdet P(z) = 0. ^*(2I Лу 4- x(Ajj + «4ц) 4- z'Ajj,в полуплоскости Ви х > 0. Обозначая кратность корня и € а через получаемdet P(z) = det A2J JJ(z - i/)'“(z - P)'\ J" l„ = I.

Существуют матрицы /?, 7 € С**1 такие, что
det В 

B.J
В \

В.] J #0, det (z - J) = J](z - (1.3)
A22B.I' + (Au 4֊ A2\)BJ 4- 4цВ = 0.и матрица .} может быть выбрана так. чтобы имела форму Жордана В -»тих обозначениях следующие условия эквивалентны :1) система (1.1) слабо связанная,2) (det fRP֊l(t)dtyO),3) det В / 0.В настоящей статье рассматривается задача Дирихле в области О с кусочногладкой границей Г = дИ. Хотя работы [9 12 близки к тематике нашей статьи, тем не менее мы следуем работе [13], где изучалась более общая задача Бицадзе- Самарского, в частности, мы предполагаем, что (1.1) слабо связана. Напомним определения весовых пространств Гёльдера и некоторые результаты работы [13], которые важны для рассматриваемой задачи.Пусть Е С Г - конечное множество точек, содержащее все угловые точки, и пусть А = (Аг, т € Е) - некоторое множество действительных чисел. Пусть Г), О < д < 1 - пространство всех функций <р Е С(Р\Г). удовлетворяющих условию,>.(։) = V(։)TT|։-’Г՜*’6 С'(Р). = 0 :

оно является банаховым пространством с нормой |^| = |с»- Кроме того, этопространство является весовым в следующем смысле : элементы € С* огра- ничены и умножение <р —з на весовую функцию р(х) = ]]г !’ - г| ՛ является изоморфизмом между и Сд . Через Сд я обозначим подпространсз во С" функций <р € С՝(О\Р) с частными производными <рт, € С^1(О, Г) и рассмотрим 



56 А П. Солдатовконечномерное разложение С{‘Х)(В. Г) Э С^Р. /*) полиномами р(г) комплексного переменного г. Это разложение образует пространство Банаха относительно со- ответе твующей нормы, а пространство определяется аналогичным образом. Очевидно, что всякая функция <р(г) € С(рд>|5, Г) непрерывна в 25\{т € Г, Аг > 0| и при ; -» г либо^(г) = О(1)|։-т|А’, если Аг < О.либоу>(г) = у>(т) + О(1)|х-т|А՛ в противном случае. Например, функция <р € (֊ 1(®\/'*) принадлежит (7^(75, £■), \ < |, если её производные имеют порядок 0( 1)|г - гр’՜1 при ։-4т. Вложения(А<д) И С1*(5) С С^(й Р) (А<1+д)являются обратимыми для А = р и А = 1 + р.Аналогичные определения могут быть введены для функций, заданных на кусочно-гладких контурах Г. Очевидно, сужение оператора <р -> ^»|г является ограниченным отображением Сд (£>. Г) -» СД(Г, Г), а аналогичное утверждение для пространств С(\, и для пространстве символом С1" верно, при некоторых дип»>лни тельных требованиях на Г. Скажем, что пара (Г. Г) принадлежит классу С1 ". если гладкая дуга Го С Г, не содержащая внутри себя точки г € Г, принадлежит С։ ". Если (Г, Г) € С1,я, то сужение оператора у> —> у?|г является ограниченным отображением 7Г) —> СД։,1(Г.К), и аналог этого фактаимеет место для пространств Сщ. ‘Всегда будем предполагать, что Г нс имеет точек возврата, а пара (Г. Г) принадлежит С1 "',՜0 (т.е. пространству С1,"+е для некоторого £ > 0). Кроме того, рассмотрим задачу Дирихле в классе и € С(ЯХ)(Р. Р). О < |А| < 1 (т.е. 0 < |АГ| < 1 для всех т € Г). Это означает, что общее решение уравнения (1.1) можно представить в виде
дф дф и=КеВф, -*-7-^ = 0, 
ду дх

(1-4)
где Ф б С{\((О, Г), а В. J - матрицы из (1.3) (см. [13]). В [14] решения ф эллиптической системы первого рода (1.4) называются ./-аналитическими (или гипераналитическими) функциями.При достаточно малых г > 0 область Ог = £) П {|г - т| < г) является криволинейным сектором с вершиной т. Кроме того, при некоторых пред положениях на Г. угол упомянутого сектора удовлетворяет неравенству 0 < 8Т < 2тт, а кривая Гг = ГГ1(|г —т| < г) содержит две гладкие дуги Гг*о. которые являются боковыми сторонами области Ог. Обозначим через дг±0 € С вектор, касающийся Гг±о в точке т. для которого = ат87г_0 - аг§^т+0 и

Чт =■ <?г֊о?;+1о = <**'. (1.5)



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 57Будем писать *и=ж1 + уЛ х = ։ + 1уёС. (1.6)где 1 означает единичную / X I - матрицу, и в силу (1.3) число г„ = г + 1/у. и Е а является собственным значением матрицы г7. с кратностью 1„. Рассмотрим также матрицу = ?г-о.7?;+о.7 (1.7)
с СОбсТВСННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

9г<И = 4r-o.v4rlnv = 1/6Պ (18)кратностей 1„. Напомним, что Ini »/ > 0 и iz G ст, и поэтому, аффинное преобразование г —♦ zv инвариантно в верхней полуплоскости и следовательно оно не меняет направление плоскости. Следовательно, угол сектора = [z„. z € DT} равен аргументу в (1.8). Дополнительно заметим, что неравенство dr(v| < я (= я, > я) равносильно 8Т < х (= я, > я).С (1.7) связываем комплексные степени Q, = е<|п^-. под которымипонимаем функции, зависящие от матриц, а также рассматриваем матричнозначные функцииx.(C)=<-‘WS(B-’B)-(e-1B)3<j. W=Г'Ю$ - #). 1191
которые аналитичны на всей плоскости. Очевидно

ае1Гг(<) = г'П(?ни и€<г sin 0Г(и*»՛ (1.10)
В частности. <Խէ УГ(С) փ 0 в полосе |Не Հ| < 8 при достаточно малых 6 > 0.На каждой полосе а։ < Яс Հ < օշ матричнозначная функция Хг(С)Уг-1(() —+ 
В֊'В при 1ւո Հ —> оо равномерно по Яе Հ. и поэтому, число корней մրէ %ր(Հ) конечно в таких полосах. Через пг(а) обозначим число корней (включая их кратности) упомянутой функции в открытой полосе между прямыми Яе Հ - О и Це( = а, а 0, и предположим, что րՀ имеет то же самое значение на прямой Яе Հ = 0. Предположим, что Ժ > 0 достаточно мало, чтобы допускать пг(6) = пг(—6) — 0 для всех т и положим

А± 1

Д' = Гх
/ det Xr \ \ del Yr J (111)



58 А II СолдатовПо теореме Руше, целые числа △* связаны следующим равенством֊ △; = п“. (112)Теорема 1.1. Задача Дирихле (1.1), (1.2) фредгольмова в классе (0 < |А| < 1) тогда и только тогда, когдаdei Xr((,') / 0. Re < = Ar. г g F. (1.13)
а индекс задается формулой« = - £(△? ± »r(Ar)|, 

rfF
(1.14)

где iH.ut ± совпадает с знаком sgu Ar. Кроме того, если (1.13) выполнено, 
то всякое решение u g Cp((D. F) задачи с правой частью / 6 С,\'(Г.Г) принадлежит классу F).Доказательство. Задача Дирихле (1.1), (1.2) совпадаете частным случаем 6 = 0 задачи Бицадэе Самарского, рассмотренной в работе [13]. Поэтому, конечный символ X«) этой задачи является блок-диагональной матрицей

X«) = diag(X«:r), rg F). (115)
По Теореме 3 из [13]. задача фредгольмова тогда и только тогда, когдаdet X«; т) / 0. Яс (,'= Аг, т £ F, (1.1в)а индекс задаётся формулойер = ~ £]△? i пг(Аг)], Г£Г (117)
где △* и пг(о) определяются как и раньше для X«; г). Этот результат исследован в 13| когда все компоненты Аг совпадают, и имеет аналогичное доказательство в общем случае.Сравнивая (1.9) и (1.15). можно заметить, что

/ в1 0 \ _ /1
\Q<B՜1 -В՜» / X(<:r'- (п СХГ(С)Г (1.18)причем аналог этой формулы имеет место для Уг и К«; г). В силу этих формул условие (1.1б| эквивалентно (1.13), а из (1.17) вытекает (1.14).



Задача Дирихле для эллиптических систем ... 58Следствие 1.1. Пусть Г гладкий контур. Тогда задача Дирихле (1.1), (1.2) фредгольмова в классах С*д>(75. Г) (0 < |А| < 1). а индекс зтой садами равен ОДоказательство. Если точка г € Г регулярна, то дг_0 = -Чт+п. и позтому матрица (1.7) является числом и равно -I. Следовательно. = е*4 0\ = г *'<- н (1.9) принимает вид Хг«) = УГ«)(В'1Д). У,«) — еЖ|< -е_”Ч Таким образом, условие (1.13) выполняется для всех 0 < |А| < 1, а из (1.14) следует я = 0.Используя равенство (1.18). можно переформулировать Теорему 4 из (13]. касающуюся асимптотики решения и. Для ттого. введем классы
^Гл+oi ~ . а+г)։ л-0| ~ >"( Га ,1которые кратко будем обозначать С՛'^ и Cf_0| = С%. если А = I) Например.(х - т)<;[1д(2 - т)?Н € Re<o = a. 7 = 0.1.........для матричнозначных J аналитических функций. Если функция det Х.(С) имеет ноль в точке то матричяоэначная функция ХГ"։(О имеет полюс в точке <0 некоторой степени f(q0) > 1- Чтобы описать асимптотическое поведение решений ц(х) в криволинейных секторах Dr при z -+ т. рассмотрим специальную J аналитическую функцию фт(х;а) для а / 0. определенную формулойе«о)-1

фт(х.а) = £ £ (z-r)$o(ln(z-T)7p9(Co). с,(Со) € С*. (1191Re (о=о ->=0где сумма распространена по всем н>лям <о функции det ХГ(С), лежащим на прямой Re <о = «• Если а = 0. то к точкам <0 добавим качали координат < = 0, и будем писать г(0) = 0 при det Хг (0) # 0. Тогда мы получаемно»ф։.(х,0)= 22 2^ (Z - Т)<՝фп(г - T)7pCJ<o) + 22nii(z ֊ rbEq(0).Re c„=o,g#o >=° J=o (1.19°)Заметим, что в обоих случаях <£'r(z) € Сд_։_0(Пг.т).Теорема 1.2. Пусть u € C^_0)(D. F) есть решение задачи Дирихле (1.1). I1 1’1 (или. более точно, ф € С* O.(D. F) в представлении (1.4) зтого jx-шения) К/яше того, пусть прлвля часть f прннлллежит 40|(Гг.г) ллж некоторого г 6 г.
Тогда существует функция вида (1.19) или (119 1 такая, что

ur = u — Re Вфт € (1.20)



вО А Л Солдаты

Е<лн. дополнительно. { Е С(\* +0>(Гг. г), то иг € С*^^(йг, г).Доказа гсльство : Теорема 4 из (13) приводит к аналогичному результату ддж конечного символа (1.15). Действительно, степень г(() в (1.19) должна менятьса степснем г (Со) полюса Х_|((;т) п точке (о- Следовательно, различие между случаями о 0 и <» = 0 исчезает. Соотношение (1.18) показывает, что... v I г«®>’ РСЛ" <0 °’ Г(<о) = < .. . , . . _I т(м>) + 1. если Со = о.откуда следует требуемое утверждение.Следствие 1.2. Если п'г’ = 0. т.е. det -К,«) # 0 при Re С = 0, то всякое решение и € Ср0 задачи Дирихле (1.1). (1.2) с правой частью / € С(Я+О1(ГГ,г) принадлежит классу C*+lM(Dr. т).§ 2. САМОСОПРЯЖЕННЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫМы отметили, что если функция ('det Хг(() чётна, то целые числа △* могут быть вычислены явно. В этом случае частное det X/det Y чётно и поэтому целые числа (1.11) имеют противоположные знаки. Таким образом, в силу (1.12), получаем = (2.1)Теми же рассуждениями можно доказать, что пг(а) = -пг(-а), и следовательно индексы задачи Дирихле (1.1). (1.2) в классах С(Р±А> являются противоположными числами. ■Далее предположим, что система (1.1) сопряжённая в смысле Лагранжа ; (2.2)где т означает матричную транспозицию. Рассмотрим систему (1.1), (2.2) в классах С% = С(я_0| и С*+о). В силу Теорем 1.1 и 1.2. класс К* С С(% всех решении однородной задачи является пространствам конечной размерности, содержащийся в 11 частности. для конормальной производной
аг„= L л-ли^-ес֊1±о(г.П v€v*, (2.3)

• J = 1 Jгде Гц and n3 суть компоненты внешней нормали. Поэтому произведение внешней нормали и произвольной функции С^0| принадлежит Ch j +0(Г, F), и следовательно. является интегрируемой. Здесь произведение uv двух / — векторов и и v есть скалярное произведение UjVj + ... + u/v/.



Злдлчв Дирихле для зллиптических систем .. 61Теорема 2.1. Пуста (11). (2.2) слабо связанная система и пусть (2 1) верно 
для всех т 6 F. Тогда условия

= .eV. (2.4*)
являются необходимыми и достаточными для разрешимости задачи Дирихле в 
классе Cf±0>- Кроме того, индекс я-* задачи задается формулой

ж± = dim V1 - dimV’ = т 12.5)Докаэательство : Согласно (2.2). тождество

выполняется для веса решений и. V системы (1.1). Поэтому, если и €V € С(\о)> т<> вышеприведенное выражение в квадратных скобках принадлежит С*։+о. Следовательно, по формуле Грина дп
Чдигде использовано обозначение (2 3). В частности, условия (2.4 *) являются необходимыми для разрешимости этой задачи в классе С1±^. Тот же самый факт верен также в классе С(и±0|.На следующем шаге покажем, что число линейно независимых условий (2.41) равно dim т.е. линейная операция v —> dv/dv является взаимно-однозначным соответствием в классе V = V՜. Если dv/dv = 0 на Г для функции г 6 V . то в силу (2.4) и равенства v|r = 0. приходим к следующей си< теме линейных уравнении :

(ni А11 + nM2i)v, + (П1Л12 + пгАзз)?, - О, (2.6)-njr, 4 ri|i»f = О

где и принадлежат Г. Матрица коэффициентов этой системы удовлет в«р4» т равенству
X},»». а.2\ /»>։ V\ —п2 п։ / \«1 / \ 0 1 ./где п,п7Лм, С}1 = п,(П1Л,; - пзЛ,1).



02 А. П. Сол да гопИз эллиптичности и условия det Q} / U для (1.1) следует, что система (2.6) имеет только тривиальное решение : V, = ”֊ = 0 на Г. Рассматривая теперь представление (1.4) для к, заметим, что обратная формула задается равенством
В

B.I
В 
BJ(см. [14]). Таким образом, производная ф' равна нулю на Г, и оттуда по теореме Коши для .1 аналитических функций (см. (14]) следует, что ф' = 0 в О. и поэтому .՛ = (I.Формулы (24*) определяют dim V* линейно независимых условий ортогональности. Из (2.1) и Теоремы 1.1 следует, что в С[‘±) индекс а։± = dimV1 - задачи задается суммой в правой части (2.5). В частности, неравенство А1 > dimV* верно для А* условий линейно независимой разрешимости. Следовательно. 0 = ®+ - ®՜ = (dim V* - Л") 4- (dim V՜ — А*+), что возможно только при А* = dim V*. Поэтому, все утверждения теоремы доказаны.Абс»»лютныс значения индексов (2.5) совпадают с размерностью пространства Vго. участвующего в представлении V՜ = V0 ф У + . По Теореме 1.2 каждая базисная функция этого пространства обладает асимптотикой (1.20) с функциями Фт вида (1.19°) и фт / 0 по крайней мере для одного т € F- Поэтому, 2 dim V0 = п®.§ 3. ДВЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙВ случае I = 2 величину det Хт можно вычислить в явном виде. Для этогополож и м / Дц Ву1

\ B-ц ВцВ этом обозначении
|det Д|2 = det В

= (Вв 
\-O2I Оц /

-2«Р2 \ г= Д22ДП_-Д12Д2։, г )՝ Pj = Im (BtjB3j). ji = 1.2.*det В = |r|3 - 4pip2.

(3.1)
(3.2)

Согласно (3.1), матрицу В՜1 в определениях (1.9) функции Хт можно заменить матрицей В’. Следовательно<ХГ(С) = <?$(«* Д)֊(Д*Д)^. (3.3)Напомним теперь, что матрица 3 в (1.3) может быть выбрана так, чтобы имела жорданову форму, причём существуют только три возможных случая :
( 1/1 \ о °

/
("1 # "г). •hi =

I/ 0 Uи (3.4)



Задача Дирихле для -»ллитических систем ... 63Е<ли J — J/jf, то матрицы Q4 и Q скалярны и (3.3) приводит к равенству ХгЮ = С1«?$Поэтому det X, и det Yr отличаются постоянным множителем и следовательно △* = 0. Кроме тот. если ./ - Jln, то система (1.1) приводит к единственному скалярному уравнению. Таким образом, достаточно рассмотреть только первые два случая в (3.4).В случае J = J/. QT из (1.7) является диагональной матрицей, а (1.8) суть диагональные элементы. Обозначая через q} — pJe,*> (; = 1.2) для краткости, имеем qj = ft — и
Согласно (3.2), (3.3).»•(«։ -?!)2‘pi(?^ -т!)<# = ( -2»Рг(91

АC2det Xr = |r|2(gf - ^)(ft - ^) - 4p1P3(ft - ^)(^ ֊ ft)= |det Bp(g{ - ^)(ft -?$) -4p։P2(ft^ + ftft - ft ft - ftft).и подобное выражение можно записать для Уг с г = det В = 1 и р} = 0. Поэтому, некоторыми простыми преобразованиями получаем
֊ =йпв1<А>в։< - J (4֊ +о.»4|drtB|Md П)»р։р2 In* (ДиВмДт (ВцВи)Р " |det В|2 “ Idet Bp

-2 (3.5/)
Величина Д = 0{В) является инвариантом системы (11). т.е. она не зависит от выбора матрицы В в (1.3). Действительно, каждая другая матрица В такоготипа связана (см. (14]) с В равенствами Вч = В,1 < t.j < 2. для некоторого А/ # 0. Следовательно, pipj = |Ajp|AjppiPa и В՛՜ = |A։j*|A; det В| . и поэтому Д(В) = Д(В). В предыдущих обозначениях (см. [14]) имеем

1-det2 В _В_՝\
B.J BJ) = |р։ - I/Jpldet В|2 А Im pi Im р> kx - »'зРСледовательно, соответствующее условие (1.3) равносильно1m и Im ^2 (3.6/)



6-4 А П СолдатовМожно убедиться, что для любого ладанного числа fl € J , удовлетворяющего этому условию, обратимая матрица В может быть выбрана так. чтобы имело место (3 5) В силу результатов работы [14]. эта матрица определяет единственную эллиптическую систему, удовлетворяющему (1.3), а коэффициенты Ао = -ЛмАц, А։ = —+ A2j) этой системы должны удовлетворять следующему соотношению /О 1 \ ( BJ BJ\ / В _в_\՜1\ Ао A։/-\BJ2 BJ2)\BJ Bj) ’

Наконец, если в (3.4) ./ = J//, то приходим к следующим выражениям, где
Я = flrto.y (см. (1.7)) : 9jJlm Я1Следовательно

Qr — <?г(и * _ Im дг-о
Чг-0 Ят+о

1m <7,+о
ОВвиду (1.5), комплексное число 6Г можно записать в виде

а«) =

Таким образом,
и Поэтому из (3.2). (3.3) имеем

г(9< - д<) + 2»р։4<д< : -2։р2(9< - д<) + <(г^< - г^)

21рАч< ֊ 7<) : г(д< - д<) - 21Р1^где для краткости д — 9Г(|,) и 6 — 6Т. Аналогичное выражение можно записатьдля У с г = 1 и = 0. Простым преобразованием получаем
4|<1с1 ВррЗС ~ 0 = др* <3-5")

Далее, согласно результатам из [14], матрицы В и В из (1.3) связаны равенствами
Па = -ЧЯ.ь В,г = А2Ва + А1В,2, где А! / 0 и Л2 суть скаляры. Следовательно,



Задача Дирихле для эллиптических систем esзаключаем как и выше, что величина 0 является инвариантом уравнения (1.1) Кроме того, из результатов работы (14] имеем1 , -det В 
B.I

bj^)~ - Jm M.

и поэтому соответствующее условие (1.3) принимает вид
0 4֊ Ini 2i/. (3.6//)Если заданное число 0 удовлетворяет этому условию а такж* (3.5/j) г обратимой матрицей В. то можно доказать как и выше, что В определяет единственную эллиптическую систему, удовлетворяющую (1.3) с J = J//.Формулы, подобные (3.5). имеют место для det У относительно det В= 1 и 0 = 0 Они показывают, что функция det X«) является чётной и верны равенства (2.1). В связи с этим, важно вычислить число п® всех нулей функции det Xl<j на прямой Re = 0. Согласно (3.5), эти нули совпадают с нулями функции|delB|-’^i = l-0*. 13.8)dd 1 тгде

МО = (sii։0։C)(sin 03<) sinh* (J + sin2
h//(O = sin3 0Г(И<

/ g; - \\ 2 )
Здесь мы использовали, что Pj = pr(^i » В частности, имеем. mt 1^1П//(0) = Ä5—• (3.9)
и 1 - 0h(it) = 0, где 0Л(О) > 1 имеет по крайней мере один ко|>снь на полуоси
t > 0, так как h(tt) —► 0 при 1 ос. Таким образом, п® > 2 при 0h(O) > 1.Лемма 3.1. Если J — Ju, то ( 2, если 0h(O) > 1, ] 0, если 0h(O) < 1. (3.10)
Кроме того, подобное утверждение верно в случае J = Ju при дополнительном

требовании
Prt»t | - ₽r(pj). - 30г(»,,>. (3.11)



66 А П СолдатовДоказательство : На (0. ос) функция $(х) = г’/впйг’г строго убывает от 1 до 0. Следовательно наше первое утверждение имеет место, поскольку 1 -0/ф<) = 1 - /■*/»(()).</(#). Если 7 = 7// и имеет место (3.10). т.е. р\ = р? и = 302, то= 4 8шЬ/01 _ 48ш11 310։ 3 + 4 81пЬ։ 10|На [0. оо) функпия <Дг) — 1/(1 Ч-ЗзшЬ՜ г) строго убывает от 1 до 0. поэтому наше второе утверждение имеет место, поскольку 1 —/1Л(»1) = 1 - (ЗК(0)д(Юх).На вопрос : Существуют ли единичные векторы дг±о» дл« которых выполнены условия (3.11) ? следующая лемма даёт лишь частичный ответ.Лемма 3.2. Для любого заданного 1/х / существуют единичные векторы
Чгьо € С такие, что выполняется первое условие в (3.11).Доказательство : Полагая <?г±0 = Яг±о + ’9г±о- получаем, что

Як =
Яг-0 + ИЗг-р ^+о + УкЯ'+о

. *. = 1.2.
Теперь необходимо найти </г±о такое, что |<711 = !дз|, или эквивалентно9г-0 + ^1?г-о _ Я՝+0 4- И<??+0

Ят-о +ЪЯт-о ^+0 + "зЗг+о
или 1 + и*- _ 1 + И*+1 + Ц-ь^Ц’ <?г 4:0

Яг ±0՛ (3.12)На комплексной ш плоскости пусть Ь образ действительной оси R при преобразовании 1 4֊ ։/|11 +и> = (3.13)Ясно, что Д есть окружность, содержащая точки и» = 1 и и> = Точки 1 ~ ~1/рг 1 = находятся в верхней полуплоскости, т.е. находятся на одной стороне прямой ■. а следовательно точка ш = 0 лежит вне указанной окружности. Поэтому, не умаляя общности 1ш (1/,/р2) > 0. Окружность |ш| = R. где 
Яо < Я < Я։; Яо = пнп |ш|, Я։ = шах |ш|,

пересекает Ь в двух точках : ц>±. Если соответствует и>± преобразованием (3.13), то (3.12) определяет единичные векторы дг±0 с требуемым свойством.Далее назовём матрицу Жордана 7 в (1.3) формой Жордана системы (1.1).



Задача Дирихле для шшт и ческих систем 67I еоремп 3.1. Для любых заданных матриц J = J/ или J — .Jj/ из (3.4), суше< т- 
вуют некоторый контур Г с единственной угловой ТОПКОЙ Т и ЗЛЛИПТИЧег к<Ш 
система (1.1) с формой Жордана .1 такие что индекс задачи Дирихле (111. (1.2) 
отрицателен в классе CJ*+OyДоказательство. По Теорем» 1.1 и из четности функции det А՜,«). индекс а»+ задачи Дирихле в классе С(я+0) равен -п®/2. Предположим теперь J = Jlr. В этом случае /i(0) > 0 в (3.9), и можно выбрать число /3 > 0 так. чтобы удовлетворялись бы условия (3.6//) и /Э/»(0) > 1. Если матрица В обратима и связана с 0 соответствующим соотношением (3.5//). то матрица В определяет требуемую эллиптическую систему. Если J - Jj, то выберем qrtn как и в Лемме 3.2 и рассмотрим контур Г такой, чтобы векторы дг±0 являлись бы касательными к боковым сторонам области Dr в точке т. Тогда Л(0) > 0 в силу (3.91. Осталось повторить вышеприведённые рассуждения.Заметим, что при J = Ju контур Г может быть выбран произвольным образом, и в силу Следствия 1.1 индекс задачи может быть отрицательным только в случае угловой точки т.§4. СИСТЕМА ЛАМЕ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ПАРАМЕТРАМИСистема (1.1), (2.2). где коэффициенты являются матрицами1 \О //А + 2 \ 0 (>\1 ) л -(° о)

/О
\А

А22 (4.1)=
О

0 \ А/ 'называется системой Ламе эластичности плоскости для А > 0 Та же система может быть рассмотрена для А < 0. Если А < 0. то характеристический многочлен системы есть (А + 2)(1 + г2)2, а условие эллиптичности принимает вид А / -2. В случае А = -1 система приводится к уравнению Лапласа. Если А / —1, то можно непосредственно проверить, что
удовлетворяют соотношениям (1.3). В частности, для А -3 система строго связана. Таким образом, условия на А принимают видА # -1.-2.-3. (42)Ввиду (4.2). условия (3.6//), (3.7//) могут быть записаны в вид»՛ 0 — 1/<** • 1, где последнее неравенство следует из А —2. Кроме того. (3.7) и (3-9/у1 принимают вил

мт - 1^1 '•(»։= тс՛
ainflr

6Т = --------------
9г-о9г+о



68 А П СолдатовПри г = I. преобразование г -» г,, тождественно, а А(0) = (sinflr)2/#, и (3.10)принимают вид еслиесли I sin0r| > |ж|0г. | ein Or | < |a-|0r.Заметим также, что наряду с (4.2) неравенство |sin0Г| > |а*|0г, т.е.А + 3А + 1 | sin 0r | 0 < Or < 2ir. 0r / w. (4-3)
определяет два непересекающихся интервала, где п® — 2

-3 < А < А°, А* < А < ֊2. (4.4)
п® = 0. для остальных значений А.Наконец, воспользовавшись Теоремой 1.2, мы приходим к следующему результату относительно системы (1.1), (4.1).Теорема 4.1. Пусть V* класс всех решений в € С'‘±0| однородной задачи 
Дирихле для системы (1.1). (4.1). Тогда условие (2А*) является необходимым и 
достаточным для разрешимости задачи в классе С(*'±0(. а индекс ж1 задачи равен

Х(0 =
еслиесли t > 0, 

t < 0.Заметим, что система (1.1), (4.1) строго эллиптична при А > -2. Согласно (4.4), для таких значений А неравенство (4.3) не выполняется и поэтому ж+ = ае՜ = 0. Другими словами, отрицательный индекс зе+ может случится только при А < —2. Более точнее, если контур Г имеет единственную угловую точку т и А® < А < -2, то®՜ = dimV՜ — dimV + = 1. Следовательно, существует только одно линейное независимое решение однородной задачи Дирихле, обладающее асимптотикой (1.20) в точке г, вместе с функцией фт / 0 вида (1.19°).
Abstract. The paper considers Dirichlet problem for elliptic systems of second order with constant leading coefficients in a piecewise smooth domains of the complex plane. A Fredholm criterion and an index formula in the Holder spaces are given together with some examples of elliptic systems, where the index of the Dirichlet problem docs not vanish.ЛИТЕРАТУРА1. A. V. Bitsadze. Boundary value problems for elliptic equations of second order. North Holland Publ. Co., Amsterdam, 1968.
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ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ-СТИЛТЬЕСА И ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
А. А. Тал ал ян

Институт математики НАН Армении

Резюме. В статье исследуются граничные свойства интегралов Пуассона- Стилтьеса и доказываются теоремы единственности рядов Фурье-Стилтьеса при некоторых ограничениях на поведении фиксированных подпоследовательностей частичных сумм и фиксированных последовательностей средних Абеля этих рядов.

§1. ВВЕДЕНИЕДля заданной периодической, с периодом 1. непрерывной функции Г(т) ограниченной вариации, рассмотрим ряды
Имеем

ск = [ е՜2’՛*' аР(х) = е-2։г,‘^(х)|^ - [' =° /о (2)= 2ж1*/И I
I * = ±1,±2,.„ (3)

Ряд Фурье функции Р(х) имеет вид 'и— £ «>



Единственность рядов Фурье Стилтьеса... 71где - означает отсутствие члена с к = 0.Рассмотрим ряд Фурье-Стилтьеса функции Г(х) по системе Хаара :
(5)

п» = 1 к = 1где Х1°‘(х) = 1. « €(01). хГ(х) = еслиесли тЕ (0.1/2), 
тЕ (1/2.1).

И меем

/2* ֊2 2к- 1\если г Е I -т—гг. т---- г- 1.\ 2П1 + ։ 2"<*‘ //2*-1 2к \ ссли
,Л ։. /к-1 к \если г €(0.1)— —.— ).

(6)

а'0) = /‘‘<(Г(х) = Г(1)-Р(0). <4°* = (Р(1/2) — Г(0)) - (Р(1) - Г(1/2)). Л

(Пгде интегралы понимаются в смысле предельного перехода к концам интервала.^начатьДля краткости будем /2к-1\ ₽/2*~2^ г / 2к \△4.2 ^(։) - 2Г 2»п+1 у ^2"» + * ) \2*"+։/
Частные суммы Л2- (։) ряда (5) имеют при т = 0.1,... и I < к < 2’" следующиезначения

д2Чх) = 2"‘ (8)
Так как ряд (4) равномерно сходится к Г(т) на [0.1]. то из (41. (И и *8> полу ։<м м

п = -оо

Сп 

21Г1П
(9)
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4га» = л/2^ 22 = ^/2'"Д£,Р(а). (10)П = —ОСПоэтому, в силу непрерывности Р(т) на [0, 1], для некоторой последовательности£т. «т > о, Пшт_х Гт = 0 выполняются неравенства :|4'"‘|<Л;"Ст. т = 0,1.......... 1<*<2т. (11)Эти неравен« тва в дальнейшем будут использованы в следующей эквивалентной форме :
П» * 1 < А- < 2т. m = 0,1,2,..., lini fm = 0. m—»ОС (12)

Заметим, что из (8) следует сходимость почти всюду ряда (5) на [0, 1] к интегрируемой функции Р'(х). Известно также, что интеграл Пуассона-Стилтьеса функции Е(г) по радиальным направлениям почти всюду сходится к Р'(х), т.е.
почти всюду на г € [0,1]. (13)

§2 . ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫТеорема 1. Пусть Г(х) непрерывная на [0,1]. периодическая, с периодом 1, 
функция конечной вариации и пусть £.у?(т), ; = 1,2,..., фиксированная по
следовательность частичных сумм ряда Фурье-Стилтьеса функции Г(х), обла
дающая следующим свойством : Для любой подпоследовательности (х)} С(г)) существует счётное множество Е такое, что для произвольной точки 
х$Е существует <5(х) > 0 такое, чтоliin inf t -* ОС max (И)Тогда Г(т) абсолютно непрерывна н этот ряд является рядом Фурье функции Г(х).
Пусть А(ггт), Г) —> 1. - произвольная фиксированная последовательность сред
них Абеля-Пуассона Л (г, т) ряда Фурье-Стилтьеса функции Г(т). Допустим, что 
для любой подпоследовательности {Д(г;й,х)} С {Л(г;> х)} существует счетное 
множество Е такое, что для произвольной точки т£Е существует <$(х) > 0 та
кое. что . " * jimBliin inf ( max |A(rA.t)| ) < oo. (15)

k-»oo \t€(x-i.x+4) J
Тогда F(z) абсолютно непрерывна и ее ряд Фурье-Стилтьеса является рядом 
Фурье функции F'(x).



Единственность рядов ФурЬсСтИЛТЬ'чн 73Определение. Непрерывная на (0, 1], периодическая, с периодом 1. функция Flх) конечной вариации натывамтся строго сингулярной если на любом интервале («,/?) С (О, 1] она не является абсолютно непрерывной.Теорема 2. Пусть Р(х) - непрерывная на [0.1], строго сингулярная, перио
дическая функция и пусть {5л^(х)} и {Л(г,, х)}, г, ֊> 1. некоторые фикси
рованные последовательности частичных сумм и средних Абеля-Пуассон а ря
да Фурье Стилтьеса функции Г(х). Тогда существуют подп^ледовательнсити {•5х1։(։)} С {З/уД։)} и (Л(г^й,х)) С {А(г/։х)} такие, что на множествах Е։ и 
Е2 мощности континуума выполняются

lim |$n (х)| = +оо, If -фоо * X € Ex и lim |Л(г.ь< j)| = 4-ос, х € Е2. 4-»ОО
§3 . ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЛЕММАСледующая лемма является аналогом леммы, доказанной в работе [4Лемма. Пусть коэффициенты ряда по системе Хаара

4”xl”o) + 4М°’м + Ё E4”4’'w 

m=l4=1

(16)

(П)
удовлетворяют условию :

lim inf Hm) (18)(m| / чП1аХ XtlmJ1)

для любой последовательности х/("„'|(։). *п - 0.1.2...., носители которых со
держатся в интервалах Д^т) = ( 1, ). Если частичная сумма О3~(х)А (т| ряда (17) отлична от нуля на одном из своих интервалов постоянства = (т^г» 5^г)։ 70 существуют частичная сумма О?-*, (г), т։ > т. и два интервала 
постоянства Д!՞*1 *, д!""1՝ этой суммы такие, что * 1△ с д’՞" и >1-1 2™| П

2mi
Ь- I

а частичная сумма D2-\ (г) отлична от нуля на этих интервалах.

(19)



71 А. А Ткл/тянДоказательство. ПустьD։-(x)=</, г € d > 0. (19)
Рассмотрим слагаемые Р*Д» (17), обладающие следующимисвойствами : во первых D Э △д(гп| (т + 2)

k(m + i (20)а во вторых, если обозначить через ту половину интервала где
rf( П1 I֊« I (гл 4*1) / ч _к(и,+0*1(т+.)(։) неотрицательна, то

("• + • I 
k(ni > о. +1П» + ■)Мт + »1 (m + i + 1) +(m+i)

Ц'л+l + l) + O * « = 1.2.... (21)г е △
Если через Д՜1'" “՛ обозначить другую половину интервала .. то

I Fil I I

х е △(m+O , , < 0 
и4|т + »|Ч|"Н»г’' Ь и*

-(">+и 
к('л+') Mm + i)

1 А +(">+•) (22)Случай
^Lc:;W^»w=o.■=1 X е дГ’ •д+("»+р1аН"+р) • р=1,2,... (23)

противоречит условию (18) и следовательно не может выполнятся. Действительно, ясно, что при выполнении (23)
f/,n, + n y<m + ։> _ 2 I х р. A+("» + ։t u("«+j>) (™+р1 I , _
‘i|m+nAfc(m + l|'Zl - *"> 1 nk(m + J) ’’ ' " ’ (m+j>)Xk(m+p) 1 ֊ - «•

x G Ajipn+p) • и следовательно
max y. . Vd <1

2in * (24)
для всех р = 1,2.........что противоречит условию (18).Итак, существует наименьшее ро. для которого£<.+;։о»«>=<<о # о- •=1 (25)X € △

֊pnfpo)
*("»+ро) ’

Она является частичной суммой О21^4.Го) ряда (17), принимающая отличные от нуля значения на интервалах и △*|ж7/<°г Повторяя вышеприведенные 



Единственность рядов Фурье - Стил тьеса... 75рАСсу ж дон и я для каждого и։ них» очевидно НАХОДИМ дв<* частичных.* (УММЫи Д2т«(х) и также два интервала постоянства Д^'." ’ и Л/,"этих сумм такие, что тп.' > тп, тп" > т иD5..(x)=d'. D2^(z) = d", z <Г#0. (26)
В качестве числа m։ формулировки леммы можно взять т։ = maxim', тп") и затем, если например тп* < т", можно взять m։ = т", fc։ = к" и выбрать интервал в * таким образом, чтобы все отличные от нуля слагаемые в (17) с т' < тп < т" имели бы знак числа 4'.§4 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Рассмотрим ряд Фурье Хаара функции F'(x) :

c-iz) ֊ ՀՕ4°Ն։+ՀՕ>4%)+1 E Ww- 
mxl 1 = 1

c’m,= Jo (27)и ряд
40,xJMw+<4V(*> + Е EW(*>. 

m=l4=1
(28)

.(О) 30) (0) 1(0) _ (0) (0) ,(т| _ (т> ("») , 9 1 < 1- < '>тгде а0 = а0 — с0 , а1 — а] ~ С1 ՝ “1 ~ ак ск • 771 ~ “.......... 1 _ * _ *Ряд (28) почти всюду сходится к нулю, так как ряды (27) и (5) почти всм>ду сходятся к Р'(х). Следовательно, чтобы доказать Теорему 1 достаточно показать, что все коэффициенты </^т) равны нулю. Дей։ твительно. если все = 0. то ввиду (8)
тп > 0.

Поэтому, в силу непрерывности Г(ж), эта функция должна быть абсолютно непрерывной и. следовательно, получаем
(՝ e-^‘krdF(x)= [''-2r՝krF'{x)dT. о Jo

(29)
Допустим, что не все коэффициенты </[ равны нулю. Тогда обозначив через Рзт(т) частичные суммы ряда (28). получимР2«(х) = Л։-(։) ֊ В2^(х), т = 0,1,..., (30)



76 А. А. Талал янгде А2-(г I и — (х) частичные суммы радов (5) и (27). соответственно. Тогда. в силу предположения, существует частичная сумма О;-«, которая отлична от нуля на некотором интервале = (^г. своего постоянства. Тогда. (18) выполняется для коэффициентов </[’"*. поскольку коэффициенты а*"* удовлетворяют условию (18). а с[”" удовлетворяют условию (18), поскольку они являются коэффициентами Фуры- Хаара интегрируемой функции Г'(х). Следовательно. по Лемме существует частичная сумма О2~։ (х), т։ > т^. обладающая двумя интервалами постоянства и такая, что П = И, 
аГо)и «։ Коо։.,(х) = 47։)#о. хед^1’, Г>2-,(х) = #0, (31)

В дальнейшем будем пользоваться следующим утверждением.Утверждение. Если некоторая частичная сумма О2т0(т) ряда (28) отлична от А ( П>о )нуля на некотором интервале Д* . т.е.
£>1">о (х) = 4 # 0, х с ( ~ * *°\ 2то ՛ 2>п» (32)

го для любого М > 0 существует т > то такое, что условия

\А2~(х)\>М՝ *еь[т} и Р2«(г) = <^#0, х€Д1т). (33)
выполняются на некотором интервале СДоказательство. Для любого М > 0 неравенства

\А2^(т)\<М + |Вз-.(х)|. >п > ИЦ), (34)не могут выполнятся для всех т > то и х € △*'""* : в противном случае частичные суммы Азт(х) имели бы равномерно-абсолютно непрерывные интегралы на А*,*’. так как суммы В?-(х) обладают этим свойством как частичные суммы интегрируемой функции. Но при т > тот 2>р2.(х) = </+ £ хед!՞"’’, (35)7=то411=1где > > 7о, (36)
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lini Djm(x) = О m —♦ оо (37)почти всюду ИЛ С ДРУГ°Й стороны, при выполнении (341. для всех т.

|Г>2-(х)| < |Л2-(т)|4֊ |Д,н.(х|| < М + 2|Я2,(х)|, *€△£->. os.и следовательно. Р2-»(х) тоже будет иметь равностепенно абсолютно непрерывные интегралы. Переходя к пределу под знаком интеграла получили бы
П1

(39)
С другой стороны, согласно (35) и (36) имеем

2">О (40)
Следовательно, для любого М > 0 существует некоторое тл > пц, и частичная сумма Л2֊л(х) такая. что

|л2-(х)| > М + |В2-.(х)|, (41)
Но

|D2-(z)|> ||Л2-(։)|-|В։-(х)||> м.Утверждение доказано.
__ ж (т*) . |п>| )Применяя это утверждение к каждому интервалу Д*. и Д* . , можно определить номер > тп\ и два интервала А*" 1 и Л*" такие, что|Лгч(*)1>1. х€Д1"։\ Иг.(«)|>1. х дС"») с △»?«>, С Др0. (42)

* 1 К | »Iи, одновременноD2.,(i) = const / 0. геД1"։1, D2-, (z) = const / 0, г 6 △!" ' <42՝'
Продолжая этот процесс неограниченно, очевидно можно определить последовательность (Л2.((х)} частичных сумм ряда (5) и интервалы постоянства этих частичных сумм д- = 0 или 1. обладающие следующими свойствами

|Х2-. (х)| > ». jtji
(44)



78 А А Талал янС!...лС‘...». = 0 если ььл..........>.) / (*։.*3...........*.ъ (45)
А<"‘> — тН”э) — _ тНп»> -֊.?| Э Э ՛•• Э -* •••через т},)3 , л - 0 или 1. Очевидно, что эти точки попарно отличны другот друга и множество этих точек {«,и։. >*...} имеет мощность континуума.Обозначая один из интервалов △^"7? через (рг^. ргг). получаем

Аг-»(х) = 2П‘ т. е (47)
Для последовательностей {$х,(х)} и (А(г,,х)} из формулировки теоремы 1, имеем

2ячп (48)
. +0О2П‘ / ’ ‘ А(г,,х)с/х = 2П‘ £ (е2г,п^-е2'"'^) . (49)

■' Г'Т п = -аоКроме того, из (48). (49) и (9) следует
$дг,(։) с/х = А2-»(х),

Пт 2П* ) -чэо
|А2-*(х)| = сопз1 > к,

р- 12П*X €

(50)х еПоэтому, существуют некоторые подпоследовательности {М}>} и {г^։}, |+ос. Г,ь -> 1, и некоторые точки рт) такие, что
|5лгн(6)1>* и И(г^,^)|>Л. (51)Ясно, что и {г/й} можно выбрать одновременно для всех интервалов Л <П» I ..Р», и тогда найдем точки<и...ек € △Й.-.и, С,..^ е △й"^՝ = о ог I. (52)такие, что 1^1» (£и V* )1 > И М(ГА.С։. еЛ >к. (53)



Единственность рядов Фурье Стилтьеса . 79Из определения множества = {хР1 следует, что
Нт тГ тах

lim inf t-*x шах 153)М(гл,1)|)
для любого х € Ц и 6(г) > (I. Таким образом, предположение, что утверждение Теоремы 1 не верно, приводит к противоречию ((53) противоречит (14) и (15)). Теорема 1 доказана.§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2Если Л'(х) - непрерывная, строго сингулярная функция конечной вариации и (а,/3) С [0,1] - произвольный интервал, то равенство

не может выполнятся для всех (уяг. рг) С Поэтому, для любого (а.0) С[О, 1) существует двоичный интервал △["" = такой, что
△ <га)С(а,/3) и F'(։) dx / 0.

Это означает, чтоD2-.(i) = A2-(z) - £?2-(х) =</# 0, хСДГ’՛. (54)
где А2™(х) и В2-(х) суть частичные суммы рядов (5) и (27) Как и в предыдущем случае, (см. доказательство Теоремы I), существуют некоторое п։ > т и два интервала л]"‘\ ։» = 0, 1, постоянства сумм А2«։ |х) и £>2ч (г) такие, чтог^‘|пг,л, = 0. а|0"’иД|,"֊|сдГ.

|А2.։(х)|>1, хед^’ид’"՛1, д2->(х)#о, хсд^идГ1’. (56) Если {/V,} и (г,) суть последовательности из формулировки Теоремы 2. то согласно (50) имеем
lini

J ~*оо —7֊Г / Sw,(r)rfx= Я։-.(1).



80 А. А. Тмалян1։т —пгт/* А(г;, ։)</։ = Л2.։ (։), х е (57)
Следов«։ тель но, согласно (56) существуют некоторые интервалы 6,,, ц = (I или 1, и числа гп такие, что

|5.уп(х)|> 1.
(п I >

•1 ц = 0 ог 1,
|Л(’п.х)| > 1. х € дои?1.

(58)
(59)С другой стороны, повторяя рассуждения доказательства Теоремы 1 найдем п2 > п։. некоторые интервалы постоянства »։ = 0, 1, ։2 = 0, 1, и некоторые суммы А2-1(т) такие, что

|Л3-,(х)| > 2, ։ € ։։\ ։։ = 0 или 1, 12 = 0 или 1. (60)
Продолжая этот процесс, находим интервалы △։։"‘> и 4,,,,...,^, а также некоторые последовательности (։)} и {А(г,й, ։)), обладающие следующими свойствами :

С _.։й> С — 0« если
С ^։|1։...и

(й»2...«к) # (»/1։'2...»>),(61)(62)1-4(г,к.1)| > (63)Иэ (61) и (62) следует, что последовательность вложенных отрезков △!"'* Э Ч. Э • • 3 Э ••• и Э 3 ... э Э ••• имеют одну иту же точку пересечения й.... Множество Е = (х„ ,к...} этих точек имеетмощность континуума, и кроме того, для любого к, имеем
(1«։ I....)| > к, А(г^к. х,|...։„ )| > к, (64)

причем последовательности {^4), (г2ь) являются подпоследовательностями фиксированных в формулировке Теоремы 2 последовательностей. Из (64) следует. что 1։ш ։пГ|$дг,ь(։)| = +оо и ПттГ|Л(г;ь,։)| =+оодля всех точек х € Е = Доказательство Теоремы 2 завершено.

С △

|$^(г)|>1-. 1 € ։«э л* •



Единственность рядов Фурье Стилтьеса. 81§0. ЗАМЕЧАНИЯ1. По Теореме 1. если гармоническая функция и(г,х) является интегралом Пуассона-Стилтьеса непрерывной, периодической функции конечной вариации которая не является абсолютно непрерывной, то из любой последовательности (и(Г;,х)}, Г) 1, можно выбрать подпоследовательность такую,что для любой точки х принадлежащей некоторому множеству Е мощности континуум, и для любого 6 = <5(х) > 0 выполняется равенство
Нт так |и(г.й,«)| = +ос.к-»оо <е(*-4.г+4)Это означает, что в отличии от случая, когда Е(х) им<<֊т разрывы только первого рода, множество граничных особых точек при приближении к которым гармоническая функция не ограничена, имеет мощность континуума. В случае же. когда Г(х) строго сингулярная функция, то последовательность |и(г;։,х)| может стремится к +оо на множестве, любая порция которого на единичной окружности имеет мощность континуум. Это легко усмотреть из доказательства Теоремы 2.Следующее утверждение следует из Теоремы 1.Теорема. Пусть для некоторой последовательности {5П։ (х)} частичных сумм ряда Фурье-Стилтьеса непрерывной периодической функции Р(х) с конечной 

вариацией выполняются условия

8ир I тах |$п*(*)1|, =£(։)> 0.

для всех х. кроме, быть может, точек некоторого счетного множества Тогда ряд 
Фурье-Стилтьеса функции Г(х) является рядом Фурье функции Е'(х).2. Множество Е лебеговой меры нуль называется М множеством для метода суммирования Т, если существует тригонометрический ряд. не все козффипи- енты которого равны нулю и который методом Т суммируется к нулю во всех точках множества [0, 2я) \ Е. Такой тригонометрический ряд называется нуль- рядом относительно метода Т.Первый пример нуль-ряда в случае, когда Т совпадает со сходимостью ряда, был построен Д. Е. Меньшовым в 1916 году, но до сих пор не известно поведение ряда Меньшова на соответствующем М֊множестве. Например, не известно может ли некоторая подпоследовательность частичных сумм ряда Меньшова сходиться или оставаться ограниченной на этом множестве. В связи с этим заметим, что если в формулировке Теоремы 2 полагать Г(х) строго сингулярной с Г’(т) = 0 



82 А А Т.ишлянпочти всюду, то соответствующий ряд Фурье Стилтьеса будет нуль-рядом относительно метода суммирован« Я Абеля, а абсолютные значения некоторых последовательностей средних Абеля стремятся к 4-ос на некоторых подмножествах мощности континуум исключительного М множества.3. Сравним теоремы о поведении средних Абеля-Пуассона рядов Фурье-Стилтьеса. доказанные в данной статье, с классическими результатами Райхмана и Верблюнского. Поскольку мы рассматриваем фиксированные подпоследовательности А(г».х) средних Абеля (в работах (1] - [3] условия налагаются на все средние значения Абеля А(г, г)). то класс рядов, рассмотренных в [1] [3] в некотором смысле более широкий, чем ряды Фурье-Стилтьеса. Дело в том. что коэффициенты Фурье-Стилтьеса непрерывных функций конечной вариации могут не стремится к нулю.4. Если /(х) непрерывная, периодическая, сингулярная функция конечной вариации. принимающая постоянные значения на смежных интервалах некоторого совершенного множества Р меры нуль, то средние Абеля-Пуассона ряда Фурье- Стилтьеса функции /(։) не могут быть ограниченными в окрестностях точек, принадлежащих Р. т.е.
limsup |A(r.z)| = 4-ос, zq б Р.

Этот факт доказывается повторением рассуждений, приведенных при доказательстве Теоремы 1.
Abstract. The paper studies the boundary properties of the Poisson-Stieltyes integrals and establishes uniqueness theorems of Fourier-Stieltyes series under restrictions on the behavior of subsequences of partial sums.ЛИТЕРАТУРА1. А. Зигмунд. Тригонометрические Ряды, том 1, 1965.2. S. Verblunslty. “On the theory of trigonometric series", P.L.M.S. vol. 34, pp. 441 - 491. 1932.3. A Rajchman. "Series trigonometriques summablcs par le procede de Poisson", Prace Mathematyczno-Fizyczne, vol. 30, pp. 19 - 88. 1919.4. Ф. Арутюнян, А. Талалян, “О единственности рядов по системам Хаара и Уолша", Изв. АН СССР, серия Математика, том 28. X» 6, стр. 1301 - 1408, 1964. Поступила 4 сентября 2005
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