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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Пять предыдущих сборников статей под тем же заглавием были опубликованы 
в Известиях Академии Наук Армении, серия математика, (Я? X* 2 и 3, том 33, 
1998. X* X’ 1 и 6. том 35. 2000, и К* б, том 37, 2002). %

Статьи настоящего выпуска тематически объединены новым подходом к гра
ничным задачам в классах функций, непрерывных вплоть до границы областей.

При таком подходе эти задачи для правильных и неправильных эллиптичес
ким уравнении сводятся либо к Фредгольмову интегральному уравнению второго 
порядка, которое имеет единственное решение, либо к системе линейных алгебра
ических уравнений. Это может привести к эффективным численным решениям 
граничных задач для эллиптических уравнений в плоскости и в единичном кру
ге Одна из работ представляет многообещающий метод решения задачи типа 
Римана для эллиптического уравнения, характеристическое уравнение которого 
имеет несимметричные корни.

Ереван. Февраль 2004 В. С. Закарян
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О ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С НЕСИММЕТРИЧНЫМИ КОРНЯМИ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ

А. О. Бабаян

Государственный Инженерный Университет Армении
Е-таИ : агп1епак*»игеЬ.аш

Резюме. В работе рассматривается задача типа Римана в единичном круге для 
эллиптического уравнения порядка п с постоянными коэффициентами, характе
ристическое уравнение которого не имеет пар комплексно сопряженных корней. 
Решение ищется в классе функций п раз непрерывно дифференцируемых в круге 
и удовлетворяющих условию Гльдера вместе с производными до порядка п — 1 
вплоть до границы. Доказывается, что неоднородная задача всегда имеет ре
шение, а соответствующая однородная задача имеет п2 линейно независимых 
решений (над полем действительных чисел).

§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ
В единичном круге О = {з : |г| < 1| комплексной плоскости рассмотрим 
эллиптическое уравнение

V * д" " (I)

где Ад. ֊ комплексные постоянные. Предполагается, что корни Ад характеристи
ческого уравнения, соответствующего уравнению (1),

п

V А*. А"՜* = 0.
1=0

(2)

удовлетворяют условиям

(3)
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Решения и € С’(Л) ПС("-։°*(РиГ) (где г = <?£>) уравнение (1) удовлетворяют 
условиям типа Римана на границе Г

Яе^=Л(г.у), (։,у)еГ, * = 0,...,п-1, (4)
ат

где А 6 С'"-‘-1о>(Г) (к = 0. ...,п — 1) заданные на Г действительнозначные 
функции. ' ‘ I ■ ՝СТ М

Как известно, граничная задача (1), (4) для уравнения первого порядка 
и' = и всегда имеет решение, а соответствующая однородная задача (когда гра
ничные функции А = 0)имсет одно линейно независимое решение. В дальнейшем 
։ раничпые условия вида (4) рассматривались (см. [I], [2]) в случае, когда число г 
корней уравнения)?) с положительной мнимой частью не равно з - числу корней 
< отрицательной мнимой частью, то есть когда уравнение (1) является непра
вильно эллиптическим ; при этом, если г > з, то г — з условий были условиями 
вида (3). остальные 2з условий условия Дирихле. В настоящей работе мы по
кажем, что задача (1). (4) является корректно поставленной для произвольного 
уравнения (1). характеристическое уравнение которого не имеет пар комплексно 
сопряженных корней Доказывается следующая

1еорема 1. Граничная задача (1). (4) при условии (3) является нетеровой Не
однородная задача (1). (4) всегда имеет решение, а соответствующая однородная 
задача имеет п2 линейно независимых решений. Общее решение однородной за
дачи чисто мнимый многочлен порядка 2п — 2.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ
П|н*д< г явим уравнение (!) и граничные условия (4) в комплексной форме, исполь
зуя операторы

дг 2\дх ду / д1 2 \ дх * ду)

При этом» если А* при (к = различные корни уравнения (2) с поло
жительной мнимой частью, а Аг+, при (; = - различные корни (2) с
отрицательной мнимой частью, то уравнение (1) примет вид

где различные числа д* и определяются по формулам

7 = 1........ 7.
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а /<. и тп; кратности корней А* и Ар^ соответственно, Ич условий (3) следует, 
что 

я я
|/и| <1, |р;|<Е У^/* + т, = п.

*=1 )я!

В дальнейшем,если |т/| < 1, то через О(т|) и Р|(п) будем обозначать образы 
единичного круга при отображениях г + тух и г + т)г соответственно, т.е.

О(г/) = {г + г)г : |г| < 1}. О։(п) = {« + »>*: 
з

Нс умаляя общности можем предполагать, что 1֊ 0. В зтом случае общее 
решение уравнения (5) можно представить в виде (см. [3]) :

’»(*■!/)
к=1 <֊о

р /*-։

4֊ (б)

где ■£֊. ~ оператор дифференцирования по аргументу (г = ге’*). а Ф*. и Ф;, 
аналитические функции в областях Р(д&) и соответственно Если при

некотором £о (^о) М*„ = 0 («Оо = 0), то вместо соответствующих слагаемых в 
сумме (6) следует взять слагаемые вида (1 - гг)'Ф,(г) при з = 0....... /к(> - 1
((1 - гг)гФг(х) при V = 0....,/,ф - 1), где Ф,(г) и Фг(г) - аналитические в круге 
О функции, все дальнейшие рассуждения аналогичны

Нам понадобится представление функций Ф(։ + р;) и ФI г 4֊рг) в окрестности 
Г аналитическими в £> функциями. В [2] доказано, что при |х| = 1 функции Ф и 
Ф допускают представление

Ф(г + /и) = ы(г) + ы(рг). Ф(г + ։/х) = р(х) + р(4/г), (7)

где и» н р - аналитические в единичном круге функции. Если известны функции 
и и р, то Ф и Ф восстанавливаются по формулам

Ф(х 4֊ 1 «■•
2

Ф(г + 1/г)

г + дг — + /1г)2 - 4д

I + уг
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где |х| < 1. В этил формулах выбираем ту ветвь 5Д*3 - 4/։, которая аналитически 
п|юдолжается вне [-2ч/м.2у/д] и удовлетворяет условию С՜*~ 4р -+ 1 при 
< -> ос. Используя равенства 

д 1
"дг ~ 2

( д д \
\ дг + 1 ду> ) '

д 1
" 2 Г дг ' д<р ) '

которые выполняются при всех г = те’*’ # 0, а также тождество Де|^ = ^Ле и.
граничные условия (4) можно привести к виду

дп~х Де и 
дг* дгп~*~х

= Л.п_*_։(г, у) Е £* (х. у), (х.у)еГ, 
Г

(8)

д"* Не н 
дг'дг*

(1.0) = £,*(!.0). (9)0 < ։ + I < п — 1.

Граничные функции £,,»(։,у) £ однозначно определяются по
заданным функциям Д (например, £1,0(1,!/) = (/։ - ։^). гДе (։>У) € Г), и

£, * = £*,. При доказательстве теоремы 1 вместо условий (4) будем использовать 
условия (8), (9).
Рассмотрим уравнение

££и(ж,у) = 0, (х, у)ед, (Ю)

где £ оператор, определенный в (5), а £ - его сопряженный оператор (например, 
если £0 = £ - АД, то £о = -$֊ + А|?). Решение и уравнения (10) ищется в 
классе С‘2п,( £>) Р| С՝՞՜ 1,О*(Д и Г) и удовлетворяет на Г условиям Дирихле :

1г =/;(։,!/). >=1........п-1, (։,!/)€ Г, (11)

где Д € С<"_՝,*1,О,(Г). Как известно (см. [4]), задача (10), (11) фредгольмова.

Лемма 1. Однородная задача (10). (11) (при /} = 0. ] = 0,..., п - 1) не имеет 
ненулевых решений.
Доказательство. Доказательство можно получить, используя результаты общей 
геории эллиптических уравнений с действительными коэффициентами (см. [4]). 
Для полноты изложения докажем лемму, используя представление (6). Пусть и 
решение (10) Используя формулу Грина и однородные граничные условия (11), 
получим

0 = [ ЬЬий [ |£и|3 г/х (1у.
1о
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Из этого равенства следует, что функция и является решением уравнения (5), 
следовательно, допускает представление в виде (6). Из однородных условий 
(11) следует, что все смешанные производные функции и до до порядка п - 1 
обращаются в нуль на Г. Дифференцируя обе части (б) п - 1 раз и используя 
аналитичность функций Ф*, и Ф;։, получим что

♦1" "(* + «а = о. ♦Л՜11։«+। « о.
Далее, используем представление (7) Имеем

ф<«~» (г 4֊ /12) = ш(г) + ы(дг) = 0. г € Г.

Из теоремы Лиувилля получим ш = 0, поскольку и/ аналитична в О и. 
следовательно, Ф*"-1’(х 4- д**) — 0 при 2 € £>. Аналогично, Ф^',' ՝' = 0. Итак 
решение задачи (10), (И) является многочленом порядка не выше п - 2. с другой 
стороны, любой ненулевой многочлен, удовлетворяющий однородным условиям 
(11) делится на (1 - хх)" (см. (3]), т.е. имеет степень не меньше, чем 2п. Таким 
образом, и = 0. и лемма доказана.
Следующая лемма доказывается прямым вычислением.

Лемма 2. Произвольное действительное решение уравнения (10) представляется 
в виде Де и(х, у), где и ֊ решение уравнения (1).

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 
(ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА)
Рассмотрим однородную задачу (1), (4). Если и решение уравнения (5), то и 

решение уравнения Ье — 0. Следовательно, и» = Де и решение уравнения 
(10), удовлетворяющее на границе Г условиям (11). так как и удовлетворяет 
однородным условиям (4). Из леммы 1 получаем, что

Де и(х. у) = 0. г € П.

Далее, так же, как и при доказательстве леммы, дифференцируя обе части
последнего равенства 2п — 1 раз, получаем, что

+ ^х) = о.
Т.е. функция и является чисто мнимым многочленом порядка 2п — 2. Пусть

Ф*,(х + = 52 4֊ д*։)‘. ♦,.(* + = 52 +
■ 1=0 «=0
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Подставляя эти разложения в (б), получим общее решение (1) в виде суммы 
однородных многочленов :

Функция (12) - чисто мнимая, следовательно, при всех / = 0. ...,2п — 
произвольных г € Г выполняются равенства

»,;*)* •

(12)
2 и для

/ д \ 4 ___ у д \('ЕЕ;г"(а;) (* + »'>' + £ Е '6-.(»֊) (»+^)' = о. (н)
к = 1 .=0 Х /■! 1-0

Исполыуя соотношения

(х 4֊ ^)‘ = 52с;/?-։хг։-'|’(2е - О*. 
г-0

I
C^,z2e-^i^(2e-t), 

е=0

при |х| = 1, из (13) получим

Р 1ь*“1 9 п||—1
$2 52 с»мМ»'-1*(2е - 0* + £ 52 - 1)’ +> = 1 •=<> /ж1 г=0

/* /• " 1 9 Л11 -1
52 52 с*мЛ'։’(2е ֊ /)* 4- 52 52 3^17'~г‘’(2в - 0’
Й = 1 .=о | = ։ ,-о

Заметим. что функции г՜' ' при е — 0....... Г линейно независимы, и. следователь
но. ит последнего соотношения получаем систему I + 1 линейных уравнений для 
определения 2п неизвестных с4и. сП7 и :

Р — ։ 9
52 52 с*«як*'։»։(2е - и' + 52 52 ^г<«//|’(2е - ог+ к=1 >=о | = 1 >х0
Р к ~ 1 9 т । — 1

+ 52 52 та**‘*(2е ֊ о' + 52 52 ^^-ч-(2е ֊ «г = о, 4 = 1 #=0 е=о (И)
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Основная матрица этой системы содержит детерминат порядка t +1. который эле
ментарными преобраэовАНИЯми приводится к обобщенному определителю Ван
дермонда с различными элементами. Таким образом, ранг основной матрицы 
этой системы равен t 4֊ 1. и в решении этой системы 2n -1 - 1 пе[х менных можно 
взять произвольно. Рассмотрим однородные многочлены

к-1 »=0

(—
\ &V j=l .=0

(15)(—
\

входящие в представление (12). При I > п все слагаемые в сумме (15) являют« я 
линейно независимыми, поэтому линейно независимым решениям системы (14) 
соответствуют линейно независимые многочлены (15). При Г < п - I произволь
ный действительный многочлен порядка I является решением однородной задачи 
(I). (4). Окончательно, общее решение однородной задачи имеет вид

2п-։

“(*.?) = $2 
tsn

(z + pkz)' +

+ Ря_։(х.у), (16)

где Ря-1 - действительный многочлен порядка п - 1. постоянные С|.г, <У;ГГ.
Он и являются решениями системы (14). Количество линейно независимых 
решений однородной задачи (1), (4) определяется соотношением

К- 52(2п-1-1)+1 + 2 + -- + п = п1.

Замечание 1. Отметим» что рассуждения, приведенные выше, верны для про
извольной ограниченной односвязной области С с достаточно гладкой границей, 
то есть в С однородная задача (1), (4) имеет п* линейно независимых решений и 
общее решение этой задачи определяется по формуле (16). где постоянные опре
деляются из системы (14).

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 
(НЕОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА)
Перейдем к исследованию неоднородной задачи (1). (4). Рассмотрим сначала за
дачу (10), (11). Эта задача фредгольмова (см. [4)). следовательно, из леммы 1 
получаем, что эта задача имеет действительное решение для произвольных дей
ствительных граничных функций Д. Из леммы 2 следует, что это решение пред
ставляется в виде Де и. где и решение уравнения (1). Из условий Дирихле (111
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им«-« м что функция и удовлетворяет граничным условиям (4). Таким образом, 
если мы покажем, что н £ С1 °~1'°’(D U Г), то получим, что неоднородная зада
ча (11. (4) всегда имеет решение. Чтобы доказать зто. следуя схеме, изложенной 
в |3|. подставим общее решение (6) уравнения (1) в граничные уравнения (8). 
Используем соотношения для дифференциальных операторов (см. (3))

dzkdzm
д 

д<р
4֊ (fc — тп)»/ дк+т

dzkdz'n

(где А-. I и m - целые неотрицательные числа), а также разложения вида (7) на
Г: ’ P j ВИМ*1

ф! ” - В

(Z 4֊ м*Z) = и/*,(z) 4- W*.(ptz). * = 1....... р. а = о........4-1,

(z 4֊ i^z) = n?r(z) 4֊ Q;r(^z), J = 1. 9, v = 0....... inj - 1. (17)

Получаем соотношения на Г для функций и аналитических в Р, по 
которым однозначно определяются слагаемые (б). Разлагая зти функции в ряд 
Тейлора, а функции в ряд Фурье

□О

Л’=0

-ю

<■>*>(*) = Ak»NZN , 
,v=o

30
F* ($» у) = Qnwz 1 я € Г, 

N = -оо
(18)

и приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях z и «г, при N > О 
получаем систему 2п линейных уравнений для определения 2п неизвестных Ль,и, 
В)9ц, At,.v and B)tN :

<?.V» =
t=» «=о

(N4֊2w-n4- 1)X՜* Aju.v4֊

7 «’«•-1 _ p Ib_j
+ E E 'rfJV + 2w-n+l)(i>;-|r-1BJI,.v4 i*(^ + 2u’֊n+l)'Mr+“’A*N +

f=0 >=o

9 oij-1

+ E E »’(^4֊2w֊n4֊ l)r^+uB„N, w = 0,...,n-l, (19)
j = l r=0

Q֊Nw
k=l >=0

-n+l-NY^"—'Ak.Nl֊
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ч «•, - ։
f- £ »,(2w-n+l-N)*^"+A-r-։B7,Af +

/=1 е=0
22 22 •'(2w-n+i-N)։M; ^\,A+
к = 1 .=о

ч ">>-։

+ 22 22 ir(2w-n + l-N)XBjr,Y, 
;ж1 r=0

w = 0. . ...n — 1. (2D)

Рассмотрим основную матрицу полученной системы Введем следующие о6о-»на-
чения : для любого комплексного числа р такого, что |р| < 1. определим п-мерный
вектор-столбец а,(р) по рмуле :

а.(м) = (cr։։p"-',c;z’pn-'-‘....с:-1р.с;:։1.о.....о)т. , = i.... п.
Далее, определим квадратные матрицы А и J порядка п :

л = (ai(pi)...«r1(p։)...ai(pP)...aiJpP)ai(Hi)...ami(H)---«И»՜,).. л™. («>,))•

/0 0 ••• 0 1\
О 0 ••• 1 О
• • « • •• • • • •• • • • •

\1 о ••• о о/
а также жорданову матрицу

М = diag(Ji,(p։).. • - Л., (и,)),

где Л (А) - жорданова клетка порядка fc с диагональными элементами А. Поло
жим .

/ A JAM \
Сх=| . (21)

\AMN JA I

Преобразуя основную матрицу системы (19). (20) по столбцам, аналогично [3], 
получим, что эта матрица имеет вид где S - невырожденная матрица, не 
зависящая от N. Очевидно, |dctG,vj |det Л|՞ / 0 при достаточно больших N, 
поскольку l/ii| < 1. |р7| < 1 и det А отличается от обобщенного определителя 
Вандермонда с различными элементами лишь ненулевым сомножи гелем. Более 
того, из (21) следует, что

/Л 0 \
См =( 1 +

\0 JAJ

где элементы матрицы при .V —> ос стремятся к нулю со скоростью 
бесконечно убывающей геометрическом прогрессии.
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Последние соотношения показывают, что коэффициенты Тейлора Ak.Ni 
при N —♦ ос совпадают с линейными комбинациями коэффициентов Фу

рье функции F„ (при этом, коэффициенты линейных комбинаций не зависят от 
Nl с точностью до слагаемых, убывающих со скоростью геометрической про
грессии. и. следовательно, функции и из (18) принадлежат классу С(о). 
Используя (17). получаем, что Ф*"՜*' и Фу"՜11 также принадлежат этому классу 
С"’, а значит, каждое слагаемое в сумме (6) принадлежит С,п-1,<։)(РиГ). Итак, 
функция и удовлетворяет (1). (4) и и в C("-1'o)(D U Г), т.е. неоднородная зада
ча (1). 14) имеет решение при произвольных граничных функциях Д. Теорема 
доказана.

Замечание 2. Рассмотрим детерминант матрицы Gn- В [5] было доказано, что 
при Ik = rn, = 1 (А = 1,...,р; j = !,...,(?), т.е. когда характеристическое 
уравнение (2) не имеет кратных корней, detGjv отличен от нуля при всех N > п. 
Докажем, что и в общем случае det Gn 0 при N > п. Предположим, что это не 
так. Если при некотором Nq > п detG.y0 = 0. то соответствующая однородная 
система (19). (20) имеет ненулевое решение Ak,N0, BjvNoi AktNo и Bjvn0- Тогда, 
предполагая остальные коэффициенты равными нулю, по формулам (18), (17), (7) 
и (6), получим решение однородной задачи (1), (4). которое является ненулевым 
многочленом порядка No + п - 1 > 2п - 1, что противоречит доказанному в 
предыдущем параграфе (решение однородной задачи (1), (4) - многочлен порядка 
не выше 2п - 2). Полученное противоречие показывает, что det Gn 0 при всех 
N > п.

Abstract. The paper considers a Riemann type problem in the unit disc for elliptic 
differential equations of order n with constant complex coefficients. The characteristic 
equation should possess no pairs of complex-conjugate roots. The solutions are 
assumed to be n times continuously differentiable in the disk and satisfy Holder’s 
condition along with their derivatives up to order n - 1 in the closed disc. It is proved 
that the non-homogeneous problem always has a solution and the corresponding 
homogeneous problem has n- linearly independent solutions (over the field of real 
numbers).
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О ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ В ПОЛУПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВАХ 
С ВЕСОМ ИЗ КЛАССА ВО-МЕНЯЮШИХСЯ ФУНКЦИЙ
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Реноме. В работе рассматривается задача Дирихле в полуплоскости в про
странствах функций суммируемых с весом. Предполагается, что весовая функция 
имеет конечное число особых точек. Получено условие разрешимости задачи.

§1. ВВЕДЕНИЕ
1. Граничные задачи в классах аналитических функций и тесно связанная с 
ними теория сингулярных интегралов в весовых пространствах £S(dp) (dp = 
p(z)dr + dp., где dp, сингулярная часть) исследованы в многочисленных работах 
(см. [1-8]). Было установлено, что для ограниченности сингулярного оператора 
в пространствах IZ(dp), р > 1, необходимо и достаточно чтобы мера dp была 
абсолютно непрерывной и р(z) удовлетворяла условию Макенхаупта (см. [6]).

Отмстим, что если мера удовлетворяет этому условию, то функция / € 
L^idp) является также абсолютно интегрируемой по мере Лебега, то есть при
надлежит классу L1. Однако граничные задачи в классах аналитических функ
ций и в частности задача Дирихле, когда граничные условия понимаются в смыс
ле с|>едней сходимости Ifldp) (см. [9] - [13]) допускают такое же полное иссле
дование в весовых пространствах при нарушении условия Макенхаупта.

Задача Дирихле в единичном круге, когда весовая функция имеет конечное 
число особенностей неотрицательного порядка исследована в [9]. Там же описаны 
в»-совые функции обеспечивающие разрешимость этой задачи для любой функции 
/ € l‘P(p(z Jdr). Задача Дирихле для R0 меняющейся (определение см. ниже) в 
особых точках весовой функции в единичном круге исследована в [10]. Эта задача 
в полуплоскости в случае степенной весовой функции (вида О(|х - хо|°). где а - 
н«'ОтрицАтсльное целое число) исследована в (11).
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2. Пусть Bi класс гармонических функций и(х) в верхней полуплоскости
(7+ = {։;11П 2 > «>} удовлетворяющих, при любом jfo > 0. неравенству

!«(»)! <С(1 +иг, Im z > уо > О,

где С постоянная, зависящая от уо, a m зависит только от функции и В 
работе рассматривается задача Дирихле в следующей постановке ; определить 
действительную гармоническую функцию и(х,у) € В\ так. чтобы выполнялось 
граничное условие

1»т ||и(е,у) -/(։)||£|. ) = 0. (1)
у-« 4-0

гЗг p(i) - измеримая неотрицательная функция на действительной оси. о 
/(«)€£»•

Точку z назовем особой точкой для функции р(х), если для любого 6 > О 
выполняется хотя бы одно из следующих условий : р(т) £ LM(z -6.Т + 6) или 
р՜* £ £'“(х - 6, z + 6). Бесконечно удаленную точку также считаем особой. 
Пусть х։ < Xj < ... < хт - конечные особые точки функции р(х). Числа

-В
о* = вир <0 : р(х) (Ut) > < ос. к = 1,2.. т.

(2)
а0 = вир {0 : p(z)( 1 4֊ |х|)3 E Г*(1/о)} < ос,

где [Д,Л=1,...։т- некоторые непересекающиеся окрестности соответствую
щих особых точек, (/о - окрестность бесконечно удаленной точки, будем называть 
порядком особенности р(г) о Зонной особой точке,.

Функцию д(т) определенную в (Ло« ос) будем называть ЯО- меняющейся в 
бесконечно удаленной точке слева (14] если ее можно предс тавить в вил»

у(*) = exp fsi(z) + [ ~՜՜^ ) • *€(АъОс).

где > Ло и 9i(z), p2(z) ' измеримые и ограниченные функции на (Ло. х). В 
конечной особой точке zq функцию #(*) будем называть ЛО- меняющей^ я «лева.
если ее можно представить в виде

р(х) =ехр ։ € («о -4.*о). (3)

где Д։ G (хо - ^.։о) “ действительное число, a yi(x) и измеримые и
ограниченные функции на (xq - rf. Хо).
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Аналогично определяется класс НО- меняющихся функций справа в точке 
го- Если функция в данной точке НО- меняющаяся слева и НО - меняющаяся 
справа, то скажем, что функция НО- меняющаяся в точке Хо- Ясно, что если 

НО - меняющаяся функция, то а* конечное число.
В дальнейшем предполагается, что р(х) - НО- меняющаяся функция в 

каждой особой точке. Ясно, что функция

ГЛ 
р։(х) = р(г)(1 + |։|ГП 

4 = 1

также является НО- меняющейяся функцией в каждой особой точке. Функцию 
отнесем к классу Ло, если р2(х) из представления (3) функции 5(1) = Р1(х) 

в особых точках удовлетворяет соотношениям

liin8up<?2(x) < {а*} и liminf^ifx) > {а*} - 1

если а* - нецелое число, и

Iimsup92 (1) < 1 и liminfjjfz) > О

если а* целое число, а в бесконечно удаленной точке

linisup92(r) < 1 - {а0}

если ао - нецелое число, и

(4)И

limsup^fz) < О

♦»ели ао * целое число.

> -1и

Введем также следующие обозначения

гл
~^О

(5)

где А* = [<»к] + 1 • если а* нецелое число и А* = [а* , если а* целое число, и

Ро(։) = |Л(х)|“։р(х).

В настоящей работе доказывается, что, если р(х) 6 Ло и

Л/(ро)(х) < Сро(х), х € (х։ - 1, г™ + 1J, (6)
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где ЛУ(/) максимальная функция Харди-Литлвуда, то задача (1) разрешима 
для любой функции /(։) € Ь1(р)- Отметим, что если весовая функция не имеет 
конечных особых точек, то условие р(т) £ R,, достаточно для разрешимости 
задачи (1) для любой функции /(։) € Кроме вышеуказанных фактов
приводится также полное исследование однородной задачи.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Приведем вспомогательные утверждения, которые доказываются аналогично 

[101-

Лемма 2.1. Пусть к > 0 целое число, т, г0 и у >0 произвольные 
действительные числа. Тогда

1 1 < су(^՜1 + I* ~ *о|*՜*)
(х + »у-®о)* ((։-։0Р + у3)*

Если |х - хо| > 2^у, то

1_______ 1_____ > ль,, 17)
(։ + ։у - г0)к (։֊»У-։о)‘ 1 ((։ - т0)3 + у3)^1

где С1 - положительная постоянная.

Лемма 2.2. Пусть к > 0 - целое число. Тогда

|(X + »У)‘ - (X ֊ «У)‘| < Су(/-։ + I։!*-1),

а если |х| > 2ку, то

|(т + iy)t - (х - «у)‘ | > С1У|г|‘-։.

где С\ - положительная постоянная..
Функцию ^(х) на промежутке (а, Ь) будем называть почти монотонно воэрас- 

тающей, если существует число А > 0 такое, что для любых а < х < х < ♦ 
</(х') < Лр(х")* Аналогично определяется почти монотонно убывающая функция. 
Положим

*о = *1 “ 1. х — 2 (т* 4՜ гт Хп> 4՜ 1»

Лемма 2.3. Пусть р(х) € Яо Справедливы следующие утверждения
а) Пусть ого - нецелое число, тогда существуют до € (0,1 — {°о)) н <4

( — {ао}*0) такие. что для любого 6 > до функция х + почти моно
тонно возрастает в промежутке (т'п,оо) я почти монотонно убывает в про
межутке (—оо,хг0). Соответственно, функция |х + || ^р|(х) ПОЧТИ МОНОТОННО
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убывает на (т'п, тс) и почти монотонно возрастает на (-ос.х'0) для любого
6 < 6\. .л вВи|р|

Ь) Если а0 целое число, тогда |т 4- ։|р1(т) почти монотонно возрастает на 
(х'п.оо) и почти монотонно убывает на ( —ос, То). Функция |х + ։|*р։ (х) почти 
монотонно убывает на (х'„,оо) и почтя монотонно возрастает на (-<х,х'о) 
для любого 6 < 0.

с) Пусть а*, нецелое число, тогда функция |х - г* |1°** р։ (х) почти монотонно 
возрастает на (Хк.х*) и почти монотонно убывает на (х*_։,1к)- Соответ
ственно. функция |т - тк|“|։_։°‘։)р1(т) почти монотонно убывает на (х*, х*) 
и почти монотонно возрастает на (хк_1,Хк}.

<1/ Если «к целое число, тогда существует <5о € (0.1) такая, что функция 
х *к|*р։(х) почти монотонно возрастает на (хк,хк) и почти монотонно 

убывает на (г^рТ*) Для любого 6 > 6о- Функция |х - ж*(х) почти 
монотонно убывает на (хк.х*) и почти монотонно возрастает на (х*_рХк) 
для любого 6 > 0.

е) Для любого 6 > 0
Г Р1(х)(/х 
А» (։ + м)1+<

Доказательство : Пусть, согласно (4), Ло выбрано так, чтобы имело место 
1нп <72(т) < Ло < 1 - {о*} при |х| ֊► оо. Тогда, если х'т < х' < х" при 6 > б0 из 
(2| имеем

+ (1'> = еХр ( Г
|х" + »| р։(х") \Л' *

< А ехр 6 ~ <72(0 
I

Поэтому |г՛ + •|<1 р։ (х՛) | |х" + ։|4 р> (х")| < А. Аналогично устанавливаются
остальные утверждения а), Ь). с). (1). Утверждение е) непосредственно следует 
иэ определения класса До.

Лемма 2.4. Справедливы следующие утверждения :
а) Пусть функция <?(х) представима в виде

9д(*)^\

где д2(т) ограниченная функция на (А,оо). тогда если у € (2֊։х,2х), то

<?(*) ֊ 9(У) 
։ ֊ У

У(։)
X
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Ь) Пусть А е (0. 1) и

У(*) = ехр Уз(О<Й\ 
։ - г* ) ’

гдс-9з(։) ֊ ограниченная функция на (։к,։'к). Тогда, если А(х-х0) < у-х0 
X - Хо. то

р(») - 9(у)
1 ~ У

У(») 
г - х*

где С - постоянная, зависящая, вообще говоря, от А.
Наряду с задачей (1), рассмотрим граничную задачу

Дто | Ф+(х + ։у) - Ф֊(х - .у) - / (х)||£1(<>> = 0. (8)

где Ф±(х) искомые аналитические функции вС+ и С соответственно, такие 
что Ф+(л),Ф"(г) € В1, и /(х) - комплекснозначная функция из класса

Лемма 2.5. Задача (1) имеет решение для любой функции / € £։(р) тогда и 
только тогда, когда задача (8) всегда разрешима.

Доказательство. Пусть £։ и подмножества действительных и комплексных 
функций, обращающихся в нуль в некоторых окрестностях каждой особой точки 
и принадлежащих классу Ь1(р). Ясно, что множества Ь։ и Ьз всюду плотны в 
соответствующих пространствах Ь1(р)- При этом задачи (1) и (22) разрешимы 
для функций { из плотного множества в пространствах £։ и £։ соответственно. 
Следовательно, эти задачи нормально разрешимы, если они имеют решения 
для любой функции / € Ъ1(р)- Заметим также, что в задаче (22) можно 
рассматривать только действительные функции /. Предположим, что задача 
(1) разрешима для любой функции / € Ь1(р)- Представим решение и(х.у) в 
виде и(х, у) = ЯеФ + (х), где Ф*(х) - некоторая аналитическая функция в С*. 
Далее, положив Ф“(х) = ֊ФЧх) получим, что функция Ф(х) удовлетворяет 
условию (22). Верно и обратное. Если Ф(х) - является решением задачи (22). 
то ы(х,у) = 2֊։(Ф(х) + Ф*(х), х € является решением задачи (1). Лемма 
доказана.

Лемма 2.0. Пусть р £ Яо и н(х,у) удовлетворяет условию (1), тогда

и(։. у) = «о(։< У) + «I(»• У)« (9)
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r(x) = (x + ։)R(z),

J _ t - z J ’

(10)

(И)

(12)

а <цр. к = 0. 1.2.......»п. р = 0, 1...г»4 некоторые действительные числа.
Доказательство : Заметим, что функция |/?($)|(р(£))~1 ограничена на числовой 
см и Действительно, если а* - нецелое число, то ограниченность следует из опре
деления чисел п*. Если целое число, то ограниченность следует из условия 
(61 или леммы 2.3. Поэтому, если и(х,у) - произвольное решение однородной 
задачи (1). то

гНто||и(г,у)-/(։)||11(|яп =0,

где R определяется формулой (5). Поэтому и(г, у) можно представить в виде (8) 
(см. [11]).
Наконец, если р(х) = |Д(х)| в (12), тогда (см. [11]) общее решение задачи (12) 
предез ав и мо в виде

А, , 11 ОО f>o — 1
+ 57

Р-0

где Л*р. к — 1.2.......т, р = 0,1,...,п* - произвольные комплексные числа.

§3. ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В £*(р)
Скажем, что в особой точке функция р(х) удовлетворяет условию Л/о, если о* 

нецелое число, либо - целое число и выполняется соотношение

Pl{x)dx = (I. (13)

< моти« г< гвенно. функция р(х) удовлетворяет условию Мо в бесконечно удален
ной точке, если ՝ нецелое число, либо Qq ” целое число и выполняется соот
ношение

Pi(x)dx
J֊*> 1 + И (И)

I еорема 1. Пусть р(х) € Ло. Спрлоедлиоы следующие утверждения :
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д) Если р(х) в особых точках удовлетворяет условию М<>. то общее решение од
нородной задачи (1) можно представить в виде (10). где а*р. к = 0. 1.2.. п».
р = 0. 1..... «к ~ произвольные действительные числа

Ь) Пусть в некоторых особых точках р(т) не удовлетворяет условию М„. Тогда 
общее решение однородной задачи (1) можно представить в виде (10). где
ч)П) = 0. если в соответствующей особой точке не выполняется условие М,у

Доказательство И։ леммы 2.6 следует, что для доказательства утверждения а) 
теоремы нам предстоит доказать, что функция (10) удовлетворяет однородному 
условию (1) для любого действительного числа а*р. Сначала предположим, 
что все числа а*, к = 0.1....т нецелые. Достаточно отдельно рассмотреть 
Функции Яс к*®՜1 и Яе ։(х - х/,)՜”', к = 1,2,...т.
Пусть и(х.у) = Яе (г"’՜1. Тогда в силу леммы 2.2 получим

Il«(x.y)llv(p) < [ |(։ + «У)՞0՜1 - (։ -‘У)"° 
J-оо

так как окрестности бесконечно удаленной точки р\(х) < С т|{ для любого е > 0.
Взяв е < {во), получим ||т>_+о||Яе 12"® - 1||ь>(р) = 0.
Пусть теперь п(х.у) = Яс »(а - Хк)-п‘. Учитывая лемму 2.1 получим

lluMllid,, < cs (1 + /”‘ ‘_+ '^ ' к - п г—<ь) •

\ Л' х*’ 4 7 1 /\ Л — 1

где е < {а}. Обозначив Т։ = {г; |х - х*| < у.х € (x't_։.*'.)} и Т2 = {ж; |т - х.| >
J/ДЕ получим

Му) = у

у

Потому />(у) —> 0 при у —> 0. Аналогично.

':W = »/т, '1։1"՜ ',Ь " Г1‘1т, (к - ։.>= + »’)'■

где б = 1 — 2-։({о*} - с) < 1. Следовательно. ||Яе t(a - х.) "‘lltMei “* ® ПРИ 
У ֊♦ +0.
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Если <то - целое число, и(т,у) = Де й”0՜1 и имеет место условие (14), то

Pl(x)dx
1 4- |т|

И II«(у) 111 >(р) -> 0 при у -> 4-0. Пусть и(х, у) = Ле։(х - хк) nfc. ak - целое число
и имеет место условие (13), тогда

1М®. !/)Н1'(р| < Су ((х - хк)2 4֊ у2)”* к “ xk\n,։ pk(x)dx

Для произвольного е > 0, выберем д > 0 так, чтобы из |/г| < 6 следовало

1
2h (15)

Положим Pn(i) = Pi(։), ։£(։,- 8,хк + <5), plk(i) = 0, х ( (ц - 6,хк + <5) и
Р2*.($) = Р1 (г) - рн(х). Тогда из (15) получим

ypik(x)dx 
(х - хк)2 4- у2

yp2k(x)dx 
(х - хк)2 4֊ у2

(гГь+Л
У + M(pik(x)) 4- /

Jri,-6
yP2k(x)dx

(х - хк)2 4- у2

где М(•) ֊ максимальная функция Харди-Литлвуда. Так как

lim Г+<^^_ = 0
(х-хк)2+у2

и в силу (15) М(р1к(х)) < б, то окончательно имеем Нт ||и (я, 2/)||2х»(р) = 0 при 
у —> 4-0. Таким образом, утверждение а) теоремы доказано.
Предположим теперь, что условие (13) нарушено в точке хк и пусть

Вт — (16)

Докажем, что функция и(х, у) — Де г(г — хк) п* в этом случае не удовлетворяет
однородному условию (1). Для этого заметим, что функции 

Х71(М = Pk(x)dx Pk(x)dxh и
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одновременно стремятся или не стремятся к нулю. Действительно, если рДЬ) —»
О, то 0 < д?(Ь) < 2</1 (2А) - д1(К) и дгЦг) —> 0. Обратно, если ^(Л) —> 0. то д^Н.)
ограничена в некоторой окрестности нуля и

п = 1
тах 

г€Ю.2-‘Л
92(т).

Следовательно. дДЬ) -> 0. Далее, используя (7) будем иметь

11« (*՝ 2/)11гЧр)
у|т-2ч|г“' 1р1(х)(1х

((х — х*)2 + у2)~ ՛(”*+։)
2а 1 

2пку
р1(х)(1х = а^2(/1),

где а] = 5-1а, К = 2пьу. Из (16) следует, что д1(Ь) не стремится к нулю, 
следовательно, д2(К) также не стремится к нулю.

Рассмотрим случай, когда условие (14) не выполняется. Тогда в силу леммы 
2.2 при |х| > 2поу функция и(х,у) =. Пегг”0՜1 удовлетворяет неравенству 
и(х.у) > ау|х|п°՜՜2, и поэтому не принадлежит классу £’(р).

§4. НЕОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В £’(р)

Лемма 4.1. Пусть р(х) Е Яо. тогда
|< 4-гх урДх)(1х

Р1(0 /-ОО ((* - <)2+ .У2) 1*+։|{ао}а) §ир
<б(-с»,ж;)и(х',.

Доказательство. Пусть I Е (х'п,оо). Тогда в силу леммы 2.3 существует 6 Е
(0.1 — {ао}) такое, \го функция |х 4֊ ։|4р1(х) почти монотонно возрастает на 
(х'п,оо). Поэтому

К +л1<д°} [2 *‘________ ур1(х)с1х______
Р1(<) Лоо ((г֊Н2 + 1/2)1* + ։|{ао}

у|х 4֊ Ц6р!{т)с1х 
|* 4֊ ։|2|х 4- +

Далее, учитывая лемму 2.4, получим

|/ -Ь Г21 ________ ур1(х)с!х______
Р1 (*) У2-4 ((« - И2 4- !/2)1* +

Р1(0
у(р1(х) - рД1))<1х 

((х — О2 4- у2)|^ 4-
у|< 4- 1ра°^х

((х - о2 4- у2)!® 4-
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< А Л а у|* 4--*!<** „ л (у . У. I2 + у2\ . л\ /г-ас ((х - <)2 + У2)|® 4-։|<а°М \ « У2 ) 2

В силу леммы 2.3 6 € (0.1 — {<>}) можем подобрать так. чтобы функция
|т 4֊ /| Лр1(х) была почти монотонно убывающей на (хп,эо), и поэтому

|< 4֊ 1рап> Г00 ______ ур!(х)с1х_______
Р1(<) -Аг ((* - *)2 4֊ у2)|х 4- ։|<а°>

((т - <)2 + у2) |т 4- »|{^о}-з
у\1 4- ։|1°1-4</т

Утверждение а) леммы, при 1 Е (а՛',, ос) доказано. Аналогично устанавливаются 
остальные утверждения.

Георема 2. Пусть р(х) Е Яо и выполняется условие (6). Тогда задача (1) 
разрешима для любой функции }(х) Е Ь1(р). Общее решение определяется 
формулой (9), где акр.к = 0,1,2,..., тп и р = 0,1,..., пь - произвольные 
действительные числа.
Доказательство. Пусть /(г) 6 ^(р) и и(х.у) удовлетворяет условию (1). Анало
гично доказательству теоремы 1 будем иметь

^Пто||и(г.у) - /(1)||£М|Ли = 0. (17)

1 еперь из леммы 2.6 следует, что и(х,у) представима по формуле (9), где 
•Ч.р к = 0,1.2.......т и р — 0.1........ пд - некоторые действительные числа.
Учитывая теорему 1 достаточно установить, что функция (11) удовлетворяет 
условию (1) при любой / Е Ь1 (р). Для этого предварительно докажем оценку :

. Лир! < л11/11г*(р)- (18)

Представим функцию /(т) в виде суммы /(а?) ая /(х) = /о(^) 4֊/1(ж) 4-.. .4֊/т(я),
где

/о(х) =

Л(®) =

/(X) 
0 
/(*) 
о

если х Е (ос, То) и (х'п,оо), 
И* X $ (оо,^) и «,оо), 
если ։Е(Хь1,4), 
если х £ «_р<).

Обозначим через щк(г) функцию (И) при Цх) = /к(х), к - 0,1,...тп. Тогда при

1^1Л- (х.у) \р(х)Их < Л||Л|и»(Р). (19)

к > 0
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поскольку и1к (х, у) — О(|г - в окрестности точек х}. ]ф к и иц (х, у) =
О(к|По՜՜2) в окрестности бесконечно удаленной точки. Далее имеем

У) = Л (*, У) + Ь(х. у),

где

/1 («=,») = 2՜*

/2(։,у) = 2-։

Л(*)г(1)<Й.
I — г

Л«)г(<)<й
I — г

00 Л(1)г(0^\ 
ос «֊* /
* дтйТиА 

ас < — X /

Положим /1 (х, у) = у) 4- /1"*(х. у), где

и заметим, что из леммы 2.1 следует, что при х 6 (х]ь_1,х]ь)

у(у"‘ 1 4֊ |х - х*г|П|' х)
((х - хк)2 4- у2)п-

Следовательно,

|А(®,у)1Ф) =

811 р
)< ։

1 \ Г‘ АЮФН֊ ~7Ч / 7--------- — <7(т)^хФ)/Л; . 1-х-'У• • I

1Л(01Ф)
|1-х>|1-(°4

рМ

^(у՞*՜1 4-|г - *)|х - хл;|п*Р1(т)
((х - хк)2 4- у2)՞*|< ֊ х - »у|

<1х (И <

1А(«)1р(0 Р1(*) ((х - хк)2 4- у2)|< - X - ։у|
у|х - хк|<а‘>Р1 (х) с/х</#.

Однако, если в точке хк имеет место условие (6). то (см. [10])

у|х - х»|<а>>Р1(х) с Р1(<)
((х ֊ хк)2 4- у2)|/ ֊ х - <у| р ֊ Хк|1_<П։>*



28 ГМ.Айрапетян

В силу ■»той оценки < ^ПЛ11г>(/»>- Дал«’ и։ (6) имеем

<сД |/*(<)М‘) —£ ((։_։։)2 + Л|։ _։։|1-|..1 <

<с,£’‘ |/.«)|<к<)11 ~^’)1՞11 М()*< с»ИЛ1к.м- (2»>

Учитывая, что оценка (19) верна и для функции /։. получаем ||7։ (։, у)|к1(р) < 
А||/к|к։(#)- Аналогично устанавливается, что ||Ь (*, у)1к«<Р) < А||/*|к‘(/>)- Сле
довательно. с учетом (19) и (20)

||и1к(։. У)1к*(е» < СПАПгцр). к = 1,2, ...,т.

Пусть теперь к = 0. В этом случае имеем ию(з, у) = Л (х,у) + к (х< У)՝ где в 
определение функций 7։ (։,у) и 12(х,у) следует заменить /* на /о- Аналогично 
определяются функции /|” (х.у), Л՜' (х,у)- Учитывая эти определения и лемму 
2.2. получим

зир
11^111«©^- ։ )$ 1

<С / |/о(«)|р(«)

А Г
/ 1и01-х~Ч

+ ։|<ов» (/гЛ <
|х + ։|п° |< - х - »з/|

у(у"°-2 + |х|п°-։)|։|1-1оо)Р1(х)

где 1/0 = (-эс.То) и (х'п.оо). В силу леммы 4.1 будем иметь || 11"(х,у)|к։(/>) < 
С|1Лк>(/)- Аналогично доказывается, что Ц/|',(х.у)|к*(р| < С||/1к|(р|- ТеМ 
самым оценка (18) доказана.

Теперь докажем, что из оценки (18) следует, что функция (11) удовлетворяет 
условию (1). Действительно, пусть Сп = {։; |х| > п} Г» |т — х*| < п՜1},
п = 1,2,.... Положим

[ 0 И х е
/n(Z, " 1/(х) И х^Сп

Получим последовательность функций /в(х) такую, что

П/п(х)-/(х)1кчн->0 (21)
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Обозначив функцию (11) при f{x) = f„[x) через »«„(г, у), будем иметь

lim ||un(z,y)-/n(x)||£1 =0. (22)

Далее, используя оценку (20) получим

11« («.У) - / >(Р) < ||«(«. У) ֊ «п (։,у) |кчР| + ||«п («,у) ֊ /. (։)||д>(/>( +

+||/«(®) - /(։)11г'(Р) < С||/„(1) - /(։)||£»|р| + ||ип (х.у) - /п (։)||ь.(р>

Из (21) и (22) теперь следует, что и(х, у) удовлетворяет условию (1 (.Теорема 
доказана.

Из доказательства теоремы 2 следует

Георема 3. Пусть функция р(1) € Яо не имеет конечных особых точек Тогда 
задача (1) имеет решение для любой функции /(։) € Ь1(р)-

Abstract. The paper investigates the Dirichlet problem for the half-plane in some 
spaces of weight-summable functions, assuming the weight function has a finite set 
of singular points. A condition of solvability of the problem is obtained.
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА 
ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ВНЕ КРУГА

Н. Е. Товмасян

Государственный Инженерный Университет Армении

Резюме, В работе рассматривается задача Римана Гильберта для неправиль
но эллиптических уравнений вне круга. Решение ищется в классе функции, огра
ниченных в бесконечности и удовлетворяющих условию Гельдера в конечной 
части внешности круга вплоть до его границы. Получены условия однозначной 
разрешимости этой задачи и указан эффективный метод решения. Рассмотрена 
также задача Пуанкаре для неправильно эллиптических уравнений вне круга.

1 . ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим в области О՜ = {х : |х| > 1} следующую граничную задачу

Ао Цхх 4- АхЦ/у 4- А — О, (х, у) е 0 . (1)

Ке (ао(х)и(х)) = /0(х),
ди(г)

дг = ли, г = х-Ну. (։.У)6Г. (2)

где До. Ах и 4, - комплексные постоянные. А? 0 и оо, о» ~ комплексноэначные, 
а /о. /1 действительные функции на Г = дО*, и - искомое комплекснозначное 
решение и (г = |х|) ֊ производная по направленинию радиус-вектора. Запишем 
0+ = {х : |г| < 1}, и пусть А։ и Х2 ֊ корни характеристического уравнения, 

соответствующего уравнению (1) :

<]е1(Ао + 4- АзА*) — О, (3)

Обозначим /7(0) (77 (Г)) класс функций, удовлетворяющих условию Гельдера 
“ замкнутой области 0 (Г). Предположим, что уравнение (1) неправильно 
эллиптическое, т.е. 1т А։1т Аз > 0. Не ограничивая общности, предположим, 
что

1т А1 > 0 и 1т Аз > 0. (4)
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Предположим. далее. что решение и ограничено в окрестности бесконечности и 

и,б№) и и,€»), Ря = {г: 1 < |г| < Л). (5)

Функции аг О = 0.1). $ принадлежат классу Н(Г) (где л дуговая
абцнсса контура Г), причем выполняется условие

<»o(z) 0 и o։(z) # 0. z G Г.

Задача (1), (2) является задачей Ри мана֊ Гильберта для неправильно эллипти
ческого уравнения (1) вне круга. При условии (б) граничные условия (2) можно 
записать в виде (см. (1]. стр. 50 и (2). стр. 267)

Re (znnwo(z)u(z)) = /o(z),

Re = Л(Д z = г + iy, (։.У) G Г.

где rij индекс функции a, (j = 0.1) на Г. (j = 0,1) аналитические в области 
1)' функции, удовлетворяющие условиям

u>o(z) # 0. ы։(г) # 0. zÇD+, £ H(D+), (8)

и /о- /։ единственным образом определяются по а} и /о. Д.
В дальнейшем, граничное условие (2) будем брать в виде (7). Задачу (1). (7) 

при /о = /։ = 0 будем называть однородной.

Теорема 1. Для того, чтобы задача (1), (7) была однозначно разрешимой 
необходимо и достаточно, чтобы

по = 0. n։ = 1 u Im (wi(0)(w!(0))-։) # 0. (9)

В качестве примера функций удовлетворяющих условиям (8), (9) можно взять 
w/z) = <j + bjZ (j = 0.1), где 0 < |6ol < |cq|, |&i| < |с։| и Im (Ьо^1) / 0. Под 
однозначной разрешимостью мы подразумеваем существование и единственность 
решения задачи (1). (7) при любых J, G Н(Г) (j = 0,1) и при G Я(Г).

В §2 исследуется задача (1), (7) и доказывается теорема 1. В §3 исследуется 
задача Пуанкаре для уравнения (1) вне круга.

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Предположим сначала, что А) / А? и выполнено условие (9). Покажем, что задача 
(1). '7| однозначно разрешима. Пусть |р| < 1. Обозначим через О՜ = {(,* :
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< - * + М*»* € О՜ } внешнюю часть эллипса с центром в точке нуль Общее 
решение уравнения (1) в области О" , ограниченное в окрестности бесконечности, 
определяется формулой (см. [1], стр. 50) :

«(*) = ¥>i (х + Ml*) + ¥»j(z 4֊М2*) + Cln г 4֊ Ml*
* + M2*

(10)

где M; — (» ~ \)(’ + “М՜1 (У = 1.2)« С - произвольная постоянная и
функции, аналитические в властях Dp {j - I. 2) соответственно՜, ограничение
о окрестности бесконечности и удовлетворяющие условию у>2(ос) = 0. Функции

(j = 1,2) и постоянная С определяются по и единственным образом.
В силу (4), |/Ау| < 1 (> = 1,2) и, следовательно, в (10) можно выбрать

непрерывную ветвь логарифма в области £>~. В частности, ее можно определить 
соотношением 1п^֊ = 1п(1 4֊ М1**՜1) - Ь(1 + М2**՜1). где 1п( 1 4֊ м2**"։) 
(; = 1.2) - главная ветвь логарифма. Из условия (5) следует, что (см. [1], стр. 
50). 4- м2*) € Н(Лд) — 1,2). Граничное условие (7) при по = 0и П) = 1
можно записать в виде

Re —= ро(*). Нг 
“о(*)

■z du(z)
Wj(z) Or

= ?1(*).

!?*(*) = 7k(*)kk (*)Г։. (И)

Подставляя общее решение (10) в граничное условие (11) и учитывая, что г = з՜1 
при г € Г, получим

¥»i(* 4-Mi*) + V>j(* + Мз*) + Cln
* 4֊ Ml*
* 4֊ Мз*

= ffo(*). *er. (12)

Re [*<52-J(z)((z 4-М1*)¥’1(* + М1*) + (* + М2*)¥>з(* + М2*))] =?։(*). *€Г, (13)

<5։-‘(*)

1ак как |м2| < 1 и - аналитическая в области D(,i функция, получим, что
Функции

<Tj(z) = [z 4֊ ) . z € D . j = 1.2. (15)

являются аналитическими в области D~. Из (15) следует, что пределы а2(оо)
гУШествуют и <у2(оо) = 0, а также имеет место равенство

f ) = 1.2. (16)
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Учитывая (15), (16) и равенство 2=2՜ 
запишем в виде

Яе 0^2) -

(г 6 Г), граничные условия (12), (13)

; = 1,2, г € Г, (И)

где

(1։(2) = 4։~1(г) (<?1(2) + аИ*) + С1п (1 + — С1п (1 + ^2 ) ) , х€Р , (18)

п,(.) = *,-‘(») (*’(Г " )*-><(») -I- ‘Др‘ <»)- ' \ 2' - д։ г* — д2 /

Ил (18) и (19) следует, что аналитические функции в И՜ и ограничены в 
окрестности бесконечности. Поэтому, на граничных условий (17) эти функции 
опрделсляются по формуле Шварца (см. [3), стр. 223) :

Я,(*) = + гей՜, 7 = 1,2, (20)

где () = 1.2) - действительные постоянные. Подставляя 01 из (20) в (18), 
получим

<п(х) = ֊*2(х) - С1П (1 4֊ ^|) + С1п (1 + ^) + *С161(2) + Ф1(*)$1(х). (21)

Подставляя П2 и <т։ из (20) и (21) в (19), получим

2(Р1 ֊ Р2)г^'2(г) 
(*’ - М1)(2։ - д2)

- .Г1",,,?1'՞, + + *»« - ^£(и:,ад+♦',(>)), (22)
Iх ~ И1Д* — Р2/ * Р1

где
> = 1.2- (23)

Поскольку 6] и ф} - аналитические в Р՜ функции и ограничены в окрестности 
бесконечности, то при |г| -> оо эти функции, а также функции 21<т^(2), г26'}(х) 
и 22^(г) (7 = 1.2) имеют предел. Умножая обе части (22) на 2; (7 = 0,1) и 
переходя к пределу при |г| —♦ оо, получим

Пт (ьс2<52(2) + Фг(г) - 22(»с1<5'1(2) + 1(4(2))) = 0. (24)
|։|-»оо

2С(М1֊И2)+ Нт г(»с2<52(2) 4-0г(г) - г2(»С1<5'1(г) + 1/г1(«))) = о, (25) 
|։|-юо

где существование предела в (25) следует из (24). Пусть действительные числа 
и с2 удовлетворяют условию (24), а комплексная постоянная С определяется
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из (25). Тогда правая часть (22) стремится к нулю как г՜1. Поэтому из (22) 
функция <7։(х) (<Т։(оо) = 0) определяется однозначно по формуле 

где Ф правая часть (22). а интегрирование идет вдоль луча = ре*''. а = агцх։ 
|։|<р< ОО.

Таким образом, задача (1), (7) имеет решение тогда и только тогда, когда 
уравнение (24) имеет решение относительно действительных постоянных с, 

= 1.2). Обозначим

(интегрирование идет вдоль Г по комплексной переменной I против часовой 
стрелки).
Из (14) и (23) следует, что

<)2(оо) = ы։(0), Пт х2<$'։(х) =-Ыц(0) и Пт (х:|(’'։(х) - ^(х)) = 6. (28)

и. следовательно, уравнение (24) относительно действительных постоянных с, 
(; = 1.2) можно записть в виде и/о(0)с1+С2Ы1(0) = 61. Так как о>1 (0) # 0. последнее 
уравнение можно представить в виде

4(0)
*1(0)

6։
4ЙП՜ (29)

Приравнивая действительные и мнимые части в (29). получим, чти (291 одно
значно разрешимо тогда и только тогда, когда 1т / 0. Пусть это условие 
выполнено и с} (; = 1,2) - решение (29). Тогда о) (; = 1.2) и С однозначно 
определяются из формул (21), (25) и (26). Пусть отображение, обратное к ото
бражению < = г 4֊ р2х-։ (х € Р՜= Ь2) определеляется формулой

а, (О =
С + у/С3 - *4

I»
(30)

2

где берется ветвь, непрерывная вне отрезка (—2у/Д7> 2у/7*7]. которая удовлетво
ряет условию у-։ у\՜2 — > 1 при |<| —♦ оо. Из (10). (15) и (30) имеем

3 ы(г) = 52^ (х + /1,х) + 7(г + ^1г - 4/^
2

+ С1п к + М1* 
։ + Мз*

(31)



36 н Е Тоиммял

Таким обратом, при условии (9) задача (1), (7) имеет единственное решение, ко
торое опредляется формулой (31), где <г} (; = 1,2) и С определяются однозначно 
из соотношений (21), (25), (26) и (29). Следовательно, условия (9) достаточны 
для однозначной разрешимости задачи (1), (7).

Для доказательства необходимости покажем, что при нарушении условий 
19). задача (1), (7) не является однозначно разрешимой. Действительно,

1. при по = (I. П1 = 1 и 1т = 0. используя (29) аналогично предыдущему, 
получим, что однородная задача (1), (7) имеет одно линейно независимое ре
шение над полем действительных чисел, а для разрешимости неоднородной 
задачи (1), |7) необходимо и достаточно, чтобы () = 0. 1) удовлетворяли 
условии* Яе Ь(и>։(0))՜* = 0, где 6 определяется формулой (27).

2. При по < — 1 для разрешимости неоднородной задачи (1), (7) необходимо 
условие /о'г /о(е,*’ив = 0.

3 При П1 < 0 для разрешимости неоднородной задачи (1), (7) необходимо 
условие/։(е,*)</в = 0.

4. Если же по > 1. л։ > 1 или по > 0, п։ > 2, то однородная задача (1), (7) 
имеет ненулевое решение.
Таким образом, теорема доказана при А> Аз. Пусть теперь А։ = А։ 

(1т А։ > 0). Тогда в области О՜ общее решение уравнения (1), ограниченное 
в окрестности бесконечности, определяется формулой (см. (1), стр. 50) :

и(г) = у>1(г + д։я) + гу>2(х 4֊ М1х), (32)

где (; = 1,2) аналитические в области функции такие, что существуют 
у>։(ос) и у>з(ос) = 0, причем <р} определяются по п однозначно. Число рх опре
деляется аналогично (10). Используя формулу (32), аналогично случаю просты։ 
корней, доказываем теорему и в этом случае. Теорема 1 доказана.

Мы указали эффективный метод решения задачи (1), (7) при по = 0. гц = 1. 
В других случаях задача может быть решена аналогично. Запишем условия, прв 
которых задача (1). (7) имеет решение для произвольных граничных функций.

I еорема 2. Для того, чтобы неоднородная задача (1), (7) при любых /о,/« 
( 4? ՛ /։ € ^(Г) | имела решение необходимо и достаточно выполнение одного Я)
условий :

1) п0 = 0. тц = 1 и 1т Ыо(0)(ы1(0))՜։ 0 ;
2) по = 0 и т»х > 2 ;
3} по > I, пх > 1.
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При этом, число линейно независимых решений однородной задачи (1). (7) равно 
2(По + *4 - 1).

Теорема 2 доказывается аналогично теореме 1, поэтому ее доказательство 
опускаем. Если ко число линейно независимых решений однозначной задачи 
(1). (2), а к1 - число действительных линейно независимых условий, при которых 
неоднородная задача (1), (2) имеет решение, то эти числа кончены и К индекс 
задачи (1). (2), определяется соотношением

К — ко — А'1 = 2(по + г»1 — 1).

Чтобы показать, что результаты для внешней и внутренней задач Римана
Гильберта отличаются, расмотрим уравнение (1) с граничными условиями

Яс и(х) =/0(к). Яе'^ = /|(г), х 6 Г. |33)
ат

Теорема 3. В области И однородная задача (1), (33) имеет одно (ио = г) 
линейно независимое решение , а соответствующая неоднородная задача имеет 
решение тогда и только тогда, когда граничная функция удовлетворяет условиям

+ /1(е,в))соав <Ю = О,
о

Г’(/о(е։')

Уо

<10
е'*) <10 = 0.

Для сравнения отметим что (см. [3]. стр. 176), что в области однородная 
задача (1), (33) имеет четыре линейно независимых решения и соответствующая 
неоднородная задача в этой области всегда имеет решение.

3. ВНЕШНЯЯ ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
В этом параграфе рассмотрим уравнение (1) с граничными условиями вида

_ о(х)н(х) = /(г), х 6 Г, (34)

1 Де а и / задание комплекснозначные функции на Г. удовлетворяющие услови
ям

^еЯ(Г), ^€Н(Г), <։(*)/0. * € Г. (35)
03 <13
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Из 135) следует, что индекс и функции и на Г целое число и а можно прсдстапить
в виде ([4]. стр. 150)

(36)

где и/± функции, аналитические в Р* соответсвенно, принадлежащие классам 
Н\О') и удовлетворяющие условиям 0 (г € Р^), <^_(оо) = 1.

Теорема 4. Задача (1), (34) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда 
р=-1 и|«0)|#1.

Замечание. Функция а(г) = я~՝(я + <А))(^1 + *• гДе () — 1»2»3) ~
постоянные, удовлетворяет условиям теоремы 4. если |<А։| < 1 и |с/з| < |</։|, 
Ма|#1. ՝՝֊* 4 9В

Доказательство теоремы 4 : Предположим сначала, что корни уравнения 
13) простые и выполняются условия теоремы. Докажем, что задача (1), (34) 
однозначно разрешима. Используя (36), представим граничное условие (34) в
ниде ___

»(*) _ ( х _ /(») е г
ы_(։) От " ^.(г)' (37)

Подставляя общее решение (10) в это уравнение и учитывая равенство и(г) =
и((£)՜1) (2 € Г), получим

где

П+(2)

п_(к)-п+и) = 9(«). *ег. (38)

+ С()п(1 + д։г2) - 1п(1 + Д2г2))

/ г2(г2 +/м)
\ я2 - д։ 1 х 6 Р՜.

я € Р+,

(39)

(40)

В этих формулах <ту — 1.2) аналитические вР функции, определенные в 
(15) (/т2(ос) = 0). Функции П± являются аналитическими в Р* соответственно 
и 0_ ограничена в окрестности бесконечности. Из (38) следует, что функции П± 
определяются формулами (см. [4], стр. 137) :

П*И = Р(х) + С0 = -^ [ ^-+Со, яеи±. (41)
2%։ /г I - г

Обозначим

0(к)=ы+П1 0(к)р(֊\ Р2(։) = ы_(ж)Г(х), х€Р", (42)
\ * / \ Ъ /
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и паметим. что функции 0 и Г} (У — 1.2) - аналитические в О՜ . ограниченные в 
окрестности бесконечности и 0(эо) # 0. Г։(оо) = 0. Подставляя П4 из (411 в (39) 
я заменяв (в)՜* на в, получим

= -а2(в) -С1п (1 + ^֊) +С1п (1 + ^) +^(г) + ^(х), г € И՜. (43)

Подставляя П_ и о։ из (41) и (43) в (40), получим

2(/М ֊ Мг)^2(г) _ 2С(р1 - р2)г3 
(г2 - Д1)(г։ - р2) (х2-М1)(»’+Рг)

+Сош_(г) + Г2(г) - --2^^2(Со^(г) + ВД), гбО՜. (44)

Аналогично (24) и (25), получим, что для разрешимости уравнения (44) отно
сительно аз необходимо и достаточно, чтобы комплексные постоянные С и Со 
удовлетворяли условиям

Соы.(оо) 4* Г2(ос) — Нт ^(Со^И* Л'И) = 0. 
1-Н»

2С(р1 - р2) + Нт г(Со^_(г) + Р2(г) - г2(Сп#(г) + Г։’(х))) = 0. 
|։|-+оо

(45)

(461

Из (42) и равенств и»_(оо) = 1 и Г(оо) = 0 имеем

Р2(оо) = о, Пт х2/3'(г) =-ы'+(0), 
|>|-*<ю

Нт г2Р1'(г) = -<(0)Р(0) -и>+(0)Г'(0). 
|ж|-»оо

Следовательно, уравнение (45) примет вид

Со +<4(0)Со = -ы’+(0)Г(0) -ы+(0)Р(0). (47)

Последнее уравнение имеет единственное решение тогда и только тогда, когда 
1и'>(0)| / 1. Итак, при условиях теоремы 4 задача (1), (34) однозначно разреши
ма. Доказательство необходимости этих условий для однозначной разрешимое ти 
задачи (1), (34) аналогично доказательству необходимости условий теоремы 1. 
В случае, когда характеристическое уравнение (3| имеет двукратный корень, 
используем представление (32). Дальнейшие рассуждения аналогичны. Доказа
тельство завершено.
Имеют место следующие утверждения, которые доказываются аналогично тео
реме 4.
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Теорема 5. Если и = -1 и |ы'+(0)| = 1, ТО неоднородная задача (1), (34) 
имп т <шя<> линейно независимое решение, а для разрешимости соответствующей 
неоднородной задачи необходимо и достаточно, чтобы функция д удовлетворяли 
условию

кп (е-'Ь<4(0)Г(0) +оч(0)Г(0))) = 0.

где в - argw'+(0). a F определяется из (41).

Теорема в. Неоднородная задача (1), (34) имеет решение для любой граничной 
функции / € Ж Г) тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих 
условий • ։ ’ И |

1)и = ֊1 и|<(0)|# 1; 2) р <-2.
При зтом число линейно независимых решений соответствующей однородной 
задачи равно -2к - 2. Индекс задачи (1), (34) определяется формулой ко — =
-2и - 2. 1

Abstract. The paper studies the Riemann-Hilbert problem for improperly elliptic 
equations in the exterior of the unit disc. The solutions are found in the class of 
functions that are bounded in the neighborhood of infinity and satisfy Holder’« 
condition in any finite part of the disc exterior, up to its boundary. Some conditions 
for unique solvability of the problem in question are obtained and an effective solution 
method is presented. The same methods also work in the Poincare problem for 
improperly elliptic equations in the exterior of the disc.
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НЕЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

Н. Е. Товмасян

Государственный Инженерный Университет Армении

Резюме. В работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для непра
вильно эллиптических систем уравнений. Описываются условия, обеспечиваю
щие нормальную разрешимость этих задач и указывается метод решения. На 
модельной задаче иллюстрируется различие в постановке корректных краевых 
задач для правильно и неправильно эллиптических уравнений.

§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
Пусть О - ограниченная односвязная область с гладкой границей Г = дО и 
О € О. В области О рассматривается система дифференциальных уравнении

4֊ ВиГу 4- Сиуу = 0. (г. у) € О, (1)

где 4, В и С - постоянные, квадратные матрицы порядка п. а и = (щ... ип 1 
искомая, дважды дифференцируемая вектор-функция в Р. Система (1) называ
ется эллиптической, если характеристическое уравнение <1е((А 4- ВХ 4- СА') = О 
не имеет действительных корней. Если число корней с положительной мнимой 
частью равно п, то система называется правильно эллиптической, в противном 
случае неправильно эллиптической. Для правильно эллиптических сметем, при 
условии слабой связанности (см. [1]), задача Дирихле является нормально раз
решимой и фредгольмовой (см [1 . (2 ). В работах [2]. 13 исследована правильн՛՛ 
зллиптическая система (1) с условиями на границе :

ф)иф) + Ь(х)иф) 4 ф)и(х) = ф). 1 = « + (х.у) € Г. (2)

1 Де «(г), 6(г) и с(г) — квадратные матрицы порядка л. /(-) — (А (* I. • • • А • - 1 
“ заданная век тор-функция с компонентами /։(г) (I £ 1 < п)* удовлетворяющая
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условию Гельдера на Г. Доказано в [2], [3], что если система (1) - правильно 
эллиптическая. а матрицы А. В. С и о(г). 6(г) удовлетвотряют дополнительному 
условию (условию Лопатинского). то задача (I), (2) нетерова.

Если система (1) неправильно эллиптическая, то задача (1), (2) нс являете։ 
нетс|ювой (см [4]). Например, в случае полуплоскости, если а(х), Ь(г) и с(а) 

некоторые постоянные, то однородная задача (1), (2) в классе ограниченных 
Функций всегда имеет бесконечное множеств линейно независимых решений

Основная цель настоящей работы постановка и решение нетеровой гранич
ной задачи для неправильно эллиптической системы (1). Полученные результаты 
показывают, что в этом случае характерны нелокальные граничные задачи.

Пусть а(х) и (Цх) - достаточно гладкие функции на Г. осуществляющие 
взаимно-однозначное отображение Г на себя соответственно с сохранением и 
измеиеием ориентации, и пусть 0 и / 0 (г € Г), где з -
дуговая абсцисса. Граничное условие для неправильно эллиптической системы 
(1) запишем в виде

+ а(։)и(а(я)) + Ь(г)и(0(я)) = /(х), я = х +։у, (х.у)€Г, (3)

где а(я) и 6(г) - заданные на Г достаточно гладкие квадратные матрицы порядка 
п. .V внутренняя нормаль к Г в точке г € Г и /(г) = (/1(х) /п(х))т * 
заданная на Г функция класса //։(Г). Здесь и далее класс Я*(б) множество 
функций на С. удовлетворяющих вместе с производными порядка 1՝ условию 
Гельдера. Решение и(х.у) задачи (1), (2) ищется в классе С2(О) С\ НХ(Г)}.

Рассмотрим случай, когда корни характеристического уравнения Х} = 
1.......2п) простые и расположены в верхней полуплоскости, т.е. 1։п А? > О
(; = 1,...,2п). При п = 1 рассматривается также случай кратных корней.

Обозначим через ко число линейно независимых решений однородной (при 
/ = 0) задачи (1), (3). А-։ число линейно независимых условий на /, необходимых 
и достаточных для разрешимости неоднородной задачи (1), (3). Числа ко и 
называются г)е(/>еь*тньы<и числажи, а и — ко — к\ - индексом задачи (1), (3).

I еорема 1. Если det6(z) ф 0 при всех z € Г. то задача (]}, (3) нетерова и се 
индекс определяется формулой и = 2п + р0. где i/q индекс функции det b(z) И» 
Г

Рассмотрим неправильно эллиптическое уравнение Бицадэе [см. 2] в единич
ном круге Do = {z||z| < 1} :

д О
■■ -4՜ i "* —

о I Оу

2
t։(i,y) = О, (z. у) е Do, (4)
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с граничными условиями на Г = 0DQ :

4- bznu{0z) = f(z), z = z + ։y. (х,у)€Г, (5)

4-az"u(az) = f(z), z = x + iy. (т.у)€Г. (6)

где a, b. a и 0 - комплексные постоянные. |a| = 1. |/Э| = 1.
<4

Теорема 2. Если b 0. то задача (4). (5) нетерова и ее дефектные числа 
определяются соотношениями 1с0 = шах(2 + n,0) and kx = max(-2 - n,0). 
Дефектные числа задачи (4), (6) бесконечны.

Таким образом, если система (1) неправильно эллиптическая, то условие 
detb(z) 0 (z € Г) существенно для нетеровости задачи (1), (3).

Пусть теперь система (1) правильно эллиптическая и слабо связанная.
Тогда, используя формулу индекса, полученную в [2], имеем

Теорема 3. Задача (J), (3) для правильно эллиптический и слабо связанной 
системы фредгольмова.

Таким образом, правильная или неправильная эллиптичность уравнения (I) 
существенно влияет не только на нетеровость задачи (1), (3), но и на индекс 
этой задачи. В работе указывается метод решения задачи (1), (3), а задача (4), 
(5) решается в явном виде.

§2. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть 1ш А > 0. обозначим Од = {((.*?)! С = £ + ”/ = х 4՜ Ау, (г.у) € Я} и 
Гд = 0ЯА.

Лемма 1. Пусть и у>2 - функции, аналитические в областях Ох, и Яд3 
соответственно, такие, чтоу>, € Ях(Яд, иГд>) 0 = 1.2) « 1т > 0. 1т Аз > 0. 
'Рг(О) = 0. Тогда справедливы представления

РИ* + А։ у) =
1

2я»
f 4- »r?)d(< 4- Axq) 
Г + Ai»j - х - А։у

(€.»?)€ Г, (х.у)бЯ. (7)

1 Г ы։(( 4- ։rj)d(< 4֊ Ajij) 
+ W = / { + Л։,-։-А։,

Г + ч) <*(( + М) (l,s)eD. 18)
2iri

гДе wj и и? ֊ аналитические в D функции, uij 6 HX{D U Г) (} = 1» 2 и u^lO) = 0. 
Функции W] определяются по и единственным образом.
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Доказательство. Подставление (7) и его единственность доказаны в (1). Так как 
^,(0) = 0. то формула (8) следует из (7). Учитывая, что

^/г({ 4֊ А2т? - х - А2у)~։</({ + А2т/| = 1.

в П1>следнем представлении функцию «2 можем заменить на ш2(г) -ы2(0). Таким 
образом. можем предполагать. что о/](0) — 0. Осталось доказать единс твенность 
представления (8). Пусть ^н(г 4֊ Аз?/) = 0. Тогда (8) примет вид

_1_ [ («»({ +4) 4-с) <С(4 4-А>2) 0 (1 у) е п
2>1 /г £ + А2п - х - А2у

где с второе слагаемое правой части (8). Из единственности представления (7)
следует. чтоиъ(х)+с = 0. Так како>2(0) = 0. то с = 0 и и/2(х) = 0. Доказательство 
завершено.

Пусть Г = ^ + 4 и = ^о + ’^о ~ точки на Г и 7д(<) = £ + Ат? соответствующая
1 точка на ГА ( 1т А > 0). Обозначим

*(Мо) =
1_________ Уд(М

# - <о < + Аг/ ֊ {о - Ат/о ’ К1(«,*) = Ул«)
( + Хт] - х - Ху

и Л'гПЛю) = К։'(Мо)« Так как Г - достаточно гладкая кривая, то К, К։ и К3 
также достаточно гладкие функции на оп Г по обеим переменным £ и <о (см. [6], 
стр. 573). . ■ ՝в

Лемма 2. Если функция у>։(т + Ау) имеет представление (7), то при /о = 4о+4о € 
Г имеют место формулы

^1(€о + А1По) = «1(*о) + -■ I Х1(Мо)«1(*) Л,

<р',(Со + >.•») = ֊֊4 + х֊^֊; / (Ю>

ТдЦо) **Пх(*о) Jг
ГДР

¥>։(&> + А։г/о) = Нт (։ + А։ у).
«=г+|у-И0,л€Р

Локлуятельство : Так как функция и>1(*) аналитична в О и о>1(х) € Я։(Р), то 
формулу (7) можно представить в виде

<р։(я) =«(я) + (21Г1)՜1 I Кх(1,г)ш(х) гИ.

Переходя в последнем равенстве к пределу при 2 —> € Г и используя
формулу Сохоцкого-Племгля (гм. (7], стр. Сб), получим первое соотношение в 
(10). Второе соотношение получаем аналогично, дифференцируя обе части (7) 
по т и игпользуя интегрирование по частям. Лемма доказана.
Следующей։ лемма доказывается аналогичным образом.
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Лемма 3. Пусть а(4) - сохраняющий ориентацию сдвиг «э (3), и(4) и 4(4) 
достаточно гладкие функции на Г. Если ы(г) - аналитическая в И функция из 
класса Я (О), то предельные значения интегралов

_ 1 [ а(<Ма(<)) л 1 Г
~~= ։60՛

при х —► <о € Г определяются по формулам

(П)

<р(4о) = а(4о)ы(а(4о)) + т~ ( Кз(*- 40)ы(а(4)) Л.

<Жо) = 4(40)ы'(40) + ֊ / К4(1, «оМ«) Л,

Кз(4,40) = °(<) ֊ “(М
4 - 40 + а(*о)

4 -40
«'(<) \ 

а(4) -а(40)/

К«(Мо)= ֊
РЮ-Ь(Ъ)\ 
\ <֊«о /

Рассмотрим одностороннюю задачу Гильберта со смещением вида

¥>(4о) + во(4о)<4(а(*о)) + + 4(4о)^(0(4о)) =/(4о), *о € Г, (12) 

где <р(х) € Н(И) и ^(г) € Н1(О) ~ искомые аналитические в О функции. 
/(4) Е Я։(Г) и ао(4), <31(1) и 4(4) - заданные на Г достаточно гладкие функции. 
о(4), 0(4) - сдвиги из условия (3).

Лемма 4. Если выполняется условие 4(4) 0 при всех 4 Е Г, то задача (12)
нстерова и ее индекс р определяется формулой V = Ро +1, где из индекс функции 
4(4) на Г.
Доказательство : Рассмотрим преобразование

Легко видеть, что паре функций (^(2), ф(х)) (где € Н(О) и V € Я1 (О)) 
взаимнооднозначно соответствует пара (^1(х)» (г))» (причем € Н(Р) и
01 е Н1(О)). Переходя к пределу при г ֊> Го € Г, и используя лемму 3, после 
подстановки в граничное условие (12) получим

^(40)4-4(40)^(0(40)) + У М(4,4о)^1(Н^ =/(4о), 40 € Г.
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где определенная функция, достаточно гладкая на Г по обеим пере
менным t и <о- Полученная граничная задача исследована в (7] (стр. 239-257) 
в классе ip € H(D), ф € H(D). Было доказано, что при выполнении условия 
леммы 4. данная задача нетерова и ее индекс равен i?o + 1. Доказано также, что 
если f(t) € Я։(Г), то любое решение из класса H(D) принадлежит также классу 
HX\D). Поэтому, рассматривая последнюю задачу в H(D) и используя резуль
таты [7]. завершаем доказательство леммы.
Аналогично доказывается векторный вариант леммы 4.

Лемма 5. Если в (12) оо(0> <*։(<) и &(<) - гладкие квадратные матрицы порядка 
п (п > 1). /(*) = (ДОД ...,/„<П)т € Я։(Г). а у,(х) € Я(£й я. ФИ е Я1(Р) 

искомые аналитические в И п-мерные вектор столбцы, то при выполнении 
условия <1с< Ь(Г) / 0 при всех 1 € Г. задача (12) нетерова и ее индекс V 
определяется формулой р = р0 + п. где и0 - индекс функции (1е1 Ь(1) на Г.

$3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ
Доказательство теоремы 1. Пусть корни А, характеристического уравнения 
простые и расположены в верней полуплоскости 1т А; > 0. Тогда в области О 
общее решение системы |1) допускает представление (см. (2)) :

2п

«(։.У) = + Ajj/),
>«»

(։.у) 6 D. (13)

гДе (] = 1........2п) - аналитические в области D\j функции такие, что
^(0) = 0 (j1 = п 4- 1... .,2л), ctj (j = 1...., 2n) - постоянные п-мерные вектор- 
столбцы, определенные по коэффициентам уравнения (1) и удовлетворяющие 
условиям

(oi ... an) = /n, det ( °* '** °3" ) # 0, (14)
\ । . Азла2П у

где /п п-мерная единичная матрица. При этих условиях, функции опреде
ляются по и единственным образом, и. если и € НХ(Я), то Функции ^(х + А, у) 
также принадлежат тому же классу (см. [2]). Обозначим

Ъ(<) = ( + А,ъ 67(t) = A, cos 0(1)-sin 0(1), t = { + Г, j = l,...,2nt (15)

I л< ЙИ| угол между касательной к Г в точке ( и положительным направлением 
оси абсцисс. Подставляя и(х) из (13) в граничное условие (3), получим

2п
52(ö;^('o)^(7j(<o)) +u(M<b¥>j(7j(a(e0)))+
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+М*о)<Ъ¥Ъ(ъ(0(М))) = /Ио). *о€Г. (16)

Согласно лемме 1 функции можно представить в виде

у,(» + А,у) = ֊ / А » +с'» (Х’У)€Я )=1........2п,

гдеы, аналитические в Р функции, ш} £ Н1(О} иы,(0) = 0 при ) = п+1........2п.
Постоянные с} равны нулю при ] = 1,..., п и

9 = -(2*։)՜1 <*7,(0, > = п + 1........ 2п.

Используя лемму 2. представим граничные значения этих функций при г —* «о € 
Г (х = ։ + ։у, (х, у) € О} в виде

¥>>(7Д*о)) = и»>(*о) + 2^ +с,.

ш' (1п) 1 /У>;(7,«О)) = ^ + 5-/гМ,1<.<.Ч(<.)Л.
где Яу(С!0) и Л/ДМо) • известные вектор-функции, гладкие по I и 10 на Г.
Поставляя последние соотношения в (16), получим

+ а(«о)<։;ы7(а(е°)) + ЬЦ0)а)ш) (0( 1о))+

(И)

где /о Е Г и ГДМо) (У = 1........2°) ' известные вектор-функции с гладкими 
элементами
Введем обозначения

И< = (<*п+1> ••■•а2п). Л։ = Лшу(А։,..., А„), Л3 = 11шу(А„ + ։........ А2о). (18)

(Очевидно,

(<-։(г)...... а,я(г))т = ф(г) ֊ Г (и»п+1(д)......... олЭп(*))Т = [ ¥>(<)<*•

Jo

где р и V' * искомые аналитические в О всктор-функции. Легко видеть, что 
€ Я1(Р) (; = 1...2п) и ы*(0) = 0 при к - п 4- 1.......2п тогда и только
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тогда, когда ^>6 Н(Ь) и ф € Используя обозначения (18) и учитывая
(1 11. уравнение (17) примет вид

I и>«о) ֊ )^(to) + P(W'(<o) + a(to№(a(M) +

+ jf I F(t, t0)p(t) + <?(t, «о)^(П )Л = /(*о). to € Г, (19)

где F и G квадратные матрицы порядка п с гладкими элементами,

р(*о) = '*««9
^l(to) <М*о) \
У։«о)....... 7;«о)/ ՝

<Jn+l(to) 
Yn + l«o)’

<*2n(to) \
" 7'2n(W ՛я(*о) = dw»9

Докажем, что матрица W>{to) - р(<о) И невырождена на Г. Действительно, из 
|15). используя равенство

7j(to) = соя0(1о) + A, sinfl(to) 
cosl9(t0) + ։$infl(fo)

получим

<М*о) *■»♦>(*<>) _ ______ (Aj ~ Ап+*)(соз0(<о) 44sin0(to))_______
1](*о) 7i,+*(to) (cos0(to) +A?si։։0(to))(cos0(to) +An+k3in0(to))'

Таким образом, в значениях (18)

det(W^(«o) ֊ P(to)VK) = det(WA2 - AXIV) Jcos^) + ,8U‘^(-o))՞ 

IJ(cO8 0(to) + A7 8in0(to)) 
J=1

(20)

Из (14) и (18) следует, что

dct(IVA2 ֊ Л,И’)

Далее, при 1пз Л > 0 функция соа0(£) + Авп10(<) нс обращается в нуль на Г 
и ее индекс равен единице (см. [б]). Следовательно, скЦИ'/з^о) - ^о)^) не 
обращается в нуль на Г и его индекс равен -п. Умножая обе части (19) на 
(И^/х(։0) - р((0)И/)՜1 и применяя лемму 5. завершаем доказательство теоремы

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим задачу (4), (5). Для простоты изло
жения предположим, что в (5) Ь = /3 = 1. Общее решение уравнения (4) предста
вим в виде (см. [2])

u(z) = + (1 - + Cz, z = x + ij/, (z,y)e Do, (21)
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где <Р и Ф ~ произвольные анлитические в йп функции и С - произвольная 
постоянная. Отметим, что н С определяются по и однозначно и, если 
и € Н՝(О), то £ Н(О) и 0 € №(Р) (см. (2)). Подставляя ц в граничное 
условие (5) получим

* V'' (■*) ֊ 2^(*) 4- Сг 4֊ 2п(ф(г) 4֊ Сг) = ((г). 1*1 = 1, (22)

Пусть п 4- 2 >0. Тогда последнее уравнение можно представить в виде

Ф(2)֊ ♦(,) =/(,). г€Г. (231

где
Ф(г) = х^(*) - 2<р(г) + Сг"4՜1, Ф(х) = -Сг՜1 -гп0(г՜1).

Легко видеть, что Ф и Ф аналитичны в областях £>о и С\Д) соответственно и 
|Ф(г)| < Со|г|”. Следовательно, из (23) имеем (см. [6]) Ф(г) = Г(х) 4֊ Рп(*) при 
г € Со и ♦(*) = ^(х) + /«(*) при х € С\£>о- Здесь

Г = й1
известная функция, а Рп(г) ~ многочлен степени не выше п. Используя пред- 

ставления функций Ф и Ф получим, что функции и ф определяются с точностью 
до многочлена степени п 4- 1 и. следовательно, однородная задача (4), (5) имеет 
л 4֊ 2 линейно независимых решений. Неоднородная задача всегда разрешима 
Первая часть теоремы при л 4֊ 2 > 0 доказана.

Пусть теперь п4- 2 = 0. Рассуждая аналогично предыдущему случаю, после 
подстановки общего решения (21) в граничное условие (5) получим граничную 
задачу (23), где аналитические в Ро и С\£>о соответсатвенно функции Ф и Ф 
определяются соотношениями

Ф(х) = х^(*) ~ 2у’(*), Ф(х) =-2Сх 1-г ։0(х 1).

Учитывая, что Ф(х) -» 0 при |х| -+ эо. имеем

Ж^'(*) - 2<р(х) = Р(х), 2С 4֊ = С(г),

где Г и С - известные функции, и
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Ид второго равенства определяем С = 0.5(7(0) и ф(г] - ։-1((7(г) - (7(0)), а из 
первого равенства Таким образом, при п + 2 = 0 задача (4). (5) однозначно 
разрешима.
В случае л + 2 < 0. первая часть теоремы доказывается аналогично.

Рассмотрим задачу (4). (6). Здесь также для простоты изложения рассмат
риваем случаи когда в (б) а = 1. а = 1 и п > 1. Подставляя общее решение (21) 
в граничное условие (б), получим

гф'(г) - 2<?(г) + Сг + гп ф(х) + С«՞՜1 = /(г). (24)

Из этого соотношения оп[>едсляем

Равенство (24) показывает, что функция г/(г) граничное значение аналити
ческой в Со функции Р'(д). Следовательно, для разрешимости задачи (4). (6) 
необходимо выполнение бесконечного числа условий

0, к = 1,2

При этих условиях, из (24) получим

- 2^(2) + С + 2п+1^(х) 4- Сгп =

где функцию V’ 6 7/1 (£>о) можно брать произвольно, и затем однозначно опреде- 
лить Теорема доказана.

Рассмотрим задачу (4). (3) в круге Д0- В (21) ведем новую аналитическую 
функцию <р1 (х) = 4- С. по формуле

С = ^1(0) = ֊ / Г ։^(*) <Й. ¥»(х) = АФ У1(0). 
2Я1 уг г

Подставляя общее решение (21) в граничные условия (3), получим

г2^(г) - 2у>։(г) + а(г)г0(«(г)) + Ь(г)гф(А(։))+

1 + г(а(г)а(х) + Ь(г)0(х)) Г ¥>։(1)Ж
+---------------24-------------- /г —Г՝

при 2 € Г. Данная граничная задача отличается от (12) вполне непрерывным 
слагаемым, и, следовательно, используя лемму 4, доказываем утверждение тео
ремы 1 для задачи (4), (3) в круге.
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§4. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ
Пусть для системы (1) корни А, характеристического уравнения простые и 
удовлетворяют условию Im Х} > 0. Рассмотрим граничное условие

<9u(t) duft)
~dN +tto(z)_äT +°Wu(a(m+MOuW) = /(<). <€Г, (25)

где a, b. a. 0 и f удовлетворяют тем же условиям, что и в (3), во квадратная 
матрица порядка п с гладкими элементами и и - искомая вектор-функция из 
класса Н։(£>). Доказательство следующей теоремы аналогочно доказательству 
теоремы 1.

Теорема 4. Если dctb(z) 0 при z € Г. то задача (1), (25) яетерова и ее индекс 
определяется формулой v = 2n + и0. где и0 - индекс функции det b(z) на Г. 
Рассмотрим иное граничное условие для решения системы (1)

+ «о W ^+ »(։)»(«(*))+ »(«)ЗД = /(<). <6 г, (26) 

где параметры и неизвестная вектор-функция удовлетворяют тем же условиям, 
что и в (25). Приравнивая действительные и мнимые части (26) задачи (1). (26) 
приводим к эквивалентной задаче Римана-Гильберта :

Re (аМФЦо) + У =S(«o), *о€Г. (27)

Напомним, что эквивалентность означает, что существует взаимно-однозначное 
соответствие между решениями (1), (26) и решениями (27). и в обеих задачах 
линейная независимость решений соответствующих однородных задач рассмат
ривается над полем действительных чисел. Здесь Ф 6 H(D) - искомая в области 
D 2л֊мерная вектор-функция. L - определенная квадратная матрица порядка 2п 
с гладкими элементами и

S(t) = ( Re A(t)....... Re /„(*), Im /j(t)......... Im /„(*))T .

•Матрица Xj(to) определяется соотношением

/ H'plfo) ֊ p(fo)H' 6(M\ 
Ai(t) = ___  >

VdM^-pf'o)^) Wo)/

где W. p и p - матрицы, входящие в (19). Легко видеть, что 

detXHto) = (2«)ndet(W'M(«o)-/>(<o)Hr)delMf^),

следовательно, если detb(fo) # 0 (to € Г), то det Xj (to) / 0. При этом условии 
задача (27) была исследована в [7] (стр. 362). Используя результаты этой работы, 
получим
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Теорема 5. Если det h(z) / 0 при всех г € Г. то задача (1). (26) - нетерова и 
индекс определяется формулой и = 4п + 2мэ, где ро - индекс функции det b(z) нл

Г

Abstract. Th«՝ paper considers non-local boundary value problems for improperly 
elliptic systems of second order differential equations. Some conditions for normal 
solvability of such problems are described together with a solution method. The 
difference between the boundary value problems for properly and improperly elliptic 
equations is demonstrated in a model case.
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ЗАДАЧА НЕЙМАНА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Н. Е. I оамасян и А. О. Бабаян

Государственный Инженерный Университет Армении 
Е-шаИ : аппевакФнгеЬ.ат

Резюме. В работе рассматривается задача Неймана для эллиптических слабо 
связанных систем второго порядка в полуплоскости. Решение ищется в классе 
дважды непрерывно дифференцируемых в полуплоскости и непрерывных вплоть 
до границы функций, имеющих конечный порядок роста на бесконечности. Полу
чены необходимые и достаточные условия существования решения неоднородной 
задачи и выписываются в явном виде решения соответствующей однородной за
дачи.

(2)

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть Р = {(։,у) : у > 0} верхняя полуплоскость комплексной плоскости, и 
Г - ее граница. В области О рассматривается эллиптическая система второго 
порядка

Аигг 4- ВиГ9 + Си,, = 0. (1)

где А. В и С - постоянные квадратные матрицы порядка п. и = (и,.......и.)т
искомая вектор-функция. Будем предполагать, что система (1) правильно 

эллиптическая, т.е. для корней Ат характеристического уравнения <1еЦА + ДА + 
САI. 2) = () выполняется соотношение 1т А^ > 0, 1т А„+? < 0, при ; = 1.......п.
На границе Г решение и(т,у) удовлетворяет условиям

и,(г. 0) = /(г). X е г. и(0.0) = Со,

где /(։) заданная на Г непрерывная вектор-функция, а Со - фиксированное
число.
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В монографии [1], было введено важное понятие слабой и сильной свядав
ности системы (1) (с действительными коэффициентами) и было доказано, что 
задача Неймана (1). (2) и задача Дирихле для слабо связанной системы (1) а 
конечных односвязных областях ф]н*дгольмовы. В [2] показано, что для сильно 
связанной системы (1) эти задачи не фредгольмовы и не нетеровы. Далее, в [3] 
было получено, что для сильно связанных систем соответствующие однородны«* 
задачи в полуплоскости в классе ограниченных функций имеют бесконечное мно
жество линейно независимых решений. Мы будем исследовать задачу (1), (2) для 
с лабо с вязанной системы (1) в классе функций полиномиального роста.

Введем следующие определения

Определение 1. Обозначим - класс непрерывных на Г функций, допускаю
щих оценку

|/(х)|<К(1 + |«|°), х е г, (3)

где а фиксированное неотрицательное число. (Здесь и далее через К обозначаем 
все постоянные).

Определение 2. Класс - это множество функций м> непрерывных в Л и Г 
и допускающих оценку

|и(х,уН< К(1 + га). у/*2 + У2, (4)(։.») € АиГ,

где- а фиксированное неотрицательное число.
Решение и задачи (1). (2) ищется в классе дважды непрерывно дифферен

цируемых в О функций, удовлетворяющих условию

и € Мп, и9 € Л7„_։.

Предполагается, что / 6 ЛГд при 0 < а — 1 (случай 0 = а — 1 будет рассмотрен 
в §3). Рассмотрим также граничные условия Дирихле

н(х,0) = /(։), и€Л/„_։. (б)

для решения системы (1). Задача Дирихле (1), (6) была исследована в [4], где 
было доказано, что
1) соответствующая однородная задача (когда / = 0) имеет 1с0 линейно незави
симых решений, при

^о = 0. 0 < а < 2 и 1*о = ([<*] - 1)п, а > 2, (7)
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2) неоднородная задача при нецелых а и при 0 < а < 2 всегда разрешима.
3) при о = [о] > 2 неоднородная задача (1), (6) имеет решение тогда и только 
тогда, когда выполняется неравенство

аир 
г>0

к. (8)

Отметим также, что в [4] общее решение однородной задачи (1). (б) и частное 
решение неоднородной задачи построены в явном виде В настоящей работе, 
используя эти результаты, исследуется задача (1), (2) при условии (5). Основные 
полученные результаты следующие

Теорема 1. Пусть тп = [о] Тогда однородная задача < /). (2). (5) (при / = I).
= 0) имеет тп линейно независимых решений. Любое решение является 

многочленом порядка не выше тп и определяется по формулам 

и(х.у) - ст.

о > 2. (9)

где V - произвольное решение однородной задачи (1), (6). а с постоянный вектор

Теорема 2. Если а > 0, то неоднородная задача (1), (2). (5) всегда имеет 
решение. Если о = 0. то неоднородная задача (2), (2), (5) имеет решение тогда 
и только тогда, когда вектор-функция / удовлетворяет условию

(Ю)

Решение неоднородной задачи (1), (2). (5) определяется по частному реше
нию задачи Дирихле (1), (б). Эти теоремы доказываются в §§2 и 3 В §4 иссле
дуется более общая граничная задача для слабо связанной системы (1).

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2 ։
СЛУЧАЙ ПРОСТЫХ КОРНЕЙ
Доказательство теоремы 1. Пусть система (1) - слабо связанная и и - 
решение однородной задачи (1). (2), (5). Тогда функция V = и, 6 Ма-1 и 
является решением однородной задачи (1), (6). При 0 < а < 2 иэ (7) следует, 
что и = (I и, следовательно, и(г, у) = ), где - некоторая дважды непрерывно
дифференцируемая вектор-функция от т. Подставляя эту функцию в (1), получим 
р"(х) = 0, т.е. н(х. у) = С1+с2т, где а и с2 постоянные векторы. Из однородного 
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граничного условия (2) следует, что С1 = н(0.0) = 0. Итак, м(х, у) = сх. 
Учитывая, что и € Ма> при (I < о < 1 имеем с = 0, а при 1 < а < 2 с 

произвольный постоянный вектор. Пусть теперь а > 2. В работе [4] было 
доказано, что в этом случае компоненты вектор-функции в являются полиномами 
порядка нс выше - 1 относительно х и у. Следовательно,

н(т.у) = [ в(хЛ) + у>(х).

Подставляя и в (1). и учитывая, что в также удовлетворяет (1) и однородным
условиям (б), получим А<р"(х) + Св,(х,0) = 0, , т.е.

(т - «)ву(1,0)<И 4- с0 + с։т, (12)

где со и С1 произвольные постоянные векторы. Подставляя и в однородное гра
ничное условие (2), получаем, что со = 0. Из (И) и (12) получаем представление 
(9). Согласно формуле (7). однородная задача (1), (6) имеет (т - 1)п линейно 
независимых решений. Отсюда и из формулы (9) следует, что однородная за
дача (1), (2). (5) имеет тп линейно независимых решений, которые являются 
многочленами порядка не выше тп относительно х и у. Теорема доказана.

Для доказательства теоремы 2 будем использовать следующие оценки, кото
рые доказываются простым вычислением.

Лемма 1. Пусть Аир постоянные, 1т А 1т р 0. и

и’(т.у)
А(!) Л

Уг (1 ֊ т - А)(Г - X - р)՜ (13)! - х - Ау ֊ А'

Тогда.

если А € М при -1 < г < о. то и> Е М,, при всех р > г,
если у € М при -2 < г < 0. тогда а £ 1УГ,
если А непрерывна на Г и |А(х)| < Я1п-1 |х| при |х| > R > 1 и у > 2. то 

!«’(։• 1Ж < К 1ч1՜՜’ г при г = ^/х2 + у2 > R > 1,
если у непрерывна на Г и удовлетворяет неравенству

|у(х)|< Я|։Г։|п-»|։|, |х| > R > 1, 7 > 1,

го я удовле гворяет той же оценке, возможно с другой постоянной К.
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Доказал ельство теоремы 2. Пусть характеристическое уравнение системы 
(1) нс имеет кратных корней. В этом случае общее решение (1) представляется 
в виде 

2п

+ \у). (14)

где <р} и ¥>п+> (} = 1,...,п) - произвольные функции, аналитические в О и 
С\Р соответственно. Постоянные векторы а) (] = 1........2п) выражаются через
коэффициенты системы (1) и. так как система слабо связанная, то эти векторы 
удовлетворяют некоторым условиям. Используя обозначения •

Р = (а1...ап). О = (ая + 1...а2„).

5 = </ш.д(А1....... Ао). £ = ашд(Ая + 1......... А2п),

эти условия можно представить в следующем виде

АеЦРБР՜1 - С)ЬС}՜1) / О, <1е1Р*0. ЛеЩ/О. (15)

Пугть 0 < а < 1 и
1т 2^0. (16)

Тогда в - решение задачи (1). (6) - определяется формулой (14), где функции 
определяются однозначно соотношениями (см. [4])

(¥>х(г)........ ?„(х))т = Р-։Г(х). 1ш г > 0.

(^я + 1(г)....... ¥>2п(^))Т = Ьп г < 0. (17)

Обозначим
2п 3"

<7(х) = 1»(т. 1) = <Н¥>*(։ + Ак). (?։(«) = ^2 А*аяу?к(։ 4֊ А*). (18)
1=։ *=։

Рассмотрим вектор-функцию

и(х,у) = У — А 1Вб(С) Л-

-А 'СI С։(0Л + У у(0. «) Ш + (/о- (19)

Эта функция удовлетворяет граничным условиям (2) и, так как т» решение си« - 
гемы (1) и имеет вид (14), то функция (19) также является решением системы (11
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Так как в € Л/„_ । (о > 0). то первое слагаемое правой части (19) принадлежит 
классу Afft. Функция / принадлежит Na при fl < а - 1. поэтому из (17), (18) и 
первого утверждения леммы 1 (при у = 0) следует, что G € Nn- i и Gj(t) € Na-v 
Таким образом. второе и т|»етье слагаемые в правой части (19) принадлежит Nn, 
л значит и € Л/,, является решением задачи (1), (2), (5). Теорема 2 при 0 < а < 1 
доказана Доказательство в случае 1 < а < оо аналогично, с той лишь разницей, 
что вместо функции (16) следует использовать функцию (см. [4])

/(<) Л In։ г 0.

Из теоремы 1 и формулы (19) получаем следующее следствие.

Следствие I. При 0 < а < 1 задача (1), (2). (5) имеет единственное решение, 
которое определяется формулой (19).

Итак, для завершения доказательства остается рассмотреть случай а = 0. 
Из следствия I можем заключить, что если задача (1), (2), (5) при а = 0 
имеет решение, то оно определяется формулой (19). Функция (19) удовлетворяет 
системе (1) и граничным условиям (2), поэтому остается проверить условие (5). 
Из (191 следует, что и, = г, где г однозначно определенное (см. [4]) по формулам 

14) и (17) решение задачи (1), (6) в классе т.е. € МЧто касается 
доказательства второй оценки (5), из (14), (15), (17) и (18) имеем

G։(») = /,+/,. PSP՜1 -QLQ՜1 Г f(t) dt 
2*» Jp t — x — »’ (20)

Г (f - r - A*)(t - x -
hf(t)dt

3n
G(r) = v(z ikf(t)dt

X - Xk)(t ֊ x - i)

v(r,
£ /(<) di
- X - Äky

(21)

(22)

где и (] — 1,...,2т») некоторые постоянные квадратные матрицы порядка 
и Функция / по условию принадлежит классу при г < -1. следовательно, 
из леммы 1 и (2) Получаем, что /, и С принадлежат тому же классу Пусть 
второе условие (5) выполнено, т.е. и € Мо- Тогда из определения Мо следует, 
что и(х.0)€ No- Учитывая (19),получим

Bj G(t)dt+cj Gi(t)dt€N0,
(23)
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1ак как /3 и (» принадлежат /V, при г < -1. то для выполнения условия (23) 

необходимо, чтобы | Ц <11 Е No . Представим интеграл из 1\ в следующей форме 
о

/(*) dt 
t - z — t t — z - I

Так как </(/) € при 7 < 0. то согласно лемме 1. второе слагаемое в пра
вой части этого уравнения принадлежит некоторому классу Агг при г < ֊1, и. 
следовательно, условие (10) необходимо для выполнения (23). Итак, необходи
мость условия (10) для разрешимости неоднородной задачи (1). (2). (5) доказана. 
Пусть условие (10) выполнено. Тогда выполняется (23) и функцию (22) можно 
представить в виде

v(z,y) у h [

Снова используя лемму 1. получим, что интегралы в последней сумме принадле
жат классу Мг при г < 0. и, следовательно, f’ t>(r. t}dt € Afo- Это соотношение 
вместе с (23) и (19), доказывает достаточность условия (10) для разрешимости 
задачи (1), (2) и (5) при a = 0, Теорема доказана.

§3. ЗАДАЧА НЕЙМАНА ДЛЯ СЛУЧАЯ КРАТНЫХ КОРНЕЙ.
НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ
Доказательство теорем 1 и 2. Пусть характеристическое уравнение системы 
(1) имеет кратные корни. Для простоты изложения будем предполагать, что 
А, и А3 п-кратные корни характеристического уравнения, причем 1пз А1 > 0 
и 1т А3 < 0. Тогда общее решение системы (1) представляется в виде (см. [1])

з п
։i(t,j/) = 5252м(1У>’

7=14=1
(24)

где Ujt(®, у) = 1 1 (х + У>- и

ий(։,у) = + М) + 52С-'**>у* "’(* + А,УЧ к՜2........”•

\ F=l
J . м (25>

где j = 1,2 и a,* (j = 1.2. * = 1.......п) ~ постоянные п-мерные векторы. C]k,.
- некоторые постоянные. р» и <рп ֊ произвольные функции, аналитические 
в О и C\D соответственно. Векторы и постоянные С}ьр определяются
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по коэффициентам системы (1). при этом выполняются соотношения det Р, = 
det(n,j.. .а,») # <• при } = 1.2 (условие слабой связанности в данном случае, 
см [1]). Если обозначить^* = А^,* + Су* + 1,*аьк + 1 (j = 1.2. k — — 1)
и 0)Я = XjOjn. то выполняется соотношение

<»|п «21

0in
(26)

Функция г частное решение задачи (1), (6) при g = / и в этом случае 
определяется формулой (24), где функции ç>i, и <p2j однозначно определяются 
по формулам, аналогичным (17) (y>։։(z)....... y>Jn(z))T = P։"։F(z) ( Im z > 0) и
(^u(z)....... ¥’зп(г))Т = -Pj'F'iz) ( Im z < 0). Функция F определяется так же
как и н §2. Далее, ясно, что vr(®. 1) можно представить в виде

2 n n-t + 1

•\(r.1)

где ajif. некоторые определенные постоянные. Обозначим (7(т) = v(x, 1) и

2 n n-i+L

В этих обозначениях частное решение задачи (1), (2), (5) также определяется 
по формуле (19) а > 0 (так как функция V определяется по формуле (24)), 
причем при а = 0 необходимо выполнение условия (10). Из (19) следует, что 
и, = Мо.։. и,аналогично параграфу §2, используя (19) и (26), получим» что
и € Мп. Доказательство теоремы 1 аналогично случаю простых корней. Теоремы 
доказаны. * ' ’ ®. *

Условие теоремы 2 / € при 0 < а - 1 можно ослабить. Если предполо
жить. что / € С(Г) допускает оценку |/(г)| < Я|х|°-1(1п |х|)в-г при |х| > Я, где 
Т > 1 при а > О и 7 > 2 при а = 0, то, используя лемму 1, (3) и (4) аналогично 
доказываем теоремы 1 и 2 и в этом случае .

Ра< смотрим предельный случай / € Na.it когда характеристическое урав
нение уравнения (1) имеет простые корни. Если задача (1), (2), (5) имеет реше
ние и то Функция V = иу будет решением задачи (1), (6). следовательно, при 
о = !/>] > 2 функция / необходимо удовлетворяет условию (8) (см. [4]).

Пусть а > 0 и / € No-!. Тогда, согласно вышеизложенному, вектор- 
функция ио определенная формулой (19), является решением задачи (1), (2) и 
для произвольного с > 0 имеем ио € и и* € Ма+я-1- Пусть задача (1), (2),
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(5) имеет решение ц. Тогда функция и9 = u — uq является решением однородной 
задачи (1), (2), (5| когда а в (5) заменено на а + е. Следовательно. согласно 
теореме 1 функция цг является многочленом от т и у порядка не выше гл = о՛. то 
есть принадлежит классу MQ. Поэтому функция uo — u — uf также принадлежит 
классу

Обратное очевидно, и. таким образом, задача (1). (2). (5) имеет решение 
тогда и только тогда, когда uq E Ма. Так как п (19) г € то при л > О 
первое и второе слагаемые в правой части этой формулы принадлежат ЛГ^. 
Поэтому, оо € Мп тогда и только тогда, когда третье слагаемое в правки части 
формулы (19) принадлежит N„. Таким образом, получена

Теорема 3. Пусть функция f принадлежит N^-i при о > 0 и удовлетворяет 
условию (8) при а = [а] > 2. Если v частное решение задачи Дирихле (1). (6). 
то неоднородная задача (1). (2), (5) имеет решение тогда и только тогда, когда 
выполняется условие

Г Gi(t)dteNa. (27)
Jq

При этом частное решение задачи (1). (2). (5) определяется формулой (19). 
Функция Gi определяется из (18).
Аналогично доказывается следующая теорема.

Теорема 4. Пусть f € /V-i и v частное решение задачи Дирихле (1). (б) при 
a = 0. Тогда неоднородная задача (1). (2). (5) имеет решение тогда и только 
тогда, когда выполняется условие

J в(хЛ)Л е Мо>

Ву\(«,1)Л + С^ Gi(t)dteN-v <28>

Частное решение задачи (1), (2). (5) определяется формулой (19).
Применим полученные результаты для изучения неоднородной задачи (1). 

(2). (5) когда непрерывная на Г вектор-функция / в окрестности бесконечно 
удаленной точки допускает представление

/(«) = ®в՜։>А

1=1
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где Л положительное число, с* п-мерные постоянные векторы, а» (к - 
1.. .1) отличные от нуля действительные постоянные. При нецелых о х° 1 

непрерывная ветвь этой функции при |х| > R. Для простоты изложения 
рассмотрим скалярный случай п = 1 при 0 < а < 1. В этом случае частное 
решение ։> задачи (1), (б) определяется по формуле (см. [4])

/ /(։) ((-х’-А,, ' <-/-А«) Л' (30)

где А1 и А» корни характеристичсчкого уравнения. 1т А! > 0, 1։п А2 < 0. При
>том имеем

1 /* / А։ А2 XСЦх) = — / /(т)-------—------------------г <1т
2тп Уг т-т-А2/

(31)

Для оценки интеграла от функции С\ представим функцию / в виде

I 

*=1 \
(32)

где /։ финитная непрерывная вектор-функция на Г, У1 - бесконечно дифферен
цируемая на Г функция такая, что У<*(х) = с* ПРИ 1 > Л, У’к(х) = с* при х < -R 
и = 0 при |х| < 1 (к = 1,...,/). Интегрируя по частям, получим

Г |М*)*о-1е,аи<Д 2_ г у>; (*)Г~1е,а>,<Д
У г 7 х Ху Уг ® Ад

Ио - 1) г 1>к(1)е,а**а1 _±[ фк(1)1я-'ел"։<и
+ а» 7г 12~п(* ֊ х ֊ Ад) «к/г ^-х-Х})2

Функция У’1 - финитная, следовательно, первое слагаемое в правой части этой 
гуммы принадлежит Л/_։, второе и третье слагаемые принадлежат Ла-1 по 
лемме 1 и (2). Очевидно, что 6։ состоит из слагаемых такого же вида, откуда 
получаем, что € №а-\, т.е. интеграл (27) от этой функции принадлежит Ыа. 
Следовательно. неоднородная задача (1), (2), (5) с граничной функцией / вида 
(19) имеет решение. При а = 0, рассуждая аналогично, можно доказать, что 
условие (10) необходимо и достаточно для разрешимости неоднородной задачи 
(1). (2). (5).

§4. БОЛЕЕ ОБЩАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ (1) 
Пусть о заданное неотрицательное число, тп = (а] и / € 1Уа. Решение и € С2(Д) 
слабо связанной системы (1) удовлетворяет условиям

и^х.О) - аи(х.О) = /(։), х 6 Г, и € М,„ и, £ Мп, (33) 
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где « # 0 - некоторая постоянная. Рассмотрим также условия Дирихле, анало
гичные (6) :

u(։,0) = f(x),z£ Г, иЕМа, 134)

где / - функция из (33). В этом параграфе мы решим задачу (1), (33). используя 
решение задачи (1), (34). Предположим сначала, что

Re а < 0, ReAja-։^0, j = l.......2n, (35)

где Xj - корни характеристического уравнения для системы (I). Имеет место 
следующая 

'Георемо 5. Однородная задача (1), (33) имеет »пп линейно незави< имых реше
ний. Любое решение этой задачи - полином порядка не выше тп и определяется 
формулой

u(z,y) = eü* / e-e’v(։J) dt -h eav^(։). (36)
Jo

где V - произвольное решение однородной задачи ((1). (34), а <р решение 
дифференциального уравнения

A<p"(z) ■+ aB<p'(x) + <гС>(х) = -CvjJx.O), (37)

в классе полиномов порядка не выше т - 1.
Доказательство: Пусть и решение однородной задачи (1). (33). Тогда и,(г.у) - 
аи(г.у) = н(х,у) ((х, у) € О), где ։> - решение однородной задачи (1). (34). В '4 
было доказано, что »> = 0 при 0 < а < 1 и ։՛ - полином порядка не выше т при 
а > 1. Решая дифференциальное уравнение (39). получим представление (36), где 

- некоторая дважды дифференцируемая функция, подлежащая определению.
Так как и € Мя, то ^>(х) = и(х,0) € М,- Подставляя (36) в систему (1) и 
учитывая, что ։՛ удовлетворяет системе (1) и однородному граничному условию 
и(г,0) = 0. получим уравнение (37) для определения <р. Характеристическим 
уравнением уравнения (37) является

det(Ap՜ + оВц -Г <з'С) — 0,

корни которого ц, определяются соотношением - аЛ'։, ] = 1....... 2п (гДе
X; - корни характеристического уравнения системы (1)). Так как ։> полином 
порядка не выше т, тои,(т.О) - полином порядка не выше т- 1. Из (35) следует, 
что Ие # 0 и поэтому (см. [5]) уравнение (37) в классе Л7О имеет единственное 
решение, являющееся полиномом порядка »л - 1. Так как однородная задача 11).
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(34) имеет тип линейно независимых решений (см. (7)), то из (36) следует, что 
однородная задача (1), (33) также имеет тп линейно независимых решений.

Докажем, что решение однородной задачи (1), (33) является полиномом 
относительно х и у порядка не выше п». Действительно, учитывая, что в (36) 
г и V? полиномы порядка не выше тп и т - 1 соответственно, из (36) имеем

u(x.y) = P։(x..u) +e°’^i(։).

где и ^>1 - полиномы порядка нс выше тп, Так как и - решение системы (1), 
то ' Ду

° Е + + С“») = а,"-։ео*(А/1'(х) + Я“^1(®) + Са2у>1(х)).

Таким образом, учитывая, что л 0, получаем, что <р\ - решение однородной 
< истемы (37). Так как решение системы (37) в классе полиномов порядка тп 
единственно, то = 0 и. следовательно и = Рх. Теорема доказана.

Отметим, что, так как я det Л det С ф 0, то решение системы (37) можно 
«-I \я иИЕЯЕ МИ*

искать в виде <р(х) = V Cfci*. Подставляя эту сумму в (37) и приравнивая 
к—О

коэффициенты при соответствующих степенях X, получим систему уравнений 
для определения искомых постоянных векторов С* (fc = 0, 1), которая
имеет единственное решение (см. [5]).

Чтобы сформулировать утверждение о неоднородной задаче, введем следу
ющее обозначение. Пусть функция f € No и при натуральном а удовлетворяет 
условию (8), с заменой а на а 4- 1. Обозначим V - частное решение задачи (1), 
(34). которое существует и определяется в явном виде (4).

I heorem fl. Неоднородная задача (1), (33) при ненатуральном a > 0 всегда 
разрешима, а при a € В она имеет решение тогда и только тогда, когда f 
удовлетворяет условию (8). с заменой а на о 4- 1. Частное решение задачи (1), 
<33.1 определяется по формуле

и(х, у) = е°» 1' е՜'* V(x, t) dt 4- е"^0(х), 

гЛе <Ро • решение дифференциального уравнения

+ aB<p'(x} 4֊ а2Ср(х) = фо(х) =

= -е-(аСУ(։, 1) 4- BVr(z. 1) 4- CV,(x. 1)).

(38)

(39)
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Доказательство : Пусть V - решение задачи (1), (34). Тогда легко проверить, 
что функция (38) является решением системы (1). Далее, из (38) имеем

«»(х.у) ֊ au(x,y) = V(x.y),

и так как У(։,0) — /(։) (։ € Г), то функция (38) удовлетворяет первому 
граничному условию (33). Поскольку V € Л/а. то. если и € Мв. из равенства и, = 
ан + V получим, что цу 6 Таким образом, осталось доказать, что функция 
(38) принадлежит Мп. Функция V принадлежит М„ и Яе а < 0. поэтому первое 
слагаемое в (38) принадлежит М„. Для завершения доказательства теоремы 
осталось доказать существование решения системы (39) в классе Ыа. Сначала 
докажем, что фо € Действительно, так как V € Мп. то У(х. 1) € No- Явный 
нид функции V (см. §2 и §3). а также лемма 1 позволяют заключить, что У/г. 1) 
и Ц, (х, 1) также принадлежат классу No. Итак, фо £ Ма а значит система |39) 
имеет решение в классе No (см. [5]). Теорема доказана.
Пусть теперь условия (35) заменяются условием

Re а / 0, ReAta-1 = 0, <••=!,. ,.,р; ReAta-1/0, k = р + 1,.... 2п.

В этом случае теоремы 5 и б также остаются в силе с той лишь разницей, что 
однородная задача (1), (33) имеет тип + р линейно независимых решений, и при 
Ве а > 0 правые части (36) и (38) следует заменить на

—е“у £ e~a,v(x.t) dt и ֊ еа» j\-'V(x,t) dt

соответственно.

Abstract. The paper investigates Neyman’s problem for elliptic, weakly connected 
systems of second order in the half-plane. The solutions are looked for in the class of 
twice continuously differentiable in the half-plane and continuous up to the boundary 
functions, that have finite growth order at infinity. Necessary and sufficient conditions 
for the existence of solutions of the non-homogeneous problem are obtained and the 
solutions of the corresponding homogeneous problem are found in an explicit form
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КОРРЕКТНАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Н. Б. Товмасян и А. О. Бабаян

Государственный Инженерный Университет Армении 
Е-таИ: агтейак^пеЬ.&т

Резюме. В работе рассматривается граничная задача для эллиптических систем 
второго порядка в единичном круге. Решение ищется в классе дважды непрерыв
но дифференцируемых в круге и удовлетворяющих условию Гельдерд вплоть до 
границы функций. Получены необходимые и достаточные условия на коэффи
циенты, обеспечивающие однозначную разрешимость данной задачи, а также 
определяется в явном виде количество линейно независимых решений соответ
ствующей однородной задачи, когда эти условия нарушаются.

Пусть D = {z : |z| < 1} - единичный круг комплексной плоскости. Рассмотрим 
в D систему дифференциальных уравнений второго порядка

4՜ Днуу Ч* — 0. (1)

где А, В и С - постоянные квадратные матрицы порядка п с действительными 
элементами, det С # 0. Предполагается, что характеристическое уравнение 
dct(A 4 ВХ + CAJ) = 0 не имеет действительных корней, и все корни этого 
уравнения простые. Решение и уравнения (1) - действительная вектор-функция, 
принадлежащая классу С’(Г) П С|1'в|(Р), на границе Г = dD удовлетворяет

условиям :
Aour(։,y) + Вои,(х,у) = f(z.y), (ж. у) € Г, 

н(жо, Ito) — аО’ Alu,(xo,2to) + B։uf(։o.Jto) = a։. (жо.Уо)€1- 

(2)

(3)

где Ао. Во, Л։. Вх - постоянные действительные квадратные матрицы порядка 
п такие, что де€ Р° М # 0, оц и ох - действительные заданные постоянные 

\ А/ /
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векторы, а / е С<О,(Г). Нетеропость задачи (1). (2) была исследована в |1). 
В случае одного уравнение в единичном круге данная задача была полностью 
исследована в [2) (были получены в явном виде решения однородной задачи, а 
также условии разрешимости неоднородной задачи). лв

Цель настоящей статьи получить условия на коэффициенты уравнения
H I и граничных условий (2) и (3). обеспечивающие однозначную разрешимость 
задачи (1). (2) и (3). а также определить в явном виде количество решений 
соответствующей однородной задачи (при / = 0, а© = гц = 0).

Для формулировки полученных результатов запишем общее решение систе
мы (1|. В [3] доказано, что при сделанных предположениях общее решение этой
системы можно представить в виде

и(х, у) = Re + Aky)
1 = 1

+ b. (4)

где At (к = 1....... п) ■ корни характеристического уравнения с положительными 
мнимыми частями. у?к аналитическая в области Dt = {г + Aky|(i, J/) € D} 
функция такая, что ^*(0) = 0 (А* = l,...,n), Ь - произвольный постоянный 
действительный вектор, а векторы nk - нетривиальные решения системы

(Л + ДАк + СА^сг* = 0, Л=1,...,п, 1т Ак > 0. (5)

При этом, в 3] доказано, что уч (к — и Ь определяются по функции и
един։ ГВСННЫМ образом. 
Обозначим

। — Ак
Р1 = - * = А/= (^ (рх.. ,рп). (6)• т лк

Предполагаем, что задача (1), (2) нетерова, т.е. выполняется условие (см. [3]) : 

<֊• = <1вЦ(Ао + А1Во)<»1... (Ло + Ап Во)ап) / 0. (7)

Основным (»еэультатом работы является следующая

I еорема 1. При условии (7), задача (1) - (3) однозначно разрешима тогда и 
только тогда, когда

. I G Gm'\
det Qz = det I | # 0. I = 1, 2,... (8)

\ GM' G /
I ՛ пи условие (8) нарушается при некоторых I > 1, то Ко число линейно 
независимых над полем действительных чисел решений однородной задачи (1), 
(2). (3) определяется по формуле

ОО
Ко = У^(2л ֊ rank Q|). (9)
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Замечание 1. Так как при I оо det П։ -» |detG|։ 0, то в сумме (9)
содержится конечное число слагаемых, отличных от нуля.

Замечание 2. Используя равенство

/ 0 \
Р» =

-M'G՜1 G՜1 /

G GM՝

О G~lG- M'G-'GM՝

получаем, что при условии (7), det О» отличается от детерминанта матрицы 
W/ — - M‘G~lGM ненулевым сомножителем.

Доказательство теоремы 1. Подставим общее решение (4) в граничное усло
вие (2). Получим

Re + AfcBo)ak^k(։ + Аку) = /(։.у). (։.0еГ.

Переходя к комплексным переменным z = 0.5(z + i) и у = 05i(z - z), а также
используя (6). последнее равенство представим в виде

где

Re

» п
]Р(А0 + AkB0)«kV’k(2 +

Jk=l
(*.!/) € Г, (Ю)

0к(* + М**) = Фк (г +/*U) (П)
(1 +
\ 2’

аналитические функции в областях = {г + ркя|(х, у) Е Д} (4 =
Далее, используем представление функций фя{х + ркх) в окрестности Г аналити
ческими в И функциями. В [4] доказано, что на Г функции фь допускают пред
ставление :

V’k(* + Pkt) = u>k(t) +wk(MiO. 4 = 1,-...n, t = ։ + iy, (։.у)€Г, (12)

где ֊ аналитические в единичном круге функции. Если известны функции 
то восстанавливаются по формулам :

tf’k(* + /»kz) = Wk

- y/(z 4-Ркг)’ -4pk
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где выбираем ту ветвь у\2 - 4/ц, которая аналитически продолжается вне 
сегмента [-2у5й. 2у/Д*] и удовлетворяет условии։ <՜1 уД*2 - 4д* -> 1 при ( —> ос. 
Таким образом, обшее решение и уравнения (1) при помоши формул (4), (И) 
и (12) однозначно представляется через иц (к = 1....... п) и Ь. Используя (12),
представим соотношение (10) в виде

Яе
Л

57 (Лр + А4Б0)ак(а։к(<) 4-и»*(р*Г))
.4=1

(*..у) € Г.

ИЛИ

(13)

Функции <*>*(/) и ык(цк(} аналитически продолжаются в £>. следовательно, функ
ция в квадратных скобках в (13) определяется по своей действительной части 
(см. [5]) : ‘ : у/ •

Л п
5 ,(Л0 + А4Во)<*1^к(г) + У7( Ло + Ад Во)акык(рк1) = Г(я) + £Со, 
4=1 4=1

(13а)

где Со действительная постоянная, а

1 [ /(*)(* + *№ 
2яч /г {(< - г)

При г = 0 сумма в левой части (13а) действительное число. Далее. Г(0) - 
также действительное число (так как / - вещественная функция), следовательно, 
Со = 0. Итак, равенство (13а) примет вид

п л
57(Лр + А*Во)й4^*(г) + 57(Лр + ^кВ0)акшк(цкг) — Р(х).
4=1 4=1

(14)

Подставляя в (14) разложения

*> <ж
"*(») = ^Л^я2, Г(я) = £д,я2 (15)

Л=о >=о

в ряд Гейлора в окрестности точки нуль и приравнивая коэффициенты при соот
ветствующих степенях я, получим соотношения для определения коэффициентов 
Ак) :

п
5£( Ло + ХкВо)ак Лю = 0.5<ю + (16) 
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при ] = 0. где О - проивольный постоянный действительный вектор, и при ) > 1

= ։

Добавляя к этим уравнениям их комплексно сопряженные, получаем систему для 
определения неизвестных Л*у и Аь, (] = 1,2,...) :

л л

+ ^кВо)о11ц}1։Ак1 + У^(Ар + = чг > = 1,2,... (17)

Матрицей системы (17) при фиксированном ] является определенная в (8) мат
рица П;, которая при достаточно больших ] в силу (б) имеет вид

$», = (? е) + О|П |<5| = тах|дк| < 1.

Так как условие (7) выполняется, то при достаточно больших > коэффициенты 
Ак) совпадают с линейными комбинациями ц} (с коэффициентами, не зависящими 
от ]) с точностью до слагаемых, убывающих со скоростью геометрической 
прогрессии. Это означает, что система уравнений (16). (17) эквивалентна системе 
уравнений (1), (2).

Пусть условие (8) выполняется, тогда из системы (16), (17) при £> = 0 од
нозначно определяем Л*; (; > 0) и, следовательно, используя (14), однозначно 
определяем функции смд(х) (Л = 1,...,п). Далее, из (11) определяем 0* и. следо
вательно, функции Итак, при выполнении условий (8), граничная функция / 
и коэффициенты 4, В, С, Ло, До однозначно определяют действительную функ
цию ио(х,у), удовлетворяющую (1) и (2). Так как в (16), О - произвольный 
действительный вектор, то общее решение задачи (1). (2) представляет* я и виде

и(х, у) = ио(х, у) + Ь\т + Ь2у + 6, (18)

где 6. Ь\, Ь2 - действительные постоянные векторы, подлежащие определению. 
Отметим, что так как ио удовлетворяет условию (2|. то. после подстановки 
функции и в (2), получаем уравнение Ло^х + До^з = 0* Добавляя вто|юе условие 

(3)
А\Ь\ 4՜ Дх^з = — Л|1<ож(хо1 Уо) “ Д| УоК
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получаем систему для определения 6։ и 6։. Используя невырожденность матри- 
(I Д \

" ), однозначно определяем 5։ и Ь?. Вектор Ь также единственным 
А1 Б\ /

образом определяется из первого условия (3). Первая часть теоремы 1 доказана.
Пусть условие (8) не выполняется при некотором ] > 1 и Ко определяется 

формулой (9). Тогда однородная система (17) при д} = 0, ) = 1,... имеет Ко 
линейно независимых решений, а однородная система (16) при Цо = 0 имеет п 
линейно независимых решений. Таким образом, однородная система (16), (17) 
при ц} = 0. ) = 0,1.... имеет Ко 4- п линейно независимых решений. Из 
единственности представления решения и по функциям о>к. к = 1,...,п и Ь 
следует. что однородная задача (1). (2) при / = 0 имеет Ко 4- 2п линейно 
независимых решений. Обозначим эти решения через иот. т = 1....... Ко 4- 2п.
Тогда общее решение однородной задачи (1), (2) представляется в виде :

К о 4- 2п
“(«»»)= 52 стиот(։,у), 

т=1

где ст. т = 1,...»Ко 4- 2п - произвольные постоянные. Подставляя это решение 
в граничные условия (3), при ао = в] = 0 получаем, что однородная задача (1), 
(2). (3) имеет не менее Ко линейно независимых решений.

Перейдем к доказательству обратного неравенства. Подставляя линейно 
независимые решения однородной системы (17) и Ак0 = 0, к = 1,...,п в 
(15). получим Ко линейно независимых аналитических вектор-функций ш, = 
(“'»։........ ‘*’»1»). « = 1,-..,Ко- Из этих вектор-функций, по формулам (12), (11)
и (4). при 5 = 0 получим Ко линейно независимых решений в1։ з — 1,...,К0 
однородной задачи (1). (2). Тогда, аналогично (18), получим; что произвольное 
решение однородной задачи (1), (2) представляется в виде

Ко
«(։•!/) = 52<:.«,(։. у) 4- 6о + Ьхх + Ь2у, (19)

431

где 6о. 6։, - действительные постоянные векторы, а с, - действительные
постоянные. Определим решения ш, однородной задачи (1) - (3) по формулам

У) = М*.У) 4- Ьо. 4֊6и։ 4֊ Ь2,у, з- 1.......ко. (20)

Подставляя эти формулы в однородные условия (3) и. учитывая, что V, удовле
творяют однородному условию (2), однозначно получим векторы Ьо,, и Ь2,. 
Определяя функции в, из (20)и подставляя эти функции в (19), получим

Ко
и(®» У) ~ 5 ,с» и’»(1< у) 4՜ 4՜ Ь։ 1 х 4- бцу, (21)
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где 61т (т = 0,1,2) ֊ действительные векторы. Подставляя и и* (21) в одно
родные условия (2), (3), получим Ь|0 = 6ц = 612 = 0 поскольку ш, - решения 
однородной задачи (1) - (3). Итак, общее решение однородной задачи (1) (3)
определяется соотношением

Ко
У) = ^2с,ш,(х. у).

4 = 1

где с. произвольные постоянные, которое показывает, что однородная задача 
(1) - (3) имеет не более К» линейно независимых решений Используя уже д«»ха- 
занное утверждение, что количество линейно независимых решений однородной 
задачи (1) - (3) не меньше /Со. завершаем доказательство теоремы.

Abstract. The paper studies boundary value problems for the systems of second 
order elliptic differential equations in the unit disc. Solutions are expected to be 
twice continuously differentiable in the disc and satisfy Holder’s condition up to 
its boundary. Some necessary and sufficient conditions for coefficients providing the 
unique solvability are obtained. For the case where these conditions are not satisfied, 
the number of linearly independent solutions of the corresponding homogeneous 
problem is found.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В КЛАССЕ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 

И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

Н. Е. Товмасян и В. С. Закарян

Государственный Инженерный Университет Армении

Резюме. В работе рассматриваются дифференциальные уравнения в классе ана
литических функций в многосвязной области. Получены условия однозначной 
разрешимости таких уравнений и указан эффективный метод решения. Полу
ченные результаты используются для решения задачи Пуанкаре для уравнения 
Лапласа в многосвязной области.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть ограниченная, тп + 1-связная область в комплексной плоскости С, 
Г = и7=о Г/ = и И՜ = С\(Р+иГ), где Г, (у = 0, ...,т) - простые 
замкнутые достаточно гладкие контуры, причем контур Го охватывает все 
остальные В области Д+ рассмотрим дифференциальное уравнение

^'(г) - а(г)у>(г) = /(г), г е £>+, (1)

где а и / заданные, а у? - искомая функции, аналитические в £>+ такие, что 
«. /. € С(Л + и Г). Уравнение (1) при / = 0 будем называть однородным.

В односвязной области уравнение (1) с особенностями было исследовано 
в работе [1], стр. 23-28. В многосвязной области это уравнение эквивалентно 
следующей задаче Римана - Гильберта

Яс (у>'(г) - а(г)у>(г)) = Яс /(х), 1т (у>'(го) ֊ а(хоМ^)) = 1п‘ /(*о),

где го фиксированная точка в О+. В монографии [2] задача (1) сведена к син
гулярному интегральному уравнению нормального типа. Наша цель - получить
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более полные и окончательные результаты для уравнения (1) в многосвязной об
ласти. Если О+ односвязная область, то, как известно, уравнение (1) всегда 
имеет решение и общее решение определяется формулой

у>(х) = Су»о(х) + у>1(х), у»о(х)=ехр^ а(е)ат).

«) = ¥>о(х) [ ^֊А, (2)

где го € £+ фиксированная точка, а С произвольная постоянная. Отсюда 
следует, что однородное уравнение (1) в односвязной области имеет одно линейно 
независимое решение.

В многосвязной области ситуация меняется. Например, если а = 0 и /(х) - 
(х - Ху)՜1, где х; - произвольная точка внутри контура Г, (; = 1 т), 
то уравнение (1) не имеет решения. Если же «(х) = а(г — Ху)՜1, где Ху та 
же точка, а а нецелое число, то однородное уравнение (1) имеет только 
нулевое решение. Это означает, что существование и единственность решения 
существенно зависят от а. / и числа связности области. В многосвязной области 
функции <ро и из формулы (2), вообще говоря, многозначные, и постоянную С 
не всегда можно выбрать так, чтобы решение было однозначным.

Будем считать, козффициент а уравнения (1) задан. В настоящей работе 
описываются все аналитические функции /, при которых (1) имеет решение, и 
это решение получено в явном виде.
Для формулировки основных результатов введем некоторые обозначения. Пусть

] = 1.......т. /3(х) = ехр Л. (3)

где фиксированная точка, охваченная контуром Гу (; = 1.......т). Здесь и в
дальнейшем интегрирование на Г идет по положительному направлению обхода 
(которое оставляет область слева). Из (3) следует, что функция 0 аналитична 
в Д+ и 0(г) # 0 при х 6 £>+иГ. В уравнении (1) сделаем замену р(х) = /3(х1у(х).
Получим

где

*'(*) - = Г(х), х€ Д+. (4)

(5)
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Итак, уравнение (1) привели к уравнению (4). Пусть г, Е Г, и х,о € Го
(; = фиксированные точки. Соединим точки ։] с г;о֊ соответственно,
гладкими кривыми Ь, (} = 1.......т) так, чтобы область С = Р+ \ (07= 1 )
была одно! вязкой. Тогда рмула (2) для уравнения (4) примет вид

= С^о(*) + яЛ1(-г),

ГП
*,(։>= Пи

>=1
*1(։)=*°(*’/'*'(6)

где го € б. и интегрирование идет по области б и, если а) - нецелое число, то 
(г -некоторая непрерывная в Р+ \ Ь} ветвь этой функции. Таким образом, 
функции V'. Фо и V’! аналитичны на б. но могут иметь разрывы на линиях 
разреза (; = 1.......т). Далее, соединим точку г© с точками г,, соответственно,
линиями С б (] — 1........ т). Зафиксируем эти линии и в дальнейшем будем
интегрировать от го до г, по ним. Следовательно, функции 0, ^’о и V’։ однозначно 
определены вбив точках г? (} = 1,,..,тп),

Теорема 1. Если (; = 1.......т) целые числа, то однородное уравнение (4) 
имеет одно линейно независимое решение В остальных случаях оно не имеет 
ненулевых решений

Теорема 2. Если о} = 1.......т) - целые числа, то неоднородное уравнение 
(4) имеет решение тогда и только тогда, когда Г удовлетворяет условиям

[
/г. МП т, . . . , 771,

При этом решение определяется формулой (6). где С - произвольная постоянная.

1 еорема 3. Пусть одно из чисел (] = 1,..., тп), скажем, от - нецелое число. 
Тогда, неоднородное уравнение (4) имеет решение тогда и только тогда, когда 
р удовлетворяет условиям

Р(1)еН
МП П1

/ ^=0 
/г. МП тп-1, (8)

где
еи... , р(,и, , и„,;,

” -1 /г. *о(0 *0(0 '

При этом решение определяется формулой (6), где С = Ст.
Эти теоремы доказываются в §2. Далее, в 3З рассматриваются дифференци-

альные уравнения высшего порядка в многосвязной области. В §4 полученные 
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результаты применяются для исследования краевых задач типа Пуанкаре для 
уравнения Лапласа в многосвязной области.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1, 2 И 3
Доказательство теоремы 1 : Решение <р(х) однородного уравнения (4) в области 
С представляется в виде р(г) = Сф0(х), где ф0 определена в (б), а С - некоторая 
постоянная. Из (б) следует, что, если а} (] = 1,...,т)- целые, то С произволь
ная постоянная, в остальных случаях С — 0.

Доказательство теоремы 2 : Пусть а) - целые. Тогда функция
Фо аналитична в области £>+. Следовательно, функция ф из (6) аналитична в П+ 
тогда и только тогда, когда выполнены условия (7). При этом в (б) постоянная 
С произвольная. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3 : Пусть ап։ нецелое число и пусть ф решение 
уравнения (4) в области 1>+. Тогда очевидно, что

Jim ^(z) = Ф(гл), j = (10)
•<о

В области G функция ф(х) определяется формулой (б), где С - некоторая посто
янная. Из (G) следует, что предел (10) существует тогда и только тогда, когда 
С = Ст и выполняются условия (8). Следовательно, условия (8) необходимы для 
того, чтобы эта задача имела решение. Пусть эти условия выполнены и С = Сш. 
Тогда легко проверить, что функция (6) непрерывна в области Р*. Следователь
но, она является решением уравнения (4) в области D¥. Теорема доказана.

§3 . ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ n-ГО ПОРЯДКА
В МНОГОСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ
В области D* рассмотрим уравнение :

n—1
L? = y>(n»(z) + 22 y><*>U) = /(z), z € D\ (11)

*=o

где f - заданная функция, аналитическая в области D+. a* (k = 1.......п)
постоянные, a y>(z) искомая аналитическая функция в D+. Если область 

D* односвязная, то методы решения уравнения (11) в классе аналитических 
функций и на отрезке [о, Ь] не отличаются. Это уравнение можно решить методом 
вариации постоянных, лишь с той разницей, что действительную переменную 
X везде надо заменить комплексной переменной г. В многосвяэных областях 
картина меняется. Например, уравнение = /(*) имеет решение уже не для 
всех аналитических функций в области D+.
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Пусть А։....... X/ различные корни характеристического уравнения
Ո

А" 4-£а,А* = 0, 
։=։

(12)

л է։................к/ их кратности. 4։ 4֊ ... + к/ = п.

Теорема 4. Для того, чтобы уравнение (11) имело решение, необходимо и 
достаточно. чтобы функция /(г) удовлетворяла условиям

Լ = 0, р = 0,- 1; յ = 1....... /; 9 = 1........ т. (13)

г1исло линсино независимых условии в (13) равно тип.
Доказательство : Область Բ՜ = С\(£Э4 иГ) состоит из րո + 1 связных компонент 
Рс7, ՕքԲՀ с границами Го, ...,ГГП соответственно, причем Ծգ содержит 
окрестность бесконечно удаленной точки. В работе [1] доказано, что уравнение 
(11) имеет решение тогда и только тогда, когда ք удовлетворяет конечному числу 
условий вида

յ /(*)քյ(*)<^ = (է ; = 1,...,р, (14)

где V՛։- - Ур некоторые линейно независимые аналитические в области В՜ 
функции, исчезающие в бесконечности. Эти функции не зависят от ք. Покажем, 
что условия (14) совпадают с условиями (13). Пусть /(г) = Еы(г), где ы - 
произвольная аналитическая в Р+ функция из класса С"(Р+). а Լ - оператор 
(И). Ясно, что для такой функции / уравнение (11) имеет решение и этим 
решением является функция о». Поэтому, из (14) имеем

^ф;(г)(£ы)(х)<к = 0.

Интегрируя по частям, получим

^ы(д)(Г*)(«М» = 0. (15)

где

г ф, = (-1)»ՀՈ,(^) 4- (16)
к=0

Гак как ы произвольная аналитическая функция в О*, то из (15) имеем (см. 
(2). стр. 131), что функция Լ'Փյ аналитически продолжается в /)+. Используя 
то, что зта функция аналитична в Ծ и исчезает в бесконечности, получаем, что

ր<նԱ) = 0, х€Д0-. (<М«>) = 0), (17)

Г^(х)в0, 4 = 1 т. (18)
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Так как общее решение уравнения Ь*ф = 0 определяется формулой

I *,-1
М*) = 52 52 С)Ре~^’гр. (19)

>а> ркО

где С)Р - произвольные постоянные, то уравнение (17) имеет только нулевое 
решение. Из (19) следует, что в каждой области линейно независимыми 
решениями уравнения (18) являются функции е-А^г*> (р = 0.......к, - 1, ; =
1....... О-

Следовательно, условия (13) достаточны для разрешимости уравнения (11). 
Теперь докажем необходимость этих условий. Пусть уравнение (П) имеет реше
ние ф. Тогда / = Ьф и, следовательно,

/ е-х*1гр1{х)<1х= [ е~х*։2р(Ьф)(г)/(г)<1з — [ ф(х)Г(е'А>։гр)Дх = 0.
/Г. /г, Уг,

Теорема доказана.
Пусть б - односвязная область» определенная в §1. Определим интегральным 

оператор М, соотношением

(М>/)(я) = еА’։ / /(1)е-^‘Л, 
А*

где го - фиксированная точка в С (см. $2). Имеет место следующая

Теорема 5. Если условия (13) выполнены, то общее решение уравнения (11) в 
области £>+ определяется формулой

I •>,-!
?(*) = 7(г) + 22 52 С}Рел':хр, Д=1 р=0

(20)

где 7 = М*1 ... М^/ и С}Р - произвольные постоянные.
Доказательство. Функция 7 является частным решением уравнения (111 в облас
ти С. Пусть / удовлетворяет условиям (13). Тогда, согласно теореме 4, уравнение 
(11) имеет решение Так как <р является решением этого уравнения также и в 
области С, то оно представляется в виде (20), и, следовательно, функция у ана
литична в О1 и удовлетворяет уравнению (11) в этой области Таким образом, 
общее решение 111) в области Г)г определяется формулой (20). 1 еорема доказана. 
Рассмотрим в области О' систему дифференциальных уравнений первого по
рядка с постоянными коэффициентами

у>'(*) - Л<р(г) =/(*), (21)
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где .4 квадратная матрица порядка п, / = (/1....... /П)Т заданная, а у» =
(^>։....... (рв)т искомая аналитические в О+ всктор-функции О+, /.<?' 6 С(Р+).
Рассмотрим также сопряженную к (21) однородную систему уравнений

0'(х) + ф(х)А = О, (22)

где V’ - (V*!....... ^'п) ~ искомая аналитическая во всей комплексной плоскости
векто|»-функция. Известно, что (22) имеет п линейно независимых решений. 
Чтобы построить эти решения, можно решить систему (21) на действительной 
оси и затем продолжить на всю комплексную плоскость Аналогично теоремам 
4 и 5, получим

Теореме 6. Система (21) имеет решение тогда и только тогда, когда правая 
часть / удовлетворяет условиям

[ ф,{х)/(2}<1г = [ (^,1(х)Л(х) + ... + ^,п{я)/п(в))Лх = О, ; = 1,..., т, (23) 
7г,

где Ф, = (|Л.1.......^',п) (« = 1........ п) ՛ линейно независимые решения системы
(22).
Отметим, что (23) содержит тпп линейно независимых условий на /.

Теорема 7. Если / удовлетворяет условиям (23). то общие решения уравнения 
(21) в областях С и И* совпадают
Доказательство . аналогично доказательству теоремы 5.

В односвязной области система (21) решается теми же методами, что и на 
отрезке действительной оси.

Теперь рассмотрим уравнение (Ц) с переменными коэффициентами. т.е.
уравнение

л -1
^•-•(в) + £а*(хЬ>(М(г) = /(*).

1=0
2 € £>+, (24)

где«! (& = 1,...,п-1) заданные аналитические в 2)+ функции, принадлежащие 
классу Н(О*}. Пусть С - односвязная область и х) € Г, (у = тп)
фиксированные точки, определенные в §1. Если Ф(х) - функция, заданная на

при г ф хг то обозначим через ф(х*} (или ф(х~)) предел ф(х) при х -> 2, 
в положительном (или отрицательном) направлении. Рассмотрим следующую
задачу

л- I

?‘"Чх) + £а4(х)^‘»(х) = /(х),
1=0

хе с. ^“(<) = у>“>(г;). (25)
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при I- = 0,..., п — 1, ) = 1,..., т.

Теорема 8. Функция удовлетворяет уравнению (24) тогда и только тогда, 
когда является решением задачи (25).
Доказательство. Это утверждение непосредственно следует из теоремы сущест
вования и единственности решения чадами Коши для уравнения (24) в односвяз
ной области, поэтому доказательство опускаем.

Рассмотрим задачу (25). Общее решение уравнения (24) в односвязной об
ласти С запишется в виде

п

¥>(г) = у>.(г) + ^С„ч>р(г).
р=»

(26)

где ¥>. - частное решение уравнения (24), а >рр (р = 1,...,п) - линейно неза
висимые решения соответствующего однородного уравнения в области С. Эти 
функции строятся аналогично случаю действительных переменных. Подставляя 
<р из (26) в граничное условие (25), для определения постоянных С1, . ...Сп по
лучим систему уравнений

л

р=1

= -(Л*;)-^*’(Ъ-)), * = 0........п-1, ; = 1....... тп. (27)

Таким образом, из теоремы 8 следует

Теорема 9. Уравнение (24) в О* имеет решение тогда и только тогда, когда 
имеет решение система уравнений (27). Общее решение уравнения (24) определя
ется формулой (26). где С1.......Сп - общее решение системы (27). Число линейно
независимых решений однородного уравнения (24) равно количеству линейно не
зависимых решений однородной системы (27) (при у* Е 0).

Итак, решение уравнения (24) в тп + 1-связной области О сводится к 
решению этого уравнения в односвязной области О и алгебраической системе 
линейных уравнений (27).

§4. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ПУАНКАРЕ ДЛЯ ПРАВИЛЬНО 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ 
Применим полученные результаты для исследования краевых задач для уравне- 
кия Лапласа в многосвяэной области.
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Пусть О двусвязная область, Г = Гои П - се граница, причем Г։ С ։п<Г0. 
Пус ть, далее, г© фиксированная точка в Р, а точка (I находится внутри контура 
Г։. В области Р рассмотрим уравнение Лапласа

ит, + — О, (т,у) € Р, (28)

с граничным условием

г<М£] _ди(2) _ г = ։ + »у, (г,у)€Г, (29)
ОГ

где г = |г|, - производная и по направлению радиус-вектора Ог. а -
действительная постоянная. / € Н(Г) - заданная действительная функция, а 
и искомая действительная функция такае, что иг, и, 6 Н(Р). Задачу (28), (29) 
при / = 0 будем называть однородной. Имеет место следующая

Теорема 10. Для того, чтобы задача (28), (29) была однозначно разрешимой, 
для любой функции / € Я (Г) необходимо и достаточно, чтобы постоянная а не 
была целым числом.
Доказательство. Если а ֊ целое число, то легко проверить, что функция и(з) = 
Йе г" является решением однородной задачи (28), (29). Таким образом, условие 
теоремы необходимо для однозначной разрешимости задачи (28), (29). Пусть 
о нецелое число. Докажем, что в этом случае задача (28), (29) однозначно 
раз[м>шима. Представим обшее решение уравнения (28) в виде (см. [2], стр. 256)

и(г) — Не у>(г) 4- С1пг. г 6 Р, (30)

где аналитическая в области Р функция, а С ֊ действительная постоянная. 
Отмстим, что в этом представлении постоянная С определяется по функции и од
нозначно. а функция у с точностью до чисто мнимого постоянного слагаемого. 
В час тности. если и = 0. то С = 0 и у»(г) = |с, где с произвольная действительная 
постоянная. Подставляя и из (30) в (29), получим

Ис Ф(г) = /(г), г€Г,

где

^>(я) = гр'(г) - ар(г) 4- С - Са 1пг.

(31)

(32)

Пусть И решение уравнения (28), удовлетворяющее условию Дирихле

</(*) = /(*). я€Г. (33)
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Как известно, задача (28), (33) имеет единственное решение. В (2), стр 255, 
указан простой метод решения згой задачи в многосвязной области. Подставляя 
/ из (33) в (31), получим Не 0(х) = £7(х) (х € Г). Так как Не $(г) и Р(х) 
удовлетворяют уравнению (33), то из последнего равенства имеем

Не 0(г) = Ц(х), :ЕО. (34)

Представим (/(г) в виде (30) {/(к) = Не Ф(х) + со!пг, где с<> постоянная. Ф(х) 
аналитическая в Г) функция, удовлетворяющая условию 1ш Ф(хо) = 0. где хо € Р 

фиксированная точка. Отметим, что Ф(г) и со определяются по функции Г и 
следовательно, по / однозначно. Подставляя полученное выражение для и в (34). 
и учитывая (32). получим

Не (г^'(г) - «у>(г) 4֊ С - Ф(г)) - (со + аС) 1п г = 0. х € О- (35)

Следовательно,

ху/(х) — оу>(г) — Ф(х) + С — 1С|, х € Р. Со + оС = 0.

где С1 - действительная постоянная. Из (36) получим С = -с^о՜1 и

гф'(г) - а^>(х) = Ф(х) - — + зер а

(36)

(37)

Так как а - нецелое число, то согласно теореме 3 уравнение (37) относительно 
имеет решение при произвольной постоянной с>. В частности, можно решить зто 
уравнение при с> = 0 методом, указанным в §1. Итак, неоднородная задача 28), 
(29) при нецелом о всегда имеет решение. Теперь рассмотрим соответствующую 
однородную задачу. В этом случае со = 0 и Ф — 0. Решая уравнение (37) указан
ным в §1 методом, получим ^(х) — —м^а՜1. Так как С| и о действительные 
постоянные, то из (30) получим н(х) = 0- Теорема доказана.
Аналогично можно исследовать эту задачу при целых а. Приведем полученные 
результаты.

Теорема 11. Пусть а # 0 - целое, не равное нулю число. Тогда однородная 
задача (28), (29) имеет два линейно независимых решения. и։(х) = Ие х° и и2 = 
1т х®, а для разрешимости соответствующей неоднородной задачи необходимо 
и достаточно условие

У х-в-։Ф(х)</х = 0,

где Ф функция из (37)
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Теорема 12. Пусть а = 0. Тогда однородная задача (28), (29) имеет одно 
линейно независимое решение и(х) = 1, а соответствующая неоднородная задача 
имеет решение тогда и только тогда, когда

1т I Г1Ф(«)Л = 0.

Так как ф и со определяются по функции / однозначно, то условия теорем 11 и 
12 являются условиями на функцию /. В частности, если Г) является кольцом 
Я։ < |я| < Л, и а = 0, то условие Со = 0 совпадает с известным условием 
существования решения задачи Неймана для уравнения Лапласа : /г/(1)сЬ = 0. 
Пусть теперь £)+ ֊ т + 1-связная область (см. §1) с границей Г = и"_0 Г, и

<Е шГГ, (у = 1,...,тп). В области И рассмотрим уравнение (28) с граничным 
условием

аиг(х) + Ьиу(х) + си(х) =/(х), х 6 Г, (38)

где а, 6 и с - действительные постоянные, а1 +Ь2 0, / - заданная действительная
функция из класса Н(Г), а и - искомая действительн.чя функция такая, что 

и.у € Н(О). Обозначим

и(х) = аиДх) 4 6иу(х) 4 с«(х), г€О (39)

Так как и удовлетворяет уравнению (28), то V также удовлетворяет этому 
уравнению и граничному условию Дирихле и(х) = /(х) (г € Г). Пусть V - 
решение этой задачи Дирихле. Подставляя V в (39), получим

аих(х) 4 Ьиу(х) 4 с«(х) = У(х), х € О. (40)

Итак, задача (28), (38) эквивалентна задаче (28), (40). Представим функции и и 
V в виде (см. (2), стр. 256)

ГП

и(х) = Яе ^>(х) 4֊ 52 с* 1п |х - 1*1
4 = 1

т
и У(х) = Ке Ф(х) + 1п|ж -(41)

4 = 1

где и Ф - аналитические в области О функции, ас* и а* (А: = -
действительные постоянные. Пусть функция Ф удовлетворяет дополнительному 
условию 1т Ф(хо) = 0, где хо € О - фиксированная точка. Тогда Ф и постоянные 
а* определяются по функции V однозначно. Постоянные с* определяются по 
и единственным образом, а - с точностью до чисто мнимого постоянного 
слагаемого. Подставляя и и V из (41) в (40), получим

т
Де Ф(х) 4 £(сс* - <*к)Ы|* - Ы = 0, * € Г>, (42)

4 = 1
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где

Ф(х) = (а 4- i6)^>'(*) 4-cy>(*) - Ф(г) +
m

(° + »Ь)с> 
i - «к

Из (42) имеем

♦ (г) = uio. сс» - а* = 0. k = 1.......m.
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(43)

(44)

где do ~ действительная постоянная.
Пусть с ф 0, тогда из (43), (44) имеем с* — atc-։ (к = 1.......т) и

(а+ ib)<p'(z) + c<p(z) = рф) + uio. z € D. (45)

где

?Ф) = Ф(х) -
(а 4- «Ь)«к 
Ф ֊*»)

Применяя теоремы 4. 5 к уравнению (45), получим

Теорема 13. Пусть с / 0 и А = -с(а 4֊ ։Ь)-։. Тогда однородная задача (281. 
(38) имеет два линейно независимых решения : u։ = Ree*1 и u, = line՝1, 
а соответствующая неоднородная задача имеет решение тогда и только тогда, 
когда

У e_A1y»։(z)dz = 0. j=l.......m. (46)

Условия (46) являются условиями на /, так как Ф и а* юзначно определяются■70

по функции V, которая является решением задачи Дирихле для уравнения (28).
Аналогично получим

Теорема 14. Пусть с = 0. Тогда однородная задача (28), (38) имеет два 
линейно независимых решения : «1 = 1. ы; = Яе 1х(а 4- ։Л)-։. а соответствующая 
неоднородная задача имеет решение тогда и только тогда, когда

/ Ф(г)<й .ал = 0. Яе / - =0, 4 = 1.......т.
Л, а + ՝ь

Abstract. The paper studies differential equations in the class ol analytic functions 
in multiply connected domains. Some unique solvability conditions of such equations 
are obtained and an effective solution method is given. The results are applied to the 
Poincare problem for the Laplace equation in multiply connected domains.
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