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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА СЕРИИ

Эт<> шестой номер тематической серии, посвященной Интегральной Геометрии 
1в смысле Бляшке-Сантало-Хадвигера) и Стохастической Геометрии. Статьи 
в -»той области, имеющие прикладной или статистический характер, регулярно 
публикуются в различных изданиях. Однако работы в той же области, но более 
ориентированные на математический анализ, не имеют определенного признан
ного места публикации. Настоящая тематическая серия надеемся исправит зту 
ситуации».

В области интегральной и стохастической геометрии журналом "Известия 
НАН Армении. Математика” опубликованы, не считая тематической серии, три 
специальных сборника (4-ые номера за 1994. 1996 и 1998гг.) под общим на
званием "Аналитические результаты комбинаторной интегральной геометрии". 
Эти три сборника заслужили самых высоких оценок (так профессор Литер Баум 
из Трирского университета писал: "Букет блестящих и впечатляющих анали
тических результатов... очень важные, успешные и глубокие математические 
исследования").

Редакционная коллегия надеется на положительный отклик международно
го математического сообщества, включая представление статей для публикации, 
участие в процессе рецензирования и т.д. Журнал готов на любое сотрудничест
во. направленное на улучшение качества тематической серии.

Рубен Амбарцумян
Главный Редактор



Известия НАН Армении Математика. 40, X» 4. 2005. 5 22

ИНТЕГРИРОВАНИЕ КОМБИНАТОРНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ 
ДЛЯ -МЕР

Р. В. Амбарцумян

Институт математики НАН Армении
Е-1плИ : гЬатЬагР^лиааш

ВВЕДЕНИЕМеры в пространствах интегральной геометрии таких, как€1 = прямые в П<՜, П-, = плоскости в R5, Г — прямые в Кдопускают "диофант и новы" (по терминологии Дж.Дж.Сильвестра (1]| либо ком- 
‘ бинаторные (по терминологии [2]) разложения, действительны,- для множеств А.принадлежащих к так называемым "объединенным кольц.см" подмножеств. определенным в тех же самых пространствах (см. обзор (3)). Метод интегрирования “диофантиновых" разложений был представлен в ранних публикациях по Комбинаторной интегральной геометрии, [4], [5] и [2]. Для множеств .4 С С. П или 1Е. оп|Х!деленных как совокупности хорд, ограниченных выпуклых областый в II {- или тел в R3, интегрирование приводит к интересным результатам Так. в работах(4]. [5] и (2) представлен ряд тождеств или неравенств для выпуклых областей или тел.
1
 Однако, на ранней ст<идии исследований.-комбинаторны,- разложения всегда записывались для мер. инвариантных относительно евклидовых движений в пространствах С. 1Е или 1Г. Интегрирования "диофантиновых՝ разложений в пространстве С, записанное для 6 мер было впервые описано в работе [3 Полученное этим методом в [3] дезинтегрированное изопериметрическое нерпе, н- 
ство послужило мотиви|х>вкой для продолжения автором исследовании в том же Настоящая работа сообщает о результатах этих исследованийДезинтегрированное изопериметрическое неравенство (3 относится к .¥ гау плоской выпуклой области, исходящего из точки на границе области : в этом



e P В Лмб&рцуммнсмысле этот результат принадлежит к плоской томографии. Ради полноты изложения мы поместили о §1 краткое изложение этого результата . Тот же 51 содержит новые выводы относительно Хгау плоских выпуклых областей, включая новый альтернативный метод получения дезинтегрированных изопериметрических неравенств. Подобные вопросы, относящиеся к выпуклым телам в IK ' составляк>т тему §3-§5.В трех измерениях существует два способа применения -ДИ антиновых"Г •разложений для 6 мер : либо путем дальнейшего интегрирование результатов, полученных для плоскости, либо начиная процесс с некоторого “диофантинова" разложения, непосредственно ассоциированного с выпуклым телом. В §2 мы применяем первый и в §3 §5 - второй методы. В обоих случаях X-ray исходят из точки на границе выпуклого тела и результаты относятся к интегральным то- 
миграфииеским параметрам. т.е. определенным интегралам от X ray. Очевидно, что X ray. исходящий из границы, сводится к уравнению границы рассматриваемого тела в пространственных полярных координатах с центром в начале 
X -ray.
§1. ВЫПУКЛЫЕ ОБЛАСТИ В ДВУХ ИЗМЕРЕНИЯХВведем основные обозначения, используемые в этом параграфе :О = строго выпуклая ограниченная открытая область в R2,дВ = кусочно-гладкая граница В,X - хорда области I) (т.е. х = рЛОс д Еб), или ее длина, соответственно,[В] = пространство хорд В (подмножество пространства С),

<1д = мера инвариантная относительно евклидово ых движений в С,р = ориентирования хорда области В,(В]. = пространство ориентированных хорд В.Ж/ = сужение Ид на [В], (локально. = (1д),[р] = множество прямых в С. разделяющих концы от I/.Для данной последовательности И, .... 1'п направленных хорд В, п > 2, определим
п

л = П И с (DJ.
1Выберем прямую до € [В] и запишем<5о = 6 мера в пространстве С. сосредоточенная на до. IПредположим никакие три конца хорд и, не лежат на одной прямой, тогда применение стандартных алгоритмов работ [2], (3] приведет к -диофантинову” I



Интегрирование комбинаторных разложении для 6-мер рллложению на плоскости
п •

2Л0(Д) = 2 /п-։(»б) + $2/(Рь.Л|(Ро) - Л|. (1.11
• = 1 Ь<1где /[»|($) = индикаторная функция множества (и).Лн(?) =Ь если прямая д пересекается тп иглами из совокупности 1/\....... уп.£*/ = прямая, проходящая через Р*,Рь/<< = 1. если и* и 1/1 лежат в различные полуплоскостях отнем ительно $*/, О в противном случае,/. = 1, если 14 и 1/{ лежат в о/ктт и тех же полуплоскостях относ ительно О в противном случае,сумма 52*^ берете я по всем 2-подмножествам (Д, Р<) совокупности концов игл которые не являются парами концов некоторой иглы Так число слагаемых в равняется п(2п — 1) — п = 2п(п - 1).Проинтегрируем (1.1) относительно меры (1։/\...(11/п. Во-первых.

2у ...у до(Л)^1...^п = 2||у /|Хо].(и1)</р| = 2(4Хо)\ (1.2)

где
Хо = }оП1), |хо]. = ориентированная хорда, пересекающая [хо]

Из соображений симметрии, получим
2 У*”У = 2пУ А'> /"//,։

■Заметим, что коэффициент 2 эаменсн на 4. поскольку [хо] есть множество в пространстве [В]. Далее вснпольэуемся хорошо известными формулами</р = и (1д — 811101 8>”—(1.4)Хпгде / = одномерная координата хвоста и на сЮ 
(И = мера длины на <?[)



я Р В Амбарцумян

ф = угол между и и прямой, касательной к 50 в точке /,у։2 = хорда, соединяющая точки 1\ и /2,։»։.в։ = углы между хп и прямыми, касательными к 50 в 1։. /3.Имеем
5 _ /[/»*.р,)(«го) Л.-։(0ы) (/< 

. *<։
5р1...5р„ =

(4хи)" 2 СО8О1 сое а2 г//1 <112

= — 4п(п - 1) / (4х)"՜1 со1о։ со1а25д.■Чхо) (1.5)
в §4 ниже аналогичные вычисления представлены во всех деталях)Во второй строке соотношения (1.5) Д։, О2 = части 50 разделенные концами уо- Предположим, что углы а։, а2 являются внутренними 5ля О и лежат в одной и той хе полуплоскости относительно Х13«После сокращения на 4П. из (12). (13) и (1.5) получаемКо = х [ X՞՜'^д - ^п(п-1) [ к"՜1 со1о1 со1<*25<7. (1.6)2 Лчо! 2 -Чхо)Согласно линейным свойствам (1.6), это уравненение приводится к^(Хо) = [ /(хИ<7 ֊ ֊ [ Р(х)х со*«։ со1а25р, (1.7)2 ■'(к«] 2 Нхо)сначала для полиномиальных функций / вида /(т) = ецх +...+апг". По теореме Вейерштрасса об аппроксимации, соотношение (1.7) имеет место для каждой функции /(х) с непрерывной первой производной /*(։); в (1.7),Л») = Г /(и)5и. (1.8)ЛоУкажем на применения* 1.6), относящиеся к томографии. Для п = 2, (1.6) представляем в виде

/ Х<1д = / / совп։ со8а2а/։Ш2 + хо- (1-9)■Чх.1 др, др,С другой стороны, согласно (1.4), имеем
I Х^О- I / я։па։ 81па2<//։ 5/2. (1.Ю)^1хо) Рь дРз



Интегрирование комбинаторных разложений дли 6-мер 9Выберем тег։ к у Р € д!) в которой <П) имеет ненулевую кривизну и пусть хо меняется так. что дуга А1 стягивается к точке Р Тогда О2 стремится к (71) Разделив уравнения (1.9) и (1.10) на хо и вычислив пределы, используя (1.4) получим тождества
/ / со*о։ сова2<#2, (1.11»

/)Я) /|Р)/ = / в1па1 *‘та2<112. (1.121•ЧЛ 7(Р]Здесь (Р] обозначает пучок прямых, проходящих через точку Р. интерпретируемый либо как (0, я) либо как дВ. Так что и Л2 являются в действительности мерами на (Р). Очевидно, а2 измеряется в точке /2. а х «ть длина хорды, выходящей из Р в направлении а։. Суммируя (1.11) и (1.12). получим, что2/ х*։»1Н<’=/ сов(а։ - а3)Л(2 = Я - 2 / ей? Л2, (1.13)У[Р) ,1[Р) /|Р) 2где Н есть периметр области В. ИнтегралТ(Р) = х [ = 5 [ х*™ + <ЬК П-14)
определен для любого P € 9D при условии, что существует касательная в точке Р. В (1.14). х = хорда области D, выходящая из точки P € dD и образующая угол V г касательной в Р. В стандартных томографических терминах. Т|Р> весовой интеграл от х = х(0). X-ray из точки Р € 5DОтметим некоторые свойства Т(Р). В более слабой форме. (1.13) можно записать в виде неравенства Т(Р)<у, (1.15)4֊ сводящееся к равенству, если D является круговым диском (в угом случае аIа> = аз и дефицитный член в соотношении (1.13) исчезает). На самом деле. ( записав простое дифференциальное уравнение, можно показать, что если условие «1 = аз удовлетворено хотя бы для одной точки P € 0D, то D является круговым диском. Это оначает, что, по крайней мерс в классе областей D с гладкими границами, неравенство (1.15) станет равенством тогда и только тогда, когда I) является круговым диском. Согласно стандартным формулам интегральной геометрии (см.[6]), имеем

/ T(l)dl = / х<1у = я ||D |> я раз площадь области D.
Jûd J



10 P ü. АмбарцумянИнтегрируя (1.15) по границе dD. получим классиче» кое изопериметрическое НграОСНСТВО •
Следовательно, неравенство (1.15) можно назвать ЖлинтеерациеП изоперимст֊ 
рического неравенства.В силу неравенства Шварца имеем 3

[ х sin ф<1ф < z [ х2 <N>-
J[p] 2 -ЧР1

Очевидно. ЧТО -X2 dij> есть элемент площади в D. так что
Т։(Р) = / x2<w = 2IIDII, J(P1 (1.16)

откуда следует, что4TJ(P) < ж ||Г>||. или. эквивалентно. 4Т2(Р) < - Tj(P). (117)
Равенство имеет место тогда и только тогда, когда х — С sin Ф Т.е. когда D есть диск диаметра С.Фактически. Т։(Р) является другим томографическим параметром, зависящим от Х-гау из точки Р € <9D. Примечательно, что из (1.17) следует заключение относительно возможности томографического подтверждения гипотезы о том. что D является круговым диском на основе параметров Т(Р) и Tj(P).
Пусть D ограниченная выпуклая область на плоскости и Р € 3D тонка 
гладкости 3D. Если 4Т2(Р) = £т։(Р) £
то D является круговым диском.В заключение параграфа, применим к (1.7) ту же процедуру. Результат

' /(х) sina։dc»i = / f'(x)X совей cotajdaj, IP] J|P] (1.18)
будет справедлив для любой функции /(х) с непрерывной производной /'(т) и такой, что /(0) = 0. В этом тождестве аьа3 суть углы между хордой х € [Р], 
Р € 31) и границей 30 в концах хорды х- В частности, ггх угол между х и касательной к 30 в точке Р. Напомним, что углы суть внутренние к области I) и лежат в одной полуплоскости относительно хорды х՛



комбинаторных разложений для 6-мер 11■м случай, когда возможно интегрирование. Пусть дв<- хорды х։-Хз € |Р] •творяют условиям1) длины Х1 = X։ = ։ > 0 и2) для каждой хорды х € [Р|. что лежит между х։ и X։- имеем х > х- в։ном случае х < для функции/,(ц) = 0 при и < т. /,(и) = 1 при и > т.1.18) принимает вид
/ втаг^а! = / <5г(х) X сойс։1 со! ат <1о։,

■Чх>') Ля)
(1-19)

[е <5,(х) символ 6 функции со скачком в х. Дополнение к интервалу (х > х) С , я) есть объединение двух интервалов, длины которых пусть будут Д и Д,. чевидно. что
8Н1а1Ла։ = созД + сое 0?. (1.20)интегрирования второго интеграла в (1.19) представим его в виде суммы

Хсо8а| со1а,4а1 =

I д\(х)х гояах со1°2^а1 + / <$»(Х) X сова» со!о:</а։.
<1 ^<3хе €2 С (0, я) - некоторые интервалы, центры которых суть направления Х1 

Хз, и обладающие следующим свойством : в каждом £,,1=1,2 отображение : травление •—► длина хорды является взаимнооднозначнымVусть -г— 0 и существует касательная к концам хь Хэ< тогда имеем Якобиан доц
<*Х = |со1а։|хЖ։ь (1-21)ледовательно. для I = 1,2, в соответствии с равенством (1.20), получим

*$»(х) X СО8а։ С°1 °2 = у ^»(х) с°« с», </х — <хжД.

спользуем (1.21) для преобразования (1.18) к виду
81п а] (1а\ (1.22)



12 Р В АмбарцумянВ силу того, что /(0) = 0. что эквивалентно интегральному соотношению 
Стилтьеса

I /(х) ^сов°։ = / сово։<//(х). (1.23)
Лр] Лр]Итак. (1.231 может служить исходным пунктом для получения соотношения (118). ЧТО. в свою очередь влечет неравенство (1.15). и Т.Д Интереснее було бы найти други«- применения соотношеня (1.23) или его вариантов в задаче томографического восстановления области В.§2. ХОРДЫ. ПЕРЕСЕКАЮЩИЕ ПЛАСТИНКУНачнем с одной конкретной параметризации плоскостей е € Е. Для данной ба

зовой плоскости Ь € Е, любая плоскость е, состоящая из множества плоскостей, пересекающих 6, может быть параметризована в виде е = {д. V’). где
д - прямая ЬС\е. д €Сь. гдеСь = пространство прямых, принадлежеших плоскости 6,V ՛ = плоский угол между е и Ь.При каждом выборе Ь мера, инвариантная относительно евклидовых движений г/с в пространстве 1Е записывается в видег/е = ып2ф<1д<1яф. (2.1)где
> 1д = мера в пространстве инвариантная относительно евклидовых движений
< 1яф = мера, инвариантная относительно вращений на окружности, ортогональной к д.В пространстве пар (-у. с), где 7 € 8՝ (прямая в П111 и е € р7. где р, = пучок плоскостей, содержащих 7.рассмотрим меру <^7<£, ф
• Ь = инвариантная мера евклидовых движений в пространстве П'. тогда как 
<1֊ Ф = мера на р,. инвариантная относительно вращений вокруг 7.В пространстве пар (е.у), где е € 1Е и 9 Е Сг, рассмотрим меру Нс4гд. Благодаря "дуальному՜ отображению

(1<Ф) = (е.р).где е € Р-, есть плоскость, соответствующая ф, а д € Сг совпадает с 7 как с мнояц£Т*ф в 1К3. Лу Л^ф и Фс<1.д являются, фактически, мерами в одном и тон же простадгтве. Хорошо известно, что
•1е(1,д = 4у<Ь,ф. (2.2



Интсгрироьанис комбинаторных разложений для 6-мер 13Пусть В - строго выпуклое ограниченное тело в 1Н * с кусочно-гладкой границей <Ж и т пластинка, стягивающая тело В и соответствующая базовой плоскости, т.е.
т = В П 6.Обозначим1ЕГ ~ множество плоскостей. пересекающих т.

Хг = длина хорды еПт.Запишем (1.7) для каждого е 6 Ег. Интегрирование этого тождества по (1с вдоль 1ЕГ дагт
/ ^(Хе)^е=5/ dc / “ z / / /'(X)*cuta։ cot atd<g.
Ji£, 2 Jte, Лх.) ’ Jl£' Лх.1I (23)Заметим, что Xc не зависит от V’ ° соотношении (2.1) и x не зависит от ф в (2.2).Отсюда, применяя соотношения (2.1) и (2.2), получим [ Je F^tir9 ~ ï h \ 1Г / cota։ cotûjd,^, (2.4)

Где Gr = прямые в 6, пересекающие г,
dTg = инвариантная мера евклидовых движений в пространстве хорд пллас- Тинки т,I 1ГГ = прямые, исходящие из Г и пересекающие т.Окончательно, применяя результат работы ֊4]

। f cotai colajd^^ = cot ф\ cot ф2 сова,
I •'ОПолучимt /к F^dr9 - /г j /'(х)х «rtV’i cotV’j cosadr (2.5)
гд<1 x9 = длина хорды g П т при g G Gr,В X = длина хорды 7 О В.T V’j. Ф2 = углы между х и плоскостями Г։,Тз, касательными к 0D в концах жорды X, 
■ а = плоский угол между двумя плоскостями, содержащими хорду \ и перпендикулярными либо к Ть либо к 7j.



14 Р. В. АыбарцумпТеперь, оставляя тело В неподвижным, будем стягивать пластинку т (скажем. при помощи параллельного переноса) до точки Р € ЯВ. где предполагаем существование касательной плоскости к 5В Нашей целью является найти пре- 
дельную форму для (2.5).Используя (см. [б;) стандартное представление

dy = sin ф* dPdft.

где П = пространственное направление прямой 7V'J = угол между 11 и плоскостью« касательной к 5 В в точке Р.
dP = мера площади на границе дВ.
dll = мера, инвариантная относительно вращений на сфере направлений в IR1.найдем

[ f(x)<h = IMI / /(Х) sin^dO + о(||т||).
•Jr, J)PtВ последнем интеграле]Р( = множество хорд тела В. исходящих иа точки Р € дВ,X = длина хорды, исх<щящей из точки Р в пространствсном направлении П.||т|| = площадь пластинки г.Применяя выражение для dy, получимУ ГЫ X cot cot V’j co8ad7 =

= IMI [ f(x) X՜1 cos соеil>'2 cosadP + o(||r||).
JdD *Если функция /(։) удовлетворяет при z = 0 равенству /(ж) = о(х), то

[ F(Xt)dg = o(||r||). (2.6)
Jie. IГак. что при условии (2.6) предельная форма выражения (2.5) примет вид ■

I /(х) ein V’J dtt = - i /’(x)X՜1 соеcoeсоваdP. (2.71 j•'1Л 1 JodПрименяя Якобиан п



Илтегркровлние комбинаторных рлчложсний для Л-мер 15получим соотношение. "дуальное" к (2.7)' /(Х) = / /(х) Л *nnJ»; sin V’j dP)P[ J9V> X
(28)

Теперь n (2.7) и (2.8) положим /(x) = x” и сложим оба уравнения. Получим
f x" < -- f x"՜’dP. (2 9)2(” + 2) Jв частности, [ x2 «n^dO < ^||<?B||, (2.10)J]P( 2где |PB|| есть площадь dB.Значение величин

Tj(P) = [ /(x)8inV-;dQI •Z)P|имеет томографию, подобную Т(Р) в §1 : они являются sinV’i весовыми интегралами вдоль Х-гау хорд, исходящего из точки P Ç дВ.Неравенство (1.17), связывающее параметры Т(Р) и 7\(Р) служит исходным пунктом для другого вычисления. Проинтегрируем (1.17) для D = е А В относительно мерыI tlut = инвариантная мера, заданная на множестве 
■ < Р > = плоскости, проходящие через точку P € dD.I согласно параметризации е ► о/ :
| uf = нормаль направления к плоскости е 6 IP).Имеем

' T2(P)dw = / dw // Xi «’»«01X2 sin <P> J<P>ользуясь соотношениемЯ1П 01 sin 02 </01 </02 = sin 012</91
ГД»I 11, = п[хх’транственное направление хорды Хм < = 1«2*
»} (1П = инвариантная мера на единичной сфере, а
1 012 = угол между направлениямиОолучим
1 [ Т3(Р)^=[[

У<р> У/|Р)м(Л|



16 Р В. Амбарцумянгде
Р] = множество хорд тела В. исходящих из точки Р € дВ. С другой стороны, согласно соотношению

du>dil> =

где Нпф = инвариантная мера на единичной окружности, ортогональной к 11, получим
[ T1{P)dw = я [ Х2дП.

J<p>Так. мы приходим к неравенству
4 // Х1Хз «п < — / х2<Ш.

JJ[P] ■ [Р] 2 J(p) (211)
С обеих сторон участвуют параметры, допускающие интерпретацию в пространственной томографии ; из критерия плоской томографии в параграфе §1 следует следующий критерий : . * , . , г...
неравснство(2.11) сводится к равенству тогда и только тогда, когда почти 
каждая (относительно меры де) плоская секция тела В является круговым 
диском. (Предположительно, тогда В является шаром.)
3. КОМБИНАТОРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ <5-МЕР В ЕКомбинаторные разложения для 6 мер в пространстве Е могут задаваться теми же комбинаторными коэффициентами, что и в случае плоскости. Элемент Е. на котором будет сосредоточена 6 мера назовем базовым и запишем

Ь = базовая плоскость. |Обозначим также я= некоторое направление на плоскости Ь (параметр будущего разложения). | ег. = плоскость, нормальная к направлению у>, IЕг, - пространство плоскостей, ортогональных к плоскости е*,= пространство прямых на плоскости е*. ЯКаждой прямой у соответствует плоскость е € Ег., определеная соотноше- нием 
и наоборот. Пусть задано конечное множество точек {Р,) С 1И3 Рассмотрим (<?.} перпендикулярную проекцию множества (Р,) на е^, гдеУ, = перпендикулярная проекция Р, на е*. •?



Инттгрироианис комбинаторных разложении для 6-мер 17Обращение отображения (3.1) определяет кольцо г^|Р։) ш :
А Ег- принадлежит кольцу гИ{Р, } тогда и только тогда, когда мнолгггтпно 
В — {</ — е*Г\с : с. £ Л) гфннл^лгжкт г{ф,}, опрг^елгнмож;/. как обычно, (см 
[2/, (3!) еС„.
Пусть

6Я б мера в пространстве Сп. сконцентрированная на элементе д ЕС„.Очевидно, что для любого В С <֊»„ ид €СП. выполняется
*д{В} = 1в(9)

1
' 1п(у) - обычная индикаторная функция. При условии, что. прямая g <■ Go содержит точек Q,. для любого В G r2{Q,} можем записать комбинаторное рюжение для меры 6д в "индикаторной” форме

2/в(р) = $2 (3.2)

՛ . 

5

[Q,, Qj] — множество прямых bG„, разделяющих Q, от Qt. При соотношении 1 ) этому множеству соответсвует

[P,. Pj| = множество плоскостей в 1Е^, разделяющих Р, от Р}.

>и этих соответствиях имеем

/д(р) = /л(е) и AQ.Qj(ff) =

куда, для базовой плоскости b сотношсние (3.2) представляется в виде
2/д(М = 52 ^АВ)1[р„рА(Ь). 13 3)

•Оиоритм вычисления коэффициентов им(0) можно < легкостью пергформули- вать в терминах плоскостейI е,у(у>) = плоскость, содержащая точки Р,.Р} и направления •р. ем(^1 € Ег-.Как это сделано ниже.

|4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ БЮФФОНА-СИЛЬ
ВЕСТРА В ПЧ։Пусть В ֊ ограниченное выпуклое тело в 1К \ Пространство пластинок г - В <.Е. по существу, совпадает с множествомЕв = множ<ттво плоскостей, пересекающих тело В. так. что/ 1сМы также используем обозначения



1» Р О Амбарцумян

||г|| = площадь пластинки г.П'г = множ<*ство хорд тепа В. пересекающие пластинку т (ср. §2).(»?) = пластинки, пересекающие хорду у тела В,р։.......= п направленных хорд тела В.{/’,} = множество концов хорд Р,. ։ =Рассмотрим разложение (3.3) дляА = П7=։1։'»] = пластинки, пересекающие все хорды и,. ։ = 1....... п. А €Г^.{Р. |. и<4 - д мера нл Ев, сосредоточенная на некоторой базовой пластинке Ь.Рассмотрим в пространстве п направленных хорд ох........уп меру
Ло2....Ло„,

где каждая Ло, является элементом инвариантной меры в ИГ. Плоскость Л не содержит точки Р, для почти всех (р^ .... //„). Согласно (3.3), коэффициенты в комбинаторном разложении для д6( А) по существу те же, что и в (1.1) :
2дь(А) = + £/[р։,/>,](6)/п-з(П|(у’))[Ъ - Л] (4.1)

к</где /[„](г) = индикаторная функция множества [и],/т(г) =1. если пластинка г пересекается тп иглами из совокупности Рь։/п> 
г,(^>| = пластинка, содержащая о, и направлениеги(У>) — пластинка, содержащая хорду Pit.Pi и направление <р./,/ = 1. если м* и о/ лежат в различных полупространствах относительно П։(^)), 0 в противном случае,
I, = 1, если ох и О{ лежат в тпех же самых полупространствах относительно г*/(^). 0֊в противном случае.Пусть концы Px.Pi фиксированы, тогда индикаторные функции , 1, зависят только от направлений игл Ух. У/, которые исходят из Рх и Р|.Проинтегрируем (4.1) относительно Ло\ Лу2...Луп. Во-первых, получим2 У 6(А)ЛохЛо2...Лоп = 2 у 1л(Ь)Ло1Ло2...Лоп = 2 (2жЦЬ||)". (4.2

Ил соображений симметрии I
2 / Ло1(1о2...Лоп }2/[к.](Ь)/„_1(т.(у?)) =



Интегрирование комбинаторных разложений для 6-мер 19
= 2п ^1](М 1*~։(п(р))Л՜։ == 2п / (2*1|т։(у>)||)"-‘<й/1. (4.3)

Интегрируя последний член в (4.1). для ։ = 1,2 используем параметризацию 
где Р, — хвост направленной хорды V,,(1, = пространственное направление хорды V, (изменяется в полусфере) Обозначим0, = угол между П։ и направлением внутренней нормали в точке Р, £ <Ю. В силу симметрии выполняетс я

/ а^<1172...(1^п 52/(р*,р()(6) /п-2(П/(^))[Ъ - Л] =
’’ к<14п(п — 1) [ (2*||ги(?)||Г-3(/< - /,] сое 0! со8 0з</Р։аП։</Р1</П1.•/Р»€О|.1Ь€О, (44) где = две части границы дВ. разделенные границей базовой пластинки 

Ь.Оставляя Р։. Р2 фиксированными, вычислим, по отдельности, интегралыЯа = /а СО8 01 соз 0з с/Пз ч 2, - I, сое 01 соз 02 </П։ (1П2.

Очевидно, что
2,-1 соз0։<Я1։ / со8 0з<К1з + / соз01Л11 / соз0з<Л72.-/д*где △}, △_> есть множества пространственных направлений :△, = плоский угол между т։з(^) и плоскостью, касательной к сП) в Р,. » = 1.2. = плоский угол, дополнительный к ։ = 1.2.рМд ։ = 1.2.углы △,, находятся внутри В. в одном и том же полупростран- сщ«е относительно Т12(^). Аналогично, получаем
2^=[ СО30|</О։ [ СО80зс/Пз 4- / СО30։с/П| / СО302</1Ъ-Уд, хл' •!&*,



20 Р. В. АмбарцумянЛегко видеть, что cos фх dfl^ является площадью проекции сферического ”двуугольника“ А։ на экватор параллельно плоскости, касательной в точке Р\. Следовательно, (1 - cos lAJ).
где |Д։ обозначает развернутый угол между плоскостями, ограничивающими △. Из подобных равенств получаем

Zrf — Z, = - г3 соя |Д1| cos |А2|.
После сокращения на (2тг)” из (4.1) - (4.6) получим

2\\b\\" = - ||T1(^)||"֊ldp1-я ДЧ
cos|Ai| cos !△>! г/Рн/Рз.

(4.5)

(4.6)
§5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ СТИЛТЬЕСАДля ограниченного выпуклого тела В ш 1Я ’ рассмотрим предельную форму тождества (4.6). Применяя к Ь последовательность параллельных переносов, сожмем эту пластинку до точки Ро € РВ. в которой существует касательная к РВ плоскость. Для всех п > 2 имеем ||6||” = о( ||6||). Следовательно, умножая (4.6) на Ц6Ц՜1 и устремляя ||6|| —> 0. получим для т = 1,2...

~ / Нгп(^)|Г СО8(П. по)<Д2 = тп / ||тр0,р(^)||л։ 1 cos IAJ cos |Д2| dP.п дРи) Jod (5.1)где ]Р0[ = пучок хорд тела В. исходящих из точки Ро £ dB (полусфера пространственных направлений)'гп(у?) — пластинка, стягияающая В и содержащая направления П и <р,(О. По) — угол между направлениями В и по = направление внутренней нормали к дВ в точке Ро,гРо.р(^) = пластинка, стягияающая В и содержащая точки Ро, Р 6 dB инаправление <р.Рассмотрим интегралТ(Ро) - - [ ||тп(^)||”‘ cos(Q, по) <Ш.я Д^п)



Интегрирование комбинаторных разложений для 6-мер 21В стандартных координатах на единичной сфере с полюсом в точке имеет место сШ = sin A d<f> dX.

ГДе

X = угол между 9 и <р.
ф = азимут направлений О, измеряемый от по, т.е. ф = — - |Д։|. Фактически. ||тй(У?)Н” зависит от (2 только через азимута ф. т.е.

В силу соотношения
lkn(<p)|| = ||тф(<?)||.

11^)11 = I Г x2dx 
z Jo

(5-2)справедливого для каждого азимута ф, приходим к выводу, что T(Pq) есть то
мографический параметр (функция х = Х(^) представляет X-ray. исходящий из точки Ро).Применяя сферическую cos-теорему

cos(Q.no) = cos ф sin А.
получим Т(Р0) в виде одномерного интеграла

Т(Р0) = - [ ||тф(у>)|Г созфИф [ sin2 XdX = ֊ f ||rd(sin |Д11йф. 
я Jo Jo Jo (5.3)Теперь рассмотрим другой интеграл в (5.1). На самом деле. ф. X могут служить координатами на границе дВ. Соответствующий Якобиан запишется в виде

2 2
dP = - - — dQ = * . sin А Иф dX cos ф cos Фгде

ф = угол между направлениями Q и направлением, нормальному к <9 В в точке Р. Откуда получаем[ Цтр0.р(у>)||га’1 COS |Д։| cos |A2|dP = Г ||тф(у>)|Г֊1со8|Д1|^)</ф
Job Joгде

О(ф) = I соя|Дг|----- -sinAdAcos фо



22 P В АмбарцумамТаким образом соотношение (5.11 представляется в виде
֊ [“ \\г^)\\т мп\^1\<1ф = т [ ||г«(^)||’"՜1 сое |Д|| Q(^) >1ф (5.4)2 /о JoМожно убедиться. ЧТО |а||г^-—I = 

офПовтор» соображения параграфа §1. получим интегральное соотношение Стилтьеса r гJ [ F(||r^)||)dsin|Ai| = / coe|Ai|dF(||r^(^)||) (5.5)2 /о Joдействительное для любой функции F(u). определенной при и > 0 с непрерывной производной и удовлетворяющей условию F(0) = 0. Последнее уравнение является аналогом уравнения (1.23).
Abstract. Measures in the Integral Geometry spaces such as G = lines in IRIE planes in IRJ. IT = lines in IR' admit “Diophantine" or combinatorial decompositions valid for the sets A that belong to the so-called “Union rings" of subsets defined in the same spaces. Cases of integration of the “Diophantine" decompositions can be found in the earliest publications on Combinatorial Integral Geometry. For sets A C G. IT or IE determined by collections of chords of bounded convex domains in IR2 or bodies in 1R\ the integration procedures have led to a variety of identities or inequalities that are of interest in the convexity theory. However, at the early stage the combinatorial decompositions were always written for Euclidean motion invariant measures in the mentioned spaces. The first case of integration of a “Diophantine" decomposition in the space G written for delta measures led to the disintegrated isoperimetric inequality that became the author's main motivation for further attempts in the same direction. The purpose of the present paper is to report on those attempts.ЛИТЕРАТУРА1. J.J. Sylvester. “On a funicular solution of Buffon's “problem of the needle" in its most general form, Acta. Math., vol. 14, pp. 185-205, 1890.2. R. V. Ambartzumian, Combinatorial Integral Geometry with Applications to Mathematical Stereology. John Wiley and Sons, Chichester. 1982.3. P. В. Амбарцумян. “Аналитические применения комбинаторной интегральной геометрии : обзор". Изв. НАН Армении. Математика, том 34. X» G, стр. 2 - 46.1999. TXXWWWif’T. W jI. R. V Ambartzumian. “The solution to the Buffon Sylvester problem in IR ’ Z. Wahracheinlichkeits theorie, verw. Geb., vol. 27, pp. 53 — 74. 1973.5. R V. Ambartzumian, “The solution to the Buffon-Sylvester problem and stereology", Transactions ICM. vol. 2, Vancouver (Canada), 1974.6. R. V. Ambartzumian. Factorization Calculus and Geometric Probability, Cambridge University Press, Cambridge, 1990. Поступила 1 мая 2005
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ПРЕГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ В ТРЕХ ИЗМЕРЕНИЯХ

Р. В. Амбарцумян

Институт математики НАН Армении 
Е-тлИ : гНатЬаПФапа.агп

Резюме. В настоящей статье рассматриваются семейства П' оГ пре геодезичес
ких содержащихся в гладком трехмерном многообразии Оз. Прегсодезичрские 
кривые в двух измерениях расматри вались автором в [1] (Иэв. НАН Матема
тика, том 39, по. 4, 2004). Прегеодезические у £ Г соответствуют прямым в 
Гильбертовой аксиоматике для трех измерений. В 1>з имеется также семейство 
1Е дчекоидов. являющихся аналогами плоскостей. Каждый дисконд е € 1Е пред
ставляет собой реализацию двумерного многообразия I), рассмотренного в (1]. 
в частности, предполагается, что каждый дискоид содержит семейство гладких 
прегеодеэических в смысле [1]. В случае классической среды на Вз (аналогич
ное понятие рассматривалось в [1]) базовая мера длины (II порождает меры де 
в 1Е и (ку в Г, и приводит, через элегантное тождество, к определению коль
ца подмножеств в пространстве 1Г, где возможны комбинаторные разложения в 
смысле книги автора 1982 года. Эти разложения можно применить к изучению 
поверхностей на Г>з. скажем, для вычисления вероятностей чисел пересечении 
случайной 7 € П\ В работе получено геометрическое неравенство для площади 
минимальной поверхности, натянутой на петлю в Оз (изопериметрическое нс- 
раеснсео для петель, новое неравенство даже в случае евклидова пространства). 
В частности, настоящий подход устанавливает в один прием справедливость это
го неравенства для евклидова, гиперболического и Риманова пространства. Ради 
полноты изложения, в §1 приведены некоторые выдержки из работы [1].

И. ВВЕДЕНИЕ : ПРЕГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ В ДВУХ ИЗМЕРЕНИЯХ

В данном параграфе приводятся некоторые сведения о прегеодезичсских кривых 
в двух измерениях из работы [1]. которые необходимы для работы в трех
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ИЭМС|М-НИЯХ.
Пусть Г) гладкое двумерное многообразие с границей (71). тополог и чс« к я 

эквивалентное замкнутому плоскому диску, и пусть С семейство кривых на [) 
удовлетворяющих следующим аксиомам Л1 А4 :

А1. Каждая кривая г; € С есть гладкая кривая без самопересечений, топо
логически эквивалентная замкнутому прямолинейному отрезку. Относительная 
вну гренность у принадлежит внутренности В. и оба конца д лежат на <9В.

А2. Для двух различных точек в О существует единственная кривая д €С 
содержащая эти две точки ; это свойство остается в силе, если одна или обе точки 
взяты на <70

АЗ. Топология на С. индуцированная из пространства замкнутых множеств 
в I) совпадает с концевой топологией на С. ** г •.*(
А4 Для данного направления, касательного к I) в точке Р 6 ։п£Г). существует 

только одна кривая д € С. содержащая Р и имеющая в Р данное направлена 
касательной.

Если условия А1 - А4 удовлетворяются, то С называется [1] семейством
прегеод< шческих кривых, а каждая прегеодеэической.

Примеры. В следующих трех случаях свойства Л1 А4 удовлетворяются : 
11) = ограниченная выпуклая область в пространстве 1К

прм геодезические кривые — евклидовы хорды области I) ;

2 . О ограниченная гиперболически выпуклая область (скажем, евлидов диск) 

в модели Пуанкаре полуплоскости гиперболической плоскости.
Здесь прегеодеэичегкие кривые суть гиперболические прямые (вертикаль

ные евклидовы прямые и некоторые евклидовы дуги окружностей);

3 0 = выпуклая область в открытой полусфере, 

п|н геодезические кривые = дуги больших окружностей.

Базовая мера длины. В работе (1) многие факты зависят от существования меры 

длины <11 на каждой прегеодеэической д £ С, означающее, в частности, что длину 
|» каждого прегеодезического отрезка л можно вычислить как интеграл вдоль 
з :

= (11)

В работ« 1 был предложен конкретный алгоритм определения длины достаточно 
гладких кривых, .

Клаге чческая двумерная среда. В [1] тройка !),€». <11 называлась средой. Теперь 
будем называть ее 2-средой.
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Обозначим через Т(Р) окружность направлений на плоскости, касательной 
к П о точке Г 6 В. Направление ф в точке Р Р 1) есть элемент Ф С Т1 Р).

Точка <2 € О принадлежит прегеодезичсской окружности с(Р.г) с центром 
п точке Р 6 Г) и радиуса г, коль < коро \Р. (}\ г. Предполагаем, что прегеодези- 
чг< кие окружности на Г) достаточно гладкие. Скажем, что 2-среда удовл<творя- 
ет РОС (= Радиус Ортогонален Окружности) если угол между направлениями 
<€Т(б?) ир€Т((?). где

е = направление, касательное к с( Р. г) в некоторой точке (} € с(Р. г), 

р = направление прегеодезической. содежащей Ри (?.

всегда равен ֊. При выполнении Р00, важная функция Кр((}).Р.(} € О 
определяется [1] как Якобиан

dl = hp[l)da, l€c(P.r) (1.2)

d соотношении между мерой длины <11 на с(Р, г) и обычной угловой мерой <1а на 

Т(Р).

2-среда D,G,dl называется классической если

С1. имеет место Р00,

С2. /ip,(Р2) симметрична, т.е. Лр,(Р2) = Ля,(Р։) = Л(Р1.Р2) = h(P2.P։), и

СЗ. внутри малых окружностей с(Р. г) (т.е. при г —> 0) геометрия, опреде

ленная мерой dl - асимптотически евклидова, в частности, для бесконечно малых 

треугольников применимы формулы евклидовой тригонометрии.

В предыдущих примерах, выбор стандартной меры dl (т.е. евклидовой длины 

Для 1., гиперболической для 2. и меры инвариантной относительно вращении для 

3.) обращает соответствующие 2-среды в классические.

Для данной прегеодезической д0 € G. пусть [до] обозначает множество 

прегеодезических, пересекающих до-

Параметризация no I. ф. Прегеодезиче» кие д из [д0] можно описать параметрами 

Ф, где

I = одномерная координата длины на до точки д Г*до.

ф — угол между д и до в точке д Л до-

Параметризация li.lj. Для заданных двух прегеодезических jn.y2. каждая пре- 

’тодезическая д € [<7i j Л [у2] может быть описана двумя параметрами ij,/j :

I, = одномерная координата длины на д, точки д Л</,, ։ = I. 2.
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Теореме [1]. В любой классической i-срсдс D.G. dl существует (единствен, 
нал) мера dy hoG. представимал на каждом множестве [у։] А («/г] в паримещ. 

риэации /|, 12 в виде
sin 0։ siu ф2

Ля= Ц1.Л> 1 ” ,U|
г<#е = Угол между g и gt в точке lt € gt. t = 1,2. На каждом множестве [р0]։ 
в /.V* параметризация той же меры представляется в виде

dg = sin ф dl di>. И

Упомянем еще один результат из [1] : в классических 2-средах

|РьРз| = длина прегеодез и чес кого сегмента с концами Р|, Рэ

всегда является Гилъбертовой псевдометрикой, т.е. мера длины dl превращает 
преггодезические в геодезические (кратчайше). Эти |>езультаты в [1] достига

ются изучением комбинаторных валюаций Ф на так называемых объединенных 

кольцах подмножестве. (Для евклидовой плоскости соответствующая комбина

торика хо|юш<> известна по книгам автора [2], [3].) Мы увидем далее, что комби

наторные валюации Ф существенны для построения комбинаторных разложений 
на объединенном кольце, определенном в B' = пространстве прегеодезических в 

трех измеренениях. Ниже §6 содержит пример применения комбинаторных разло

жений в Г. т.н. изопериметрические неравенство для петель, где используется 

формула площади D\| области I) € D. справедливая в классической 2-среде :

||D|| = я՜1 У |DAfl|dp. (1.4)

(1.4) легко следует из (1.3) и хорошо известна в интегральной геометрии кон

кретных пространств 1.,2., и 3., dl - стандартная, см. выше.

§2. ПРОСТРАНСТВА Е И 1Г
Сиеной действия последующих параграфов является

Dj - дифференцируемое многообразие, топологически зквивалентное обыч
ному замкнутому шару в IR ' . | ij

Для данной точки Р € Dj обозначим через Т2(Р) пространство направлении 
касательных к [)3 в точке Г :

Гз(Р) = 2 сфера, точки в диаметрально-противоположных парах тождест
венны. „ «мй| I

< Обозначим через IE семейство дискоидов е £ ПС и через II семейство прегео(^ 
зических 7 € Г. Постулируем следующие свойства :
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Р1. Каждый ди* коид е есть гладкое двумерное многообразие, топологички 
исвивалентное «Лычному замкнутому лиску о Ж.2. Относительная внутренность 

каждого е принадлежит внутр-иности D3, тогда как граница Ос принадлежит 

0Dj
Р2. Для любых трех различных точек в D3. не лежащих на прегердсзичсской 

существует ебнете снный дискоид с E Е содержащий все три точки

РЗ- Каждый дискоид е содержит семействоG« кривых 7, удовлетворяющих 
аксиомам AI А4, §1. Те же самые кривые называются прегеоезическими в Dt 

т.е. й!
•' = U 

г ЕЕ

Р4. Пересечение двух дискоидов E D3 и е2 E D3 есть либо пустое 
множество, либо прегеодезическая кривая 7 = G,։ AG,,.

Р5. Семейство р^ дискоидов е Е Е. содержащее прегеодезическую 7 € Г 

называется 6 -пучком. Для заданной 7 € Г. точки Р Е 7 и двух дискоидов 

е։,е2 Е р> рассмотрим угол

ф(Р) = угол между направлениями и ы2, где

= направление, нормальное к е, в точке Р. w, E Т2(Р), i = 1. 2.

Принимаем как постулат, что для каждого е2.е2 € Р-, угол фр не зависит от 

Р € 7. Величину ф = фр. на зависящую от Р € д, назовем плоским углом 
между дискоидами ej.e2. Если е2 Е р-, остается фиксированным, то каждому Ф 

соответствует только один е2 € р3. т.е. ф может служить для параметрнзации 
дискоидов из р,. Топологически р, есть окружность, и часто пишется ф € р.

Рб. Для заданного дискоида e E Е и прегеодезической 7 € Г. существуют 

только три возможности :

либо 7 E Gr, либо e Е [7], либо 7 Ае = 0. где

[7] = {e E 1Е : е и 7 имеют только одну общую точку (коротко, с пересекает
7)}. »4 Я «Я ֊ ՛

Множества вида [Р] = дигкоиды e E Е, содержащие точку Р E tnt е называются 

пучками.
Р7. Каждому ш € 7з(Р) соответствует только один дискоид из [Р]. имеющий 

в точке Р направление нормали ы.

Примеры. В следующих примерах вес свойства P1 Р7 удовлетворены :

1. D3 = ограниченное выпуклое тело в 1Н \

дискоиды = пересечения D3 евклидовыми плоскостями.

прсгеодезические = евклидовы прямые;
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2. В модели Пуанкаре полупространства гиперболического щи к транс тва. возы 

мем
Dj = ограниченней* гиперболически выпуклое тело (скажем» евклидовый 

шар).
дискоиды = пересечения Dj гиперболическими плоскостями (сферически«* 

диски).
прегеодеэические = гиперболические линии (дуги окружности):

3. = выпуклое тело в открытой 3-мерной полусфере,

дискоиды = пересечения Dj 2-мерными большими сферами, 

прегеодезические = дуги больших окружностей.

Базовая жгра сЪпжы. Предполагаем, что на каждой прегеодезической 7 € 1Г 

определена мера длины til. В частности, каждая игла (прегеодезический отрезок) 

I' получает длину
1И = [ dl. (2.1)

J If

В случаях 1..2. и 3. примерами dl являются евклидова длина, гипербол и чес к а։ 
длина и длина, инвариантная относительно вращений.

Четверку D3. Е. Г. dl назовем 3 средой.

Классическая 3-среда. Точка Q € D3 принадлежит в(Р.г) = прегеодезическоа 

• ферс с центром в точке Р € D3 и прегеодезическим радиусом г тогда и только 

тогда, когда |Р. Q| = г. Предполагаем, что сферы дифференцируемы. Назовем 
3-среду D3, Е. Г, dl классической если

CI.1 Для каждого е G Е тройка c,G։. dl есть классическая 2-среда в смысл* 
§1 Заметим, что функция h(Pt. Р2). см. С2.. a priori может зависеть от ф g р. 

где у = прегеодезическая, проходящая через точки Р\.Р2 и ф € p-р так что. 
вообще говоря, функция h(Pi. Рг) должна быть заменена функцией h9(Pi. Р2).

CI.2 В .малых сферах з{Р,г) (т.е. при г —> 0), dl асимптотически евклидова.

CI.3 Дискоид. касательный к s(P, г) в любой точке Q g я(Р, г), ортогоналев 

к прегеодезическому радиусу PQ в Q g 7- Функция h9(P, Q) не зависит от ф I 
является симметричной, т.е.

h9(P.Q) = h(P,Q) = MQ.P). (2.2)

§3. МЕРА В П

Мера площади da. Чтобы подчеркнуть, что мы рассматриваем некоторый дис

коид с £ Е как отдельное пространство, точки в с обозначим через а.
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Для каждой точки а 6 с полагаем

da = dlx dl2. (3.1)

где <//, меры Лебесга на двух взаимно-перпендикулярных прямых на касатель
ной плоскости, исходящих из точки касания а € с. Нормирующее условие : в 
точке а каждая Ш, эквивалентна Л1.

Якобиан .1р(а) я классической '/среде. Пусть Р € О3 и с € Е. Для точек а € е 
рас смотрим отображение

а •—► где 17 € Т3(Р) есть направление прегеодеэичес кой Р. а.
Определим Якобиан .7р(а) с от ношен нем

соа ф da = Jplajdtl. <321

где
<М7 =■ телесная угловая мера, инвариантная относительно вращении на 

единичной сфере Tj(P).
ф = угол между 7 и направлением, нормальным к е в точке а.

Согласно (3.1)
JP(a) = h2(P՝a). (3.3)

Замечание. В действительности, a € с это некоторая точка Q £ Dj. Как видно 
И1 госотношения (3.3) /р(а) = Jp(Q) = h2(P,Q) не зависит от направления, 

нормального к с в точке Q. Это следствие наличия сомножителя соя </’ и (3.2) и 

утверждений С1.2 и CI.3.

Мера di2-f. Для дискоида е € Е обозначим

[е] = множество прегеодезических. пересекающих е только в одной точке.

Пусть еь е2 - два дискоида из IE. [е։] П [е2] # 0. Каждую прегеодезическую ? из 

зтого множества можно описать с помощью двух параметров :

а, = точка 7 Пе,, t = 1.2.
и использовать эту параметризацию для определения меры на (е,] И [е2] :

=
cos fa соя V'2 

/»։(«!. о2)
da\da^ где

ф՝ = угол между 7 и направлением, нормальным к е, в uM i = 1. 2.

да^ = мера площади на ем 1 = 1,2.
В каждом из Примеров 1, 2. 3 предыдущего параграфа Лп7 не зависит от выбора 
дискоидов еьСз и фактически определяет некоторую единственную меру </7- 

Следующая теорема доказывает, что любая классическая 3 среда обладает этим 

гвоиством. При ее доказательстве мы используем обоэндчення. данные выше, для 

индексов 1.2, 3.4.
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Теорема 1. В любой классической 3-среде,, существует единственная мграду 

на П такая. что на каждом [е։] П [е2]

ссю 01 сое 02 . . лч<Ь = —------^</а1</а2. (3.4)
Лчаьаз)

Доказательство : Рассмотрим две пары дискоидов : еь е2 и ез, гц. П|>сдположим, 
что внутренность [в1] А [е2] А [ез] А (е<) не пуста. Прегеодезическая т 6 [с|] м [с2] А 

[ез] А [г/ может быть представлена как Л1.а2 или как аз,(Ц. Найдем Якобиан 3 

в соотношении
<М|с/<>2 = 7 (Уизс/йц.

Для </(}) = меры на Т(Р1), из (3.2) имеем

«Я. = (։
Л, (аз)

_ сов0з</а3 ,-Л.,Ш‘ / м । ' <3-6)(аз)

Исключив 4П։ и используя (3.3). получим

сон ф2 <1а2
Л։(а։.а2)

соз ф2 (1аз
Л2(аьа3) ’ (3.7)

Заменой индексов 1 -♦ 3. 2 -> 1 и 3 -> 4. получаем 

сов 01 Л11 СОВ 04 Лц
Л2(а3.о1) Л2(а3.а4)՜

Отсюда, умножая (3.7) на (3.8).

СОН0! сон02 , . Л*(аз-а։) соя 0з сон«/՛., ,
-у--------- —<1'ц0а2 = —-------- I ——-------12-,1аз(1а4.
л-(а1.а2) Л2(а1.а3) /»-(аз.иц)

В силу свойства симметрии Л(Р1. Р2) это сводится к

соя фх сон ф2 СОН 03 сов 04
-ту--------- — 4Л1 (1а2 = ——------- — 4а2 (^4.

№ аьа2 Л2(а3.сц)

(3.8)

(3.9)

Пусть имеем конечную последовательность дискоидов е։,е2....... е„. каждый из

которых содержит точку Р Е В3. Каждому множеству индексов 5 С {1...... л)
соответствует

1>5 = (п.€5(е») Г)(п»е5»к.]։]. с обозначает дополнение.

Если $| # $2. то Ь$1 и 6$, не пересекаются. Следовательно, для определения 
меры на

Гп = иеОг<<5>3 
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достаточно определен™ ее на каждом bs. Для любого S. card S > 1 выберем 2- 
множество {»,;} С S и определим меру на bs жак сужение С°* го* da da на
. ~ ..ь5. Согласно (3.9) результат не зависит от выбора {»J} С S. так что повторяя 

эту процедуру, мы последовательно определим меру т* на П
Устремим л к бесконечности, добавляя новые дискоиды. Потребуем, чтобы

lim Гп = Г, (ЗЛО)

где lini берется в смысле монотонной сходимости множеств. Условие (3 10) 

может быть удовлетворено, если, скажем, замыкание объединения множеств 
cJDj П е, есть <)I)j. Тогда (3.9) гарантирует, что сужение каждой меры гнп + i 
до Гш совпадает с пц,. Следовательно, »тц, стремится к предельной мере т. 
определенной на всем П\

Покажем, что гл есть искомая мера dy. По построению, m удовлетворяет 

(3.4) для счетного числа пар дискоидов. Для любой пары ei.e2. не принадле

жащей этому классу, можно установить справедливость (3.4) для [е։] П [е2]. ис
пользуя подобласти Св] и г]”1 С е2, последние зависят от л и стремятся, 

соответственно, к и е2 при п ч х в смысле монотонной сходимости. Г11м*д- 
положим. что [Tj'։>] П [т]՞1] с П՝п, где [т] = е Г : 7 пересекает г) : откуда, 

используя (3.9), установим (3.4) на множестве В пределе при л -ч ос,
множество [т*п>] П [тУИ] заменяется на [ej П (е2]. Доказательство завершено.

Следствие 1. Для любого дискоида е, каждая 7 € [е] может быть представлена

7 = (л. Q), где а ֊ 7П е и Q = направление 7 в точке а. Тогда

dy = cos 0 da dii (3.11)

где ф - угол между 7 и направлением, нормальным к е в точке а.

§4. МЕРА В Е
Две важные функции в классической 3-среде Вз, 1Е. 1Г. сП» Пусть Р гочка в

□з. Дискоид е из пучка |Р) определяется параметром (см. Р7)

и = направление, нормальное к е Е [Р| в Р, а) 6 7з(Р)«

При наличии двух преогедезических 71 и 73, с Е (Р| можно описать параметрами ..

/. = с П7й • = 1,2.
Это определяет отображение —> (1ьЬ) между 7з(Р) и парой 71, 73. Функцию 

Нр(Рь Р2), где Р, Р1, Р2 Е Оз, определим как Якобиан в соотношении

cos V’i cos 02 diidli = /j) (4.1)
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где
ск.՛ = мера инвариантная отно<՝ит«'льно вращении на /_>•/ I.
V՛, = угол между у, и направлением, нормальным к е в точке I,,

<//, = базовая мера длины на у,.

Замечание. Функция Яр(Р։.Рг) не зависит от направлений прегеодезичес

ких 7х. 7з в точках Р\. Рз в силу утверждения С1.2 и наличия сомножителя 

соя соя Фз в (4.1). - . тд Л
Пусть Р։, Р> две точки в Оз. Любой дискоид с из 6 пучка р7, где 7 

проходит через точки Р\. Рг, может быть описан параметром по ф € р-,. см.Р5. 

Для всякий прегеодезической 71 дискоид е € Р-, может быть описан параметром 

11 € 7։ в силу отображения ф —> е. где е € р->. Ь 6 е֊

Функция Нр, (21) определяется как Якобиан в соотношении 

СО80ХЛ1 = Нр^р^дф, (4-2)

где <1ф есть угловая мера, инвариантная относительно вращений на р7. Из 

СВОЙСТВ
I. Нр(РъРз) - НрлМЩР^) (см. С1.3 ) и

II. Яр,.я,(Рэ) = Н^(Рз) (зависимость от Р։. Р3 через 7, последняя содержит 
р.Рз) 23

вытекает следующее следствие :

В классической 3 среде ил симметрии функции Л(Р։, Рз) следует симмет

рия функции НрДРз. Р3) = Н(Р\. Р2. Рз) по всем трем аргументам.

Параметризации дискоидов. Пусть 71, 73. 73 - три прегеодезические. На (71 ] Н 

11г] п |7з] # И рассмотрим параметризации.

Парам/ тризация I3.I3.I3 : соответствует отображению

|/1Дз-/з) -+е = дискоид. содержащий все । = 1,2.3.

Параметризация 1\.шз : соответствует отображению

(1։. ы։) -4е = дискоид из [/։]. направление нормали которого в точке есть

Параметризация 1з. (3. Ф33 : соответствует отображению 

(Мз Фп) -+ е = дискоид из р,. где 

7 = п{я՛геодезическая, содержащая /1,(2 и 

Фхз = Ф. определяющее с в р7.
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Теорема 2. В любой классической 3 среде существует мера de в IE. такая что 
на каждом (непустом J множестве Ы И [7։] П [73). в параметризации IjJjJj 
записывается в виде

соя фг соя ф2 соя ф3
Н(1М3)

dlxdl2dl3. (4.3|

Доказательство : Рассмотрим две тройки прегсодеэических : 71, 7з, 73 и 74. 7։- 

7б. Пусть внутренность П, = 1....е[7>] непуста. Пусть для любого е € Г|,=։ .б(7.]

I, - одномерная координата длины на 7, точки «П7,,

Ф, — угол между 7( и направлением, нормальным к е в £,. ։ = 1....... 6.

Дискоид е € Г>,=1.... в('У»] можно представить как 1\,12,13. либо как 14.13.1с

Запишем варианты соотношения (4.1) :

Hi, (l2.13) dwi = cos ф2 cos 0з dl2dl3

= COS 04 COS 05 dl^dl-,.

Исполь։уя симметрию, получаем

COS 02 cos 03
НО1ЛЛ3)

dl2dl3
COS 04 COS 05
ЖИ) dl4dii. (4.4)

Варианты соотношения (4.2)

Я։../,(/1М045 = СОИ01Ш1,

Я».,/»((б)^045 = COS06<BC,

дают

cos 0i dl\ cos 0’6 dl6. (4-5)
W/.7.(k)

Иэ соотношений (4.4) и (4.5) получаем

COS 01 cos 02 cos 03 dl ll dl = Hl, ,|t (/1) cos 04 COS 05 cos 06

Hi.,M HGi.GJs)
dl4dlitll6.

Умножая и деля последнее выражение на Н(14.13.1в)<. найдем

сои 0, сое 02 cos 03 ш = J сов ф4сов Фз совфв (4.6)
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Согласно свойству 1. функции И находим

Я»<Л(М Я(/«ЛЛ) _ h{lA.h)
H/.jM H(»bUU) М*«Л)

Пусть имеем конечную последовательность прегеодезических 71-72...... 7п из пуч
ка [Р]. Р € Dj. Каждому множеству индексов S С п) соответствует мно

жество Ь$ = Г)[п»€$'[7»]г] : если # $2՝ то и ^5» не пересекаются.
Следовательно. для определения меры на Е„ — Uf<։rjs>’Os Достаточно опреде
лить ее на кпжЗоа» Ь$. Для любого S с curd S > 2. выберем 3-множество {։.j, fc) С 
„ с сов coe СО8л мм — I.S и определи меру на bs. которая есть сужение ----- ———■ —------  d/,df,d/x до

Согласно (4.6) и J — 1 результат не зависит от выбора (։. j.k} С S, так что эта 
процедура последовательно определяет меры >п„ на Е„.

Устремим теперь л к бесконечности добавляя новые прегеодезическис, но 

требуя, чтобы

lin։ Е„ = Е, (4.7)

где Низ берется в смысле монотонной сходимости множеств. Условие (4.7) будет 

удовлетворен։», если концы бесконечной последовательности {7,} образуют всюду 

плотное подмножество на сЮ3 Очевидно (4.7) гарантирует, что сужение каждой 

меры »тц + ։ до Е„ совпадает с гп„. Поэтому пц, стремится к предельной мерс гл, 
определенной на всем Е.

Для произвольных трех игл их.и2. из из ш/Оз. можем взять п достаточно 
большим и иметь [и։] Г1 ]и2] А (из] С Е„. Соотношение (4.7) гарантирует, что 

сужение ттц, = щ на любое множество Ь$ А (и։) А [и2] А [из] в параметризации 
I. € и, представляется в виде

COS ф\ COS V’2 cos фу
dlidl2dl3. (4.8)

где С есть дискоид. проходящий через li.ly.ly. а /05(е) = 1. если е £ ц5, 0 в 
противном случае. Суммирование (4.8) по всем возможным 5 С {1......п} удаляет
индикатор /в<(е). Доказательство теоремы 2 завершено.
Следующие следствия легко следуют из (4.3).

Следствие 2. На каждом множестве [7) в параметризации /,ш

de — сое ÿdl(L>. (4.9)

< ледствие 3. На каждом множестве [71] С [72] А (73) в параметризации li.ly.ji 

cos V’։ <■»« 02 
HÜx.G.G)

и /f ։ j» JJ COSV'1COSV'277/|,ls (G)dl2d<t> — ————-—dl\dl2d<f>.
'dh.li)

(4.10)
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Следствие 4. Для данного дискоида во € 1Е любой дискоид в из множества

(во) = дискомдьц пересекающие ед можно представить в виде

С = Ф)> где
д = прегсодезическая е0 П г и

V» = плоский угол между еиеп (определяет е внутри р9, т.е. ф € р-,).
На всяком множестве (е0). в параметризации д, ф

Лк - юп2 фЛдЛф. где (4.11)

Лд = мера на [е0]

Лф = мера на р1։ инвариантная относительно вращений.

Доказательство следует из (4.10). Возьмем 71.72 внутри ео- Согласно (1.3)

Лд =
SlIlOi 81П 02
ММз) dlidl2

где а, есть угол между у, и д. В силу С1.2 справедливы формулы сферической 

тригонометрии

cosV'i = sin a, sin ф. i—1,2 (4.12)

откуда следует (4.11).

55. СОВПАДЕНИЕ ДВУХ МЕР
В классической 3-среде Л1 определяет меры Лу в Г и Лс в 1Е. см. теоремы 1.2. 

Также, согласно (1]. на каждом (е) существует мера Лд. которую теперь обозначим 

через Л,д. а на каждом пучке р, в силу Р5 существует мера Л-.ф. инвариантная 

относительно вращений.
В пространстве пар (у,Ф), где 7 € Г и ф Е Р-) рассмотрим меру ЛуЛ^ф

Аналогично, в пространстве пар (е. д), где е Е 1Е и д € [с] рассмотрим меру

ЛеЛед. В силу "дуальности’* (7.^) = («•?)< где

е € Рз - дискоид. который соответствует ф. а

д Е («] как множество совпадает с 7,
две меры. ЛуЛ^ф и ЛкЛед, можно рассматривать как меры в том же пространстве

Теорема 3. В классической 3 среде всегда

ЛкЛед = ЛуЛ-,ф. (5.1)

Доказательство : Пусть 7Х, 73 и 7з три прегеодезические в D3. Выберем I, Е 7.- 

։ = 1,2, 3 и пусть
д, = прегсодезическая. проходящая через I, и I3, i = 1.2.
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дуг = прегеодсзическая. проходящая через Ь и 13,

е, - дискоид. содержащий 7, и дх. ։ = 1.2.

е = дискоид. проходящий через /х. /2. 1з>
ф, = угол в точках » = 1.2. 3 между 7. и направлением, нормальным к е .
г, = угол между 7и и направлением, нормальным к е, в /,, * = 1.2.

а, — угол между 7, и д, в точках 1,. » = 1,2.
(3, = угол в точках ։ = 1.2 между прегеодеэической. проходящей через 

ЬЬир,.
(1а, - мера площади на е, (так. о, € е,). । = 1.2.
41, = базовая мера длины на 7,,
4и, = базовая мера длины на д,. ։ = 1.2.

Имеем для । = 1.2 в точке а, = I,

da, = sin а, dl, du,. 1 = 1.2. (5.2)

Согласно (1.3)
sin0i sinft ... .г
——-------- — dti։dw2 = dfg. (5.3)

h(oi.a2)

Используя параметризацию

(7.4) -> (aj.aj.G), где a։ =7Пеь a2 =7Пе։, l3 = еП7Э,

в силу (3.4) и (4.21 получаем

dy d$ = cos и cos т2 cos 4з , , ,, 
7*77-------- 777------ ТГ-Г uaj da2 4l3
Л։(ах.а2)Яв,,.,(Ь)

(5.4)

Согласно (5.2) и (5.3) последнее выражение запишется в виде

cos r։ cos т2 cos ф3
M(a։.a2)He,.e,(G)

sin Ox sina2 dlx dl2 dl3 dut du, =

cos и cos r2 sin a! sm a2 cos 4з
——— :———г?------ 777----- 77~7 dlj dl2 <U3dfg
SID fix SXDfiz /i(ai,a2)Hei.a,(b) (5-5)

В любом сферическом треугольнике произведение sin a sin ho, где а является 

стороной. ha перпендикуляр к а. опущенный из вершины, противоположной 
к а. не зависят от выбора и. Согласно свойству

cos т, sin a, 
sin Д

= соя Vs 1 i= 1,2

получаем

^7 (1ф =
СОЯ COS 02 COS 03

Ma|.e2)//e,..։(G)
dlx dl2 dl3d(g.

(5.6)

(5.7)
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Доказательство (5.1) завершено, так как по теореме 2

сок со» 02 сок 0п
7֊֊——d/։ d/э = de. Л(аьа2)НО| eJ/3)

§6. КОМБИНАТОРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ НА КОЛЬЦЕ ив
Приведем некоторые определения из теории прегеодезических в двух измерениях. 
(см. (1|).

Пусть О, С, Л - 2-среда. {Я|} - конечное множество прегеодеэических 
сегментов в О. Кольцо г[.\ } определяется как минимальней* кольцо, содержащее 
все открытые множества [к,] СС. где

[я| = множество прегеодезических, разделяющих концы л.

Множество А С С принадлежит кольцу коль скоро существует конечное* 
множество прегеодезических сегментов (л,}, л, С О таких, что А* 6 г{л։}. Здесь 

А9 есть открытое множество, эквивалентное А : это означает, что симметричная 

разность А и А9 может быть покрыта конечным числом пучков

[Р] = прегсодезические. содержащие точку Р € Н

(Таком образом элементы 1Г& являются классами эквивалентности, а не отдель

ными множествами).

Пусть Оз, №. П\ (И 3-среда. Для любого е € К обозначим

ие = объединенное кольцо вСг, см. РЗ.

Для любого множества точек {а,} С е, пусть

г, {л,} = г{л*:}, где {л* | множество всех прегсодезических отрезков с конца

ми в {а,}.

Для любого подмножества Л С Г запишем

А< = {7 € : 7 принадлежит А}

Определение и г- Множество Л С Г принадлежит 1!г тогда и только 

тогда, когда At принадлежит Uc для почти всех е € Е.

Два примера. /. Множества, определенные пластинками. Следующее постро

ение дает нам представление, насколько богатым является класс I р. Пусть

т = пластинка, т.е. д -выпуклая часть некоторого дискоида

[т] = {7 € Г : 7. пересекающие пластинку т},
г{т,) = минимальное кольцо подмножеств Г, содержащее все [т,] для неко- 

торй конечной совокупности {г,}.

Ясно, что при любом выборе совокупности {г,}. любое А € Нг»} является 

членом Оп*.
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11. Ирггеодезии* ски* . проходящие через пспм*>. Любую кривую £ С Оз без само- 

пересечений назовем петлей. если она может быть преобразована в окружность 

гомеоморфизмом О3. Множество {> € 1Г : 7 содержит по крайней мере одну точку 
из £} отделяет только одну неограниченую компоненту в Г. Положим

'£| = дополнение в 1Г к этой неограниченной компоненте. Иначе говоря,

£] = множество 7 € Г, которые проходят через петлю £.
Если мы дополнительно предположим. что Ь ломаная линия, состоящая из 
конечного числа прегеодезиских сегментов, то для почти всех е € 1Е множество 

гГ)£ есть конечная совокупность точек (а, |. Существует правило : индикаторная 
функция /<; |(т) остается постоянной на любом непрерывном пути в 1Г. пока этот 

путь ие выйдет на {7 € Г : 7 А £ / 0}. Этим свойством обладает

/щ(}1 = сужение /(1}(7) Ж>СО д *
из которого следует, что /|£)(<?) остается постоянным на любом атоме гг{а,}. 
Откуда необходимо следует [£]Пе € г, {л, | и [£՝ € Ъ’г. В общем случае |£) € 1’г 

если дополнительно потребовать, чтобы для почти всея е € К -множество е Л Ь 

являлось бы конечной совокупностью точек.

Последнее условие будет удовлетворено, если кривая £ достаточно гладкая.

Комбинаторные разложения.

В работа [1] описан функционал Ф(А). определенный для А 6 : €СЛИ Л 6 г{з,},

то Ф А| получается линейной комбинацией (И длин прегеодезических сегментов, 
соединяющих все пары концов сегментов з,, взятых с некоторыми целыми коэф- 

финиентами имеющими комбинаторное значение. В классических 2-срсдах всегда

У = Ф(Д).

Обозначим через Ф, функционал Ф. построенный как в [I] посредством сужения 
меры (И на е. Для люГюго О Е 1>г определим

Ф(В) = Ф,(В,)«£е.

В классической 3 среде (5.1) приводит, через теорему Фубини к тождеству, 

справедливому для каждого В € Ог

/ <Ь = Ф(В).
У в

Ниже применим это уравнение к множеству В из примера II. Предположим, что 
петля £ состоит из конечного числа пре геодезических игл Полагая
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и, = еПи? (возможность е П и, = 0 не исключается).

получим конечное точечное множество (nJ с е. Для любого А € г{т.) имеем 
At € Т, {«;). так. согласно (1]

Ф,(В<) = £с*,(В,)|в*.а,|.
*<»

Для вычисления интеграла ) |а*,а(|4с где
[fex] = множество дискоидов. пересекающих i/t, и v,.

используем параметризацию е = (Ь.Ь.Ф) где
х Pt Пс и Ь = р, Пе.

Комбинируя (4.10) с простой сферической тригонометрией в Т2(/։> и Л(/г) 
находим

sinaj sinaj ........
«е = ————— sin A j sin А2 дф ац a I?.

Л(«1 .Ь)
где

а, = угол между прегеодсзической 712 и и,, ։ = 1.2.

712 = пре геодез и чес кая. содержащая (j и (2.

А, = плоский угол между ди։ кондом е и дискоилом. содержащим 71? и точку

lt, i= 1.2.
Коэффициенты ) = Q/Ui-G՝^) Kalt функции от ф суть постоянные вели

чины на
Д + , Д_ = взаимно-дополняющие дуги на которые р? разделяется дискоида- 

ми «1 и е2,
С| (или «з) = дискоид. содержащий .1? и о, (или нк).

Для простоты предположим, что для почти каждого е € 1Е число точек ил {о,} 

на 712 равно двум. Тогда две искомые постоянные это 2 и -2. Условимся, что 

А+ (-ответствует постоянной 2.. а А_ соответствует постоянной 2. Таким 

образом,
= 2/д+(*) ֊ 2Л-(4)

где обычная индикаторная функция, откуда получаем

' ск,(1։./2.ф) |ak,a,|dc =
(**1

= 2/ [ <И1<«2 / einA։d^.
Л*Л. л(/։л2) j

Простым вычислением получаем

sin Aj si։։ A3 (1ф = sin ф siu(A — ф) ^ф = sin |A| - |A| cos |A|.
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гл<- |Л| обычная угловая мера дуги Л. Следовательно.

у - /д (^)]яшА։ »шА։<Йк = » совЛ- .

Итак, приходим х следующему представлению :

1Мз|
&ша1 эшаз

ММзГ
сон Л. (Их </Ь.

Теперь условие, что Ь состоит ит конечного числа прегеодезических отрезков 
можно опустить, и для любом кусочногладкой петли Б получим, что в любой 

классической 3 среде имеет место

♦([£])=// (6.1)

Завершим несколькими замечаниями относительно формулы (6.1). Предполо

жим. что в классической 3 среде имеем петлю £ и поверхность Б, для которой 

£ является границей. Пусть любая прегеодеэическая 7, проходящая через £, т.е. 

> € £ по крайней мере один раз пересекает 8. иначе говоря, 8 натянута на 

петлю £. Следствием (3.11) является формула для площади '8|| поверхности 8 :

1|8|| = = саг<1(8Пу).
&1Г յ

Теперь легко НАХОДИМ

11511 г Л [ > 57 / * =
У[1) ** У(£| **

или, используя (6.1)

Ц8Ц - 5г / / Л°՜ соеЛ_ <«!<«։.У Уд ж д МчЗя)

(6.2)

(6.3)

Равенство в (6.3) имеет место, если £ принадлежит некоторому дискоиду с и мы 
берем

8 = часть с. ограниченная Б.

Тогда .У(7) 1. если 7 € [I]. /У(7) = II в противном случае, и (6.2) сводится к

равенству. Проверка зтого состоит в следующем :

из £ с С следует, что сое Л- = 1,
согласно (1.3) интеграл в (6.3) сводится к ~ / / ЦъЩЛд,

2,г У УСхД
согласно (1.4) последний интеграл равен 2тг ||8||,
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т.с. (б.З) сводится к ||5|| = ||8||.

Заметим, что неравенство (6.3) имеет место также для жинииммьмыг поссргнос- 

шей, натянутых на Ь. В частности, дискоил в случае Ь С е есть минимальная 
поверхность. В евклидовом случае имеем |/,./։| = Ы^Л). сводящем (б.З) к пи 
ду. который вероятно оправдывает название ”изопериметрическое неравенство 
для петель* :

Ц8|| > — / / 81ПО1 8ша2 сонЛ. Л2. (6.4)

Abstract. The present paper extends the topic of author s recent paper 1] (Izv. 
AN Armenii.Matematika, vol. 39, no. 4, 20(14) on pregeodesics in two dimensions, 
to families IT of pre.geodvsics contained in a smooth three dimensional manifold D3. 
Pregeodesics 7 (E IT correspond to lines in Hilbert axioms scheme for dimension 3. 
and so they exist in D3 along with a family IE of discoids that are counterparts of 
planes. Each discoid c 6 IE is a replica of two dimensional D considered in [1|, in 
particular each discoid is assumed to contain a family of smooth pregeodesics in the 
sense of [1]. The relationships between the points in D3, pregeodesics and discoids are 
introduced axioinatically, following Hilbert's axioms scheme for dimension 3. Within 
a classical environment in D3 (a concept analogous to the classical environment of 
[1]) the basic length measure dl gives simultaneous birth to measures de in IE and dy 
in IF. and leads via an elegant measure identity to the definition of a subset ring in 
the space IT. where combinatorial decompositions in the sense of the author's 1982 
book are possible. That decompositions can be applied to the study of surfaces in D3 
say, for calculation of probabilities of numbers of hits by random 7 € IT. In the paper 
a geometrical inequality is derived for the area of the minimal surface spanned over a 
loop in D3 that can be called an isoperimetric inequality for the loops (a loop is not 
necessarily restricted to a discoid). It seems that the corresponding inequality was 
unknown even in the Euclidean case. The present approach establishes that inequality 
in one stroke, as valid at least for Euclidean, hyperbolic and Riemann spaces. For the 
sake of completeness, §1 reproduces some passages from [1].
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ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛИНЫ ХОРДЫ 
ДЛЯ МНОГОУГОЛЬНИКОВ

Н. Г. Агаронян, В. К. Оганян

Ереванский государственный университет 
Е-mails . narine78Qysu.ani: victo@aua.ain

Резюме. В стать«՛ получены элементарные выражения для функции распреде
ления длины хорды правильного треугольника, правильного пятиугольника и 
прямоугольника формулы выводятся двумя различными методами : а) прямым 
вычислением соответствующей плотности и б) используя 6 формализм в тож
деств« Плейеля. Для правильного треугольника и прямоугольника результаты 
совпадают с результатами Зуланке (1961) и Гилле (1988).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть G пространство всех прямых g на евклидовой плоскости JR2. (р. у?) = по

лярные координаты основания перпендикуляра, опущенного из начала координат 
О на прямую д, суть стандартные координаты прямой g 6 G.

Пусть р(-) локально конечная мера HaG. инвариантная относительно группы 

всех евклидовых движений плоскости. Хорошо известно, что (см. [1])

p(dj) = dg = dpdtp.

Для любой ограниченной выпуклой области D множество всех прямых, пересе

кающих D. обозначим через

(D] = (p€G:jnD#0).

Имеем (гм. (1), (2]) :

p((DJ) = |дП|.

гд«- 0D периметр области D. а |сЮ| - длина периметра dD.
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Случайная прямая в [О) есть прямая с распределением. пропорциональным 
сужению меры р на (Р). Следовательно, имеем

Р(А) = ֊ ДЛЯ лк^°го бородинского* А С [Dj. (И

Далее, пусть AVD множество прямых, пересекающих D и образующих хорду 

*(д) = 9Г)Р длины меньше, чем у :

ad = Ь € (D|: x(g) < И. У € 1R

Функция распределения длины случайной хорды * области О обычно определя
ется как

л») = ямы = /Д ■ <’1
Следовательно, для получения функции распределения длины хорды для огра

ниченной выпуклом области О. надо вычислить интеграл в правой части (2). 

Явные выражения для функций распределения длины хорды известны только в 
случаях круга, правильного треугольника (см. [4]) и прямоугольника (см. 3|).

Основными результатами данной статьи являются элементарные выраже

ния для функции распределения длины хорды для правильного треугольника, 

правильного пятиугольника и прямоугольника. Формулы выводятся двумя раз

ными методами : а) прямым вычислением плотности распределения ; б| исполь
зуя Л формализм в тождестве Плейеля. В случаях треугольника и прямоуголь
ника полученные результаты совпадают с результатами Зуланке (1901) и Гилле 

(1988) (см. также [5] - (8]).

§2. СЛУЧАЙ МНОГОУГОЛЬНИКА НА ПЛОСКОСТИ
Пусть Р - выпуклый ограниченный многоугольник на плоскости и аь а2..... а„

- стороны И. Тогда

Р1= •о
где [и,] П [а?] - множество всех прямых, пересекающих обе стороны а, и 

многоугольника Р.

Имеем

F(j/) = _2_ /7 dipdp-
|5D|
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где V1 распространяется на все пары непараллельных отрезков п,. а, С ОЛ. а 
^2՛' по в։» м парам параллельных отрезков а, и и, С ОЛ.

Переходя к координатам (|х1՝^)< 0 каждом из интегралов под знаком суммы
«/

. можно п|х»веети одно интегрирование. Имеем (см. [2]) :

ашаз
I мп|<»։ +<»։)|

(3)

где а։ ֊ угол между а, и хордой \{д] = д П Р. л угол между а9 и *(9)

(9 € (а,]п|а,)). •

Таким образом. получаем

г/ \ 1 ГГ 81ПЛ181иа2= ГяН7 / и // Г7՜?---- Т----

я-^։։*Е т.,
•</

<1р

где Ьч расстояние между параллельными отрезками а, и ар а ЦА) - индика

торная функция события А. т.е. /(Л| = 1, если имеет место А и 0, о противном 
случае.

Можно также получить плотность распределения длины случайной хорды для 
Р :

/<уИу « Г(у+ Лу) - Г(у) = — ' вшах

<1<р(1р-
(?€(<’|)П(а;].1(9)<у + <<у)

</р ,
1»е|<«.)п[в<) х<«>< V)

где 7М угол между непараллельными сторонами а, и а, (или их продолжения
ми!. ’

(у) = {*?'■ существует хорда направления <р. длины у, соединяющая а, и«Д
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Имеем

dip dp-
<^|«.)n(aJ];4(gKr + drJ

dip dp
< ?€ [««)o(« И

' dip =
r<X(f)<r-Hv

//

ЛГССО8
У + dy

bu’ arccos —

= <*9 ,Ь>> .

'<> У\/Уг~к^

где Л(^) / Ьч - высота параллелограмма, две стороны которого равны х(^) =

<?(¥>) € [и|]Г|[а7], а две другие стороны лежат на параллельных сторонах

о, и К(р9) = Л(у>), для которого х(у>) = У и

d*Py bt bfj
—- = arccos---- —---- arccos — =
dy у 4* dy у

*J (4)

Поскольку Ql = тг/2 - ip и a2 = л/2 4֊ (<P - 7i;h получаем

№) = ֊Л֊
Ll«.l

cos <f cos(y> - 7«J )

(5)

><J
У^ ~bu.

Заметим, что плотность распределения /(у) определяется для любого у 6 IR 

за исключением тех значений у, которые являются сторонами, высотами и 

диагоналями многоугольника. Для таких значений у, функция распределения 

F(y) не дифференцируема, но непрерывна.

§3 . ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ

Пусть D выпуклый ограниченный многоугольник на плоскости и и։..... ап
стороны многоугольника D. Тождество Плейсля для многоугольника D имеет 

следующий вид (см. (1] и [2]) :

/ /(1х(?)1)^ = [ Г(|Х|)։ Ixl cota։ coto։dy +V / f{u)du. (6) 

J[o| Jg ,=lJo 



»fl Н. Г. Аглронян, В К. Оганян

гд»՝ /(г) функция с непрерывной первой производной /'(г), а։ и а2 - углы 

между до и прямой д на концах хорды *(р) = 9 А О. лежащие в одной 
полуплоскости относительно внутренности многоугольника О. (а, | суть длины

сторон а,. । = 1...... п.
Р В Амбарцумян в (I] и [2] покачал, что тождество (6) полезно при вычис

лении функции распределения длины хорды в случае ограниченных выпуклых 

многоугольников Еали в (б) формально подставить
(0 ес ли и < у

/,(«)= , -
[ 1 если и > у

то интеграл в левой части (6) будет равен

/*{<7 € |Р|: |х($)| > у}.

т.е. инвариантной мере множества хорд многоугольника D, длины которых 

больше у. Производную функции /9(м) нужно заменить на ^-функцию Дирака, 

концентрированную в точке у. Следовательно, получаем
[1֊Г(у)]|аР| = £ /7 <5(1x1 “ У) • 1x1 со1а։ со1а^у+

„ ГГ •
+ 52 // <М1х1 - у) • 1x1 «>1а1 со1а2Лу + 52(|а.| - у)+,

7^
где [ы,]П[а7] множество прямых, пересекающих обе стороны а, и а, многоуголь

ника И, х* = х, если х > 0 и 0. в противном случае.

Для лк»бой непрерывной функции / имеем (см. [9]) :

/ - У)/(։)<<։ =/(у). (8)

Для {м,,а;} Ç V1 делаем замену переменной (р. у>) -» (|х|.у>) и используя (3) и 

(8). получаем

I д(|х| - у) • |х1 cotai cola2dy = — [ sin tp sin(-)։j ~

Кроме того, для параллельных сторон а, и а, (т.е. а,. а} £ используя (4), 

имеем <2

/ ч // <И[х| - у) • 1x1 cotai cotа2 dp =

~ ~25Z < y) [ <5(1x1 - y) • Ixl b(y»x) tan2 dx =

= < »)*(?,» -, , 
’<> V'/2“bu
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где = агссоя —. 
У

Следовательно, получаем

Г(у) = 1 - '1
ят 7М 81П <р яп(7ч - <р) Фр-

Я
+ £?1а'1 - »)*

(9|

В случае, когда дО нс содержит параллельных сторон, формула (9) совпадает с 
выражением, приведенным Р. В. Амбарцумяном в [2].

Из (5) и (9) следует, что чтобы найти функцию распределения £(у) или плот

ность распределения /(у) должны вычислить интегралы вида

—— / соя <р соя(у> - 7) Фр (10)
91117 Д1у(

и
—----  / 81п у> я։п(7 - у>) </у>
’Ш7 ?♦(,)

(11)

для любых двух непараллельных отрезков а и Ь (о < 6) с углом 7 между о и 6 

(или их продолжениями) и также вычислить вторую сумму в (5) и (9) (для пар 

параллельных сторон). В (10) и (11)

Ф(ту) = [<р: существует хорда, направления у» и длины у соединяющая а и Ь].

§4 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим интегралы (10) и (11) для непараллельных отрезков а и 6. имеющие 

общий конец. Имеем значения следующих неопределенных интегралов

------ / сояу> со8(у> - 7)’^ = С(*1
Я1П7 у

I1 1 . п 1 п
-^+-ян։2у> - -сое2<р. (121

/
ЯШ Р 8111(7 - <р)(1р - СО<7 ----И+-8ш2р — -СОя2^>.

2 4 4
(13)

Нетрудно проверить, что для любого 7 € (0. я) область интегрирования Ф(у)

является подмножеством следующего интервала

Ф(у) с
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Лемма 1. л) Для острого угла у и 0 < у < <* ֊•«։։։ 7 = niio(a,4)) и

б/ для тупого угла у и для 0 < у < и (а < Ь)

получаем следующие результаты : Я|

1 [ зг — у 1
/ cos у? схмЦр - 7) = —-— cot 7 4- -.

si« У Д(,| 2 2
(14)

1 Г я - 7 1
- ---- / sin у? sin(7 - -  z— cot у 4- 
sin 7 A(f) 2 2

(15)

Доказательство, следует из (12). (13) и из факта, 
[Г Я" 
~2 +Т 2 '

что для таких значений у

Лемма 2. Для острого угла у G и для a sin у < у < а. (а = Ь) имеем

֊— / cosip cos(^> - 7) dip = 
s։n7 ;♦(,)

л . a sin 7 а sin 7
4- 2 arcsm------- ------------- -

У У

•» • 2а' sin 7
У2

1 . _ л а sin 7
+ - sin 27 - cos 27--------

4 у

а2 sin2 7

У2

(16)

л «sin 7 sin 27 /. а2 sin2
COS 27----------- ---------- J1--------- —

у V у2

sin 7

„ . a sin 7
-2 arcsin--------

У

a sin 7

У

a2 sin2 7

У2

u sin 7

У

a2 sin2 7
(17)

4- -(I - cos27)-

a»iu7 . o /.
--------- «in 27 < /1 -

У V
a2 sin2 7

У2

Доказательство. Если у £ (a 81117,0) в интервале существуют
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направления ♦/ ♦(!/). Ф(»/) является объединением следующих трех интервалов :

Ф(.м) = а 8Ш 7 \ . .7.-агссов—֊

и/ а 8Ш7 а я|н 7 \ I ■
агссоя--------- , у - агссоя---------֊ |

\ У У ) 

и(^ а 81П7 я
+ агссоя--------- . —

У 2.

Используя (12) и (13) получим требуемый результат.

Теперь используя Леммы 1 и 2, можно получить результаты Зуланке (см. [4]) 

для правильного треугольника и Гилле (см. [3]| для прямоугольника.

§5 . СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

Так как п треугольнике нет параллельных сторон и -у = -, з։п-у = то 

формулы (5) и (9) можно записать в виде

и

/(У) =
2 

у/За
созр соз(у։ - я/3)<^>. (18)

Лу) = 1-
2у 

у/За
зт <р зт(я/3 - у>) <1<р-----(а - у).

•»»(у) “
(19)

где а - длина стороны правильного треугольника.

Используя (14) — (17), из (18) и (19) получим вид плотности распределения

1 я
2а + Зу/За

у/4у2 - За2 _ 1
2у2 + 2а +

2 . ау/3 2я
—агсвш —------------?="♦у/За 2у ЗЛа

если

если

если

у [О.а]

п - го<у< —
у/За

(20>

и функции распределения

' О,
/1 я \ у
\2 + Зу/З / а

и 2я у 2у . ау/3 у/4у3 - За2
—----------— - 4֊ —=- агезш —— + ------ - --------
2а 3^3 а у/5а 2у 2у

если

если

если

если

у<0
11 ' ՝>'^а
о < У <

у > а.
(21)

Очевидно, что /(у) =
<^У
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Проверяй теперь, что
[ = 1-
/о

(221

Им«тм

(23)

Г V т2 - а3 У«։ ֊ а’ . . /~2------ 51
/ ------ =-----г/т =-----------------4 1п |։ 4 уг~ л-|,

У *’ ։

ПОЛУЧИМ
г9/ /|у) Ну == - 4 1и V 3 4 - - 1п(3а) 4 1п(лх/3) = 1. 

Уо 2 2
т е. (221- '* ■՛՛** 5* 4 

н». С ЛУЧАЙ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Так как имеются две пары параллельных сторон (а < 6) и у = «1>7 = 1,

формулы (5) и (9) можно записать в виде

/(9) = 2(о 4 6) сое <р сов(у> - я/2) <1у 4 /(а < у) Л(у>,, а)
У VУ2 ~ а

4 1(Ь < у) /»(^,.6)
ь

У у/у3 - Ь1
(24)

К(у» = 1 ֊ 2у / 8||) <р в։п(я/2 - <р) <1у> 4 /(а < у) Л(<?,, а)
у/у3 - а3 

а

+ /(Ь<у)Ь(у>,.6)^—- 
ь

4֊ (а - у)+ 4 (Ь- у)+

(25)
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гдг /»(¥»„,«) 1М<Р,,Ь))- высота параллелог рлмм а. параллельные стироны которого 

равны у а другие дог стороны лежат на параллельных сторонах длины Ь (а). 
Нетрудно убедиться, что

м,,.о) = , М(Р,.И = ‘_±^Е5.
V У

Используя (14) (17). и» (24) и (25) получим результат Гилле для прямоуголь
ника (см (3)). Плотность распределения длины случайной хорды для прямоуголь
ника имеет вид :

/(у) =

0.
I 

а+Ь' 
а2 Ь 

(а 4- 6)у2 \/у3 ~ и1 

аЬ I а Ь \ 1
(а + Ь)у2 у у/у1 -а2 у/ у2 ~ Ь1 / а 4- Ь

если

если

если

если

У $ [0. х/а2 4 Ь2)

0 < у < а

а < у < Ь

А < у < /а» 4 Рф

(26)
а функция распределения Г(у) для прямоугольника а < Ь имеет вид

Пу) =
0.

У
« + ь՝

а Ь у/у^ — а2

а + Ь а 4֊ Ь у
1------ —г + / м • (ах/№ ֊ Ь2 4֊ Ь^у2 - а2),

а + Ь (о 4- Ь)у

, 1.

если у < 0

если 0 < у < а

если а < у < Ь

если Ь < у < 4- Ь2

если у > \/а2 4- Ь*.
(27)

Очевидно, что /(у) =

Теперь проверим, что

(28)

Лу

Имеем

/(у) «/у =

о

а2 А
(а 4- 6)

dy
у2 у/у^ — а2

аЬ2 <2у _ х^Т^-А

(а + 6) у2 а 4“ Ь
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Поскольку

получим

' а Ъ2 а’ \/а2 + № - Ь
' я + А (я + Ь) уха2 + Ь2 (а + Ь) у'а- 4- Ь2 а + Ь

т.е. |28).

§7. СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНОГО ПЯТИУГОЛЬНИКА

Поскольку в правильном пятиугольнике нет параллельных сторон и

если ; = ։ + 1

если ) ։ + 1 

(*П,,+1 угол между соседними сторонами правильного пятиугольника, а 7,.7, 

; / ։ + I угол между продолжениями двух нссоседних сторон), формулы (5) и 
(9| можно переписать в виде

5о[1 - Г(у)] = —/ 81пу> 81п(Зт/5 -
пп —

5

«։п <р в։п(я/Ь - <р) И<р + 5 (а - у) +

и

/(У) = 7֊ 
э а ат —

' сое <р сов(^ - Зтг/5) </у>+
♦։эЫ

соя <р соя(у? — ж/5)

где а - длина стороны правильного пятиугольника. 
Используя формулы

. Зтг я \/]0 + 2\/5 
ЯШ 5 "СО8 10 * 4 И

. к
ЯШ — =

уАо + 2>/5 ■ (у/5 - 1)

8
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предыдущие выражения можно переписать в виде :
| у г

F(v) = 1-------- 7?" = / «in <р 011(3*75 -
а \/10 + 2х/Г> Jini*)

2(v/5 + 1)у [ ' 1
---- Z7Ä „ /г / *։п^я1п(ж/5֊ ¥>|г^ (а м)+.

а х/Ю 4 2>/5 «
и

/(у) - --------у^՜ / со* соч(у>-Зя/5) <7у>+—-—/ соя €<н(^—к/5)
а ein — ■'♦•НН а ein -> •'♦u(H

5 5
В случае правильного прямоугольника Фц(у) и Фи(у) суть подмножества 

> 2։)’ НвтрУД”0 проверить, что

1) при 0 < у < а,
фи(у) = ֊ ) и Фп(у) = 0;

2) при а < у < а. Ф։з(1/) есть интервал

f
a \/b 4- 2 v/5 соз - к а/5 + 2^5 СОЯ —

arcsin----------------------- —, — + arcsin------------------------ —
У 10 У

3) при у > а (длина диагонали пятиугольника).

Фп(у) = $։з(у) = И:

4) при а < у <
^5 4 2 v 5 (длина перпендикуляра, опушенного из вершины

пятиугольника па сторону).

Ф։з(у) =
Зя 

-------4֊ arcsin
10

а соз а сое
-------- —. arccos--------—

У У

5) при ֊ у5 + 2х/5 < у < 

интервалов :

и» фп(у) ” объединение следующих трех

I Зя . nCOSHj .iv'5 + 2v^
Ф13(У) = -777 + arcsiU-----—- ֊ агссоя------—------I 1 и у ֊ У

- arccos
/5 + 2v^5
—- ---------, arcsin

21/

0^5+2^ 

2у

/ 7 я а \/5 4 2 х/З
— - arccos------ - --------

I 10 2у
arccos

n ros 10

и
и

и

У
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Используя теперь (14) — (17), получим функцию распределения длины хорды 

для правильного пятиугольника : 

Г(!/) =

сели у < (I 

*(>/5-1)

5 V 10 4 21/5
гели 11 < У < а

я (5 + 3 <5) и 2(\/5+1)у . « 4- 2\/5
1 4------ , --- ------ /----- ж arcsin---------------------

5а у Ю + 2<5 av 10+2v5 4v

a V 10 + 2v^5 \ 
arcsin-------- :---------- I э если a < y <

4.v / “ ”

î(5 + 3yS)ÿ _ 2(^4 1)y ... a V10 4- 2>/5
+ 5a >/10 4 2Vb a vZ10 4֊ 2>/5 4-V

֊ /ь + 2V5

cos
. aV/10 4 2v/5 

&ГС81П -------- ----------
4y

(>/5 4 1)ду 

ay/10 4 2>/5
arccos

yz10 4֊ 2>/5 

2у(Л- 1)
a

2(v/54 1) . ( av'10 + 2y/5\ a /r , n Æ ^41
4 —- ------- - am arccoe-------- —-------- I , если - v5 4 2v5 < У < ---------- a(y/S-ip \ 2y(vÆ-1) ) 2V vw-»- 2

если

Нетрудно проверить, что эта функция является непрерывной. Для значения 

у - и. иСпцее значение второго и третьего случаев совпадают и равно

1 _
2 5 \/10 4 2у/5՜

Дей< твительно. так как 
. V io 4 2з/5 2ir

arcsin---------------- = —
4 5

и 
. у/104 2>/5\ 2к . , 

arcsin------- --------- = cos — = 1 - 2 sin2 я/5 =
4/5

(104 2>/Ъ)(у/5-I)2 ,/5-1
64 "4

получим результат :

J + К (5 4 3 у/5) 2(^4 1) 2г >/5+1 у/5 - 1
5 v/ÏO 4 2>/5 ^10 4 2,/5 5 2 4
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_ 1 _ я(/5- 1)
~ 2 5/10 4-2/5

55

а
Случай у = очевиден

Рассмотрим случай у = а. Ич последнего случая имеем

из предыдущегоI. Нетрудно проверить, что получаем тоже самое чначениг

выражения. Действительно, поскольку

. /10 + 2/5 я 
агент------=---- — = т и

2(>/5 + 1) 5

соз arcsiu
/10 4-2/5 

2(/5+ 1)

/10 + 2/5 _ * 
arccos------- ------------ уд

/ \/10 4֊ 2/5\ . * _ у5- 1
и sin I агссов------- -------- J ~ 81П 10 ~ 4

получаем

я (5+ з/5) (/5+1) _ (/5+D*

10 /10 + 2/5 /10 4֊ 2\/5

. у/10 + 2/5 
arCSl” 2(/5+1)

-----  сов 
2

/10 4- 2/5 
aresm ~ —77՜2(/5 + 1)

(>/5 4֊ I)3 
___  arccos

2 х/10 4֊ 2 >/5

2(/5+1) . ( /10 + 2/5^ _

+ (/5-1)2 \ 4 /

я (10 + 4 у/5) _ я (6 + 2/5) _ (/5 + 1)՜
1 + 5 у/10 + 2/5 5 /10 4- 2/5 8

я (4- I)3 + + 1 = ।
20 /10 4- 2 (/5 *

П лот ноет ь ряс п редел с н и я имеет вид :

И
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/Ы =

если п + 1и. —-—а

1 _ *(>/5-1)

2 5 \/10 4֊ 2v/5
если 0 < у < а

ж (5 4 3 у5) 
5а v 10 4- 2>/5

2(Л+ и 
а v'10 4֊ 2 Л

. а
Ares in -

V/10 4֊2v/5
4у +

У £

2(у/54֊1)

v'16y3-a3(lÜ4-2>/5)

а2 (5 4- 3 а/5) /г . о А----------- ------------- ----- , если а < у < - у 5 4֊ 2v5
2у3 ^löy3 -а3(10 4 2у/5) 2

я (5 4 3 Л) 2 (>/5 4 1) . а >/10 4- 2?5
— ------------------- - arcsin-------------------- 1֊
5а V 10 4 2\/5 а \/10 4 2 а/5 4У

2(у^4 1)________________а3 (5 4 3 у/5)_________

^Абу2 - а3(10 4 2>/5 2 у3 у/16 у3 - а2(10 4 2>/5)

(а/5 4 1)3 a\/10 4֊-2v/5
------- . — ATCCOS --------т=-----------

Ц\ 10 + 2v'5 2y(v5- 1)

(>/5 4 l)3

У^уЧа/З- I)3 -а3(10 4 2у^) 

4 у՜3 а3(5 4 3 >/3)(\/5 ~ I)՜3 а /. o /г У5 4 1
4 ■ — - -- , если - у 5 4- 2Vb < у < —-— i

. I)3-аЧЮ42У5) 1 i

Очевидно, что /(у) = .
<1у 

Рлв<*нство
(^/S+Па/З

/(y)dy = 1
п

следует ил

а
21

arccos z 1
----- =— ах = — arccos z + In

- а
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и (23)

Abstract. In the paper elementary expressions for the chord length distribution 
function of a regular triangle, pentagon and general rectangle are obtained. The 
formulae arc derived by two different methods : a) by a direct calculation of the 
corresponding density function and b) using 6 formalism in Pleijcl identity. In the 
cases of the triangle and rectangle the results are shown to coincide with those of 
Sulanke (1961) and Gille (1988).
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СИЛЬНЫЕ КЛАСТЕРНЫЕ СВОЙСТВА ГАЗА ЖИНИБРА. 
КВАНТОВАЯ СТАТИСТИКА

С. К. Погосян

Институт математики НАН Армении
E-mail: suren.poghosyan@unicam.it

Реноме. В работе изучается убывание корреляций для газа Жинибра г пар
ным репульснвным потенциалом, убывающим на бесконечности. Получены силь
ные кластерные оценки для функций Урселла, а также сходимость кластерного 
представления большой статсуммы. Доказано, что двухточечная усеченная кор
реляционная функция имеет степенное убывание. Статистики Бозе-Ейнштейна 
и Ф«-рми-Дирака изучаются одновременно с помощью метода кластерного разло
жения.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] убывание корреляций было изучено для газа Жинибра со статис
тикой Максвелла-Больцмана, т.е. для модели взаимодействующих Броуновских 
петель в R* с фиксированным промежутком времени 0. В настоящей работе рас
сматривается газ Жинибра с квантовой статистикой, т.е. модель взаимодейст
вующих Броуновских сложных петель в й* с промежутками времени кратными 
0. Получены оценки интегрального типа для функций Урселла и для двухточеч
ных усеченных корелляционных функций (Теоремы 1 3). Основные результаты 
относятся к малой интенсивности и парному рспульсивному взаимодействию со 
степенным убыванием на бесконечности.

Наш анализ свойств убывания основан на сильных кластерных свойствах 
функции Урселла (см. [2] и литературу там же), приводящих к теореме 3, 
которая вместе с теоремой 1 описывает свойства убывания функций с сильными 
кластерными свойствами.
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|2. УСЛОВИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
Рассмотрим систему тождественных частиц в и-мерном евклидовом пространст
ве R , взаимодействующих при помощи парного потенциала Ф со следующими 
свойствами :

(а) Ф : К1՜ ।► R - четная функция.
(Ь) степенное убывание на бесконечности, т.е. для некоторого I > И

я
|и|)' <1и < ос.

(с) Ф репульсивно : Ф > 0.
Класс потенциалов Ф. удовлетворяющих (а)-(с) обозначим через Р*.

§3. ГАЗ ЖИНИБРА С КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКОЙ
Пусть (5 > 0 фиксирована. Для ] = 1,2.... обозначим через пространство 
сложных петель фиксированной длины )(1 в Р*' :

= {х е С([0. д?].РЛ) I Х(О) = ходи.

и положим |Х| = ) для X Е Л^з- В топологии однородной сходимости 
является польским пространством с борелевой а-алгеброй 5(4^).

Пространство одной частицы X является пространством сложных петель в 
R1՜, определенных как топологическая сумма пространств Х>з : X = Ц£_։ Х)3 
Определим борелеву а-алгебру в X посредством В(Х) — Ц/ = 1 
означает, что В Е £5(АГ) тогда и только тогда, когда В П Х^ Е для 
всех ] = 1,2•• •.
Для любого и € R* пусть

х;а = {X € х,Л I Х(0) = Х(]р) = и}

и пусть
= й х>>-

Чтобы определить исходную меру на X, используем естественное взаимно 
однозначное отображение т между X и А'0 х R*, которое определяется формулой

т(Х°,и) = Х° + и. Х° ЕХ°, и €

Очевидно, т есть взаимно-однозначное отображение с

т-։(Х) = (Х-Х(0).Х(0)).
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Пусть не-вероятностная (не нормированная) мера броуновского моста на

= (я^|^,и€ 5Г.

Определим меру Р". он Д'“, и € й*. формулой

где 6 = +1 или —1, что соответствует случаю бозонов и фермионов соответствен
но Здесь предполагается, что 0 < 2 < 1. Заметим, что Р" . знакопеременняя 
мера Множества

дают разложение Хана пространства Д'" относительно меры Р" . : Д’“ = Д*“’+ + 
Д” ”. Здесь Д’“ * и Д'"՜ не пересекаются. Д'"՛՛*՜ положительна и Д'"՛՜ отрица
тельна относительно знакопеременной меры Ри ։ (см., например. [3]). 
Разложение Жордана меры Р" . дастся формулой

Р-.г = (/,в..-)+

где IР* :)* и (Р“ положительные меры, определенные посредством

__ рч
2] -

Заметим, что полная вариация |Р“ ,| = (Р? .)+ + (Р".,)՜ знакопеременной меры 
Ри . совпадает с мс[юй Р" ,. которая является конечной мерой с

( лг дующая лемма показывает, что типичные" сложные петли локализованы.



Сильные кластерные свойства гата Ж ииибра

Лемма 1. Пусть

61

А/(Я) - {X € Д’! : |Х(1) ֊ Х(я)| > R для некоторых а,1 € [0. |Х|/5| }, R > 0.

Для всех z, 0 < z < 1,

< С(։/)/Г*ехр[-С(0..г)Я). u€ ?*'.

где

C(^z) =

Доказательство: Пусть М(П,)0) = } =1,2...... Тогда

р;..(М(Л)) = ^;- />;ялця.,0). 

/=։ 3

Как показано в [4],

р;,(М(я.im < CM W»-* ■ /.1Л1. 
4vJP

Здесь C(u) = |Si(u)|^_p2’+2. где |Si(t/)| - площадь единичной сферы в J* и

Д,(а) = f e"“**«1' J du, a > 0.
Ju^a

Здесь и ниже обозначим все постоянные некоторой буквой С и укажем зависи
мость только от параметров.

Легко проверить, что /к(а) удовлетворяет следующим рекурсивным соотно
шениям :

/0(а)<СеТ՜, Л(а) = ^е՜0’, /„(а) = |е"*’а*'՜1 + ^Ц-Ъ„_։(а), и > 2. 
£» С

где С - абсолютная константа. Откуда

/,(«) < СМа*-ае^.

Отсюда следует, что для любого г > 0 и всех к, 0 < г < ехр(-160т2),

•"'Р;..(М(Л) < е’яС(ИЛ-« £ (^) <
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֊ = 0)0՜*.
/ = 1 3

Если 0 < х < 1. то выберем г = ( 1 ) и закончим доказательство леммы.
Определим меры интенсивнос ти рГ։, на В{Х) посредством

р,.. = |Р,°, хЛ)«г-',

где А мера Лебега на ?Л. В случае фермионов вариация |р_.։| знакоперемен
ной меры р_>։ равна р+г. Сужение а-конечной меры рг, на Х}ц совпадает с 
(,֊;— Ру‘\ х А) о т;՜’. где т) есть сужение т на АГ^ х й". Для любого А € £?(АГ) 
обозначим через рг.։,д сужение р, ։ на (Л. ДПА).

Пусть Во(А') семейство ограниченных элементов из Д(А'). Назовем В € 
Д(А’) ограниченным, если В содержится в некоторой сфере п|хх‘транства X. 
Заметим, что р<֊։(В) < 30, если В € Во(^) и р։։ диффузная, т.е. р,,։(Х) — О 
для любого X € X.

Пространством конфигураций нашей системы является ЛНу(АГ) - простран
ство мер п[кк*тых точек на X с конечным носителем (см. подробности в [1]). 
Таким образом. Л4^(Х) может быть отождествлена с множеством всех конеч
ных подмножеств (конечные конфигурации) пространства А*. Обозначим через
МIX | множество всех мер на (АГ. £?(АГ)), конечных на Во(А'), через М (Л*) под
множество вех мер, имеющих целые значения на Во(Х) и через ЛИ(А^) множес
тво мер простых точек на (Л". Д(А')). Обозначим канонические о - алгебры в 
ЛИ (Л') и М (АГ) через У и У соответственно. Ниже часто будем записывать
В Во. М М . когда будет ясно, что X является пространством, на котором
они определены. Мы будем использовать также бозначения М"п и ЛИ л, где
М„ = {ы € ЛИ,|ы(Х) — п) и ЛИ,, определены аналогичным образом.
Для любого р € ЛИ определим меру \УР на (ЛИ , У ) через

*=о
՛ ?(ех, + ... + сх.)р(ИХ1)...р(ИХл), 
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где <р : М •—♦ 5֊+. Здесь первый член суммы есть у>(0), 0 обозначает вакуум, 
т.е. нулевая мера на X и Сх «"гь мера Дирака в X.

Вообще говоря, носителем IV,, является ЛИ, и если р диффузна, то носи
телем IV,, является ЛИ,. В качестве исходной меры для нашей гистемы берем 
№р, В случае фермионов легко можно проверить, что полная вариация |И^^_ ,| 
знакопеременной меры IV,, _ , равна

Заметим, что для каждого В Е Во. IV,,, , в конечная мера на М с 
обшей массой ехр(рг,։(В)). Вероятностную меру ехр(-р,,։{В))И/’Гг , в назовем 
идеальным газом Жинибра в В г активностью г подчиняющейся квантовой 
статистике или процессом Пуассона в В с интенсивностью р,։,.

Следующий пример является важным примером ограниченного множества 
В € Во : пусть Л - ограниченая область в ВЛ. Определим

А-(Л) = {%€Х|Х(<)ел. ее[О,/3|ХЦ}.

Аналогично определим множество Л4у(Л) конечных конфигураций петель опре 
деленных о Л :

М/(Л) = реЛ4 |ы С Х(Л)}.

Рассмотрим пространство С([0,/3]. ?р). элементы которого назовем эл^метанны
ми траекториями в РЛ Скажем, что элементарная траектория т € С([О,0]. 
является элементарной компонентой сложной петли X € А и запишем г € X. 
если существует Л 0 < < < |Х| такое, что х(<) =■ Хр + |0), / € [0./?]. Пусть

Ф(Х)= / Ф(т(0)л. х еС((о./<]лр). 
Уо

Энергия Щи) конечной конфигурации о/ 6 Му сложных петель дана посредс гвом

им = 22м,|Х) + 1 22 из(х.У|. 

АЧ* Х.Г€*

где
ВД = ;£*1’-А и։(ХГ>= Е *(։-»)•

2я.>ЕХ

Определим множитель Больцмана / : М( •—> Я+ как обычно с помощью

У(ы) = ехр(-М(ы)),

Мера Гиббса на ЛИ,(Л) Для ограниченной области Л дана посредством
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где ^«(Л, х) - большая статсумма. Для краткости. здесь и ниже.
запишем И/,.,.л вместо Н'Р։ ։ ж<м. Более явно

Н,(Л.ж) ехр( -Щ(х1 4 ... 4- гх. )р,,1 )—Р<.։(ЛЯИ),

(Л(Л,։)М = 3.(А.х)՜* / ^(и-)ехр(֊/4(^))И',,։,л(^) 
Ли

дли любой измеримой : .М —* Р. >։ .
Заметим, что условие (с) на шаимидействис Ф влечет конечность 5с(Л,х) 

для всех 0 < г < 1. Действительно.

|Ее(Л.г)| < ехр < «р [|Л|Р?.,(Л'°|] < ос.

Назовем (}, (Л. г) глзож Жинибра в Л г актпнвноетыо я и а.кииыос/ействиеж Ф, 
погИтнязоирьмся квлнтовой статистике.

§4- ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
В >том параграфе мы « формулируем основные результаты этой работы, которые 
описывают свойства убывания функции Урселла (см. определение в следующем 
параграфе) и усеченных корреляционных функций. Обозначим через Лс допол
нена множества А а через ВШ(Я) шар о R* радиуса R с центром в и € ВС.

Теорема I. Пусть взаммидействие Ф принадлежит классу Р*. / > 0 и пусть я.
я < 1, удовлетворяют соотн ению

0 '/21
<С(Ф «/./)£*-*. (I)

Ф(тк)(1 + (иП'с/и

Тогда для всех х, 0 < я < функция Урселла д удовлетворяет следующему
нерллгне тву :

С(Ф,р,П/3։

|0кх+и +Су + ы)|И/р> ։(</ы) <

Х-С(Ф |/./)Д1֊5
(14֊ Я)-'
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для любых Я > 0 и и € R*'.
Следующее Следствие Теоремы 1 является главным техническим инструмен

том, применяемым для изучения геометрического разложения логарифма стат- 
суммы для гам Жинибра с квантовой статистикой.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 имеют место следующие 
оценки для любых R > 0 и и € R* :

19кл«^+«)!%♦. им<

С(Ф. М)0։-
«/։]

0+ НГ1.
1п2 ж ֊ ОФ, к ПЛ1-5 1 +

Другое важное следствие теоремы 1 описывает свойства убывания дву-точечных 
усеченных корреляционных функций <тА , нашей модели. Вспомним, что усечен
ные корреляционные функции определяются формулой :

<т«,А,.(#*)= 1.м,<А>(Р) ч*00 • / 9(Я +
' ■'Л4,(А)

М € М,. (2)

где 1 - индикаторная функция и 1^1» т-е- число элементар
ных компонент всех сложных петель из конфигурации ы.

Теорема 2. Пусть Ф € Р*Л > 0 и г взята из интервала 0 < г < Р.. где 
г удовлетворяет (1). Тогда дву-точечная усеченная корреляционная функция 

л ։(Х, У) является элементны Банахова пространства В < и удовлетворяет

а«,А,я(ХГ)|^.1ИУ)<

1п3£-С(Ф.|/,П0‘-’ 1 + ( •> V'’ (пли
(1 + яг'.

С(Ф.рЛ)^1-’'

§5. НЕИНТЕГРИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ 
КИРКВУДА ЗАЛЬЦБУРГА
Для всякого р € определим меру на через

Ф(ОГ, + •••
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• • • + е х. )(/* - ед-, )(г/Х2).. .(р - сд-, - ... - ед.., )(^ХП).

где {'-М. »—* г + (см. также [1]). Для разлития алгебраического формализма 
в случае квантовой статистики воспользуемся функциональным пространством, 
отличным от пространства в работе (4]. Пусть

£ = {Л : Mt »—» С|Л измерима и hn ограничена для каждого п),

где hn - сужение h на М „■ Положим также £0 = {Л € £| Л(0) = 0). Определим 
в £ * умножение через

/»։ ♦ ЛДы) = / - p)HG(du), /»i.hjGf-

С зтим произведением £ становится коммутативной алгеброй с единицей 1 = 1о 
и £п есть идеал £. Заметим, что в случае, когда Л։. h2 ■ функции на пространстве 
A4j конечных конфигураций, то

Л։ * hj(w) = У" ht(i/)h3(w \ I/).

Опре делим ♦-экспоненциальное отображение Ехр посредством

Exph = 1 + h 4- + .... Л € £0.

Таким образом. Ехр : £о 1—* 1 4֊ £о с единственной обратной функцией Ln = 
Ехр՜1. данной с помощью

ОО

Ln(l 4- Л) = 
n = 1

heEQ.п

Определим также производную на Е через РиЛ(/х) = /<(р + р), Л е С, щи Е Мг 
Л’тко проверить, что РГд , X € Л' является линейным отображением из Е на Е 
со свойствами :

D( л (Л| * Ii2) - Dr к Л) ♦ /и 4֊ h\ * D( х /ij.
Dc д (Ехр Л) = Dt x h * Ехр Л.

Хорошо известно следующее равенство :

* Лз) = € Е. (3)

)то : .՛ тный случай более общей формулы, которую используем позднее (см 
например, [5], [6])
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I +"։)М*1)Миг)И'Р..ЛМ)И'р, ,(4ы։). (4)
МГ

Формула справедлива либо если все функции положительны, либо если по край
ней мере одна сторона абсолютно сходится. Здесь под абсолютной сходимостью 
левой стороны (4) понимаем :

' l^(w)ll/4l * IhjItwlW'p, ։(dw) < OG. 
"г

Теперь из формулы (3) следует, что Wp, ,(Exph) = exp WPr , (Л). Откуда 
—<(Л, ж) = W,։>։a(/) = ехр И^.лСд) где ff = Ln/ называется функцией Урселлл 
Заметим, что д Е £о- Равенство lnEr(A,z) = ։ д(д) называется кластерные
представлением большой статсуммы.

В дальнейшем будем работать только в пространстве простых точечных 
мер с конечным носителем. Рассмотрим функцию ф оп Л4 f х Л1 р определенную 
с помощью

^(р) = Г 1 *(, + pzMf.

Здесь / • множитель Больцмана. Можно показать, что есть решение так 
называемого неинтегрированного уравнения Кирквуда-Зальцбург а :

^(м) = exp(-f?(X,O)E^c>Я(Х,г)^_<х+Лр ֊И- ( # 0.
Ыр) = Им)-

Здесь X Е С
Е(Х,{) =1А(Х)+ £ U2(X.Y).

Уее\{Х}

К(Х,р) = П Ч(Х.У), q(X.Y) = exp(-U2(X.Y]) — 1. (5)

§0. ОЦЕНОЧНЫЕ ФУНКЦИИ И СИЛЬНЫЕ КЛАСТЕРНЫЕ 
ОЦЕНКИ
Рассмотрим векторное пространство В функций / : X х .V •—♦ г . инвариантных 
относительно группы сдвигов : (X, У) —» (X + и, У 4֊ и), и Е !•*’• Для любого 
О < г < 1 положим

|| / ||ж.<= mai{|| / Цое,р.(/).Pt.i(f)}, I > 0. (6)

где
1/(Х.У)| 

x“pr WI ' т
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р,(/) = вир
V« т

1/(Х.Г)|
IWI

Р+..ИП. (8)

Р ,(/) = ։nf< С > 0 . для всех d > О

вир вир I
Я>ОХ€-||В,|ЯН J

Х'1В,1К+4\)
|Х||У|

Р+..МУ)
Z

(9)

Пространств« В» I - {f € В :|| / ||»д< х>) есть Банаховы постранства с нормой 
., Если х։ < ։а, то В ,.| Э В . . .г- Элементы пространства В*։ = {/ 6 В,.| :

/ > U. / симметрична) назовем оцгночныли ^*рнкч|иджи.
Пусть а положительная константа и h - оценочная функция. Рассмотрим 
следующее уравнение

= e Е II м*<>. У W.,k(€ -fxe + «м* -«*»).
-»Ся Y€w

^..ь(0,д| = 1(д).

£#0.
(10)

Здесь С р € .М f та* что ( + р € Mf и Хо € С
Явная форма единственного решения этого уравнения дана в терминах те

ории графов. Будем рассматривать только неориентированные графы. Если 7 - 
такой граф, то обозначим через V'(7) множество вершин 7, а через Е(у) множес
тво ребер -у. Связный граф без замкнутого пути называется деревом. Скажем, 
что дерево имеет корень, если оно содержит особую вершину, которая отождест
вляется с корнем. Граф называется лесом, если его связные компоненты являют- 
։я деревьями (некоторые из них могут быть изолированными вершинами). Лес, 
имеющий корни это лес, в котором все деревья имеют корни.

Для конечного множества S обозначим через 7(5) множество всех деревьев 
на 5 (у € 735). если V(7) = 5). Через 7}(S), j € 5, обозначим множество 
всех де|>евьев 7 Ç 7(5) с корнями в вершине j. Теперь, если S и Т - два 
непер-« екаюшихся конечных множества, то 7т(Ти5) обозначает множество всех 
лесов Г на S U Т г корнями в Т. Это означает, что для любого Г € 7т(Ти 5), 
У(Г) = SUT и каждое дерево из Г имеет один и только один корень в Т. 
Следующая лемма даст явное решение (11) и показывает, в частности, что это 
решение не зависит от выбора

Лемма 2. Единственое решение урпннения (10) дается с помощью

^.*(См) = а|<+*1 £ П 
гех((с+|.)«€в<п

(11)
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где /»(е) = Л(Х. У). если ребро е = (X. У].
Доказательство : Как рекурсивное уравнение (10) имеет единственное рсшеняе. 
Остается покачать, что которое определяется через (11), является решением 
(10). Для любого ш С р определим отображение *х,.« ■ А’»л +. (4 + р-едв) ՛—* 
^((4 + М) через

У(*х*м(Г)) = У(Г)и(Х0).
£(ях.,ы(Г)) = Е(Г)и и|Х0.У]. ГеЛ-«яв^и + Р֊ел..).

ге->
Заметим, что для ш.ы С р, так что ы / ш имеем Дап(яА-о„,) П Иап(яАл _ ) = И. С 
другой стороны и^сн КАП(’гХо.«') ~ -^((4 + М)- Доказательство завершено

Лемма 3. Если Ф € Рь то \д| € В*, при 0 < х < 1 я

1<Ре(м)1 < 1Ь.|«|(4.р). 4.м€Л1/։ £ + р€Мг

Доказательство : Используя нсинтегрированны^ уравнения Кирквуда-Зальцбур
га. доказательство получается индукциси по числу |(| 4- |д|. Тот факт, что 
|?| € Н\ показан ниже в лемме 7.

Для функции Урселла д и функции ф имеем, что Ое ж д = Л. X € Л’. Откуда 
д{&) =֊ О< д 9(о/ — X) = ф. - X) для любых ш , \ {0). Из лемм 2 и 3 теперь 
следует, что

Ь(»)1 < 22 П 1?(«)1-
Г€Л,ж(ы)ее£(Г)

Так как Р, д (ы) = Т(ы). то получаем сильную кластерную оценку для функции 
Урселла д :

1^)1 < 52 П *€Л^\{0).
Т€Г(ы)ее£(Г)

Для Л € В \ и а > 0 положим

са.>, = {Г € £ | |Л«)| < а1“1 22 П №)!• “'€Л<;}.
т€Т(ы)е€В(Г)

Если Г € Са Л для некоторого Л € В*, и а > 0. то скажем, что Г имеет сгмьныс 
кластерные свойства.

Лемма 4. Пусть F функция на М, с сильными кластерными свойствами 
F € Св.к. <» > 0, Л € В*,. Тогда при всех z таких, что

|F(ca-

згирутМ 
~й7Т՜

+ u,)HVP+.(<M < ax
in’ x 

1пгх - 32арут(Л)

(12)

Xх € X.
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Следствие 2. В частном случае, когда Г функция Урселла д. при всех х из
интервала

О < х < ехр Ф(н)Ли

[ № + «>1%. .(<М < с'*1'*-— - ------------ , X* € X. 
/я. Ф(и)</и

Следствие 2 покатывает, что кластерное представление большой статсуммы
сходится.

Следствие 3. Если Г € С„ /> трансляционная инвариантная функция нн ,М,, 
то Г € £1(А4(Л), И^ -гл) для любой ограниченной области Л С R* и всех х, 
удовлетворяющих (12). * ’
Это следствие следует ит леммы 4 с помощью формулы (4) :

у |Г(ы)|И',+ .(<М= ] Р+..МЛ-) ] 

,М|Л| Т(Л> ЛЦЛ)

+ ы|| 
М+1

и|Л|1п3 г
« - 32ир>/7(Л)

Дока »ательетво леммы 4. Пусть Гп — (1*. 1..... п) и пусть а : 1'п •—>
{Хр Х|..... X.} отображение, определенное через а()) = Хд. ; = 1.......п.а(Г) =
Х{. Очевидно, о порождает канонический изоморфизм между множеством де
ревьев Т(Гп). построенных на /' и множеством деревьев Т({Х{. Х։,.... Хп}), по
строенных на конфигурации {Х{, Хр Х„), которую снова обозначим через а. 
Для -у € Т(Гп}. а-у € 7({Хр Хр..., Хп}) определяется с помощью У(ау) — а(Гп) 
и. если е = [г. х] 6 Е[у), то ае = |лг,ав) 6 Е(ау), так что £(07) = {ас : е Е

Используя сильные кластерные свойства Г. имеем

I \Е(ех- + ы)|1У/,+ .(^)<

<ПЕ“^ / Е П Ме)р4.,ИХ։)...р>.,ИХя) =
•=о /. 7€ТЦХ;,Х...... Л.)Н€£Ь)

а© п
= аЕ^Т Е <7(7|1'»1). (13)

"=° з€Т,.(г;|
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где
С(7|1',г)= / ][ Л(е)₽+.И<«Г»)--р4.»(<<Х.). п>1 

Д'» г£5(а*>)
(14)

и С»(7 11', х) = 1 И п = 0.
Рассмотрим 22 СЬ| Г.х) Пусть у € 7,-(/'), п > 0. Через ) € Гп 

обозначим степень вершины ) в графе 7, т е. число ребер в 7. которые имеет ; 
как общую концевую вершину. Очевидно, что для п > 1

<МЛ > 1. и

Легко проверить, что имеет место формула

ПС.) = 11ьеле.)!<*,(» = <,. >еС.), 

где объединение и* беретеж по всем семействам целых чисел

(1п>еС.):1,>1, £։> = *>. (15»

Заметим, что множества в правой части неперскаютсж при различных (; € 
}. Согласно формуле Келли (см. (7|)

Н/с/; |г

Используя неравенства

**-г‘< («|1пх|Г‘ 4*. Л=1.2,--- (16)

справедливые для любых 0<х<1их>0, с помощью формулы Стирлинга
имеем, что

г-1>'1/։с(7 и;*)

/ П ||,х‘|> П ■о,։/7№»<

1М€П) т€Т(ПМт(Л=Ь
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(/.*)€ ₽<ч>

о։«'/р+.у7№)--х»+.^л’") =

։*ъЛ/;И€/; -»еп/;։ <«,(/)=»,

иЛ1€Е<1>

• • • Р, ,77«'Х. )■ |л.| • |Лк|

Здесь сумма £ берется по тем же совокупностям {^.] € I',}, что и в (15). 
н<и€/;1

Последовательно интегрируя относительно меры Р+։^г- начиная от вершин 
дерева у. имеющих степень 1 и учитывая. что результат интегрирования не 
зависит о выбора у € {Т(Гп) |«А(>) = 6) дл1։ фиксированного <£,(» =
получаем, что

■»«ТИП)

’4Р^(М 
1и2։

Теперь, учитывая, что £ 1 < 22”՜1 и применяя формулу Келли, находим,
<»^€/и

что

Т€Т։.(/и

32Руг(М՛
1п2 г (17)

Комбинируя зто с (13), получаем, что

«м < а2֊>х'1/2 ~ Г32аРу?(М 
о > 1>։2гп=0

(18)

Лемма 4 доказана.

§7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. ТЕОРЕМА 3
*десь, как «то упоминалось во Введении, сформулируем и докажем теорему 3, 
являющуюся обобщением теоремы 1, где функция Урселла заменяется функцией 
Р, имеющей с ильные кластерные свойства. Таким образом, теорема 1 становится 
частным случаем Теоремы 3. когда Г есть функция Урсслла д.

Георема 3. Если Г имеет строгие кластерные свойства с некоторым а > 0 и

2'*ММ1.м
1г։2 г

Л € В Г/в где

(19)
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то дли всех х, 0 < х < х4, Л > 0 и u G JR" имеет место :

/ ^Х) [ P+.AdY) [ \F(ex^+tY+ы)\\¥р^(<1ы)< 
J X' Jx<(B,AR» Jm,

<C(o.l)0~4 °* IIIh.j 
[ln3z-2'^a || А |b./)2 (2U)

где C(v.l) положительна константа, зависящая только от i/. I и || h ||f t опре
деляется через (6).

Доказательство этой теоремы проводите я посредством двух лемм, представ
ляющих самостоятельный интерес. Следующая лемма является основным этапом 
в доказательстве. Пусть

Лемма 5. При условиях теоремы 3 имеет место следующее неравенство

tx! 1+1*11 , ln2f
..-я+.нх;.^).

In z - 4а II Л ||/։/

где ?/+.; G Btj и дается формулой

ОС 
wt.i(r„x;) = £ 

.=0

(лв(1+п)+.ях;.х;). (21)

Кроме того.

In z
(22)

Здесь (Л0,)<|Д обтай чает свертку Л (-раз относительно меры р,.:. свертка опре
деляется формулой (АЗ) в Приложении.
Доказательство : начнем с построения, аналогичного примененному для доказа
тельства леммы 4. Пусть I" = {1', 2'. 1,.... п} и пусть а : /" —> (XJ.XJ.Xi,.... Х„) 

канонический изоморфизм между Т(1") и Т({Хр А',, Х\,.... Х„), определенный
с помощью а(}) = X), ) = а(1') = Х։.а(2') = Х^.
Пусть теперь т(») = (Г. *։..... к„ 2') - путь от 1' до 2'. где

1 < < г», J = 1...... ։, kj / kt if j/l и г(0) = (Г.2*). 1231

~ ЛА j
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При любых таких r(i) пусть Т(/"|т(»1) есть множество всех деревьев у € 7(2") 
для которых г(|) является подграфом. Это означает, что V(r(t)) С У (7) и 
£*( г( i) С Е{у). Легко проверить, что

тю = UUr(/""|r(1»' 
1=0 г(|)

(24)

где Ц берется по всем последовательностям (&1...... А:,), удовлетворяющих (23).
Используя (24) и строгую кластерную оценку для Г. имеем

л =0

п=0 П'

1 [] Д(е) П А(е)р+>։ №)•••/>+.,№),
* '€£(агр)) с€£(а-г)\£(ог(аП

(25)

где сумма $Х(1| берется по тому же множеству (М..... Аг,). что и в (23).
Заметим, что. если мы удалим из -у € Т(/'"|т(։)) все ребра Е(т(|)). мы 

получим имеющий корни лес 5 € ■^Г’(т(,)|(^)• где -у = (чг € Тг : г 6 У(т(։))} - 
семейство непересекающихся деревьев с корнями, так что г есть корень дерева -уг. 
В тоже время зто порождает разбиение множества \ У(т(()) на подмножества 
{Уг. г € У(т(։))}. некоторые из которых могут быть пусты. Очевидно. У(7Г) = 
V, и {г|. г € У(т(»)) и 52 |УГ| = п - ։. Так как 7 -» 7 является взаимно- 

однозначным отображением между Т(|т(։)) и 7г(н,»>(/")• и՜՝ (25) следует, что

FJXj.Xi) <а2
а" 
п! .=0 r(.) 36Zv<r(.j)(/")

П h(e) П Me)p+.1(dX1)...p+,J(dXi։) =
Г <€£(<kr(t)) «€£(07)

ас п л I // fti
=»;Е^ЕЕЕЕ Е

"=° 1=°г(1)Ы (VJ {зг€Tr(Vru(r)).г€V'(г(|П|
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L П /։<е) П G^|X„z)p+,JdXfcJ...p+>1(dXii) = 

г eC£(ar|i|) r€V(r(i))

х> п п * " 111
=«։L^ELEE

"=0 '=« Г(.| (.,| |V,|

L П Ме) П £ Ghr|Xr,*)p+.x(dAkl)...p+>4(dXfc|), (26)

еб£(аг(П) r€V(rJi))7F6T,(Vru(r))

где сумма берется по всем совокупностям целых чисел {n,, г G V(r(i))}, 
таким что пг > 0, 52, лг = п — », сумма 52{vr) берется по всем разбиениям 
множества /" \ V(r(i)) на подмножества {Vr, г € V(r(i))}, таким что |К| = п, 
и, окончательно.

G(tJx„»)= £ / . П M«)p*..(dx!',)-- pt.4<L>rl'.1).
),€T,(V,u|r)|'''r‘ e€£(a1r|

если aVr = {Х/1 • • • Х,1,՛/ ) С {X։ • ■ • Хп}. Согласно формуле (17)

52 G(7r|Xr,z) 
7,€T.(K.U{r))

г-|х,|/2Пг? 32р/?(Л)
In2 г

Подставляя это выражение в (26), находим

А(х;,х;)
л=0 1=0

32pv/T(h) 
In2 z е(0 {"J reV(r(»>)

/// . I
Е/ П m<o П = ։ix*l*>«-.‘<‘cx»l։-■rtuwx,,).
(V,)*'*՛ eCfiJarJO) » = 1

Пользуясь равенством
tH

(» - «)! 
rir€V(r(,H

и оценкой 52(nr| 1 < 2"՜’, получаем

A(x;.x;)<2-
64ру?(Л)

In2 z .

՛ П ,*(«:)p+./7(^i),-,p+.>/7<,jX՛։-
•r> ee£(ar(a))

(27)
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Теперь
I П Л(е)р,֊/7ИХ|).--р+.7ГИЛ1) =

1Х1Р-1Х.Р и е+,*<*<*,

4 
(е!пР/«)։ (28)

Используя равенство V 1 = (П1,у» легко получаем из (27) и (28) 
г(|»

~ 1*11+1*1
Г.^Х^. Х'3) < 2՜

ОС 00

1=0 п=1

(е1пР/<)։ (ло"+։,)+„..,.(х;. *9
64руг(/»)- 

1п2 X (29)

Заметим, что для 0 < г < г4.

4а а
ЙРТ

84арту(Ь) 4а || Л ||։-,/
1п г 1п2 I

Следовательно, из (29)

I

1=0 1п х
1=0 й?

Согласно лемме 8. при всех £, удовлетворяющих

г1*1» II Мк.
1п2г

€ В*; И

II ^+.! 1|г.։< II Нм 
1п2х-2/+։а||А||Л/՜ (30)

Это завершает доказательство леммы 5.

Лемма в. Пусть Ь € В.-./, О < £ 
О < г < г2, имеет место следующее

< 1. / > 0. Тогда для псех г из интервала 
неравенство

I Р^Х) I |/1(Х.Г)|р+։1(<УУ)< 

Х° Ж«(Во(Я||
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_ ,П 2Доказательство • Пусть

[1 + |1пхГ"։/?"։] (1 4 Я1

Л։(Л'*) = в I |Л(Х.У||р+.։(г/У),
•/лГ'(0г>|ЯП

Аг(Л.г}=1 яГР^.^х}[ |Л(Л.У)|р+.։(<1У)
ЛгчОо1ЯН

Рассмотрим сначала Лр Используя (16) можем написать
л,(Я,х>= [ ^Д||Л|Р’^(Х) [ <

< 1^ I * I *

/ з \ 1
< {֊) (С\П2)-2Р^^) || Л П^, (1 + Я)-' < (31)

< (֊) (е1пг)-3Р«.1(Л°) || Л ||м •(! + Я)՜' < ‘֊^(1 + Я)՜*.
\£/ 1п’х

Теперь рассмотрим 42. Используя лемму 1, аналогично предыдущему случаю.
имеем

Л2(Я.л) < (е1пг)-2Р« /г(Л/(Я/3)) || Л ||^.,<

<С(р)^/։И/4ехр
е- 1п г 3

1,2 я] <С(М)0тЖ^(1+Л|->.
1111 х|34 *

Комбинируя это выражение с (31) найдем
Л։(Я.г) + Л3(Я.в) < С(иЛ)0-|'/2^М^ 

ш х
1 + |1пх|-г/3/3,,2| (1 +яг1.

Доказательство леммы 6 завершено.

Докпзательство теоремы 3. Из лемм 5 и 6. с помощью (30), найдем
I Р^^Х) I Р^У) I |Гкх+.+еу +И|И^ ։(<м <

Х° *<(£..(/*)) -м

а?1п2 х о
4-.У«

л 0 ГЧВо|ЯН

IIИ-'-՛ [> + |ЫГ‘/։^'։]<1 ՛ «>■'< 
1п՜ £ - 4а || /» ||;1

_____ а2 || А ||-,1_____
|1п՜’ г - 2'+-а || Л ||«,(]г

1 + |1пхГ'/2^2 (1 + Л)՜*.

Это завершает доказательство теоремы 3.
Поскольку функция Урселла д € где |?| е при всех 0 < г < 1 (см. 

лемму 7 ниже), тео^ма 1 следует непосредственно из теоремы 3.
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Следствие 4. При условиях теоремы 3 имеет место следующая оценка при всех
Л > 0 и и € R" : , . ;

/ Р?,(*Х} [ |Р(ех+. + »)|И^.Д<И <
Лг«

С1Р.П/Г*"’ «’ II л Ни 
[1пЧ-2'*’а II Л ||Л/Н

Действительно, формула (4) вместе с неравенством 

влечет

' 1Л<м)|ЖР+..(<^)< / р^Х] |Г(£А- + Ы)|И'^,(^).
<х,(л)г ■'•»''(А)

Следствие 4 непосредственно следует из теоремы 3.

§8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
Для доказательства теоремы 2 нам необходима следующая лемма, показываю
щая. что |д| является оценочной функцией и дает оценку для ее нормы.

Лемма 7. Пусть Ф € Р* ■ Тогда |д| € В*, при всех 0 < г < 1 и

II 9 ||ж.1< О(«г. 1)3’՜’ [ Ф(и)(1 + |и|М 
■/Я"

1 +
'/л

равномерно для всех 0 < г < г < 1
Доказательство • Очевидно || д ||оо< 1 и для 0 < г < 1

/ВДУ)Рг(9) < Яир / Р+.։(<*У) <
Х€А-Лг |А||г|

Ф(т(0 - у(/) - и) 
|Х||У|

(1и <

<0Р°^°)[ Ф(»Ми. (32)

Теперь рассмотрим р-Дд). Ье1 X € Х(В0{П)), тогда

[ |д(ХУ)|
] |Х||У|

ХЧВо(г + <*Н
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< / ֊й]РГ'>*‘|Л'1 + / Ж՝1'՛1 |<'Г) -

<0Р?.։(*°) У Ф( ։։)<!« +ДР® ։(ММ/2)>у Ф(и) du.

1«1>*/։ я- 

где интеграл / берется по множеству

*c(S0(r + d))n [*(В£(я + £))) 
\ /

Поскольку
/ Ф(и)Ли < (\ + [ Ф{и)(1 + |u|)'du,
J|и|>d/2 \ * / Jr*

и Р°Л(Х°) < 0-*'2C(v). где С(и) = к J2J՜1՜’, то из леммы 1 следует, что

|Ч,Х.У)| 
|Х||Г| Р+лИУ)

CW1-* / Ф(и)(1 + |u|)'du
Jr*

R
и охр

| In z| \ ։/* d
320 ) 2

<СМ0՝-' Ф(и)(1 + |w|)'du
Jr՝'

id)-1.

Лемма 7 доказана.

Доказательство теоремы 2. Докажем, что Е В ’ /• Для л 
имеем |g] € Bt( и функция Урселла д Е С։,|,|. откуда по лемме 5

Ка,ИХ.у)1<(у^|Х|+|Г|
In2 г 

1п: £ - 4 || q ||fj

где
Qt.ilXY) = ^(1п^)_”(Ы։։,+։’)е.НХ.У).

1 = 0

Поскольку Qf։i 6 В\. го применение леммы 6 завершает доказательство теоре

мы 2.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Свертка на В../. Для любых двух элементов / и д Банахова пространства В,.», 
0 < г < 1, I > 0. которое было введено в параграфе 6. определим свертку по 
формуле:

(/° 5)».*(Хь Х>) — у Рс.Д“-а), (А1)

Покажем, что для любого г. 0 < г < 1 и любых /.д € В.,/

II (/о?)..» II։՜,/ < 2’+1 II / Им • II9 Нм. (А2)

для всех О < г < г. где || . ||*.| оп|>еделяется посредством (6). В частности, из 
этого следует, что (.о .)«.* является отображением иэ В. г х В-| на Вг>/ для всех 
0 < г < ։.

'Заметим, что если 0 < г։ < 23 < 1. то || / ||։,./<|| / ||։։,ь Откуда В,։,| С В11։/. 
Используя это легко находим, что

II (/ ° ?)«.։ Нт© < р*(/)• II9 И»<11 / Нм • II9 II/,/ •

а также, что

< р.-(/)-р,(д) <11 / Нм • II9 II»-./ •

Для доказательства (А2) остается показать, что

рм((/°з)с.։) < 2,+1 II /Нм -II9 Нм. (АЗ)

Действительно при всех Л.а > 0 и Х| € А’(Во(Я)) имеем

«„»«♦о

1(/°'?)<.։(Х1.Хз)| 
|Х։||Х2|

Р+.։№)

Я0(Я+4|

1/(Х՝.Х)1
1ХВЦХ1

1<?(^-А-3)| 
|Х||Х3| р+,

1/(Х1.Х)| 
1ХЛХ1

|У(Х, Х2)| 
|Х||Х3|

Р+.։(^з)

М<>(*44)

ЯО(Л>^)

< + ^) ' +Рм(/) -Р/(!7)(1 +

откуда следует (АЗ).



Сильные кллстгрные свойства газа Жинибрл 81

Лемма 8. Пусть К £ Ви. О < f < 1, 1 > 0. с || h ||м< 2՜1'*1’ Тогда

для всех 0 < х < х.
Доказательство Для данного Л € В;>| и любых 0 < х < х опр-дслим линейный 
оператор Па = Лкл>, на пространстве В.-.| по формуле : , ./ ~ (/ с Ь)<
/ € В; |. Легко видеть, что

Ж X
£>“)<,. = 22 л; Х(Л) = (/ ֊ ЯвГ‘(М. 
1=1 1=1

где I является оператором тождества. Для завершения доказательства, заметим, 
что поскольку || Л ||»^< 2_1,+ 1։. то из (А2) следует, что || ЛЛ ||:.г< '• которое 
влечет существование обратного оператора (/ — Ль)՜*.

Я выражаю свою благодарность факультету математики Билефельдского 
Университета за теплое гостеприимство и Гансу Цессину за полезные обсужде
ния.

Abstract. The paper studies the decay of correlations for the Ginihre gas with 
pair repulsive potential possessing power decay at infinity, aud obtains the tree
graph estimates for the Ursell functions as well as the convergence of the cluster 
representation of the grand partition function. The two-point truncated correlation 
functions have power decay. The cases of Bose-Einstein and Fermi-Dirac statistics are 
treated simultaneously by the cluster expansion method.
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