


խմբագրական կոլեգիաԳլխավոր խմբագիր Գ. Վ. ՀամբարձումյանՆ. Հ. էԼոաքելյանՍ՜ Ս. Գինովյան (գլխավոր խմբագրի տեղակալ)Գ Գ. ԳևորզյանՎ. Ս ԶաքարյանԱ. Ա. Թ՜ալա լյանՆ. Ե Թ՜ովմասյան
Վ Ա ՄւսրտիրոսյանՍ. Ն ՄերգելյանԲ. Ս. ՆահապետյանԱ. Բ. ՆերսիսյանԱ. Ա. ՍահակյանԱ. Գ. ՔամալյանՊատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. Հովհաննիսյւսն

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ

Главный редактор Р. В. Амварцумян
Н. У. Аракелян
Г. Г. Геворкян
М. С. ГнН0ВЯН(мм главного редактора)

В С. Закарян
А Г. Камалян
В. А Мартиросян

С Н. Мергслян 
Б. С. Нагапетян 
АБ Нерсесян 
А.А. Саакян 
А. А. Тал ал ян 
Н. Е. Товмасян

Ответственный секретарь М. А. Оганесян



Известия НАН Армении. Математика, 40, X’ 3, 2005, 3 15

ОБОБЩЁННАЯ ЗАДАЧА ЛИТТЛВУДА

К. Л. Аветисян

Ереванский государственный университет 
E-mail: avetkareo@ysu.am

Резюме. Для п-гармонических и голоморфных функций в единичном поликруп* 
пространства С" определено новое семейство ^-функций типа Литтлвуда-Пэли 
и установлены связанные с ними Р’-неравенства. В недавней работе автора 
был получен положительный ответ на вопрос Литтлвуда о распространении 17- 
неравенств на случай нескольких комплексных переменных. Настоящая статья.
представляя собой дальнейшее обобщение в этом направлении, усиливает и 
упрощает результаты недавней работы автора.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть ип = {г = (Я1,...,хп) € С" : |х7| < 1,1 < ; < п) ֊ единичный поликруг 
пространства С", иТ" = {ш= (и?1,..., и>п) бС" : |иу|= 1, 1 < } < п) остов 
поликруга ип (т.е. п-мерный тор). В поликруге {/" рассмотрим п-гармонические 
функции, т.е. функции, гармонические по каждой переменной г} в отдельности, 
^-функция Литтлвуда и Пэли [1] определяется формулой

€ (-я. *), (1)
о

где /(х) - голоморфная функция в единичном круге {/*. Один из основных 
результатов для этой функции является эквивалентность норм ||р(/)||1» и 11/111» 
на единичной окружности при р > 1 (см. (1] и (2). Глава XIV). Аналогичный 
результат в верхнем полупространстве й"+1 установлен Стейном [3] (Глава IV). 
Ряд исследователей, в частности Флетт (4], значительно расширили понятие д- 
функции в единичном круге с помощью дробной производной и применили это 
в теоремах о мультипликаторах. Литтлвуд [5] (стр. 43. Проблема 28) предполо­
жил справедливость £Л-неравснств для д-функции в случае двух комплексных 
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переменных и вы pan ил желание обойтись без “плоских” комплексных методов.
В работе автора [б], с помощью дробных производных Римана-Лиувилля Da, бы­
ли определены некоторые ^-функции типа Литтлвуда-Пэли и установлены свя- 
заяные с ними ^’-неравенства для п-гармонических функций в поликруге. Этим 
был дан положительный ответ на вопрос Литтлвуда [5] Вместе с тем, в работе [б] 
для некоторых //-неравенств с производными Ип приходилось довольствоваться 
малыми или целыми а. Это снижало применимость полученных //-неравенств
работы [6]. ’
Чтобы эффективно применить Ьр -неравенства в теории весовых функциональ­
ных пространств, в настоящей работе построено новое семейство ^-функций
типа Литтлвуда-Пэл и с помощью дробных производных Адамара Тп, а также
Римана-Лиувилля Т>а. Соответствующие 17-неравенства с произвольными зна­
чениями мультииндекса а = (а>,... ,ап) доказаны для п-гармонических функций 
в поликруте с р > 1, а также для голоморфных функций с р > 0. Даны также 
некоторые приложения установленных //-неравенств.

52. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ
Пусть

Г = [0,1)-, <е с“, геГ, dr = drx- ••drn, ГС — (nCl । • • • • rnCn )•

Через 2’ обозначим множество всех мультииндексов тп = (тп։,...,т„) с неот­
рицательными целыми координатами тп} € Кроме того, считая, что </ € R, 
а = (аь..ап), положим

Для функции /(к) = /(гш) (г е Г*, ад € Т"), заданной в £7", через 7° = 7° 
обозначим оператор Адамара дробного интегродифференцирования относитель­
но переменной г £ /" :

т °м = TW)/։. П (log v,) /(,։) 

(д \ m



Обобщённая задача Литтлвуда 5

где й) > 0, т £ й", т} — 1 < а} < т} и 1 < у < л. Заметим, что свойства и 
некоторые эквивалентные определения одномерного оператора Та можно найти, 
например, в (7) и (4).
Если функция ц(х) л-гармоннчна (голоморфна), то таковой является также 
и функция 7°и(х) (а = (аь...,ап), Е R). Ясно, что для любого а = 
(а1> • • •» ап)»

= и)

где обозначает тот же оператор, действующий лишь по переменной т}.
В дальнейшем всюду, через С(а, /3,...), са и т.п. будем обозначать положитель­
ные постоянные, зависящие от параметров а, /3 и т.д.. Для любого р (1 < р < ос) 
через р՛ обозначим сопряженный индекс, т.е. р‘ - р/(р- 1), и все неравенства 
А < В в формулировках теорем означают, что если В конечно, то и А конечно, 
и А < В.
Для заданной о £/” функции /(г) и для значений параметров а} > 0 (1 < у < л) 
и 0 < д < оо, определим д-функцию типа Литтлвуда-Пэли следующим образом 
(сравни с (4], (б]) :

<?,.«(/)(*)

ö»,a(/)(w) = ess sup (1 - r)°|^°/(rw)|, q = x.
r€Z"

При q = 2 и a = (1,1,..., 1) функция G1։O(f) соответствует классической g-
функции (1). Основными результатами статьи являются следующие теоремы.

Теорема 1.Пусть > 0 (1 < у < л), 1<р<оои2<д<ос- произвольные
числа и и(я) - интеграл Пуассона некотором функции / Е ^(Т41). Тогда

ll^.o(u)|b<C(p,9,a.n)||/||L„ (3)

Если, к тому же, функция u(z) голоморфна в Un, то для любого р > 0 имеет
место неравенство

||£».а(“)1к' < С(р, q, а, л)||и||ня, (4)

где Ну - голоморфный класс Харди в поликруге.

Теорема 2.Пусть > 0 (1 < ] < п), 1<р<оои0<д<2- произвольные 
числа и и(х) - п-гармоническая функция в ип такая, что £<։а(и) Е и(Тп). 
Тогда и(х) является интегралом Пуассона своем граничной функции / Е 2/(Т"), 
причём имеет место неравенство

|№> <C(p,g>atn)||Cfla(u)lk-
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Приведем также некоторые аналоги Теорем 1 и 2. используя дробное интегро-
дифференцирование Римана Лиувилля :

П-в/(я) = Па/(г) = Р-Р"՜“)
Л'

( д\ 
\ дг )

т
/(*).

Тг°Нг) = г֊оО-°/(։), 0а/(*) = Р°{г‘7(х)}. х = гш е И",

где а, > 0. т € 2^, гл, - 1 < а, < гп,, 1 < ; < п. Соответствующая д-функция
типа Литтлвуда-Пэли будет иметь вид

/ г Х1'«
9,.<>(/)(*) = 0 < д < оо,

9:ю.а(/)(ш) = сяззир (1 - г)°|Т>а/(гш)|, д = оо. 
г€/*

Теорема 3.Пусть а, > 0 (1 < ; < п), 1<р<оои2<д<оо - произвольные 
числа и и (л) - интеграл Пуассона функции / € Ьр(7т). Тогда

||0в.а(и)||£, < С(р, д,а,п)||/|и,.

Если, и тому же, функция и(х) - голоморфна в , то для л бого р 0
справедливо неравенство

НДч,о(и)1к> < С(р. д, а, п)||и||яя.

Теорема 4. Пусть > 0 (1 < } ՝ < п), 1<р<оои0<д<2 - произвольные
числа и и(х) - п֊г армони чес кая функция в ип такая, что
Тогда и(г) является интегралом Пуассона своей граничной функции / 6 1^(7^), 
причем имеет место неравенство

11/111» < С(р, д, а, П)||д,.а(и)||4,.

Отметим, что для функций, голоморфных в единичном шаре из С”, аналоги 
приведённых выше Теорем 1-4 содержатся в [8]. Несмотря на очевидное сходство 
Теорем 1-2 и 3-4, имеются существенные различия в их доказательствах (для 
оператора Адамара имеет место полугрупповая формула ^’°+*5 = которая 
не имеет места для оператора Римана-Лиувилля 2>°).
В качестве приложения к Теоремам 1-4, приведём следующие теоремы вложе­
ния. Обозначим интегральные средние через

•НМ = ||/(г- г = (г1։... Гп)€Г.

где с!пц, - мера Лебега на Т", а Зп обозначает любой из операторов 7՜° и Т>а.
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Теорема Ь.Пусть а, > 0 (1 < ; < п), 1 < р < ? < ао, 2<д<осяр<р0<ос-
произвольные числа. Тогда

г)о’‘։М’(7яи;г)аг
»/«

< С||<„ (5)

(6)

Если и € Нр ~ голоморфная функция, то неравенства (5) и (6) с. аведливы для
всех р > 0.

Теорема в.Пусть а, >0(1 < 1 < п), 1 < р < оо, 0 < д < 2 и д < р - 
произвольные числа. Тогда

II< с

53. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Напомним, что ядро Пуассона в поликрутс £7" задаётся формулой

р(.о = П^,о = П^ х €17". С €Т°.

Лемма 1. Если > 0 (1 < ; < п), то

1УР(»,<)|<с(о.п)П^_^|а^, хе а". сет-.

Доказательство получается прямой оценкой.

Лемма 2. Пусть /(г) - п~ гармоническая функция в и* и 0 < р, д < ос, а; > 0 
(1 < У < п) • произвольные числа. Тогда

|^°/(»)| < С(Р,։,«,п)||в,..(Л111. II г е и"

Доказательство опускаем, поскольку оно довольно стандартно и сводит՝ * к 
неравенству Гсльдера и п-субгармоническому поведению функции 7 ’/1р (р > 0)։
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Лемма 3. Пусть /(г) - п-гармоническая функция в У” и 1 < д < <х>, а^, > 0
(1 < ^ < п) - произвольные числа. Тогда

Я՝ п) £я.0+о(/)(и’)< иЕГ,

Доказательство получается п-кратным повторением одномерного варианта 
этого же неравенства (см. [4]). Отметим, что в таком виде Лемма 3 перестаёт 
быть верной в случае замены функции на
Для любого фиксированного 6 (0 < 8 < 1) и £ = е’е € Т1 рассмотрим 
стандартную область Га(£) = Г<(1?) в единичном круге У1, ограниченную 
двумя касательными к окружности |я| = 6, проведёнными из точки ( = е’*, 
и наибольшей дугой окружности |я| = 6. При фиксированных 8,, 0 < 8) < 1 
(1 < ] < п) и < = (О,€ Г” определим Гд(С) = Г41«։) х ••• х Г4„«п).

Лемма 4. Пусть > 0, 8։ > 0, 1 < ; < п и /(г) - п-гармоническая функция в
У”. Тогда для её некасательной максимальной функции

Л(С) = ™р{1/«|!«ег(К)}, <ет"

справедлива опенка

г = тщ Е [/".

Доказательство. Обозначим че В = В, поликруг с центром в точке г —
гм) € У", с радиусом (6։(1 - г։)/2,..6П(1 - г„)/2). Тогда имеем В С Г4(ш). 
Диффе[х-нцируя представление Пуассона функции / в В посредством оператора 
7՜° и используя известные оценки ядра Пуассона, получаем требуемое неравен­
ство.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ
Для п-гармонической функции и(я) в Уп введём следующий вариант интеграла 
площадей Лузина : ' (

5»(«)(С) = |7г1и(2)|։с/т։п(я)
։/։

где тп2„ - мера Лебега на поликруге У”. Следующая лемма, доказанная Марцин­
кевичем и Зигмундом ((2), стр. 315) в единичном круге для к = 1 и классической 
9-функции (1).
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Лемма 5. Пусть и(х) п-гармоническая функаия в П", к = (йь 
(^ > 1) я 0 < <5, < 1 (1 < ; < п). Тогда

Са.*(«)(О < С(л, к, 6) 5Ди)(<), < € Г*.

Доказательство. Вначале, докажем лемму для случая п = 1. т.е. для единич­
ного круга и1. Для этого, заметим, что если х — ге’* € и1 фиксировано, то из 
интегральной формулы Пуассона в круге

в = {( е С : и ֊ »1 < <5(1 ֊ г)/2} С Г|(е։*) = Гл(*>

следует, что

|^*и(ге'*)|։ <

где !Л| - площадь круга В. Ясно, что

сИ1-г)<1-р<с;'(1-г), ре^ев.

Следовательно

(1 —г)24՜1 )|’<С(М) Ц 1^М/*’*)1։ (7)|^‘и(ге'*

Теперь если 0 < г < <5/(2 + 5), то расширим область интегрирования в (7) до 
круга

Е = К(г, <5) = {{ € С: К| < г, = г + <5(1 - г)/2).

Легко видеть, что Е(т, 4) С Г*(<?), и поэтому

(1 -г)։‘-։|^‘и(ге'*)|։ < С(к,6) [[ ЛГ(о,г,)(р)1^1и(ре'‘)|’ Р֊֊>

где через *¥(о,гэ) обозначена характеристическая функция интервала (О.г?). Ин 
тегрирование по г и оценка внутреннего интеграла приводят к

1 х
*(О.га)(р)<И *

х|^։и(ре|Г)|2 1-р
<С(к,6) |Л։и(ре'‘)|։р^Л.
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Если Л/(2 + < г < 1, то расширим область интегрирования в (7) до кольцевого
сектора, стороны которого касаются круга В, Т.е.

|1 - < С(М) Г (в)
Л| -1*1 1 ~ Р

где
<5(1-г) а а . <5(1 -г)

П,։ - г т---- 2---- » 0м = Т агсвш ———.

Тогда, интегрируя (8) по г, получим

/ (1 - г)2*-։|^֊ки(ге,*)|2 <1г <
Л)

5 С<‘֊А/ /' (/ *<'...................  Л-) |Л‘и(/։е")|։ (Я)

Остаётся должным образом оценить внутренний интеграл. Имеем

Г 1
I о

Л*(г,.га)(р) А'(#։,еа)(«) =
если Г! < р < Г?։ 1?1 < / < 1?2,
в остальных случаях.

Условие Г! < р < г2 равносильно условию р\ < г < р?՝ где р\ 2 = (р Т <5/2)/(1 Т 
<5/2). Кроме того, 1>1 < < < равносильно условию

1 
Г < Го ~ 1 + (2/<5)аш |1-1?Г

Следовательно,

С у I \ у Г* у I 1 П-р1 если < го < 1»
/ *(п.га)(р) *(*,.<»,)(*)<*г = / ^(О.го)(г)</г < (

Jo 10 если 0 < го < Р\-

Определим множество С» = {( = ре" € и1 : Р1 < г0} и посчитаем рз - р։ = 
С*(1 - р). После подстановки в (9), получаем

(1 - г)2*-||^*и(ге<*)|’</г < С(к,6) |Л(ре")|2р<*р<Й. (10)

Осталось доказать вложение С Г|(0). Пусть < = ре" е С* и <5 < р < 1. Тогда 
множество Г*(0)\{|£| < *5} характеризуется следующими тремя условиями :

*5 < Р < 1, |С| = | а^£| < агссояб, | а^(1 - £)| < агсат 6. (11)

В то же время, множество С{ определяется условием Р1 < Го или

яш |г| < 6 1 — Р
2 р-6/2՛
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Последние два условия в (11) следуют из оценок

2 р-6/2 ֊

аш |£ | < 6 1 — р 6 г—
г ^1-2₽«»‘ + А

Вложение С 4 С Г|(1?) доказано. Таким образом, из (10) получаем требуемое
неравенство для п = 1 :

Г (1 - г)а*֊1|;Г‘и(г?*)|аЛ- < С(к,6) /7 |Я1»(е)|а<*т։(().
о ■'■'гм*)

(12)

Общий случай п > 1 получается п-кратным применением (12) с использованием
разложения (2). Лемма 5 доказана.

Доказательство Теоремы 1. Сначала докажем теорему для а} > 1. По Лемме

Ут՝ I* “ 1*1) /г-

Отсюда получаем поточечную оценку через некасательную максимальную функ­
цию и; :

£ао,а(и)(и) < С(а, п) вир [ Р(ги/, <) |/«)| «/пц,(() < С(а, п) и^(«), и> € Т*. 
»■€/" -)т՝

где 0 < 6} < 1 (1 < ) < п) - некоторые числа. Теперь будем считать, что 
функция и(х) принадлежит голоморфному классу Харди (0 < р < ос), либо 
п-гармоническому классу № (1 < р < ос) и используя максимальную теорему 
Зигмунда [9]

НЧНх- < ОН«' (О)
получим

||<7оо.а(и)||ье < С||и||я₽. (14)

С другой стороны, последовательно применяя Лемму 5, теорему I анди-Стейна 
[10] об эквишзлснтности £Л-норм функций 5|(и) и а затем вновь неравен^ тво 
(13)» получаем оценку

Ц5з,О(и)||£я < С||*(и)||де < СН1ке < С||ц||яе. (15)
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Согласно одному варианту интерполяционной теоремы Рисса-Торина для ква- 
-шнормированных пространств со смешанной нормой (см. [11], стр. 316 и [12]), 
неравенства (14) и (15) влекут (3) и (4) для всех 9 (2 < 9 < оо) и а, > 1.
В общем случае тп} — 1 < а} < тп}. тп} С 2ч- (1 < < п) представим производную 
5՜° в виде Л°и = 5՜՜(т-о>Т""1 и. Ввиду Леммы 3, это позволяет свести оценку
к выше рассмотренному случаю целых а, > 1. Интегрирование неравенства 
|7пи| < |7™и| с д-ой степенью и мерой (1 - г)л։-1^г на (О, 1), а затем
на окружности Г1 с р-ой степенью, приводит к (3) - (4).

Доказательство Теоремы 2. Ввиду Леммы 3, достаточно доказать теорему 
лишь для 0 < а, < 1. Вначале положим 1 < д < 2. Для произвольного фикси­
рованного г € /" рассмотрим линейный функционал на Р (Т"), порождённый 
функцией и(я) :

/?и(в) = / ц(гш) в(ш)<1тп(ш), и(и>) € Р* (Т"). 
Ут«

Пусть в(гш) - интеграл Пуассона функции в(ш), и у = (у։,... ,у„) ֊ малый 
положительный мультииндекс такой, что 0 < 4֊ у; < 1. Тогда используя
тождества /’“«(угш) = 7“и(г/гш) и Т՜՞՜1 и = и, будем иметь

Гш(п) = / Г? и^ги^тт^и))
.•/т*

<1т] =

г ^^(^0770(^0^(0

^Пт.«).

Далее, обозначая

/Г . • \1/*'*,•.,«) = (Д(1 - »)” -Ч57.(^гО|։ ‘‘Ч) ,

и дважды применяя неравенство Гёльдера, а затем Теорему 1, получаем

|г.(в)| < С [ б,,а(г1)(С) \<л(гО <ЙПп(С) < 
УТ*

- С||^,.о(и)||1, ||Л,-.7(гО||л,-(Т.) < С(р, д.а.у, п)(ы)||гя НЧке'(г-)-
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В силу двойственности (//)* = будем иметь

||«(г^)||д»(Т-| = вир{ |Я(»)|; |М|м. = 1} < С||$,.о(и)||ь,.

Теперь положим 0 < д < 1 (при ц = 1 утверждение очевидно). По Лемме 4

|и(гад)|

< С(а, <5, п) («; (ш))1՜’ Д (1 - г,)^֊1 |Г*и(тш)|%.

где и^(ад) - некасательная максимальная функция. Далее, применяя неравенство
Гёльдера, получаем

||«(Г«<,(Т.| < С||и;иг,1-։) ||5,.«(и)ПГ,.

Следовательно, в силу неравенства (13)

ИЛЬ. = ||«(™)||1,(Т.) < С||и;||1;։||5,.о(и)|Ц, < сцл|{;*||С,..(")11Ь.

Доказательство Теоремы 2 завершено.

Следствие. Пусть о) > 0 (1 < > < п), 1<р<оои0<^<2 - произвольные 
числа и и(я) - п-гармоническая функция в 1Г*. Тогда

||^"выи<с(р>9, £л(4г/(1-г)) (16)

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству Теоремы 2 с той 
лишь разницей, что вместо функционала Ги следует рассмотреть функционал

Фш(и) = / *(и>) & I? (Т").

Теперь вкратце приведем доказательства Теорем 3 - б.

Доказательство Теоремы 3. Пусть п-гармоничная (или голоморфная) функ­
ция и(г) принадлежит классу Лг (или Нр). Для заданных чисел > 0, тп € 2+ 
(тп, • 1 < < ту, 1 < > < п), ■ для каждого у € [1.п] имеем

Т)?/ч = Д?/{г^и} = {<и} =

I эгп_ г’’Ч-<Ър-։"»|-<ъ) га*1 _..ц о. Ь.О.Т. (слагаемые низшего порядка) > .
■» т* 1 > дт *
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Старшая член ггой суммы можно запасать в ваде

u = r°*D?'u.

Поэтому приходим к оценке, доказанной в [б] :

||(l-r)-r-ir.|t.w(l_„|i^(<C||«|h..

Доказательство Теоремы 4. Достаточно вспомнить определение дробных 
интегралов и применить неравенство (16) :

IIP--II.. < ср-ЫП^ < с К* -■

Доказательство Теоремы 5. Согласно интегральному неравенству Минков­
ского и Теоремам 1 и 3 имеем

r)eM,(7°u; ||(1 ֊ r)“JOu||x,«(4r/(l-r)) < C||u||*,. 
1>(ТЧ

Теперь неравенство (6) следует из (5) с применением вложеник (см. [13])

4«(4г/(1-е))
<с||(1-гГМ₽(/:г)||

M(4r/(l-r)f

Доказательство Теоремы в. В силу неравенства Минковского и Теорем 2 и
4. получаем

Abstract. A new family of Littlewood Paley type ^-functions is defined and the 
related I/-inequalities are proved for n-harmonic and holomorphic functions on the 
unit polydisc of C". The paper generalizes and improves the results of author's 
recent work, that gave a positive answer to Littlewood's question on extension of 
{/-inequalities to the case of several complex variables.
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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ОБОБЩЁННЫХ 
ПРОСТРАНСТВ ТИПА ЛИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ И 

НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА

А. Г. Багдасарян

Ереванский государственный университет 
Е-таЛ : angen@arminco.com

Резюме. В работе вводятся и рассматриваются обобщённые пространства типа 
Лизоркина-Трибеля, порожденные положительными, бесконечно дифференциру­
емыми функциями полиномиального роста. Доказывается двусторонняя оценка 
К-функционала Петре для пар пространств типа Никольского-Бесова с разными 
анизотропиями. Доказаны некоторые интерполяционные формулы “вещественно­
го метода” пространств типа Лизоркина-Трибеля и Никольского-Бесова.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Ещё в шестидесятых годах были введены пространства Соболева, порождённые 
некоторым полным многогранником. Для принадлежности функции к таким про­
странствам требуется, чтобы не только чистые производные соответствующего 
порядка принадлежали Ер, но и некоторые смешанные производные.
Если вершины многоугольника не являются мультииндексами, то гладкость 
функций из соответствующих пространств типа Соболева, задаётся как образы 
Фурье с помощью некоторой функции р(£) полиномиального роста, которая 
определяется первоначальным многогранником. В работах [1], [2] были введены 
и рассмотрены пространства типа Соболева-Лиувилля Нр(р, R”) для некоторых 
весовых функций р(£).

В классическом случае, если р / 2, то для описания пространств следов и ин­
терполяционных пространств "вещественного” для пространств Соболева, при­
ходится рассматривать пространства Бесова. Если функция /х(£) отвечает неко­
торому полному многограннику, то, как и в классическом случае, пространства
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Бесова допускают представление методом декомпозиции (см. [3], [4]).
В более общем случае, например когда нарушается условие Нт р(£) = ос и 

КНоо
следовательно метод декомпозиции не применим, обобщённые пространства ти­
па Никольского-Бесова были введены в работах [5], [6] посредством интерполяции 
соответствующих пар пространств типа Соболева Лиувилля. Основным обстоя­
тельством является свойство “квазилинеаризуемости“ (см. [7]) пары пространств 
типа Соболева-Лиувилля, которое даёт возможность двусторонней оценки К- 
функционала Петре [7], [8], [9].
Таким образом, используя интерполяционные свойства “вещественного” метода,
имея соответствующие результаты для странств типа Соболева Лиувилля.
удаётся перенести их и на пространства типа Никольского-Бесова.
Как и в случае классических пространств, случай пространств Лизоркина- 
Трибеля обстоит несколько иначе. Для рассматриваемых пространств типа 
Лизоркина-Трибсля имеет место аналог теоремы Пэли-Литтлвуда, которая 
устанавливает связь между исследуемыми пространствами типа Лизоркина-
Трибеля и Соболева-Лиувилля. Доказательство основано на теореме П. И. Лизор- 
кина о мультипликаторах Фурье [10] для векторнозначных функций (автор на­
меревается привести доказательство в ближайших заметках).

§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ
Будем говорить, что положительная функция р Е С°°(1КП) полиномиального 
роста принадлежит множеству С+, если существует постоянная с > 0 такая, 
что неравенство

|£<Ч>°Р(€)| < смЮ (1)

выполняется для любого мультииндекса а с компонентами из множества {0; 1} 
и любого ( Е К” такого, что П?=1& 0- Из теоремы П. Лизоркина о мульти­
пликаторах Фурье (см. [10]) и оценки (1) следует, что любая ограниченная в R՞ 
функция из С+ является мультипликатором.

Определение 1. Пусть 1 < р < оо, —оо < з < оо и р Е (л4՜. Положим

я;(м,к՞) = я;(Р) = {/ е 5': ||/||я = |к՜՛ < «>}-

Пространства Я’(р,1й”) были рассмотрены в [1), [2]. При р(£) = (1 + |£|։)1/: они 
совпадают с классическими пространствами типа Соболева-Лиувилля, поэтому в
Дальней II ем будем их называть пространствами типа Соболева-Лиувилля. Если
положить
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то определение указанных пространств типа Соболева-Лиувилля принимает вид

Как и в случае классических пространств, определим пространства типа Ни­
кольского-Бесова посредством интерполяции пар соответствующих пространств 
типа Соболева-Лиувилля.

Определение 2. Для любых 1 < з < оо, 1 < д < оо, —оо < з < оо и любого 
р € С+, положим

Для этих пространств имеет место аналог известной формулы “вещественной*՜ 
интерполяции [6] : 

где 1<р<оо, 1<д<оо, 0<#<1, —оо < зо 31 < оо, з = (1 — #)зо 4- #«1, 
р € С+.
Следующая теорема о представлении рассматриваемых пространств типа Ни­
кольского-Бесова доказана в [б].

Теорема 1.Для любых 1 < р < оо, 1 < д < оо, —оо < з < оо и р € С+, имеют
место следующие представления (с обычными видоизменениями при д = оо) :

/ е $'(й"): 11ЛЙ?’ =

ч

Ьр(Н-)

Определение 3. Пусть 1<р<оо, 1<д<оо, -оо < з < оо и р 6 С*. Положим

^„(м) Н/Нг =
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§3 . ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПАР ПРОСТРАНСТВ ТИПА 
НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА С РАЗНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ
В [9] доказано, что пара {Н* (р), Н^н)} “квазилинеаризуема” с помощью опера­
торов

, Г
Уо(4) = Г՜1 — (3)

ледовательно имеет место следующая двусторонняя оценка для К-функционала
Петре :

(“) 

см. Лемму 1.8.4 в [7]). Используя (3), можно оценить К-функционал Петре также
ля пары { (/1), В},пространств типа Никольского-Бесова.

Теорема 2. Если руи Е. , 1<р<оои1<д< оо, то интерполяционная пара 
«Пр 9(и)} пространств типа Никольского-Бесова квазилинеаризуема с 
помощью операторов

ИЪ(«)/ = г՜1 р2 4- <2р2 ) [ р* + 1£и£ ]

|де / € В^ч(р) 4- I > 0.

Доказательство. Прежде всего заметим, что Ио(<) 4- Ик(<) = Е (< > 0) и

2 2 2

+рн е М|” И + РН € Мр (< > 0)1

Где нормы этих функций не зависят от I (см. [10]). Следовательно,

< Н/Ня’(*ф

цимолам = й711*;՛*”
НИЧО/Нг, <с||/1к, (* = о,1).

^о(/) : (я), ^1(0 :

Тогда, используя интерполяционное свойство “вещественного” метода, получаем
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wat); (Я», L„)1/2 ։ (Я», £,)։/2.,, (5)

где интерполяционные пространства определяются с помощью (2). Тогда 

w>(t): в;,м в;,(м). wat) ■■ в^)-

Аналогично получаем

Wi(t) : В*(1/) %(t):B*,,(p)-^B;,(/x) (у = 0,1).

Теорема 2 доказана.
Непосредственным следствием свойства “квазилинеаризуемости” является дву­
сторонняя оценка Я-функционала Петре (см. [7], [8]).

Следствие. Если р, v € G*, 1<р<оои1<д< оо, то для f € В? g(p) 4֊ В? g(v)
и t > 0 имеем

где

(в}.,№-в'г

К (tj, В}^), В}.^)) ~

Теорема 3.Пусть д, и € G+, 1 < р < ос, 1<^<оои0<1?< 1. Тогда

я

в^(м)пдо,(р)

Доказательство. Из (6) и определения метода “вещественной” интерполяции 
[7], ^8], имеем

где
dt

ОО

р2 4- t2v2

М 
р2 4- t2v2

dt

Заменой переменной — Си применением Теоремы 1, получаем

* du 

п).,м “

11/11?

՛
о

о

и

о
и-^я/^ р-1 г + и>/2Г/
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4 4и <И 
I. “ ‘ ' (8)

Ш/ ц
о

Далее, с помощью (4) убеждаемся, что

яС'2 
р2 4- ш/2 р2 4- /

и

эквивалентные величины. Поэтому, из Теорем 1 и 2 работы [5] вытекает, что
формула (8) принимает вид

я

ОО

(И

(И
(9)

(я’(и).я’(«՜))

р'—^р/
о

Аналогично, для А1 получим

о о

I и֊^/2 
о

и112р2Ц
11 2 «1 ><2

(1и
и

оо

иц“р (1и <И 
и t

сП

и-(1+*)«/2 Р/

о

я

оо <п
(Ю)-ТТ-7М

о

Из (8), (9) и (10) получаем

н/п?

оо

О

, \ V«

Я°.,(яЛ')

Теорема 3 доказана.
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§4. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПАР ПРОСТРАНСТВ ТИПА 
ЛИЗОРКИН А-ТРИБЕЛЯ
Начнем рассмотрения со следующей теоремы вложения, аналог которой в случае 
классических пространств хорошо известен (см. [11]).

Теорема 4. Если 1<р<оо. 1 < q < оо, -оо < а < оо и д 6 то

' ^Р-Ч^ С ^Р.П1лх(р1Т) (/*)• (11)

Доказательство. Пусть f G В‘р ?(д) Обозначим Gk = F՜1
из утверждения (Ь) Теоремы 1 при 1 < д < р < оо имеем

Ff}- Тогда

H/IIf.jh Н/11в;лЬО-

Таким образом, левое вложение в (11) доказано. Аналогично, меняя очередность
опера й интегрирования и суммирования, доказываем правое вложение в (11).
Теорема 4 доказана.
Теорема 4 позволяет доказать интерполяционные формулы для пространств ти­
па Лизоркина-Трибеля (интерполяционные утверждения для пространств типа 
Никольского-Бесова приведены в [б]).

Теорема 5. (а) Если 1 < р < оо, 1 < q. q0,9։ < оо, 0 < 0 < 1, -оо < я0 # «1 < 
+оо, а = (1 - ։?)я0 + tffl! and р € G+, тогда

= (е;-„(я). в;.՛,»)

(Ь) Если 1 < р < оо, 1 < 40,9! < оо, 1 < 4 < оо, 0 < 0 < 1, -оо < я0 # »1 < 4֊оо, 
я = (1 — |>)я0 4- и д Е С+, тогда

(с) Если 1 < р < оо, 1 <4,41 < оо, 1 < q0 < оо, 0 < i? < 1, —оо < «о < +оо, 
я = (1 - 0)яо 4- 0$! и д € G+, тогда

^.,(я) = (е;».(д),в;,‘<։(д))

Доказательство. Утверждение (а) доказано в [6]. Остальные утверждения 
теоремы докажем с помощью вложений Теоремы 4.
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Пусть г, = тах{р,д,} и т, = тш{р,ф() (։ = 0,1). Тогда из утверждения (а) 
теоремы 5 и правого вложения в (И) имеем

С другой стороны, используя левое вложение из (11) получаем

(р))«.։ э (в;г-.<м).в;.'„,(м)),., = в;.,<я).
Таким образом, утверждение (Ь) докидано. Утверждение (с) доказывается ана­
логично.

Abstract. Some general Lizorkin-Triebel type spaces generated by positive, infinite­
ly differentiable functions of polynomial growth are defined. A two-sided estimate 
of the Peetre К-functional for pairs of Nikolskii Besov type spaces with different 
anisotropies is derived. Some “real method’ interpolation formulas are proved both 
in Lizorkin-Ttiebel and Nikolskii-Besov type spaces in question.
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ С СУММАРНО-РАЗНОСТНЫМ 
ЯДРОМ НА КОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ

А. Г. Барсегян

Институт математики НАН Армении 
Е-т&Н : АшВагзе^Ьуап^таП.ги

Резюме. Работа посвящена исследованию интегрального уравнения, которое 
представляет собой интерес в математической физике :

/(т)=?(х)+/ К(։-1)/(0Л+ [ Ко(х+ «)/(<)*.
•/о /о

где ядерные функции К и Ко представимы в виде суперпози: и экспонент. Фак-и
торичационный метод совместно с уравнением В. Амбарцумяна, ассоциирован­
ный ядром К, сводит задачу к простым алгебраическим соотношениям.

51. ВВЕДЕНИЕ
Интегральные уравнения свертки на конечных промежутках представляют зна­
чительный теоретический и прикладной интерес. Простейшим из них является 
уравнение вида

/(*) = 9<*)+/ х€(0,г),
/о

(1.1)

где К € Ь1(-г,г). •, ।

Методам решения различных классов уравнений (1.1) посвящено множество ис­
следований, см. (1) - (7). Недавно Н. Б. Енгибаряном ((10] - (13]) найден новый 
факторизационный метод, который в ряде случаев, приводит к эффективному 
численно-аналитическому решению уравнения (1.1). В настоящей работе этот

Работа выполнена при поддержке гранта А 823 МНТЦ.
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метод обобщаете* нл уравнения с суммарно-разностным и ядрами. т.е. на урав­
нения вида

/(«) = *(*) + I К(х-4)/(«)Л + [ К0(х + 1)/(Г)Л. (1.2)
Уо

где К € £1(—г,г) и Ко € £|(0,2г).
Основное внимание будет уделено случаю, когда ядервыс функции К и Ко 
представлены через экспоненты, в виде интегралов Стилтьеса :

К(±х) = У е՜** 4ог±(н), х > О, 0 < а < 8 < оо, (1.3)

Л'о(х) = ( е_**4а0(э). (1.4)

Скалярными и векторными уравнениями (1.2) - (1.4) описывается ряд физичес­
ких процессов, происходящих в одио[юдном плоском слое толщины г < ас с от­
ражающей границей. В теории переноса излучения такие задачи возникают при 
расчёте ядерных реакторов, поля излучения в планетных атмосферах, в водных 
бассейнах и др. (см. [7]). Задачи Крамерса и Куэтта (см. [8]) в кинетической 
теории газов также сводятся к уравнению (1.2). В указанных задачах, ядро Ко 
учитывает отражательную способность границы г. — 0 <[х'лы
Предлагаемый подход имеет некоторое сходство с работой [9], в которой приме­
нены результаты [5] к уравнению (1.2), (1.3) с симметрическим ядром.

|2. ФАКТОРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЯ (1.2)
2.1. Продолжение решений (1-2) на (О.сс). Пусть Ег, г < ос, - одно из
банаховых пространств £р(0, г), 1 < р < ос, или С[0, г], и пусть Е* - о из
пространств £р(0, оо). 1 < р < оо, или Со[0,оо). Будем предполагать, что в (1.2) 
ядерные функции удовлетворяют условиям К € ^Д-оо.оо) и Ко € £1(0.ос).
Кроме того, допустим, что р(х) = 0, х > г.
Обозначив характеристические функции интервалов [0, г] и (г, оо) соответствен- 
но через А и Л. представим уравнение (1.2) в виде

ад = ад + Г К(х ֊ «)*(*)$(«) Л + [ Ко(х + Г)А(О$(Г)Ж, 
Уо

(2.1)

Отметим, что уравнение (2.1) эквивалентно уравнению (1.2) в следующем смыс­
ле : если уравнение (1.2) имеет решение / € Ег при некотором д € Ег. то её 
правая часть имеет смысл не только при ж € (0, г), но и при г > г. Продолжение 
5 этого решения на (0,оо) является решением уравнения (2.1), причём 5 € Е*. 
С другой стороны, если уравнение (2.1) имеет решение 5 € Е± при некотором 
9 € Е±՝ то его сужение / = $ |(о г|€ Ет удовлетворяет уравнению (1.2).
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2.2. Операторная форма уравнений (2.1) и (1-2). Через О обозначим класс 
интегральных операторов Винера-Хопфа

(К/)(։)= I Кк е £»(-00,00).
Уо

Далее, через Ло • • • эначастся класс операторов ганкелева типа с суммарными
ядрами :

(Ко/)(х) = Г *о(« + «)/(«)<*.
•/о

Ко € £»(0,оо).

В любом из пространств Е+ имеют место следующие оценки :

!№♦</* = [°° |Я(х)Мх.
У -оо

IIМ£+ < Г |Ко(х)1<Ь. 
/о

Пространство Л является прямой суммой алгебр Л* и Л+ верхних и нижних 
опер«зторов свертки типа Вольтерра, т.е. если У± € Л*, то

(*+/)(«) = /\(*֊0/(№ К+€£1(0,оо), (2.2)
/о

(У-П(х) = { V. € £»(0,оо), (2.3)

А
Если операторы I - У± (где I ֊ единичный оператор) обратимы в Е+, то

(/-^) (2.4)

где Ф± € П±, т.е.

(♦+/)(*) = [ - «)/(«) <Й, Ф+ € £1(0, со), (2.5)
-/о

(♦_/)(։) = У* Ф_(4-։)/(«) Л, Ф_е£»(0,оо). (2.6)

Резольвентные функции Ф± удовлетворяют уравнению восстановления

Ф±(х) = к±(х)+ Гу±(х-«)Ф±(е)Л, (2.7)
/о

Пусть Л и Л суть операторы умножения на характеристические функции А и А, 
соответственно. Тогда Л + Л = /. Кроме того, уравнение (2.1) можно записать в 
операторной форме

(7- КЛ-КОЛ)5 = 0, (2.8)
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где Я € П и Яо G «о. » уравнение (1.2) имеет операторный вид

(1-Кт- K°)f = g, (2-9)

где
(Яг/)(х) = Г К(х - dt. К 6 Lt(-r, г),

Jo
(*?/)(*) = [' *о(* + <)/(<) Kq € Ь1(0,2г). 

Jo
Из эквивалентности уравнений (2.1) и (1.2) в отмеченном выше смысле следует :

Лемма 2.1. Оператор I - К X — КоХ обратим в Е+ тогда и только тогда, когда 
оператор / - Кт - Я° обратки в Е,.

2.3. Факторизации оператора / - ЯЛ — ЯоЛ. Перейдем к построению одной 
м Л

факторизации дли оператора / - КХ - KqK. Воспользуемся следующими прави­
лами умножения операторов : если V± Е П± и Vq € По. то Uq = V-Vo € По и 
IVo = VoV+ G По (см. [10]). Отмстим, что ядра операторов 6'о и Й^о определяются 
по формулам

CJ0(։)= [ V.(»)V0(, + ։) ds, (2.10)
Jo

Wo(։)= Г V0(s + x)V+(s) ds. (2.11)
Jo

Теперь предположим, что существует факторизация Винера-Хопфа :

(2.12)

где У± Е И* суть операторы вида (2.2), (2.3), причем I - У- обратим Тогда, 
используя факторизацию (2.12), после некоторых преобразований будем иметь 

1-ЯЛ-ЯоЛ = Z—Я + ЯА֊ЯОЛ = (Z—V_)[/-V+ + (/—Й_)-1ЯЛ-(7—У_)-։ЯоА].
(2.13)

Из (2.12) и (2.4) получаем

(/-У_)-‘Я = V+ + *-,

поэтому, используя (2.13), приходим к разложению

I - ЯЛ ֊ ЯоЛ = (/ - И-)[/ ֊ V+Л + Ф_л - ТоЛ], (2.14)

где
То = (I — И_)-1Яо = (/ + Ф-)^о6 По.

То(г) = Я0(х) + / Ф- (t)K0(x + t) dt.
Jo

Мы доказали следующую теорему.

(2.15)
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Теорема 2.1. Пусть оператор I - К допускает факторизацию (2.12), причем 
оператор 1 - V- обратим Тогда имеет место факторизадия (2.14), где То 6 По, 
и± € О1 и имеет место формула (2.15).

§3. ПРИМЕНЕНИЕ ФАКТОРИЗАЦИИ (2.14)
3.1. Сведение (2.8) к системе интегральных уравнений. В силу обрати­
мости оператора I - V-. факторимдия (2.14) сводит уравнение (2.1) к виду 

(/-У+Л4-Ф_Л-ТоЛ)5 = 311 (3.1)

где
91 = (/-У_)-։5 = (/ + ♦-)$ €Е+ 

и 9։(т) = 0 при г > г, а

5։(։) =?(»)+У Ф_(С-։)д(«)Л 0 < х < г.

Перепишем уравнение (3.1) в раскрытом виде

5(х) = <ц(г) + Г У+(х -<)А(<)$(<) Л-
Уо 

/оо *эо
Ф-(Г - х)А(ед«) Л + у Т0(х + <)А(1)5(е) Л. (3.2)

Введём обозначение Г(х) = 5(х), х > г, и заметим, что при х < г из (3.1) следует 

/(«) = я(։)+У У+(г-е)/(Г)Л֊у" ♦_(«-х)^(<)Л4֊уГТо(х+0/(4)Л, (3.3) 

а при х > г

Г(х)= [ У+(г-<)/(*) Л- [ Ф.(е֊х)^(«)Л+ Г То(х + «)/(«) Л. (3.4) 
Уо Ц

В системе интегральных уравнений (3.3), (3.4) неизвестными функциями явля­
ются / и Г. ' ՜1

в
Лемма 3.1. Система (3.3), (3.4) эквивалентна уравнению (3.1), следовап'льно, 
я уравнению (1.2).
Между функциями / и Г имеется другое соотношение, более простое чем (3.4) :

Г(х)= [ К(х -«)/(«) Л + [ Ко(»+«)/(«) Л. «>’■ (3.5)
■1о .1о

которое прямо вытекает из исходного уравнения (1.2).
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Лемма 3.2. Системы (3.3), (3.4) и (3.3), (3.5) эквивалентны.

Доказательство. Решая уравнение (3.4) относительно Г, получаем

Л®) = У+(։ - «)/(<) л + т0(х + «)/(*) л - у У_(։ - ։)<йх

* I У^-т)/(т)<1т- [ У-(1-х)<И [ Т0Ц + т)Кт)<1т. (3.6)
*0 Лж ./о

Используя нелинейные уравнения факторизации Н. Енгибаряна (НУФ) (см. [10]. 
(И)), заключаем, что факторизация (2.12) эквивалентна следующей системе 
нелинейных интегральных уравнений

У±(х) = Х(±х)+ / УТ(«)М« + *)Л. (3.7)
Зо

называемое НУФ для задачи (2.12).
После замены порядка интегрирования в (3.6), и учитывая первое из уравнений 
(3.7) и второе из уравнений (2.7), приходим к уравнению (3.5). Доказательство 
завершено.
Таким образом, решение исходного уравнения (1.2) сведено к решению системы 
(3.3), (3.5).

§4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ (3.3), (3.5) В СЛУЧАЕ ВПОЛНЕ 
МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ К(±х) И К0(х)
4.1. Некоторые вспомогательные функции. В этом параграфе будем рас­
сматривать систему (3.3), (3.5) в частном случае, когда функции К'(±т) и Ко(х) 
представлены в виде суперпозиций экспонент (1.3) и (1.4), где и <то - некото­
рые неубывающие функции, удовлетворяющие условиям

Рассматриваемый случаи представляет основной интерес в физической кинетике. 
Каждое из следующих двух условий обеспечивает обратимость оператора I — :
р < 1 или р = 1 и и > 0. Через ц обозначим первый момент ядра К : ,

VI = [ хК(х) Их = и? - (4 3)

где — /*а՜3 <1сг±(а), а интеграл для V՜ считается сходящимся.
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В случае ядра (13), из (4.1) следует, что решение нелинейного уравнения фак­
торизации (3.7) имеет вид

У±(х) = (4.4)

где является каноническим решением уравнения В. Амбарцумяна (см. [И], 
[12]): ь 'и.'

¥»*(•) = 1 + Р±(>) / 77֊¥»т(р) (4.5)
я Т р

Каноническим решением называется предел простых итераций с нулевым на­
чальным приближением.
Из формул (4.4) и результатов работы [13] следует, что резольвентные функции 
Ф±. полученные из уравнений (2.7), допускают представление

*±(*)= / е֊'р<к»±(р),
•/о

где - неубывающие функции и р~1с1и±(р) < +оо.

4.2. Преобразование системы (3.3), (3.5). Пусть

(4.6)

«(•) = ^ «-<'֊»>•/(<) <*. /*(«) = ^ е-(‘-г|,Г(4)Л, 7(з) = «"/(*) Л.

(4-7) 
Нашей ближайшей целью является преобразование системы (3.3), (3.5) в систему 
относительно а, /3, 7.
Подставляя выражения (4.6), (2-15), (1-3) и (1.4) функций Ф_, То, К и. Ко в (3.3) 
и (3.5), получим

о

Г е-<г-'>^(р)^-(р)+ 
О

<ь(р)
(48)

(4-9)

Тогда, решая уравнение (4.8) относительно /, получаем

Ь^(р)'

(4.Ю)
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где = <71(х) 4֊ /с' <• + (։ - ։)дх(։)<И и

(А(։.р) =

1 + [ Ф+(<)е'лА 
За

(4.11)

(4-12)УАх,р) = е~”

Умножая обе части уравнения (4.9) на в-(«֊Ф и интегржру, по х от г до ос 
получаем следующее соотношение между функциями а, (3 и у :

= £ Г7^Ат+(л) + / \7р )<<<Го(а)- (413)

Умножая обе части уравнения (4.10) на и интегрируя по ։ от 0 до г,
получаем второе соотношение между функциями а, (3 и у ;

а(в) = а°(я) - £ р)/?(р) (р) + £ ЦЩ,д) 1+ Г՝<Ь-(р) 
к Р + Ч 7(«)<^о(д),

(4-14)
где а°(я) = /' е (г_‘)<р2(е) Л и

ИМя,4)= [ »=1,2.
-/о

(4-15)

Теперь, умножая обе части уравнения (4.10) на е’г* и интегрируя по г от 0 до 
г, получаем еще одно соотношение между функциями 0 и 7 :

7<я) = 7°(я) - ИМ*.р)/9(р)<1и>_(р) + И^(«л) 7(Ч)Лт0(9),

(4-16)
где 7°(я) = /оге *’д2(«)<// и

^(»,0 = [ » = 3,4.
Уо

(417)

Из (4.11) и (4.12) получаем

^(я.р) = 4֊ [Л(р) ֊ е-^В(1)], ИЪ(*.«) = ֊ [В(9) - В(в)], (4.18)
я "г р * Ч

^з(э.р) = — [е-грЛ(.) - е—Л(р)], ^(в.д) = 4? Н(л) ‘ ’
3 “ р 9 ~г Q

(4.19)
где

Л(р) = 1 + £ф+(<)е-‘’’Л, В(р)=е-Г1г (1 + £ Ф+(«)е"<*) .

Итак, получили замкнутую систему интегральных уравнений относительно а, 
0 и у. Все эти функции зависят от одной переменной. Справедлива следующая 
теорема.
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Теорема 4.1. Функции а, /3, у € Со[0,сю) определяются единственным образом 
системой (4.13), (4.14), (4.16). Решение уравнения (1.2), (1.3), (1.4) определяется 
по формуле (4.10). . '-J

§5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ОРДИНАТ
В этом параграфе вкратце опишем схему приближенного решения уравнения
(1.2). (1.3). tx-нованную на построениях предыдущих параграфов.
При чистSUI »-аналитическом решении уравнения (1.1) с ядром (1.3) применяется
метод дискретных ординат (МДО) Чандрасекара : функции cr±(s) в представле­
ниях (13) приближенно заменяются кусочно-постоянными функциями

п

cr±(s) Rs а±(я) = ^а*0(з - яц), 
к-1

(5Л)

где а* > 0, 0 < < • • • < зП| а 0 - функция Хевисайда единичного скачка.
Прямое применение редукции (5.1) сводит исходное уравнение (1.2) к краевой 
задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений порядка 2п. 
Задача Коши для этой системы плохо поставлена (ее решение сводится к плохо 
обусловленным алгебраическим системам и др.). Кроме того, эта система диф 
ференциальных уравнений обладает экспоненциально возрастающими и убываю­
щими решениями, что сильно затрудняет или делает практически невозможным 
решение задачи классическими методами при больших значениях г.
Одним из основных достоинств построения факторизации (2.12) и резольвентных 
функций Ф± методом уравнения Амбарцумяна является “устойчивая алгебраи- 
зация’՜ задачи. Согласно (5.1), уравнение Амбарцумяна обращается в конечную, 
нелинейную алгебраическую систему с простой и устойчивой итерацией. Для 
полученного уравнения, представление (4.6) принимает вид 

О < р* <*!<•••< р*

и вычисление р* и 6* сводится к некоторым алгебраическим процедурам.
Ниже покажем, что линейные уравнения, полученные в предыдущем параграфе, 
допускают аналогичную алгебраизацию.
Решение системы (4.13), (4.14), (4.16) основано на (5.1) и на замене ядра Ко 
дискретной суммой

п

Ко(х) RS a'j exp (—ejx)
m=l
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сводящая систему (4.13), (4.14), (4.16) к линейной алгебраической системе, кото­
рая легко решается итерациями Например, уравнение (4.16) обращается в еле- 
дующее :

У2 hkmflm + ^пЛян 

m = l m=l

где
7* = 7°(*°), 7k =7(*°), ftn =/3(р՜ ),

Автор выражает благодарность профессору И. Б. Енгибаряну за руководство 
работой и профессору А. X. Хачатряну за полезные обсуждения.

Abstract.The paper is devoted to investigation of the integral equation that is of 
interest in mathematical physics :

/(x)=p(z)+/ K(x-t)f(t)<U+ [ Kq(z + 
Jo Jo

where the kernel functions K and Ko are represented as superpositions of expo­
nentials. A factorization method in conjunction with V. Ambartsumian's equation 
associated with the kernel K reduce the problem to simple algebraic relations.
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КРИТЕРИЙ ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ СЕЧЕНИЙ 
ТРЕХМЕРНОЙ МАТРИЦЫ

С. Г. Далалян

Ереванский государственный университет

Резюме. Вводится понятие лк-вырождаемости семейства матриц, которое ис­
пользуется в критерии линейной зависимости сечений трёхмерных матриц. Ис­
пользуя этот критерий, доказывается, что система линейных операторов линейно 
зависима тогда и только тогда, когда значения этих операторов в любой точке 
линейно зависимы.

Теория многомерных матриц является естественным продолжением теории обыч­
ных матриц, [1]-[7]. Например, сохранение свойства поли линейности для об­
общённых детерминантов многомерных матриц приводит к детерминантам ку­
бической матрицы размерности р и порядка п с различными сигнатурами ([б], 
стр. 13). Другое обобщение получается при использовании результанта системы 
полилинейных форм ([8, 9]).

В теории обычных матриц важную роль играет понятие ранга, основанное на том 
фундаментальном факте, что максимальное число линейно независимых строк 
и максимальное число линейно независимых столбцов одинаково. Этот факт 
не имеет многомерного аналога, как показывает пример кубической матрицы 
второго порядка, у которой горизонтальные грани линейно зависимы, если, 
например, (а^Ь'.с'Х) = 1(а,6,с,с/), а лицевые и вертикальные грани линейно 
независимы, если оЛ — Ьс 0 (см. Рис. 1).

Для любой кубической трехмерной матрицы, из линейной зависимости сечениг 
этой матрицы какого-либо одного измерения следует, что произвольная линейная 
комбинация её сечений каждого из двух других измерении является вырожденной 
матрицей. Для матриц порядка 2x2x2 легко проверяется, что обратное
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утверждение в общем случае также верно : если любая линейная комбинация 
сечений какого-либо измерения является вырожденной матрицей, в 
среди сечений другого иэмерсния Л есть невырожденное, то сечения 
намерения ։/ линейно зависимы. Действительно, детерминант

<։а 4֊ 0Ь

аа + 0Ь'

ас + 0d 

ас' +
= (ас' - а'с)а։ + (ad' + Ьс' - аМ ֊ Ь'с)а0 + (bd1 - b'd)02

равен нулю при всех а и 0 тогда и только тогда, когда все коэффициенты мономов 
от а и 0 равны нулю. Для равенства нулю первого и третьего коэффициентов
необходимо и достат о, чтобы

(а >с) = к,{а՝с) and = A(6,d).

Если <м1 - Ьс 0» то из условия обнуления второго коэффициента

(А — к.) (ad — 6с) = О,

следует, что к = А. Таким образом, горизонтальные сечения линейно зависимы. 
Заметим, что условие аЛ-Ьс 0 является достаточным, но не необходимым усло­
вием справедливости вышеуказанного критерия линейной зависимости сечений

ого измерения кубической трехмерной матрицы второго порядка. Например,
если

(û',6') s (c,d) = X(a,b) and (c\d') = кА(а, 6)» 
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то каждая из трех пар ссчгний одного измерения линейно зависима и любая 
линейная комбинация сечений одного измерения вырождена.
Главной целью настоящей статьи является обобщение этих фактов на трёхмер­
ные матрицы произвольного порядка (Теорема 2 в §б). В качестве приложения 
доказывается следующая теорема.

I еорема 1« Пусть А1,...1Атп линейные операторы в п-мерном линейном 
пространстве Ь и пусть тп < п. Тогда следующие условия эквивалентны ;
(а) Л]........А„ линейно зависимы.
(Ь) .... Лт(։) линейно зависимы при любом т Е Ь.
т.е. Ад,..., ЛП1 (глобально) линейно зависимы тогда и только тогда. когда они 
поточечно (локально) линейно зависимы.

1. Пусть дана кубическая трехмерная матрица порядка п над полем к

а = (а,)к), »,/,* 6 Тп= {1,2........ п), а,,* £ к.

Рис. 2.

Пусть Л£п>(к) ֊ множество всех таких матриц Обозначим через а, матрицу, 
образованную элементами а,,*, когда 1 фиксировано, а ) и к изменяются от 1 до 
п. Будем называть а, 1-тым горизонтальным сечением матрицы а. Через ам. и

* будем обозначать }-тую строку и к-тый столбец матрицы а,. . Аналогично 
определяются ]-ое лицевое сечение а, и А:-ое вертикальное сечение а * и их 
соответствующие строки и столбцы.
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Определение 1. Семейство квадратных матриц одинакового порядка назовем 
лк-вырожденным, если любая линейная комбинация этих матриц является 
вырожденной.

Предложение 1. При линейной зависимости сечений некоторого измерения 
произвольной матрицы а € Л7п»(к) сечения каждого из двух других измерений 
образуют лк-вырожденные семейства.

Доказательство. Пусть, например, сечения а,..., ։ € 1п линейно зависимы, т.е.

О1О1.. + • • • + сгпап.. = 0, 3 оц / 0.

Тогда
+ ... + апап,к = 0, V), к € 1п,

и, следовательно,
а1аь. + ... + <*пап;. = О, V; € Тп.

Поэтому при любых /?1,..., /Зп 
Л л

<*1 4՜ • • • 4՜ <*п Р)ап]. ~ О»
7=1 7=1

т.е. строки матрицы /310.1. 4- ... 4֊ /Зпа,п. линейно зависимы. Поэтому сечения 
«л.» • • •» о.п. лк-вырождены.

2. Условие линейной зависимости горизонтальных сечений а,.. (։ £ 1п) означает, 
что система однородных линейных уравнений

а17к1! 4՜ 4՜ ... 4՜ Опук^п — О» 7» к € 1п, (1)

имеет ненулевое решение. Чтобы система (1) имела ненулевое решение, необхо­
димо и достаточно, чтобы ранг её матрицы коэффициентов 1^1 был меньше п, 
т.е. чтобы все максимальные миноры матрицы равнялись нулю :

а17>к1

• • «

а17.*п

ап71к|

• • • — € 1п. (2)

Полученная система полиномиальных уравнений определяет детерминантное ал
гебраическое подмногообразие Х\ в Л/П.(к). Аналогично, множества всех матриц
с линейно зависимыми лицевыми и/или вертикальными сечениями параметра 
зуются точками детерминантных многообразий Х2 и Х$ соответственно
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Обозначим через Уь У2, У3 множества всех матриц а 6 Мп»{к) у которых, со­
ответственно, семейства всех горизонтальных, лицевых, вертикальных сечений 
лк-вырождены. Согласно Предложению 1

ХГСК, {1,2,3}, т /9.

Мы докажем, что справедливы и обратные включения.

3. Л к-вырожденность лицевых сечений «л.,..., а.п. означает, что

— О, 4^1, • • •

Применяя линейность детерминанта по столбцам, получаем

(3)

Имеем однозначное представление

где 71,..., 7п суть целые неотрицательные числа такие, что 71 + ... + 7п = п. 
Обозначим через Г множество всех таких последовательностей 7 = (71, • • • »7п)՛ 
Индукцией по к проверяется, что есть число последова-
тельностей к неотрицательных чисел, сумма которых даёт п. Следовательно. 
# Г = С^п_1.
Положим

] — (Л, • • • ։ 7п )։ = #{г I 7г = з}, у{з) = (^10),. •.^пО՜)).

После приведения подобных членов в (3) получим

7€Г 1/0)=7

а1>11

• • •

ап;и

а1)»п

• • •

ап;„п

#՛...#;■ = о, уд.....д,-
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Следовательно, множество Уг является алгебраическим многообразием, задавае­
мым системой из уравнений (4), соответствующих всем 7 Е Г :

*'0)=7

а1>|1

°п > 11

• • •

ап.1пп

(4)

Заметим, что столбцы определителей из (4) получаются транспонированием
к а,^. Это ещё раз доказывает, что С Уз-

4. Для любого а € Л/П>(к), обозначим

— (^0к) | &т1]к — 0 € 1л)э

и рассмотрим проекцию

рг>"<-: М„.(к)-+М„.(к)| ана1"1".

Её ограничения на и Уг обозначим через рх и дг соответственно. Из опреде­
ления детерминантных многообразий Л՜! и У2 следует, что

Р1(Х1) = 92(У2)=рг<">-(ЛГ„.(к)).

Эти образы можно отождествить с пространством Л/(п_1)хпхп(к) трёхмерных 
матриц порядка (п — 1) х п х п.
Пусть 51 - подмножество М(п~1)хпхп(к), состоящее из матриц а с линейно 
зависимыми горизонтальными сечениями ах..,..., а(я_1)„. Можно показать, что 
51 также является детерминантным алгебраическим многообразием, потому что 
определяется условием существования ненулевого решения системы однородных 
линейных уравнений вида (1) с п — 1 неизвестными, т.е. системой уравнений типа 
(2) из детерминантов порядка п — 1. Обозначим через дополнительное к 51 
открытое множество.

Предложение 2. Слои расслоения

Р1 • п -1) X п х п (^)

над точками открытого множества (7х суть линейные пространства размерности 
п - 1, а над точками замкнутого множества 51 ֊ линейные пространства размер­
ности п2.
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Доказательство. Точки суть матрицы порядка п х п х п с линейно зави­
симыми горизонтальными сечениями. Слой над точкой множества разовая
матрицами, получаемыми из базовой матрицы добавлением п-го горизонтально­
го сечения, являющегося произвольной линейной комбинацией горизонтальных 
сечений базовой матрицы. Следовательно, любой слой над точкой из [/1 является 
линейным пространством размерности п — 1. Слой же над точкой из 51, есть 
множество матриц, получаемых из базовой матрицы добавлением произвольного 
п-го горизонтального сечения. Поэтому слой над точкой из 51 является линейным 
пространством размерности п2.

5. Аналогично опишем расслоение

92 : Уг —> Л/(п_1)Хпхп(к).

Заметим, что слой этого расслоения над любой базовой точкой а € М(п-1)Хпхп(к) 
является линейным пространством, потому что (4) при фиксированных а,уь 
{^к 6 1п, » п, превращается в систему однородных линейных уравнений 
относительно ап]к,к € 1п. Размерность пространства ее решений равна п — р, 
где р - ранг матрицы коэффициентов М2 этой системы. В силу соотношения
Х1 С У2, для любой базовой точки слой расслоения р1 содержится в слое
расслоения 92. Согласно Предложению 2 размерность слоя расслоения Р1 не 
меньше п — 1. Следовательно, р < п2 — п 4- 1.

Лемма 1. Су II ествует базовая точка а 6 А/(П-1)хпхп(к) такая, что слой рассло­
ения 92 над точкой а имеет размерность п — 1.

Доказательство. Рассмотрим слой над базовой точкой а с элементами а^к = 1 
(к = ] 4֊ * - 1), а,?к = 0 ; 4-» - 1). Для того, чтобы получить любую точку а
этого слоя надо к а добавить произвольное горизонтальное сечение ап_. = (ап;ь). 
Линейная комбинация лицевых сечений кубической матрицы а с коэффициентами
О1,..., оп равна

— 1

— 3

1

<*п-2

а2
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Эта натрина должна быть вырожденно* при любых О|, ...,ая. Эквивалент­
но. линейная комбинация строк этой матрицы с некоторыми коэффициентами 
. ...........  (нс все из которых равны нулю) должна быть равна нулю. В частнос­
ти, # 0 ибо в противном случае все к, = 0. Следовательно, можно считать, 
что п„ = — 1. Рассматривая произвольную л-тую координату вышеупомянутой
линейной комбинации, получим соотя ения

п

(а < п - 1), (5)

(б)

Взяв в(5)
о, = 1, а, = 0 # г), г — 8 + 1,...,П,

получим
а«г. = 0, г = а + 1........п.

Поэтому (5) сводится к виду

9

к։о, + + -- (« < п- 1). (7)

Подставляя з = 1, получаем = а,н, следовательно. к.\ не зависит от а = 
(а։,.. .,аа). Подставляя в (7) а։ = ... = а,-1 = 0 для каждого з = 2,...,г» — 1, 
а в (6) с»1 = ... = а„_։ = 0, получим

*1 = “пл = ... = Оппя*

Аналогично, используя уже полученные результаты, получаем, что все к,, з € 
1; (п - 1) не зависят от а и к., = а»!, = ... = ая(п-»+։)я- Наконец, подставляя 
а։ = ... = а, = 0 в (6), получаем 0*1 я = 0. Таким образом, над взятой базовой 
точкой слой расслоения имеет размерность п — 1. Лемма показана
Итак, ранг матрицы М2 удовлетворяет неравенству р < п2 — п + 1, причем 
Р в я2 — п + 1 в некоторой точке базы расслоения Следовательно, в обшей 
точке базы, ей М։ = п2 — п+1. Ранг матрицы М2 падает на детерминантном 
алгебраическом многообразии Я։ С ^(я-1|хяхв(Ю< задаваемым условием обну­
ления всех миноров матрицы М2 порядка п2 — п + 1. Пусть У 2 есть дополнение 
к Я] до всей базы.
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Предложение 3. Слои расслоения

gj : У։ -> М(ш.։>явжя(к)

нал точками открытого множества Vj, являются линейными пространствами 
размерности п - 1, а над точками замкнутого множества R2 - линейными 
г^юстранствами большей чем п — 1 размерности

6. Перейдём от Afna(k) и ц кп х я (к) * их проективизациям. Так как
Х\ и Y2 задаются системой одно|хщных уравнений, им будут соответствовать 
проективные многообразия Хь Y։ С P(Mn.(k)), а проекциям р։ : Х։ -♦ 
P|Af(R_i)KflKH(k)), q2 : Yj -» P(Af(,-ijK1,Me(k)) проекции p։ и q2. Отметим 
что Х։ и Yj будут неприводимыми многообразиями согласно Теореме 8 из па­
раграфа б, Главы 1 работы [10] (условие совпадения размерностей слоев в этой 
теореме лишнее). Из Х\ С У» следует, что Х։ С Yj, и по Теореме 7 из параграфа 
б. Главы I работы [10] вытекает, что dim Xt = dim Y։ поскольку p։ и q, имеют 
< динаковую базу и их слои в обшей точке имеют одинаковую размерность. Сле­
довательно, Х։ = Yj и поэтому Xj = У։. Таким образом доказано следующее 
утверждение.

Теорема 2. Одноимённые сечения кубической трёхмерной матрицы линейно 
зависимы тогда и только тогда, когда сечения каждого из двух других измерений 
лк-вырождены.

7. Для того, чтобы доказать Теорему 1, сформулированную во введении, ис­
пользуем Теорему 2. Прежде всего заметим, что импликация (а) => (Ь) очевидна. 
Для доказательства обратной импликации, зафиксируем некоторый базис в £ и 
предположим, что а|?* - матрица оператора А, в этом базисе (։ € 1» п») Усло­
вие линейной зависимости данного семейства операторов эквивалентно условию 
линейной зависимости горизонтальных сечений трехмерной матрицы a = (а,;*) 
порядка m х п х п.
Значение оператора 4, в х € L при фиксированном базисе задастся линейной 
комбинацией столбцов матрицы а, , с коэффициентами, являющимися координа­
тами х в этом базисе. Поэтому линейная зависимость векторов Л։(к),..., Лт(к) 
означает линейную зависимость строк соответствующей линейной комбинации 
вертикальных сечений а * матрицы а. Следовательно, при тп — п доказываемая 
теорема сразу следует из Теоремы 2.
Для доказательства импликации (Ь) => (а) при m < п, к данным операторам 
добавим линейные операторы Ат + ь • • •» Ап, удовлетворяющие условию

dim(Ai,...,A*+i) = dim(A։,...,A») + 1, 4 = m,...,n —1. (8)
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Это ВОЗМОЖНО. ТАК 1Ы рАЗМерИО»ТЬ про трлн>ТИ опер*торов |>АВИА п։. По- 
скольку длж любого г € L системл векторов А։(х).........А«(«) линейно мввс»
мл. то система векторов А։(х)....... А.(г) также линейно зависима Ввиду спра-
ведливости утвгрждгни« при man, операторы А։.....АЯ линейно зависимы, 

т.е diin(A|........А.) < п Допустим, что А։.........Ат линейно игзависимы, т.е.
dim(A։....... А*) = m Тогда кэ (8) получим, что dim(Ai.........А.) = п. Это про-
твворечие показывает, что А։,..., Ат линейно зависимы.

Согла< НО предыдущему пунжту, утвержде е Теоремы 2 будет выполнжтыж
в более общей снтулдии. длж трёхмерных матриц порждка m х п х и при 
любом натуральном числе m < п, если обобщить понитие лк-вырождгиниств 
на семейства пржмоутольных матриц

Определение 2. Семейство матр .... о« одинакового поридка назовем лк- 
вырождснным, если у любой линейной жомбина и этого семейства ранг меньше
максимально возможного, т.е. как числа строк, так и числа столбцов данных 
матриц.

Теорема 3. Длж п/ммпэольной трёхмерной матрицы а ооржджа m х I х п 
следующие у слова я ^явввалгитвы : 
(а) сечении Uj _,...,%, линейно зависимы.
(Ы сечении а 1.....а/ лк вырождены

Доказательство. Импликации (о) => (Ь) док&зывастеж тем же путем, как в
Прсдложе е 1. Чтобы доказать обратную импликацию при I / п, сначала
предположим, что I > п. Тогда длж любых 1 < Д < ... < Jn < I сечении 
о|։ ... лк-вырождевы. к следовательно подматрицы a]' 'J‘, J՝ се­
чений u։ ....... о« (составленные из it рож. указанных в верхнем индексе) линей­
но зависимы. Поэтому, сечении Ui,...,am линейно зависимы.
Если I < п, то дли произвольных 1 < Й1 < ... < й/ < п рассмотрим подмат­
рицы а*։' *' а*' * сечений а1։...,а։, составленные нз столбцов, указан­
ных в верхнем индексе. Из (Ъ) следует, что указанное семейство подматриц лж-
вырожлено. Следовательно, подматрицы a сече
составленные из столбцов, указанных в верхнем индексе, линейно зависимы. По­
этому, сечении Оз ........ On, линейно зависимы.

Abstract. A notion of Ic-degcneracy in introduced and used to obtain a linear depen­
dence criterion for sections of three-dimensional matrices. Applying this criterion, it 
is proved that the system of linear operators is linearly dependent if and only if their 
values are linearly dependent at any point.
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КВАЗИГРИДИ СИСТЕМНОСТЬ НЕКОТОРЫХ ПОДСИСТЕМ 
СИСТЕМЫ ФАБЕРА-ШАУДЕРА В 67(0,1)

А. А. Саргсян

Ереванский государственный университет

Резюме. Получено необходимое условие для квазигриди системности подсистем 
Фабера-Шаудера в С(0,1) и построена подсистема с плотностью 0, которая не 
является квазигриди системой в С(0,1).

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть Ф — {0п}^1 ~ нормированный базис в банаховом пространстве X. Тогда 
для каждого элемента / € X существует единственный ряд по системе 
сходящийся к / по норме пространства X :

ОО 
/=ЕЛп(/)^п. 

п = 1

Для заданного / 6 X, назовём перестановку натуральных чисел ст = {сг(п)}^°=1 
убывающей, если

1Аип)(/)1 > 1Лг(п+1)(/)1> п = 1,2.......

Множество всех таких убывающих перестановок означим через £>(/, Ф). В слу­
чае строгих неравенств, множество П(/, Ф) содержит только одну убывающую 
перестановку, тт^ый гриди аппроксимант элемента / по базису Ф, отвечающий
перестановке <т € Д(/, Ф), определим следующим разом :

ГП
^(/) = Ст(/, Ф,а) = Л<7(п)(/)^<г(п)’

п = 1

Этот нелинейный метод аппроксимации известен как гриди алгоритм (см 
например, [1]). Гриди алгоритмы для банаховых пространств относительно
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нормированных базисов изучены Конягиным и Тсмляковым [1], Войтащиком [2], 
ДеВором [3], Григоряном [4, 5] и другими (см. [6, 7]).

Определение 1. Говорят, что гриди алгоритм элемента / Е X по системе Ф 
сходится, если существует сг Е D(f, Ф). для которой

Um ||Gm(/,«,<r)-/||x =0. m —>оо (1.1)

Если базис Ф является безусловным, то ясно, что последовательность операторов 
{Grn(/)}^'_1 сходится к f Е X, независимо от выбора a Е D(f,n

Определение 2. Система Ф = называется квазигриди системой в X
или, квазигриди базисом в span (Ф), если для каждого элемента f Е späh (Ф) и 
для любой перестановки <т € £>(/, Ф) выполняется (1.1).

Теорема (Войтащик [2]). Для того, чтобы базис Ф был бы квазигриди базисом 
в X, необходимо и достаточно, чтобы для каждого элемента / Е X, для всякой 
перестановки сг Е /?(/, Ф) и для любого натурального числа тп выполнялось бы 
неравенство

||Сго(/,Ф,а)||х <Во||/||х.

где постоянная Bq не зависит от f и тп.
Теперь напомним определение системы Фабера-Шаудера. Это система функций

ОО п=0’ х 6 [0,1], в которой у?о(х) = 1» ¥?1(1) = х, и при п
2....... 2к имеем

О, если х 2* ’ 2к ) ’
21—1, если

линейна и непрерывна на 
:- 1 2i- 11 Г2£ — 1 » ՛

“2*՜’՜^՜ и '2*+Г’2* •

Число к называется рангом функции у>^(х). Носитель функции ^п(г) (п = 
2,3,...) системы Фабера-Шаудера обозначим через Дп, а точку где 9?п(х) — 1 
через хп.
В работе [7] доказано, что в пространстве С(0,1) не существует квазигриди 
базиса. Следовательно, в случае системы Фабера-Шаудера (которая является 
базисом в С(0,1), см. [8]), для любого положительного числа В существуют 
функция /о € С(0,1), перестановка <т0 6 Р(/, Ф) и натуральное число то такие, 
что

||Gn,.(/o,*.<ro)||c>B||/o||c.



48 А. А. СаргсянОтметим, что доказательство этого утверждение (для системы Фабера-Шаудера) не имеет конструктивного характера.В настоящей статье приводится новое, конструктивное доказательство этого результата со следующими тремя усилениями.Теорема 1. Для л гоf 31 ֊2 3։- 110 € ~ ( 3.2* ' 3 -2* (k = 0,1.......... = 1.2........... 2‘)
существует функция f0 € С(0. 1) такая, что для любой <т 6 D(/o, $) имеем

lira Gm(/e.*.ff.։o)
ГЛ-ФОС

m
= liin VAff(n)(/o)^(n|(io) =+оо. 

ГП-+ОО • ~Пусть S = {n*}jL։ возрастающая последовательность натуральных чисел, а Л(п) - число элементов S меньше и. Следующую величину назовем плотностью множества S : ,, . , . .,. A(n + m)-A(n)
p(S) = lim sup hm sup------------------------.

m-»oo n-ФОО ’UПусть Ф$> = {y>n^(ж)- подсистема системы (1.2) такая, что носители функций р„^(х) (k = 1.2,---) попарно не пересекаются (например, Ф$> = 
{'Р2*+2Iх))Г= 1 )• Тогда, очевидно Ф$- является безусловным базисом в span (Ф5'), и следовательно, является квазигриди базисом в замыкании своей линейной оболочки и p(S') = 0.Теорема 2. Существует подсистема Ф$ системы Фабера-Шаудера такая, что 
p(S) = 0 и Ф5 не является квазигриди системой в С(0,1).Пусть Ф$ = некоторая подсистема системы (1.2), So = €
S некоторое подмножество множества S и пусть Дпк - носитель функции •<pn.,Jz) 0 = 1,2,...). Тогда для любого So = {njkjjli € S пересечение Дп, либо пусто, либо является точкой отрезка (0,1). Если Qjtj ДПк, = Хо € [0,1], то точку хо назовём точкой сгущения носителей функций подсистемы Ф$.Теорема 3. Для того, чтобы подсистема Ф$ = {y>nk(x))*ù1 системы Фабера-
Шаудера являлась квазигриди базисом в замыкании своей линейной •.•У,МОЧКИ,

необходимо, чтобы носители функций подсистемы № = 1»2>***) не я мели 
точек сгущения в множестве Е0-§2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЛЕММЫРассмотрим подсистему (2.1)



Квлмгриди системность некоторых подсистем ... 40в которой ¥>„,(։) = ¥>։(։) = ?з’+1(։) (носителем является интервал (0, 1), и хП1 = |), 9?„,(х) = 1Рз(х) = <Р2>-м(х) (носителем Лп, являете! левая половина интервала △п։» и — ?)«^п,(г) = = ^з։+з(։) (носителем является правая половина интервала△п։. и и т.д.. Носителем функции ^п։т+։(х) является правая поло­вина интервала Д„։. а носителем функции ^п։ж4։(х)является левая половина интервала △П։-+1 (хЯ։я>+։ = *-*?+^*э"**> \т = 1,2........Очеви, о, что △ т = 1, 2,... и
11ш тпез △ = 0.т-»ооПоэтому

3 Нт ։„т = х0, т-#оо
Нт х,,т = х0 ~ 0, Нт хп,т+1 = *о + О, т—>оо т-*ао

1о€Ал,, т = 1,2,...,

(2-2)
(2.3)

поскольку 1В։т и хп,т+1 являются соответственно левым и правым концом интервала △Предложение 1. Все функции подсистемы (2.1) имеют одно и то же значение 2/3 в точке Хо (см. (2.3)), т.е.
*>пж(*о) = р т = 1,2,...Доказательство. Из построения подсистемы (2.1) следует, что дробление но­сителя функции {^>п„(։)}*С֊х точками {х^. }т=э* ОДНО и тоже для любого на-турального к, а также Д{ бление носителя функции {¥>п„_։ (։)}“=» точками{г"п. )т=3к֊1 одно и т°жс дл։ любого натурального к.Следовательно, точка хо = Нтт_.Оо делит носитель функции(Л = 1,2,...) на части, отношение которых одинаково для всех значений к.Ситуация та же и для функций {у’п։»(х)}я^։- Не трудно показать, что это отношение1/3 12/3 для («)}£:1 и 2/311/3 для (2-4)Следовательно, по определению системы Фабера-Шаудера следует, что

^п.(։о) — 3, т = 1,2,...



50 АЛ. СлргсянСледствие I. Из вышеприведённого доказательства следует, что Предложение 1 верно также дла подсистемы системы (1.2), в которой первой функцией является функция ^П|(х) подсистемы (2.1), а для любого т — 1,2,... носители функции ^>Я։т(х) и у>п։т+1(х) являются, соответственно, правыми и левыми половинами интервалов Дп։в., и Из определения системы (1.2) вытекает, что для этойподсистемы будем иметь
lim х lim = *0 - О,

m -»oû= 1о + о,

Следствие 2. Из свойства локальности системы Шаудера, Предложения 1 и Следствия 1 следует, что для каждой функции ¥>„(։) = *(х) (п = 2,3,...)существуют точки тг(п) и хя(п) и подсистемы {¥»„m(i)}~=i и {(х)}։ системы Фабера-Шаудера (^,(х) = ?*(х) = у>„(х), является левой по- ловиний носителя Дп. а Д„։ является правой половиной носителя Дп, mes Д£, = 
mes = ^4^ г. m = 1,2,-..) такие, что

ОС
П = xi(n)՝ 

m = l
П = «я(п), ш = 1

= vi,t, = и.(п), т= 1,2.......

«>.»(։»(")) = vi, ., (։«(")) = Ул(п). m = 1,2..........
JÎ5. **■- = ։i(n) - ’• Jïï5. = ։b(n) + 0, 

JL“ = ։«tn> + °' JL“ <-4. = ։«<") - °՛21£(п)։ тд(п) € Ео, уь(п) = уп(п) = -, п = 2,3,... ОЯсно, что плотности этих подсистем равны нулю. Обозначим совокупность таких подсистем через Ф и отметим, что с помощью простых расчетов нетрудно доказать, что Ео является множеством всех возможных точек хь(п) и хя(п) (п = 2,3,...).Предложение 2. Прямой расчёт показывает, что функции ^п,(х), ^>П](х) и (Рп,(х) принимают одно и то же значение 2/3 в точке 1/3. Тогда, согласно свойству локальности системы (1.2), все функции подсистемы (2.1) принимают значение 2/3 в точке 1/3.



Квлчигриди системность некоторых подсистем ... 51Далее, пусть х0 € [0.1] - точка, где функции подсистемы Ф$ = [у»п.(։)}“-1 € Ф принимают значение 2/3. Ряд |<р„.(х) - ^И։_,(х)| сходится о каждой точкех € [0, 1], так как в точке х0 её сумма равна нулю, а в остальных точках х € [0, 1) он представляет собой конечную сумму. ПоложимМ։)= £ ~ (։)1.*=>+! > = 1,2..........
Лемма 1. Для каждой подсистемы {у>п*(։)}*°=1 = $$ € ♦£х(х) < 3 , Ух € [0,1].
Доказательство. Используя свойство локальности системы Фабера Шаудера и Следствие 1, докажем наше утверждение только для подсистемы (2.1), поскольку для прочих подсистем Ф$ С Ф доказательство аналогично. Согласно определению системы Фабера-Шаудера и построению подсистемы (2.1), для любого натураль­ного числа ) > 1 0,1,1£>(®)֊Ь,+1(х) =■ |у>„>+1(х)-у»п/х)|= 2'

при х€ ([0,1)\Дп^и{хо}.□ри х = х„,,
При Т — ’линейна и непрерывна между всеми соседними точками из (х**К=у-Э {хо}- (2.5)Итак. равна нулю на [0.1]\ДцР и представляет собой ломаную наДпр с абсциссами вершин тЯд, *о (где хЛ(->) и хп<> СУТЬ концы интервала△п|» т.е. — 0| ^по !)• •Используя (2.4), (2.5) и определение подсистемы (2.1), не трудно доказать, что

з
£1(х) - Ьз(г) = У2 Д>(*) —

/=1равна нулю при х = То, равна 1 при х — тЯ|, равна 1/2 4- 1 при х — т*а и равна 1/2 4֊ 1/4 при х = гя>, кроме того, нетрудно доказать, что £1(т) - 1з(х) линейна и непрерывна между всеми соседними точками из !тПм и {го} (т.е.представляет собой ломаную с абсциссами вершин хП1, Хц.ф $о)| а
I



52 A. A. Саргсянравна нулю при х = Хо, равна 1 при х = хВ1, равна 5 + 1 при х = хЯ։,..., равна 52*-! ПРИ * = «п, и, наконец, равна £*=1 Л ПРИ х = х"։+с Кроме того, £։(х) - £։+,(х) = $2‘ = ։ Ь)(*) - £| + 1(х) (։ > 1) линейна и непрерывна между всеми соседними точками из {хП։ и (։о}։ т.е. представляет собой ломаную с абсциссами вершин хП|, х„։..........®п1+ц ®о (число вершин этой ломаной на единицубольше числа вершин ломаной, которую представляет собой Ь\(х) — £,(х)).Из вышесказанного следует, что £։(х) = А>(։) ~ Ь>+1(®) равна нулю прих = х0. равна 1 при х = х„։, равна | + 1 при х = хи>, равна 52*=։при х = хп.............линейна и непрерывна между’ всеми соседними точками из}* = ։ и {то}. Т.е. представляет собой “ломаную линию" с абсциссами вершин(х<։»1*с=։ и {®о}- Следовательно,£*(х) < 3, Vx € [0,1],
так как £i(x0) = 0 h £։(xnJ < 3, Vi = 1,2,...Замечание 1. Не трудно показать, что Лемма 1 верна и для всякой подсистемы системы (2.1).Пусть (2.6)
и пусть А - некоторое конечное число. Тогда, по схеме Римана переставим члены ряда (2.6) так, чтобы он сходился к А. Обозначим члены переставленного ряда через А*, т.е. ООЕ = А (2.7)

*з!Рассмотрим ряд вида I кОО (2.8)
*=1где{^пД։))“։ еФили является подсистемой некоторой системы Ф$ Ç ф. Пусть € [0,1] - точка, в которой функции этой подсистемы принимают значение 2/3.Тогда ряд (2.8) сходится в точках г € [0,1], поскольку

(см. (2-7)) и представляет собой конечные суммы (см. определение Ф), когда т € [0.1)\ {хо}.



Кпазмгрили систгмн<м:ть некоторых подсистем ... 53Положим
ОО/(*) = ЛгРяДи).

*=1Имеет мести следующее утверждение.Лемма 2. Ряд (2-8) рлвномердо сходятся к Цх)Доказательство. Положим
‘=1

ООи ЯД։) = ^Ак<рл„(г).

Тогда, в силу (2.7), для л го с > 0 существует некоторое уо € N такое, что
(29)при ] > ]о- Кроме того,

ООЯД։) = *=0поскольку А4 = гк - г* + ։, и поэтому
ОО

ЯД։) = «,¥>*,(։) + £2 гк{у»вД։)-¥>„._,(։)}. 

* = >+1Следовательно, так как ||^п(г)||с(о, 1) = 1, п = 0,1,... получаем
ОО|ЯД։)|<|гД + 12 Ы1^Д։)֊^_Д։)|, »=/+1и с учетом (2.9) |ЛДх)| < |{1 + ГДх)}.Следовательно, |Я;(х)| < € согласно Лемме 1 и Замечанию 1.§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМДля заданной точки хо € пусть Ф$ = {к(т))- подсистема системы Фабера-Шаудера такая, что30 2Р] Дп, = х0, ¥>„> (хо) = ֊ (* = 1,2,...) 4=1



54 А. А Саргсян(ясно, что либо Ф$ входит в Ф либо является подсистемой некоторой системы ф$> € Ф. т.е. р($) =0.) И։ Леммы 2 следует, чтоОО/о(х) = \ € §рап(ф$),к —1где (Л* }£°_1 ֊ члены ряда (2.7). Из построения ряда (2.7) следует
Ст(/о.Ф,а. го) = <?т(/о. Ф$.<5Мо) = 52 ^(кЦРп^Дго) = 52 «*

*=1 Л4 = 1при некоторой о € ^(/о-Ф$) = 0(/о»Ф)- Нетрудно видеть, что
lim Gm(/0. Ф. <т, г0) = 4-оо 

ГП->ОСдля любой <г € Р(/о,Ф$) = £>(/о.Ф). Следовательно, ввиду р(5) = 0, получим доказательства всех теорем.Автор выражает благодарность профессору М. Г. Григоряну, под руководством которого выполнена эта работа.
Abstract.A necessary condition implying that a Faber-Schauder subsystem is quasi-greedy in C(0,1) is obtained and not quasi-greedy subsystem of O-density is constructed in C(0,1).ЛИТЕРАТУРА1. S. V. Konyagin and V. N. Temlyakov, ‘‘A remark on greedy approximation in Banach spaces”. East J. on Approx., vol. 5, pp. 1 - 15, 1999.2. P Wojtaszcxyk, “Greedy algorithms for general systems”, J. Approx. Theory, vol. 107. pp. 293 - 314. 2000.3. R. A. De Vote, V. N. Temlyakov, “Some remarks on greedy algorithms”, Adv. in Comput. Math., no. 5, pp. 173 - 187, 1996.4. M. Г. Григорян. “О сходимости в метрике ZZ гриди алгоритма по тригоно­метрической системе”, Иэв. НАН Армении, серия Математика, том 39, К* 5. стр. 1 - 14, 2004.5. М. G. Grigoryan, “On the algorithm of greedy”, Harmonic Analysis and Approx­imations, II, International conference, Abstract, 2003.6. С. Л. Гогян, “Подсистема Хаара как квазигриди базис", Доклады НАН Армении, том 105, К* 1, стр. 5 - 9, 2005.7. S. J. Dilworth, N. J. Kalton, D. Kutzarova, “On the existence of almost greedy bases in Banach spaces", Studia Math., vol. 159(1), pp. 67 - 101, 2003.8. J. Schauder, “Zur Theorie etetiger abbildungcn in functionalraumen", Math. Zeit., vol. 26, pp. 47 - 65. 1927. Поступила 13 марта 2005
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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ ХАРДИ И ДЖРБАШЯНА С ВЕСАМИ МАКЕНХАУПТАР. Ф. Ill амо ян
Брянский государственный университет, Россия 

E-mail: rshani@mail.ru

Резюме. Получены неравенства для классов Джрбашяна и Харди с весам» Макснхаупта. Эти неравенства использованы для обобщения некоторых хоро­шо известных результатов о проекциях и мултиндикаторах в классических про- < транствах Джрбашяна.

ВВЕДЕНИЕОсновная цель этой работы получение оценок в пространствах Ар аналитичес­ких функций с весами Макенхаупта на прямой R1 или на плоскости R’. Эти оценки далее используются для обобщения некоторых теорем из [б], [9]. (12] ил пространства Харди и Джрбашяна с весами Макенхаупта. Автор надеется рас­пространить эти результаты на полидиск в отдельной работе, готовящейся к печати.Хотя матричнозначные и другие многомерные варианты пространств AF в настоящее время интенсивно изучаются, много •Л Г омерных вопросов. связанныхс пространствами Ау остаются открытыми (см., например, [3], [7] и указанную՛ там литературу).§1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ Определение 1. Весовов։ функцие» в назовём любую локальноинтегрируемую функцию u/(z) со значениями d (0,4-ос) для почти всех х € R (в частности dn(w = оо) = dn(w = 0) = 0, где dn - мера Лебега в R ). см. [10). Неотрицательная мера о/ принадлежит классу Ар, (1 < р < 4-оо), если8UP (rSl / w(x)dz) (|Н| / dx) < (1
qch* \1<?1 Jq / \ IVI Jq 7



56 Р Ф Шамоянгде супремум берёте« по кубам (или шарам) в R", см. [10)), а |<?| - его мера. Вес > 0 принадлежит ЛДй"), если дли почти всех г € R" имеем
М (ы)(х) — 8иР (Г)

где суп|>емум берётся по всем шарам В С R” или кубам С R", содержащим точку х. а С\ > 0 - постоянная.Всюду ниже. О = {х : |х| < 1} - круг единичного радиуса на комплексной плоскости С, Т = {х : |х| = 1} - его граница, Н(О) - класс всех голоморфных в О функций. <1т(() и </п»։(х) суть нормированные меры Лебега в ~~ и Ю соответственно. Н* (0 < р < +оо) - пространства Харди в круге. Обозначим через О’/ - {г^ : 6 /. 1 ֊ |/| < г < 1} известную коробку Карлесона, где Iдуга на Т, а через Р(д) интеграл Пуассона функции д € ЬДТ). ПустьГ(() = {х € О: |1 — ?х| < 1 — |х|, *€Т}
конус Лузина и△|к = {« = : £ € /.*, г€Л = (1֊2-к,1-2-к-х)}, !△,*[ = п»з (△,*),М = {< €Т:аг8{ € » =-2к..........2к ֊ 1,
где интервалы | уг, (к = 0,1,2,...) являются диадическим разбиениемкруга (см. [9]). Обозначим через А*к. строящиеся по △,*, расширенные диади­ческие четырехугольники (см. (9)).Через Мд в (Г) и всюду ниже обозначается максимальная функция Харди- Литтлвуда (см. [10]), С, Сд, С(а) всюду ниже положительные константы. Ре­зультаты параграфа 2 навеяны следующими обобщениями известной теоремы Карлесона, установленными сравнительно недавно и изложенными в [1] [3).Теорема А. 1) Пусть функция и > 0 и € £1(Т). Предположим, что р > 0 - мера в О такая, чтоЛ(0(ИС))Ч*К) < Саы(ж) = С^Р^МО <М4), (1">
где х £ Ю, Сз - константа, а = (1 — |х|2)/|1 — £х|2 - ядро Пуассона. Тогда 
для любой функции / € Ь2 (Т, и՜ 1) имеет место неравенство :/в1/7(С)|’.МС) < С'Ут|/(£)|’(а.(())-։<<т«).



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна... 57

2) Пусть ы € А у и р мера Карлесона в О. Тогда |/(ж)|’ад</я(х) < С /

для любой функции /(г) из классаИ’м = {/ е я‘(Т); Ле՛') е £.’(«<«)}.
3) Пусть ы € Ь1 (Т) и пустьЯ'М = {/ € ЯХ(Т) : /(с'*) 6 , 1 < р < 4֊оо.Тогда

[ ц>°/он»<ад։) <с [|/(г')Г«(омв. 12130 УТ

где о> € Ар и а = 0. Если р(Ы) < С и»с££. и д(0/) < С|/|1+< для
некоторого е > 0, то (2) имеет место при ш € А,, а = 1.Нам в дальнейшем понадобится следующая лемма из [3].Лемма А. Пусть ш € А2(Т) - вес Макенхаупта. Тогда для любой меры
Карлесона р в □> имеем

[ Р,(С)^р(С)<Сы(к).
ЗрБудем говорить, что весовая функция ы удовлетворяет условию (£>), если

О < д < 4-00,где К = △,* (/,*) (к = 0,1,2,.. , • = ֊2*...........2‘ ֊ 1) ֊ “куб՜ в й2(а).§2. НЕРАВЕНСТВАОдна из основных целей этого параграфа - получить некоторые обобщения известных теорем вложения <в частности, теоремы вложения КарлесонаI напространства голоморфных функций в 3 :
ЯГ(О) = </6^(Т)ПН(О): / аир |/(^)Г рИ) I VУт \«€Г(() / 1/я 1

<+оо> ,0 < Р < +ОС,

где ы € Лр для некоторого 1 < р < +оо (в обзоре [7] приводится ряд утверждении о распространении известных теорем о пространствах Харди ЯЯ(Э) на Н^։^)1 иЛ'(и/)= //€ 2/(П))ПН(0): / |/(х)Гы1(х)4тНя)<+оо| (0<р.э<+эс) I Уо )в духе Теоремы А. В качестве приложения, в ^3 приведены обобщения известных утверждении о коэффициентных мултипликаторах, функционалах и проекторах в пространствах и Ар(ы).



5« Р Ф ШамиянТеорема 1.1) Пусть 1 < д < р < +оо и ы՜’ € Л,/р+1(й3) мера, удовлетворяю- 
щая условию ш՜* € (I») я пусть / € Н(0). Тогда

■’(1 - |»|)”"-։ Лп։(*). (2')
если — /д. |/(։)|.^(х) < С
2) Пусть 0 < д < 1 и функция ш такова, что * € Л[ м ы՜’ € (£). Тогда для 
любой функции / € Я (О) имеем

(/' М,(/,г)»(г) Л-) < С,., 1՝ И'(/,г)(и,(г))-’(1 - г)«-։Л-, (2")
где

м;= Лягорлп«).
Определение 2. Будем говорить, что неотрицательная борелевская мера д удовлетворяет ыа-условию Карлесона (а € R), если для некоторой весовой функции и е Ь}«(Т)

вир
где ₽(«) = £2։*я(Д„)Ад.ь(г).
Ниже будем предполагать, что ы Е ЛР(Т) (1 < р < +оо) и р' такое, чтоМР+ МР* = 1- Нам понадобиться следующая легко выводимая формула [6] :

/’ = / ( [ ֊г4<М*)) а™«).■'О 1 -1*1 / (2"')
где < € (0, +оо), а р - положительная борелевская мера.Замечание 1. Легко видеть из доказательства утверждения 1) Теоремы 1, что подобные (2 ) формулы верны и в несколько более общем случае, когда с/тз(х) заменена весом (1 - |г|)°(/т2(г ) (а > -1).



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна. 59Теореме 2. Пусть ш G ЛР(Т), (р > q = 1,2,...) я пусть р - ыо-мер& Карлесона.
где а = -q/p- Тогда для любой функции / € Н* удовлетворяющей условию1(Ю max|P(g)(x)| [ \f(z)\4m2(z) < J- [ |P(9)(z)||/(z)|’dm2(z)1Д“ J ^д;ь
для любого к — 0,1,..., ։ = —2й,..., 2й — 1. любой f € и g E имеет место оценка :

f !/(*)!*Г(4) 1 - Н < С||/|К (3)dp(z)
Замечание 1’. Для ы = С, первые два неравенствагЬе в (2’) и (2")хорошо из­вестны и имеют много приложений в теории пространств голоморфных функций (описание ограниченных линейных функционалов, теоремы вложения, теоремы о мултипликаторах и т.д., см. [3], [9]). Некоторые следствия (3), известные при 
и = С, приведены в параграфе 3. Без условия (V), Теорема 2, в силу (2՜ ) являет­ся обобщением классической теоремы Карлесона (случай ы = С, р = д Теоремы 2) и теоремы У. Кона из [6] (случай ы = 1, д = 1 теоремы 2). Ограничение (V) на наш взгляд, заслуживает отдельного изучения.Доказательство Теоремы 1. Нам понадобится следующее простое утвержде­ние : если вес удовлетворяет условию Макенхаупта (р > 1) на комплекс­ной плоскости, то для любых к = 0,1,2,... и I = —2й,..., 2й — 1 имеют место соотношения :(а) вир т-г—: / ы(0 dmj(^) < Cu(z), z € Д.к.р — 1, (3 )*6Д.» I ^д(*(6) вир f -Ц [ u(z)dm2(z)\(-^— [ (w(z)Y dm2{z)\ < +ос. р> 1.
Для доказательства (3,z), достаточно заметить, что для любого △,* <_ D — 0,1,2,..., i = -2й,...,2й -1) найдутся кубы К2.К2 С R2 такие, что К։ С △;» С 
К2 и С։|К.| < !△>*! < |Я.|С։ (» = 1.2) ял« некоторых постоянных С։ и С2 Для доказательства (3’), см. [9], стр. 40.Нетрудно проверить! что

тах|/(х)|*



во Г Ф Д/дмоянУчитывая субгармоничность |/|*. получаемшах |/(*)|* < [ |/(*)|Мт։(х), 0 < я < оо,• €А.» |Д,к|где △,*։ (к = 0.1,2,..., » = -2*,..., 2* - 1) суть увеличенные диадические кубы (см. (9)).Далее, при з = д/р + 1 используя (3”’) и известное “обратное неравенство Гёльдера" для весов Макенхаупта (см. [10]), получаем -₽/« ч/г|Д.,|(«-• € Л.) < |Д,*|,/₽ ( [ (и.(։))-’йт։(2)') -±- <
< (△.а!172 [

Далее $ < £ -’^т։(х) <1“.,1 А;,
где последняя оценка следует из соотношений(1 -1*1)’~2-։‘ЧА.*1Х€Д.*,и оценки (см. [10]) /д;й 1/(г)1’(иг(2))~,<^п։։(2) 
вытекающей из (3 ) и неравенства (см. [9])|С(х)|’<йп։(г) < С, [ |С(г)|’<1т։(г), ч € (0, +«>), в е £’(©), (4")
которое вытекает в силу конечной ратност и покрытия {△**),Докажем оценку пункта 2). Рассуждения во многом сходны с рассуждениями приведенными выше. Очевидно, что



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна.к 1Далее, так как w Е ЛДЙ), то рассуждая как и выше (доказательство оценки (4), пункт 1)), получаем/ Л1-2"**1 \ 9 ./ («,(г)) v,dr <2-*1«-»/ H|։|))*d(kl) («.=«-•).уп-э-* / Ji,Далее, очевидно, 
М’(/,г»)< dr

где rk = 2՜* ։. Следовательно, учитывая аналог (4') для 7* = (1 - 2՜*՜1,1 — 2“*՜’), окончательно получаем
JoДоказательство теоремы 2. Наши рассуждения в корне отличаются от рас- суждений У. Кона из [6], и основываются на свойствах новых функциональных пространств, введённых в работе [5]. В отличие от 6], наши рассуждения обла­дают преимуществом, так как отделяют условие на р, “расщепляя” дир, что позволяет получать новые условия на р и новые теоремы вложения.Пользуясь соображениями двойственности, при д € (<££), получаем

5 = / I / ГТ7 ^(г)) атп{‘}
/т \/г«) 1 - И / Л/по 1 - 1«1Меняя порядок, интегрирования, получаем %

з=[ |/<«)г|С-9(«)|ая(х), Лги։(«)»(О<М0-
Известно (см. [6]), что |С’(։)(х>1 < <<”>где Р(д) - интеграл Пуассона функции д. Далее (см. [9]). имеем5< [ |/(х)|*|Р(9)(к)|<М։), (5)

JD

5 <22 [ |С(я)| 4д(х) < с 22 #*(△>*) (б)



62 Р Ф н лмояншах |С(х)| < гпах |Р(0)(х)| тах |/(х)|*.|(Д1Й *€Д։ь Ю(*)| = |Р(9)(х)||/(х)|<.где, как и выше,
△.» = {г< : г 6 (1 ֊ 2-‘, 1 - 2՜*՜1). ( = «'*, < * < *(» + 1)2՜*} , (7)

к = 0.1,..., « = -2*,..., 2* - 1. Известно [9], чтошах |<3?։(*)| < ( [ |С։(х)| 2« |С1(х)| = |/(х)|'. (Г)\/д.* /Следовательно. учитывая (4"’), (5), (V), (6) и (7’), получаем
5<У[>1/(х)1’|Р(9)(х)|522։‘д(Д.*)Ад.։ ата(х). Ад;, = 0, г *

Используя неравенство, доказанное в [5]
Г /ИуИ1 / 8ир |у(х)|вир [ <йп2(г) <1тп({) (8)

Уп 1~и1 ^т*ег(о се/ Уш 1 ~ Ии тот факт, что ядро Пуассона оценивается сверху через максимальную функцию Харди Литтлвуда, получаем 5< [ |/(։)|։|Р(?)(г)|5222‘д(Д.*)Ад:/т2(х) < [ |/(х)|»|Р(в)(х) |р(х)ат2(х).
(9)««Р [ [ вир |Р(0)(х)| вир |/(х)|,(ы(£))’/яат(0 =

& Уги УТ։£Г{() л€Г(С)= X $г, (9՛)
У>(х) = £2։‘Мд.ДАд.д(х)).

Неравенство дли вытекает из неравенства Ггльдера с показателем р/ц (р > 9 • и из теоремы Харди-Литтлвуда (см, [7, 10]) об ограниченности оператора Мд : £* —> £' при в > 1. Наконец, легко показать (см. (10)), что 5?(и>) < ||д||с«гаМ при а = -д/р (см. [4]).Замечание 2« При ы = 1 ид = 1 неравенство (3) теоремы 2 было установлено У. Коном в [6]. Из (2'") легко видеть, что результат У. Кона обобщает теорему



Теореыы вложения для пространств Харди и Джрбашяна 03Карлесона при р = д = 1. Действительно, достаточно учесть, что при |Д* 2՜” и (см. [4])
|7[5 с/в]Г^р(։ ֊

при ш = 1 и д = 1 имеем
-= си 1Л

■ир^2։‘м(Дм) /* --1- <•со ,. Уд- |1 - »*Г■ I • • •< «ир(1 - |«|) / гг М^-ц 8иР Л / (10)•еБ Л) II -®х|’ си |/| }щ§3. ТЕОРЕМЫ О МУЛТИПЛИКАТОРАХ И ПРОЕКТОРАХВ ПРОСТРАНСТВАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ И ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ С ВЕСАМИ ТИПА МАКЕНХАУПТАНачнём с доказательств двух утверждений (известных при ы = С) для про­странств Джрбашяна с весами Макенхаупта. Доказательства опираются на Лем­му А и Теоремы 1 и 2. Затем мы рассмотрим операторы свёртки и проекти­рования, действующие в Я* и А*(о»*). Сделаем сначала несколько замечаний, вытекающих из утверждений доказанных в §1.Из (2') легко вывести, что если $(х) функция класса
вир |Р/*+1д(х)| |ы(х)|"1(1 - |х|)4+։-±Г < +оо, «ей (11)

то формула
/(г<)5(г<) <йп(0порождает ограниченный, линейный функционал на пространствеЛ’(иГ«)={/ € Я(Ю) : ||Л|*.= ^1/(*)Г(«(*))’’(1 " И)°<*т։И<+* } .° (12)где д < 1 и ы՜* € Л1(И])П(2) (это утверждение известно из [9] для ы = 1 (или ы = С), так как А£ = А£(1)).Используя (3) и (2'), (2"), можно легко вывести различные оценки, связывающие пространства Джрбашяна (или со смешанной нормой) с весами Макенхаупта с



64 Р Ф Шамоянпространствами Харди с весами Ар. Кроме того, для функций из пространств А£ имеет место известная оценка (см. [9]) :С||/11л: (1 - |х|)(։+о)/₽’!/(*)! < О < р < 4֊оо, а > -1. (14)
Для пространств Л* (о/ *), си 7 € 41 имеет место бобщение оценки (14) :сН/11л»(и,֊«)

< (1-Н)° [ «֊’(<) </т։(()■/В 1/«’ (15)
Действительно, если х € ИХ то В (х, Цш) С О, и из (4') и субгармоничности функции |/(х)|*. для любых 0<? < х и в > —1. получаем

(1 - |«1Г1/(»)Г < ~ / 1/(С)1’(1 - |С|)-Л»։(С) < 
1^1< ["’’Ь, (/ (“(*))■’■'”>։(։)) / ֊ |«1Г («(«)) ՛’*>>։(։).

Аналогично случаю “обычных” пространств А£(ы) и А^(и>), р ф д, из оценки (15) можно получать различные вложения.Хорошо известны также следующие утверждения (см. [9], [11]) : (») при любом а>-1,0<р<1и/?>0 таких, что а > 0 + 1/р - 2, оператор(т«/)«) = /т (Г֊^1 -
где д(х) = (1 - |х|)‘’,,_1<йп2(х), отображает ^Ар(1р_1 в пространство Л5я_։(0). Далее, (й) если «(х) > 0, 1 < р < +оо и Лра(г) = (1 - |х|)°^т2(х), то Та отображает 17 ( £>, ш(х)</ра(х)) в себя, если

(г \ ^ряир(1 - |х|)-(’+о) ( / ы(х)(1 — |х|)“(ЙП2(х) ) X*€1> \7п/ /х(/ («(։))-,/’(1-|х|)“<1т։(։)’) ”<+«>, 1+1 = 1.
\Jvij / Р ЯУтверждение (I) является вариантом обычной теоремы о проекторах из 17а в Л£ (Р > 1) (см- [$])՛ а Теорема 3 (которую мы докажем опираясь на Теорему 1) является его обобщением для 0 < р < 1. Теорема 3 одновременно касается ограниченности проекторов в классе ЛА^ы) функций гармонических в круге и имеющих конечные квазинормы ||/||Ля(ы> (0 < р < 1). Кроме того, Теорема 3 даёт аналог (ц) для гармонических пространств Джрбащяна с весами Макенхаупта Ар (0 < р < 1) и является основным результатом, опирающимся на Теорему 1.



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна. . 65Теорема 3. Пусть /3 > 0, 0 < д < 1 и а > 1/д - 2 + 0 суть числа и пусть 
9-,(х) € (Ж?) Г'ЦЬ). Тогда оператор

И’1“” = /в (гМ?-1«’1 -
ограничен и отображает ЛЛ?,?_1(р-։) в Л’ ։(1).Доказательство следует из последовательного применения оценки (2') и следу­ющей опенки

С 
(1-И)“֊*֊’’

г < 
в|1-О1“ «։ > * + 2,

Очевидно, при <?(г) = 1 Теорема 3 даёт утверждение 1) Теоремы 1.Наконец, дадим ещё одно применение Теоремы 1, теорему о коэффициентных мултипликаторах классов Л£(ы) и Эта теорема обобщает известные утверж­дения (случай ш = 1) из [12], [14].Напомним, что (см. [12]) последовательность {с^ }а>о называется коэффициент­ным мультипликатором из X в У (где пространства X и У суть некоторые подмножества иэ Н(Ю)) если для любой функции /(г) = ^4>оа*;к % функ-ция р(г) = У24>оа*с**к принадлежит множеству У. Через Мт(Х,У) обозначим пространство мультипликаторов действующих из X в У.Теорема 4. Пусть 0 < р < 1, 0 < д < р, 4 > 0 и о > -1 суть числа. Тогда

МТ (Л* (ы). я,” 00) = 9 € Я(П» : вир М^д, |к|)(ы(к))-1/’(1 - |я|)‘+1/’< I лев
где 7 = (а + 2)/д - 1,

Яро° = { / € Я(И>) : зир Мр(/. Н( 1 - г)' < оо,
где ы определена в |с| < 1 до (Г), ш € Лг(Т) - вес Махенхаупта, (ы(х)) €л1(й1)П(ь), ад>1,и 
Мт(Л’(«),Л5) = д € Я(Р) : вир М,(Рд, |х|)(1 - |х|)*(ы(х)) -1/«

где нл функцию и/(г) и параметры наложены тс же ограничения

Д>0, а>-1, в = 1/7-К/3+1)/р, а€(29/р֊2.29/Р֊П-



ее Р. Ф. ШамоянМы только вкратце очертим доказательство этой теоремы. Доказательство вло­жений С стандартно и опирается на Лемму А, теорему о замкнутом графике и подбором пробной функции //(։) = (1 - xz)"(m+l,t (m G N) (см. [12]). Для дока- затеиьства обратного утверждения, необходимо использовать Теорему 1 и факт, что мера
= (1 - о>0' И*)16(О,1). хе о,является мерой Карлесона.
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ВЕЩЕСТВЕННАЯ ФОРМУЛА ОБРАЩЕНИЯ ДЛЯ 
ДВУСТОРОННЕГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

С. Б. Якубович

Университет г. Порто, Португалия 
E-mail: syakubov@fc.up.pt

Резюме. Для двустороннего преобразования Лапласа F(x) = / «’‘♦(t)A.
У-ос

х € R, определённого для любой фу։ ИИ ф(0 G ioc(R), удовлетворяющей
условию Ф(!) = 0(e_co.hQ։) при |4' -+ оо для некоторого о > 1. доказана
следующая формула обращения 

Ф(т) z € R.

где сходимость понимается или в смысле £р-нормы (1 < р < оо), или почти 
всюду. Если функция Ф представима в виде преобразования Фурье £}-функции, 
то сходимость равномерна для всех х € R. В гильбертовом случае р = 2 полу­
чена скорость сходимости аппроксимирующего оператора. Также получена со­
ответствующая формула обращения для преобразования Медлина вещественной 
переменной.

§1. ВВЕДЕНИЕ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Настоящая работа посвящена двустороннему преобразованию Лапласа [3], [9] 

вещественной переменной

F(z)= [ ех1Ф(*)<Й, rGR, (LI)
J-ОО

Работа выполнена при поддержке фонда 'Centro de Matemdtica университета 
г. Порто, Португалия.



68 С. Б. Якубопи ч

где Ф(<) - почти всюду ограниченная, комплекснозначная функция на R, т.е. 
ф(|) С Б«, (R), поведение которой на бесконечности заведомо обеспечивает абсо­
лютную сходимость интеграла (1.1). Устанавливаются некоторые интегральные 
разложения и разложения в виде рядов для класса функций Ф, приводящие к ве­
щественной формуле обращения для преобразования (1.1), что заполняет пробел 
в вещественной теории обращения для двустороннего преобразования Лапласа и 
преобразования Меллина.
П|>ео6разование Меллина вещественной переменной (см. [б]) легко получается из 
(1.1) простой подстановкой е' = у, приводящей к интегральному представлению 
Меллина

Р(х)= [ х € R. (1.2)
я/0

Если Ф(4) является чётной (или нечётной) функцией на R, то /’(х) также чётная 
(или нечётная) и может быть, соответственно, представлена в виде

Б(х) = 2 [ совЬх< Ф(<) Л, 
Уо

Г(х) = 2 [ ашЬх<Ф({)<Л. 
./о

(1.3)

(1.4)

Далее, полагая о (1.1) х = я из вертикальной полосы < Кг < <7^ комплекс­
ной плоскости (двустороннее преобразование Лапласа), при некоторых условиях 
Р{х} будет аналитической функцией внутри вышеопределённой полосы. Исполь­
зуя преобразование Фурье, получаем формулу обращения с интегрированием по 
вертикальной прямой комплексной плоскости Свойства ограниченности двусто­
роннего преобразования Лапласа комплексной переменной могут быть получе­
ны из соответствующего одностороннего преобразования, где интегрирование по 

— (0, 4-ос). Например, если 0 < х < оо, то для одностороннего преобразования 
Лапласа

Г(х) = [ е-г|*(1)Л
Л)

имеет место хорошо известная вещественная 
[3). Ш - [»)):

рмула обращения Видера Поста

.. \ I- (~1) /п\п + 1 /п\Ф(х) = 1пп ---- — (-) Г(п)[-
л-фоо п! \х/ \х/

где - п-ая производная функции Р.
( у шествуют различные подходы к вещественным формулам обращения для од­
ностороннего преобразования Лапласа и его итераций. Последние принадлежат



Вещественная формула обра • • • во

классу более общих преобразований типа свёртки Фурье и Медлина с гипергео­
метрическими ядрами. В этой связи следует отметить хорошо известны»- преоб­
разования Стилтьеса, Мейера. Вейерштрасса, и т.д. (см. [3]).
В работах [2], (3], [9] применяется метод интегрального представления Меллина 
Барнса (см. (4)) на основе разложений в бесконечные произведения отношений эй- 
леровских гамма-функций [1]. Вероятностный подход к вещественным формулам 
обращения был применён в работе [5]. Скорость сходимости аппроксимирующего 
обращения одностороннего преобразования Лапласа рассматривалась в работах 
[7], [8].
Прежде всего укажем некоторые достаточные условия, при которых существует 
двустороннее преобразование Лапласа (1.1), и его оценку для всех г € И.

Лемма 1. Для л. и функции ♦(<) 6 Lqo(R), удовлетворяющей условию Ф(Г) —
0(е“со>Ьа<) при |1| —► оо. а > 1, существует двустороннее преобразование
Лапласа (1-1), причем его интеграл абсолютно и равномерно сходится на л
компактном множестве из R. Кроме того.

2С 
|F(z)|< — Я,/о(1), х е а. (1-5)

где С > 0 - постоянная не зависящая от г, а Кк(х) - модифицированная функция

Бесселя.

Доказательство. Прямое вычисление даёт

|F(z)| <
егГ|Ф(«)|Л < С [ e^e'^^dt =

= — е_СО1Ь։соаЬ /«А л = ?£ЛГж/в(1)։ (1.6)
а ./о \ ° / °

где Кр(х) ֊ модифицированная функция Бесселя (см. [1]), имеющая интегральные

представления
К„(я) = [ е <с<жЬ" cosh i/u du, 

Jo
(1.7)

(1.8)

Доказательство Леммы 1 завершено.
Обозначим через £р(й; ы(«)Л«) весовые лебеговы пространства функций, для

которых

i/r
ОО, 1 < р < оо. (1-9)
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Тогда гильбертово пространство Lj(R;очевидно, содержит все функции 
ф(t). удовлетворяющие условиям Леммы 1, и

|Ф(*)|2 е‘*Л < С Г e'3-3co*ba,dt < оо. 
J — ОС

Лемма 2. Если Ф € е*’(11), то существует двустороннее преобразование

Лапласа (1.1) в виде интеграла Лебега, являющееся бесконечно гладкой функ­
цией, т.е. Б € С‘х>(й). Кроме того, все производные (е_,’/2Е(г)), п € No 

принадлежат Ьз^-.Лх) и удовлетворяют следующему условию :
3

dz < 2гп!||Ф||’։(К.в„ п = 0,1,2,... (1.10)

Доказательство. Очевидно

е-’։/’Г(г)= Г Ф^е’^’е'^Л.
* —ОО

Нетрудно проверить, что в последнем равенстве можно дифференцировать по х 
под знаком интеграла на любом компактном множестве из R. Поэтому имеем

~ (e-'/3F(z)) = Г dt =
dz- V ” J— dzn \ J

= (_1)"2֊"/г f ф(*)с‘’/2е- 
J — oo

dt,

где Нп(ук п € Но» является системой полиномов Эрмита (см. [б])« Используя 
неравенство Шварца и учитывая значение нормировочного множителя для поли­
номов Эрмита, получаем

£ (e-*>/JF(x)) ’ < 2- / ' |Ф(<)|М’.-^Л Г л =

*-оо J— ос \ у2 /

= 2- + i Г Г e~^H2(y)dy =
J-<Х) J-оо
= n’75irf (1.11)

J-oo
Следовательно, интегрируя no z и меняя порядок интегрирования, получаем 
неравенство

|Ф(4)|։е' / е՜ ( »J dxdt = 
J — ОО

= 2яп! |Ф(*)|2е‘Х 
J-ОО

откуда следует(1.10). Лемма 2 доказана.
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§2. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ФОРМУЛЫ ОБРАЩЕНИЯ
Следующая теорема является основным результатом этого параграфа.

Теорема 1. Если Ф удовлетворяет условиям Леммы 1, тоф имеет представление

. , . .. п Гл у- (-п)*е’<"+к+1)
= к,---------₽(-»֊*-!), ։€«, (2.1)

где F(—п — к — 1) суть значения двустороннего преобразования Лапласа (11) в 
целых точках. В (2.1) сходимость как по норме пространства Zp(R; dt), 1 < р < 
оо, так и почтя всюду. Кроме того, если Ф € £’(R), т.е. является преобразованием
Фурье некоторой суммируемой функции, то (2.1) сходится равномерно

Доказательство. Полагая

*п(х)
1-0

и используя асимптотическую формулу Стирлинга (см. (1])

nî ~ у2%п п” е՜", л —э оо,

(2.2)

(2.3)

находим, что функция Фп(т) эквивалентна, при п —> оо, выражению под знаком 
предела в формуле (2.1). Для того, чтобы оценить ряд в (2.2) для всех г € R. 
п € К, воспользуемся (1.5) и неравенством А'„(1) < 2|‘'|"1Г(|м|), и € 3\{0). 
которое легко следует из (1-8). Воспользовавшись формулой Стирлинга (см. [1])

Г(я) = О (x>-x/ïe՜1) , |г| -»• оо, (2-4)

получаем

(֊пеЧ* 
к!

F(—n — k — 1)
<f^1F(_n-k-l)|<

1=0

ею

к֊0

(2ле')‘ 
к!

где а > 1 и Сп.а > 0 ֊ некоторая константа. Следовательно мы можем подставить 
в (2.2) представление (1.1) для коэффициентов Р(-п - к - 1) и поменять порядок 
интегрирования и суммирования, в силу абсолютной и равномерной сходимости. 

Тогда вычисление внутреннего ряда даёт :
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(2 5)

Рассмотрим сначала случай р = 2. Очевидно, Ф £ Ь։(й;</4) Г» (R; (11) и значит 
допускает преобразование Фурье Ф(т) = € £։(Н;с/т). Поэтому, для лю­
бого п € И выражение (2.5) является свёрткой Фурье Ф с суммируемой функцией 
е-пг'е«(п + 1) £Х(Й;Л). Используя стандартное интегральное представление для
гамма-функции Эйлера и применяя тождество Планшереля (см. [6], Теорема 65),
вытекает

Фп(х)= 1 + »т)Ф(т)е~<г+1°8 ")'гЛт. (2.6)

Кроме того, из равенства Парсеваля и неравенства |Г(п + 1 -Нт)! < Г(п + 1) = п!,

ОО 2 2 2

и аналогично, получаем

■х 2

п,гп!
Ф(т) с/т, (2.7)

где интеграл в правой части, при л -» ос стремится к нулю, согласно теореме 
о доминантной сходимости и формуле Стирлинга (2.3). Следовательно, при 
р = 2 равенство (2.1) доказано в смысле сходимости в среднем, являясь искомой 
вещественной формулой обращения. 

Л
Если преобразование Фурье Ф(т) принадлежит £1(П1;4г), т.е. Ф £ £*(А), то 
функция Ф непрерывна на R. Поэтому имеем

1 
ж

|Ф„(։) ֊ Ф(г)| < ф|г) <(г < Д|Ф||£11К.аг). 
V

Отсюда легко следует, что (2.1) сходится равномерно.
Для того, чтобы получить сходимость почти всюду, воспользуемся формулой 
Стирлинга (2.3) и запишем

|Фп(х)-Ф(х)|< в-«я-‘в(»-»)(я+1) |ф(<) _ Ф(Х)|Л

< М/ ««•('-«) |ф(() - Ф(г)| . (2.8)
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где М > 0 абсолютная постоянная, а уп(у) = п(1 - е») + (n + 1 )у, 9в(0) = 0. 
Легко доказать, что -оо < рп(у) < дп(уо).уЕ R. где уо = log (1 + 1) естьточка.в 
которой достигается максимальное значение функции

9п(Уо) = (n + l)log 1 + - 
\ л пен.

Кроме этого, функция дп(у) монотонно возрастает при -ос < у < уо и монотонно
убывает при уо < у < ос. Поэтому, разбивая интеграл в правой части формулы 
(2.8), для малых 6 € ( ֊^, |) и достаточно больших п Е И имеем

|Ф„(։)-Ф(։)|<М(/1 + /а4֊/э), (29)

где
Л=^/ е’-<’-‘>|Ф(«)֊Ф(։)|Л.

/|։-х|<1/Ул

/, = / е»-”-‘)|Ф(<) ֊ Ф(х)| dt,
J\t-e\>l/y/n

h = V*f ^-<'-‘»|Ф(<)-Ф(х)|Л.

Для почти всех х € R и п -> оо, выводим

h<V^ ] е1/"|Ф(0-Ф(х)|^<е^ J

i/У" 1«-*1< ։/7"

|Ф(*) ֊ Ф(х)|dt = о(1),

в силу того, что Ф € 11 (R) и ։ можно рассматривать как точку Лебега функции 
Ф. Далее, беря д'п(у) = 1 + п(1 - е») # 0 при |у| > <5 и интегрируя по частям.

получаем

■<.». _____-
(1 + 1/п-е»)’

1\ е Г e9dy
n) + nJM>lH + l/n-«»)’

е _____ 1_____
п 1 + 1/п - е”

= О 
1»1>й

п -♦ ос.

Следовательно, так как |Ф(1) - Ф(։)| ограничена, то
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Для того, чтобы оценить 7а, запишем

ь " / ев"(»)|ф(х + у) - Ф(х)| Лу = 12.\ + 7։.։,

где
12л = у/пУ е,’(,)|Ф(։ + у) ֊ Ф(։)| <1у,

Т2.2 = у/Ъ[ е'"’*’|Ф(։ + у) -Ф(г)|</у.
У1/75»

Оценим только 12>2, так как 12д оцениваете! аналогично. Интегрируя по частям 

и используя у„(у) < 0, у € (1/>/п, 4), получаем

122 = у/пе,я,’) [ |Ф(х + и) - Ф(х)|Ли
Л)

—у/п [ ?я(у)«,'։*> I |Ф(х+ и) ֊ Ф(։)| <1и<1у =
Л/՝/»

Г*
= у пе*’1** / |Ф(х + и) — Ф(х)| Ли — у/пе9'^^ I |Ф(։ 4- и) — Ф(։)| 4и— 

Л» Уо

-\/п [ УУп(у)«,"(,)~ [ |Ф(г + и) ֊ Ф(։)| Ли </у =
Л/7п У '1о

- у/пЛе,’(4’о(1) +о(1) - о(1)>/п [ УУпСу)«"“’*'^

имея ввиду, что х - точка Лебега функции Ф. Легко видеть, что < О- 
Действительно, находим

дп(6) = 6 4- п(1 + 6 - ?) < 6 - < <5 - 5 < 0.

Следовательно,

2
1-уп(<5) 1-6 + п(е* - 1-4) п<52 к/п 6

В тоже время, имеем

у = Vп — у/п

= О(1) + 2-
2 
п <5

= 0(1).
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Поэтому, /։,2 = о(1) при 6 —► 0+ и п -+ оо. Аналогично, 121 = о(1). Итак, можно 
найти <5 > 0, для которого 12 достаточно мало и устремляя п —> ос. приходим к 
(2.9). Следовательно, (2.1) сходится почти всюду.
В случае общего р е (1,оо). мы вновь используем (2.5). Действительно, согласно 
включению Ф € Ьр(й;</х), применяя обобщенное неравенство Минковского и 
тождество 

_я + 1 />ОО
—- / с՜"* е‘<-+1»Л = 1,

п! /-ос

выводим

~|Фя(х)-*(х)|'</х) =

Рассуждая как и в (2.9), получаем

1/я
(210)

где

ея.(‘) |Ф(х -*) - Ф(х)|яЛх

•'!»!>։/ V*
х - <) - Ф(х)Г<к

1/я

Поэтому, используя неравенство

ОО

х - е) - Ф(») Г с1х < 2||*111,(’й;я»р

нетрудно проверить, что стремится к нулю при п оо (см. рассуждения 
о сходимости почти всюду). Касаясь Л, воспользуемся непрерывностью я р 

среднем, которая означает, что для любого е > 0 имеем
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Следовательно,

х — t) - Ф(х)|г dx
1/р

dl = О(е).

72 снова становится малым для достаточно малого <5 > 0 при п ֊4 оо. Итак, 
формула (2.1) доказана для любого р > 1 в смысле сходимости в среднем.
Наконец, покажем, что преобразование (1.1) функции Фп(<) сходится к Г(г) 
для всех х € R при п —> оо. В самом деле, подставив представление (2.5) 
функции Фп(х) в (1.1), поменяем порядок интегрирования. Тогда, при п > -х— 1, 
непосредственным вычислением получим

Fu(x)= Г° *n(t)dt=''^- [ Ф(у) [ е-пе,_’е(‘-*)<"+1’*"Л1/у = 
У-ОС J-X J^OQ

Г(п 4- 1 4- г) 
п! пг

F(x).

Поэтому по формуле Стирлинга, для всех х € R имеем Нт Г„(х) = Л*(х).П-ФОО
Теорема 1 доказана.

Замечание. Легко видеть, что функция Ф в Лемме 1 очень быстро убывает на 
бесконечности. Однако, беря, например, Ф($) = е՜**, которая не принадлежит 
данному классу, имеем Р(-п-к- 1) = л/яе("+к+1*>/՜* и ряд (2.1) расходится дллв 

всех х € R и п € П.
В качестве следствия, приходим к теореме о преобразовании Меллина вещест­
венной переменной (см. (1.2))

о
(211)

Теорема 2. Пусть h € L«,(R+) и h(t) = О(е~^‘"+‘‘*>), logt -4 оо, где 

а > 1. Тогда существует преобразование Меллина (2.11), где интеграл сходится 
абсолютно и равномерно на любом компактном множестве из R. Кроме того, h(x) 
допускает представление

h(։’ = ։е в+,

где, о свою очередь, ряд абсолютно сходится как по норме пространства 
1 < р < оо, так и почти всюду. В случае /х(ет) € Ь*(й) сходимость 

равномерна.
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Теорема 3. Пусть функции Ф, Ф удовлетворяют условиям Леммы 1 с а > 2 и 
Г, С суть соответствующие преобразования Лапласа (1.1). Тогда

Ф(ж)Ф(х)ах = Дш е"^ £ L^Lff-n -k- l)G(n + 4+1), (2.12)

где интеграл и ряд сходятся абсолютно. Если функция Ф’г) чётна (иля нечётна) 
на R, то имеют место соотношения типа Парсеваля для преобразовании (1.3) и 

(1.4) ■■
/ 1*(։)|!<'։ = п1пп '"У^Е֊^Г֊|е(п+(:+1)|’. (2.13)

Доказательство. Изменяя порядок интегрирования и суммирования в равенст­
вах (2.1) и (2.2), получим

ГJ-оо ♦„(։)*(x)<fc ='" 4rF(՜՞ - * -1)G,n+‘+1)> (2.14)

так как в силу Леммы 1 имеем

Ё^1Л֊п-*-1)С(п+ц.։)| = о(£ <~ «>։.
^-0 \А = 1 1

для любых п € К. Болес того, 

(*п(х) — Ф(։)] Ф(։)<1х < II * 111,(5Ux) 11ф- - *IL,(R;O> -*0 °РИ п -* °0’

поэтому вычисление предела в (2.14) приводит к (2.12). Соотношение (2.13) 
немедленно вытекает из Ф = Ф и свойства чётности как самой функции, так 

и преобразований (1.3) и (1.4).

§3. СКОРОСТЬ сходимости
В этом параграфе мы, как и в [7], оценим скорость сходимости аппроксимирую­
щего оператора (2.2) в £։(К;Лх). Воспользовавшись равномерной для всех т Е К 

и п € И, оценкой ___

равенством п! = Г(п + 1) и асимптотической формулой (см. (1, Vol. I]) для 

отношения Гамма-функций при п -4 сю, получаем

Г(п -И + (г) _ /, IV'Л + irtirjJ) 0 ПП = ։ + 0 (М±11 
Г(п + 1)п'г \ nJ V 2(п + 1) к"*// V п
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При — < 1 имеет место соотношение

Г(п + 1 + .Г)
Г(п + 1)п,г

= 1 + 0

Возвращаясь к (2.7), находим

к—О

(-l)‘(ne’)‘+"+l 
n!k!

F(-n — к — 1) — Ф(х)
Д։(й.<ь)

L,(R;rfr) +

(-l)k(ne')‘+n+1‘ -------- F(-n - к - 1) - Ф(х)
П: С!

L>(R;dr)

(3-1)

£>(R;dr) ’

(3.2)
где С > 0 - абсолютная постоянная. Следовательно, правая часть неравенства 
(3.1) конечна и скорость сходимости - О(£), предполагая, что функция Ф 
дважды дифференцируема и Ф'.Ф" € Ьз (й;^ж). Если же функция Ф только один 
раз дифференцируема, то в свою очередь, правая часть неравенства (3.2) конечна,

скорость сходимости равна О ( .

Теорема 4. а) Пусть функция Ф дифференцируема и удовлетворяет условиям 
Леммы I. и Ф' € £з (й;<4г). Тогда аппроксимирующий оператор (2.2) сходится к 
функции Ф по норме пространства £։ (R; <1х) со скоростью

Ь) Пусть функция Ф дважды дифференцируема и удовлетворяет условиям 
Леммы 1. и Ф'. Ф" € Ьз(й; <1х). Тогда аппроксимирующий оператор (2.2) сходится 
к функции Ф в норме пространства Ь? (Й;с1т) со скоростью л՜1.
Аналогично (см. доказательство Теоремы 1), если Ф,Ф',Ф" € £*(й), то мы 
получаем ту же скорость сходимости в равномерной метрике :

вир 
г€й ii(R,Jr) ’

вир
(-l)k(ne')k+n+։ 

n!k! F(—п — к — 1) — Ф(г) < —= тф(т) 
~ х/П Li(R;Jr) ’

Abstract. For the bilateral Laplace transform 

defined for any <fr(t) g L.»(R) satisfying <t(t) =

F(x) = У ех,Ф(Г)гЛ, x € R well

O(e-co*hrt9 as |t| -> oo for some
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a > 1, the inversion formula

(֊n)‘e'("+‘ + 1>
k! F(֊n - k - 1), z e R,

is proved, where the convergence is in the L^-norm (1 C p < oc) or almost everywhere. 
If ՝> is representable as the Fourier transform of an L։-function, then the above Emit 
is uniform for all z € R. For the Hilbert case p — 2 the convergence rate of the 
approximate operator is obtained. The corresponding inversion formula is derived for 
the real variable Mellin transform.
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

К сожалению, в моей статье (“Операторные алгебры, ассоциированные с много­
значными преобразованиями", номер 6, том 38, 2003 год) были допущены ошибки 
и неточности. Во Введении, “невозвратные процессы" следует заменить на “не­
обратимые" процессы. Везде в тексте “покорный" надо заменить на “ручной", 
“прямое" произведение на “скрещенное", “полуалгебру" на “подалгебру", “мно­
житель" на “фактор". Вместо “эндоморфизм алгебраического типа" надо читать 
алгебраический тип эндоморфизма”. В третьем разделе выражение “изгибание

единичных типов՜ следует заменить на “обмотка тора". Фамилию Кумджан сле­
дует читать как Кумджян или Кумджиан (Китрап).

Виктор Арзуманян
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