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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Первый пример полной ортонормальной системы являющейся базисом в про­

странстве С[0,1] был построен в 1928 году. Исследования З.Чисельского начатые 

в 1963 году продемонстрировали чрезвычайную плодотворность идей Франкли­

на. В частности, общие системы Франклина очень удобны для изучения таких 

важных понятий как безусловная и гриди базисность.

Статья К. Керяна содержит оценки Ьр, 1 < р < оо норм функций системы и 

поточечные оценки общих функций Франклина. Также исследуется почти всюду

сходимость рядов Фурье, свойство безусловной базисности общей периодической

системы ранклина в пространстве 1 < р < оо и гриди базисность.

В статье той же тематики К. Керяна и М. Погосяна найдены условия, при 

которых общая периодическая система Франклина является безусловных базисом 

в пространстве Нг[0,1] (сильная регулярность порождающего разбиения отрезка 

[0.1]). В этой же статье доказано, что общая периодическая система Франклина 

является базисом в Я1 [0, 1] тогда и только тогда, когда порождающее разбиение 

отрезка [0, 1] регулярно по парам.

В статье Г. Геворкяна и А. Камонта доказано, что ни классическая система 

Франклина, ни любая система всплеска не может являться квазигриди базисом 

в пространствах Ь1[0,1] или Ь1(Я) соответственно.

Г. Геворкян Ереван, январь 2005
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ДВА ЗАМЕЧАНИЯ О КВАЗИ-ГРИДИ БАЗИСАХ 
В ПРОСТРАНСТВЕ Li

Г. Г. Геворкян, А. Камонт

Ереванский Государственный Университет 
Институт математики, Сопот, Польша 

E-mail: a.karnont@impan.gda.pl

Резюме. Любая полная ортонормированная система, порожденная интегриру­
емым всплеском и являющейся базисной последовательностью в £1(К), не явля­
ется квази-гриди базисом в £1(Я). Классическая система Франклина также не 
является квази-гриди базисом в £1[0; 1].

§1. ВВЕДЕНИЕ
Начнем с напоминания определения квази-гриди базиса в банаховом пространст­
ве В (см. [1], [2]). Пусть {хп} ֊ нормированный базис в банаховом пространстве В
и пусть {х„} - биортогональная система к {хп )• Для любого х Е В и т = 1,2,....
сумма

определяется по следующему правилу : А есть подмножество натуральных чисел, 
card А = т, удовлетворяющее |х^(х)| > |х*(х)| при п € А и к £ А.

Определение 1. Нормированный базис {хп} в банаховом пространстве В назы- 
вается квази-гриди базисом, если для любого х € В суммы Ст(х) сходятся к
х в норме пространства В.
Очевидно, что всякий безусловный базис пространства В является квази-гриди 
базисом. Однако, для таких пространств как С[0; 1] и £1(0; 1], которые не обла­
дают безусловными базисами, существование квази-гриди базиса не очевидно. В

Работа выполнена при финансовой поддержке ANSEF, грант № 05-PS-math- 
87-65 и Фонд Польской Науки.
Работа выполнена при финансовой поддержке KBN грант № 1 РОЗА 038 27.
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работ* [3] доказано, что в пространстве С(0; 1] нс существует квази-гриди ба­
зиса, а также существование квази-гриди базиса в пространстве £1(0; 1], однако 
еще никому не удавалось построить такой базис. Естественно, что такой базис в 
первую очередь ищут среди уже известных “хороших" базисов.
Настоящая статья указывает где не следует искать квази-гриди базисы или 
базисные последовательности для пространств £1(0; 1) и £х(Я).

Замечание 1. Нормированная в пространстве £1(0; 1] система Франклина 
{/1П(*))~=о не является квази-гриди базисом в £х(0; 1].
Напомним, что если 0 € £։(Л) и система функций <’,.*(։) = 2^(2'х - к), 
],к € 2 [2 множество всех целых чисел) является полной ортонорм и рован ной 
системой в £։(/?|, то 0 называется всплеском Известно [4], что если функция 
Ф и ее производные убывают достаточно быстро, то система образует
безусловный базис в £р(Я), 1 < р < ОО. Войташчих (5] доказал, что при весьма 
слабых ограничениях на ф система {ф},ъ },>.*€2 является безусловным базисом в 
£Р(Я). 1 < р< оо.
Если даже 6 £1(Я), то система не «ожег быть базисом в £1(Я).
Действительно, не трудно видеть, что /Я0($)Л = 0 и следовательно система 
{^;.*Ь.к€2 не может быть полной в £Х(Я).
Однако, можно ввести понятие всплеск базиса в £1(Я) при существовании мас­
штабной функции ф. Не вдаваясь в подробности, отметим, что в последнем случае 
для почти всех ! выполняется неравенство

52 52 0Л*(О^.*(-) + 52 0</<7-1к€7 *<Я (1.1)

где 7 >0 и Я 620 {+оо}.
Система {0j.th.keZ нс нормирована и £>( А), однако 0^2 = 2;0(27г-Л) является 
почти нормированной системой в Ь1(R| в том смысле, что 11^^111 не зависит от 
; и к.

Замечание 2. Если система {0j.tb.tcz порождена интегрируемым всплеском ф 
и удовлетворяет (1.1), то система {0,7); *€2 не является квази-гриди базисом в 
замыкании своей линейной оболочки.
Отметим, что условие (1.1) может выполняться даже без существования мас­
штабной функции. Например, в работе [6] показано выполнение (1.1) при доста­
точно быстром убывании функции 0.
Функция Хаара является простейшим примером всплеска, т.е.

Г 1 для 0 < х < 1, 
Л(х) = < .

I -1 для | < х < 1.
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Система функций {2*/։(2-,1 — А)} обладает многими хорошими свойствами, од­
нако она нс является квази-гриди базисом в замыкании своей линейной оболоч­
ки. По терминологии (2), система = 21 Л(27х - к)} не является безусловным 
относительно постоянных коэффициентов, т.е. нс существует такой постоянной 
С > 0, чтобы для любых £ С Я2 и 9., = ±1 выполнялось бы неравенство

52 £М/։Л* 52 ЛМ (Л*)€Г
Действительно, не трудно заметить [7], что

однако
fl-ir*,.» 

3=0

Отметим, что любая система типа Хаара (включая саму систему Хаара) не 
является квази-гриди базисом в Li[0; 1] (см. [8]).
Система Хаара эквивалентна системе Франклина (см. [9]) в пространстве £р[0; 1]. 
1 < р < оо и многим всплеск системам (см. [4), [10]) в пространстве Lr{Ri. 
1 < р < оо. Следовательно, некоторые результаты, верные для системы Хаара. 
переносятся на систему Франклина и на всплеск системы. Однако в простран­
стве Li[0; 1] система Хаара не эквивалентна системе Франклина (см. '11]). а в 
пространстве Li(R) система Хаара не эквивалентна всплеск системам (см. [12]). 
Поэтому из того, что система Хаара :<е является квази-гриди базисом в еше 
не следует, что система Франклина или всплеск система не является базисом в 
£|. Ниже доказываются эти замечания.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ
Пусть п = 2* + а/, где р > 0. Обозначим

для 0 < 1 < 2м,

для 2м < i < п.
(2.1)

Каждая функция системы Франклина п > 2. непрерывна на [0; 1] и линей­
на на каждом отрезке [»n.i-ii’e,«]i • = Следовательно, /„(О однозначно 
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определяется значениями и,*"' — /п(эп,,). Напомним нужные для дальнейшего ис­
пользования некоторые оценки для функций /„ и для значений а|"\ полученные 
» [13]. [14].
Верны следук>щие интегральные неравенства (см. [14], формулы (64), (39) и 
(47)): , ' '* **

1Л(«)|Л>2-»+։У|(^2-1), (2.2)

ИЛ.||1<5Г*-։, (2.3)

1л |/.(«)|<л<|։-*-\ (2.4)

гдс ~ В И

Ап = [0; 1]\[*։։,Ь'֊я;«яЛр+։]- (2-5)

Для всех п имеют место (см. [14], формулы (27) и (62))

2р-

Формулы (33) и (44) работы [14] запишем в виде

< 2$+х.

И наконец (см. [13], Лемма 2), для и > 1 имеем

соаЬ а(2|/ - 2)

где а - положительное решение уравнения соаЬ х = 2.

Лемма 3. Для всех и > 1 я при д|,д; > 1од2 и выполняются

\1Г II Л’” ♦•'И
Й7 и И*”+*-1)| < 1‘
II/։-։+*>-111! «ч,

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Доказательство. Сначала рассмотрим случай V > 2 и отдельно оценим чис­
литель и знаменатель в (2.10). В силу (2.3), (2.6), (2.7) и (2.9) следует, что для 
любого и >2 имеют место неравенства

11/1'1 +1Г °։»"-։ 66
сояЬа(2и - 2) ~ 107

°2е-

совЪа(2р ֊ 2) ~
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, м. -»-■ 1 < *1
- 107 Э соя1»а(2р-2) 107 coeh а(2р - 2| cosha|2p-2)

Применяя (2.2), (2.6). (2.7) и (2.9), для р > 2 получим 

г I । г • 11
||/։иэ+р-։||1|«о' +" ։>|>2'V+ Уз (- 1) coeha(2p-4) ֊

_ 60 8 у/2 - 1 0.65
— 98 3cosha(2p - 4) coeha(2p-4)

Нетрудно проверить, что для любого натурального гл

coeh am 1 + е՜2" 1
coeh a(m + 2) < е։° 10

Из (2.11) - (2.13) следует (2.10) для р > 2. При р = 2 опять имеем оценку (2 11).
Поэтому применяя (2.2), (2-6) и (2.8) для ||/։»։+11|։ |<4 получим

(2-14)

При р — 2. оценка (2.10) следует из (2.11), (2-14) и равенства соеЬ2о — < Лемма
доказана.

Лемма 4. Для любого натурального /V > 2 имеет место

N 
4 cosh 6a

Доказательство. В силу (2.2), (2-6), (2.7) и (2.9) при ч — 2’’ + 4 следует

coeh 6a

1 0.65
coeh 6a cosh 6a

(2-15)
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С другой стироны, в силу (2.4), (2.6), (2.7) и (2.9) при п = 2я + 4 имеем

(2й +•*>
cosh ба 5

— I * Д-З-* < 66 < 1
107 ! I 5 cosh ба " 535 cosh ба ~ 8 cosh ба (2.1G)

Отмстим, что если гц = 2р+* + 4 и nj = 2*+ 4, то a„l։8 < я»,.«. Действительно, 
Mt (2.1) имеем

Следовательно, отрезки = [яг*+,,б; яз»+4.8] попарно не пересекаются. Кроме 
того, применив (2.1| и (2.5), можно проверить, что если р I, то С 
Поэтому из (2.5), (215) и (2.16) следует

> Е / ■« - Е / Ц։'*‘7։-+,«)| <1, >

> —ГГ-(О< 65 - 0,125) > ----- —.cosh ба 4 cosh ба
Лемма доказана
Для измеримого множества Е С Я и j = 0. 1,..., к € И, положим

= 2~'(Е + к) = 4- к) : t € Е}. (2.17)

Для доказательства Замечания 2 нам понадобятся две простые леммы.

Лемма 5. Пусть р(Е) < оо и для Фиксированного j обозначим через G} 
множество точек, принадлежащих бесконечно многим Е} ь, т.е.

С, = п и £, .- 
1>0|к|>1

Тогда p(Gj) = 0.
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Доказательство. Обозначим а* = д ([1е, к + 1] П £). Из д(£) < ос имеем 
а* < ос. Далее заметим, что для любых }, к и I/

и
V' 2>

Г\ЕгЛ

Поскольку 52 <** < 00 > т° ДЛ” любых о 6 2 и I > 0 имеем 
*€2

и
2} ՛ у AGР Л и *>•*

1*1>*

1Н>'
21' V 1М>»

Следовательно, р([^-, Г>С?) =■ 0 для любого и € 2- и поэтому р(С?) — 0.

Лемма в. Пусть р(Е) > 0 и Е} = и*€Х^з.*- Обозначим через О множество 
точек, принадлежащих бесконечно многим Е}, ] > 0. Тогда р(Я \ О) — 0.

Доказательство : Пусть хо характеристическая функция множества £>. Для 
доказательства леммы 6 достаточно доказать, что хо(0 > •• Для любой точки 
Лебега I функции хо- Не умаляя общности предположим, что р(ЕП [0.1]) = а > 
0. Тогда, как и при доказательстве Леммы 5, для любого и € 2 имеем

я( п£0 - д( Ъ'Чг п£{*') = Я (218)

Для любых и х 6 R имеем
саг<1 Р е 7 : [֊. С [» - ֊. X + } > 2‘՜'. (219)

Из (2.18) и (2.19) следует, что для любых х и £ > ] имеет место
,*([«-^.»+^]п*<)>£- (220՛

Теперь, обозначая ^9» имеем О = *^ля Л1<>^ого и» получаем
= Пт ХиДи), и последовательность ХоДп) убывает. Следовательно, если 

{-•ос
I - точка Лебега функции хРэ то

л А г * * т7
Хр(4) = Нт 2?՜1 / Х£>(и) <1и = кт V ~1 Пт / ХР<(и)^у- (2-2М

Но из (2.20) вытекает, что для £ > ) имеем

а/ XDt(u)du> ХВ<(и)<1и>—.

Поэтому из (2.21) следует, что хр(0 > у для любой точки Лебега функции 
Следовательно, /1(Я \ 1)) = 0. Лемма 6 доказана.
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§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЗАМЕЧАНИЙ
П. Войташчик [2] доказал, что если система {гп} является квази-гриди базисом 
в банаховом пространстве В, то существует постоянная Сх, зависящая только 
от системы {хп} такая, что для любого х € В и любых Ах, Аг

а„ = х”(х). (3.1)< С111*11-

Доказательство Замечания 1 : Рассмотрим суммы

У 2Р
гЛ.(4) = ^Л«+-(0)/2.+л<).

/1=0 м=1

Так как система Франклина является базисом в С[0; 1] с базисной постоянной 3 
(см. [15]), то

||Гх||1 < 4 для всех /V. (3.2)

Разложим функцию Г,у по нормированной в £1[0; 1] системе Франклина

2“
^(«) = Е Е С։'+-^‘+- 

/4 = 0 И=1
Ю. Л*’ = /п

ПЛ.111՜ (3.3)

Из Леммы 1 следует, что |с2р։+„։| < |с2яЭ+и,| при > и2. Следовательно, если 
переставить слагаемые в сумме (3.3) в порядке убывания |сп|, то сначала пойдут 
члены {с2р + 1} в каком-то порядке, следом за ними члены {с2м+2} в каком-то 
порядке и так далее. Следовательно, сумма

К
с2"4֊4/2р*+4 (^) 

/з=2
(3-4)

будет “куском ’ в переставленной сумме (3.3). По Лемме 2, норма суммы (3.4) в 
Ь1[0; 1] растет вместе с IV. Отсюда и из (3.2) доказывается, что {/,*/*} не является 
квази-гриди базисом в [0; 1]. Замечание 1 доказано.
Известно (см. [2]), что если {тп} является квази-гриди базисом в банаховом 
пространстве В, то существует постоянная С, зависящая только от системы 
(гп ] такая, что для любого конечного множества Р и любых €п = ±1 имеем

(3-5)
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з (3.5), для любого конечного множества Г и любого подмножества С С Р 
ует

п (3.6)

Доказательство Замечания 2. Допустим Щ г* квази-гриди базисная
последовательность с “квази-гриди базисной постоянной” С\ (см. (3.5)) и базис­
ной постоянной С (см. (1.1)). Поскольку ||^||1 > 0, то существует некоторое А > О 
такое, что при любом 6 > 0 выполняется

р{х : ||^(х)| ֊ А| < <5} > 0. (3.7)

Для А удовлетворяющего (3.7) и 6 > 0, обозначим

£={х:||1/>(х)|-А|<<5}. (3-8)

Определим множества по формулам (2.17). Ясно, что 0 < р(Е) < ос. В 
силу (1.1) и Лемм 5 и б, существует некоторое I такое, что для всех 7 и всех 
К € {4-оо)

12 12 ) 4- £ ^/,*(е)^л*(-) (3-9)

и кроме того, для каждого ) точка / принадлежит конечному числу множеств 
Е^ь- и I принадлежит бесконечному числу Выберем наименьшее 7, для 
которого

саг<1{(у, к) : > < 7, к 6 2, * € Е^ь} > 
д

Далее, пусть К Е 2 такое, что

(3.10)

где
1°4.К = {О’. *) : 0 < у < У или у = У и А < К} (3.11)

и
Ъ.к = {(>.к): (у, А) € 1]К и <€ £>,»}•

Рассмотрим сумму

О.ме,;.к
^.*(*№л(х) = £ ф(2Н-к)^(х) = £

и,к)е!1К
(3-12)
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Из формул (2.17), (3.8) и (3.10) следует, что

card {(>,!•) : ||ам| - А| < <$} = (3.13)

Поскольку ||^1||1 < С (см. (3.9), (3.12) и (3.11)) и является квази­
гриди базисом с квази-гриди базисной постоянной (71, то

(М16Ь А֊4<|а,.Л|<А+а
(314)

Для (J, к) € Ъ,к, обозначим bj k = A sign (а,,*). Тогда в силу (3.13) и (3.14) для

*И«) = 12 bi.k^k(x) (МИЪ.к
имеем

IIFjIIi <СхС+ |М|1 = сг. (3.15)

Возможны два случая :
1) существует такое )0 € [0; 7], что саг(1{к : (;0, к) Е Ь,к} > [1/^;
2) саг7{) : существует к, для которого (у, к) £ к } > [1/^-

Покажем, что в обеих случаях существует И С /дк такое, что

(I) (3.16)

где Сф зависит только от и При достаточно малых 6, (3.15) и (3.16) 
доказывают, что система } не является квази-гриди базисом (см. (3.6)).
Возвращаясь к доказательству формулы (3.16), сначала рассмотрим случай 1). 
Не умаляя общности, допустим, что ]о =■ 0. Поскольку гр € Ь^Л), то существует 
некоторое число р € такое, что

[ Ж«)|Л< 1 /2 1^(01 Л.

Можно выбрать подмножество £>2 С {£ : (0, к) € Ь,к] так, чтобы 

1^1~^2|>2₽+1 если /г1,Аг2€1>2 и кх к2

(3-17)

(3.18)

(3.19)

и

card(D) > 2 р 1
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Обозначим Р = {(0, к) : к € Р2}. Тогда в силу (3.17) (3.19) имеем

(0,т)€О

\Ьо,к4>(1 - к)\ <Н - у 
т#к,(О,т)€Р

|6о,т^(< ֊ т)| (И >

' М‘)1 м
-2*

Теперь рассмотрим случай 2). Существует подмножество

Р2 С {} : существует некоторое к, для которого (}, к) € Ь,к },

удовлетворяющее условиям

если л,)2€Р2 и л / >2, то |л֊)2|>д,

у 1 1 саг</(Р2) > - — 
? IV <5

где - некоторое натуральное число, которое выберем позже.
Для каждого д € Р2 выберем одно к, для котор
множество таких пар через Р. Рассмотрим сумму

ГП

^з(х) =
• = 1

(3.20)

го (Л»М € Ь,к и обозначим

т = саг^(Р2).

Обозначим
в. = [2-'•(*, -2Ч;2'''(*:. + 2₽)]. (3.21)

где число р определяется из (3.17). Тогда

т

т

1 = 1
^..*1 (О

1^..*, (01
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m
= |A| £« - e,). 

i/=l

(3.22)

Произведя замену переменной, для </„ получим (см. (3.17), (3.21))

</„=/■ hWI Л > IlMk ֊ / Ж‘)|Л։

где В’̂ - некоторое множество с р(В^) < 2Р ,+1. Из интегрируемости следует, 
что существует некоторое число д, зависящее только от V’ такое, что

<1, > ||М11.
•>

Следовательно,

(3.23)

Нетрудно заметить, что

1^- (3-24)

Аналогично, из (3.23) и (3.24) получим

< ylMli- о (3.25)

Из (3.20), (3.22), (3.23) и (3.25) следует

Замечание 2 доказано.

Abstract. Any complete orthonormal system generated by an integrable wavelet 
that is a basis sequence in L>i(R) is not a quasi-greedy basis in Li(R). The classical 
Franklin system is not a quasi-greedy basis in Li[0; 1].
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СВОЙСТВО БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИСНОСТИ ОБЩЕЙ 
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

В [0,1]» 1 < р < ос

К. А. Керян

Ереванский Государственный Университет 
Е-таП: karenkeryan@yahoo.com

Резюме. Общая периодическая система Франклина, соответствующая всюду 
плотной последовательности точек Т = (1п,п > 0) из отрезка [0,1], определяет­
ся как последовательность ортонормировании*, кусочно-линейных (с конечным 
множеством узлов 1$.............€ 7"), непрерывных функций с периодом 1. Основной
результат данной статьи устанавливает, что любая общая периодическая систе­
ма Франклина является безусловным и гриди-баэисами в пространствах 17[0,1], 
1 < р < ос.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В 1928 году Франклин [1] построил первый пример полной, ортонормальной сис­
темы. которая является базисом в С[0,1]. До этого Хаар [2] построил полную ор­
тонормальную систему такую, что ряд Фурье-Хаара любой непрерывной функ­
ции равномерно сходится к той же функции. Однако система Хаара не является 
базисом в С[0,1], так как функции системы Хаара разрывны.
Систематические исследования системы Франклина начались с работ 3. Чисель- 
ского [3], [4], где, в частности, получены экспоненциальные оценки функций сис­
темы Франклина.
В дальнейшем эти оценки сыграли фундаментальную роль в исследованиях по 
системе Франклина. В частности, эти оценки были использованы С. В. Бочка­
ревым [5] для доказательства утверждения, что система Франклина является

Работа выполнена при финансовой поддержке грант X» 05-РЗ-тпа(Ь-
87-63.
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безусловным базисом в любом рефлексивном пространстве Орлича и поэтому и 
в пространстве Ьр[0» 1]։ 1 < р < оо.
Позже П. Войташчик (6] доказал безусловную баэисность системы Франклина 
в пространстве ИН\. 3. Чиссльский [7] ввел в рассмотрение периодическую 
систему Франклина и показал, что многие свойства непериодической системы 
Франклина сох ран я юте к также для периодической системы.
Исследование общей системы Франклина началось в работе [8], где получены 
оценки для частичных сумм ряда Фурье-Франклина. Свойство безусловной ба֊ 
зисности обшей системы Франклина в пространстве Ьр[0,1] при некоторых огра- 
ничениях на структуру разбиения отрезка (ОД] было доказано в работах (9, 10]. 
Г Г. Геворкян и А. Камонт [11] окончательно решили вопрос безусловной баэис- 
н<»сти системы Франклина в £р[0,1]. 1 < р < оо. Ими доказано, что при любом 
допустимом разбиении отрезка [0,1], соответствующая система Франклина явля­
ется безусловным базисом в £р[0, 1], 1 < р < оо. Они также доказали, что общая 
система Франклина является гриди базисом в Ьр[0,1), 1 < р < оо.
В настоящей работе исследуются общие периодические системы Франклина. На­
ми получены оценки частичных сумм ряда Фурье интегрируемых функций пи 
общей периодической системе Франклина. Мы также доказали, что общая пери­
одическая система Франклина является безусловным и гриди-базисами в про­
странствах £р[0, 1], 1 < р < оо. Отметим, что как в периодическом так и в 
Непериодическом случаях для функций общей системы Франклина нет экспонен­
циальных оценок, которые сыграли важную роль в исследованиях классической 
системы Франклина.
Мыв дальнейшем будем использовать следующие обозначения. Для любого мно­
жества А С [0,1] через Ха ыы будем обозначать характеристическую функцию 
множества А, через |А| лебегову меру множества А.д через Аг дополнение мно­
жества А, т.е. Ас = [0, 1 ]\А. # Д обозначает число элементов множества В. поэто­
му = оо для бесконечного множества В. Поскольку мы будем рассматривать 
периодический интервал [0; 1], то допустимы обозначения [а; 6 с о > Ь. В этом 
случае [а; 6] = [а; 1] (_Д0; 6]. Для любой интегрируемой функции / : [0. 1] •—* R поло­
жим 1М/(х) = вир^у щ |/(<)|Л, где/-обобщенный интервал, а под функцией 
1М/(х) будем понимать максимальную функцию Харди Литлвуда. Для любых а 
и Ь обозначим а V Ь = тах(а, Ь) и а А 6 = ппп(а, Ь). Наконец, а ** Ь будет означать, 
что существуют положительные константы сь не зависящие от а и Ь такие, 
ЧТО С1О < Ь < с^а.
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§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЩЕЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ФРАНКЛИНА И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть <7 = < • < /V) разбиение отрезка [0, 1] с простыми узлами, причем

О = зо < < зз... < < з/у = 1. (2.1)

Через 5(<т) обозначим множество всех непрерывных функций /, которые линейны 
на каждом отрезке [я,.л։+1], । = О.....ЛГ - 1, и удовлетворяющие условию 
/(0) = /(1). Далее пусть

А^,о(С) - _ Х[ю.»։](0 + _ Х|»лг-з1»*](*)«Я1 “А —1

^■>(0 ~ 7—֊—ГХ(ч.ч+|](<)» » = 1....... АГ - 1.
3| — «1-1 ^« + 1 *1

Ясно, что любая функция / 6 5(<т) имеет единственное представление вида

Х-1
/ ~ и» 1^0'1 у

1=0

где коэффициенты а, определяются равенствами а, = /(з,).
Пусть а — (з,.О < । < IV) и а’ = (з։е,0 < 1 < ДО + 1) такие разбиения отрезка 
[0.1]. которые удовлетворяют условию (2.1) и а* получается из а добавлением 
одной новой точки з*. Очевидно, <11т5(<7в) = <Нт$(а) + 1 и 5(а) С 5(ае). 
Следовательно. существует единственная функция € 5(<т*) такая, что 
ортогональна к I в Ь2(0. 1], ||^||з = 1 и ^(з’) > 0. Эту функцию назовем 
обшей периодической функцией Франклина соответствующая паре 
разбиений (а.а*).

Определение 1. Последовательность точек Т = (Гп,п > 0) из [0, 1] назовем 
допустимой, если <о = 0, <> = 1, € [0,1], 1։ при х ]у и Т всюду плотно
В [0,1].
Для допустимой последовательности Т = («„, п > 0) и п > 1, через яп = 
(*пЗ|0 < 1 < п) обозначим разбиение интервала [0,1], полученное возрастающей 
перестановкой последовательности (1м0 < х < п). Отметим, что все разбиения 
згп удовлетворяют условию (2.1). и тг„ получается из жп.з добавлением точки <п.

^Определение 2. Под общей периодической системой Франклина, соответству­
ющей допустимой последовательности Т, будем понимать последовательность 
функций (Д.п > 1), определяемых следующим образом : /х(<) = 1, и /п (п > 2)
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- общая периодическая функция Франклина, соответствующая паре раэбиений

Известно, что при любом допустимом разбиении, соответствующая общая не­
периодическая система Франклина является базисом в пространстве непрерыв­
ных функций (см. например [12], Теорема 6 в Главе 6). Дословным повторени­
ем доказательства этой теоремы, можно показать, что при любом допустимом 
разбиении, соответствующая общая периодическая система Франклина является 
базисом в пространстве непрерывных, периодических функций.
Сформулируем основные результаты настоящей работы.

Теорема 1. Пусть Т допустимая последовательность и {/П.п > 1} соответству­
ющая ей общая периодическая система Франклина. Тогда для любой интегрируе­
мой функции / частичные суммы 8п/(х) ряда Фурье-Франклина удовлетворяют 
неравенству

<СМЦх) для всех х € [0.1] и п=1,2___

и сходятся к функции Цх) почти всюду в [0,1).

Теорема 2. Общая периодическая система Франклина, соответствующая любой 
допустимой последовательности Т является безусловным базисом в пространст­
вах Р>[0,1], 1 < р < оо.

Теорема 3. Общая периодическая система Франклина, соответствую­
щая любой допустимой последовательности Т является гриди-базисом 
в пространствах I/[0,1], 1 < р < ос.
Отметим, что при доказательстве мы получаем нечто большее. А именно, для 
любого р € (1, оо) существует постоянная Ся, зависящая только от р такая, что 
при любой последовательности коэффициентов {а*, п > 0} и любом выборе знаков 
Гп = ±1 получаем

Отмстим, чти в [11] допускались также двойные точки в разбиении Т. Здесь мы 
этого не делаем, поскольку при появлении двойной точки в разбиении периоди­
ческая система Франклина с некоторого номера превращается в непериодическую 
систему.
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§3. ОЦЕНКИ ЧАСТИЧНЫХ СУММ РЯДА ФУРЬЕ 
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ
Пусть я = (։,; 0 < ։ < п) допустимое разбиение отрезка [0,1], т.е.

0 = «о <«!<...<<» = 1

и пусть - пространство всех непрерывных, кусочно линейных функций с 
периодом 1 и с узлами 1,. Введем следующие обозначения :

для к € 2,

V, = 2
Далее, пусть С = 6« = [(/V»,., Л^); 0 < ։,) < п - 1) - матрица Грамма системы
{}Г=о* и ПУСТЬ С՜1 = А = Для удобства будем считать, что

апЦ|,пт+; — Где к,1П^2.

Тогда числа имеют следующие свойства.

Свойство 1. Для любых ։ и / имеют место следующие соотношения

+ 2Н| + 1«+1 )а>.1 + 4-1 а| +1.) — 6<5։>д ,
1,2 < «. .Р, < 2,

(31)

(3.2)

и для каждого ։ существует некоторое г», такое, что ։ < п, < ։ + п и

(3.3)
> 2|д.,/+1| при

(3-4)

2
- 21^71.՜^;՛

= тт(|։->|.п-|»- у|) и 

Г |Л 1г- _______ 3__ 3

(35)

при
при (З.б)

Для каждого । существует некоторое к, такое, что п, Л п.-и < *, < п, V
8 1

(3.7)
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Дока жительство : Ясно, что равенство (3.1) равносильно условию С՜1 - ЛИ1)
= бедует» что а, } = п;|. Покажем, что

Допустим противное. Без ограничения общности можем считать, что |а, ,| < 
2|в0+1| = 2|а. + 1з1* Иэ равенств (3.1) имеем

+ 2(^+1 + *« + 2 )<** + >.• + ^42а«^2,1 = О

что равносильно

+ + 2<*1 + 1,|) + к+э(2®| + 1,1 + а» + 2.|) = 0.

Из последнего равенства и из sgn (а,։1 + 2а,+1,։) = 8511 (а.+и) следует, что 
8gn(2аl+l,i +а,«л) = ^п(а|+13), и поэтому 2|а։^1.|| < 1^+2.1- Повторяя эти 
рассуждения, получим

1°М I < 2|а1 + 1,|| < 1^+2,«I < 2 : < ••• < 2*-3 1а’+п~1.» <

которое невозможно при п > 2. Из (3.1) также имеем

+ 2(/. + к+1)а«.1 + + —

Следовательно, из последнего равенства и неравенства |а,։|| > 2|<ц,|±1| вытекает
(3.2). Тем же способом можно доказать, что если |ам | < 2 то

и а|Ла։ ох < 0 для ) + 1 < к < 1 4- п - 1. Определим и, следующим образом

п. = тах{; : |пм-1| > 2|<*и1 и

Из определения п, следует (3.3) и (3.4). Из (3.6) следует оценка 13.5), а (3.6‘ 
вытекает из определения п, и свойства (3.4).
Осталось доказать 13.7). Допустим, что п, > гц-1 и обозначим

П»-!,

Пь
тах{) < п.; |п.^| > |а.-1лI) 4- 1,

если |сц1п._|| < |а.-1.п,«։| 
если |а1,п.| > 1<Ц-1.«,1 
в остальных случаях.
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Тогда из (3.6) получим (3.7). Доказательство завершено.

С помощью матрицы А, определим биортогональную систему {/V/)’=0 «^Дую­
щим образом :

";(«! = ЕХам.
;=0

* € [0.1).

Ясно, что (А^.ЛГр = дм и = а,г Пусть

п-1
*.м = £>, т», 

1=0
М€ [0,1).

Тогда длк любой функции / € I1 (0,1] ее проекцией на пространство будет

Рж/(«)= / К.(«,а)/(вМа. 
/о

Теорема 4. Пусть к = : 0 < । < п} - разбиение отрезка [0,1] м < € [*.-1Л»)
для некоторого ։. Тогда существует € [<*,-։, Ь,] такое, что

Г*»«
I чаг (Я,(։, •); [в, «»,])</« < 128.

( чат (Яг(е, •); (Г4(, а])</э < 128.

(3.8)

(3-9)

где |а, />] - обобщенный интервал (т.е. (а. 6] = [а, 1]и[0.6], если а > Ь) и чаг (/; [а. 6]) 
- полная вариация функции / на отрезке (а, 6].

Доказательство ։ Определим точку I,, : если #»(<, и(-1)Кг(М*,) < 0, то 
точка е». удовлетворкет условию Яж(«,«к<) = 0; в противном случае, если 
|К-(М*.-1)| > |ММ*31. » л если |ЛСЖ(£,| < |К’<($>$>,)|» то
^4, = ^4.-1- Из определения следует, что

уаг (Кжиг);^,-!.^.]) < |Яг(<Л><-1)|.

Иы приведем доказательство неравенства (3.8), а (3.9) доказывается аналогично.
Учитывая последнее неравенство и что функция кусочно линейная с
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уздами я, получаем

уаг уаг (К,(«,«);[я,Гк։))</я =

уаг (ЯГ(«,-);Ь

уаг (Кг(М;[ек,-։.«*,]) +

Из (3.7) следует, что

16 1
|и,-14-11 V |а<4-1| + |а,-14| V |а,и| < 2Пив^_1>_։к+п^+|) ц-

Следовательно,

8

2>-

Теорема 4 доказана.

Теорема 5. Для любого р&збиеняя я отрезка (0,1] и функции / € Ь։(0.1] имеет 
место

|Р,/(1)| < 256М/(О. (3.10)

Доказательство : этой теоремы совпадает с доказательством Теоремы 4.2 
работы [8).
Из (3.10) и из того, что общая периодическая система Франклина является 
базисом в пространстве непрерывных, периодических функций, методом работы 
[13] (стр. 36), можно доказать следующее утверждение.
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СогоПпгу. Пусть Т допустимая последовательность точек отрезка [0. 1] и 
{/П;п > 1} соответствующая ей периодическая система Франклина. Тогда 
для каждой интегрируемой функции / частичные суммы £„/(։) ряда Фурье 
Франклина сходятся к функции /(։) почти всюду на отрезке [0, 1).

§4. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ОБЩЕЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА
4.1. Свойства обшей периодической системы Франклина. Пусть

и = {0 = <-| < ... < «-1 < <1 <...<«•-» = 1) и я = яи{Г),

где < С = <о < <!• Общая периодическая функция Франклина соответствую­
щая разбиениям (я,я| определена в параграфе 2. Как и в [11], каждой функции 
Франклина поставим в соответствие “канонический интервал" ,1.
Для построения интервала 3. рассмотрим следующие интервалы :

7 = (t-i.ii), 7՜ = [<—<о]< /+ — (<оЛз)» 

1/ = |7|, */՜ = |Х՜ |, ։/+ = |7+|, р = пш։(и',у,1/+).

Если I = 1 или п - I = 1. возьмем = 1„-2 и 7՜ = (1я-а, е0] = 1] О [0, е0]
или Ц = 1_,,+2 и 7* = [<О. <з] = [О». 1)и(0,е_в+։] соответственно. Теперь выберем 
7* = один из интервалов 7՜, I или 7+ так. чтобы р = |7’|. Обозначая
Г-1 = («,*.«,•+1) и Г՝т = (1,.+1Л,-+2). для J выберем или Г՝՛ или 7.'-1՜ так, чтобы 
|У| = тах(|7-/|,|Г’'|).
Заметим, что И1 такого выбора р и У следует, что

|Л<я<2|/|.

Для удобства будем считать, что

С'_=<_2, <-=<_!, е+ = ех и е+'+=<։.

Напомним, что С - С, = ((/¥„,,, — I < ; < п-1- 1] есть матрица Грамма
системы функций (АГ.,.,-1 < ։ < п-1- 1) и С՜1 = А = (ам,-1 < < п-1-1).
Также будем считать, что аой+1пт+7 = а,4 для к,т 6 2. Заметим, что 
функция где ш, = + и, о - £^-а։,։ принадлежит
$(я) и ортогональна $(я). Следовательно, / = ф>(<о) является общей
периодической функцией Франклина соответствующей паре разбиений (я, я). 
Будем считать, что / = где / есть общая периодическая функция
Франклина, соответствующая паре разбиений (я, я).
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Лемма 1. Пусть я и я суть разбиения с вышеупомянутыми свойствами и / 
соответствующая им общая перицдичесяая фуяяция Фрамллина, Тогда

||/||,~И1/'-1/։. К-։1~
И1,։ I/ i |J|X/’ i/ i |J>։/’ 
—, Ko|~—, 161 ~ —

г констамт&ми не улвисящини от (я, я) и р.

Доказательство : Очевидно, что w0 = -“0,-1 + «ю,о - СлеДОВа-
ТеЛЬНО, ИЗ (3.4), (3.2) И СВОЙСТВО 1. §3 ПОЛУЧИМ, ЧТО jOq.O > "о > joo.o и ы0 > 0. 

Поэтому
¥>(to) >0 и 0.6 < ь»о^ < 3.

Теперь покажем, что ы։ ~ « «1 < 0 при п > 4. Для этого рассмотрим
следующие случаи.

Случай 1 : а։,о > 0. Из Свойства 1, §3 следует, что

loai.-i + 2(^о + h)°։.o + h “i.i = 0« (4.2)

Из ахд > 0 и aJ։o > 0 следует, что а։._1 < 0 и |ai,_։| > 2ai.o- Тем же способом 
можно доказать, что |a։,_j| > 2|ai,_i(, |а։,_з| > 2|a։,_i|,... Таким образом. 
“1,1 > 2|“1.։I > 41а1.з1 > • • • > 2"-’1“1,-11- Следовательно, с учетом (4.2). получим 
/o|“i,-11 > G|“i,il > откуда следует, что 10 > 2"~Jh Так как
wi = -^+7?Ta*.-i “ 5ТЙ+Ьам< то оно отрицательно и

2/0 + h , 
2(/o + h)|a|1 2^1 + ^0 .

2U0+M101’-1 при

Ясно, что |ш] | < |а1֊1|, и, следовательно, и։ <0и |*^х| — lai.il ~ при п > 4

Случай 2 : а^о < 0 и а։,_1 > 0. В этом случае имеем ы։ < 0 и |ых| = 
цЙЙ)1°м1 + Следовательно. ||а1.։| < И! < jloi.il. так как
1а1.1| 2|а1.о| > |о1,-1|. В этом случае также мы имеем ы։ < 0 и — а։ ։ ~

Случай 3 : 0 < 0 и *11-1 < 0- Многократным применением неравенства (3.1).
аналогично первому случаю получим аХд > 2|<>1.з| > 4|«1.з1 > ••• > 2““’1в1,-11- 
Учитывал последнее неравенство и = -57Т*-^]а1.1 — гЛо*/?]01-"1 ПОЛУЯЛГМ

< 0 и при

Комбинируя эти три случая получаем

uti < 0 и
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Аналогично доказывается, что ы_х < 0 и |ы_1| — Очевидно, что существует 
1о такое, что 1 < ц, < п-1 и |ы,о| = пнп։<|<|,_։ |ы,|. Учитывая, что |и,о| < |ы,в+։| 
из равенства /,ы,_։ + 2(1, + /,+։)ы. + /, + ։ы, + 1 = 0, где 2 < ։ < п - 2, для ։ = »о + 1 
получим, что ы,։+1 и Ы,о + ։ имеют разные знаки и |ы1в+з| > 2|ш,о+1|. Тем же 
способом, используя неравенство |ы1о+2| > |ы1о+11 из предыдущего равенства для 
» = «о + 2 получим, что ы,о + ։ и ы,о+з имеют разные знаки и |ы,о+з| > 2|ы,о+։|. 
Аналогично доказывается, что

|ы._։| > 2|ы._։| >... > 2՞—-’к+1| > 2"-'»-։|ы,0|,

ы > 2|ыз| >... > 2,’-’|ш,._х| > 2”-։|ы10|, (4.3)

для 1о-п+1<»<^-1.
Чтобы доказать неравенство ||/||я ~ |7|1"՜1/2, воспользуемся следующим свой­
ством функций М, которое доказывается простыми вычислениями.

Свойство 2 (Ьг стабильность функций Ы,). Пусть п - разбиение отрезка 
[0. 1] и / = 23*_'О1 °,Х, € $(*). Тогда для любого р 6 (1, оо], имеем

, 1 \ 1/' /"~М \ ։/₽ /*՜1 \ 1,г
(г71) <11Л,< .

/ \»=0 / \|=0 /

Приступим к оцениванию ||/||р. Заметим, что |аМ։| = пйп|<7<пЧ.|.х |а.7|, где 
1 < }• < п + ։ - 1. Следовательно, многократным применением (3.1) как и выше.
получим

|а.,1 > 2|<1.з-1| > ... > 2"*-'<-1|ам<-.<.1| > 2"+'->'-։|а,и(|,

К.1 > 2|а.,.+1| > ... > 2,-<-1|<Ч4.-11 >

Отсюда и из |ы,| < |а,։_։| + |а,.о| + |а,д| получаем, что 

|^|<3.2-““0-"-0+1|О։.|. (44)

Из (4.4) и (3.2) следует , .
|а|.| < 12 2՜ «“<•.—» 1. (4 5)

Из Свойства 2, (4 3) и (4.5) получаем

м^5^.<^+^(14+±+...+

,1.1. х1\,з,/1 1 1 1
2(К-1>, +•••+ 2,) +4г^т11 + 2? + 2^+'”+2(Га^ + 

— 1 4

< 24 Ур1՜' < 24 3'171*-’’
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для к = [у], и

Н¥>11? > —ГТ 12 I"»I'*'» £ —+ коГ^о + |ыгГи) 
А 1=0 ?

<0 3)- / 1,1,1 V (О.З)» 2(0.15К- 7+т +<1+ ттт" -т^и
Следовательно,

Поскольку ¥>(М > 0, то функция Франклина будет равным / = <)т< юда
получаем

||/||, - |/|։"-1'։ и |6|~ — для ։ = 0, ±1.

Пусть я = я и {«о) суть разбиения отрезка [0,1], и пусть / = ^_01 общая 
периодическая функция Франклина соответствующая разбиениям (я. я), а <о 
такое, что |4.о| = тШ1<(<я-114»I- Тогда из (4.3) получаем

161 > 2161 > ... > 2,о’։И.о-11 > 2"-’К..1, 

16-11 > 216-11 > ... > 2"‘,,“։16+11 > 2"—’։16Ь (4.6)

6 = (֊1)п-,161. 1о — п+1<1<1о—1.

При этих предположениях им<тт место следующее свойство.

Свойство 3. (а) Если Ц) 4- 3 — п < » < — 1. то

„ )к.->1<1г7п— к.1.!«.-•։< “* ‘=*+։-".
а1) < и <1 + <|.1 £

( |(,| = (-1)4։ ДЛ* 1=։о + 2-л и । = к> - 1 - «•

/2\14՛ I . 1Л1/1
“2) К.|<С(-) для »=»о + 2-п “ « = «о + 1֊п.

(аЗ)

(а4)

И.-1Ц^-1+21,) < 14.16 <216-11(1.-1+*.).
|60+11(*•<>+1 + 2*1п + 1) < |6о+1К»«+1 £ ^.0 + 11(31|О+1 +21».+з)-

где

тах |/(е)| < е шм |/«)|. <•-!<<<<»
А для I < ։ + я < -1 имеем



■du (ր>) ‘(ւ<|) 'Ü«) « хиХваю (jq) и (£4) wxoHa«vdaH (9 H ■ (СЯ> ‘(f) «■ 
лтХВэиэ (<q) ■ (լ«) «яин^вр։Ьц -(çq) и (fir) xocviatne (9^) си и яхэнмп«! хихс си

'° = + ('»+ ’Dz) ’* ♦ 0i + W + ֊֊։?

Ն + °1 / Կ փ °1 \'0 = -Чу֊2 9 + Огс + т + Ç-—J + (°J + ’~Dz) ’ ՜ւ։-)

*շ-«*>*> շ »«որ о = ։+՚?։+,յ+ 9(,+'î + *Dz + ։՜')’7

оль ‘хаХомгэ (м)<у T / ։И : овхэчс/эхвсвиои

•н/иг > IW/I ™ ’
։♦•-•> >>>•“’> **»>>>’•

*1(0/1 .* > 1(0/1 ™
°c>à>\ Ul/ll^^ç > VJ(>)/I ï

hl*2 •’1/
‘։pJ(D/l [ —-±հ > n»J(D/l [

(99)

(99)

RcWKH լ < F — 1 < i BirtT у

•|(>)/l reu։ 3 > KD/I

7«*Կհ
43 > ipJW/l /

€♦>•7

-('-••IS + e’/c)l’-*9l >

‘(։+'r + ։+,Dll+,?lz> ։+,Jl’?l>

1֊°» = » ■ 2-°* = « «ив (՜)^> !‘Я
c/il/l г |\6/

(К)

(£9)

(29)

•լ ֊ Oi = ։ ■ յ-օ» = ։ «ար •?.(!֊) = 191

•յ - <հ = է BtrtT > l’+9l (T9)

(9»)

О* ‘I < « < £ - 01 "*"3 (9)

•°°II/II|.I2 > KD/I «*”’

•|(D/I «««։ > 1(0/1 XVUJ

•oc>d>i 111/11^—4 > JPrfKD/l / 
|,и } (Çu)

‘ff»J(»)/l ç> v-KD/l ï]
• ♦I./ »4* Կյ 9

ив^Я У Я ОС
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многократном применении следующего злементарного меравенства

(а + Ь)(а + с) а.Ь.с > 0.

Теперь докажем неравенство (а4) (неравенство (Ь4| проверяется аналогичным 
образом).
Если т*^ = |/(01* Л, то тп,., = •т“ 1ЛЖ <•&-» < 0 КР°**
того, для р > 1 имеем

К.Г - !6~1?П'т!л՜՜ - (VI + и ГУ ֊ ‘ 1И€,Г (<■*)
К«-»1 + К«I \ К|-11 + к«1 /

Следовательно,

Комбинируя уги неравенства с (аЗ), получим

—> 24^ - (г + } ДУ > ;^(з/2 ֊ 1Г >

Чтобы доказать (а5), покажем, что

Так как / линейная функция на интервале то |/(*)| < С»+։' Для 
* € [<1ОЛ.О^։]- Отсюда имеем

Р*‘|/(<)|*Ш<^+։к..+։Г.
Из (.в+1&«+2 < 0 следует, что

1/(01^« =
К..+ 1Г1 + К..+1Г1 

р+1 1&.+11 + К».+։1

Из (4.7) получаем

Из (аЗ) для । = »о + 2 имеем

^.+։1(1<.+1 + «<.♦։) < 16.«Н«.+> < К'.+»К34։>1 + Я.«-։)-
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Следовательно,

/е ■*;; |/(|)|><й 2,(у/2 - 1)Л 7 + > У(Л- 1И > 1
Г,4*’|/(*)М “ Р+1 х *•<>+։ / ~ 2(₽+1) “

Заметим. что (а5| есть следствие последнего неравенства и (а4).
Неравенство (Ь5) проверяете! тем же способом, а неравенства (аб) и (Ьб) выте­
кают нт (а4) н (Ь4) соответственно. Доказательство завершено.
П[и-жле чем сформулщювать Свойство 4, мы нуждаемся в некоторых обозначе­
ниях. Пусть х € [0,1], х $ 3 и ։ # Тогда отрезок [0,1] точкой х и интервалом 
7 разбивается на два обобщенных интервала. Точка 1,0 не принадлежит одному 
из этих интервалов. Длину этого интервала обозначим через <ЙвЦх,7), а коли­
чество точек из разбиения я принадлежащих этому интервалу через </„(։). Если 
х € 7, то полагаем 7г(х) = 0.
Если 7 = [о,/?], то через 7՜ и 7+ будем обозначать обобщенные интервалы (<,„,<։] 
и [3, (,„] соответственно. Для г € 7՜ обозначим через /(1)Л интеграл по 
интервалу г] С 7՜ в положительном направлении. Аналогично определяется 
интеграл /**• /(1)<Й для I € 7+.
Для обобщенного интервала V С [0,1] с концами а и (3 (т.е. V — [а,3] или 
V = [а. 1]и [0.3]). будем считать, что (ЩУ) = тш|(Цо)Л(/3)), если УТ>7 = 0 
и <1в( V) = 0, если V П 7 / 0.

Свойство 4. Пусть я = я и {Со} - разбиение с вышеупомянутыми свойствами, 
и / = ~ общая периодическая функция Франклина, соответствующая
паре разбиений (я, я). Тогда существует постоянная С > 0 нс зависящая от я и 
я такая, что

^с(») . .. ........... »^"֊1 <«>

Более того, для каждого р € [1,+ос) существует постоянная Ср > 0 такая, что 
при х € У՜ имеем

Г1’ 1/(0ГЛ<С|>^
(|7| + <йв1(г,7)к֊1

(4-9)

а при I € имеем

(|7| + <Ы(х.7))'֊1-
Кроме того

Н/1км/> ~ 11/11, ~ |7|։/я֊1/2։ 1 < р < оо, (4.10)

где постоянные эквивалентности не зависят от р, я и я.
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Замечание. Из линейности функции / на каждом из отрезков и (4 8)
следует, что

|ЛМ*I йж 14111
доказательство этого замечания и Свойства 4 совпадают с доказательством 
«Соответствующего Свойства из [II],

Свойство 5. Пусть / - общая периодическая функция Франклина, соответству­
ющая парс разбиений (я, я) и ХДЗ = • Тогда существует постоянная С > О
же зависящая от я и я такая, что

1/(01 < сыХЛ,(О и ixziWI < С!и/(<).

Доказательство : При р = 1, неравенство справа следует иэ (4.10)

W/(t) > 771 / * сиг։'а = Схл>(«). для t € J
PI Jj

Учитывая, что 1МХЛ։(«) > ।д^ц,.л , из (4.11) получим первое неравенство.

4.2. Свойства общей периодической системы Франклина. Пусть Т = 
{1„,п > 0} - допустимая последовательность точек и пусть {/П.п > 1} - соот­
ветствующая общая периодическая система Франклина. Через /а, 1՜, У*. Л. кв, 
и (Ц обозначим интервалы и величины раннее определенные для общей перио­
дической функции Франклина, которые соответствуют функции Д и разбиению 
яп. Предположим также, что точки <՜ “, । С* ։ I* *, соответствуют и яп_х
в точности также, как точки <՜՜, <՜, С*՜, !.<> соответствовали *о в я в пара-
графе 4.1.

Лемма 2. Пусть Т = {t*, п > 0} ֊ допустимая последовательность точек к 
{Д, п > 1} - соответствующая ей общая периодическая система Франклина. 
Если tk < t/, k%l > 0 и нс существует такого номера i < max(fc,/), со свойством 
I, € (t#, tj), то для всех таких к и I имеем

Лемма 3. Пусть Т = {!«, п > 0} - допустимая последовательность к пусть 
> 1} " соответствующая ей периодическая система Франклина Далее, 

если I* < 1|, к91 > 0 и не существует такого номера ։ < тах(к.1) со свойством 
€ (й* Л/), то для всех таких к и I имеем

# п:Л С (UJlblJiI >



34 К. А. Керян

Доказательства зтих лемм совпадают с доказательствами лемм 3.4 и 3.5 из [11], 
с той разницей, что здесь мы не рассматриваем разбиения с двойными точками, 
и позтому вместо констант 5 и 25 из [11] здесь выступают константы 3 и 15» 
։.хм>тветствснно
Следующее свойство является простым следствием Леммы 3.

Свойство 0. Пусть Т = {*п, п > 0] - допустимая последовательность и пусть 
{/«• п > 1} - соответствующая ей общая периодическая система Франклина. 
Если {л, : я > 1) есть последовательность натуральных чисел такая, что 
•Ц, Э то для любого числа 7 > 0 имеем

£|А.|’֊|Л,|1 И £|Л.Г’~|Л.Г’ 
4>1 4 = 1

с постоянными эквивалентности, зависящими от 7, но не зависящими от Т и 
последовательности {п, : а > 1}.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА РЕЗУЛЬТАТОВ
Пусть Т = п > 0} - допустимая последовательность точек и {/*;п > 
1} соответствующая ей общая периодическая система Франклина. Для любой 
функции / е Ьр[0,1], / = 12^=1 ап А обозначим

Р/(0 =
1/2

и
п

5.1. 1 ехнические Оценки. Ниже нам понадобиться следующее известное свой­
ство полиномов.

( войс т во 7. Пусть 4€^и0<р<1 суть фиксированные числа. Тогда 
для любого интервала [а, Ь], множества А С [о, Ь], удовлетворяющего условию 
М- — Р1Ю11 и любого полинома Ц степени к, существует такая константа 
С = зависящая только от к и р, что

п1«1С(01<С4.₽яир|(?(0| И у |<?(«)|Л<Сму^|(?(4)|Л.

Дл" / = Е“=1 °"/" и / > о положим Е1 = {I 6 (0,1), Р/(1) > I), и V = (а,/Э), где 
МХЛ<<») < | ■ РИ хе,(0) < Пусть Г = {п 6 Я, К С И} и Л = 7У\Г.

Лемма 4.

»»ед

1/2

(5-1)

(5-2)
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где С абсолютная постоянная.
Доказательство : Начнем с доказательства неравенства (5.1). Оценим интег­
рал а интеграл |оп/п(1)|Л оценивается аналогично.
Заметим, что из (Ь5), Свойства 3, (4.10) и Свойства 4 следует 

для любого п € г для которого П 7* / 0. Обозначим через 7„ левую половину 
интервала Так как функция /„ линейна на С 7„ и |7Д( = ֊^. то из 
Свойства 7 имеем |/„(<)|Л < С|/п(С)|<^е. Отсюда следует, что

( |Оп/п(«)|<Й < С^> [ |а„Л(։)|Л<Сг-^ [ ( V |ашЛ«)|1 ) <Й.
М М \п€Г /

Положим
Г, = {п € Г : 7я(^) = « и ГсП7„+/0).

Тогда
/ Г |ап/.(♦)!<* = [ £ £ |ап/.(«)1<*

^■П/*, = 1п€Г<

так как Го = 0- Действительно, если 7„(Д) = 0. то 0 € 7Я. и из определения 
множества Г следует, что 7Я С V, что невозможно.
Если вб Г„»> 1, тогда #{я„ П(У П7+)} = 9. Отсюда следует, что для любой, 
фиксированного з, интервалы (где п € Г,) могут быть сгруппированы в пачки 
с интервалами имеющими общий правый конец и с раздельными максимальными 
интервалами из различных пачек. Следовательно, из Леммы 3 вытекает, что 
каждая точка 1^1» принадлежит нс больше, чем 15 интервалам У„ для п € Г#. 
Отсюда получаем

(к 1/2
Е |а«/.(<)|։) Л<

|а-А(*)|’

Суммируя эти неравенства по з > 1 получим

|а./.(*)|Л<С |апА(«)|։
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Интеграл Д .о7- оцениваете« аналогичным образом. Это завер­
шает доказательство неравенства (5.1).
Перейдем к доказательству неравенства (5.2). Введем следующие обозначения

Л'= {п € Л, #{я„ Л V) < 1} и Л" = Л\Л'.

Заметим, что существует такая константа С > 0, что

1/3
< С1 для всех t € V. (5.3)

п€Л'

Чтобы убедиться в этом, заметим, что если 7 есть первая точка последователь­
ности Т в интервале V, то сумма |а|,/я(<)|։ является полиномом второй 
степени на обоих интервалах (а.7) и Кроме того, |£^ О > $ |[а. ?]| и 
1^՜ и [7,011 > -|[7,0]|, так как Мхв, («) < | и Мхе,(0) < Следовательно, на 
обоих интервалах (а, 7) и (7.0) неравенство (5.3) вытекает из Свойства 7, так 
как Pf(t) < I на
Для каждого п € Л" введем следующие обозначения

а
0

если t,. € V,
если t,, £ V и а £ J՜, 
если i,. £ V и 0 € Ji,

и /i„ = Дх«,,.-,.), дя = Ясно, что

/.։(t)<^(t)+g’(t) для t € V и n e Л",
/’(t) > max (^(t),S’(t)) .

Для доказательства существования С > 0 такой, что £„€Л„ |«п£7„(*)|2 < С1г, по 
индукции определим последовательность точек 0П, и ассоцирусм с ней разбиение 
множества Л". Положим. п։ = шшЛ" и пусть € яП1 такое, что & < 0 и 
(01- 0) <3 = 0 (заметим, что а < Обозначим

А7= {п€ А", (01,0)0 =0).

Далее, положим п։ = ш։пЛ"\Л|. Заметим, что #((01,0) О я„։} > 1. Поэтому, 
мы можем выбрать 0, € я„, такое, что 0։ < 0։ < 0 и (02,0) П яя, = 0. Положим

А? = {п € Л"\А7, (0։,0) П яп = 0}.

Заметим, что 02 € я„ при п > па. Определив точки 01,...,0* и множества
Л'։',..., Л^. возьмем п* + ։ = штЛ"\и*_։, и заметим, что #{(0к,0)ПяЯ։>։} > 1
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Теперь определим 0к+1 € я„к+1 так. чтобы < 0*,., < 0 и (0» + ։,0)Пя,,ф։ = 0 
Положим

Л;'+։ = < п € л"\ и Л", (0к+։,0) п я. = 0
I *=1 I

Ясно, что & € ** ДЛЯ любого п > и п > п>, если п € Л", где I > к. Применяя
Свойство 7, получим

£ К Л «)|։ < ср
»€М-.А7

для «б[0т,0).

Так как 1Мх£,(0) < | и длж каждого т и п £ Ц?11А* функции /„ к линейны 
на (0га,0). Кроме того, так как $’(«) < /„(<), то

Е К<МП12<СР. е€(Рп,.0).
-би-.Л”

(5.4|

Теперь рассмотрим сумму 1а"3"0)I* на отрезке [0*-1.0к), где к < т. Для
»того рассмотрим следующие случаи.

Случай 1 : /Ап = *»• Этот случай может встретиться самое большее один раз.
Напомним, что (0п,,0)Пяп = 0 и Л 0 V для п е Л" . Итак, мы имеем следующие 
два подслучая :
1а ։ рт = является левым концом интервала Л,- Тогда 0 Е Л и 
1Мх£, (0) < Поэтому из Свойства 7 вытекает существование абсолютной 
постоянной С > 0 такой, что

|ап/н(«)|<С/, Г 6 Л- 

1Ь : 0га = £„ и £* является правым концом интервала .]*. В этом случае 
0т < «+. Кроме того, I; = Кп.ОиЛ и |Л| > |[<п.^]|. т.е. |Л| < |/;| < 
2|Л1| по определении։ интервалов 1' и J. Следовательно, используя неравенство 
•Мия, (0) < { и Свойство 7 получим

1<и/п(П1<С/. ее Л-

Объединяя случаи (1а) и (1Ъ) с (аб) Свойства 3 и (4.101 Свойства 4, мы получим

|ап9-(<)1 < Сет~Ч, (5.5)

Случай 2 : рт = «+. Так как п € Л" , то точка является левым конном 
■втервлла Jn. Иэ Свойства 4 и определения функции дЛ следует, что

1^(01 <Се—‘|Л(Д»)|. «<А-
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Следовательно. для Г < Д получаем
\ ։/։ / \ ։/>

V |аяУв«)|։| <Се"-‘ £ |а„!МД.)|։ < Се՞֊*/. (5.6)

\ *«*- / \ /

Случай 3 : Д, / Гп и (Зт £ Так как п € Л" . то из Свойства 4 и определения 
д„. для < < Д получим

\ 1/3 / \ 1/3
£ |оп?я(*)|,| <С£’"-‘ |ап0п(Д,)|а < С^՜4/. (5.7)

\ / \ ш€А* /

' •<Сау«ж11 ' \«€С<уч*ва /

Из неравенств (5.5), (5.6) и (5.7) вытекает

т-А: (5-8)

Пусть теперь < € [Д, Д»+1) Используя неравенства (5.4) и (5.8), получаем

£|^(*)|։< Е 1«п?.(‘)1’+ 52 Е1а-5"(*)1а<
•€*’’ ,{11- Л;< *>т + ։П€Л"

Из (5.8) получаем аналогичное неравенство для ( € (а, Д). Для I € (Дш, Д, где 
Д««» = ЯЧР4>1Д достаточно применить неравенство (5.4).
Сумма $3»СА,. |апЛп(<)р оценивается аналогично. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть V - (а,{3) С (0.1) и / € //[0, 1) (1 < р < 2) такие, что
*ирр / С V я / = 52^=։°п/п. Тогда существует постоянная Мр, з.юисяшая
только от р такая, что

Н.(П

где 0 = ,/1 = п(У) = гшп{п : яп П V 0} и V — (а.Д - обобщенный
интервал с концами

а -2|И
а -2|У| + 1

и У = [0,1], если IVI >

0 + 2|У|
0 + 21И- 1

если 
если 
если 
если

а - 2|У| > 0, 
а-2|У|<0, ’
Д + 2|У|< 1,
0 + 2|У|> 1,

",11/1?.
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Доказательство : Обозначим через 1/^ = 1 ֊ 1/р и заметим, что и < 0 < 1 Из 
очевидного неравенства

£ 1/»(<)Г<и< £ 1/.(<)1рл+£ |/.(ОГЛ

следует, что нужно оценить суммы

« /1\Н.(П
Е 5 1«. и/, и;., ы,;и,.п. ■

*=я(У)

"="(И

Поскольку обе суммы оцениваются аналогично, мы приведем оценки только для 
первой суммы. Для этого рассмотрим следующие случаи :
Случай 1 : Д С [2, а].
Случай 2 : 5 е Д, |Д Л(а,а]| > |У| и Ja £ [а,а].
Случай 3 : Д С (0.5) или 5 € Jn, |Д П [а. а]| < |V| и Д £ [а, а] или 0 € Д.
|ЛП[0,0]|<|У|
и д £ рД
Случай 4 : а € Д, |Д П (a.aj| > |У| и Д £ (о, а].
Случай 5 : Д С (а,3] или а € Д, |Д Л (а.а]| < |У| и Д £ (а.а).
Случай в s Д € Д, |Д Л U3.31I > |У| и Д £ 10,0].

*** - ***
Обозначим через У_ = (5,0] и V+ — (а,0).
Случай 1 : Для тех п, которые удовлетворяют условиям Д С [«•«] введем 
следующие обозначения :

Т1_ = {п: |Д(*)|’А> / |Д(«)|’Л
I JvnJt Jvnj-

Tl m = {n € T2 : #(f, Л[5,с»]} = m} ,

Sl_ = [n . f |Д(01’Л<
l Jvnj*

= {nesl : #{*>ПУ1) = m}.

Рассмотрим тот случаи, когда п € Т] га. Длк ксности введем обозначения 
= {Я» л [5, а]) так. что [х։,Ж։]С С •••С [>1,хга] и т > 2.

Также заметим, что
#T2.m < 7. (5.9)
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В самом деле. только (х։,х։) и (хга_։,։т] могут быть интервалами 7П для 
иежото|юго 1„ # Х|,х>....... хт, и только один из интервалов [г,-1,1,) (3 < ։ <
т- 1) может быть интервалом 7„, где 1„ = х։, который был добавлен последним. 
Следовательно, неравенство (5.9) следует из Леммы 2. Кроме того, из (а5) и (65) 
Свойства 3 для п € Т2 т имеем

С 1/п(<)1ял<с|,^‘^||/я||;, 
Г<п(7'и7.) 
( |А(01’Л < 2 [ < С,е’--<в»||А||’.
у Jvn.it

Добавим, что если Vе О7„) / 0. то (/„(а) + <Ь(а) = т и ։/„( V) < 7п(а) < т.
Следовательно.

и из (5.9) получаем очевидную оценку

1М«)|'Л < сх"'||/ц; (5.10)

1<».Г < 1/«)Г<й (У |/.(<)|<лу ’
(5.11)

Теперь рассмотрим случай п € 51 га. Заметим, что «,в € У_. Из определения
интервала 51 следует, что для каждого т и п € 51 т имеем

(5.12)

Пусть Д является таким интервалом линейности функции /п (с концами из яп), 
что ДП(УП7՜) 0. Тогда из определения интервала Д и Свойства 4 получим,
чти

——1^1— < ГМ-'* |л|1/*
|Л| + а»։(Д.Л) + |Д| ֊ |Л|+<1и1(Э,Л)'

Следовательно.

тах |/.(«)|= тах тах|/,(4)| < Сс4'^} 
Д:ДЛУП7-/в »€Д “

1Л11/3
|7„| 4֊ а»в1(/Э, 7„)‘

Отсюда и из неравенства (5.12) следует, что

1ЛИ
(|7П| + <Ы(^1Л))Р-
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Учитывая, что<1„(У) < d„(0) = m+dn{a)-£, где { = #{япП{й)}, и комбинируя 
вышеупомянутые соотношения, получаем

У' (1) киГНЛИ' < С, ....

(5.13) 
Пусть к = ^п(ог) и тп и к фиксированы. Тогда интервалы 7П могут быть 
сгруппированы в пачки, так чтобы интервалы из одной пачки имели общий 
левый конец и максимальные интервалы из разных пачек не пересекались бы 
Из Леммы 14 вытекает, что каждая точка I I, может принадлежать не более 
чем 15-ти интервалам 7'.
Ясно, что |7О| + <11я1(Д 7«) > |[/3.*]| для * € 7Я. Следовательно.

1Л11УГ1
(|7я| + <11в1(/5,7я))'

Из последнего и из неравенства (5.13) вытекает

W
(5.141

Случай 2 : Для л, удовлетворяющему а € Л«|Л п [5.а]| > IV՛ и Jn £ [а.а].
обозначим

т2_ = [п-. [ \fn(t)\4t> [ |/пИ)|’Л ,
I Jvnjt Jvc\j; >

#{згпП[а,а]} = т},

&_ = [*.[ 1Л(О1’Л</
I ■/уы* /ум; >

51.т = {пб51: #{*„ Л V*} = т}.

Если п 6 Т2 то #Т։ т < оо и 4,(0) = тп > dя(V). Более того, если гц, < 
П1 < ... < П» такие элементы множества Г2 т, что .ЦЛ Э 7», Э • •• Э 7П,, то 
эти интервалы имеют тот же правый конец, и из оценок ||/„||' и Свойства 3. для 
п £ т, получаем

JV JVr\JZ
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Последнее неравенство вместе с (5.11) дает

Ил определения Т1 т следует, что |7„,| > |У| Следовательно. из Свойства б 
вытекает, ЧТО

£ |Л|‘՜' - 1Л.11՜' < с,|и1-’.
■О!.-

Отсюда получаем

Н.(П
|аяГНМ1; < с,^||/||*. (5.15)

Теперь рассмотрим случай когда п € 51 т. Заметим. что #51 т < оо и 
<(„(/?) = т > </«,(Г). Более того, если по < п։ < ... < п, суть элементы 
множества 51 „, для которых Ло Э Л, Э Лэ... Э Л., то все эти интервалы 
имеют общий левый конец, и из оценок ||/я||* и Свойства 3 получаем

/ 1А(«)1’Л<2 [ |/.(<)|’Л<
Уу Уумг

С<с’гл|У||Л|-’/Л

Последнее неравенство вместе с (5.11) дают

|ап|*н/пц; < с,^|иг-1|л|։-л|л5-

Из определения 5! т следует, что |Уп-| > |У|. Следовательно, из Свойства 6 
вытекает •

52 ЦЛ1-'НЛ.11՜'<
Отсюда получаем

/ ։ ч

|а.ГН/-Н;<сг1Г*||/||;. (5.16)

Случай 3 : Для тех п, которые удовлетворяют условжям Случая 3, введем
обозначения

Т1 = Ь:/ |Д(«)|’Л>/
I мга* МГУ.!; J

Т1.П, = {п € т! : #{яп А[а,а]} = п»} .
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5- = {n:L <I 
I Jvnj; Jvnj- J

Sl m = {n € S3_ : #{ж. П0.Д)} = m).

Если n € T2>m» то обозначим

a* = max {a по правым концам интервалов Jn, n G 7?

Из этого определения следует, что |У| < Ц<Г,а)| < 2|У| и #(ж. П [а*,а)| = т 
для всех п € Т3 т. Поэтому для п € 2? ж имеем <Д,(а) = т + </,(«-) - С. 
где ( — ^(тгп П а ) и <^Я(У) < </а(а). Полагая, что п £ Т? т, сначала оценим 
йиР«С»'л/* 1/«(4)1- Дл’ этого допустим, что Д интервал линейности функции /„ (с 
концами из кп) такой, что ДП УП 7+ # 0. Из определения интервала Д получаем

<А>(Д) >«*»(“) и diet (a, Jn) < diat(A. J„) + |Д|.

Следовательно, из Свойства 4, для е = (\/2 + 1 )/3 > 2/3 получаем

eup|/n(t)|<Cf‘-’A) 
»ед

|ЛР/а
|JB| + dist(J„, Д) + |Д|

т+И. |о *)_____I^B I !______

|J„| + di»t(a, J.)'

Следовательно,

«up |/„(t)| < CEm+rf-(o’
<€Vn/ + |Л| + distfa, J„)‘

Итак, мы имеем

/ |Д(,)|Ч) < 2 / |/.(01*л <
Jv Jvnj+ (|Je| + <list(a. Ja н«

Так как ||/п||р ~ |«Л»последнее неравенство вместе с (5.11) дают

1АЦУГ1
(|Jn| + dist(a.J„)H՛ (5-17)

Обозначим через левую половину интервала Jn и для фиксированного к 
рассмотрим все п € Т? т, удовлетворяющие условию = к. Если к = О, 
то из условии Случая 3 вытекает, что а’ является правым концом интервалов 

и эти интервалы формируют вложенное семейство, т.е. все эти интервалы 
можно перенумеровать так, чтобы 7П| Э Э • • • Э А.* Для к > 0, рассмотрим 
два индекса гц < п2 таких, что ЛП|(а') = к =■ <Д|Э(а’). Тогда все точки из

/j xP<«.(V)

V7
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разбивши разбиения *П։ принадлежат и яП։. Следовательно, или правый конец 
совпадает с правым концом Л, (из этого следует, что Л, С Л։) или он 

лежит между правым концом 7П и точкой а’ (в этом случае левый конец 
также принадлежит тому же интервалу). Из последнего и Леммы 3 следует, что 
к.кждая точка * # может принадлежать не больше, чем 15-ти интервалам 
где т и к фиксированы и (1п(а9) — к. Кроме того, для Г € имеем

|Л| + аи1(а,Л) = |^| + Шв1(а.4) > |[«,а]|.

Следовательно,

1ЛЦУГ1
(1Л1 + аы(а,7п))р

Отсюда и из (5.17), суммированием по к, получим

(5.18)

Теперь рассмотрим случай, когда п € т. Обозначим

по левым концам интервалов 7П, п

Следовательно, |У| < |(/3,/Г)| < 2|У| и ДЛЯ всех п € 53_ т имеем #(яп П (/3,0*)) = 
т. Итак, для п € 53_ т имеем, что (1„(0) = т + г1п((3‘) -{*. где С = #(яп П/Г) 
и <3П(У) < <1п(0). Для того, чтобы оценить в’։р։еуп7; 1/»(0| для п € 5?<т, 
Предположим, что △ является интервалом линейности функции /„ (с концами 
и։ *«•) такой, что △ П V П 7 “ / 0. Из определения интервала △ следует, что

<!.(△)> ап(/3) и <118((0,7П) < 7П) + |Л|.

Из Свойства 4 следует, что (заметим, что е > 2/3)

8ир|/в(е)|<Се<։л’ 
»« а

1Л11/а
|/п| + айк(л,д) + |д|

< С£га+--<3‘> 1А|*/*
|Л,| + 4։в1(0,Л)'

Отсюда следует

вир |/.(<)|А < Сст+<։՝^*‘ |Л|1/։
I л I + ашк^, Л)
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Следовательно,

/ 1А(*)1’Л<2 [ 
./V мы.

|Д(։)|’Л<С,е’’т+<^’» 1И1ЛГ/а
(|Л| + <1и.1(Д7„))«'

Поскольку ||/„II* ~ ИЗ последнего неравенства и из (5.11), получаем

1.
Л

у*.(И
|ап1'’11/п||₽<Ср||/||*^("’+<‘-(Г» ___ 1ЛЦУГ1

(|Л| + а^^.Л))р- (5.19)

Для фиксированного к, рассмотрим все п 6 51 ,га со свойством (Щ/Г) = к. Если 
к = 0, из условий Случая 3 следует, что 0’ является левым концом интервалов 
,/п, и эти интервалы формируют вложенное семейство. Для к > 0 рассмотрим 
два индекса п։ < П: таких, чтобы 7„,(/?*) = к = Нпз(Д‘}. Тогда все точки 
разбиения яП| также принадлежат яв,. Следовательно, или левый конец отрезка 
7П, совпадает с левым концом 7П| (отсюда следует, что 7П, С 7„։) или он лежит 
между левым концом интервала и точкой /Г (в этом случае правый конец 
интервала также должен принадлежать тому же интервалу) Из последнего 
и Леммы 3 следует, что каждая точка < / может принадлежать не больше чем 
15-ти интервалам из 7' = правая половина интервала 7„. Кроме того, для 1 € 7' 
имеем

|7»| + ай1(Д,7.) = 1741 + (ИнЦ/Э.Т:) > |[М1-

Следовательно,

„ 1Л11УГ1 <с у [ !К!21Л
.... ^.^(1Л|+^.Л))'- ' Л; 1К». «1Г

ео . |У1*՜1< С,|УТ՜1 Д < Ср|[/?,0’]Н - Ср

Отсюда и из (5.19), суммированием по к, получаем

1«. 1'н/. и; < с,||/||'о'՛". (5.201

Случай 4 : Обозначим через

Г4 = {п Е Случаю 4} . Т1,т = {п € 71. #{<• л 1®<«В = •

Отметим, что мы можем пропустить случай т = 0 или тп - 1 для которых 
[а,а]Пяп = {а), так как эти случаи уже рассмотрены для 7?>га или 5’ т Таким 
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образом. </в(И) — 0. Так как по крайней мере одна точка из яп принадлежит 
интервалу V и еще одна точка о интервале г„, причем (5, а), то получаем 
|7, Л[я,а]| > |У|. Следовательно. |У| < |7Я| < 3|У|. Интервалы ^,п € 71,т 
формируют вложенное семейство, так как я € 7П, и по Лемме 3 имеем #71 т < 
30 Более того, в этом случае из (о5) Свойства 3, имеем

1Л(0ГЛ<Ср^"||Л||;. 
п(Л'иА)

Комбинируя эти соотношения с (5.11) и с оценками для ||/я||р и ||/п ||,, получим

(5.21)

Случай 5 ։ Обозначим

Т? =. {п 6 Случаю 51 , Т?.га = {п€ т! . #{ яп П [я, а]) = тп} ,

И положим

о’ — min {о по левым концам интервала Jn, п € 71 m J .

Тогда |V| < |(я,а']| < 2|V| и для всех п € 71 т имеем

Л С [а',0] и #((3.0']^ *■) = т-

Мы можем считать, что 7՜ П Vе / 0, так как

1Л.(*)|'Л = 0.

Если п € 71 т, то <Ц(а) = т + 7п(я') - где (' = #(яп П {я*}). и (НвЦа, 7П) > 
|[а,о']1, откуда следует, что |7„| + сйвЦа,/п) ~ |У|. Из неравенства (4.9) и 
С войства 4 следует, что

1Л1Р/2
|V|P֊‘- (5.22)

Для каждого п 6 71 т, разложим интервал [а',0] в сумму трех не пересекающих­
ся интервалов 1'о , Jя, У„+ (где Уп՜ и суть левая и правые части интервалов 
(а',Д]\7,,). Обозначим

Jv» Jj,
<*"•>= [ + <4.4= [ f(t)f„(t)dt.
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Начнем с оценивания части, которая соответствует а, 2. Заметим, что

[ 
Jj.

< НАН*

Для фиксированного к рассмотрим п е Т* т, удовлетворяющие условию а„(о'| = 
к. Напомним, что если г»! < п։, то все точки разбиения я., такж<- принадлежат 
яП։- Следовательно, для любого фиксированного к, интервалы с индексами 
п € Т^ т, где (1п(о>) = 4. можно сгруппировать в пачки так. чтобы интервалы из 
одной пачки имели бы общий левый конец, а максимальные интервалы из разных 
пачек были бы разделены. Заметим, что интервалы из одной пачки формируют 
вложенное семейство интервалов. Через обозначим один из максимальных 
интервалов. Тогда используя (5.22) и Свойство б, получаем

<СР<Р՝е'п^

.а.(о'|=*.лсл.

Ш* <

Ш* <

|ЛГ,։|ЛГ/։-։
|V|/֊>

Проссумировав по макошальным интервалам, получаем

JV'fUJïvJ'.)

а просуммировав по к приходим к неравенству

(5.23)

Теперь приступим к оцениванию части, соответствующей Оп.э- Для фиксиро­
ванного Jt, обозначим через > 1 подпоследовательность (в возрастающем 
порядке) всех п € T? m такжх. что dn(a'| = к. Заметим, что если тц < nj и 
dn,(a') = к = <УП/(аг), тогда или левый конец J„։ совпадает с левым концом ./п> 
1в этом случае Jnj С ■ правый конец также принадлежит ./П|, причем 
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если он совпадает с правым концом -Г„։, то в силу Леммы 2 следует, что число 
таких интервалов не может быть больше, чем 3), влв левый конец 7п> находится 
между а и левым концом (в этом случае правым конец также находится 
между «1 и левым КОНЦОМ
Допустим, что -Гяе 1 - правый конец интервала | (будем считать, что *уПй о = 
0). Заметим. что 7„, , принадлежит разбиению дли всех ;>։>!, 
И |о'|%о<м] С к*'.%*,']. Положим Тогда иэ
определения 4*, вытекает, что > ^~у-3. Следовательно, для } > 1 из Свойства 
3 имеем

I/..,«)!’<« < с,г'|-||/.>л; <

Применяя неравенство Гельдера (где 9 = получаем

Иэ (а5) и Свойства 3 следует, что

Комбинируя тги оценки, для фиксированного й, получаем

^'•11^.0,,.-.«.»
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- СО |а"‘•'•’1'11/"'Лг(У.лМ.-илм -

/^1 <ж> ։՛’•>.< Ле>.<-Л

< 52 у
»>1 л**,|—11 ? >•

< С,е^^ 521 |/(е^л < €,^"’^•11/11*.

Просуммировав по к > 0, получаем

(?) к.>гн/.|^.п(А.иЛН (5.24)< £,''"’•11/11'.

Перейдем к оцениванию части, соответствующей цйЛ. Можем считать, что 
7՜ П V* £ 0- Чтобы оценить вир |/я(1)|, в качестве Д возьмем интервал

линейностя функции /„ (с концами иэ я.) такой, что ДПИВ*П/՜ И Ясно, чти

J^) < Шв1|Д, •/„) + |Д|.

Используй Свойство 4, получим

.ир|/.(<)|<С?^|л|+^н|й|<

< Се*՝^——< су"*««1) 1^»11 2
1Л| + <1»С(ДЛ) - и.нашЦД.Л)

Отсюда следует, что

вир 
1€У?П/-

|/в(։)|= шах .ир|/.(։)|<Сг-+4-<в’։
Л.ДпГ/пУГ Х»1€Д |Л|+<1^,Л)

1/в(<)1»аг<с,г’("’+4-<о'“ 1Л1«'*|у| 
(|Л| + <1Ь։(Д ./.))•

Испилыуя неравенство Гельдера, получаем

/(«)/. («)Л
1/-(«)1’л)

|/,|'/>|У|'-1
(|Л1 + айи(^.Л))”

п/н;-
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Следовательно, для фиксированного А имеем

НЛП
к<гнл.н;

«€Т! ш:4.(о')=*

|ЛГ/а1ЛР~,/а
(|Л| + <1»1(^,7П))Р

1Л11УГ1
(|Л| + <Ы(ДЛ))/

(5.25)

Для любых фиксированных т н к рассмотрим все п € Т* т со свойством 
4„(а') = к. Тогда соответствующие интервалы Л можно сгруппировать также 
как и мы уже делали выше. Через обозначим правую половину интервала * *
Ясно, что если < € то |Л| + Л) > |(/Э.«]|. Следовательно, из Леммы 3 
вытекает, что любая точка < может принадлежать не более, чем 15-ти таким 
интервалам Следовательно,

1ЛЦУГ1
(1Л| + аы(^Л)н Л.-НМ1’ -

|УГ‘_ пт՜1
1|/м]|’ ' 'ИМК՜1

И* последнего неравенства и из (5.25) следует, что

Просуммировав по к, получаем

На(И
(5.26)

Осталось оценить часть, которая соответствует ап,1- Для фиксированных к и п 
(с =■ к) обозначим через Ьо,п... .уЬь .« те интервалы линейности функции 
/«, которые содержаться между точкой а' и интервалом .Д» (в положительном 
направлении). Заметим, что если а нс принадлежит разбиению яп, то £0։П не 
является интервалом разбиения я*. Введем следующие обозначения

6,п = /
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Ясно, что аяЛ = ^,=о6» " Для всех п, для которых <£,(<։') = к. Из керамисты 
Гсльдера вытекает

1М'=1 / /(*)А«)АГ<с [ |/(4)|*л 
Л(,.

Из Свойства 4 имеем

«ир 1/п (01 < с
1Л| + |Ь|Л| ■+ <1151(7.. Ь, „)

Отсюда следует

lb.nl' <с„
1ЛГ/2|£,,„Г-1 

(|7(1| + |£,..։| +<1181(7,,. £..))< (5.27)

Рассмотрим следующую дробь

|ЛГ/>|£<1,Г1 1ЛН < 1Л1 (|£.,,|4|7.|)^-ч
(|7„|+|£1,п|+<1мЧЛ.£..„))₽ |У|'֊1 ֊ |У|'֊1 (|7П| + |£.,„| + <Ы(7., £.,.)Р ֊ 
< тШт(1^.-1+ 1Л| + <1»Ц7я.£.л)Г’.

I * I

Следовательно, вместе с (5.22) и (5.27) получаем

х / {|д -1 + |ЛИ<им(Л-Д-")Г’ ֊
<сх‘ ПУ* { |/(*)ГЛп^(1^.-1 + 1Л|+<1Ь։(7в,£,..)Г։

Для фиксированных к и ц рассмотрим те интервалы £։ п, для которых п удовле­
творяет условию ^п(а/) = к. Эти интервалы можно сгруппировать также как и 
мы уже делали выше.. Интервалы Jn^ соответствующие £|,п. которые принадле­
жат одной пачке, можно снова сгруппировать в подпачки так. чтобы они имели 
бы общий левый конец. Следовательно, они формируют вложенное семейство 
Jn, Э ... Э Jnl^ Обозначим через 7' правую половину 7.. Из Леммы 3 получим, 
что каждая точка I 1Л может принадлежать не больше чем 15-ти интервалам 
7^, которые соответствуют £,։Л из одной пачки. Болес того, обознлчиэ через и 
общий левый конец интервала Lt п из одной пачки, для С € 7^ мы получаем

|Ь։,я | + |7П | 4“ 1П*с(7я»Д.«) > 1[и • И1-
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Напомнив, что р < 2, !>*„ является максимальным интервалом пачки п Jn С 
то получим

12 (I) 1‘...М/.1Г1,(у.п(Л.иЛ1| <
п € пачке 4

1И''։
|/(0М(|£.1Я| + |Л| + <ИЛ. Ь,..))”՜’

/2\Ик՜0 г

1/(«)1'Л £|[и-,е]|'֊։л

Так как для фиксированных к и ։ максимальные интервалы £՛„ раздельны, то
имеем

£ / |/(«)гл < н/н;.
по пачкам с Л1о')=^

С ледова тельно.

(5.28)
Для п таких, что </п(а') = к и з = \’2/3. по неравенству Гсльдсра получаем

1=0

А

• =0
Следовательно. И1 (5.28) получаем

11/1К < С,.»'*։’" 11/11'.
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Просу мм ировав по к получим

Е (г) к.и1/<|й.п(,ги4 < с, ✓-11Л?.
ж '

Из последнего неравенства и неравенств (5.23), (5.24) и (5.26) получаем

/1\Н.(У)
Е (?) 1а"1'НА1Г1,,;;.„,/.и/.,1<си’"|1Л1;. <5-«.

п€Т» _

Случай в : Для п, удовлетворяющих условиям 0 € |Л Л |0.0]| > |У| иА»
Л, (2 (0,0). обозначим

Т! = (п:/’ |А(1)|’Л</ 1А«)|’л}.
I кпХ А п у; )

Т?,т = {п € 1^.т : #(я„ Л [0,0]) = тп} .

^ = (п:/’ |/я(«)|’Л > [ |/.(*)|’л},
I ■'ипу* )

5*.я = {пб5* :#(яиЛП') = т}.

Ясно, что множества $1 т и7^ т конечны. Если п £ Т? т. то= т > <4,| V). 
а если по < п։ < ... < п, суть элементы множества 7^ т. то Л, Э Л, Э ... Э 
/п>։ причем эти интервалы имеют обшнй конец. Из оценок ||/п1|£ и Свойства 3 
для п € 7^>т имеем

||/п11;~1Л|*-г/։ и / |A(t)|’dt<2 [ |/.(t)|’A< c,f’m|V||J.| ”'2.
r Jv Jvc\j;

Поэтому из (5.11) получаем

|«-гн/-н; < c,e'mi՝T‘1i/-i1_'ii/iir
Заметим, что из определения множеств Tt m следует, что |Л,| > |И|. Следова­
тельно, по Свойству 6 имеем

и поэтому

i^hiaii; < сх'’’ц/i)'. (5.31)
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Если л € 51 т, то </„(«) = т > <1П(У), а если гщ < < ... < п, суть элементы
множества 51 т, то Ло Э Л, Э ••• Э Л., причем они имеют общий правый 
юнец. Следовательно, для л € 51 т из оценок ||/||* и Свойства 3 имеем

нац; ~ 1Л11-"’ и / 1/.(<)1’Л<2^+1А(«)1’Л< С,г”"|У||ЛГ’/’.

Последнее неравенство вместе с (5.11) дают

Из определения множеств 51 га следует, что |/п.| > IV՜). Следовательно, из 
Свойства б получим, что

£ 1Л11-’~1Л.|1-’<с,|и|*-'.
•€*! .«

и поэтому

Е Ь) I“-г и/՞ и? < с₽^т11/н;- (5.31)

Для завершения доказательства заметим, что просуммировав неравенства (5.10), 
(5.14). (5.15), (5.16), (5.18), (5.20), (5.21), (5.29)-(5.31) по т > 0, получаем

рА(И

L^(V•n^յ;uJ.p < £,11/11?.

5.2. Доказательства Теорем 2 и 3. Мы приведем наброски доказательств, 
так. как они почти во всем совпадают с доказательствами.«* аналогичных теорем 
из (11).

Доказательство Георемы 2 : Для того, чтобы доказать, что система Франк­
лина является безусловным базисом, докажем следующее неравенство :

‘,11*711, < 11/11, < С,IIР/||,- (5.32)

Введем обозначения

Е/ = {«€(0.1):Р/(0>1}, = {е € (0,1): 1М¥£?,(0 > 1/4).

Из свойств функции 1М следует, что

|В||<С|£|| и в,=
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где V* = (ад,/?к) суть непересежаюшмсся интервалы со свойством :

1Мх£,(ак) < ֊ и 1Мх£,(А) < р 4 4

Будем считать, что множество Гк, соответствующая множеству V* кам и в Лемм*-
4. Имеем

г = иг*. А = ЛГ\Г, ^ = £4/., Л = ^а./В, 
‘ п€Г . п€А

Из неравенства (5.1) и Леммы 4 получаем

52< е [ р/(ПЛ.

Используя последнее неравенство и Р/(*) < I. для * £ Е|, получаем

*1(0 = |{« € (0,1): $>։(*) > А/2Ц < |В/| + * $>»(«)*

< |В,|+ ? [ Р/(0* < 1Д1 + С1ВАЯ1+ у / Р/№ 
I 1

Следовательно,

Ы1)<С |Я| + | [ РЯ0<*).
• Уе, /

(5.33)

Так как для * £ Е։ мы имеем Р/(*| < I, из неравенства (5 21 следует, что

/*¥?։(*) <Ы, где *6(0.1). (5.34)

Так как 8'д < С1Мд и функция 1М имеет вид (2.2). то

Ф2(1) = *€ (0.1):Г^(*)>
< £||1М?։||? <

Это неравенство вместе с (5.34) дают

1Ы1) < С(|£։| + / (/7(*»։Л)- (5.35)

неравенств (5.33) и (5.35) следует

*0) = 10 € (0.1) : Г/(<) > 01 < *1(0 + *з(0 <
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P/(t)«ft 4֊ ֊ Д (Р/(«))։Л

Так как 1 < р < 2, то имеем

IIS-/11; = р Г i’-l*(i)di<c,\\Pf\\r. 
/о

Из этого неравенства следует правостороннее неравенство (5.32). Перейдем к 
доказательству левостороннего неравенства в (5.32). Для этого достаточно пока­
зать, что для каждого р (1 < р < 2) функция Р имеет слабый тип (р, р). Поэтому 
нам нужно доказать, что для любого фиксированного р (1 < р < 2) и любой 
функции / € 1/(0,1] имеет место

где I > 0. Без ограничения общности мы можем считать, что ||/||р = 1 и I > 1. 
Обозначая

Gf={te(0,l):IM/(t)>/},

получаем

и Gi = (Jn, (5.38)
k

где V* = суть непересекающиеся интервалы. Кроме того, |GJ = V\ | V* |,
и

1/(<)1 < < п.в. на G‘t и I \f(t)\dt<l\vk\, k = 1,2,... (5.39)

Через Т\ / обозначим проекцию функции fxv на пространство линейных функ­
ций. Если Д, |/(t)|dt < /|У|, то

||7V/|ß< 4/։|И и ||Tv/Hp < с„№,(И

Введем обозначения 

Л = /хс; + 52 т^/, 
к

д = f -h

и оценим части, соответствующие РЛ и Рд.
1ни’ь.ь5уя неравенства (5.38), (5.39) и свойства оператора 7р получим, что

1|Л|1’ = к + Д /. 12՜” /с + 4 /21с»1 < С,Р-р||/||*.
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Отсюда имеем

(е€(0,1):РЛ(0>5 
X * (5.-111)

Остается оценить часть, соответствующую Рд. Так кая при р < 2, то

№(*))' =
«> \Я/2 эо

Е «-.($)’/.’(«)) < 12 К(»)Н/-(«)Г-
п=1 / п=1

Пусть 14 = где ак = ак ~ 2|Ук|, 0к***
очевидно, что |(7/| < 5 С/|. Следовательно,

— /4 ’+ 2Щ| и С/ = УкУк. Тогда

(։е (0,1) :₽։(։)>!} <|ё,|+£Д(Р։И(«)Л<

<ср!^ + ֊£^ |<и(։)Н/.(։)|'л. (5.41)

Из определения функции д имеем

п< = Е / иго - *н/гог<* < Е |/<<)ГЛ - С'|1Л1^ (5Л2)

Поэтому достаточно доказать, что

Е £ |оп(9)Г1Д(<)ГЛ < С,|К- (5.431
п

Для этого, обозначим дк = и заметим, что ||$||£ = 1|^ ■ 9 =
где под равенством понимаем сходимость к функции д в 27[0.1]. Более того, для 
каждого п > 1 имеем ап(9) = 52^=1 Из определения Т\\ следует, что

ап(дк) = 0 для п < п(14). Применяя неравенство Гельдера с # = у/ё = У1 - 
получаем
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Если п > п(14), то V* имеет по крайней мере одну точку из разбиении я„. 
Поэтому, дик каждого к > 1 существуют нс более двух значений к, для которых 
п > п(У* | в <^(14) = в. Следовательно,

г/1

Из предыдущих неравенств следует

Н.(П)
1Мл)Г-

Заметим, что «ирр^ С V*. Следовательно, используя последнее неравенство и 
Лемму 5, получаем

р4. IП ।

т.е. неравенство (5.43). Из (5.43), (5.41) и (5.42) имеем

р е (0,1):
(5-44)

Тая кая / = д + А, из (5.40) и (5.44) следует

|{ее(о,1):Р/(е)>/)|<ся^,

т.е. Р имеет слабый тип (р,р) для каждого р (1 < р < 2). Следовательно, в 
силу интерполяционной теоремы Марцинкевича, если Р имеет тип (2,2), то Р 
имеет тип (р, р) для каждого р (1 < р < 2), т.е. левая часть неравенства в (5.32) 
доказана. Доказательство завершено.

Доказательство Теоремы 3 : С. В. Конягин и В. Н. Темляков [15] доказали, 
что нормированный базис х = > 0) в банаховом пространстве (X, || • ||)
является гриди “базисом тогда и только тогда, когда он является * де мок рати - 
’!*•< ким и безусловным базисом. “Демократичность’ означает, что для любых 
конечных подмножеств А к В таких, что #Л = имеем

(5.45)
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Поэтому, достаточно проверить, что > 1) демократична в £,[0.1].
где |/п>г;п > 1) - общая периодическая система Франклина, нормированная 
в £р. Допустим ХА,я = |ЛГ1/ГХА- Так как система п > 1) является 
нормализованным безусловным базисом, то из Свойства 4 и максимального 
неравенства Феффер мана-Стейн а (Теорема 1. Глава II из [14]) вытекает, что 
для любой последовательности чисел {и^.п > 1} имеет место

II £ »./-Ж֊ /'(£ 1«./.,(<)1’)"‘а ֊ /'(£|»-։/.,(<)1’)"*л 

n = X « = 1 -.֊։

Заметим, что для любой функции / € £р[0.1] (1 < р < ос) имеет место 
||1М/||Я ~ ||/||>« Кроме тоги, из Свойства б следует

(£|*а.,(01։)"’ ~ (1Л.|’)"։ ֊ £ 1х/.,,(«)Г

длж любого t и любых индексов nx < nj < ... < nm. Следовательно.

«£/..,I?֊ /‘£lx/..,«lM.

• = 1 •'° i = l

что и доказывает демократичность п > 1) в £,[0,1]. Из метода доказа­
тельства следует, что постокнные. участвующие в доказательстве, не завис кт 
от Т.

Abstract. A general Franklin periodic system corresponding tu an everywhere dense 
in [0,1] sequence of points T = (t„,n > 0) is defined to be a sequence of 
orthonormaliied. piecewise linear (with finite set of knots to,...,** € T)> continuous 
functions with period 1. The main result of the paper states that any general, 
periodic Franklin system is an unconditional and greedy basis in the spaces £/[0, 1], 
1 < p < oo.
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ОБЩАЯ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ФРАНКЛИНА 
КАК БАЗИС В Я1[0.1]

М. П. Погосян, К. А. Керян

Ереванский Государственный Университет
Е-шаЛв: гтнсЬае/Фуяи.ат, клгепкегуап&уahoo.com

Реноме. Общая периодическая система Франклина, соответствующая последо­
вательности плотных в [0,1] узлов Т = > 0) определяется как последова­
тельность ортонормированных. кусочно-л инейных, непрерывных функций /в(т) 
с узлами Т\ удовлетворяющими /п(0) = /п(1). Основной результат данной статьи 
дает характеризацию тех последовательностей Т. для которых соответствующая 
общая периодическая система Франклина является базисом или безусловным ба­
зисом в Я1 [О, 1].

$0. ВВЕДЕНИЕ
Классическая система Франклина - это полная ортонормированная система, со­
стоящая из кусочно линейных, непрерывных функций с двоичными узлами. Эта 
система была введена в 1928 году Ф. Франклином (1) как первый пример бази­
са в С[0,1]. В 1960-ых 3. Чмсельским начал систематическое изучение системы 
Франклина. В [2], [3] и дальнейших работах были доказаны основные свойс т- 
ва классической системы Франклина, включая так-называемые экспоненциаль­
ные оценки функций Франклина. Оказалось, что эти экспоненциальные оценки 
играют фундаментальную роль в исследовании свойств классической системы
Франклина.
Позднее, система Франклина изучалась многими авторами с различных точек 
зрения. В 1975 году С. В. Бочкарев [4] доказал, что классическая система 
Франклина является безусловным базисом в пространстве 1Л [0, 1 для любой» />, 
1 < р < +оо. Используя эту систему, он также построил первый пример базиса

Работа выполнена при финансовой поддержке АНЗЕГ. грант Я* 05-РЗ-та1Ь֊ 
87-65.
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о пространстве функций аналитических в един мчи ом круге Р = {* : |х| < 1} и 
непрерывных до его границы (тем самым решив проблему сформулированную 
С Банахом).
В 1982 году П. Войташчик [5] доказал, что классическая система Франклина 
авлкется безусловным базисом в действительном пространстве Харди Я։[0,1]. 
В 1983 гиду П. Шелин и Дж. Стромберг [6) доказали, что классическая система 
Франклина является безусловным базисом о Ня[0,1] для 1/2 < р < 1.

Аналогичные построения были рассмотрены для сплайн функций высшего по­
рядка. периодических сплайнов, сплайнов в R, для многомерного случая и т.д. 
(3. Чмссльский. Дж. Домста, Т. Фигель. П. Освальд, Дж. Стромберг и другие). 

Общая конструкция другого типа была рассмотрена Г. Геворкяном. А. Камон- 
том, А. Саакяном и другими. Их обобщение относится к разбиению интервала 
[0.1]. В 1998 году Г. Геворкян и А. Камонт [7] начали систематическое исслсдо- 
ванне общих систем Франклина соответствующих так-называемым к ваз и двоич­
ным последовательностям разбиений отрезка [0.1). В частности, они доказали, 
что многие свойства классической системы Франклина остаются верными для 
общей системы Франклина, если разбиение удовлетворяет некоторому условию 
(мтулярности Оказалось, что экспоненциальные оценки функций Франклина в 
общем случае не существуют.

Как доказано в [7]. система Франклина, соответствующая слабо регулярному 
разбиению отрезка (0,1) (определение см. (7), стр. 14). является безусловным 
базисом в пространстве £/[0,1] для любого р. 1 < р < +оо. Позднее было 
доказано, что для любой допустимой (т.е. плотной в [0,1]) последовательности 
узлов соответствующая система Франклина остается безусловным базисом в
^(0,1), какого-либо структурного предположения о разбиении (см. (8), [9]).

В работе (7) доказано, что общая система Франклина, соответствующая квази- 
двоичному разбиении? отрезка [0,1], является базисом в пространстве Яр[0, 1), 
1/2 < р < 1 тогда и только тогда, когда разбиение сильно регулярно; в 
последнем случае система является безусловным базисом в Я'[0,1], 1/2 < р < 1, 
т.е. свойства базисности и безусловной базисности общих систем Франклина, 
соответствующих квазидвоичным разбиениям отрезка [0,1) эквивалентны.

Для общей системы Франклина Г. Геворкян и А. Камонт (см. [10]) получили не­
обходимые и достаточные условия какого-либо структурного предположения
о разбиении). при которых система является базисом или безусловным базисом 
в пространстве Н [0,1]. Оказывается, что эти два свойства нс эквивалентны в 
общем случае. Они доказали следующие теоремы (определения сильной |>егуляр-
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ноет« и сильной регулярности по парам см. (10)) :

Теорема А. Пусть Т - допустимая последовательность умов о 0. 1] я пу<ть 
{/я,п > 0} - соответствующая система Франклина. Тогда {/я,п > 0} являгтгк 
базисом в И1 [0,1] тогда я только тогда, когда Т сильно регулярна по парам с 
некоторым параметром у > 1.

Теорема В. Пусть Т ~ допустимая последовательность узлов в [0,1] и пусть 
{/я»п > 0} • соответствующая система Франклина Тогда {/ш,я > 0} является 
безусловным базисом в Н} [0,1] тогда и только тогдА, когда Т сильно регулярна 
с некоторым параметром у > 1.
В 2005 году один из соавторов начал исследование свойств обшей периодической 
системы Франклина и доказал, что общая периодическая система Франклина со­
ответствующая любой допустимой последовательности узлов являетс я безуслов­
ным базисом в 17[0,1] для любого р. 1 < р < +ос (см. [11]).
Основной результат настоящей работы распространяет Теоремы А и В на 
периодический случай.

J1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Начнем с некоторых определений в обозначений, используемых ниже. Напомним 
определение действительного пространства Харди Н1 0» 1].

Определение 1. Функция а : (0,1] -4 а называется атомом если либо u(z) = 1 
либо существует интервал Г С [0,1] такой, что

supp о С Г, вир |а| < / a(z)dz = 0.
1*1 Jr

Определение 2. Будем говорить, что функция f € L1 [0,1] принадлежит Н l[U, 1 ], 
если существуют атомы а; к действительные коэффициенты с9, } € N (Н 
множество натуральных чисел) такие, что

Известно, что Я1[0,1] является банаховым пространством с нормой

ОО
Cj € R, / = Qj для некоторой последовательности атомов {ал I
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Для onpfJFJWH«« периодической г ■стены Франклина. предположим. что в = 
{k < h < ... < *■-»} «влита раабмпмм отрезка [0,1] в обозначим через S, лв- 
неваое пространство непрерывных, кусочно линейных. периодических функций. 
< .жгтиетствующих узлам я, те. (полагая 1Я =■ 1 4֊ to)

/ € Sr <==> f € С~(о, 1], / линейна в t — 0.. ■. । п — 1.

где С’[0, 1) ■ пространство Ьпериппическиж непрерывных фунта* на И. Оче­
видно dun S, = п. в если ** разбиение отрезка (0.1), полученное добавлением 
пл моги узла f ։ и. то [$,• Sr| = I Тамим образом. существует единственная 
функция ¥»€$,«. ортогональная к S« в L’|0. 1] в такая, что ||у>||։ = 1 в <р(Г) > 0. 
Эта функция ? называете« обшей периодической функцией Франклина, 
нютветгтвующаа паре (и. и*). *

Определение 3. Последовательность узлов 7 = {*., • > 0) из |0, 1) называется 
допустимом последовательностью. если I, 1 / у и 7 плотна в [0.1].
Пусть 7 - {։,.։ > 0} допустимая последовательность узлов в [0.1]. Обозначим 
7Я = {Ц,0 < к < п), п > 1. к допустим, что и, = {1я,о < *■.! < ••• < и.а-1) 

разбиение отрезка [0,1]. Полученное возрастающей перестановкой последова­
тельности 7». Ниже используются следующие обозначения :

/«.» — ft».»-։« *«.«]> ^а,։ — ~ ^а.» — * — 1.•• •. П — 1,

ta,a — te.O- ^а.а — [*а,а-1Ла,а] ~ (ta.a-li l] U (®. ‘а,о)>

Аа.а = lA.al = (1 ֊ t-.a-i) + U.O. |*аI = max{A.., J 1 < » < n}.

Ясно, что для любого п разбиение и-+| получается добавлением одного узла к 

<•-

Определение 4. Общая периодическая система Франклина, соответ­
ствующая допустимой последовательности утлов Г • это последователь- 
я«ть фу к живя {/»(*)< п € Н определенных следуюшмм обратом : /| (г) = 1, 
Д есть ««биш перя<шнчеткая функцня Франклина, соответствующая 
п>2. О| Й 1| II I |||>1*]|

Основные результаты длиной статьи относятся к двум типам регулярности для 
рлтбиекии

Определение 5. Пусть Т - А>аустямлх последовательность углов. Скажем, что
Т сильно регулярна с параметром у > 1. если для любого п € N и любого
1 < 1 < п (полагая А. о = Аш п) имеем
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Определение в. Пусть Т доп уст им аж последим* тельаость узд.* Бужы то֊
•орать, что Т сально регулярна по парам с плрамгт|м»м у > I, «сяи ддж 
каждого n > I ։ 1 < » < п ■меты

Основными результатлми аастояшсй (Татьа аалажгтга сждукнцж дат тео^мы

Теорема 1. Пусть Т яааустиыал после»«атгль«жть углов я |0.1] я дуст* 
(Д.п € N} - соответствующая перицдвчг» «а* актам* Франклин* Тогда 
]/и,г» € М) является базисом в Я *(0,1) тогда я только тогда, «отд* Т сальдо 
рсгулярнл mi парам с некоторым л Араме т;« >м у > 1.

Теорема 2. Пусть Т допустимая окладов* гелыахть узлов я [0,1) я пусть 
{/в.п € NJ - соответствующая перейдиче. кал гжстема Франклин* Тогда 

{/■. п € Н| является безусловным базисом я Н*(0.1] тогда я только тогда когда 
Т сальдо регулярал с некоторым парамгт/»>м у > 1.
Далее, для каждого а. Ь g R обозначим а V ♦ — шах» а. Ь) а а А b - аш>(а. I). будем 
писать А — В. если существуют некоторые положительные оистояимые С։ Cj

параметров, укамимых в дек. ах. Через |А обошачжм меру Лебег л язмерамиТО

|2. СВОЙСТВА ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА
Пусть ж = (to <«։<••• < <•-։) - отрезка [0,1] а (M(t) •<«<«»}

соответствующж* первсожческяв 0-<пла>н 6азж< т е. € S. «вляется 
^таенной кусочжо ламейной (с умами ж), ВеПрерЫВИ։Л фуи» -ИГЙ Т гЖ>.<Й I

■upp JVi(t) = = l,i = O. ,.,я — 1. гж

t-i=U-։, (t_։.h]»(t._։.l)u(O.tJ. u=to. .to].

Далее, пусть G. = ((М. Я;)), j=<y=I “ “лГР«и- Грамм* дл« свстемм (ЛЦ1)).
ГЖ М

/о

Система {Я. (t)) состожт из лииейио жемвисжмых фу ихний и гюзтому det G. / О 
т.е. G. обратим*֊ Обозначим А ֊ G;‘ и предположим что А = («bjl.jjn

Тогда
Atoi-U +*(*•♦ AtatHM = W‘J 21



вв К- А- Керян, М П. Погосян

для осел 0 < I.; < п - 1, где А, = 1, = О при » # у и $<,< = 1 (см. (11)).
Для удобства, определим

— ап + 1^ — ая+»,п+/ — I՝) ~ 0։ п

и обозначим р, = $'т ■
Следующее предложение является следствием формулы (2.1) и доказано в (11].

Предложение 1. Матрица А симметрична и обладает следующими свойства-
ми :

1)
1.2 < а,։,р, < 2; (2-2)

2) существует индекс п,, ! < п, < 1 + п такой, что

“•з = (-1)'+71<»м1. п,-п+1<у<пь 

1в>.л1 > 2|°м+11- *<;<««-2.

К,I > 2|а../-1|, п, - п+ 2 < ) < »,

(2.3)

(2.4)

(2-5)

(2.6)ам1 5 2|.-л. ' р( V»՜/

где |< - ;|о = пйп{ |я - >|,п - |։ ֊ у|).

(2.7)

Замечание I. Используя Предложение 1, можно показать, что

<Ц,1 > 2|«м+11 > • • • > 2П‘ 1|««,п։|
а... > 2|а».«-11 > ••• > 2"+’-"<-1|а,Л(_я+։|

(2.8)

Замечание 2. Для п,-1 < п, обозначим

к, = тах(; :п,_1 < ] < п., |ам| > |а,-11>|) + 1,

т.е. к, есть (единственный) индекс и։ (п։_1,п, + 1)ПМ такой, что |а,_хд(_1| < 
Кк.֊11 и 1«Ч-1.*,| > 1<»1.к,| ИЛИ = п._։, если > |а.,п,|- Для п,_։ > п.,
возьмем к, как (единственный) индекс из (п1։ п1֊1 + 1]ПН такой, что |а,_1.к,_1| > 
!<»<.*<-11 и |а։_1д,| < |а,.44|, и к, = п, в противном случае. Тогда, по построению

։ + 1 < к, < тах(гц_1, тц} + 1 < п + ։
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।“*♦»••»+ •»। - 2пйв(;-1,-։**п>7+|) ’ дй՛ 1 с.»>€{-1,0). (2.9)

Имеем также

I |в’*‘-'+’1 £ Йт .йй>; 2 < »■

Используж матрицу А. определим биорто повальную систему {/V,*, । = 0........ п-1}
следующим образом :

п — 1
^(*) = $2а,4^(<). <€[0.1].

Ясно, что Л^*(Ъ) = и (Л^Л/^) = 6^ при всех I.} = 0,..., п - 1. Далее, 
определим

• -1
к.(М) = £м(«)Л7(*), ме[0,1),

• гО
и заметим, что

Рг/(«) = [ Я«)1Г,(«Л)Л
■/о

является ортогональной (в £։(0,1]) проекцией функции / на пространство кусоч­
но линейных, непрерывных, периодических функций, соответствующей разбие­
нию я.

Теорема 3. Пусть я = («о < «։ < ••• < *»-1) - разбиение отрезка (0. I] и пусть
I € [<|-13։]- Тогда существует некоторое »' € (tk.-i.tk.) такое, что

/ таг (КГ(С, •);{>л!]) < 136, *- *’

У'уаг (Кг(е,-);«.з])^< 136, (2 11)

где уаг (/; (а, д]) - полная вариация функции / на [а. Ь).

Доказательство : Функция Я,(«, -) кусочно линейна с узлами из я. Поэтому

уаг (Кг(е, •);/».) < |Л’-(Мк,)1+ |К.(Ма4-к)|.

Следовательно, существует некоторое € (tk.-i.tk,) такое, что

уаг (*.(«,• );[<к.-1Л')) < |Х.(Мк.-1)|, (Кг(։. -);«.<!.]) < |К,(Мк.)|.
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Обозначим /* = -։.։*!■ Тогда

улг 4я <

уаг (/(„(«, );[МПНЯ <

к,-1
£ у« (Кг(։.-).Л) + уаг(К,(*,-).[и.-и;]) 

,/=*
+А*|таг(К,(<,),1и4-1,«П)<

к.-1
$2(|К,«Л,-|)| + 1*.(<Л)1) + |Яж(Мк.-։)1

4.-1 /к.-1 \
< 2 V А» 52(|а,_1и_։| V К.1-11 + 1а'-1и1 У|ам|) I + Ак.|а.֊1,к.-1| V |а,,*._х|.

4=1 \>=> /

По определению к, и (2.9), при । < ) < к9 получим

1<1»-1л-11 V 1“м-*1+ Iе-м!71ам1 -
8 1

2п։1п(7-1,-2к+п+;+|) Дк

и в силу (2.7) имеем

|а>-1,к<-1| V |<Х, *։_ 1 [ <
4 18 1

21*‘-и И.-1 ~ 21**-՛1* А*,՜

Поэтому

— 1 к» — 1 $ ।

),[м,]| <Ь < 2 ^2 Ак ^2 2ш։М<|-|’.-2к+"Ъ+«) А? + 8 “ к=|
+ 8< 136.

Неравенство (2.11) доказывается аналогичным путем. Доказательство заверше­
но.
Пусть т = {(_< < ... < €-х <<!<...< и_|} • разбиение отрезка [0, 1] и пусть 
я’ =1ги(Г(с < Г = Пусть “ общая периодическая функция
Франклина соответствующая (я, я*). Обозначим

/ = (1-1,11], /- = [1-г <о], 1+ = (<ОэЪ],
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u = |/|, р = |/_|, V* = |/+|, fl = m։n(i/“,u. »/*).

Если I = 1 или п-1 = 1. возьмем t_, = t.-։ и /_ = 1] и (0. t0|
или tj = t_.+j и /+ = [to> Éî) = [toi 1] U |0, С-п+г], соответственно. После этого, 
выберем в качестве Г = [t.-, t,.+։] один из отрезков /_,/./<, так. чтобы р = |Г| 
и рассмотрим его пряные и левые части /*•' = [tp.tp+i] и Г* - )t,. + 1,t,.+ï). 
Наконец, J есть наибольший из /"•' и I*-' (если длины равны, берем любой из 
них).
Построенный отрезож J называет каноническим отрезкам, соответству­
ющим обшей периодической функции Франклина ip Этот канонический 
отрезок участвует во многих оценках функций Франклина и помогает преодолеть 
трудности, возникшие ввиду отсутствия экспоненциальных оценок (см., напри­
мер. [7] - (11)).
Пусть T = (t|, * > 0} - допустимая последовательность узлов в (0. 1). Обозначим 
Тп = (té,0 < । < n), n > 1, и предположим, что яв = {tn 0 < <■,! < 
... < <п,л-1) ~ разбиение отрезка [0, 1], полученное возрастающей перестановкой 
7^. Далее, обозначим через Jn канонический отрезок, соответствующий общей 
периодической функции Франклина Д, и допустим, что 1и € такой узел, 
что |/n(*n,.o)| = min{l/nftn..)l : » = 0,...,п). Кроме тоги, предположим, что 
Jn = [ап./3„] и обозначим J՜ = н J* = где отрезки 
подразумеваются периодичными.

Определение 7. Точка а называется слабой точкой Лебега интегрируемо! 
функции /, если

/(а) = Нт 1 [ * /«) Л. (2.12)
Л-*0 Л

Заметим, что для любой интегрируемой функции почти все точки являются 
слабыми точками Лебега.
Следующая лемма доказана Р. Таберским (12).

Лемма 1. Пусть g - функция конечной полной вариации на каждом отрезке 

[а+ £,&], 0 <£ < 6-4 в. и

У var (ÿ;[a, 6])<й < ао.

Если / € Ь1(а.Ь], то интеграл

Д = / /(t)P(t)df
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существует я
М| < м /\аг (,;(-.*]) + ЫЬ)|] da,

1
Л Л

М = вир
0<Л<к-« ЯП

Эта лемма позволяет доказать следующее распространение Теоремы 3.2 из (13] 
на периодический случай.

Теорема А.Пусть / € £։[0,1], а € (0.1] ■ слабая точка Лебега функции / и

Т* = {<: w = (t0 <«։<...< п = 2m -bl}.

Тогда

Да) = lim Р.Да), 
rf Т’

га? ! означает ортогональную (в L՜) проекцию на пространство непрерывных, 
кусочно линейных, периодических функций с углами И.

Доказательство : Ясно, что

/ Ä’r(C.a)de = l для любого *€[0,1], 
Jo

Поэтому
^г/(а) - /(а) = [ К9{а, в) • [/(ж) - /(а)]</л.

«/о
Кроме того, по определению слабых точек Лебега, для каждого с > 0 существует 
некоторое 6 > 0 такое, что

1 Гв+АМ = вир
0<|*|<4

(/«) - /(а)) dt

Очевидно

1^/(а) ֊ /(«)! < /։ 4- Ц + /Э1

где

Л”, (а. *)(/(•)-/(a)J da

У К,(а, *)[/(•) - /(а)| de
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К.(а, •)(/(.) — /(a)] <Ь

где интегралы взяты по периодическим отрезкам, те.

а, Ь] = [О, Л] U [1 - а, 1]. (Ь, 1 + а) = [Ь,1] U [0. а], а, 6 €(0.1).

Первый интеграл в правой части последнего неравенства имеет следующую 
оценку ;

Л < (11/111 + 1/(а)1) «ир |КЛ<м)|. •
!<-•!>*

Для дальнейших оценок допустим, что х,] суть такие числа, что а € I,
» € ■•<)<»» + ». Тогда

7
I* ~ <*1 < !(*.->. G)l = 53 |z*l < (1>- »1 + А*

И

I» - а| < Kv-i.MI « < (*- b' -«1 + В n»«tiА*-
Поэтому

1 . j ֊ В 4-1 . 1 п - (у - в) + 1
ШШ — < -------- z------- . ГП1П — 5 ----------------------------- .

• <><j А* ~ i А> d

поскольку I« - a| > d. Предположим, что я € Т’.
В силу (2.3) = ap.p и I)1 гдс п,» - n + 1 < j < п»*.
Поэтому, лишь гц» удовлетворяет условию > 0 Д'11 каждого По
симметрии, подобное утверждение верно также для столбцов. Следов*:• ."ьн«>

“Г.-,. = “р” ։* >' "*'•

Поэтому ap+i,., = (-1)в‘'+,'+1|а.'+1л,.1 ■ »•'+։ > «<' Ит“- ’»«' < *•’+> "«’*։

и аналогично (2.9) можно доказать, что

4 1
2^'-' А*

»' + 1 < 4 < / < *.+1 ֊

Следовательно,

|K,(«,a)| < max(|a,-ij-i|»letj-iIJe.-ijl՛ 1°м1) -

[4 .1 4 • 1 I < 3 I» - 4՜ t
- m“ [ гТ^й А? ՛ 2"-U-։> ,<*<“+• А* / - 2|1֊‘1- + 1 J
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И։ |я| -+ 0 следует, что |։ - -+ оо. Следовательно, существует некоторое
<5* = <Г(/. И > 0 такое, что

Л < (11/111+ 1/Н1) «ир < 7 °ри
|.֊.|>4 4

Длк оценки /1 предположим, что к,, }о такие, что а € [*.о-!.*•,>) и «4-<( € (А„-ь Ао) 
при 1<> < ;о < к,„. Тогда по Лемме 1 имеем

Кж(а.»Н/(«)֊/(а)|

<М Г [*аг(К„(а, -);[«,а4-5]) + |К,(а,а

Используя (210), получим

/։ < г(136 + <5|Я\(а,а 4֊ <$)|),

Отметим, что из (2.9) следует, что

<$|К, (а, а 4-£)| < £ А, тах{|а,о_1>7о_։|, |а.0_։,>Го|, |а..ив_։|, |а.в.,о|) < 
•=«0

70 — R) + 1 1
2^о-1о 2-, 2-2|+п+1О+;о

• = 10
(2.13)

Дли случая а < <*.,֊։ < а 4֊ 6 предположим, что С* „ € [<*,,-։, А.,) есть точка, о 
которой идёт речь о Теореме 3. Тогда очевидяо

- * ( 1 УАГ (^»(а1 ’)» Л 4- (К9(а, -); в 4- <£])+

4Л|К<(а.а4֊4)|) < е (136 4-Зуаг (К,(а, •); [Ц<о, а 4- 6]) 4- <5|Кж(а,а 4֊ <5)|) .

Для оценки члена <$|Я,(а, и 4- 4)|, рассмотрим случаи )0 = и ;0 > ^.0. Если 
)а = то

<5|К,(а.а 4-<$)| < ^(|а1о-1,?0֊11 V |а,О1;о_։| 4֊ |ай_м,| V |а^01?0|) <

П+*0 к|(|
< £ А.(ко-1,*1о1 V |а.о,*(о|) 4- $2М|а1о-1.*,о-1Ма|(>,*,<1_1|) <

'=/• (=<о
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л+1о А *‘о Л
- ’ Д 9п։։«1< п-;0+10,2л-2|+»о+;о} * 2^ ։д 2шю( 1,0-»ОЛ,0+1О +п - 2«) -

• =>о 1Х<0
Если >0 > *10» то

ЛЯЛа.а + ЛМ < 6(|а1о.^о| V К./в|) < С.

где последнее неравенство доказывается как и в предыдущем случае. Как в (2.13), 
получим

) >о

<5 уаг (КЛа, •); («'к1<>,а + <5]) < 2<5 5? |Кг(а,«,)| < 2-5 £ тах{|а1о_|а,ои|) < 
;=*<« >=*».

<26 V тах(|а. х., |. |а,.^ I} с < 4-5 тах{|а,| :-у = -1,0}-ьС<С1.
х——22о }

^=*.0+1
Лемме 2.Пусть е > 0 и я = (т0 < тх < ... < тя_х} - разбиение такое. что 
существуют отрезки Ак_х, Ах. Л*+х с А/ = [п-ьл] такие, что иля

|Лк + ։| < *|Лк-11 и |А*| < е|Лк_։|

или
|Лк-х| < е|Лк+։| и |Лк| < е|Ак + ։|.

Далее, пусть Р։ - ортогональная (в Ь2) проекция на пространство кусочно 
линейных (с узлами и), непрерывных, периодических функций в [0.1], с нормой

||Р<||н, =8ир{||Рг/||и, :||/11я։ < 0-

Тогда существуют Со > 0 и Со такие, что для любого е € (О.£0] я любого 
разбиения я, удовлетворяющего вышеприведенному условию имеем

||Рг|1я. >Со1п|.

Доказательство : Обозначим X, = |Л/|. Допустим, что первая система нера­

венств удовлетворяетс я, т.е.

и А* < гЛь-ь (2.14)

Для функции

¥>(и) =

1 
А*

1 
А* 
О

при

при

и € (п-ьл].

и € (п֊1 - Ак,П-1].

в противном случае
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имеем S 2* поскольку ^>/2 есть атом. Кроме того, ю ||^||| = 2 и
||Р<И1 < 3IMI1 (см Предложение 3) следует, что

Следовательно

^(u)|du < б*

max(|u»_։|,|a*_j|) < 15 
А»-։

и Bl (2.141 имеем
la,_j|A* < 15с.

(2.15)

(216)

Ввиду P,f е 5«. существуют некоторые {а, : } = 0, 1....... п - 1} такие, что

• -J R-1
^=52*^’ 52 “jW՛ ^) = (*’№). i=0,...,n—1. ysO jsO

Приходим к следующей системе уравнений :

A,a,_j + 2(А, + Al+i)a, + A,+1a,+i = 0 for > = k 4- 1,..n 4- k — 3, 

A*-ja.-з + 2(A,_։ 4֊ А,_։)а,_з 4- A._ja*_i = -3 ■ * .
A»-i

A*-։«»-» 4- 2(A..i 4֊ А,)а,_з 4- A,o, = 3—■? -**՜1.
A*-i

, A»a,_j 4֊ 2(A, 4- A,+i)a, 4- A,4.ta,4.i = 3.

(217)

Отсюда следует. что

la»+։l < jla*l- (2.18)

Действительно, если (2.18) нс верно, то |а,| < 2|a, + j| и в силу (2-17) получаем

А*+iak 4՜ 2(А,+1 4- А,4.3)0,4.1 4- А,4.30,4.3 = 0.

Поэтому

А,+։а,4.з = -А,4.,(а, 4- 2a,4֊i) - 2A,4ja, + i.

Кроме того, по нашему предположению sgn (а, 4- 2а, + 1) = sgn o, + i и

А,+։|а,.з| = A,+i|a, 4֊ 2а,4.,! 4- 2А,*3|а,+։| > 2А,+з|а,+||.

Поэтому |а,4.։| < j|a,+։| и следовательно |а,+з| < ||а,4.։|. Повтори это 
рассуждение, получим

|а,| < 2|а,+х| < (0,4.3! <



Общая периодическая гястемл Фраях л мял

в частности,

21а*+11 < 4 ’

Использух (216) с с < JJ, из последнего неравенства (2-17) получим

75

(2.19)

2 < 2(А> + А*+1)|о4| + Л*+1|а»41| < |a*+j|(4A* + 5А* + ։) < 9f A*_։ a*f ։|,

где на последнем шаге мы воспользовались формулой (2.14). Итак A*_l|a»4l| >
2/9«. Кроме того, использух (2.15) получим

|в»->1 <
9-15 

2

а из (2.19) получим

2la*+։l <
1

2^4
1 9 15la*-j|

Таким образом, 2"՜’ < 9 • 15«, и бери f < эд приходим к противо|и-чии1. 
доказывающую (2.18).
С учетом (2.18), последнее уравнение в системе (2.17) можно записать в виде

А*а*_։ 2Atux + ^A*+1a* = 3,

где 3/2 < { < 5/2. Следовательно, ввиду (2.16) 

для достаточно маленьких с, т.е. а* > 0. Остальнах часть доказательства 
аналогична доказательству Леммы 5-2 из [7].

Лемма 3.Пусть Т = {*,. » > 0) - последовательноеть умов в (0,1]. саль­
но регулярная по парам с некоторым параметром у > 1 Кроме того, пусть 
Тл = (1|,0 < ։ < п), пусть к, - разбиение отрезка (0.1), полученное вочрас- 
таюшей перестановкой ТЛ, и пусть Рг, ортогональная проекция на $»,. Тогда 
существует постоянная С-, талая, что

ПР..Л1Я- <СЛ/||Н.

для любых n > 1 и / € Н1 (0,1).
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Доказательство : Предположим, что 0 < » < п} с < <п.։ + 1 и Ф
- некоторый атом. Обозначим Ц = Р».^. Чтобы доказать, что ||*7||де> < С-|||^||м«։
построим подходящее атомическое разложение г/. 
Если ф = 1.тог)=1н неравенство очевидно. 
Пусть теперь ф такой атом, что

( ^(|)Л = 0, апрр ф с г - [а./З], |^|<|~|.

Пусть Л = (и ьЛЛ./| ~ минимальный отрезок (с концами из яД содержащий Г. 
Предположив, что есть периодический В-сплайн базис с узлами ям, обозначим 
К,՜ = м, ■ Х<։.и Л* = /V. • Х(1.,й»..։+11- В силу включения г? € 5,., 

п
существуют некоторые коэффициенты а, такие» что П = 22 Следовательно, 

• —О 
полагал

4- (2-20)о оо

получаем т] = 5^ 0, и
1=0

(,.ЛГ.) = 4 а, + ^-<4.1 = /'#.(«)«. 0<»<п, (2.21)
б 3 и /о

где (ту, = (^,АГ,). Если /4֊ 1 < 1 < п + к-1.то носители ф и ЛГ, не пересекаются.
Поэтому = 0. и приходим к системе

»Ц»-1 + 2^п,| + ^п.1 + х1<*1 4- Ап.| + 1<1|41 — О, (2.22)

Если хо € [/ 4- 1,п 4- к - 1] такое, что !а,0| = тш{|а,|,/ 4-1<1<п4-к — 1},и 
если •о + 1<п + к-11то можно легко получить следующие оценки для а, (см., 
например. [11]) :

0,0,41 < 0 при 1 = »о + 1,...,п4*-2,

!*••! 1а10+11 < 21<*1о«1 < • • • < 2П+>_|0_11*0+*! = 2*0-^-! 1а*1»

а,а,_1 < 0 при < = 1о - 4-1,

Таким образом

Ы < ---- 1“։-н1 ПРИ И) + 1 < » < п + к ֊ 1,
Ап,1 4- Ап,1 + 1
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2 А1“‘1< х-г—ГТ՜*----1а‘֊։1 ПР" * +
* лп,1 +

Заметим, что Ш = 1. Кроме того. ||^||1 < 3 так как ||/’..ф||1 < 3||ф||к (см
Предложение 3) и

п
llnlll У I^iJAh.i + Ani + 1) > ;Ui|(An 4 4- Ая'Д + i). 

i=0

Используя вышеприведенные оценки, получаем

для любого I Iц> 4- 1 < ։ < п + 4- 1), причем аналогичное неравенство имеет 
место также для / + 1 < ։ < - 1. Имеем

1°.о1 < 1«.о+11» 1<*.о1 < K-ih IIV>.||<x < шах{|<ц-1|. |а.|, iu. + d}.

Следовательно, используя сильную регулярность по парам, получим

t € Ь։, / + l<t<n + A— 1,

где Lf = supp /V,. Таким образом, функции

суть искомые атомы при / + 1 < 1՛ < п4^ - !• Остальная часть доказательства 
похожа на доказательство Леммы 5.2 из [7].
Для последовательности {а* : п € Я) определим квадратичную функцию /’ и 
максимальную функцию 5 следующим образом :

S(x) = аир
Х>1

Для / € £1[0,1| положим ап = (/. /п) и Р/(х) = Р(х). 5/(^) ֊
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Лемма 4. Пусть Т - допустимая последовательность умов, {/П,п € И) - 
соответствующая общая периодическая система Франклина. Пусть у > 1, а Т 
сильно регулярна с параметром у. Тогда существует постоянная С^, зависящая 
только от у такая, что для каждого атома ф имеем

IIMi<C, и ||Р*|||<СТ.

Доказательство : Требуемые оценки верны для ф = 1. Пусть ф - некоторый 
атом такой, что Jo' ^(u) du = 0. а Г ֊ произвольный отрезок такой, что

supp ф С Г, Г = (а,0], sup |<£| < —.

Тогда обозначим

<*■ — (ф ։ — (Ф, fn)t пг = п։ах{п : #(яп П Г) < 1},

= sup
m> nr + 1

Очевидно, достаточно доказать, что

||Р1Ф||ь \\Р1Ф\\ъ ||ад|ь Ц52ф||1 < с,. (2.23)

Величины ||Р1Ф||1 и ||51^||1 оцениваются также как и в Лемме 4.4 из [10]. Для 
оценки ||Р2^||1 и ||«$2ф||1, изменим доказательство Леммы 4.4 из [10] следующим 
образом.
Рассмотрим разбиение япг + 1. По определению пр, существуют точно два узла 
разбиения *пг+1 в Г. Для простоты, положим нпг+1 = {л> < Ъ < ... < тПг), и 
предположим, что ; такое, что 5,т;+1 € Г. Пусть

Vo = V = kj-b^+ab

V- = [rj-l.Tj], V+ = [rj+l,TJ+j], V - [т,-э,т,+4].

В силу сильной регулярности Т\ приняв во внимание включение Vo С Г С V, 
получим

|Vol. |V4 1П |V4 |V|-7in. (2.24)
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Кроме тоги. ||4||'3 < |Г|-*/’. Следовательно, и силу (2.24) и неравенства Коши-
Шварца имеем

г |у|1/։
Р2фЩ <й < ||Ху||։||0||։ < < С,. (2.25)

В силу Предложения 3 $2ф < 512Мф. Поскольку М имеет тип (2,2). ти 
аналогичными рассуждениями получаем

(2.2б|

Теперь осталось оценить /*с Р2^(1)։Й и Достаточно показать, что

Е |а»| / |/„(4)|Л<С1. (2.27)

Чтобы доказать эту оценку отметим, что для каждого п > пг концы V суть не­
которые узлы из разбиения ия. Поэтому, существуют два возможных положения 
/п относительно V : Jn С V или С Vе- Если Л С V. то по Лемме 1 из [11]. и
принимая во внимание что ф есть атом, имеем

*(«)/-(«) Л
1Л.11/а

|Г| '

Следовательно, применяя Лемму 5 к V и используя (2.24), получим

|Л(0|Л<С^<С\. (2.28)

Пусть теперь Jn С V*. Через Уп обозначим минимальный отрезок (г концами 
из яп), содержащий Г, через а',(У соответственно обозначим левый и правый 
концы Ц, (таким образом Уп = [о'./З*]), через 1՜ - отрезок линейности /п с 
правым концом [У если /?* € Л1 и Ь՜ = 0 в противном случае. £„ определяет* я 
аналогично.
Заметим, что по выбору отрезка V, для каждого п > пр существует хотя бы 
один узел из 1ГЯ, лежащий между & и правым концом V. Кроме того, 4„ .4, \ „
поскольку Л С Vе, и по Свойству 3 из (11] имеем

1а"1 < 4, [ !/.(<)! Л < £ (/_ Л + Д И-Ю1Л) ■ 
I1 | /Г I* ։

(2.29)

поскольку Г С V- Оценим интеграл по 1՜, другой оценивается подобным 

образом.
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Пусть Л|՜ Э Л7 Э ... - совокупность всех разных отрезков Ь՜. Отмстим, что 
д- = У+ и зафиксируем любые Л,՜ и к > 0. Пусть п выбрано так, чтобы 
удовлетворялись Ь; = Л՜ и ^(р1) = к : для случая // € Л՜ обозначим <Ц(р) 
= число узлов из «•„, принадлежащих 3՜, которые лежат между (З1 и 7„. плюс 
один. Аналогично определим <1*(^) для /У € •/„ - Тогда по Свойству 4 из [11]

|/.(«)|л£ |/.(«)|л<с(|)
|Г| JL- Jv* \՝>/

__________ 1Л1 |А-|
|Jn| + dist(Jn,Л՜) + |Л՜| |Г| ’

Применяя Лемму 3.4 из [10] (которая верна также для периодического случая), 
получим

~ [ I/.KII Л L I/.WIЛ < С,(к + !)(֊) 

I11JLZ Jv \<>/
|Л.՜!
|Г| •

(2.30)

В силу требования сильной регулярности.

—TjlATI < IV»I < 7711VI
Следовательно, суммируя (2.30) по t и к, ввиду |Л1 | |Г| получим

У,֊[ 1/.(‘)|л L 1/.(1)|Л< „ I* I Д;

Аналогичная оценка интеграла по L* дает

£ \an\j_\fn{t)\dt<C,.

Следующее предложение непосредственно следует из Леммы 4.

Предложение 2. Пусть Т - допустимая последовательность узлов, а {/Л,п € 
1Ц - соответствующая общая периодическая система Франклина. Далее, пусть 
7 > 1 и Т сильно регулярна с параметром -у. Тогда существует постоянная 
зависящая только от 7 такая, что для любого / € Н1 [0,1]

IIS/II1 < с7||/||я. и \\Pf\\x<CM\H.,

Следующее предложение имеет место для любого разбиения Я = {<о < h <•••< 
*n-i} отрезка [0, 1] и для ортогональной (в L2(0,1|) проекции Рк в $ж.
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Предложение 3.
(i) Если / € Ьф, 1) с 1 < р < оо. то ||Рж/||, < J||/||,.
(ii) Если f € £х[0,1], то supr |Лг/| < 256Л1/. где ЛА] максимальная 

функция Харди-Литтлвуда функции /.
Утверждение (i) доказано в [2], a (ii) совпадает с Теоремой 5 и) (11).

Лемма Б.Пусть Т - любая допустимая последовательность узлов в [0.1], а 
{/п : п € Н) соответствующая общая периодическая система Франклина. Тогда 
существует постоянная С. не зависящая от Т такая, что

Е iv'3/ 
w=ACV М

IA(t)| dt < C|V|

для любого периодического отрезка V — [а»/?].

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 4.6 в 9 Единственное 
отличие в том, что интегралы должны быть взяты по П V вмести (/3, 1].
Ниже приводятся без доказательств три предложения, являющиеся аналогами 
Предложений 4.3, 4.6 и 4.7 из (10]. Доказательства утих предложении проводятся 
точно также, как и их аналоги для непериодического случая, только для перио­
дического случая мы опираемся на Теорему 4 вместо второй части Предложения 
З.б из [10].

Предложение 4.Пусть Т - допустимая последовательност ь узлов в 0. 1], {/ш : 
п € Н) “ соответствующая общая периодическая система Франклина, а = 
{ап,п > 1) - последовательность коэффициентов такая, что Р £ 11(0.1]. Тогда 

005 е 1։(0, Ч " У- годится безусловно в Ь1^, 1]. Кроме того, существует 
я = 1

постоянная С > 0 не зависящая от Т и а такая, что ||5||1 < С||Р||1 и

аир < С||Р||1.
1

Предложение 5.Пусть Т - допустимая последовательность узлов в [0, 1]. ко­
торая сильно регулярна по парам с некоторым параметром у > 1, но нс удов 
летворяет какому либо условию сильной регулярности. Тогда соответству юшая 
общая периодическая система Франклина |/я,п € И} удовлетворяет усл<> и л^՛

вир

где супремум берется по всем атомам ф и — (v\ А I-
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Предложение 6.Пусть Т ֊ допустимая последовательность умов в |0, 1], :
п € М) - соответствующая общая периодическая система Франклина, Т сильно 
регулярна по парам с некоторым параметром у > I, а {ап,п > 1} последова­
тельность коэффициентов такая, что $ € £1[0, !)♦ Тогда существует / € Я1(0,1] 
такая, что ап = (/,/„) для каждого п > 1. Кроме того, существует постоянная 
С\, зависящая только от 7 такая, что

№* < С7||5/||х

для любого / 6 Я1 [0,1].

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Доказательство Теоремы 1 : Пусть Т - допустимая последовательность узлов 
в [0,1), которая сильно регулярна по парам, а{/п:п€Г$}֊ соответствующая 
общая периодическая система Франклина. Необходимо доказать, что {/п :п 6 К) 
является базисом в Н1 [0,1]. Для этого покажем, что система {/п : п € Н) пол­
на. минимальна и последовательность частичных сумм операторов относительно 
этой системы ограничена в Ях[0,1]. Полноту и минимальность можно легко про­
верить, следовательно остается убедиться (Лемма 3), что существует постоянная 
Ст такая, что

||Рг.||я> < Ст Для всех п.

Теперь допустим, что Т - допустимая последовательность узлов в [0,1] такая, 
что соответствующая общая периодическая система Франклина образует базис 
в Я1[0.1]. Тогда по Лемме 2, Т сильно регулярна по парам.

Доказательство Теоремы 2 : Пусть Т - допустимая последовательность узлов 
в [0,1]. которая сильно регулярна, а {/п : п € Н} - соответствующая общая 
периодическая система Франклина. Чтобы доказать, что система {/п : п € Н} 
является безусловным базисом в Н1(0,1] заметим, что сильная регулярность 
разбиения влечет её сильную регулярность по парам. Следовательно, по Теореме 
1, система {/п : п € К} есть базис в Нх(0,1].
Теперь, предполагая, что / € Я1(0,1) и

п = 1
(3.1)

__  в • яя
докажем, что этот рад сходится безусловно, т.е. рад £ сла„/п сходится в Я1 [0, 1]

я = 1
для любой последовательности {сп : сп = ±1,п € М}. Для этого заметим, что 
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в силу Предложения 2, Pf € £1[°- 11 и ПР/Н։ < С-»11Л|я»- Поэтому, используя
Предложения 4 и 6 получаем, что

п

* = 1

есть последовательность Коши в Я։[0.1]. Следовательно, ряд {„ч«/. сходит- 

ся в Я1 [О,1] к некоторой функции /, € Я1 [0,1] такой, что

11Л||Н1 < CJIS/dh < CJIP/elh = С.ЦР/lli < СЛ/Няа.

Таким образом, {/Л,п € М} является безусловным базисом в Я1 [О, 1).
Теперь надо доказать, что сильная регулярность разбиения необходима для 
безусловной базисности |/п,п € №} в Я1 [0,1]. Допустим, что {/о,п € Н( 
является безусловным базисом в Я1 [0,1], а последовательность узлов не является 
сильно регулярной. Тогда, по Теореме 1 соответствующее разбиение сильно 
регулярно по парам (поскольку {/П,п € Н} также является базисом в Я1[0,1]). 
Следовательно, если / € Ях[0,1] и 

ос
{ = 2ап/п» £ — 1), € { — 1,1},

•=1
то полагая, что (/п,п € М) является безусловным базисом в Я1[0, 1], получим 

/« = 52 £яап/п € Я1[0,1] (сходящийся в Ях(0,1])- Поэтому, ряд Ге./, 
п=1

безусловно сходится в £х[0,1], а Р/ € Ьх[0,1} по неравенству Хинчина. Кроме 
того, из неравенства Хинчина и безусловности базиса {/т.п е Н} в Я1 [0,1] 
следует, что для любого / € Я1 [0,1] имеем

ЦР/Ц1 < С вир ||/г ||1 < С гарНАПя* < Ст|!/|’я» (3.2)
е <

с постоянной Ст, не зависящей от /. Теперь заметим, что по Предложению 5 
неравенство (3.2) не выполняется для любого Т, который сильно регулярен по 
парам, но не сильно регулярен, поэтому (3.2) не верно даже для атомов.
Это противоречие означает, что если Т сильно регулярен по парам, но не сильно 
регулярен, то соответствующая периодическая система Франклина не является 

безусловным базисом в Ях[0,1].

Abstract. The general periodic Franklin system corresponding to a sequence of knots 
T = {tR.n > 0) dense in [0.1) is defined to be a sequence of orthonormal, piecewise 
linear, continuous functions /«(x) with knots T satisfying /R(0) = /»(!)• The main 
result of this paper yields a characterisation of those sequences T. for winch the 
corresponding general periodic Franklin system is a basis or an unconditional basis 
in Hx[0,1).
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