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ЧИСЛО ЗАЙДЕНБЕРГА-ТАРСКОГО ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ 
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ МНОГОЧЛЕНОВ

Г. Г. Казарян и В. Н. Маргарян

Ереванский государственный университет

Резюме. В работе доказывается существование и приводится алгоритм вычис
ления положительного числа Зайденберга-Тарского для двумерных многочленов, 
бесконечно растущих на бесконечности и представленных в виде суммы однород
ных многочленов.

ВВЕДЕНИЕ
Пусть R2 - двумерное евклидово пространство точек (векторов) £ = ((ьчг), М 
֊ множество натуральных чисел, No — ^(0), и = No х No- Для £ € ?2 и 

а € No обозначим

— 41 42 » |а| = + а2, 141 = у/И + 4г3.

Пусть Р(£) = - многочлен с конечным числом отличных от нуля
а

вещественных коэффициентов {7а}- Известно (см. [1] - [4]), что для многочлена 
Р(£) > 0 для всех £ £ R2 существуют вещественные постоянные С > 0 и А. 

такие, что
Р(4) > С(1 + |41)л. 4ёй3. (0.1)

Наибольшее из чисел А. удовлетворяющих соотношению (0.1), обозначим через 
5Т(Р) и назовем числом Зайденберга-Тарского многочлена Р. Хорошо извест
но, что многие свойства решений дифференциальных уравнений Р(Р)и = /. где
Р(£)) - дифференциальный оператор с частными производными, определяются 
поведением на бесконечности соответствующих характеристических многочле
нов Р(£) и, в частности, их числами Зайденберга-Тарского. В частности, эти 
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числа определяют пространства Жевре, к которым принадлежат решения урав
нений P(D)u = 0 для гипоэллиптичёских операторов P(D), поведение фундамен
тальных решений в начале координат и на бесконечности и некоторые другие 

(см. [6] ֊ [9]).
Обозначим через 12 множество многочленов {Р(£)} = {Р(£1»£г)} таких, что 
Р(£) > 0 для всех ( G К2 и Р(£) —> +оо при |£| —> оо. Нашей целью являет
ся описание вычисления положительного числа Зайденберга-Тарского для поло
жительных многочленов P G Л, представимых в виде суммы трех однородных 
многочленов :

Р(4) = РМ) + Л(4) + Л(4), (0.2)

где Pj ֊ ненулевой однородный многочлен порядка dj (j = 0,1, 2), do > di >
В работе [10] для многочленов вида (0.2) и в работе [11] для общих многочле

нов двух переменных нами получены необходимые и достаточные условия для 
P G Л- В настоящей работе мы будем пользоваться методами и результатами 
работ [10] - [13].
Пусть Р - многочлен вида (0.2), обозначим

Е(Ро) = {ч е я2. 1ч1 = 1, РоМ = 0}, S(Pj) = {ч е В(Л-1), я,(ч) = 0), j = 1,2.

Для точки т) G Е(Ро), обозначим через кратность корня т? многочлена Р, 
(0 < j < 2) и положим

с / ч d0 - di d0 — d2 d\- d2
= T7F\—Г7~Г’ МП) = TF~\----Г7Т’ M1» = ГТЛ----M7?) “ M7?) lo(v) -

Представим множество E(Pq) в виде объединения множеств

Ео = Е(Р0) \ Е(Л), Ег = {т} е Е(Р։), 1о(т)] < 1^)},

Е2 = {т? € Е(РХ), 20(г7) > /1(т/), 6ол(г]) > 61>2(т>)},

Ез = {»7 € Е(Р1), М7/) > М7?)» 6од(т)) < <51,г(*?)},

Е4 = {т/ е Е(Рх), /0(7/) > /1(т/), ^о.Л7?) = <51,2(7?)},

при этом для точек т) 6 Е4 положим

△С7?) = <5о,1(п) = <51,з^) = ^о.г^). (0.3)

Далее, каждой точке т] € Е(Ро) сопоставим точку т = т(т/) £ R2, |т| = 1, (т, ту) = 0 
и для I € No положим

О'гР)М = $2 ^"РДч), ; = 0,1,2. (0.4)
|а|=» •
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Легко убедиться в том, что £>г ,'/1 Р0(л) > 0 Для многочлена Р Е /2.

Для полноты изложения приведем следующее предложение, доказанное в [10] (см. 
[10], лемма 1.1, теорема 1.1).

Лемма 0.1. Пусть Р ЕЬ- Тогда :
1) Ро(£) > 0 для всех £ Е R2,

2) Р1(т/) > 0 при т/ Е £о,
3) Р2(т/) > 0 при т) е Е(А). при этом с/2 > 0 если Е(Р1) / 0,
4) для каждой точки т/ Е Ез существует окрестность Щт]) такая.что РД£) > 0 

при всех £ 6
Следующая теорема дает решение поставленной задачи, когда Ец = 0.

Теорема 0.1. Пусть Р € I?d, при этом Ец = 0. Тогда

1) ST(P)=donpnE(Po) = 0,
2) ST(P) = dt при Е(Р0) ± 0 и E(Pi) = 0,
3) ST(P)=d2 приЕ(Р!)^0.

Доказательство : Пункт 1) очевиден. Докажем пункт 2). Пусть, наоборот, при 
выполнении условий Е(Ро) 0 и Е(Р2) = 0, существует последовательность {£4}
такая, что

1СН«> и Р(С)
(i + iei)d։

при s —> ОС. (0-5)-> о

Положим т]* = С/1С1՛ Тогда |т/<,| = 1 (« Е -V) и за счет выбора подпоследова- 
тельности можно считать, что т)* —> г/ при з —> оо для некоторой точки г/ Е R՜. 
|т/| = 1. Если т/ £ Е(Ро), то противоречие с (0.5) очевидно. Пусть ту Е Е(Ро). 
Тогда т/ Е Ео, поскольку Е(Р1) = 0, и по лемме 0.1 Р1(т?) > 0, Ро(т]*) > 0 (л Е №)• 
Отсюда и из условия г/1 > имеем для достаточно больших з

Р(С) > PotC) + Л(С) ֊ 1Л(С)1 > Р1(Г) - 1А(Г)| = 

= 1С1'('Л(ч') ֊ iei<f։iw)i > ciri\ с > о,

что противоречит (0.5). Докажем пункт 3). Пусть ту0 Е E(Pi). Рассматривая 
поведение многочлена Р на последовательности {57/0}, мы легко получим, что 
ST(P) < d2. Покажем, что ST(P) > d2. Пусть, наоборот, на некоторой последо
вательности (£'} :

ICH оо Р(С) при 5 —> ОО (0.6).и о

Поступая как выше, получим точку т/ Е R2- Если т) E(Pi), то nj тиворечие с
(0.6) получается как выше. Пусть т/ Е Е(Р1). тогда представим векторы Е R2
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(л € ЛГ) по ортогональному базису {т/, т}, где вектор т = т(7/) определяется как 

выше,
Г = V» Л + V’«г, зЕМ (0.7)

Так как вместе с точкой т/ множество Е(Рх) содержит также точку (—т?), то, 
заменяя по необходимости г) через (-г/) или т через (—г), можем считать, что 
<р֊, > 0 и фя > 0 (з 6 /V). Если для некоторой подпоследовательности {г/*} имеем 
фя = 0 (з € У), то Р(С) = Рз(г?) = 1ч * |4а Рз(7?) • Это противоречит (0.6), так 

как Р2(т;) > 0 согласно лемме 0.1.
С другой стороны, из ортогональности векторов г; и т и из того, что т]9 —> т/ при 
з —> ос следует, что <ря 0 для достаточно больших з, при этом ф»/<ря —> 0 при 
з —> оо. Поэтому далее будем считать, что <ря > 0, > 0 (з € ^) и положим

р, = 1 - 1п фя /1п ф, , з € Ы.

Не умаляя общности, можно считать, что р, > 0 для всех з £ /V. Пусть сначала 
(для некоторой последовательности) р, —> оо при з —> оо, тогда, применяя 
формулу Тейлора для > = 0,1,2, получим

Л(С) = ^Л(-/+֊г) = ^ £ £^(։г) =
1*1>Ь

= ^22 (^) °г+՛ ЛМ = £>'/+■ Р,(г)), (0.8)

• >О 4 ' |>0

где = 1}(р) (у = 0, 1). ।

Далее, имеем Ро(С) 4՜ Р1(О —> 0 при з —> оо, так как /? > 0 = 0,1) и р, —> оо
при з —> оо. С другой стороны, так как Рг(т?) > 0, то для достаточно больших з 
имеем

Л(С) = 1С1<‘’Р։(ч') > 1|Г1<,։Р։(ч). (0.9)

что противоречит (0.6) Пусть теперь 0 < р, < р < оо (з € №). За счет выбора 
подпоследовательности можно считать, что последовательность {р,} сходится. 
Пусть р, —> 6 при з —> ос и сначала <5 = 0. Так как £)(.°Ро(т]) > 0, то, выбирая 
число £ > 0 так, чтобы г/о — > тах{б/1 4- £71,</2), из (0.8) - (0.9) получаем для
достаточно больших з

р(С) > Ро(Г) ֊ |Р1(С)| ֊ |Р2(О1 > СхР^Ро^)^0-'» >

гд< С1 > () и С г > 0 - постоянные. Так как </0 — е1$ > с/2, то это противоречит 
(0.6).
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Пусть теперь 8 > 0. Если ту € Е1, то с1г - 1г6 < - 1^8. Поэтому, из (0.8) - (0.9)
и из того, что Р0(Г) > 0 и Рз(С) > 0, получим с некоторыми положительными 
постоянными Сз, С4 и С5

Р(С) > Л>(С) + - 1Л(С)| >
при достаточно больших з и произвольного € > 0. Выбирая f так, чтобы 
di - h(8 - е) < d0 - lo(8 + с), отсюда получим Р«*) > Сб|С|d’ (Сб > 0) для 
достаточно больших я, что противоречит (0.6).

Пусть т] G S2, тогда из простых геометрических соображений следует, что 
di —118 < d0- I08 при д' < дод и di — 1]6 < </2 при д' > дхд, при этом d0 — Iq8 > d2 
при 8 < до,2. Выберем число е > 0 так, чтобы

di — li(8 — е) < do — Iq(8 + 5) при 8 < д'од

и с/1 — /1(д — е) < dշ при д > дхд. Аналогично предыдущему случаю, из (0.8) 
(0.9) получим для достаточно больших з

J |do —+ * )Р(С) > с7|< при 6 < <5о.1 (С- > 0), (0.10)

/*(«*)> СвК*Г*’ при d > di.2 (С8>0). (0.11)

С другой стороны, так как т] £ Е4, то дхд < до,з < дод. Предполагая, что число 
Е удовлетворяет дополнительному условию дхд < дод — принимая во внимание 
соотношение do — 1о(8 + £) > при дхд < д < дод — Е и используя неравенства 
(0.10) - (0.11), получим противоречие с (0.6).
В случае ту 6 Ез» по лемме 0.1 Ро(т/Л) > 0, Рх(т/Л) > 0 и Рз^*) > С > 0 для 
достаточно больших я, и противоречие с (0.6) непосредственно следует. Так как 
Е4 = 0, то теорема доказана.
Таким образом, поставленная задача для многочлена Р вида (0.2) решена, если 
Е4 = Е4(Р) = 0. Следующий параграф будет посвящен решению задачи при 

Ец^0.

§1. СЛУЧАЙ Е4 0

Пусть Р - многочлен вида (0.2), Е4 = Г4(Р) 0. т? 6 Е4, /7 = /7(т/) - кратность
корня т) многочлена Р7 (0 < > < 2), т = т(т?) € R2, |т| = 1, (т. т/) = 0, а число △(т?) 
определяется формулой (0.3). Для т) € £•։, х € R1 и £ > 0 обозначим

«о(^) =
D'r'PAil)
D'/'PoM

fo(t,X,Tj) =

Так как множество Е4 конечно, то, для простоты обозначений, будем считать.
что max{a0(n) ։ V G ^ч} = 1. В [10] доказана следующая лемма.
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Лемма 1.1. Пусть многочлен Р удовлетворяет условиям 1) - 4) леммы 0.1. Тогда
Р £ /2 в том и только в том случае, когда для всех г/ £ Е4

min fo(t, х, rj) —> оо при t —> оо, (1.1)
1*1<1

При этом функция fo представляется в виде

Mq
= (1.2)

i=0

где Mq — Afo(r/) 6 и {г՜;1} - многочлены, задаваемые формулами

= [D'°+։PMx։° + D'r֊+'P։(4)։'֊ + р;р2(г))] х՝ (0 < i < М„). (1.3)

Таким образом, при Еч ф 0 поведение многочлена Р на бесконечности определя
ется поведением множества функций {/о(1,х,1]) : г) £ Еч}.
Обозначим через Л множество функций (1.2), которые удовлетворяют условиям 
(1.1) для всех г) £ Еч- Из леммы 1.1 следует, что при выполнении условий 1) - 4) 
леммы 0.1, Р £ Л тогда и только тогда, когда /0(С п) € Л Для всех г] £ Е4.
Приступим к исследованию поведения функций вида (1.2) - (1.3) на бесконечнос
ти, при этом положим

Ло(*?) = Х0(г$,т)) = {т : -1 < х < 1, г°(х,т]) = 0} .

Следующая лемма также следует из результатов работы [10] (см. [10], лемма 3.4, 
теорема 4.1 и лемма 4.1).

Лемма 1.2. Пусть /о € 11, тогда
^г?(х,т?)>0, Ут? £ Е4, Ут £ Л1, У

2) для каждой точки т? £ Е4 множество Хо(т)) состоит из не более, чем двух 
элементов, при этом каждый корень хо £ Хо(т?) является двукратным,

3) для каждой пары точек (г/, То)» где т] £ Еч и хо Е Хо(п)> существует число 
М^о) = ко(хо,п) < Мо такое, что т?(х0) = 0 при 0 < г < к0(х0) и 
г2о(хо)(хо) > ПРИ это <*2 ~ М®о)А(*?) > 0,

4) хо Е Хо(т?) является по меньшей мере двукратным корнем для многочленов
т, при I = 0,1,.. .&о(жо), где к'о(хо) = [|^о(®о)], если число 1:(жо) - нечетное, и 
М®о) — |&о(то) — 1, если к(хо) - четное ([а] = - целая часть числа а).

Следующее предложение дополняет теорему 0.1 и дает ответ на поставленный 
вопрос, когда Хо(т?) = 0 для всех т/ £ Ец.
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Теорема 1.1. Пусть Р Е Л, Е4 0 и Х0(т]) = 0 для всех т) Е Е4, тогда 

5Т(Р) = Л2.

Доказательство : Из теоремы 0.1 следует, что 5Т(Р) < <12. Докажем, что 
5Т(Р) > с/2. Пусть, наоборот, (0.6) справедливо на некоторой последователь
ности {С}- Поступая как при доказательстве теоремы 0.1. найдем точку г/ Е 
и сходящуюся последовательность > 6 > 0, я —> ос. Если т) £ Е4 или т] Е Е4. 
но 6 △(ту), то придем к противоречию аналогично тому, как было при дока
зательстве теоремы 0.1. Пусть т) Е Е4 и 6 = △(77). Представив {£*} (з Е М) в 

виде

С = ( П + —т ) = ¥Мп + Р'г) = ^(*7 + ^>, Л(ч)х,т), х, = р’.
\ /

Тогда из формулы Тейлора (см. (0.8)) имеем для всех з Е# и ; = 0.1,2

|>0

Так как <2о — ^△(7?) = ~ ^△(т?) = ^з по определению множества Е4. то отсюда
и из (1.3) имеем для всех з Е М

е(С) = (1.4)

Если для некоторой последовательности х, —> оо при з —> оо. то для достаточно 

больших з
|г$(х.)| > I (15)

так как 10(г}) > при т) Е Е4 и И1Г°Р0(г?) / 0. С другой стороны, для 

г — 1, 2,..., Мо

= П/го+,Ро(т/)^;1р’+1о(Д(',)֊Р') + £)'г1+'Р1(7/)^-*’-+,‘(Л(։’)-^) +

+ £>1.Р2(т?)у>,,р' -> 0, при з -> оо.

Отсюда и из (1.4) - (1.5) следует, что |Р(С)| > (С > 0) для достаточно 
больших з. Это противоречит (0.6). Теорема 1.1 доказана.

Пример 1. Пусть а, Ь Е R1, ^2, - четные числа, и <А) >
</1 > /1, и пусть

= Ро(О + Р1(О + Рг(О = К?0՜'0 + «2°) +4?՛՜՛՛ +«։' )+«?’•
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Положим

= {(а,Ь) : а > 0, бЕ К1}, О2 = {(0,6) : 6 > 0} , Р = и П2.

По теореме 1.1 работы [10], Р 6 72 при (а, 6) € И и Р £ 12 в противном случае. 
Пусть (а, 6) € £>1, тогда Е(Р0) = 0 и 5Т(Р) = (10 по теореме 0.1. Пусть (0, 6) € £>2, 
тогда Е(Ро) = {±*7 = (±1<0)} и Е(А) = 0. В этом случае, 5Т(Р) = с1± по той же 
теореме. Если а — 6 = 0 и д'о,1 = (с/о — <^1)/(^о — М # (<Л — (^2/1\ = 61<2, то Е4 = 0, 
±т) Е Е(РХ), Е(Р2) = 0 и 5Т(Р) = </2 по теореме 0.1. Если а = Ь = 0 и <5о,1 — <£1,2, 
то ±т) Е Е4, г±(х) = г(х, ±т}) = х'0 4- х'1 + 1 и в этом случае также 5Т(Р) = (12 
по теореме 1.1.
Таким образом, поставленная задача решена и в том случае, когда Е4 0, но 
Х0(т/) = 0 для всех т) Е Е4.
Приступим к решению задачи, когда Х0(т}) 0 для некоторой точки 7) Е Е4.
Обозначим через Е4 множество таких точек. Итак, предположим, что 7) Е Е4.

€ Хо(г}), и обозначим через 1^(хо,т]) кратность корня хо многочлена г? 

(0 < г < Мо). Пусть число &о(хо) = ^о(яо։ п) определено по лемме 1.2, △о(хо,^) = 
|£о(яо)А(’?)- Для I > 0 и у Е К1 положим

/1(*. 2/) = /1(Л1/,Яо,77) = /о(«,хо 4֊ < ^т^у).

В [10] доказано следующее представление :

ЛГ,
= ^2«‘,’-2Ао(хо-’?)-’д(’»)г1(։/)> (1.6)

1=0

где {г®} - многочлены, однозначно определяемые многочленами {г^} и точкой хо, 
в частности, •

го(1/) = ^оУ2 + + «2, (1.7)

где

— 1, если &о(яо) четное число и /2о(Го) (хо, т?) = 1, и 0 = 0 в противном случае. 
Пусть хо € Х0(г)) и

Х1(я0) = Х1(х0,7?) = {2/Е К1 : г^(у) = г^(у,х0,т}) = 0}.

Теорема 1.2. Пусть Р Е 12, 24 ф 0 и Х1(х0,т/) = 0 для всех г/ Е В4 и х0 Е Ло(т/). 
Тогда

8Т{Р) = Ь0 = тт{<22 ֊ 2Д0(х0, т?) : х0 Е Х0(т1), т] Е Е4}.
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Доказательство ; Пусть пара точек (хо, ту) реализует минимум в определении 
числа 60, Уо ± 0 и = з [г? + з_Д(’?։ (х0 + з՜△«»('••’»у) т], (5 € р/у Тогда

М։
Р(С) = /о(5,ю + <До(го’’?)1/о) = Л(з, з/о) = 

1=0

Так как {£*} и {з} имеют одинаковый порядок роста, то отсюда имеем для
достаточно больших з

Р(Г) < С!3</а-2До(*о,ч) <С2|Г а3֊2до(хо,»?> * Сх, С2> 0.

Следовательно, 5Т(Р) < 6о- Докажем обратное неравенство. Пусть наоборот.
для некоторой последовательности {£*}

1С1 -> оо и Р(П1СГ‘“-+О при з —> ОС (1-8)

Поступая как при доказательстве теоремы 1.1, получим противоречие, если 
т/ £ Ц или т) Е Ец и х £ Х0(т]). Пусть т) Е ГД и х Е -^о(^), т.е. г§(х) = 0 и пусть 

{Р(О} представимы в виде (1.4). Если х, = х для бесконечного множества {з}. 
то можно считать, что х, = х для всех з € IV. Тогда из (1 4) и леммы 1.2

Р(С) = △°<-г-’Ого (#)(х) + о Ло(1’л^ при з —> оо,

где г®о^)(х) -ф. 0, что противоречит (1.8).
Пусть теперь х, ф х (з € IV) и обозначим у» = (х, — х)у>Дп(х’’’1 (з Е IV). Из (1.4) 

и определения функций /о и /1 имеем для всех з Е IV
Мх

р(С) = Мч>.^.,п) = <19)
Если множество {|у,}} неогргшичено, то можно считать что |у,| —> оо при з —> оо. 
Тогда по определению многочлена Гд (см. (1.7)) |гр(г/,)| > |ао1.У* 1՜ для достаточно 

больших з. С другой стороны, учитывая формулы (3.8) - (3.10) из [10] поступая 
как при доказательстве теоремьЬД.1, можно показать, что 1 ^^(у,) —► 0 при 

з —> оо (г = 1,2,.. .ЛГ1).
Таким образом, мы доказали, что для достаточно больших з Р(£՝’) > 

С<^?3~2До(г’,,), С > 0, что противоречит (1.8). Если множество {|у,|} ограничено, / •
то можно считать, что у» у при з —> оо для некоторого у Е R1. Так как

Хг(х,^) = 0, то г^(у) 0, и из (1.9) имеем для достаточно больших з

Д(С) > |ко(у)|¥>аэ-2До(*,»?) Л

Это противоречит (18) и доказывает теорему 1.2.
Следующий пример иллюстрирует теорему 1.2.
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Пример 2. Пусть

?(«) = (й+°йй+й)й -«?й+й- 
ч

По теореме 3.2 работы [10] Р € Ь тогда и только тогда, когда а > 0. Здесь 
Е(Ро) = {±4 = (±1,0)}, и простой подсчет показывает, что <5о,1(±*?) = ^1,2(±71) = 

△ (±т/) = 1. Так, что Е4 = Е(Р0), при этом 
*

г^(х, ±ч) = ։4 - 2։2 + 1 = (։ - 1)’, г?(1,±։/) = 0, г5(х, ±п) = г$(», ±п) = 0, 

г;(։,±Ч) = х‘, Хо(±ч) = {±1}, г’(±1,±П) = а > 0, М±1) = 2-

По теореме 1.2, 5Т(Р) = — &о(± 1)Д = 4 — 2 = 2.
Таким образом, поставленная задача решена также и в случае, когда Ец 0 
и Х^хо,^) = 0 для всех г) € Е4, х0 6 Х0(т/). Обозначим через Во - В0(Р) 
множество всех пар (то, ^), где Л € хо € Хо(т?), для которых Х1(го> л) / 0- 
Пусть Р € А, Во(Р) Ф О, (хо,7?) € Во(Р) и либо числа к0 = к0(х0,г)) - 
нечетные, либо 1с0 - четные и 1к0/з(®0» ч) > 2- Легко убедиться в том, что в 
этом случае (г$(то))" > 0. с другой стороны, так как г£о(то) > 0 по лемме 1.2, 
то из определения многочленов {г}} (см. (1.7)) следует, что Х1(хо,*1) = 0 • Мы 
получили следующее следствие.

Следствие 1.1. Пусть Р 6 А, Во(Р) # 0 и либо числа ко(хо, т]) - нечетные 

для всех (х0,т]) € Во, либо 1ко(х<>,п}/2 > 2 Для тех паР (^о.7?) Е Во, для которых 
&о(яо. т?) - четные. Тогда 5Т(Р) = Ьо, где число Ъо определяется как в теореме 
1.2.
Остается рассмотреть случай, когда для некоторой пары (то, т?) Е Во число 
ко(хо,т)) - четное и Ао(»о.а)/2 = 1- Обозначим через Вх множество таких пар. 
Итак, рассмотрим случай Вх 0. Пусть число а1 > 0 выбрано так, что 
^1(^0, П) С (—(И,։։։) для всех (хо,7/) Е В1 и пусть многочлен Р удовлетворяет 
условиям 1) - 4) леммы 0.1. В работе [10] доказано, что Р £ А тогда и только 
тогда, когда Л € А, т.е. когда для всех (хо,т?) € Вх

Ш1п />(<, у, х0, т)) -> оо при / —> оо. (1.10)
|у|<о»

Обозначим через /,1(1/о) = ^(Уо, у) кратность корня у0 Е многочлена
г, (0 < * < и пусть для всех функций /1(<, у, г0< 7/) число (у0) = &1(уо, ^о, *)) 
определяется так, как определялось число ко(хо,т}) для /о(1,х,т]) (см. лемму 1.2). 
Для < > 0, х Е R1 положим

/2(/.,г) = /з(«,г,г/о,го,7/) = /1(<, Уо + /-*1(®о)д(,,),г).
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В [10] показано, что при выполнении условий 1) 4) леммы 0.1 включение /2 € /1 
справедливо (т.е. /2 удовлетворяет (1.10)), тогда и только тогда, когда /։ € /։. 

При этом, /2 представляется в виде

м,
Л(М) = (1.11)

1=0

где многочлены {г։2(г) = г։2(х, уо, го» П)} однозначно определяются многочленами

{г,1) и точкой 1/о, В частности.

где

= (го(Уо))” >0, а? = °2 = (г*»(»о)(Уо))' > 0

0=1, если (хо, и) и 0 = 0 в щ тивном случае.
Обозначим через В2 = В2(Р) множество троек (ро.хо, л) таких, что (хо,п) €
Уо € Х1(х0, т)). Для (уо, хо, т)) € В2 положим

Х2(уо. х0, т])= {г Е R1 : г£(х, у0. *о. л) = 0} .

По определению этих множеств, если В2 0, то Вх 0.

Теорема 1.3. Пусть Р 6 /г, В2(Р) ф 0 и Х2(уо< хо,»?) = 0 для всех (уо.хо, ч) €
В2, тогда

ЗТ(Р) = Ьх = шш {<*2 - к0(х0)А(т)) - £1(1/о)Д(^)} • 
(։гЛо,П)€Ва

Доказательство : Пусть тройка (уо,хо,т{) реализует минимум в определении

числа Ь2. Для хо 0 положим

С = э [г? + я-А^х,т] , х, = х0 + г,

где, как выше, т/ € Е(Ро) однозначно определяет вектор т = т(т)]. Тогда по 

определению функций /о, /1» /з имеем для всех з Е N

Р(Г) = = Л (»,«> + = Л(1,^>) = £
4 1=0 
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Величины |^’| и з имеют одинаковый порядок роста при з оо и A(rj) > 0.
Поэтому |Р(С)| < Ci«6' < (СьСз > 0), т.е. ST(P) < b\.
Докажем обратное неравенство. Пусть, наоборот, для. некоторой последователь

ности {ц 1}
ICH оо и Р(С)1СГ0։^0 при з->оо. „ (1.12)

Рассуждая как при доказательстве теорем 1.1 и 1.2, получим

- }1о(го)Д(п) \
9 У» т> SEN,

где г/ Е Ец, то 6 Xq(tj), У» ֊> Уо при з ֊> оо для некоторого у0 Е Xi(x0.^), а 
т = т(г?) определяется как выше. При этом.

Mi
Р(С) = /•(♦>.,».) = 3 е N.

• =О

Если у, — уо для бесконечного множества индексов {з}, то можно считать, что 
У» = Уо для всех з Е Л/՜. Тогда в силу того, что А Е Л и из определения числа 
А.՜!(уо) имеем для достаточно больших з

Это противоречит (1.12), так как г* (j/o) / 0 и последовательности {£’} и 
{<р,} имеют одинаковый порядок роста при з —> оо. Таким образом, не умаляя 
общности, можно считать, что у, уо для всех s Е N. Пусть 

)
In |у, - у0| _ . . __

Р, =------ ;----------, т.е. у, = уо + у>, ₽' згдп(у, - у0), з б N.1пу>,

Рассуждая как при доказательстве теоремы 1.1, легко показывается, что при 
выполнении условия (1.12) рв -> А:1 (г/0)△ (77) при з -> оо. Обозначим

z» = sign(ye - уо), з Е N.

По определению функции /2 (см. формулу (1.11)) имеем

(1-13)
1=0

для всех з Е Если множество (г,) неограничено, то можно считать, что 
|г,| -> оо при 8 —> оо. Тогда |го(х, )| > для Достаточно больших з
(по определению многочлена Гд). Для многочленов г? (г = 1,...,Л/2) имеем
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-* 0 ПРИ Я ֊> ос, в силу того, что р, -► |Л1(2/о)Д(т?) При 3 —> ЭС.
Таким образом, из (1.13) имеем при достаточно больших з

О

(<*а-*о(*о)Д(п1)֊*:1(։/о)Д(9) 
9

что противоречит (1.12).
Если множество {г,} ограничено, то можно считать, что г, -> г0 при з -> ос 
для некоторого г0 € R1. Так как по условию теоремы, Х2(у0, х0,т]) = 0 для всех 

троек (уо^о,7?) € В2, то Го(зо) 0 и из (1.11) и (1.13) получаем для достаточно 
больших з

Р(4*) > ֊|r5(z0)
2

Это противоречит (1.12), так как {£*} и {<р,} имеют одинаковый порядок роста 
при з —> ос. Доказательство теоремы 1.3 завершено.
Таким образом, поставленная задача решена и в случае, когда Х2(у$, х0, г1) = 
0 для всех (уо,хо,т)] £ В2. Если Х2(у°, т®, ту0) ф 0 для некоторой тройки 
(2/о* т/°) € В2, т° обозначим множество таких троек через В3, а через В4 -

множество четверок (г0, уо, ®о, ч) таких, что (уо.^ол) € В3 и г0 6 Х2(у0, х0. г}). 
Поступая как выше, получим числа {^(зо)} и докажем, что

ST(P) = min {<2з ֊ (М^о) + MJ/о) + *2(^0)] △(*/)} • 
(։о,»о,Хо,п)€Вз

Покажем, что этот процесс остановится после конечного числа шагов, при 
этом ЗТ(Р) > 0 для многочленов Р 6 Л вида (0.2). Действительно, так как 
А.’о(то), ^о(1/о), • • • ~ натуральные числа и △(?/) > 0, то, предполагая обрат
ное, получим, что на некотором шаге т для некоторых натуральных чисел 
*0, &1, ■ • •, кт :

^т — 1 — ^2 (^-0 + 1 4՜ • • • 4՜ к,п ) △ (77) < О, Г>ЕЦР0).

1оступая как при доказательстве теоремы 1.3. построим последовательность {£՜*} 
акую, что |£л| —> оо при з —> оо и |Р(С)1 < С|£*|6՞’՜1 (С > 0) для достаточно 

ольших з, что противоречит условию
"аким образом, построен алгоритм вычисления числа Зайденберга-Тарского для 
вумерных многочленов вида (0.2).

Abstract. The paper proves the existence of positive Seidenberg-Tarski number for 
wo-dimensional polynomials with infinite growth at infinity and representable as 
urns of three homogeneous polynomials. An algorithm for calculation of the ST- 
mmber is given.
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ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ С НЕКОТОРЫМИ 
СПЕЦИАЛЬНЫМИ ЯДРАМИ

С. А. Акопян

Ереванский государственный университет
Е-таИ : sarhak@ysu.ain

Резюме. В работе показывается, что обращающее ядро преобразования ти
па Ватсона-Джрбашяна с ядрами 1Го(з,р. д) и нр(г) является целой функцией 
Фр я(г), введенной М.М. Джрбашяном и Р. А. Багияном в связи с новым интег
ральным представлением целой функции типа Миттаг-Леффлера Ер(г, р).

В работе [1] мы построили интегральные преобразования типа Ватсона- 
Джрбашяна с ядрами, являющимися обобщенными гипергеометрическими функ
циями или обобщенными функциями типа Вольтерра. В настоящей работе мы 
показываем, что для специальных частных случаев этих преобразований, когда
в качестве ядер берутся значения функций

к=0
и (Р> 1)

на определенных лучах комплексной плоскости, тогда обращающие ядра явля
ются сужениями на определенные лучи целой функции Фр.р(г), введенной М. М. 
Джрбашяном и Р. А. Багияном [2] в их совместной работе по интегральным 
представлениям целой функции типа Миттаг-Леффлера
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где контур интегрирования состоит из двух лучей

Ь^Че./З) = {< : |<| > £,агвС = ±/3}

и дуги окружности

((£,/?) = {< : |<| = е, |аг6<| </9} (е > О,

Направление обхода контура 7(6,/3) таково, что точка £ = О остается слева. 
Функция Фр р(г) имеет порядок А = и тип а = р~7=^ и разлагается
в ряд Тейлора-Маклорена

Целая функция !^о(г,р, д) того же порядка А и типа ст, удовлетворяет соотноше
нию

и имеет интегральное представление
/•ОО

1Го(г,Р,м) = Р / е-'₽^р-1ег'сй (д > 0).
Jo

Iе. Выделим один частный случай из результатов, полученных в работе [1].
Рассмотрим в комплексной плоскости з (з — т + И) мероморфные функции

где р > 1, } = 1 - 1, а 6 [^,2я֊ и

В работе [1] рассмотрены функции

и доказаны утверждения :
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а) при < м < 1 и а 6 2тг - имеем

б) при р >

вир 
-оо<Г<+оо

/с 1 .- + гл р, р. а (2)

- имеем р

зир
-оо< < +оо

(3)

Обозначая £( + )(з, р,р) = К (з,р՝р, и V \з,р,р) = К, (з,р,р, 2тг - ֊), имеем 
на осей комплексной плоскости з тождество :

(4)
По теореме Меллина ([3], [4]) существуют пределы в среднем :

к(х,р,р,а) _ 1 Г?+,а К(з,р՝р,а) 2--------------  — ——7 1.1.П1. / ---- ---------- X (18 € 2/ (и.оо),X 2тГ» а-Ц-00 ,/1 ,д 1 — 8

н{±\хур,р) 
X

'Н'±}(з,р,р)
1 — з

х *в.з € (0, оо).

По лемме 3 работы [1] для функции к(х. р. р, а) имеем явное представление :

к(х՝р՝р,а) = / 1Го ֊ < р < 1, а 6
7о ՝ ' Р

2А'2’Г 2А. ’

Тождество (4) и формулы (2), (3) дают возможность построения преобразова
ния Ватсона-Джрбашяна с ядрами А:(+։(т, р, р) = к(х.р.р,^), А:* }(х,р՝р) = 
к (х,р,р,2тг- и М±}(х,р,р).
Теперь установим связь между функциями А(±*(т.р. р) и ФР։/1(г). Нетрудно 
убедиться, что при условии р > | функция 'Н(з. р, р, (|г?| < у) не имеет 
полюсов на прямой Де з = Пользуясь формулой

|Г(т + й)| ~/->±оо

(см. [5]), получим

-и / —> ±30.

Следовательно,

зир
— оо<К+оо

м<
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и по теореме Меллина существует предел в среднем :

= 2_ 1Л т_. ^Р’^.х-л, е ьг(0,оо).
X 2 7ГI а—>+оо/|_<в 1 — 8 (5)

Лемма 1. Если р > 1. р > ± и |1?| < у, то

Ь(х.р,^) = 1е(<Н+Н*> Лфм ((։-'()1)гНа.
Л Уо 4 7 (б)

Доказательство : При р к мероморфная функция

Я(1-з.р,д,19) = е”’(1-*)

не имеет полюсов на прямой Де з = |, а полюсы, лежащие на полуплоскости 
Дез > простые и совпадают с точками з*.- = Ц֊1 + р — у (к = 0,1,2,...), 
причем

ге8,=,й ^(1 - 3,р.р^) !------------------- х
8

(7)

Пусть Яя = р— ֊+ | (п 4- |) (п = 0,1, 2,...), а Ьп обозначает контур области £>п, 
являющейся пересечением круга |з| < Яп и полуплоскости Де з > Функция 

голоморфна всюду в Рп, кроме точек з* = _ 1 —
0,1,..., п), где имеет простые полюсы с вычетами (7). Поэтому, для х 6 (0, +оо) 
по теореме Коши, имеем

Я(1 - 8,р,д,1?) ,_х е ------------------- х (13 =----~^А Хз
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Пусть | ~ точки пересечения окружности |з| = Яп с прямой Яе $ =
Очевидно, что R֊ - Поэтому НгПп-юо И*п = +оо, а Сдп - дуга
окружности {|з| = Лп, Яе з > Напишем формулу (8) в развернутом виде

1 /-’+'я'- И(1 -з,р,д, 
——7 / --------------------х аз
27Гг У |-.я; 8

Согласно формуле дополнения для гамма-функции, имеем равенство

7Х(1-з,р,д։1>) = е'в(1-1
81П 7ГЛ ($ + | — д)

-М+?(»+5-м))

Г(А(.+ Ья))

Согласно лемме 8 работы [6] при п > по на дуге Сдп имеем

5 < Н < Ь 

1*»1 < ?

Пользуясь также обобщенной формулой Стирлинга [5]

1п Г(а + Яе""9)| = I Ясов<р + а — 1п R — R(cos<p + у»51п у?) 4֊ 0(1),
2

(Ю)
где <5 > 0 и а Е (—оо,оо) - произвольные числа, а величина 0(1) равномерно 
ограничена для всех значений |у>| < % — <5, приходим к следующей оценке :

1
1 / \RnCOSip

С1^ (к) - и < ь
, / ’ +1Л\ Я»ео։^ Ч > "О-

С помощью этой оценки легко доказать равенство

Нт Г (։>0)
п->0°УсЯя 5

Переходя к пределу в (9) при п —> оо, приходим к равенству
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которое остается в силе, когда числа Л* в его левой части заменяются числами 
ап, удовлетворяющимися условиям ai < аг < • • • < ап < • • • и lima,, = +оо. 
При I? = ±| из (б) следует, согласно (1) и (5), что

р, р.) = 5 [ ФР։Р у »dt.
A Jo \ /

Следовательно, теорема 1 работы [1] для настоящего специального случая имеет 
следующую формулировку.

Теорема 1. Пусть параметры р и р удовлетворяют условиям р>1, - <д<1и
А = Тогда

а) для любой функции у(у) 6 Т2(0,оо) функции

определены почти всюду на (0,оо) и /(±,(т) € £2(0,оо). При этом, если

то Формула обращения

9(у) = лй
1ч d

14 d ОО
f{+\x)dzXО

также имеет место почти всюду на (0, оо), при этом, если

+ «՜'* У" (е'*(։»)*) fl+>(x)dx к

то 9(у) = l.i.m •a-too9a(у)- Справедливы также равенства,

2 Му Г°° dx^2^/0 ^12^՛

/„ 1 {Г |/,+)w
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где

М1 = вир
-оо<г<+оо

М2 = вир
— оо<( <+оо

б) Обратно, для любой функции Цх) € Ь2(О, ос) функции

9{±}(у) = 1 а г°° 
у/2тгХ йу /о {(х)Лх 

X

определены почти всюду на (4). оо) и ±|(у) 6 ь2(0, ос). При этом, если

Фр,р (е*'*(*!/)*) (ху)р՜^՜ У(х)Их,

то д^(у) — 1д.т.в_1.оо^1±^). Формула обращения также имеет место почти 
всюду на (0, оо) :

Г к±1^1£^дмМау+
V 2тгЛ ах Уо У

е *™(ху)*,р՝р) 9{+)(у)с1у+

<1 Г 1с^(ху,р,р){_}
+е 7 3՜ / ---------------- 9 (УМ

“г Л) У
при этом, если

е’*<*-*> Г 
</0

+е-‘у(^-т) [ хР0 9{-'(у)<1у\՝
Уо 4 7 )

то/(г) = 1л.тч։_>оо/а(х). Справедливы неравенства,

Г|^ы|2аУ<^Г1/(х)1^,
Jo Jo

Л/Г I Г^° 2 7*°° 2|/(х)|2</г < -у< / ^(+)(г/) (1у+ д{-](у) с1у
лл I Уо Уо

2°. Перейдем теперь к рассмотрению интегральных преобразований с ядрами 
^р(г).
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Рассмотрим следующие функции комплексного переменного в = т + И :

-2тг։е-,<ь
О, 
О,

р
7/(+)(5,19) =

Я’-Ца,!?) =

= '֊**• Г(3) р>1, т<~, 1 = 1֊֊-
Г I К + л՞*1 I £А А р\ ' Л /

, 1т з > 0, — 5Х|
1т з < О,

1т з > О,

1т з < 0, 19 > Л-. £ АГИ-Н »

Выбирая д = | на прямой Ле з = получим

2
2
- с

Откуда следует

Обозначая

2 = 4тг2е2^ СОвЬ 7Г< 
----- гтг < 
собЬ — ~

_ е2<н СО5>1 7 
созЬ

2«2։’^+г< * > о,

2^֊Я»1 9

7Г

2А’
2 = 4%2его>< 4Л2о,-?, 

созЬ ~ 
р

вир
— оо<Г <оо

вир
— оо< (<оо

27Г.

I < о,

- 2Л*

2А

2А*

2

\ 2

2. м

легко проверить, что на прямой Ке з = | £

Лемма 2. Если р > 1, д =
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в) <»*
' 2тг» «-+« _<а 1֊3 х/о “ 2А

(12)
Доказательство : утверждение а) доказывается аналогично лемме 1. Для 
доказательства б), рассмотрим область

о'-'

и обозначим ее границу через Ьа. Функция

голоморфна в Па \ поэтому, по теореме Коши имеем

(13)

где Са - дуга окружности з = ае**’, —у < <р < 0. Пользуясь формулой (10), на 
Са получим оценку

/? + )(5) = О I ев($--*)8*пР х > 0.

Учитывая, что 0 < — — ч? < < —г? (чЗ < — ^) и выбирая а так. чтобы
яе1/Аа~1/Ар-1/р < е՜1, получаем, что

при а —> +оо. (14)

Написав (13) в виде

или в виде
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и переходя к пределу при а -4 +оо, в силу (14) получаем (11).
Утверждение в) устанавливается аналогично, при расс мотрении

= < з : |»| < а, 0 < arg з <

вместо D„ 1 и интегрировании функции

вдоль границы D«+}. В этом случае на части = {s : з = ае||р, 0 < <р < |} 
границы области D„+' имеем

/ / 1 \ а cos
|Л<->(»)| = 0 (-£Ц-| | (-!>< v֊tf< <о).

В частности, из (11) и (12) получаем равенства

1 . . -К։±»(в) ,----1.1.т. / ----------х ds—2iri а—>оо J t__ie 1—s
1 fx < „ _i p*

= -J (fe*1^) 7dt =----- - ----- J i/p (te*1^) t~^dt.

Следующая теорема является частным случаем теоремы 3 работы [1].

Теорема 2. Пусть р>1, /1=| + ^-и| = 1 — тогда £ р л р

а) для любой функции д(у) Е Т2(0,оо), функции

определены почти всюду на (0,оо) и /^Цт) Е £2(0,оо). Если

™ху) ff(y)dy,

то /(±1(х) = l.i.m.a_HjO/e± 1 (я). Почти всюду на (0,оо) имеет место формула 
обращения

я(у) = Л7Г Ту].

+ е-й г ,
dy Jo х J
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И \л.ш.а^жда(у) = д(у), где

1 ( . 9 [а ■ * 1
9а(у) = -7== {е*?1* / иР(хуе~*&)(ху)՜ ?р~}(х)с1х +

I 7о
4-е՜1[ ур (хуе*&) (х)<±г |.

./о )

Справедливы неравенства

[ 1$(у)|2<^ < 47Г | /" |/(+)(х)|2£/х 4- [ |/( ’(х)|2^т 
-/о Мо Уо

б) Обратно, для любой функции /(х) Е £2(0, ос) функции

9{±)(у) =

определены почти всюду на (0,оо) и д^(у) С £2(0,оо). Если

. е±»т(1-м) га . , .
9а (у) = ---- 7=— / (е^'^ху) (ху)

то 1л.т.о_нх><7^±)(г/) = д^(у). Почти всюду на (0, оо) имеет место формула 
обращения :

ч 1 ( .֊, а г°° ^-Цху) т/ ч, /(х) = —= --------—д{ + }(у)(1у+
у/2тг ( ах ,/0 у

< а г°° №(ху) г_ь 1 + е }(у)(1у\}
ат К у )

и 1л.т.а_+оо/а(х) = /(х), где

( праведливы неравенства
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Abstract. It is shown that the inversion kernel for the Watson-Djrbashian’s type 
integral transforms with the kernels iF0(z,p, p) and vp(z) is the entire function 
<I>p>p(z) introduced by M.M.Djrbashian and R. A. Baghyan in their studies of the 
integral representations of the function Ep(z,/z).
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ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ В ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧЕ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

Т. Н. Арутюнян и В. В. Нерсесян

Ереванский государственный университет

Резюме. В работах Трубовица были доказаны теоремы единственности в об
ратной задаче Штурма-Лиувилля, где в качестве спектральных данных вместе 
со спектром брались некоторые “новые” последовательности {/п}. удобные при 
исследовании “четного случая’1. Мы доказываем аналогичные теоремы единст
венности для тех двух случаев краевых условий, которые остались нерассмот
ренными в работах Трубовица.

§1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА
Обозначим через £(д,а,/3) краевую задачу Штурма-Лиувилля

-у" + д(х)у = РУ, г € (0, тг), р € С, (1.1)

у(0) сое а + у (0) зш а = О, а € (0, тг], (1-2)

у(тг) СОЗ /3 + у'(я) $\п/3 — О, /3 6 [0, 7г), (1.3)

где ц - действительная функция из £?[0, я] (будем писать д € 7Г])- Известно,
(см. [1], [2]), что собственные значения рп = рп(у,а,(3), п = 0,1,2,... этой 
задачи действительные, простые и образуют последовательность, стремящуюся 
К +оо при п —оо. Через Нп(х) = Ьп(х,д,а,/3) будем обозначать нормированные 
собственные функции, сответствующие рп, п = 0,1,2,....

Обратные задачи для Б(д, ос,(3) ставились и решались в различных постанов
ках (см., например, [3] - [12]). В работе [6], вместе с собственными значениями 
Мп = Мп(д,а,/3), п = 0,1,2,... в качестве спектральных данных рассмотрены
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величины1

ln(q>&,0) — log
hn(?r,9,a,ff)
Лп(0,9,а,£)

n = 0,l,2,..., sina^O, sin/3^0

и доказана теорема единственности :

Теорема 1 [6]. Если pn(qi,cti,0i) = pn(q2,a2, /%) « = М92»а2>А)
для всех п = 0,1,2,..., то ах = а2, 0\ = 02 и qi(x) = 9г(ж) почти всюду но

В [5] рассмотрена “задача Дирихле” L(q,ir, 0) (т.е. случай sina = 0, sin/З = 
0), и вместе с собственными значениями pn(q,Tr, 0), в качестве спектральных
данных рассмотрены величины

= М?) = l°g
Л'п(*Л)՞

Ч(0л) ’
п = 0,1, 2,...

Доказана теорема единственности, которую можно сформулировать так :

Теорема 2. Если //n(<?i) = ^0(92) « &n(9i) = ^п(9г) ^ЛЯ всех п = 0,1,2,..., то 
Ц1(х) = q2(x) почти всюду на [0, гг].

Целью данной работы является доказательство аналогичных теорем един
ственности в двух оставшихся нерассмотренными случаях : sina = 0 и sin0 ф О, 
т.е.задачи Л(д, тг,/3), и sina ф 0, sin/З = 0, т.е. задачи L(g,a,0). Здесь вопрос 
в том. что брать в качестве дополнительных к спектру {рп }^°_0 спектральных 
данных. Положим

(«, тг,/?) = ln(q,0) = log
/ii» (0,9,0).

п = 0,1,2,... . (1.4)1

Теорема 3. Если рп(91, тг,/^) = рп (92, тг, 02), ln(qi,0i) = ln(q2,02) при п = 
0. 1.2...., то 0i = 02 и gi(x) = 9з(т) почти всюду на [0, тг].
Рассмотрим также задачу L(g,a,0), sina 0. Положим

Zn(q,a,0) = ln(q,a) = log n = 0,1, 2,...

Георема 4. Если рп(91,а1,0) = /хп(92,«2>0) и /„(91,01) = 1п (92, а2) при п = 
0,1,2,..то а1 = а2 и 91(т) = q2(x) почти всюду на [0, тг].
Обозначим через у = 1р(х,р) решение задачи Коши

-У՛' + = РУ,

!В работах [5] - [8] задача Цу,а,0) рассматривается на интервале [0, 1], тогда 

как мы рассматриваем задачу на [0, тг].
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?/(0,/х)=0, 1/(0։/х) = 1.

Собственные значения pn(q,/3) задачи L(q,ir,/3) суть нули функции 

¥>(7г,/х) cos/Э-»֊ <р'(ir, р) sin (3 ,
D(p) = ---------------- -т—- ---------------- = у?(7г, р) cot/? 4֊ у> (тг, р), (1.5)

ЫН [Э

а функции <р(х,рп (q,/3)) = <р(х,рп) есть собственные функции, соответствующие 
собственным значениям рп = pn(q,(3), п = О, 1,2,.... Величины

/•7Г
On = an(q> = / (p2(x,fin)dx

Jo 
называются нормировочными постоянными. Известную теорему единственности 
В.А. Марченко ([3], стр. 375) в случае задачи L(g, л՜,/?) можно сформулировать 

так :

Если pn(qi,ir,/3i) = pn(q2,ir, (32) и On(gi, 7Г,/3Х) = an(д2, тг,/72) для всех 
в = 0,1, 2,..., то /31 = /З2 и qi(x) = q2(x) почти всюду на [0, тг].
Теорема 3 и теорема Марченко эквивалентны, ибо согласно нижеследующей 
лемме 2.1

а„ = (-1)"+1ехр[(п]О(/1„(^)),

где величины D(pn) однозначно определяются только множеством собственных 
значений р0, д1։ р2,....

Приводимое нами доказательство теоремы 3 основано на контурном интег
рировании (см. также [5], [6]) и не использует операторы преобразования, на 
которых основано доказательство теоремы Марченко. Поэтому приведенное до
казательство можно рассматривать также как альтернативное доказательство 
теоремы Марченко в указанном случае и указанной формулировке.

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 3 И 4
Для собственных значений /in(g,/?) известна асимптотика ([3], [4]) :

Дп (?,/?) = (n+ ֊) +—cot/?+— [ q(t) dt+ rn({3), (2.1)
\ 2/ я Jo

00
где 5? r^(/?) < 00. Кроме того, аналогично тому, как это делается в [3], можно 

п=о
доказать, что функцию D(p) можно представить в виде произведения

dm = П <2-2)
n=0 (П "Ь 2/

дальнейшем, производную по р будем обозначать точкой, т.е. Ь(р) = и
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Лемма 2.1. Имеет место равенство :

/ уг(х,рп(А}) (1х = -у?(7Г, рп(/3))/)(дп).
Уо %

Доказательство : Запишем тождество

-9?"(г, р) + р) = М^(®» и)

и продифференцировав его по р, получим

д) + ч(х)^(х, д) = <р(х, /х) + я^(х, ц).

(2.3)

(2.4|

(2-5)

Далее, умножив (2.4) на <р(х, р), а (2.5) на <р(г, р) и, отняв полученные тождества, 
получим2

А [у>'£ _ = ^2(®,р).
(2.6)

Поскольку функция <р(х,р) удовлетворяет начальным условиям у>(0,р) = 0 и
<р'(0.р) = 1 при всех р € С, то

9?(0,р)=0, <р'(0,м) = 0- (2-7)

Проинтегрировав тождество (2.6) по г от 0 до тг и приняв во внимание (2-7), 
получим

/ ¥?2(®,р) (1х = ^'(я,р)у>(7Г,р) ֊ ^'(7Г,р)^(7Г,р). (2.8)

Поскольку собственные значения есть корни уравнения

2?(р) = <р(тг, р) соЬ (3 4- У>'(7Г, р) = О, (2.9)

то при р = рп (0)3
<р'(1г,рп)
Н^Мп)

= - со! /3,

следовательно, из (2.8) при р = рп имеем

>4^. Мп) 

. ^(тг,Мп)
^(^Мп) ֊ ^'(7ГэМп)

- -^(^Мп)[¥?(7г,Рп)со1/3 4- у’Ч^Мп)] = рп)Ь(р„).

'Замену порядка дифференцирования по х и по р можно обосновать так, как это 
делается в [5].
’Заметим, что <р(тг,рп) 0 при ып/З 0.
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Лемма 2.1 доказана.
Из представления (2.2) нетрудно получить, что

Поскольку /х0 < /М < • • •, то легко заметить, что ядп О(рп) = (-1)п+1. Отсюда 
и из (2.3) следует, что

= (֊1)п. (2.Ю)

Обозначим через ||/|| £2-норму функции / Е £2[0, тг], т.е. ||/||2 = /0՜ |/(а:)|2 (1х. 

Поскольку
_ у(г,Д„) _ У'(х,/Х„)

"( ' 1М-.МГ "( )-1И-,М1’ 

то
М*) _ ^(’Г^п) _ <^(7Г,Мп)

4(0) ’ ¥>'(0,^) " 1 ’

Поэтому. (-1)” дт-0) = (_1)П¥?(7Г« Мп)- Из (2.10) следует, что определение (1.4) 
корректно.

Лемма 2.2. Имеет место равенство
ОО ОО

= П ~мес.
п=о " /2п

Доказательство : Рассмотрим следующий контурный интеграл

(2-11)

^(/2) =
1 / р(тг, А)Р(д)

2л՜« /|А|=№ Р _ Д)-О(А) с/А,

где подынтегральная функция имеет простые полюсы в точках р0, р\, •••,//„
Ы<№) и в точке р. Согласно теореме о вычетах (см., например. [13]), этот

интеграл равен сумме вычетов подынтегральной функции в полюсах, лежащих 
внутри контура |Л| = ^2. Учитывая (2.2). получаем

гее у?(7г, А)Г>(я) 
(А֊/х)Р(А)

¥>(%, А)Р(д) 
гез —------ ՛ ,

(А - р)Э(Х) = ^(тг,м)- 
Л=р

аким образом,
оо

/у(м) = (О(л՜,й) - V «»(«■,/»») П —---- ~-
Л*

трудно доказать, что подынтегральная функция на контурах |А| = при
°статочно больших не имеет особенностей. Следующие леммы доказываются
алогично леммам 3.1 и Е.2 из работы [5].
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Лемма 2.3. Если z € С и |z - (п - |) | > ֊ для каждого целого п, то

ехр1/тг,г' < 4|cosztt|. (2-12)

Лемма 2.4. На контурах |Л| = 7V2 имеет место оценка

£>(Л) = cos ч/Лтг (2.13)

Возвращаясь к доказательству леммы 2.2, заметим, что справедлива оценка

([5]) =

¥?(7Г, А) (2-14)

Таким образом, при |А| = N2 из (2.12), (2.13) и (2.14) получаем

у>(тг, А)Р(д) 
(Л֊М)Я(А)

, М|Д(М)|
֊ (JV՜2 - |д|)ЛГ’

где М - некоторая постоянная. Так как р фиксировано, получаем, что Лу(/л) —> О 
при /V —> ос. Лемма 2.2 доказана.
Обозначим через 1/>{х,р,/3) решение задачи Коши для уравнения (1.1) с началь
ными условиями

^(тг,М,^) = sin/3, (2.15)

р,/3) = ֊ cos /3. (2.16)

Очевидно, что i/>(x, рп(/3), (3) есть собственные функции задачи L(q,7r,/3). По
скольку собственные значения задачи L(q,ir,/3) простые, то существуют посто
янные сп такие что

¥>(z,/zn(/3)) = сп1р(х,рп(0),(3).

Отсюда получаем, согласно (2.15) и (2.16)

= cn sin(3,
_ ¥>(7Г,рп) 

сп — : з ,
81П р

= — <р(х,рп((3)) = --8Ш^ у>(д,дп) 
Сп ?>(*,/*„)

(2.17)

Обозначим также через у3(х,р) и j/4(x, д) решения уравнения (1.1), удовлетворя
ющие начальным условиям

1/з(7Г,/х) = 1, зА(тг, А4) = 0,
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!/4(тг,^) = 0, 24(7Г,^) = 1.

Для этих решений нетрудно получить асимптотические представления (см., 
например, [5], [12])

г/з(ж, д) = соз у/р.(ъ - х) + О
ехр(|1т^//7|(тг ֊ х

1х/р|

У4(х,р) =
ехр(|1т07|(7Г-2))

Решение у = 1р(х,р,/3) может быть представлено в виде линейной комбинации 
линейно независимых решений уз и у4 :

= у3(х,р)ып0 - у4(х,р)со8 0. (218)

Теперь перейдем непосредственно к доказательству теоремы 3. Заметим, что из 
условий теоремы следует, что

Мп(91,А) = Мп(?2,/?2) = Мп, (2-19)

т.е. имеем

= М?2,&) = ^[(-1)п^(тг,Дп,91,2)], (2.20)

‘/’(тг, Дп><71) = ?(Мп>?2)- (2.21)

Следовательно, из равенства (2.11) следует, что

¥>(7Г,Я,<?1) = ^(7Г,Д,92) (2.22)

при всех р € С. Далее, для решения <р(х,р) известна асимптотическая формула

31П у/ртг сое
О I — I при (2.23)

Из (2.22) и 

равенство
(2.23) следует, что на последовательности Лп = п2 имеет место

и

УК’г.ДЛ)
о

. 31П 7ГП
^(7Г, Лп, 91) = ------------

п
СОЗ 7ГП

2п2
/ 1

о

8111 7ГП СОЗ 7ГП

2п2 Уо
° — = ¥>(я, Лп,92) 

\п- /п
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Поскольку левая часть не зависит от п, то получаем

/ 9з(<) сИ= [ дх(<) (И.
Л) ֊/о

Используя (2.1), (2.19) и (2.24), получаем равенство

— (со€/31 - соЬ02) = гп((32) - гп(01) = о(1). 
7Г

(2.24)

Откуда следует равенство со101 = соЬ02, т.е. 01 = 02. Рассмотрим теперь
контурный интеграл

1
ЭД

[у?(х,^,д1) - у>(г,Д,92)][^(®։Д,91) - г/>(х,р,д2)] Лр. (2.25)

Известна оценка (см. [5])

у>(т,/х,д) =
вт^/рх /ехр |1шч//хт|\

V й )' (2.26)

Откуда следует

^(^М»91) “ р(х,р,д2) = О

Из (2.18) и оценок для у3 и у± следует, что

^(х,//,91) ֊ 1р(х,р,д2) = О

Учитывая оценку (2.12) и неравенство (2.13), получаем, что для достаточно’
больших п подынтегральное выражение в (2.25) при |/х| = п2 есть величина 
порядка О () = О (£) и поэтому

при п -э оо.

(ехр |1тЛ>/7^1а: \

й Л

С другой стороны, равен сумме вычетов в простых полюсах подынтегральной 
функции (т.е. в нулях £)(//), которые есть рп). Учитывая (2.3) и (2.17), получаем

'7п ~ 52 77/—7[^(ж’^п,91) ֊ ^(х,/1„,<72)][^(®, д„,91) - ^(х, Мп,<7г)] =
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8Ш /3 .
------- ГзЧуЧ1, Мп, <71) ֊ У>(х, рп, q2)T -> 0 при

Поскольку все члены неотрицательны, то отсюда следует, что

¥>(z,Mn,9i) = <p(x,pn,q2) = <р(х,рп)

при всех п. Если это тождество справедливо хотя бы при одном значении и = по, 
то из уравнения (1.1) следует, что

fai(®) - 92(®)И®,Мп0) = 0.

почти всюду на [0, тг], и поскольку <р(х,рПо) есть собственная функция (т.е. 
отличная от нуля почти всюду), то 91 (х) = qշ(x) почти всюду. Теорема 3 
доказана.

Для доказательства теоремы 4 заметим, что собственные значения задач 
Цц՝ а,/3) и £(д*, я —/3, г — а) (где д'(ж) = 9(л՜ - г)) совпадают (см., например. 
[6]) и собственные функции этих задач связаны соотношением

Лп(т,д',7Г ^/3,7Г - а) = АП(7Г - т.д.а./З), п = 0. 1,...

Отсюда получаем, что я,/3) = pn(q‘,7r — /3, 0) и

= log
п Лп(7г,д, я,/3)' 

^(0,д,7г,/3).

,, ( ^(0,9‘,я֊-/3,0)\ 

\ ЧК«’,7’’՜ Д °) /

= - log
Ь'п(ту,дя,тг - 0,0) 

Лп(0,д*, я--/3,0)
= -/п(9’,тг -/3,0).

Таким образом, доказательство теоремы 4, по существу, следует из доказатель
ства теоремы 3.

Abstract. In the uniqueness theorems for the Sturm-Liouville inverse problem 
proved by Trubowitz along with the spectrum as the spectral data some “new" 
sequences {Zn} were used convinient for investigation of the “even case”. We prove 
S1niilar uniqueness theorems for the two cases of boundary conditions not considered 
by Trubowitz.
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НЕПРЕРЫВНЫЕ И ЛИПШИЦЕВЫЕ МНОГОЗНАЧНЫЕ 
ОТОБРАЖЕНИЯ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА 

РАВЕНСТВ И НЕРАВЕНСТВ

А. Р. Хачатрян

Ереванский государственный университет
E-mail: xfile@ freenet.am

Резюме. В статье рассматриваются непрерывные и липшицевые свойства мно
гозначных отображений, заданных с помощью как гладких, так и негладких 
ограничений типа равенств. Приводится достаточное условие, при выполнении 
которого пересечение липшицева и выпуклового отображений будет липшице- 
вым.

МОТИВАЦИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1. В последнее время параметризованные экстремальные задачи и многознач

ные отображения все чаще становятся объектом исследования математиков. Это 

связано с необходимостью изучения таких свойств экстремальных задач, как ста

бильность, устойчивость и т.п. Кроме того, параметризованные экстремальные 

’»дачи возникают при применении методов штрафных функций и параметриза

ции целевой функции, связанных с погружением исходной задачи в класс задач, 

аппроксимирующих исходную. И наконец, параметризованные задачи возника- 

Ют И в самой теории экстремальных задач теории двойственности выпуклого и 

невыпуклого программирования и теории игр [4, 7, 9], и т. п.

Различные классы многозначных отображений и параметризованных экстре

мальных задач были рассмотрены в работах Б. Н. Пшеничного [9], Е. С. По- 

л°винкина [8], Р. Т. Рокфеллара [22], Ж-П. Обена [7], Ф. Кларка [5] и других.
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Почти во всех этих работах многозначные отображения задаются с ограничени

ями типа неравенств, и, следоательно, имеют выпуклые образы. В результате 

этих исследований методом выпуклого анализа были введены различные харак- 

теристики многозначных отображений : селекторы, производные, и т. п. [16, 21]. 

Однако класс этих многозначных отображений либо вообще не охватывает не

гладкие ограничения типа равенств, либо многозначные отображения с такими 

ограничениями задаются линейными или гладкими функциями. Из-за сложности 

учета негладких ограничений типа равенств возникает необходимость примене

ния теорем о неявных функциях (см. [10], [И]).

В настоящей работе показано, что метод шатров [2, 15] не только является общим 

методом получения необходимых условий экстремума в задачах с ограничениями, 

но и удобным аппаратом для изучения непрерывности многозначных отображе

ний с негладкими ограничениями типа равенств. В статье при помощи метода 

шатров исследуются непрерывные свойства некоторых обратных отображений, 

которые задаюся гладкими или негладкими ограничениями типа равенства. Рас

смотрен и вопрос существования гладких селекций для таких отображений.

Различные аспекты липшицевых свойств многозначных отображений рассмат

риваются в работах [5, 7, 9, 17, 20, 22]. В работе [9] показано, что выпуклое 

многозначное отображение с компактным множеством значений является липши- 

цевым. В [22] доказано, что липшицевым будет и так называемое полиэдральное 

многозначное отображение. При довольно естественных предположениях в [17 

показано, что мнозначное отображение вида а(х) = {у £ Р : /(х,у) < 0} явля

ется липшицевым. Однако такие многозначные отображения охватывают лишь 

узкие классы параметризованых экстремальных задач.

В настоящей статье приводится достаточное условие, при котором пересечение 

липшицева отображения с выпуклым отображением будет липшицевым. Рас՜ 

сматриваются также параметризованные задачи линейного программирования 

и показывается, с использованием их специфики, что маргинальное отображение 

в этих задачах является липшицевым сверху отображением.

2. Приведем основные обозначения и определения. Пусть X - метрическое про 
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сгранство, а У - нормированное пространство. Обозначим через В((х) замкну

тый шар с радиусом е и центром в точке х.

Многозначным отображением (м.о.) a из X в У называется отображение, которое 

каждому х € X сопоставляет множество а(х) С У, т.е. a : X —> 2У. Селекция для 

а определяется как однозначное отображение у( • ) : X —> У такое, что у(х) Е а(х) 

для всех х Е X.

Пусть М С Rn _ выпуклое множество и xq Е М - произвольная точка. Тогда 9
множество К = {// : v = Л(ж - «о)» А > 0, х Е М] называется конусом 

касательных направлений для М в точке Xq. Множество К' = {/ : (р*,и) > 

О, и Е #}’ где (р’’ и) ~ скалярное произведение векторов и и u* Е Rn, называется 

сопряженным конусом к конусу К.

Обозначим через f'(xo,x) производную в точке го по направлению х, а через 

д/(го) - субдифференциал выпуклой, непрерывной функции f в точке xq. Обо

значим через Lin М линейную оболочку множества М. Множество

^г(а) = {(г, у) : у Е а(г)}

называется графиком многозначного отображения а. Обратное отображение а՜ 1 

определяется как м.о. из У в X по правилу г Е а՜1 (у) <=> у Е а(х).

Выпуклый конус Км(х) называется шатром множества И в точке х Е М. если 

существует отображение г, определенное в некоторой окрестности нуля ЩО). 

такое, что г + г + г(х) Е М. если х С Кд/(г) П £7(0) и —> 0. при х —> 0 (см.

[2]).
Шатер называется гладким, липшицевым или непрерывным, если соответству- 

ющими свойствами обладает отображение г.

Напомним некоторые свойства из [4].

Определение 1. Скажем, что м.о. а является //-полунепрерывным снизу 

(п.н.сн.) В точке х0 Е X, если для любого € > 0 существует окрестность U(xq) 
точки г0 такая, что а(хо) С а(х) 4- Ве (0), Vx Е U(xq).

Определение 2. Скажем, что м.о. а является //-полунепрерывным сверху 

(п н.св.) в точке хо Е X, если для любого € > 0 существует окрестность t/(xo) 

точки х0 такая, что а(х) С а(хо) + Ве (0), Vx Е U(xq).
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М.о. а называется непрерывным в точке хо, если оно одновременно Я-п.н.св. и 

Н-п.н.сн. в этой точке.

Определение 3. М.о. а называется /(-полунепрерывным снизу (п.н.сн.) в точке 

то G X, если для любой уо G а(хо) и՝любой последовательности {х;} такой, что 

T.J -> То при j -> ОО, найдутся j/y 6 a(xj) такие, что t/у -> у0 при j -> оо.

Определение 4. М.о. а называется /(֊полунепрерывным сверху (п.н.св.) в точке 

то € X, если из того, что ху —> хо, Vj € а(ху), Vj —> vq следует, что vq Е а(хо). 

М.о. а называется /(-непрерывным в точке хо € X если оно одновременно К- 

п.н.св. и А'-п.н.сн.в этой точке.

Определение 5. [7] Скажем, что м.о. а удовлетворяет условию Липшица на 

множестве Е С X, если существует число L > 0 такое, что a(xi) С а(хг) + 

L||xi - z2||Bi(0), Vxi,x2 € Е.

§ 1. О НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Ниже приводятся некоторые достаточные условия, при выполнении которых К- 

непрерывные многозначные отображения с выпуклыми значениями будут Н- 

непрерывными. Результат теоремы 1.1 существенным образом используется в 

параграфе 3 при исследовании липшицевых свойств маргинальных отображений 

в линейных параметризованных задачах оптимизации.

Теорема 1.1. Пусть а : Rn —> 2Р есть К-непрерывное в хо € X отображение 

с выпуклыми замкнутыми значениями. Пусть, далее, int а(х0) # 0 и множество 

а(хо) ограничено. Тогда отображение а будет Н-непрерывным в xq.

Доказательство : Пусть уо Е int а(хо) - произвольная фиксированная точка. 

Так как отображение а - К-п.н.сн., и, следовательно, (см. теорему 5.9, работы 

[22], стр. 155) существует окрестность С/(х0) точки х0 такая, что у0 Е а(х), 

Vx € U(xq). Покажем, что отображение а ограничено в некоторой окрестности 

xq. Допустим, что это не так. Тогда существуют некоторые последовательности 

ху —> xq и yj Е а(ту) такие, что ||t/y|| —> оо. Положим h} = ЦуСу°ц • Можно 
считать, что hj -> h0 0. Тогда

Уо + ah0 Е a(zo)» Va > 0. (1.1)
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Действительно, если это не так, то существуют числа ûo > 0 и е > 0 такие, 

что d(yo + «(zo)) > £• Отсюда d(y0 4- aohj,a(xj)) > e/2 (j > j0) в силу
полунепрерывности снизу функции g(h,x) = d(y0 + aoho,a(x)) no (h,x) (так как 

о полунепрерывна сверху). Полагая tj = ц—2*—и заметив, что уо + oiohj = 

t}y} “ tj)yo (0 < < 1) Для достаточно больших J, получим

| < d(y0 + a0/iJ ։a(z,)) < d(yj, a(xj)) + (1 - tj)d(y0, a(Xj)) = 0, (1.2)
Lt

противоречие, которое доказывает (1.1). Однако, из (1.1) следует также, что мно

жество а(хо) _ неограничено. Таким образом, отображение a ограничено в неко

торой окрестности точки хо- Кроме того, поскольку a является А-непрерывным 

в io. то из теоремы 2.1 из [4] следует, что a - //-непрерывно. Теорема доказана. 

Рассмотрим пример, имеющий важное значение в линейных параметризованных 

задачах математического программирования.

Пример. Пусть а(х) = {у € Rm : (fi(x),y) < b{, i = l,2,...,p}, где f,(x) 

(։ = 1.2,. ...p) - вектор-функции, непрерывные в точке хо € X. Пусть система 

строгих неравенств (/i(xo),y) > — &i < 0 (г = 1, 2,... ,р) разрешима и множество 

а(т0) есть ограниченный выпуклый многогранник. Тогда из примера 5.10, дан

ного в [22] (стр. 156) следует, что a является //-непрерывным отображением в хо- 

Следовательно, согласно теореме 1.1, отображение a является //-непрерывным в 

■^0*

Расмотрим вопрос непрерывности маргинального отображения

ао(г) = {у G а(х) : /(х, у) = inf /(х, и)}. и€а(х)

В [7] показано, что если f непрерывна и многозначное отображение а непре

рывно и имеет компактное множество значений, то многозначное маргинальное 

отображение а0 полунепрерывно сверху. Однако, в выпуклых задачах существу

ют условия, более слабые, чем непрерывность отображения а, при выполнении 

которых маргинальное отображение во снова будет полунепрерывным сверху.

Теорема 1.2. Пусть a - многозначное отображение с выпуклым замкнутым 

множеством значений и отображение К‘(х, и) является К-п.н.св. в точках (xq, у) 
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(и Е я(го))- Если функция / непрерывна по х и выпукла по у и отображение 

определено в некоторой окрестности хо, то отображение Яо является К-п.н.св. в

точке Хо.

Доказательство : Пусть х} -> хо> !/> € ао(х^), у} —> уо (] оо). Нужно пока

зать, что уо Е ао(®о)- Поскольку у} ֊ точка минимума выпуклой функции У(х;, ) 

на замкнутом, выпуклом множестве я(г;), то она удовлетворяет необходимым и 

достаточным условиям экстремума в :

(1-3)

Следовательно, существуют некоторые последовательности а* Е д/у(х}у}) и 

I/’ Е К‘(т7,у7) такие, что

и- - р; = 0. (1.4)

Так как отображение д/у(х}у) является //-п.н.св. в (хо, уо) (см лемму 4.2 из 

[4], стр. 210), и множество д/у(хо,Уо) является выпуклым компактом, то можно 

предположить, что и" —> а^. Так как, м.о. К*(х,у) - полунепрерывно сверху 

в (хо,уо), то —► Ро Е К'(хо,уо) согласно (1.4). Теперь, из (1.3) получим 

О Е д/у(хо, уо) — К'(хО'Уо)- Отсюда следует, что уо Е яо(®о), и доказательство 
завершено.

Следующий пример показывает, что хотя отображение а не является непрерыв

ным, однако маргинальное отображение я0 ~ К-п.н.св.

Пример 1. Пусть /(х, у) = ||г/|| (у Е R2) и я(х) = {т/ Е R2 : у = (г, а), а > 1/|х|} 

для г / 0 и а(0) = (0,1). Тогда очевидно, что отображение я - К-п.н.св., во 

не К-п.н.сн. в нуле. Нетрудно заметить, что К*(0,р) = Л2, если и Е «(0)- 

Поэтому отображение К‘(г, р) (у Е я(х)) ~ полунепрерывно сверху в точке (0,1)- з 

Следовательно, по теореме 1.2 отображение но(х) является К-полунепрерывныи 
сверху в нуле. Действительно, очевидно, что я0(х) = {у : у = (х, есЛВ 

х о и яо(0) = {(о, 1)}.

Приведем пример, показывающий, что требования теоремы 1.2 являются мини
мальными.
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Пример 2. Пусть а(б) = {(х։,х2) : 0 < хх < 1, ®2-(1-е)х1 < О, (14-е)х1-х2 < 

0}. Задача состоит в минимизации f(x) = — х\ — х2 на а(е). Очевидно, что 

Х*(£, х) = Л2 при х € а(е) и К*(0,хо) = {(хх, х2) : + х2 < 0}, если х0 =

(1 ,1). Значит, многозначное отображение К*(е, х) не является полунепрерывным 

сверху в точке (0,хо). Легко проверить, что arg minx€a(0)/(х) = (1,1) и что 

arg minx€a(e)/(х) = (0,0) для любого е > 0. Таким образом, маргинальное 

отображение do не является ТС-п.н.св. в точке (0, хо). в
§2 . О НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА РАВЕНСТВ

I
B этом параграфе при помощи метода шатров исследуется вопрос непрерыв

ности некоторых обратных отображений. Рассмотрим следующее многозначное 

отображение :

?Ц՝Ы = {теМ: F(x) = а) =

где JWc В”, F: Rm -> R" (m > n, F(x) = (fi(x),...,f„(x)) и a 6 В".

Теорема 2.1. Пусть х 6 J5\}1(0) и выпуклый конус Км(х) является непрерыв

ным шатром для множества М в точке х. Если F непрерывно на Rm, дифферен

цируемо во всех точках х € Р^Х(0) и удовлетвотряет условию регулярности

F'(x)KM(x) = Rn, VxerAy(0), (2.1)

то м.о. Г^х(а) = {т £ М : Г(х) = а} является К-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : Пусть хо 6 ^/(0) и [/(хо)-окрестность точки xq. Тогда 

из (2.1) следует, что существует симплекс [zi, z2,..., zn + i] С Rn, содержащий 

О в качестве внутренней точки и такой, что [zi, z2,..., zn+i] С F'(xo)Km(xo). 

Отсюда следует, что существуют векторы Xj G Лд/(хо) (у = 1,2,...,п + 1) 

такие, что

Zj = F\x0)xj, j = 1,2, ...,n+ 1. (2.2)

Викторы Zj — zi (j = 1, 2,.. ,,n 4- 1) образуют базис в R՝\ поэтому определим 

линейное отображение L : Rn —> Rm следующим образом :

) — Ту Ti, j — 1,2,...,п+1.
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Если

то положим ^(2) = Ь(г — 21) 4- х\.

Здесь отображение <р(г) есть непрерывное отображение симплекса [21,22,...,

2п+1] в множество сопи{х1,. •., хп + 1}. Действительно, имеем

Так как Км (х0) является непрерывным шатром для М в точке х0, то существует 

непрерывное отображение <р(х) — х-Ьг(т), г(х)/||х|| —> 0 такое, что хо + -ф(х) € М 

для х Е Км (х0) п Де(0). Для <5 € (0,1) определим непрерывное отображение Ф?

из 6[21,..., хп+1] в Яп следующим образом :

Ф?(1/) = У ~ ^(®о + *(Цу - <5 21) + 6 ®1)) - <*> У € <5[21» (2.3)

При малых 6 > 0 имеем бсопч {т1,..., хп+1} С В£(0) и, следовательно, 6 у?(г) £ 

Км (х0) А Ве (0). Из (2.2) и (2.3) следует, что Ф£(у) = -о(х0, <^у?(г)) - а для 

всех а (||а|| < (Зо). Отсюда следует, что существуют до > 0 и /Зо > 0 такие, 

что Ф£(у) 6 <^о[21> • • •,2п+х] при всех а, ||а|| < /Зо • Таким образом, для любого 

фиксированного а (||о|| < /Зо) непрерывное отображение Ф£(у) отображает 

выпуклое, компактное множество <£о[21, • • •, 2п + 1] в себя. Согласно теореме Бауера 

существует неподвижная точка отображения Ф£(у), т.е. существует элемент 

Уа е <5о[21,---,2п+1] (Уа = <5о2а) такой, что Ф£(Уа) = уо. Отсюда следует, ЧТО 
^(хо + ‘Ф(/>о<р(га)) = а при хо 4- ^(^оУ>(2о)) 6 и(хо), и теорема доказана.
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Следствие 1. Пусть М = {х 6 Я՞* : д(х) = 0), где д(х) -локально липшицевая 

функция, и пусть для любого х € М имеют место следующие предположения :

1) О Ф 0°д(х) ֊ субдифференциал Кларка [5],

2) если у* € Ыпд°д(х) (у* # 0), то векторы у*, /((х), /г(х),../' (х) - 

линейно независимы.

Тогда м.о. Р^да) является /С-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : В работе [15] показано, что при выполнении условия 1), 

выпуклый конус Км{х) = {х : д°(х,х) < 0, д°(ху-х) < 0}, где՜£°(х,х) = 

П1ахх«еэо3(х)(^*> х) является непрерывным шатром для М в точке х £ М. Отсюда 

Км(х) = {х е Ят : {у- Л) = 0, V/ е д°д(х)}.

Пусть у{, у2,..., у[ - система векторов, принадлежащих множеству д°д(х) и 

образующих базис в подпространстве Ыпд°д(х). Очевидно, что Км(х) = {х : 

У,х) = 0, г = 1,2, Так как система векторов у{, у2,..у'к, Г}(х), =

1,..., п) - линейно независима в Ят, и, следовательно, для любого у Е R" система 

линейных уравнений Р'(х)х = у, у,(у*ух) = 0, (г = 1,2,...,п) разрешима, т.е. 

условие (2.1) справедливо. Значит, м.о. является Я-п.н.сн.

Следствие 2. Пусть М = {х 6 R™ : д(х) < 0}, где д(х) выпукла и непрерывна, 

и для для любого х £ М имеет место

1) 0 2 ^(х),

2) если у* Е дд(х), то векторы у*, /[(х), /з(х),../,',(х) линейно независимы. 

Тогда м.о. Р^1 является 7<-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : Сначала покажем, что из соотношения

(7<етГ'(1))1р|КйМ = (0) (2.4)

следует (2.1). Пусть это не так. Тогда (Р'(х)Км(х))" / {0}. Следовательно.

существует ненулевой вектор у* такой, что (у*, Р'(х)х) > 0, Ух Е Кд/(х), т.е.
Г(«))т,^>в, а это означает, что 

Г г (/"(*))•?• еКм(*)- (2.5)

докажем, что этот вектор ненулевой. Действительно, если х* = 0, то Р'(х) о

= 0, и гап1сР'(х) = п в силу условия 2). Следовательно, матрица

(х) о (Г'(х))‘ обратима, и поэтому у* = 0, что является противоречием.
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Известно [1], что 1т (Р'(г))։ = (Лег Г'(ж))1. Следовательно, из (2.5) следует, 

что (Кет Г'(г))х рК^т) / {0}. что противоречит соотношению (2.4). Далее, 

известно [9], что при выполнении условия 1), выпуклый конус Км(х) = {I £ 

Ц'п : д'(х.х) < 0} является непрерывным шатром для М в точке х и.

Кам(х) =-сопдд(х) и

{
п

у : у = 52 а«Л’(жЬ Е R. { = 1,2,..п
1 = 1

Поэтому, из условия 2) следует соотношение (2.4), и, следовательно, (2.1).

§ 3. ЛИПШИЦЕВЫЕ МНОГОЗНАЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ В 

ЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ 

Теорема 3.1. Пусть а(х) = {р Е 1Тп : (/,(х),у) < 5,, г = 1,...,р}, где функции 

/,(х) (г = 1,.... р) являются липшицевыми в точке хо € X. Пусть далее а(х) ф 0 

и 1т а = и.гес/(.г,,) а(:с) ограничено. Тогда отображение а - липшицево сверху в 

точке хо. т.е. существует окрестность 17(жо) точки хо и постоянная Ь > 0 такие, 

что

а(х) С а(х0) + Г||т - хо||Д1(0), Ух 6 П(х0).

Доказательство : В работе [14] (лемма 1.12. стр. 54) показано, что существует 

число [3 > 0 такое, что <1(у, а(х0)) < ДшаХ1<,<р{(/|(2:о), у) — 6,} для любого 

у а(то)- Так как множество 1т а ограничено и функции /,• - липшицевы в 

точках то, то существуют числа тп > 0 и с > 0 такие, что 

|1Л(«)-/|(®о)|| < с||х-т0|| (1<г<р, Ут € Г7(т0)) и ||р|| < тп (УуеПпа).

Пусть Ь = (Зет. Тогда из у € а(т) следует, что существует индекс ։0 такой, что

Н(у. и(т0)) </Шо(^о). У) > ֊^о) ֊ (/.0(х),?/» <

тах^П/Дх0) -/,(1)11.11^1 < Г||ж - х0||,

откуда следует утверждение теоремы.
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Теорема 3.2. Пусть функции ft(x) (։ = 1,2, ...,р) в точке хо удовлетворяют 

условию Липшица и существует вектор у такой, что (/։(хо),у) — Ь, < 0 (i = 

1,2 Р)- ПУСТЬ множество а(х0) = {у : </.(хо),у) < ։ = 1,2,....р}
ограничено, тогда м.о. а(х) = {t/ : (ft(x),y) < b,, i = 1,2, ...,p} в точке xq 
удовлетворяет условию Липшица.

Доказательство : Согласно теореме 1.1, существует окрестность U(xq) точки 

i0 такая, что множество Im a = (Jr€Cqrii| a(x) ограничено, т.е. существует 

выпуклый компакт F такой, что Im a С F. Следовательно, в силу теоремы 

3.1 отображение а - липшицево сверху в точке Xq. Докажем теперь, что a - 

липшицево снизу в точке xq, т.е. существует число L > 0 и окрестность N(xq) 
точки Xq такие, что

а(х0) С а(х) 4- L||® - x0||Bi(0), Vx € N(x0).

Положим <p(x,y) = maxi<,<P{(/i (x), у) — 6«}. Очевидно, что для фиксированного 

х <р(х, у) выпукла по у, и для фиксированного у удовлетворяет условию Липшица 

в точке хо, т.е. существует число Z-i > 0 такое, что

||y>(x,j/)-у>(х0, у)|| < £1||х-х0||, Vx e U(x0), VytF.

Кроме того, из условий теоремы следует, что окрестность U(xq) можно выбрать 

настолько малой, что для любого х 6 Щхо) выполняется неравенство <р(х, у) < 0. 

Проводя доказательство аналогично доказательству теоремы 2 из [17], получим 

требуемый результат.

Рассмотрим маргинальное отображение

ао(®) = {у£ «(®) : у} = min (/0(г), «)}•u£a(r)

Теорема 3.3. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2, и функция fo(x) 

Удовлетворяет условию Липшица в точке xq, тогда маргинальное отображение 

°o(t) - липшицево сверху в точке Xq.

Доказательство : Положим W(x,y) = (fo(x),y) и V(x) = гтпу6в(х)(/о(г), !/)- 

Очевидно существует число I > 0 такое, что

- ^(хо,^)! < 1(||х - х0|| 4-lli/i - 1/з||), x£U(x0), УъУзЕР.
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Так как отображение а удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой 

с, то согласно предложению 24 работы [7] (стр. 126), маргинальная функция тоже 

удовлетворяет условию Липшица с константой с(/ + 1), и, очевидно, что

оо(®) = {У : <Л(®)> У> < <>»> г = 1,2,...,р, </о(®), 3/> >= ^(®)}.

Пусть у £ ао(го)1 тогда в силу леммы 1.12 из [14] существует число /3 > 0 такое, 

что

<1(у,а0(х0)) </Зтах\ тах {(Л(®о), у) - М » (/о(®о), у) ֊ Ижо) ? .

Теперь, если у 6 а0(®), то либо существует индекс г'о такой, что (1(у, а(®0)) < 

Ло(хо) - <>101 либо </(у, а(®0)) < (/о(го),у) - У(го). Первый случай рассмотрена 
теореме 3.1. Рассмотрим второй случай. Имеем

</(?/, а(®0)) < </о(®о), 2/> ֊ У(®о) < ||/о(г) - /о(го)|| • ||у|| + </о(®), 2/> ֊ У(®о) <

< Н/о(х) - /о(яо)|| • 1М1 + У(х) - У(х0) < /1||® - ®0|| + /(с 4֊ 1)||® - ®0|| <

<£||®-®о||, 

где L = li 4- 1(с 4՜ 1). Теорема доказана.

Теорема 3.4. Пусть X и Y - банаховы пространства и м.о. а\ : X —> 2Г с выпук

лыми, компактными значениями удовлетворяет условию Липшица в окрестности 

точки ®о С X. Пусть 02 : X —> 2՝ ֊ замкнутое, выпуклое отображение такое, что 

®о € int doma2 и О С int {ai(®o) — ог(®о)}, тогда м.о. а(х) = oi(®) Паг(®) удов

летворяет условию Липшица в окрестности точки xq.

Доказательство : Сначала заметим, что множество значений м.о. а\ - 0’ 

выпукло и замкнуто, и 0^—02 является /f-п.н.сн. в точке xq. Поэтому, существует ■ 

окрестность U(x0) точки ®0 такая, что rBi(O) С a1(i)֊Q2(z), V® G Щх0). Далее. ’ 

так как 0.2(2) - выпуклое, замкнутое отображение и х0 € int doma2, у0 Е 02(10)1 

то существует число 7 > 0 такое, что для любого z € Ву(то) и для любого 
у G Im 02 имеет место неравенство :

<'(»,a2(2))<ld(z,a2-l(j,))(l + ||y-j,0||) (3.1)1 



Непрерывные и липшицевые многозначные отображения... 51

(см. [7], теорема1, стр. 136). Положим L = аЦг), М = a2(z) (Vz € В7(ж0)) и 

f(u) = М - u (и € L). Очевидно тВЦО) С F(L) (Vz € В-Дхо)). Рассуждая как 

при доказательстве предложения 8 (см. [7], стр. 139), установим, что существует 

число ci > 0, независящее от z и такое, что для любого и G L и любого Вг(0) 

имеем d(u, Г-1(р)) < сх d(u, F(u)). Положим и = 0, и так как F-1(0) = М П L, то 

получим

d(u, М fl L) < cid(0, F(u)) = cid(u, М). , (3.2)

Пусть теперь w - произвольная точка из Y. Из (3.2) следует, что

d(w, М П L) < ||w — u|| 4- d(u, М П L) < ||w ֊ u|| 4- cjd(u, M)

для любого и G L. Отсюда получаем, что d(w, М Г) L) < d(w, L) 4- Cid(u. М} < 

d(w, L) 4- Ci(||w — u|| 4- ||w — i/||), где v E M. Следовательно,

d(w, M П L) < (ci 4֊ l)(d(w, M) 4- d(w, L)). (3.3)

Пусть z' E B7(xq) и у E a(z'). Подставляя w = у в (3.3) и используя (3.1), получим

</(y,a(z)) < (d 4- l)(d(2/,ax(z)) 4- — d(z,z'), гдес2 = sup {||j/- !fo|| + 1} - (3.4) 
ydm a

Так как м.о. ai удовлетворяет условию Липшица, то из (3.4) следует, что 

существует число R > 0 такое, что d(y, a(z)) < 2?||z — z'\\. И так как у - 

произвольная точка из a(z'), то из неравенства следует утверждение теоремы.

$ 4. О СУЩЕСТВОВАНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ СЕЛЕКЦИЙ 

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

с ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА РАВЕНСТВ

В этом параграфе методом шатров исследуется вопрос существования дифферен

цируемых селекций для некоторых многозначных отображений, заданных при 

помощи гладких и негладких ограничений типа неравенств.
Следующую теорему можно рассматривать как обобщение теоремы о неявных 

Функциях для негладкого случая.
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Теорема 4.1. Пусть Ь(х) = {у € Я™ : Я(х,у) = д(у) = 0), где Р(х,у) . 

Я” х Ят —> Я1՜ - гладкое отображение и у : Я"' —> Я - выпуклая, непрерывная 

функция, 1о € Ят - произвольная точка, уо = 6(хо). Ясли для любого у’ £ 

Ыпдд(уо) (у’ / 0) система векторов у*, Р^(х0, Уо) линейно независима, то 

тогда существует отображение у(х), Ъп ределен нос в некоторой окрестности и(10) 

точки хо и дифференцируемое в этой точке, такое, что у(х) € Ь(х), Ух £ £/(х0) и 

у(хо) = Уо-
Доказательство : Пусть г = (х,у) Е Яп х Ят,

ЛГ1 = {(х,у)€Яп х Ят : у(у) = 0} и М2 = {(х,у)бЯ" х Я™ : Р(х,у) = 0}.

Известно (см.[16]), что подпространство

Я1 = {(х,у) ЕЯ՞ х Я,п : д'(у0,у) < 0, д'(уо,֊у) < 0}

является Липшицевым шатром для множества в точке у0, а

Н2 = {(х,у) ЕЯ” хЯт: Р^(х0, уо)х + Р^(х0, у0)у = 0}

является гладким шатром для М2 в точке (хо, уо)- Поэтому существуют липши- 

цевые отображения г,(г) (г = 1, 2) такие, что Ц^Ц 1г|(г) —> 0 и го 4֊ г 4՜ т,(г) € А/, 

при достаточно малых г £ Я,.

Пусть Д1 = Р;(хо,уо) и Л2 = Я'(х0, Уо). Покажем, что подпространство Н = 
Ср

Я1 А Н2 является непрерывным шатром для М = М2 А М2 = дг (6) в точке 

(^о, Уо)- Сначала покажем, что Я1 + Я2 = 7 (где Z = Яп х Ят). Действительно,

Н, + Нг = г <=> Н[ П Н/ = {0}, (4.1)

где

н, = {(0,/) 6 Ипдд(уа)} Н? = {(®',у*): х’ = Л^а, у՝ = К'2а, а £ Л*).

Следовательно, в силу условий теоремы, соотношение (4.1) имеет место. Значит, 

существуют линейные, непрерывные отображения Рх : 2 —> Н\ и Р2 : 2 —> Н2 

такие, что любой вектор представим в виде г = Р2г 4֊ Р2г.
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расмотрим теперь систему уравнений

^(г, и) Е 0х(2 4֊ Ли) ֊ ^2(2 “ Ли) = 0, где 4>М = г0 4-г 4- г,г) (։ = 1, 2).

Имеют место следующие условия :

а) х 2 -+ 2 - непрерывное отображение, и у>(0, 0) = 0,

б) для любого б > 0 найдутся число 6 > 0 и окрестность нуля £7(0) такие, что 

из условия г Е £7(0) и неравенств ||и'|| < <5, ||и"|| < 6 следует неравенство 

М2,и')֊у?(2,и")֊(и'֊и")||<б.

В силу теоремы о неявной функции (см.[1], стр, 161) найдутся число С > 0, 

окрестность нуля £7(0) и непрерывное отображение и : £7(0) Z такие, что

¥?(«, и(г)) = 0 и ||и(2)|| < С||¥>(2,0)||. (4.2)

Пусть ^(г) = ^1(* 4՜ ЛФ)) = 20 4- 2 4- г(2՜), где г(7) = Р\и(г) 4֊ Г1(г 4֊ Р^г)). 

Из соотношения (4.2) следует, что г(г)/||г|| —> 0 при г —> 0. Положим ^1(2) = 

г4-Ли(г) и ^2(2) = 2 —Рои(2). Так как Н1 и Н? - подпространства, то ^1(2) € 

и2(г) € Н2 для любого г Е Я1ПН2. Таким образом, согласно определению шатра, 

У»(г) 6 Л71 Г) Мг для достаточно малых г 6 П Н2.

Покажем, что существует линейный, непрерывный оператор А : Яп —> такой, 

что (ж, А(х)) 6 Я1Г)Я2 для любого х € Я”. Действительно, если у[. У2,..., у* 

- максимальная, линейно независимая система векторов в Ыпдд(уо)., то для 

любого фиксированного х система уравнений

Ру(хо.уо)у =-Р[(хо.Уо)х, <У;,У) = О (г = 1,2) (4.3)

имеет решение у, поскольку по предположению система векторов Ру(то> Уо)< У1՝ 

У$, • • •» Ур линейно независима. Следовательно, существует линейный оператор 

А : Я” —> Ят такой, что для любого х вектор у = Ах является решением 

системы (4.3), т.е. (г, Аг) € Н\ С\Нг. Таким образом, ^(^) = (01(х. у). </>2(2. у)) и 

0'1Г(О.О) = /г, 0'1у(0,0) = 0, ^2,(0,0) = 0, ^2У(0,0) = /у, поскольку 2 = ХхУ. 

Покажем, что для системы уравнений у(т,а) = ^’1($ + А(т 4- о)) — х = 0 

выполнены все условия теоремы 5.1.1 работы [9] (теорема о неявной функции).
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Действительно, функция д непрерывна и </(0,0) = 0. Кроме того, имеем ||ff(х, 
а|| < о (/||х||2 + ||а||’). Поэтому система уравнений д(х,а) = 0 разрешима 

относительно х, причем существует такое решение а(У), что limr_>0 а(г)/||г|| = 

0. Обозначим z(x) = (х 4- а(х), Ах 4- Аа(х)). Тогда имеем z(x) G Н = П//2

при достаточно малых х. Следовательно, z0 4֊ ^(-г(г)) G дг(Ь). Так как 4>(z(x)) = 

(^1(г(х)),^2(г(®))) = (х, ^2(г(х))), то уо 4- V»2^(®)) € &(æo + *) • Следовательно.
отображение у(х) = уо 4- А(х — хо) 4- о(х — хо) дифференцируемо в точке х0 и 

у(х) € 6(х), у(х0) = уо. Теорема доказана.

Abstract. The paper is mainly devoted to investigation of continuity and Lipschitz 
properties of multivalued mappings given by smooth or non-smooth restrictions of 
equality type. A sufficient condition under which the intersection of a Lipschitz and 
a convex mappings is a Lipschitz mapping is given.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ПАРЫ БОРСУКА 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Э. А. Мирзаханян и Н. Э. Мирзаханян

Ереванский государственный университет

Резюме. В настоящей работе представляются модификации некоторых глав
ных результатов, относящихся к парам Борсука в категории Ко(Н))°°, где В 
есть произвольное вещественное сепарабельное гильбертово пространство. Опи
сываются допустимые Ко-отображения и устанавливаются Ко-аналоги главных 
свойств пары Борсука.

ВВЕДЕНИЕ

Статья посвящена построению бесконечномерной алгебраической топологии в 

вещественных сепарабельных гильбертовых пространствах. Одним из важных 

понятий класической алгебраической топологии является понятие пары Борсука 

[1], обладающей свойством продолжения гомотопий.

В работе определяется модификация этого понятия, называемая /Го-парой Бор

сука, а также приводятся модификации некоторых, относящихся к этому поня

тию результатов в категории (Ко(Н))°° (см. определение б, параграфа 2), где Н 

- произвольное зафиксированное вещественное сепарабельное гильбертово про
странство.

В параграфе 1 приводятся определения допустимых отображений, называемых

Ко-отображениями, и некоторых необходимых понятий, а также сведения, отно
сящиеся к этим отображениям [2-7].
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В парагРаФе 2 определяются некоторые понятия и доказываются некоторые 

факты о Ко-отображениях, необходимые для их применения в параграфе 3.

В параграфе 3 доказываются несколько теорем и предложений, представляющих 

собой Ко-аналоги некоторых основных свойств пар Борсука.

§ 1. ДОПУСТИМЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Пусть Н - произвольное зафиксированное вещественное гильбертово простран

ство.

Определение 1. Назовем непрерывное отображение / : С •—> Н открытого 

множества О С Н в пространство Н К0-отображением (относительно Я), если 

выполнено следующее условие :

|К0) : для любой точки хо € С и любого вещественного числа е > 0 существуют 

окрестность и С С точки хо, конечномерное (линейное) подпространство 

£ С Я и вещественные числа А и 6 € (0, у) такие, что, если для точек 

г, у 6 и угол между вектором х — у и подпространством £ не меньше * - <У. 

то выполнено соотношение

||/(г) ֊ /(у) - А(х ֊ у)II < е||х - у||. (1)

Замечание 1. Условие (Ко) равносильно [2] одновременному выполнению сле

дующих двух условий : условию (К) и локальному условию Липшица (£) :

(К) : для любой точки Хо € С и любого € > 0 сущствуют окрестность I/ С С 

точки хо, конечномерное подпространство £ С Я и вещественное число А 

такие, что если х, у € и и вектор х — у ортогонален подпространству £, то 

выполнено соотношение (1) ;

(£) : для каждой точки х0 € б? существуют числа г = г(х0) > 0 и с = с(хо) > О 

такие, что, если точки х,у 6 С ||х — хо|| < г и ||у — хо|| < г, то

НЯ*) ֊ /(у)П < с||х -1/||.

Важным характеризующим свойством Ко-отображений является то, что 

число А в условии (Ко) можно выбрать так, чтобы оно зависело бы лишь от

Хо, но не от числа е. Получающуюся при этом единственную, непрерывную, 
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вещественнозначную функцию А(г) = X/ (х) (г € С) назовем терминальной 

производной отображения / : 6 »—> Н. Композиция двух Ко-отображений 

есть Ко-отображение; из ортопроекторов р : Н •—► 1> Ко-отображснием 

являются только те, для которых Ь - конечномерно или имеет конечную 

коразмерность относительно Н.

Определение 2. Пусть М - произвольное (необязательно открытое) подмно

жество Н. Непрерывное отображение / : М »—> Н будем называть Ко- 

отображением. если существуют открытое подмножество 6 С Н, содержащее 

Л/՜, и А'о-отображение д : С »—> Н такие, что /(т) = д(х) для любого х 6 М.

Пусть X и У - произвольные подмножества пространства Н. Непрерывное 

отображение / : X •—> У называется Ко-отображением, если композиция 

։ о / : X ।> Н является Ко-отображением, где » : У ।—> Н есть вложение. 

Гомеоморфизм / : X = У называется Ко-гомеоморфизмом, если отбражения / и 

: У ।—> X суть Ко-отображения.

Определение 3. Семейство (А) (0 < < < 1) К0-отображений : X ।—> У 

называется К0-гомотопией, если отображение Р : I х X ■—> У, определяемое 

формулой А(1, г) = А(х) (а; € X, < Е / = [0,1]) является Ко-отображением.

Два Ко-отображения /, д : X »—> У называются Ко-гомотопными и пишутся 
Ко

в виде / 2г д, если существует связывающая их Ко-гомотопия (А), т.е. такая, 

что /о = / и А = д. Аналогично, два отображения /,д : X »—> У называются 

Ко-гомотопными, если существует Ко-отображенис Р : I х X »—> У такое, что 

Г(0, г) = /(х) и Г(1, т) = д(х) для всех х 6 X.

Определение 4. Подпространство А такое, что А С X С Я, называется Ко- 

ретрактом в X, если существует К0-ретракция X на А, т.е. К0-отображение 

г : X ।—► А такое, что г|А = (г|А = означает, что г о г = гс/д, где 

1 ■ А 1 ► X есть вложение). Ретракт А называется Ко-деформационным ре

трактом в X, если существует такая Ко-ретракция г : X ■—> А, называемая 

Кц-дсформационной ретракцией, что выполнено условие I о г 5? Если эта 

Ко-гомотопия неподвижна, т. е. связана на А, то г называется Ко-строгой (или 
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сильной) деформационной ретракцией, а А называется Ко-строгим деформаци
онным ретрактом в X.

Существуют окрестностные варианты этих ретрактов, а именно : А называется 

окрестностным Ко-ретрактом, окрестностным Ко-деформационным ретрактом 

или окрестностным Кд-строгим деформационным ретрактом в X, соответствен

но, если существует такое открытое в X подмножество П Э А, что А является 

Ко-ретрактом, Ко-деформационным ретрактом или Ко-строгим деформацион

ным ретрактом в С/, соответстенно.

Определение 5. Подмножество А подпространства X называется Ко-окрест- 

ностным строгим деформационным ретрактом в слабом смысле подпространтва 

X, если существует такое открытое в X множество и Э А и такая Ко-гомотопия 

(<Уг) : и •—> X, что (р<) неподвижна на А (т.е. рДт) = р0(г) при г 6 Л и < £ /) и 

р0(ж) = г, рг(г) € Л при всех х € и.

§ 2. КАТЕГОРИИ К0(Н) И (К0(Я))°°.

ЛОКАЛЬНО Ко-ОТОБРАЖЕНИЯ

Для некоторых конкретных задач рамки одного гилбертова пространства Н ста

новятся узкими. Для исследования различных сторон задачи приходится вводить 

расширенные гильбертовы пространства. Для наших целей необходимо рассмат

ривать такие действительные гильбертовы пространства Л* (например, Кп хЯ), 

в которых простанство Н содержится как линейное (векторное) подпространст

во конечной коразмерности, т.е. Н С Н* и СосИтН относительно Н’ конечно. 

В связи с этим существенным является следующее утверждение. • •

Лемма 1. Пусть X и У - подмножества гильбертова пространства Н, / : 

X ।—> У - непрерывное отображение. Тогда для того, чтобы / было Ко- 

отображением относително Н необходимо и достаточно, чтобы / было Ко- 

отбражением относительно гильбертова пространства Н' = Яп х Н, где п 

некоторое произвольное натуральное число.

Доказательство : Необходимость. Пусть / : X •—> У есть Ко-отображение 

относительно Н, С - открытое в Н множество такое, что X С С и д : С »—> Н 

есть Ко-отображение такое, что д(х) = /(х) для всех х Е X. Далее, пусть
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р : Н* •—> Н - ортогональное проектирование, G* = p-1[G) и д' = д о р : 

(7« ,_ > Я С И*. Выберем произвольно точку € G* и число е > 0 и положим

ZO = р(®о). Так как д есть Яо-отображение относительно Я, то существуют 

окрестность U точки хо D G, линейное конечномерное подпространство L С Я 

и число А такие, что, если для точек х, у G U вектор х - у ортогонален 

подпространству L, то (см. условие (Я)) выполнено соотношение

IM®) - д(у) - Л(т - у)Н < *11® - г/ll (2)

Пусть U' такая окрестность точки Xq в G*, что р(Я’) С U и L' С Н' ֊ линейное 

конечномерное подпространство в Я*, содержащее Rn и L (Rn, L С L՛)- Пусть 

теперь для точек х',у' G U' вектор х՛ — у* ортогонален к L*. Тогда точки 

х = р(х') и у = р(у*) принадлежат U и вектор х — у = х* — у" ортогонален 

подпространству L. Поэтому, в силу формулы (2) будем иметь

lls'(x’) ֊ /(/) ֊ А(х' - у')|| = ||(9 О₽)(*■) - (9 ОР)(/) - А(®‘ - у*)|| =

= ||9(х) - 9(9) ֊ А(х - у)|| = е||х - у|| = е||х* - у'||.

Таким образом, отображение д' в каждой точке xj 6 G' удовлетворяет условию 

(Я) и, поскольку отображения р и д локально удовлетворяют условию Липшица, 

то отображение д' тоже локально удовлетворяет условию Липшица. Следова

тельно, д' есть Яо-отображение относительно Я’, и то же самое утверждение 

верно для /, так как X С G' и р*(х) = /(х) для всех х G X.

Достаточность. Пусть теперь f : X »—> Y есть Яо-отображение относитель

но Я՛. По определению 1 существуют открытое в Я* множество G' и Яо- 

отображение д' : G՛ •—> Н* относительно Я" такие, что X С G' и д*(х) = f(x), 

х € X. Пусть G = G'CiHng = Тогда G открыто в Я и д(х) = /(х), 

х € X. Покажем, что д является Яо-отображением относительно Я, для этого 

выберем произвольно точку хо € G и число е > 0. По определению существуют 

окрестность U' С G' точки хо, линейное конечномерное подпространство L* из 

Я* и число А такие, что если для точек х', у' G Я* вектор х* — у' ортогонален 
к L', то выполнено соотношение

119*(*•) - д’ (/) - А(х' - у- )|| < е||х- - у- II (3)
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Положим и — и* П Н. Ясно, что и есть окрестность точки то в С. Обозначим 

через и Ьг проекции подпространств £’ на Ип и Н соответственно. Пусть 

теперь х,у такие точки, что вектор х - у ортогонален к Ь?. Так как вектор 

х — у ортогонален и к то х — у будет ортогонален и к Ь*. Из того, что г, у € и* 

и в силу (3) будем иметь

1Ь(®) ֊ у(у) ֊ А(г ֊ у)|| = ||р(г’) - д(у') - Л(® - у)|| < е||х ֊ <

Таким образом, отображение д : С »—> Н удовлетворяет условию (К) и, так 

как д* локально удовлетворяет условию Липшица, то и его ограничение д 

удовлетворяет условию Липшица. Из изложенного следует, что отображение д 

является Ко-отображением относительно Н ; откуда и следует, что отображение 

У : X •—> У является Ко-отображением относительно Н. Лемма 1 доказана.

Так как композиция Ко-отображений есть Ко-отображение, то можем построить 

категорию Ко(Я), объектами которой являются всевозможные подмножества из 

Н} а морфизмами - всевозможные Ко-отображения этих множеств относительно 

Н. Если Н* - произвольное гильбертово пространство, содержащее Н как 

линейное подпространство конечной коразмерности п > 0, то, согласно лемме 

1, Ко(Я) является полной подкатегорией категории Ко(Я’).

Определение 6. Категорию, объектами и морфизмами в которой соответствен

но являются всевозможные объекты и морфизмы категорий Ко(Я) и всех ка

тегорий К0(Я‘) будем обозначать через (К0(Я))°°) и называть К0-категорией.

ассоциированной с гильбертовым пространством Я. Таким образом, (Ко(Я))л՜ —

Оя’эя Ко (Я*), где СосИтН конечна относительно Я*.

(К0(Я))°° есть категории с гомотопиями (см. [1]), где гомотопиями являются Ко- 

гомотопии. Морфизмы этой категории (Ко(Я))э<՜ в дальнейшем будем называть

Ко - отображен и я м и.

Определение 7. Декартово произведение 2 х X будем наывать Ко-допустимым. 

если оно является подмножеством Ип х Я , т.е. 7 С Ь и X С Я , где Н С Н 

и сйш(Я*/Я) конечна. В этом случае обе проекции 2 х X »—> Я и 2 х X »—> X 

суть Ко-отображения.
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Определение 8. Непрерывную функцию ф : С »—> R открытого подмножества 

из Н в вещественную прямую R будем называть Я0-функцией (относительно Я), 

если отображение / : С ►—> Я, определяемое формулой /(ж) = <р(ж)е для про

извольного единичного вектора е Е Я, является Яо-отображением относительно 

Я.

Замечание 2. Когда область значений Яо-отображений / : С »—> Я является 

конечномерным подпространством, терминальная прозводная А/(ж) всюду на С 

равна нулю. Таким образом, непрерывная функция ф : С »—> R будет Яо- 

функцией тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим условиям :

1) для любой точки го Е б и любого числа е > 0 существуют окрестность 

и С С точки жо и конечномерное подпространство £ С Я такие, что при 

х, у 6 и и (ж - у)1Ь будем иметь |9?(ж) - ф(у)| < е||ж - у|| ;

2) существуют вещественные числа г > 0 и с > 0 такие, что выполняется 

1^(25) - ¥?(։/)! < с||® ~ 2/11 при ||ж - ж0|| < г и Цу - ж0Ц < г.

Лемма 2. Пусть С - открытое подмножество Н. Тогда всякая непрерывно 

дифференцируемая, в частности, линейная непрерывная функция (функционал) 

ф : С ।—> R является Ко-функцией.

Доказательство : Сначала рассмотрим случай, когда ф есть линейная непре

рывная функция. Как известно из теории гильбертовых пространств, между ли

нейными непрерывными функционалами, заданными на Я, и элементами из Я 

существует взаимнооднозначное соответствие. Поэтому функция ф, являющая

ся ограничением на С некоторого непрерывного линейного функционала, будет 

иметь вид ф(х) = (ж, а) (ж € С), где а € Я ֊ вектор, а (ж, а) - скалярное произ

ведение в Я. Обозначим через Ьа одномерное линейное подпространство из Я, 

являющееся прямой, проходящей через точки 0 и а. Пусть и С С - произвольная 

окрестность точки ж0 и € > 0 произвольно. Тогда при ж, у € Я и (ж-у)±Ьа будем 
иметь

И®) - у?(у)| = |(х - у,а)| = 0 < еЦж - у||.

Далее, для любых х,у £ и будем иметь

Иж) ֊ ф(у)| = |(х - у, а)| < ||а||||ж - у|| = с||ж - у|| (с = Ца||).
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Таким образом, функция <р удовлетворяет обоим условиям, приведенным в заме

чании 2. Откуда следует, что есть К^-функция.

Пусть теперь <р - непрерывно дифференцируемая функция, хо Е С и € > 0 про

извольны. Так как производная 9?'(®о) является линейной, непрерывной функци

ей, то по доказанному у/(®о) есть Ко-функция. В силу замечания 2 существуют 

окрестность (71 С С точки хо и линейное, конечномерное подпространство Ь С Н 

такие, что при х, у Е СЛ и (х — у)ХЬ имеет место

|^'(®о)(х ֊ 1/)| = |/(®о)(®) ֊ р'(®о)(!/)| < ^||® ֊ 2/||. (4)

Далее, в силу непрерывной дифференцируемости существует окрестность 

1/г С С точки хо такая, что при у Е (/г имеет место

||(Р'(У) - р'(*о)|| < (5)о

С другой стороны, из дифференцируемости <р следует, что существует такая 

окрестность V С С точки хо, что при любых х, у Е V имеет место

|у>(х) - у>(у) - /(у)(х - у)| < -||х - у||. (6)V

Согласно соотношениям (4) - (б), получим, что при х,у € IV = V А имеет 

место

|у>(х) - I = |у>(х) ֊ ф(у) - — у) + <р'(у)(х -у) - <р'(хо)(х - !/)+

4- 9?'(х0)(г ֊ У)I < |?(®) “ ¥>(1/) ~ ~ 1/)1 + 1*>Ъ)(® “ У) “ ¥>'(®о)(® ֊ !/)1 +

+ |у>'(х0)- !/)| < х||® -1/11 + ,11® - 1/114՜ о11® _ у11 = ~ ^Н-о и о

Итак, условие 2) замечания 2 выполнено.
Покажем теперь, что <р локально удовлетворяет условию Липшица. Пусть хо € С 

и £ > 0 произвольны. Из непрерывной дифференцируемости имеем, что 

существует окрестность № С. С точки хо такая, что ||у? (у) — <р (®о)|| < £ ПРИ

любом у Е И^, и, следовательно,

||»>'(»)11 < с։111 “ у11> где С1 = Н*’,(хо)|| + е. (7)
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Далее, из дифференцируемости <р следует, что при х € № будем иметь

1М*) ֊ У>(1/) ~ ¥>'(!/)(* ~ У)П < сг||® ֊ 2/||, (8)

где со > 0 - некоторая константа. Таким образом, применяя соотношения (7) и 

(8), для любых х, у € № будем имет^

|у?(х) - у>(т/)| = |у?(т) ֊ <р(у) - <р'(у)(х - у) + - у)| <

< 1?(®) - ^(2/) - ¥>'(у)(® - У)1 + ~ У)I <

< с2||х - </|| + С!||х - т/|| = с||г ֊ у||.

Таким образом, <р удовлетворяет обоим условиям 1) и 2) замечания 2 и, следова

тельно, у? является Ло-функцией.

Лемма 3. Пусть О - открытое подмножество из Н, : С »—> R - Ко- 

функция и у : С »—> Н - Ко-отображение относительно Н. Тогда отображение 

/ : С »—> R х Н = Я", определенное формулой /(х) = (93(1),д(х)), является 

Ко-отображением относительно Н*.

Доказательство : Пусть у : R х Н •—> Н - ортогональное проектирование, 

С* = у՜1 (С) и /՛ = / о у : С •—> Н՝. Покажем, что /’ является Ко- 

отображением относительно Н. С этой целью рассмотрим произвольную точку 

х0 — ($0,®о) € ЧИСЛО е > О И ПОЛОЖИМ Хо = ?(®о)’

Поскольку, по условию отображение д есть /Со_от°бражение, то существуют 

окрестность [/1 С С точки го и (линейное) конечномерное подпространство 

£1 С Н такие, что при г, у £ Ц\ и (г — у)^Ь^ имеет место

Цр(®) ֊ д(у) ֊ \(®о)(® - у)|| < ^||г - 1/||. (9)

Далее, существуют окрестность С б точки х0 и число сх > 0 такие, что для 
любых г, у € У1 имеет место

1М®) -0(1/)|| < С1||х - 1/||. (Ю)
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Аналогично, (см. замечание 2), существуют окрестность U2 С G точки xq 

конечномерное подпространство L2 С Н такие, что для любых х. у € U2 и 
(х — y)±L2 имеем

М®) - *>(1/)1 < ֊11* - у||. (И)

Далее, существуют окрестность V2 С G и число с2 > 0, что для любых х. у 6 V2 

имеем

к(®)~¥’(у)| <с2||х֊у||. (12)

Положим U = Ui A Ui, V = Vi A V2, с = ci + с2 и пусть СТ С G', V* С 

G" окрестности точки х^ такие, что q(U՝) С U и g(V’) С V. Обозначим 

через L* линейное, конечномерное подпространство Н՝, содержащее объединение 

R U Xi U L2. Пусть теперь (t, х) Е U* и € U" такие точки, что вектор 

(t,x) — (t',y) ортогонален к L*. Тогда необходимо t = t', и. приняв А = А?(хо). в 

силу (9) и (11) получаем

- Xg(x0)((t,x) - (М))|| = ||/(х) - /(у) ֊ А.(хо)(0.х ֊ 2/)|| =

= ||М®),5(®)) - (v>(y)՝g(y)) - а3(х0)(о.х - у)|| =

= ||(¥>(®) - <fi(y),g(x) -9(у)) - А3(хо)(0,х - у)|| =

= ||(у>(х) - <р(у))е 4- (д(х) - д(у)) - Ад(хо)(0, х - у)|| < ||(^(х) - ^(j/))e||+ 

+НЫ®) ֊»(։/))֊ а, (®о)(0,®-у)|| =

= I(у>(х) - <р(у)I||е|| + II(д(х) - д(у)) - А3(хо)(0, х - у)|| < 

< ^11®- jdl + fII®-у11 = dl®- j/II = ^IK*»®)- (*', y)lh 

где e - единичный вектор на прямой R.

Итак, для /’ условие (К) замечания 1 выполнено. Покажем теперь, что f 

локально удовлетворяет условию Липшица. Для точек (t, х) Е V и (з, у) Е 1 

будем иметь

||/*(/,х) - Г(з,у)|| = ||/(х) -/(у)|| = ||(Н®)^(®)) - (?(!/)• <7(1/))П =

= ||(у?(х) - <р(у))е + (д(х) - у(у))|| < IKH®) - ¥>(j/))e|| + ||$(z) - <?(у)|| =

= И®) - 5P(s/)I + Нр(®) - ff(j/)ll < c2ll® - vll + ciHx ~ ^1 = + С2)ИХ ~ ^1 =

= с||® - !/П < с||(м) - (в.у)Н-
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Таким образом, /* удовлетворяет обоим условиям принадлежности к классу Ко 

относительно Н*. Отсюда, отображение / : С •—» Я' является Ко-отображением 

и А/(хо) = Ад(хо), поскольку множество С* открыто в Н’ и /’ является 

продолжением /. Лемма 3 доказана.

Следствие 1. Пусть С - открытое подмножество из Н, : С »—> R есть Ко- 

функция и д : (7 ।—> Н есть Ко-отображение. Тогда отображение Н : С >—> Н. 

определенное формулой Ь(х) = <р(х)д(х) является Ко-отображением.

Действительно, / : С ►—> R х Н -отображение, определенное формулой /(ж) = 

(^>(х),р(г)) является Ко-отображением в силу леммы 3. Далее, ф : R х Н ।—> Н 

отображение, определенное формулой ф(Х, х) = Хх (А 6 R, х Е Н) является Ко- 

отображением относительно Н* [4]. Ясно, что Н представляет собой композицию 

отображений / и ф, и, следовательно, К есть Ко-отображение относительно Н*. 

Согласно лемме 1 К будет Ко-отображением относительно Н.

Определение 9. Непрерывное отображение / : М >—► Н произвольного множес

тва М С Н будем называть локально Ко-отображением (относительно Н), если 

существует такое открытое относительно М покрытие {{7а} (о € Л) подпро

странства М, что ограничение /а = /\ио есть К0-отображение а € А (в смысле 

определения 2).

Теорема 1. В сепарабельном (т.е. обладающем счетным базисом) гильбертовом 

пространстве Н для того, чтобы непрерывное отображение / : М ।—> Н было 

Ко-отображением (см. определение 2), необходимо и достаточно, чтобы / было 
локально Ко-отображением.

Доказательство : Необходимость очевидна. Докажем достаточность. По пред

положению для каждого а Е А существуют открытое в Н множество (7О и Ко- 

отображение да : Са ।—> Н такие, что Яо ССа и /|Га = во\иа. Используя ин- 

дуцированную топологию в М, можно, уменьшив Са, считать, что иа = МС\Са. 

Положим О = Поскольку открытые множества из Н, являясь гладкими

многообразиями, допускают гладкое разбиение единицы (см. [9]), то существует 

гладкое разбиение единицы {у>а} (а € А), подчиненное открытому покрытию 
{(7а) (а Е А) подпространства О. Посредством разбиения {у>о} из семейства 
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рв, (а 6 А) Ко-отображений склеим Ко-отображение д : С »—> Н. являющееся 

продолжением отображения /. Пусть х0 Е С - произвольная точка. Положим

9(хо) = ^2 ¥>а(хо)!7а(хо). 
аЕА

(13)

По определению разбиения единицы у точки хо существует такая открытая 

окрестность ихо С Н, что все функции у?о, за исключением конечного их 

числа, тождественно равны нулю на ЦХо. Поэтому в правой части формулы (13) 

стоит конечная сумма. И в результате, можем однозначно построить некоторое 

отображение д : С »—> Н.

По определению разбиения единицы множество В — {а 6 А | хо € конечно, 

положим УХо = ПаеВ где заданы на Ух0 и непрерывны на нем. Определим 

открытую окрестность 1¥г0 = : для каждого х 6 будем иметь

д(х) = 52 ¥>а(®)0а(г)- 
а€В

(14)

Каждое из отображений до в этой сумме является Ко-отображением на И"х0. а 

каждая функция у?а(х), будучи гладкой в силу леммы 2, будет Ко-функцией. 

Откуда следует, что каждое из слагаемых <ра(х)да(х) в (14), согласно следствию 

1, будет Ко-отображением окрестности 1Уг0 в Н. Поскольку конечная сумма Ко- 

отображений есть Ко-отображение, то ограничение </|И,гГо : ИГо 1 > Н будет 

/Со-отображением.
Таким образом, семейство {ТУГ} (х € С) является открытым покрытием под

пространства (л и все ограничения отбражения д на элементах этого покры I и я 

являются Ко-отображениями. Отсюда следует, что отображение д : С .—► Н 

также есть К0-отображение. Для завершения доказательства остается показать, 

что д на М совпадает с /. Поскольку л = т° Для произвольной

точки хо Е М будем иметь

9(хо) = 52 </’а(։;о)Ра(^о) ֊ 
а£А

52 ¥>а(*о) I /(го) = /(г0)- 
а£А /
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§ 3. К0-ПАРА БОРСУКА

В этом параграфе все рассматриваемые множества, составляющие пары мно

жества. декартовы произведения и Ко-отображения, являются соответственно . 

объектами и морфизмами категории Ко(Н\)°° (см. определение 6).

Определение 10. Назовем Ко-отображение г : А ।—> X К0-корасслоением или 

обладающим свойством продолжения (распространения) Ко-гомотопий, если для 

любых множества У, К0֊отображения / : X »—► У и Ко-гомотопии д։ : А ।—> У 

такой, что до = У о г, существует Ко-гомотопия : X ।—> У такая, что /0 = / и 

д։ = о г для каждой £ € /.

Очевидно, что композиция Ко-корасслоений есть Ко-корасслоение.

Мы будем в дальнейшем рассматривать тот важный частный случай Ко- 

корасслоения, когда А С X и г : А >—> X есть отображение вложения. В этом 

случае пару (X. А) будем называть Ко-парой Борсука.

Таким образом, (К. А) есть Ко-пара Борсука, если для любых У, Ко-отображения 

У : X >—> У и частичной Ко-гомотопии д։ : А »—> У, т.е. до = У о г, существует 

Ко-гомотопия У< : X »—> У с Уо = У и д։ = /։\А для всех I 6 I.

Существенное свойство Ко-пары Борсука заключается в следующем : если 

(X. А) -Ко-пара Борсука, д, д' : А »—> У - К0-гомотопные Ко-отображения и одно 

из них непрерывно продолжимо до Ко-отображения на X, то и другое непрерывно 

продолжим© до Ко-отображения на X. Это означает, что если (X, А) есть Ко- 

пара Борсука, то непрерывное Ко-продолжение на X Ко-отображение д : А >—> У 

зависит только от Ко-гомотопического класса отображения д.

Приведем часто используемую форму определения понятия К0-пары Борсу

ка : пара (X, А) есть Ко-пара Борсука, если для любых множества У, Ко- 

отображения У : X ।—> У и Ко-гомотопии С : I х А •—> У такой, что 

6(0, т) = У(х) (г е А), существует К0-гомотопия К : I х X •—> У такая, что 

^(0, х) = У(х) при всех х е X и ^(«, х) = 6(<, х) при всех I € / и х € А.

Пару (X, А) будем называть замкнутой, если множество А замкнуто в X.

В оставшейся части статьи гильбертово пространство Н будет предполагаться 
сепарабельным.
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Теорема 2. Для того, чтобы замкнутая пара (Х,А) была Ко-парой Борсука 

необходимо и достаточно, чтобы множество А = (0хХ)и(7хА) было Ко- 

ретрактом цилиндра I х X.

Отметим, что ход доказательства теоремы 2 таков же, что и в случае категории 

Тор всех топологических пространств и их непрерывных отображений. Теорема 

остается справедливой и в категории (Ко(Н))<х>, благодаря тому, что все шаги 

этого доказательства не выводят нас из допустимого класса Ко непрерывных 

отображений.

Замечание 3. Ко-пара Борсука необходимо замкнута.

Предложение 1. Если (X, А) есть К0-пара Борсука, то множество А = (0. хХ)и 

(7 х А) будет Ко-строгим деформационным ретрактом цилиндра I х X.

Доказательство : Пусть (X, А) есть Ко-пара Борсука. Тогда по теореме 2, 

множество А будет Ко-ретрактом в I х X. Пусть г : I х X •—> А некоторая 

Ко-ретракция, положим Г1 = ро г : / х X »—> 7 и г2 = д о г : I хХ »—> X, где р 

ид- проекции. Для каждого з€1 построим отображение Б, : 7 х X »—> 7 х X, 

приняв Бв : (£, я) ।—> ((1 — з)г1(<,х) + /з, т2((1 - з)<, ж)).
Поскольку Г1 и г2 являются Ко-отображениями, то, Б» являясь диагональным 

произведением Ко-отображений (см. лемму 3), также будет Ко-отображением. 

Далее,,семейство (71,) (з € 7) является Ко-гомотопией, причем Бо — 10г, где 

г : А ।—> 7 х X есть отображение вложения, Б\ = й//хЛ' и Ко-гомотопия (К,) 

неподвижна на А, т.е. Т*՝,(<, т) = (гог)(<,т) при (/,х) £ А и з € 7. Таким образом, 

отображение г : I х X •—> А есть Ко-строгая деформационная ретракция, 

следовательно, А есть Ко-строгий деформационный ретракт в I х X.

Лемма 4. Подмножество У С Н будет К^-окрестностным ретрактом в Н тогда 

и только тогда. когда для любой пары подмножес тв из Н, любое Ко-

отображение / : С •—> У продолжимо до Ко-отображения / : (7 • > 1 , где 

и С 2 есть некоторое открытое множество, содержащее С.

Доказательство : Пусть У С Н есть К0-окрестностный ретракт в Н. а Со С Н 

— открытое множество, в котором У есть Ло-РетРакт и го : Со 1 >• _ некоторая

Ко-ретракция. Пусть, далее, С С Я - открытое множество и д : С »—> Н



70 Э. А. Мирзаханян, Н. Э. Мирзаханян

- Ко֊отображение такие, что С С С и #|С = / (см. Параграф 1), положим, 

С = <7՜ Х(СО), д' = д^', С = 70С' и Г = Г0од' -.и ■—» У. Ясно, что и открыто 

в 2 и /’ является Ко-продолжением отображения / до и.

Обратно, взяв пару (Я, У) за (7, С), а тождественное отображение й/у : У •—> У 

за /, получим открытое в Н множество С 3 У. в котором У будет Ко-ретрактом 

и. значит. У будет Ко-окрестностным ретрактом в Н.

Теорема 3. Пусть (X, А) - замкнутая пара подмножеств из Н, где X есть 

Ко-окрестностный ректракт в Н. Тогда для того, чтобы (X, А) была Ко-парой 

Борсука необходимо и достаточно, чтобы А было Ко-окрестностным ретрактом 

в Н (эквивалентно, Ко-окрестностным ретрактом в X).

Доказательство : Необходимость. В силу теоремы 2, множество А = (0, Х)и 

(I х А) есть Ко-ретракт в I х X. Так как I есть Ко-ретракт в R, множество 

I х X есть Ко-окрестностный ретракт в гильбертовом пространствеН’ = ЯхН. 

Отсюда следует, что А есть Ко-окрестностный ретракт в Н'.

Покажем, что А есть Ко-окрестностный ретракт в И. С этой целью рассмотрим 

произвольую пару (Я, С) подмножеств Н и Ко-отображение / : С ।—> А. 

Посредством Ко-гомеоморфизма х »—> (1,®) отждествим Ас 1 х А. Таким 

образом. / : С »—> А С А.

Положим IV = {(Л®) Е А : I > 0}. Ясно, что IV - окрестность множества А 

в А. Очевидно, что отображение : IV »—> А, у? : (/, х) ►—> (1,®) является 

Ко-отображением, и А есть К0-окрестностный ретракт в Я*. Следовательно, 

согласно лемме 4, / можно продолжить до К0-отображения /* : и »—> А, 

где и - открытое в 2 множество, содержащее С. Рассмотрим открытое в 2 

множество I = (/’) г(IV) и отображение / — <р о /* : V ।—> А. Отображение /, 

будучи композицией Ко-отображений, является само Ко-отображением, являясь 

продолжением отображения / и А, согласно лемме 4, будет Ко-окрестностным 
ретрактом в Я (значит, и в X).

Достаточность. Пусть С С Я - открытое множество и г : С •—> X некоторая 

Ко-ретракция. По условию А есть Ко-окрестностный ретракт в Я и, следователь

но, в X. Пусть Со открыто в X, го : Со •—> А есть Ко-ретракция. Обозначим 
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через Ux С G Ех-окрестность точки х € А. В силу непрерывности го для точки х, 

ее окрестности Wx существует окрестность V, С Go точки х, такая что Vx С Ux 

иг0(У։)С WX = AC\UX.

Рассмотрим открытое в X множество V = д Vx. Пусть z G V - произвольная 

точка, такая, что z Е VXo для некоторой xq Е Л. По построению, z и r0(z) 

принадлежат (7Хо. Так как СД0 - выпуклое множество, то прямолинейный отрезок 

(z,ro(z)] С UXq- Для каждой t € / пусть zt Е [z, r0(z)] - точка, удовлетворяющая 

условию : Г

||z-zt|| = 4 при t < ||z - r0(z)|| и zt=r0(z) при t > ||z - r0(z)||.

Ясно, что радиус еХо окрестности ЦХо можем выбрать так. чтобы выполнялось 

||г - т0(г)|| < 1. Положив ^(л) = г(ие) (?€ К0<< < 1). построим гомотопию 

: V •—> X. Очевидно, что фо есть вложение V в X и т/’е = П)|У при

4 > ||г - го(^)||. Гомотопия есть К0-гомотопия и = г при 4 > ||г - г0(г)|| 

и г 6 А.
Рассмотрим произвольные множество К С Я. Ко-отображение / : X »—> У и его 

частичную Ко-гомотопию : V •—> У (т.е. Со — /|А). Определим Ко-гомотопию 

gt : V ।—> У, положив :

/ММ) при
при

4 < ||2 ֊ r0(z)||.
4 > ||z ֊ r0(z)||.

Очевидно, что (/о — и дг|Л. — д։ при 1^1* Продолжим гомотопию^ до полной 

Ко-гомотопии : X •—У У отображения / (т.е. /о = /)• Пусть : X ► > / 

гладкгш функция Урысона пары Л,Х\У, равная нулю на Х ՝Д и равная 1 на .4

[9, 4]. Определим Ко-гомотопию Д : X ।—> У, положив :

при х € X\V, 
при х € V.

Очевидно, что /о = / и Д1-^ = 9։ Для 4 Е !• Таким образом, пара (X, А) является

Ко-парой Борсука.

Следствие 2. Пусть В(г) - единичный замкнутый шар. 5,г + 11 его граничная 

сфера в линейном подпространстве Ях С Н конечной коразмерности г > 0. Тогда 

пара (В(г), 5(г+1)) является К0-парой Борсука.
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Доказательство : Ортопроектор Н на является Яо-ретракцией [3], и, 

стало быть, Я1 есть Я0-ретракт в Я. С другой стороны, В(г| есть Яо-ретракт, 

а 5(г+1) - Яо-окрестностный ретракт в Яр В самом деле, отобтаженис г : 

Ях ,—> задаваемое формулой г(х) = х при х € Я|г) и г(х) = ж/||х|| при 

х <= (ЯДВ^), а также отображение г' : Ях\{0} •—> 5(г 1 задаваемое формулой 

г'(х) = т/||г|| для х 6 (Ях \ {0}) являются Яо-ретракциями. Следовательно, В(г> 

есть Яо-ретракт и, стало быть, является Яо-окрестностным ретрактом в Я, а 

также является Я0-окрестностным ретрактом в Я. В силу теоремы 3, 

5,г+1)) будет Яо-парой Борсука.

Предложение 2. Если замкнутая пара (X, А) есть Ко-пара Борсука и декартово 

произведение 2 х X Ко-допустимо (см. Определение 7), то и пара (2 х X, 2 х А), 

а в частности, пара (I х X, I х А) есть Ко-пары Борсука.

Доказательство : По теореме 2 множество А = (0 х Х)и(/ х А) есть Яо- 

ретракт в / х X. Пусть г : I х X »—> А - некоторая Яо-ретракция. Рассмотрим 
К

гомеоморфизм К : I х (2 х X) ■֊ 2 х (I х X). Декартово произведение idx X г : 

2 х (/ х X) •—> 2 х А будет Яо-отображением [4]. Положим г = /г՜1 о (г’Ях х г) о А. 

Отображение г : I х (2 х X) •—► (2 х А) будет Яо-отображением, как композиция 
■—

Яо-отображений. Ясно, что 2 х А = И,՜1 (2 х А). Наконец, легко проверить, что г 

есть Яо-ретракция, откуда следует, в силу теоремы 2, что (2 х X, 2 х А) является 

Яо-парой Борсука.

Замечание 4. Если линейная оболочка множества 2 в Я не конечномерна, то 

декартово произведение 2 х X не является Яо-допустимым, ибо ортогональ

ный проектор пространства Я на эту линейную оболочку не может быть Яо- 

отображением. Таким образом, в отличие от классического случая, предложение 

2 не всегда верно в классе Яо.

Георема 4. Пусть (Х,А) - замкнутая пара и А есть Ко-деформационный 

ретракт подпространства X. Тогда, если пара (/ х X, ХА), где ХА = (0 х Х)и(7 х 

А)и(1 х X), является Ко-парой Борсука, то А будет Ко-строгим деформационым 
ретрактом подпространства X.
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Доказательство : Пусть г : X »—> А - некоторая Яо-деформационная ретрак

ция (см. Параграф 1). По отределению существует Яо-гомотопия Р : 1хХ >—> X. 

связывающая с отображением г о г, где г : 4 С X есть вложение. На под

множестве Хл зададим частичную гомотопию С, : Хл ►—> X отображения Р 

следующим образом :

х) =
Я(0, х) = х
Г((1 - в)1,х)
Я((1-з)<,г(х))

где
где
где

I = 0, х е X, 
* € I, х € А, 
I — 1, х 6 X,

(15)

Легко проверить, что это определение корректно, и Со = Я|л֊л. Далее, С,|охЛ՜ = 

гс1х и С, |1хЛ' = г- Множества 0 х X, /х А и 1 хХ образуют замкнутое 

покрытие подмножества Хд, и на элементах этого покрытия отображение С, 

непрерывно, откуда и следует, что отображение С, : Хд •—► X тоже непрерывно. 

Из построения С, следует также, что все три ограничения отображения С, 

на элементы упомянутого покрытия являются Яо-отображениями. Применяя 

теорему 1, заключаем, что С, : Хд »—> X является Яо-отображением.

Рассмотрим отображение С : I х Хд »—> X, порожденное семейством (С,) 

(з € I), т.е. С(з,«, х) = С,(«,х) (х е X, з,< € /). Из построения отображения 

С, следует, что С является Я0-отображением. Таким образом, гомотопия С, 

является частичной Яо-гомотопией Яо-отображения Р. Так как (/ х X, Хд) 

является Яо-парой Борсука, то существует Яо-гомотопия Я, : I х X ।—> X 

отображения Я, продолжающая частичную Яо-гомотопию С, : Хд »—> X. 

Рассмотрим конечное отображение Р\ : I х X • > X этой гомотопии. Ясно, 

что Л(0,х) = х и Я1(1,х) = г(х) для каждой точки (х € X). Это означает, 

что есть Яо-гомотопия, связывающая й/д- с ։ о г. Из второй строки формулы 

(15) и построения отображения следует, что Я1(£, х) = х для каждой точки 

х Е А и / 6 /, т.е. гомотопия Я1 неподвижна на А. Таким образом, г : X •—> А 

является Яо-строгой деформационной ретракцией, т.е. А является Яо-строгим 

деформационным ретрактом подпространства X.

Теорема 5. Пусть (X, А) - замкнутая пара. Тогда, если (X, А) есть К0-пара 
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Борсука, то А есть Ко-окрестностный строгий деформационный ретракт под

пространства X в слабом смысле (см. определение 5 параграфа 1).

Обратно, если А является Ко-окрестностным строгим деформационным ре

трактом в слабом смысле некоторого открытого в X подмножества и О А, т.е. А 

является Ко-окрестностным строгим деформационным ретрактом подпространс

тв X в слабом смысле, и существует Ко-функция Урысона <р : X •—> I пары 

А. А'\17 и А - ¥>“1(0), то (X, А) будет Ко-парой Борсука.

Доказательство : Пусть (X. А) есть Ко-пара Борсука и г : I х X »—> А - 

некоторая Ко-рстракция. (По теореме 2 множество А = (0, хХ) и (/ х А) есть 

Л'о-ретракт в I х X.) Положим

С7={хбХ|г(1,х)е(0,1] х А}.

Так как А\(0 х X) = (0,1] х А есть открытое множество в А, то множество 

1 х и = (1 +Х)Г1 г՜1 [(0,1] х А] открыто в 1 х X. Далее, [/ = х 77), где 

V» : X ।—> I х X ֊ отображение, оределяемое формулой ф : х >—► Откуда

следует, что 77 есть открытое множество в X и и содержит А.

Рассмотрим Ко-отображение Б : I х и »—> X, являющееся композицией следую
щих Ко-отображений :

/хис1хХ^АС/хХ^Х.

легко проверить, что Г(0,х) = х и К(1,х) € А при х € и. Так как Г(/,х) = х 

при хеАи<€/, тоГ есть неподвижная К0-гомотопия на А, связывающая 

отображение включения и С X с отображением, переводящим и в А, т.е. 

А есть Ко-окрестностный строгий деформационный ретракт в слабом смысле 
подпространства X.

Обратно, пусть теперь А есть К0-окрестностный строгий деформационный ре

тракт в слабом смысле подпространства X, и пусть : X •—> I есть Ко-функция 

Урысона пары А, Х\и, выделяющая А, т.е. А — у?՜ х(0). По условию существует 

Ко-гомотопия Г : I х и •—> X, для которой Г(0,х) = х и К(1, х) € А (х € £7), 

и эта гомотопия неподвижна на А, т.е. ^(«,х) = х при х € А и / 6 I. Пусть
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отображение G : I х U •—> X корректно определено и непрерывно и таково, что

f F (тй’х)
< К(1,х)
I х

если

если
если

х Е U\A, t < </>(х), 

х G U\A, t > <р(х), 
х 6 А.

Ясно, что (7(0, х) = х, С(<, х) 6 А, если ( > <р(х) и С неподвижно на А. С другой 

стороны, из построения С заключаем, что все три ограничения являются Ко- 

отображениями, и, принимая во внимание утверждение теоремы 1. заключаем, 

что отображение 0:1x1/ »—> X является Ко-отображением.

Рассмотрим отображение К : 1хХ »—> А = (ОхХ)и(/х А), задаваемое формулой

{
(О, (7(0, х)) если
(t — ¥>(r), G(t - у>(х), х)) если 
(0, х) если

х G U, t < у?(х), 
х G U, t > р(х), 
х € X\U, t е I.

Повторяя рассуждения, приведенные выше относительно отображения С. заклю- 
/ч л —

чаем, что отображение Р есть Ко-отображение и = й/~. т.е. А есть Ко- 

ретракт цилиндра I х X, и, следовательно, по теореме 2 X, А есть Ко-пара 

Борсука.

Abstract. The paper presents modifications of some of the main results relating to 
Borsuk pairs in the category K0(K))°°, where H is any real, separable Hilbert space. 
Admissible Ko-mappings are described and the Ko-versions of the main properties of 
Borsuk pairs are established.
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БЫСТРАЯ АППРОКСИМАЦИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ 
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Резюме. В настоящей работе изучена быстрая аппроксимация функций про
странств Харди и Лебега классическими линейными многообразиями. Получены 
аналитические описания подклассов этих пространств, аппроксимируемых неко
торыми классическими системами быстрее скорости геометрической прогрессии.

ВВЕДЕНИЕ
Начиная с 1930-ых годов, когда А. Н. Колмогоров [1] предложил в качестве 
средств аппроксимации рассматривать всевозможные линейные многообразия за
данной конечной размерности, одной из центральных задач в теории конструк
тивной аппроксимации остается вопрос нахождения некоторой системы функций 

конечные линейные комбинации которых хорошо аппроксимируют функ
ции наперед заданного класса (см. [2], гл. 13-14, [3] и [4]).

В задачах, рассмотренных в настоящей работе, основным вопросом является 
сравнение скорости этой аппроксимации со скоростью геометрической прогрес
сии.

Задача 1. Требуется построить систему функций : Е —> С, Е С [0,1), 
к — 1,2,... так, чтобы для каждой функции / € Н°° существовала последо- 

вательность полиномов е*(х) такая, что 
* = 1

(1)
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При выполнении условия (1) будем говорить, что система ек : Е С, Е С [0. 1),
Л- = 1,2,... аппроксимирует функции класса Н°° быстрее скорости геометричес
кой прогрессии.

Например, если {е^ }£'^1 - система Хаара или Франклина, или тригонометри
ческая система {е2’г’1т}^°=_оо, или система‘{аЛ}£°=0 на отрезке Е = [0, 1), то усло
вие (1) не выполняется. Особый интерес представляет случай ек = хк, Л = 0,1,... 
на “узких”* множествах Е.

Пусть 7(Б) - логарифмическая емкость множества Е (см., например, [2], 
стр. 603).

Теорема 1. Пусть Е С [0, 1) - компактное множество. Для того, чтобы 
каждой функции / Е Н°° соответствовала последовательность полиномов 

п I \ ■V а[” хк, удовлетворяющая условию 
к—О

необходимо и достаточно, чтобы 'у(Е) = 0.

Задача 2. Пусть И - некоторое подмножество открытой левой полуплоскости и 
пусть Б = Б2(0. оо) О $, где $ - класс целых функций экспоненциального типа, 
индикаторные диаграммы которых лежат в Б. Требуется построить систему 
функций е* 6 £2(0. ос), к = 1,2,... так, чтобы для каждой функции / Е Г 
существовала последовательность полиномов *е*; такая, что

—> 0.
П-4ОО

Г2(0,<х>)

(2)

В случае, когда - система из экспонент, аппроксимация со скоростью
геометрический прогрессии обеспечена теоремой В. X. Мусояна [5]. С другой сто
роны, в работе [6] показано, что аппроксимация экспонентами быстрее скорости 
геометрической прогрессии невозможна, если Б имеет положительную меру. В 
настоящей работе получено, что если Б - компактное множество положительной 
логарифмической емкости, то результат [6] остается в силе.

Георема 2. Пусть последовательность различных комплексных чи
сел, выбранных из некоторого компактного подмножества открытой правой 
полуплоскости, И компактное множество положительной логарифмической 
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емкости из открытой левой полуплоскости и —Т) = {Л 6 С : —А 6 Б}. Тогда 
для некоторого А € (~Б) функция /д(г) = е-л* удовлетворяет условию

lim УЖД70 > о, 
п —>оо

где
I п

£..(/) = inf ||У - Р||£,(О,»), Н„ = 1р : Р(х) =
* С *Л П II *=1

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим вопрос описания класса функций, аппроксимируемых конечными ли
нейными комбинациями системы {ел}^1 со скоростью быстрее скорости геомет
рической прогрессии.

Пусть X - локально выпуклое топологическое векторное пространство с то
пологией, индуцированой разделяющим семейством полунорм {р}. Далее, пусть 
(сд ’)а-<п ~ бесконечная треугольная матрица векторов из X, Ьп линейная обо
лочка конечной системы а д Е (0,оо).

Определение 1. Матрица (eJ.n))jt<n называется q-ограниченной снизу, если 

для любой последовательности полинимов Рп = V ef” G Ln имеет место 
* = 1 

неравенство

sup lim Vp(Pn) > Q Нт r7 max |a[nl|. n—>oo n->oo y l<fc<n

Матрица (е[п))л.<п называется О-ограниченной снизу, если она д-ограничена 
снизу для некоторого д Е (0, оо).

Определение 2. Матрица (е^)л-<п называется д-ограниченной сверху, если

sup lim »/ max p(e!n)) < g. 
p€|p} пЧСЮ V l-^-n

Матрица (е[п’)л<п называется оо-ограниченной сверху, если она д-ограничена 
сверху для некоторого д Е (0,оо).

Систему {е* будем отождествлять с бесконечной треугольной матрицей 
(4п))л-<п, п-ая строка которой состоит из первых п членов системы

Теорема 3. Пусть система О-ограничена снизу и оо-ограничена свер
ху. Для функции f Е X существует последовательность полиномов Рп —
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V <4п)е*, удовлетворяющая условию у/р(/ - Рп) ֊* 0 для всех полунорм р € 
* ™ * Я ООк = 1
{р}, тогда и только тогда, когда в топологии X имеет место представление

ОО

где УЫ.֊> о.

Легко заметить, что ортонормальная система в гильбертовом пространстве 1- 
ограничена снизу и 1-ограничена сверху. Для биортогональных систем справед
лива

Теорема 4. Если системы {¥>[п)}*=1 и {ек))к=1 биортогоналъны при всех 
п € №, и матрица (у>{.”,)к<п д-ограничена сверху в нормированном пространстве 
У. то матрица (в[.п,)*<п 1/д-ограничена снизу в сопряженном пространстве 

У.
Обратное утверждение неверно. Это можно легко проверить в гильбертовом 

пространстве на примере ортонормальной системы = ед, п = 1,2,..., 
к. < п, используя большой произвол выбора биортогональной матрицы (у>[п|)л-<п- 
Но если в гильбертовом пространстве потребовать, чтобы линейные оболочки 
систем {у^." ՝}д = 1 и {е[п|}2=1 совпадали для всех п = 1,2,..., т.е. {¥>["*}£=1 и 
{е["' )к = 1 порождали друг друга (см. [7]), то получим также обратный результат. 

Теорема 4А. Пусть и {едП)}д = 1 ~ порожденные биортогоналъные
системы в гильбертовом пространстве Н при всех п € №. Тогда матрица 
|^'")кп д-ограничена сверху тогда и только тогда, когда матрица (е[п|)д.<п 
1/д-ограничена снизу.

В работах [7] - [10] В. X. Мусояном и М. С. Мартиросяном получены 
явные представления порожденных биортогональных систем для экспонент и 
простейших рациональных дробей в пространствах Лебега 7/(0, оо) и Харди 
Нр, Н\ (1 < р < оо). В результате получаем эффективное приложение теоремы 
4.

Пусть К(К) есть множество бесконечных треугольных матриц комплаксных 
чисел (Ак„)к<п, выбранных из множества К С С и

<1(К) = пЛ {2М : К С {г : |г| < М}}.

Теорема 5. а) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкос
ти, содержащийся в открытой правой полуплоскости. Тогда существуют 
матрицы (ркп)к<п « (Адп)к<п 6 А(К) такие, что матрица (е-/1*"х)д<п не 0- 

/2 ”ограничена снизу, а (е-А<”‘х )^<п является (-ограниченной снизу в про
странствах 7/(0, оо), 1 < р < оо.
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Ь) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкости, содер
жащийся в единичном круге. Тогда существуют матрицы (ркп)к<п и

(Хкп)к<п € А(Н) такие, что матрица -—т------ не ^-ограничена сни-
1 ркп% ) к <п

1
зу. а I -—:---- —=-■ I

\2тгг 1 - Хкпг)к<
является у (К)/2-ограниченной снизу в пространствах

Л

НМ <р оо.
с) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкости, со

держащийся в открытой верхней полуплоскости. Тогда существуют мат-

рццы (Ркп)к<п

О-ограничена снизу, а

пространствах Н±, 1

п 6 Л(Н) такие, что матрица ( --------- ----
\2iriz - ркп

не

1 1 \ 7(Н)- -------- ---- является —----- ограниченной снизу в
<1(К)

р < ОО.
(I) Если в пунктах а), Ь) или с) дополнительно предположить, что К 

самоподобная фрактальная строка (см. [11]), тогда матрицы (Алпк<л можно
заменить последовательностями {Ал} ^=1, выбранными так, чтобы соответ-
ствующие системы были ^-ограниченными снизу.

Аналогичная задача решается для системы хотя она находится вне
рамок приложений Теоремы 4.

Теорема 6. Пусть Е С П - компактное множество положительной ло
гарифмической емкости. Тогда система функций является ±у(Е)-
ограниченной снизу в топологии точечной сходимости на Е.

Для тригонометрической системы можно провести аналогичные рассужде
ния, предварительно заметив, что функция е"г՛՝ переводит самоподобную фрак
тальную строку отрезка [0,1) на самоподобную фрактальную строку единичной 
окружности. Пусть Е С [0,1) и е2к,Е - компактное множество положительной 
логарифмической емкости. Тогда система функций {е՜*1**, 1՛ = 0, ±1,±2....} 
1-у(е2,г‘£')-ограничена снизу в топологии точечной сходимости на Е.

Таким образом, теорему 3 можно применить ко всем рассматриваемым 0- 
ограниченым снизу системам. Например, применив теорему 3 к системе {г }(_0. 
получим элементарное доказательство следующей классической теоремы.

Теорема (Бернштейн-Уолш). Пусть Е С О - компактное множество поло
жительной логарифмической емкости. Если для функции / : Е > С существу
ет последовательность полиномов £3л=оа1- такая, что
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то / можно продолжить до целой функции.
Отметим также, что если в условии (1) рассматривать сходимость в смысле 

нижнего предела, то удовлетворяющая этому условию система существует.

Теорема 7. Каждой функции / € Н(П) соответствует последовательность 

полиномов 52 а* такая. что 
к=0

X G [0,1].

§2. ОЦЕНКИ ПОЛИНОМОВ С ДАННОЙ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ КОРНЕЙ
Для данной бесконечной, треугольной матрицы (^[п|)*:<п С С обозначим

Последовательность {х»,}^_1 будем отождествлять с бесконечной треугольной 
матрицей п-ая строка которой состоит из первых п членов последо
вательности

Лемма 1. Пусть ЕсС - компактное множество. Тогда

inf sup lim fnh(x) = 7(E),

где инфимум достигается для некоторой бесконечной треугольной матрицы 
(®։/">)։,<п к последовательности Пк = к.
Доказательство : Существование бесконечной треугольной матрицы, удовле
творяющей условию зирхе£ Птп-юо/Дх) < ч(Е) непосредственно следует из те
оремы Фекете-Сеге (см. [2], стр. 606). Остается доказать нижнюю оценку. До
пустим обратное, существует бесконечная треугольная матрица (х[,’1))։/<п и воз
растающая последовательность Пк € К такие, что

sup lim fn„{x) <С < 7(E). r6£k-»0O

Обозначим Е. = {х 6 Е : /„„(я) < С, к > з}. Тогда Е, являются компактами и
Е, f Е. Из определения множеств Е, имеем

lim sup /nfc(x) < С

и, следовательно, 7(Е4) < С. Но поскольку 7(Е,) f 1(E), то 7(E) < С. Лемма 1
доказана.
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п
Лемма 2. Для любого полинома Рп(я) — У2 а*жп՜՜*^ ао Ф 0 существует 

л=о п
полином = 12 Ьк®п-А, 6о = 1 удовлетворяющий неравенству 

к=о

|Рп(т)| > 4 n max |а*| • |Q,։(х)|, х € D.О<к <п

Доказательство : Пусть Pn(xj) = 0, j = и тахо<7<п |а7| - |afc|. Тогда
согласно теореме Виета

а° Xi,®,, • • xllt = ±ak
«!<»։< — <•*

Не теряя общности, предположим, что в этой сумме наибольшим по модулю 
слагаемым является хкХ2 • • • хк. Тогда Сп|аоТ1Т2 ••• хл-| > поэтому

|аоЯ1Я2---2ч| > 2~пкн|-

Предложение 1. Существует функция г : С »—> С, удовлетворяющая у< ловию

I® - !/1 > 1 € ^еС-

Доказательство : Достаточно выбрать

Ivl < 2,
М > 2-

Откуда получим

k п
> 4-|adIIl^^l П I®-1*!’ 

i=l i=fc + l

где у, = z(xt), i = 1, 2, • ■ Л- Остается выбрать

Лемма 2 доказана.
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Предложение 2. Пусть тг„[а, 6] ֊ количество точек х1։ х2,..., попавших в 
отрезок [а, Ь]. Тогда существует последовательность {хп}^1 такая, что для 
любого отрезка [а. 6] С [0,1] имеем

п-юо и

Доказательство : Построим последовательность С [0,1] так, чтобы
при любом т = 0. 1,2.... конечная последовательность 2/1, Уг,.. •, 3/2™ +1 являлась 
множеством точек деления отрезка [0,1] на 2П‘ равных частей. Выберем хь = у,, 
где ։! < £ < (։ + 1)!, » = 1,2.......Пусть [а, Ь] С [0,1]. Тогда для любого г'о € И
существует натуральное число г > г’о такое, что у, (Е [а, Ь] и, следовательно, 
х-к 6 [«,/>], г! < 1- < (г + 1)!. Таким образом,

и доказательство завершено.

Лемма 3. Существует последовательность С [0,1] такая, что

1пп /п(х) = 0, 
и —>оо

х е (о, I].

Доказательство : Выберем последовательность {х,,}^0..^ удовлетворяющую 
условию предложения 2. Для любой точки х € [0, 1] и любого отрезка [а, 6], со
держащего точку х, имеем

Л (х) = у/\х - Х1||х - х2|- • - |х - хп| < (Ь - а) * .

Следовательно, Пт /п(х) < Ь - а. Поэтому Пт /п(х) = 0, х 6 [0, 1]. 
П —ЮО П —»ОО

§3 . 0-ОГРАНИЧЕННЫЕ СНИЗУ СИСТЕМЫ В ЛОКАЛЬНО 
ВЫПУКЛЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАН
СТВАХ, ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3
Доказательство теоремы 3. Нсоходимость. При фиксированном к рассмотрим 
числовой ряд

а<‘> + (о<‘+4 _ о<‘1) + + (3)

Гак как для любой полунормы р £ {р] выполняется

У₽(р„ - /) + уР(/ - р„_։) -> о,
П-4 ОО
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и система О-ограничена снизу, то

Тогда для любого положительного числа е < 1 существует по Е В такое, что

гпах ||а}") - а{п М|, |4")| : 1 = 1,.. .,п - 1} < 2 пе”, п > п0, (4)

поэтому ряд (3) абсолютно сходится к сумме Ск = Нт а[" 1 п —>оо Согласно оценке (4)
имеем

Следовательно, > 0.
п

Пусть сл-ед . Достаточно показать, что Рп - (]ц
к = 1

-> 0. ЗафиксируемИ—>ЭО
полунорму р € {р}. В силу оо-ограниченности сверху системы {е*}^=1 сущест
вует константа М, удовлетворяющая условию р(е&) < Мк. Не теряя общности 
предположим, что М > 1 и выберем € < 1/М. Тогда, учитывая (4), при п > по 
имеем

при п —> ос.

п
Достаточность. Выберем Рп = 52 сдвд-. Тогда для любой полунормы ;» 

1 = 1
{р}

имеем

Ур(/ - р») < |«1 |р(«1) <
сю

1 = п + 1

Теорема 3 доказана.

§4 . ПРИМЕРЫ О-ОГРАНИЧЕННЫХ СНИЗУ СИСТЕМ,
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 4, 4А, 5 И 6
Доказательство теоеремы 4. Пусть X = } и Рп — 52|=1 а> * । ՛ Тогда
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и, следовательно,

Доказательство теоремы 4А. Пусть

шах 
1<к<п

Тогда

Доказательство теоремы 5. Покажем, что существуют О-ограниченные снизу 
матрицы из экспонент и рациональных функций.

Используя теорему Фекете Сеге, нетрудно убедиться, что существует бес
конечная треугольная матрица комплексных чисел (Хкп)к<п € Л(К՜), удовлетво
ряющая условиям А,п А>п (1 < г < } < п) и

Пт 
п—>оо

тт
1 <т< п

п
(5)

В силу теоремы 4, ^-ограниченность снизу доказывается проверкой ^-ограничен
ности сверху соответствующих биортогональных систем.
а) Пусть

где

В„(А) = к = 1,2,..п.
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Тогда системы {е и
[7]). Имеем

биортогональны при п = 1,2,... (см.

Л- < Мп шах ———----- ,
я \1<"»<п |В{,(Атп)|/

/с — 1,2,..., 71,

где || • ||7 - норма пространства £**((), оо), 1 < д < оо, а М - некоторая константа, 
независящая от п. В силу оценки (5) получаем

Ь) Пусть

где

Тогда системы 
(см. [9]). Имеем

Нт п—►ОС

Нт тт \/|В'։(Апт

и, следовательно,

биортогональны при п = 1, 2

П,

27г В'п(Хкп)(Хкп -г)՝

< М тахЯ 1< т<1

>21^1
- <цку

где || • ||д - норма пространства №, 1 < д < оо, а М - константа, независящая от 
п. В силу оценки (5) получим

Пт тт 
п—>оо

и, следовательно,

Пт тт 
п —► оо 1 ш ~
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с) Доказательство аналогично доказательству Ь) с использованием результатов 

работы [Ю] и

Вп(А) = П Г~т=' * = 1’2....... п-
1 = 1 А Л|"

Достаточно доказать, что если К —'самоподобная фрактальная строка, то 
существует последовательность {А* }^=1 € Л(К’) такая, что

lim 
п->оо

mm (6)

Справедливость (6) легко проверяется, когда К - отрезок. Для этого достаточно 
выбрать {А*}*^_1 так, чтобы при любом т = 0,1,2,... конечная последователь
ность А1, Аг,..., Агт+1 являлась множеством точек деления данного отрезка на 
2'” равных частей. Общий же случай сводится к этому случаю с помощью сюръ
ективного отображения самоподобной фрактальной строки на отрезок, удовлетво
ряющего условию Липшица с показателем а € (0, 1]. Для простоты изложения 
докажем существование такого отображения на примере множества Кантора.

Построим сюръективное отображение V* : Е •—> [0,1] аналогично построе
нию, приведенному в [12] (пример 23, стр. 131-132). Если х,у С Е и 1 - наимень
ший канторовый отрезок, содержащий обе точки х и у, то длина отрезка I равна 
3՜” для некоторого п € И, а точки ф(х) и ^(у) принадлежат интервалу длины 
2՜”. Следовательно,

1 / 1 \
М*)-1Ж01<™ = 2 < 2|» - »|’°8’’.£ \ о /

Заметим, что равномерная распределенность точек еще не является
гарантом 0-ограниченности снизу соответствующей системы.

Теперь построим примеры систем из экспонент и рациональных функций 
с равномерно распределенной последовательностью {AfcJJLp но не являющихся 
О-ограниченными снизу.

а) Пусть (Ai = 1) - последовательность различных действительных
чисел, равномерно распределенная в отрезке [1, 2]. Пусть 7гп(а, b) = card {А*,- }£=1С1 
[а, 5), где [а, b) С [1,2)- Тогда (см., например, [13], стр. 116)

lim

Рассмотрим новую последоватеьность {Х*котличающуюся от {Ад- }^_1 лишь 
2 т при индексах из множества 5 := {2т/т € N} подстановкой А$т = 1 + (^֊) 

Эта последовательность также будет равномерно распределена в отрезке [1,2].
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Пусть Рп(х) следующая последовательность полиномов из экспонент :
Рп(х) = 0 при 5 и Р2--.(х) = е"А> -е-хз”х, т= 1,2, ...Тогда

Но так как каждый из полиномов Р2т содержит коэффициент, равный едини
це, то система не является О-ограниченной снизу в пространствах
£р(0, ос), 1 < р < оо.
Аналогичные примеры строятся в случаях Ь) и с).

Доказательство теоремы 6. Достаточно заметить, что согласно леммам 1 и
2 система является ^-^-ограниченной снизу.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ БЕРНШТЕЙНА-УОЛША
И ТЕОРЕМ 1, 2, 7
Доказательство теоремы Бернштейна-Уолша. Так как из теорем 3 и 6 

ОО

следует, что /(х) = £ с^хк на множестве Е, и \/|с*| —> 0, то / продолжима 
А-=о

до целой функции.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Сразу вытекает из теоремы 
Бернштейна-Уолша и теоремы единственности аналитических функций.

Достаточность. В силу леммы 1 можно построить матрицу (г!/'՝)„<,! точек 
множества Е так, чтобы иметь

Возьмем в качестве £ а[" хк интерполяционный полином Лагранжа функции 
л-=о

/ 6 Н°° с узлами интерполяции Остается заметить, что 

Мп 
п!

х £ [0, а],

где а = тах{х : х 6 Е}, а М„ = тах3.€[0,а] |/{п)(*)| (см., например, [14], стр.
494-495).

Доказательство теоремы 2. Достаточно воспользоваться леммой 1 в доказа
тельстве теоремы 2.1 работы [6].

Доказательство теоремы 7. Достаточно воспользоваться леммой 3 и рассуж
дениями, приведенными при доказательстве достаточности теоремы 1.
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Abstract. The paper investigates fast approximation of functions from the Hardy 
and Lebesgue spaces by classical linear varieties. Some subclasses of these spaces, 
which may be approximated by several classical systems faster than the rate of the 
geometric progression, are analytically described.
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