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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА СЕРИИ
Настоящий выпуск представляет собой № 4 тематической серии, посвящённой 

близким предметам ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ (в смысле Бляшке-Санта- 

ло-Халвигера) и СТОХАСТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. Статьи в этой области, 

имеющие прикладную или статистическую природу, публикуются в ряде пери- 

одических изданий. Однако работы в той же области, посвящённые математи­

ческому анализу, несмотря на большой интерес к ним, не имеют определённого 

признанного места публикации. Настоящая тематическая серия быть может из­

менит эту ситуацию.

Список публикаций по Интегральной и Стохастической Геометрии в “Известиях 

Академии Наук Армении", серия Математика довольно значителен. В частности, 

не считая тематической серии, имеются три специальных выпуска (4-ые номера 

за 1994, 1996 и 1998 годы) под общим названием "Аналитические Результаты 

Комбинаторной Интегральной Геометрии”. Эти три выпуска заслужили самых 

высоких оценок (так, профессор Дитер Баум из Трирского Университета писал : 

"Букет блестящих, впечатляющих аналитических результатов ... очень важные, 

успешные и глубокие математические исследования"). Эти выпуски составляли 

хорошую начальную основу для тематической серии.

Выпуски тематической серии не имеют строгого графика. Их публикация зави­

сит от наличия и готовности материала. Предусматривается строгая процеду­

ра рецензирования. Планируются несколько дополнительных сборников статей, 

представляющих лучшие исследования по Интегральной и Стохастической Гео­

метрии, ранее опубликованных в нашем журнале.

Редакционная коллегия надеется на положительный резонанс интернационально­

го математического сообщества, включая представление статей к публикации, 

участие в процессе рецензирования и т.д.. Журнал готов к любому сотрудни­

честву, направленному на улучшение качества тематической серии.

Рубен В. Амбарцумян

Главный редактор

Ереван, июнь 2003
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ВАЛЮАЦИИ В ПРОСТРАНСТВАХ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Р. В. Амбарцумян

Институт математики НАН Армении 
E-mail : rhambart@aua.am

Резюме. В статье приведены несколько теорем, касающихся валюаций на так- 
называемых кольцах Сильвестра в пространствах прямых или плоскостей в 
2- или 3-мерных евклидовых пространствах. В трансляционно-инвариантном 
случае эти результаты дополняют классическую теорию.

ВВЕДЕНИЕ
Валюация - обычное название конечно-аддитивных функций, определённых 
на кольце подмножеств некоторого пространства. В статье приведены теоремы 
об общих валюациях, определённых на так называемых кольцах Сильвестра в
пространствах :

С = прямые в евклидовой плоскости, д ЕС, (ИтО = 2,
1Е = плоскости в трёхмерном евклидовом пространстве, е Е 1Е, <Ит1Е = 3, 
В? = прямые в трёхмерном евклидовом пространстве, 7 € Г, (ИтТГ = 4.

Основным инструментом является аппарат комбинаторных валюаций, иссле­
дованных автором и его учениками в [1]- [10], среди которых выделим моногра-
фию

CIG = COMBINATORIAL INTEGRAL GEOMETRY, [1].
Важный вопрос : все ли валюации на кольцах Сильвестра в вышеупомянутых
пространствах являются комбинаторными получил к настоящему времени поло­
жительный ответ только для пространстваС (Теорема 1). Несмотря на этот про­
бел, комбинаторные валюации применяются в ряде задач общей теории. Напри-
мер, в задаче существования валюаций на кольцах Сильвестра в пространствах
IE и IT, обладающих наперёд заданными бьзшшконовыми плотностями (Теоремы 4
и 7). Здесь положительный ответ даётся указанием конкретных комбинаторных

Работа выполнена при поддержке NFS АТ (грант # МА 087-02/CRDF #12065).
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валюаций. Примечательно, что обе теоремы используют т.н. ’’отображение Фун­
ка”, т.е. существование и единственность решения классической задачи Функа о 
восстановлении симметрической функции, определённой на сфере, по интегралам 
вдоль больших кругов.
В настоящей статье комбинаторные валюации в пространствах С, 1Е и 1Г, стро­
ятся на основе флаговых плотностей, последние впервые были предложены в 
контексте интегральной геометрии в монографии [2]. В частности, подход свя­
занный с флаговой плотностью позволяет установить ’’локальные” условия про­
должимости комбинаторной валюации до знакопеременной меры в соответству­
ющем пространстве (Теоремы 2, 5, 8). Эти условия приводят к красивым чис­
то геометрическим результатам : при дополнительном условии трансляционной 
инвариантности, все валюации, допускающие продолжения до знакопеременных 
мер - необходимо комбинаторные, и определяются с помощью флаговых плот­
ностей, получаемых как образы Функа бюффоновых плотностей (Теоремы 3, 5, 
9). Первоначальный интерес к общим валюациям, возник из давнего результата 
([1], [10]), о комбинаторном решении четвёртой проблемы Гильберта. Согласно 
Теореме 1, этот результат теперь можно сформулировать в следующем виде :

Предложение. Пусть функция Е(Р1,Р2), Р\,Р2 € 1Н2 симметрична и непре­
рывна. Следующие два утверждения эквивалентны :
1) Е(Рь Р2) есть линейно-аддитивная псевдометрика на ПС ;
2) единственная валюация V на кольце Сильвестра в пространстве С, для ко­
торой Е(Р\, Р2) является т.н. бюффоновой функцией, продолжается до неотри­
цательной меры в пространстве С, причём последняя приписывает меру ноль 
каждому пучку прямых, проходящих через одну точку.

Статья состоит из двух частей : В параграфах 1-6 приводятся необходимые поня­
тия, задачи и предварительные Предложения, а в параграфе 7 приводятся Теоре­
мы. Теоремы приводятся без доказательств, последние могут быть выработаны 
из результатов [1]֊[10].

§1 . КОЛЬЦА СИЛЬВЕСТРА

1И ( 1 определения колец Сильвестра требуется рассмотрение эквива­
лентных классов : два множества в пространстве С (1Е или 1Г) называются экви- 
валентными, если их замыкания совпадают. На этой детали мы останавливаться 
не будем.

Определение 1. — кольцо Сильвестра в пространстве С :
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Две различные точки Р\ и Р? на евклидовой плоскости Ж2 определяют ”Бюффо- 
ново множество”

{д ЕС: д разделяет точки Р\ иР2).

По определению •
БИС = минимальное кольцо подмножеств в пространстве С, которое содер­

жит все Бюффоновы множества.

Определение 2. БИЕ = кольцо Сильвестра в пространстве Е :
Так как каждая плоскость е € 1Е разделяет трёхмерное евклидово пространство 
Ж3 на две компоненты, определение кольца БЯ1Е аналогично определению 
кольца БКС.
Две различные точки Р^, Р2 Е Ж3 определяют Бюффоново множество в Е :

{е Е Е: е разделяет точки Р1, Рг Е Ж3}.

По определению
БИЕ = минимальное кольцо подмножеств в Е, содержащее все Бюффоновы 

множества.

Определение 3. БИГ = кольцо Сильвестра в пространстве Г :
Пусть т - пластинка = ограниченное выпуклое многоугольное плоское подмно­
жество в Ж3. Бюффоновы множества в 1Г имеют вид

{76 Г: 7 содержит одну точку из внутренности пластинки т}.

По определению
БИГ = минимальное кольцо подмножеств в Г, содержащее все бь оновы31« Ф в

множества.

§2 . БЮФФОНОВЫ ФУНКЦИИ
Для валюации V, заданной на кольце Сильвестра в С, Е или Г, её сужение на
Бюффоновы множества называется Бюффоновой функцией валюации V (обозна­
чение : В(Р1,Р2) для С или Е, и В(т) для Г).
Бюффоновы функции наследуют свойство аддитивности соответствующей ва­
люации V на каждой прямой д ЕС, прямой 7 Е Г или плоскости е Е Е.
Плотности Бюффоновых функций не обязательно неотрицательны. Дадим соот­
ветствующие определения.
Бюффоновы плотности валюации V на БИС : если для любых Р\,Рз Е Ж՜,

В(Р1,Р2) = Л(Р,¥>М, (1)
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то А(Р, у?) называется Бюффоновой плотностью валюации V. В (1) интегриро­
вание ведётся по Р, принадлежащим отрезку Рх,Р2, (11 - мера Лебега на этом 
отрезке. Одномерный параметр р в аргументе плотности А обозначает плоское 
направление отрезка Р1, Р2, т.е. остаётся постоянным для точек Р, изменяющих­
ся вдоль пути интегрирования Рх, Р2.
Бюффоновы плотности валюации V на БИЛЕ : если для любых Рх,Р2 € Л!3 
имеем

3) Существует ли для данной функции А(Р, знакопеременная мера на Г, 
значения которой на Бюффоновых множествах задаётся интегралом (3) ?
Для трансляционно инвариантных случаев при некоторых предположениях глад­
кости имеются утвердительные ответы на эти три вопроса (получены с помощью 
обращения соз-преобразования).

Формулировки в терминах валюации 
(^1. Существует ли для заданной функции А(Р, <^) валюация V на БИС такая, 
что её Бюффонова функция задаётся интегралом (1) ?
С22. Существует ли для заданной функции А(Р, П) валюация V на БЕЛЕ такая, 
что её Бюффонова функция задаётся интегралом (2) ?

в(рьр2) = [ х(Р,а)<1Ц (2)
1Р1Р1

то А(Р, (7) есть Бюффонова плотность валюации V. В (2) интегрирование ведётся 
по Р, принадлежащим отрезку Рх,Р2 в 1Б3, (11 - мера Лебега на этом отрезке.
Параметр И = пространственному направлению отрезка Рх,Р2.
Бюффоновы плотности валюации V на БШГ : если для любой пластинки
т имеем

В(т) А(Р, о>) с/а, (3)

то А(Р,ш) есть Бюффонова плотность валюации V. В (3) интегрирование ведётся 
по Р € т относительно (1а = 2-мерная мера Лебега на пластинке т, а и = 
пространственное направление нормали к т.

§3 . ЗАДАЧИ В КЛАССИЧЕСКОЙ ФОРМУЛИРОВКЕ И
В ТЕРМИНАХ ВАЛЮАЦИЙ
Классические ормулировки :з>.

1) Существует ли для данной функции А(Р, у?) знакопеременная мера на С, 
значения которой на Бюффоновых множествах задаются интегралом (1) ?
2) Существует ли для данной функции А(Р, О) знакопеременная мера на 1Е.
значения которой на Бю оновых множествах задаются интегралом (2)?1 1
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С}3. Существует ли для заданной функции Л(Р, П) валюация V на БИТ такая, 
что её Бюффонова функция задаётся интегралом (3) ?
(24֊С26. Возможно ли валюацию V заданную на БИС (БЯЕ или БИТ) продол 
жить до знакопеременной меры на С (1Е или Г) ?
Говоря о знакопеременных мерах мы обычно (если не оговорено противное) под 
разумеваем знакопеременные меры, имеющие плотности. Знакопеременная мера 
М на С обладает плотностью, если существует не обязательно неотрицательная 

9
непрерывная функция р(д)} д € С такая, что для любого борелевского множества
А ЕС

МИ) = / Л)д№), 
.1А

где р = единственная (с точностью до постоянного множителя) инвариантная 
относительно евклидовых движений мера на С.
Это определение распространяется на знакопеременные меры на Е и 1Г, где так­
же существуют инвариантные относительно евклидовых движений меры, причём 
они единственны (с точностью до постоянного множителя). Соответствующие 
плотности обозначаем р(е), е € Е или />(7), 7 € Г. Таким образом, вопросы 
(34֊(^6 в действительности относятся к существованию плотностей р(д), р(е) и 
р(7). Вопросы <21 и р4 как бы делят классическую задачу 1) на две части ; то 
же касается вопросов С}2, (^5 и классической задачи 2), а также вопросов (^З, Рб 
и классической задачи 3).

§4 . ФЛАГИ И КЛИНЬЯ
2—флаг / есть пара состоящая из точки Р Е Е2 и плоского направления ср.
Таким образом, 

/ = (Р,¥>), Рек2, <Р € 51,

где £1 - окружность, с отождествлёнными парами взаимно противоположных 
направлений (представляет пространство направлений на плоскости).
Пусть £2 - проективная (или эллиптическая) плоскость, £1(П) - окружность, 
представляющая пространство направлений ортогональных П.
3-флаг / есть тройка, состоящая из точки Р Е Е , пространственного направ­
ления И и направления ф Е Л (И). Таким образом

/ = Реп1, Пе52, Фе£1(П),

Каждому прямолинейному отрезку о на плоскости ]И2 имеющему направление 
ср € £\ соответствует множество 2-флагов

V = {/ = (Р, ср) : Р Е I/, но ср фиксировано и совпадает с направлением м}, 
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которое называется 2-клином. Отметим, что отображение и —> v является 
взаимно однозначным, т.е. 2-клинья могут быть заменены прямолинейными 
отрезками.
Каждому прямолинейному отрезку и в IR3 имеющему направление 9 Е £2 и дуге 
a С £1(9) соответствует множество 3-флагов

w = {/ = (Р, 9, ф) : Р Е и, но 9 фиксировано и совпадает с 

пространственным направлением отрезка и, ф € а},

которое называется 3-клином.
Дуальные параметры 3-флагов
Для того, чтобы задать 3-флаг f в IR3 можно использовать параметры дуаль­
ные к 9 и ф, т.е. f = (Р,ш,у>), где 
cu G £2 — направление нормали к 9 и направлению 0, <р е £i(cu) - направление 
совпадающее с направлением 9.
Приведённые флаговые функции
Любая функция р(/) = р(Р, 9,0), зависящая от 2-флагов имеет дуальное пред­
ставление р(/) = р(Р,си,«/?). Если флаговая функция имеет вид р(/) = р(Р,и») 
(не зависит от (/?), то р(Р, 9,0) называется приводимой и р(Р,си) (функция опре­
делена на ПТ{ х £2) называется приведённой версией функции р(Р, 9,0).

Образ Функа
Для функции и(9), заданной на £2, её образом Функа у(ш) называется функция 
определённая на £2 и являющаяся единственным решением уравнения Функа 

ц(9) = v(cu) dl,

где с(9) С £2 - большой круг с полюсом в точке 9. Условие и(9) € где 
означает класс трижды непрерывно дифференцируемых функций, достаточно 
для существования и единственности решения уравнения Функа.

§5 . РАЗРЕШАЮЩИЕ МНОЖЕСТВА КЛИНЬЕВ И ФУНКЦИИ
Следующие утверждения можно найти в CIG. Заметим, что в CIG, Предложе­
нием 1 сформулировано в терминах прямолинейных отрезков.
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Случай SRG
В Предложении 1, М есть (произвольная) мера HaG, a F(v) (функция, завися­
щая от 2-клина v) строится следующим образом. Пусть А2(Р,- Бюффонова
плотность валюации V = сужение меры М на SRG. Ясно, что Х2(Р,<р) зависит
от 2-флага. Полагаем

F(v) = / A2(P,<p)dZ, 
J и (4)

где dl = мера Лебега на отрезке соответствующего и. Согласно (1), F(v) =
B(Pi,P2), где отрезок Р\,Р2 и 2-клин v соответствуют друг другу.

Предложение 1. Для любого А € БИС существуют конечное множество 2- 
клиньев {и։} (разрешающее множество) и необязательно положительные целые 
коэффициенты С{(А) (разрешающие коэффициенты), зависящие только от 2- 
клина и, 6 {и, } и А. Для любой знакопеременной меры М на С

М(А) = £ a(A) F(vi). 
{v;}

Случай SRIE
В Предложении 2, М - произвольная мера на Е, а функция F(w) зависящая от
3-клина w, строится следующим образом. Положим

р(Р,П,ф) = p(f) = / sin2aM(cte),

где / = (P, Q, </>) есть 3-флаг, a = a(f, е) - угол между Q и направлением прямой
пересечения плоскости е с плоскостью, содержащей Q и ф. Полагаем

F(w) = I dl I р(Р, Q, ф) dф, 
JI/ J a

(5)

где ии соответствует р = отрезку направления И и а = дуге в £1(П), 
dl = мера Лебега на р, 
dф = равномерная угловая мера на а.

Предложение 2. Для любого А € SRE существует конечное множество 3- 
клиньев {w,} (разрешающее множество) и целые необязательно положительные
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коэффициенты сДА), зависящие только от 3-клина € {гд։} и А (разрешающие 
коэффициенты). Для любой знакопеременной меры М на 1Е

М(А) = £cs(A)F(ws). 
{v.}

Случаи 8И1Г :
В Предложении 3, М есть (произвольная) мера на В?, а 3-клиновая функция (и?) 
строится следующим образом. Сначала положим

p(P,Sl,<t>) = р(/) = / sin 95 p(f, Ч>) dip,

где р(/, <р) - значение плотности меры М на прямой 70, содержащей точку 
Р, и параллельной плоскости, проходящей через П и ф и направление которой 
составляет угол <р с П. Затем полагаем

W(w) = dl sinai sino<2 р(Р, 
J1/ J a

(6)

где ai и «2 - углы между ф и концами дуги а.

Предложение 3. Для любого А € SR.IT существуют два двумерных много­
образия 3-клиньев /2)} и /2)} (разрешающие множества) и две
целые необязательно положительные функции (/1, /г) и (разрешаю­
щие функции), зависящие только от соответствующих 3-клиньев и А. Для любой 
знакопеременной меры М на 1Е имеем

Для всех трёх случаев, в монографии CIG предложены конкретные алгоритмы 
для нахождения решающих множеств и коэффициентов (или функций), которые 
мы называем комбинаторными алгоритмами.
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§6 . КОМБИНАТОРНЫЕ ВАЛЮАЦИИ : ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Случай
Каждой симметричной, непрерывной аддитивной функции Ь(Р1,Р2), Р^Р2 е

соответствует функция Р(ц) зависящая от 2-клиньев :

Л») = 6(Р1։Р2),

где отрезок (Р1,Р2) и 2-клин и соответствуют друг другу как описано выше. В 
случае

Ь(Р1,Р2) р(Р, р) Л

(ср. с (1)), говорим, что Р(ц) соответствует функции р(Р, </?).
Комбинаторная валюация V, которая соответствует функции 6(Р1,Р2) (или 
р(Р, </>)) определяется следующим образом. Для заданного А 6 8ВС полагаем

У(А) = ]Тс<(А)Г(ц։), 
{«<}

где {ц,} и с, (А) суть разрешающее множество и разрешающие коэффициенты 
множества А, определённые по комбинаторному алгоритму.

Случай 8Я1Е
Каждой непрерывной 3-флаг функции р(Р, Г1,ф) соответствует комбинаторная 
валюация V на 8Ы1Е. По определению, для каждого А € 8В1Е

У(А) = £ са(А)Г(и>5),

где функция клина Р(м) определяется по формуле (5), {ю,} и с, (А) суть разре­
шающее множество и разрешающие коэффициенты, определённые по комбина­
торному алгоритму.
Случай 81ПГ
Каждой непрерывной 3֊флаговой функции р(Р,С1,ф) соответствует комбинатор­
ная валюация V на SR.1T. По определению, для каждого А € ЗИГ

»=1,2՝' ՝' 
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где функция клина Г(и)) определяется по формуле (6), {ги(։)(/1, /2)} и с^(/1, /2) 
суть разрешающие многообразия и разрешающие функции, определённые по 
комбинаторному алгоритму.
Ниже, функции р называются флаговыми плотностями соответствующих 
комбинаторных валюаций на 8КС, БК1Е или 8К1Г. Для комбинаторной валю- 
ации V на 8КС, всегда р(Р, <р) = А(Р, <р), т.е. флаговая плотность совпадает с 
Бюффоновой плотностью.

§7 . ТЕОРЕМЫ
Теорема 1. Каждая валюация V, определённая на 8КС и обладающая непре­
рывной Бюффоновой функцией В(Р1,Рг) совпадает с комбинаторной валюацией 
для Б (и) = В(Р1,Р2).
Рассмотрим дифференциальное соотношение

дх(р^) = а2л(р>у?) 
дпР дрд^Р (7)

где —— обозначает дифференцирование по переменной <р против часовой стрелки. 
д<р

На прямой Р, которая содержит точку Р и имеет направление <р € £1, мы 
выбираем одно из двух возможных направлений в качестве положительного.

Тогда обозначает дифференцирование по точке Р в его положительном

направлении и —— обозначает дифференцирование по Р в направлении нормали 
дпР

L и отстающая в левой полуплоскости от ориентированной прямой L.

Теорема 2. Уравнение (7) является необходимым и достаточным условием того, - 
что валюация V на 8КС, соответствующая Х(Р,<р) Е продолжается до 
знакопеременной меры на С.
Для трансляционно инвариантных валюаций, А(Р, </?) = Х(<р) не зависит от Р, и 
соотношение (7) всегда выполнено. Отсюда следует :

Теорема 3. Любая трансляционно инвариантная валюация V на 8КС, облада­
ющая Бюффоновой плотностью А(<^) € продолжается до знакопеременной 
меры на С, плотность которой для прямой д имеющей направление <р равна

р(д) = + A"(v>).
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Теорема 4. Для каждого А(Р, И) € С(3), класс валюации V на 8ЯЕ для которых 
А(Р, П) является Бюффоновой плотностью, непуст и, в частности, содержит 
комбинаторные валюации. Всякая комбинаторная валюация V из описанного 
класса соответствует флаговой плотности типа

Р1(Р,П,0) + р2(Р,9,0),

где р2(Р, 0,0) ֊ флаговая функция, удовлетворяющая условию

р2(Р,П,0)(/0 = 0.

Для каждого Р € 1И3, флаговая функция р\(Р,£1,ф) приводима и её приведённая 
версия Р1(Р,ш) удовлетворяет условию

р1(Р,ш) = образ Функа функции А(Р, П).

Теорема 5. Комбинаторная валюация V на 8ЯЕ соответствующая приводимой 
р(Р,С1,ф) Е С^3\ продолжается до локально конечной знакопеременной меры на 
1Е тогда и только тогда, когда приведённая версия р(Р,<д) функции р(Р,П,ф) 
удовлетворяет следующим четырем условиям : 

д2р(Р,ш) д2р(Р,ш) 
(ахР)2 + (дуру

др(Р^) 
дшР (8)

д2р(Р,ш)
дхРдуш

д2р(Р,ш)
+ дуРдхш = 0,

д2р(Р, о;) д2р(Р,ы) 
дуРдуШ + дхРдхш

где х и у - взаимно ортогональные направления, ортогональные к

Теорема 6. Трансляционно инвариантная валюация V на 8И1Е, обладающая 
Бюффоновой плотностью А(П) € С(3) продолжается до знакопеременной меры 
на Е тогда и только тогда, когда V является комбинаторной валюацией, по­
рождённой приводимой флаговой плотностью ф), причём её приводимая вер­
сия удовлетворяет условию

р(и) = образ Функа функции А(П).



16 Р. В. Амбарцумян

Замечания
Уравнения в (8) означают, что при фиксированном и, функция р(Р,и>) зависит %
только от проекции точки Р на плоскости, перпендикулярной к ш и гармонична 
в этой плоскости.
Если в Теореме 4, р2(Р, П,0) 0, то комбинаторная валюация V, соответству­
ющая р1(Р, С1,ф) +р2(Р, 0,0) может не иметь продолжений до знакопеременной 
меры на 1Е (существуют примеры).
Доказательство Теоремы 6 основано на геометрическом тождестве

— вт(Л, Г։ ) (со€ (7,1 +со1(7։2) = О,

верном для каждого многоугольника т, всякой точки фо € т и всякого направле­
ния А в плоскости многоугольника. В этом выражении

г, = |<2о^։| - расстояния между фо и вершинами и1։уп многоугольника г, 
(ц = внутренний угол многоугольника т при вершине и», г = 1, ...,п;
ста, = углы, на которые прямая разделяет внутренний угол а,, 

<7։= (7։1 + <7,2, I = 1, П.
(Л,г<) - угол между Л и г,.

Полное доказательство этого геометрического тождества, вместе с описанием его 
места в доказательстве Теоремы 6 можно найти в статье В. К. Оганяна [11] в 
настоящем номере.

Теорема 7. Для каждой А(Р,и) Е С(3^ класс валюаций на SR.IT, для которых 
есть Бюффонова плотность не пуст, и, в частности, содержит комби­

наторные валюации. Всякая комбинаторная валюация V из этой совокупности 
соответствует флаговой плотности типа *

р(Р,Я,Ф) = Р1(Р,Я) + Р2(Р,П,Ф),

где р2(Р, П, 0) ֊ флаговая функция, удовлетворяющая условию

в1п2(ф - 0} р2(Р,а,ф)Фф = 0;

для каждого Р € Ш.3, а флаговая функция р1(Р, О) (независящая от ф) удовле­
творяет уравнению

Ру(Р,П) = образ Функа функции Л(Р,ш).
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Имеется результат А. Давтяна относительно продолжения валюации V на SR.IT 
до знакопеременной меры в Г для случая р(Р,£2,0) = р(Р,9) (нет зависимости 
от ф). Рассмотрим дифференциальное соотношение

др(Р^) d2p(P,Q)
дпР доРдпП' (9)

означает дифференцирование по аргументу Р в направлении Q в котором

означают дифференцирование по аргументу Р и Q соответственно,

оба в некотором направлении п, перпендикулярном £2.

Теорема 8. (А. Давтян). Комбинаторная валюация V на ЗИГ, соответствую­
щая р(Р, £1) 6 порождает знакопеременную меру в пространстве Г тогда и 
только тогда, когда р(Р, £2) удовлетворяет уравнению (9) для любого направле­
ния п, перпендикулярного £2.
Как следствие получаем :

Теорема 9. Для любой функции А(ш) € существует единственная транс­
ляционно-инвариантная валюация V на ЗИГ, Бюффонова плотность которой 
есть Л (си) и которая продолжается до знакопеременной меры на Г1. Валюация V 
необходимо комбинаторная и соответствует флаговой плотности

р(£2) = образ Функа функции Л(си).

Abstract. The paper presents several theorems concerning valuations on the so- 
called Sylvester rings in the spaces of lines or planes in 2- or 3-dimensional Euclidean 
spaces. In translation-invariant case these results complement the classical theory.
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ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАДОНА С ПРИМЕНЕНИЕМ 
В ТЕОРИИ ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

Р. Г. Арамян

Институт математики НАН Армении 
E-mail: raHk@instmath.sci.am

Резюме. Некоторые проблемы теории выпуклых тел приводят к интегральным 
уравнениям, обобщающим преобразование Радона на сфере. Настоящая работа 
предлагает так называемый метод согласования для решения соответствующих 
интегральных уравнений. Исследуемое в работе уравнение ранее было найдено 
при изучении связи проективной кривизны выпуклого тела с его порождающей 
плотностью. Обращение этого уравнения приводит к новому представлению для 
порождающей плотности выпуклого тела.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Некоторые результаты в теории выпуклых тел приводят к интегральным уравне­
ниям, которые назовём обобщённые уравнения Радона. Введём обозначения :

S2 - единичная сфера в IR3 (пространство пространственных направлений), 
5С 52 ֊ окружность большого круга с полюсом в точке 6 82.

Пусть <р) - функция, заданная для каждого (^, 9?) € 8^ х 8^, причём си 6 82. 
Для заданной непрерывной функции /(9), определённой для П € в2, обозначим 
через /^ (</?), <р Е сужение /(Q) на окружность S^. Рассмотрим интеграл

F(cu,V0 = [ K<A^4>)f<A4>)d<p, xu € S2 и ф € S^, (1.1)
JS"

где dip - обычная угловая мера, т.е. мера на инвариантная относительно 
вращений вокруг си и нормированная условием Js dip = 2л՜. Формула (1.1) 
определяет преобразование

/(Q)->F((u,^) (1.2)

и мы ставим задачу обращения этого уравнения (т.е. восстановление функции 
/(Q) по заданным F(cu,^) и К^ф, у?)).

Работа выполнена при поддержке NFS АТ (грант # МА 087-02/CRDF #12065).
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Определение 1.1. Если для заданных и существует /(17),
определённая на Б2 и удовлетворяющая (1.1), то /(12) называется сферическим ч
решением уравнения (1.1). г
В случае К^(ф,1р) = 1, для всех ш Е 82, имеем ^(ш,^) = ^(си) и задача

(1.3)
Б

сводится к классической задаче Функа (или сферической задаче Радона), кото­
рая имеет единственное сферическое решение в классе чётных (симметричных) 
функций, определённых на 82, когда Г(ш) является чётной и достаточно глад­
кой (см. [7], [9]). Ниже рассматриваем уравнение (11) для более общих ядер 

у?), удовлетворяющих некоторым предположениям гладкости, без условия
симметрии на функцию /(11). В (1.1), /Д</>) - флаговая функция, и мы напом­
ним основные понятия, связанные с флагами (в интегральной геометрии понятие 
флага впервые было систематически использовано Р. В. Амбарцумяном в моно­
графии [2]).

Флагом называется пара (си,</?), где и € 82 и Е 8^. Каждому флагу (сь>,</?) 
соответствует дуальный флаг

(о/,у?) -> (^,9?)* = (И, 0), (1-4)

где 9 Е 82 - пространственное направление совпадающее с 6 8^, а ф - одно 
из двух направлений в 8п, ортогональных к и. Для заданной флаговой функции 
д(и»,9?), обозначим через <?*(ш,(р) образ функции д, определяемой формулой

= 9(П,Ф)- (1-5)

Определение 1.2. Для каждого и Е 82, (1.1) сводится к интегральному уравне­
нию на окружности 8^. Если непрерывная функция (7(и,</?) для каждого иЕ82
является решением этого уравнения, то 
уравнения (1.1).

(7(о;, </?) называется флаговым решением

Определение 1.3. Если флаговое решение (7(си,</?) удовлетворяет условию

в(П,ф) = (7(0) (1.6)

(нет зависимости от переменной </>), то С(ш,<р) называется согласованным 
рлаговым решением.
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Пример.

=—Г(ш) (1.7)X л * 
является флаговым решением для сферического уравнения Радона (1.3), которое 
не является согласованным.
Существует важный принцип : каждое согласованное флаговое решение 
(7((х>,(/?) уравнения (1.1) с помощью отображения

G(u,<p) C7(Q,0) =G(Q) = /(Q) (1-8)

приводится к сферическому решению уравнения (1.1), и наоборот, су­
жение сферического решения уравнения (1.1) на большие окружности
является согласованным флаговым решением.
Следовательно, задача нахождения сферических решений уравнения (1.1) сво­
дится к нахождению согласованных флаговых решений уравнения (1.1).
С этой целью, здесь используется специальный метод согласования, впервые 
использованный в [5], где он был проверен для классического уравнения Функа. 
В настоящей статье мы используем метод согласования для решения уравнения 
(1.1) в случае, когда имеет специальный вид :

(1.9)

где (V> — = (ф — <^)(mod 2тг) (здесь ф и <р суть углы, измеряемые от некоторой
точки отсчёта на S^), /C(i) - гладкая функция, определённая на отрезке [0,2тг), 
преобразованном в окружность S1. Ясно, что /С((^ — 9?)гя֊) не зависит от выбора 
точки отсчёта на S^. На каждой окружности в качестве положительного мы 
выбираем направление против часовой стрелки.
Мы будем рассматривать функции /C(t) из следующих классов :
Класс a). K,(t 4- тг) = £(£), т.е. /C(t) является чётной функцией на S1 и
Jst K(t) Л # О,
Класс b). K,(t 4֊ тг) = -£(t), т.е. /С(£) является нечётной функцией на S1 и 
fsl s*n tdt^O,
Класс с), функция не является ни чётной, ни нечётной, /S1 £(t) dt 0 и 
Js1 s*n tdt б.

Теорема 1.1 (доказательство в §5).
1) Если £(*) принадлежит классу а), то уравнение (1.1) или не имеет ни 

одного, или имеет единственное сферическое решение, которое является чётным. 
В последнем случае уравнение (1.1) необходимо имеет бесконечное множество 
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других (не являющихся чётными) сферических решений, а в первом случае, 
вообще не существуют сферических решений уравнения (1.1).

2) Если К. (£) принадлежит классу Ь), то уравнение (1.1) или не имеет
ни одного, или имеет единственное сферическое решение, которое является 
нечётным. В последнем случае уравнение (1.1) необходимо имеет бесконечное 
множество других (не являющихся нечётными) сферических решений, а в первом 
случае, не существуют вообще сферические решения уравнения (1.1).

3) Если £(/) принадлежит классу с), то уравнение (1.1) или имеет единст­
венное сферическое решение, или не имеет сферических решений.

Прежде чем перейти к основному результату сделаем несколько замечаний. Для 
/С(^) € а) задача обращения уравнения (1.1) сводится к сферической задаче 
Радона, так как если проинтегрировать уравнение (1.1) относительно угловой 
меры Фф по интервалу [0, 2тг), то получим

£(W> - <p)2n)dip dp (1-Ю)

и интеграл /027Г /C((V> — <^)2?г) dip = С 0 не зависит от р. Итак, (1.10) сводится 

к сферическому уравнению Радона (1.3), причём F(u) =
Если /(Q) является сферическим решением уравнения (1.1), то /(Q) будет 
сферическим решением уравнения (1.10). Обратное утверждение нс верно.

Если функция /С(£) является чётной, то /С((^ — р)2п) необходимо симметрична 
(чётна) относительно обеих переменных, а интеграл Js fC((rp — p)2n)f^M dtp 
зависит от суммы значений функции /(Q) в диаметрально противоположных 
точках. Следовательно, если /(Q) является сферическим решением уравнения 
(1.1), то <?(Q) = |(/(Q) 4- /(—Q)) будет чётным сферическим решением урав- 
нения (1.1). Поэтому в случае а), задача обращения уравнения (1.1) сводится к 
сферической задаче Радона. Следовательно, если уравнение (1.10) имеет чётное 
сферическое решение /(Q), тогда /(Q) может быть единственным сферическим
решением уравнения (1.1) (надо проверить). Если /(Q) является единственным
чётным сЭЕерическим решением уравнения (1.1), то (1.1) имеет много других (не
являющихся чётными) сферических решений вида /(Q) + <?(Q), где #(Q) - любая
нечётная функция на S2.
Для случаев /C(t) € b) и /C(t) Е с) уравнение (1.1) может иметь сферическое
решение, которое не является чётным и задача обращения уравнения (1.1) не 
сводится к сферической задаче Радона, потому что в классическом случае можно 
восстановить только чётные решения.
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Теперь сформулируем основной результат. В §6 определяется последователь­
ность стандартных тригонометрических многочленов /4(п,и) : они называ-
ются стандартными, так как их конструкция не зависит от выбора Р(си,^) или
/С(£) в уравнении (1.1). С$ ерические решения выражаются с помощью величин,
определённых для a € [0, 2гг) и u Е (-֊, ֊) по формуле

п

Лп(а, и) = ^(-1)‘[соз (2г — 1)а/(2г — 1) Р2,_;(п, и) + sin 2ia I(2i) РгДп, u)], 
»=1 

а* - . (ш)

где функция I(k) принимает только два значения 0 или 1. В случае /C(t) € с) 
они с помощью алгоритма вычисляются единственным образом (зависят только 
от /C(i)). В случае /С(£) € а), чтобы получить единственное чётное сферическое 
решение мы только должны единственным образом вычислить /(2г — 1), пола­
гая /(2г) = 0 при г = 1,2,.... В случае JC(t) Е 6), чтобы получить единственное 
нечётное сферическое решение мы только должны единственным образом вычис­
лить /(2г), полагая /(2г — 1) = 0 при г = 1,2,... (см. §5).
На протяжении всей статьи (в частности, в Теореме 1.2) мы используем для 
точек ш обычные сферические координаты и,т на 82, зависящие от выбора 
как северного полюса .М Е 82 так и точки отсчёта т — 0 на экваторе вдл 
Здесь и = ~ (<*ЛА/’) так, что точки (0, т) лежат на экваторе. Для того,
чтобы параметризовать флаги, на каждой окружности 8^, выберем Е— восточное 
направление в точке ш для точки отсчёта.
Пусть С7(си, <р) - флаговое решение уравнения (1.1).
Для заданного северного полюса Л/\ и величин и Е (~5։^) и а € (0,2тг), 
обозначим

— Г /2яGj\f(u,a) = / G(w,ip)dT = / G(w(u,т),^(а)) с!т, (1.12)

где 0(и>а) = {(си, <р) : (cu,V) = ֊ - и, (<р,Е) = q}, a dr - обычная угловая мера на 
0(и,а) (по существу 0(и>а) - окружность), (p(a) Е Su/(u>r) и (<^(а),Е) = о).

Теорема 1.2. Из каждого из этих условий
1) JC(t) Е а) и уравнение (1-1) имеет единственное (чётное) непрерывное

сферическое решение и функция G(u,<p) является чётной.
2) £(г) Е Ь) и уравнение (1.1) имеет единственное (нечётное) непрерывное 

сферическое решение и функция является нечётной.
3) JC(t) Е с) и (1.1) имеет единственное непрерывное сферическое решение. 
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вытекает, что сферическое непрерывное решение /(П) уравнения (1.1) имеет 
следующий вид

/(«) =֊Со(0 ,^) + Цщ 1 [ 

27Г 2 п—>оо 7ГХ ,/0

дСп(и, а)

Г

(?Сп(и,а)
-------֊---------СО5 9?+ 

ои
(113)

г2п

О

да
1ап и бш а Ап(а, и) да ди.

Теорема 1.2 предлагает практический алгоритм решения уравнения (1.1) в 
ситуации, когда известно одно из флаговых решений ^(и,^) уравнения (1.1), 
а именно, можно вычислить правую часть соотношения (1.13) для каждого 
направления О С 82 и проверить является ли этот результат решением.
В работе [5] для решения сферического уравнения Радона (1.3), был использован
частный случай соотношения (1.13) с функцией <7(о>, </?) вида (1.7).
Говоря о мотивировках, отметим, что стандартная стереографическая проекция 
переводит задачу обращения классического преобразования Радона на плоскости 
к задаче обращения обобщённой задачи Радона на сфере с /С 1.
Уравнение (1.1) также возникает в следующей задаче теории выпуклости. Обо­
значим через Во класс выпуклых тел В С Ж3, имеющих центр симметрии в 
начале координат О Е Ж3. Опорная функция любого достаточно гладкого тела
В Е Во имеет единственное представление вида (см. [11]) :

#(€)=/ | (£, П) | Л(П) <Ш, 
Уб2

(114)

где д£1 ֊ обычная мера площади на сфере 82, 4 ункция /1(Л) являющаяся чётной,
непрерывной и не обязательно неотрицательной называется порождающей 
плотностью выпуклого тела В. Введём также следующие обозначения : 
€(^,■0) - плоскость, содержащая начало координат О Е Ж3 и направления ш € 82 
и ф е 8^,
В(си, *0) - проекция тела В € Во на плоскость е(а;,^),

- радиус кривизны дВ(о>,^) в точке для которой направление внешней
нормали совпадает с направлением и.
В работе [5] доказано, что для любого достаточно гладкого выпуклого 
тела В Е Во и направления ф Е 8^ имеем

Я(о2,^) = 2/ СО82(^,^)/1и,(^)б/(/7, (1-15)

где (ф'Ц)) — угол между ф и а /^(с^) — сужение порождающей плот­
ности тела В на 8Ш.
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Ясно, что (1-15) имеет вид (1.1) с

/G(Vb<p) = cos2(V>,<p) и Г(а>,ф) = -Я(ш,ф).

Итак, порождающая плотность является одним из сферических решений уравне­
ния (1.15). По Теореме 1.1, для £(£) = cos21, уравнение (1.15) имеет единственное 
чётное решение. Следовательно, оно совпадает с порождающей плотностью те­
ла В. Выполняя необходимые вычисления в выражении (1.13), получаем новое 
представление для порождающей плотности выпуклых тел в 1И3, в терминах 
радиусов кривизны их проекций, которое сравниваем с классическим представ­
лением Бляшке из [6].

§2 . ОБЩЕЕ ФЛАГОВОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.1)
Зафиксируем и € S2 и начнем решать уравнение (1.1) как интегральное урав­
нение на окружности S^. Предположим, что полюс .V € S2 фиксирован, а угол 
(у?, Е) здесь и ниже будем обозначать через <р. Определим

{a(n) = 1, если J /С((ф - </?)2k) cosn^d^ = 0 для любого ф е S^,, 
s. (2.1)

а(п) =0, в противном случае
и

{Ъ(п) = 1, если f /С((ф - <^)2k) sinnipdip = 0 для любого^ G S^,
st • (2.2)

6(n) = 0, в противном случае.
Теорема 2.1. Каждое непрерывное флаговое решение уравнения (1-1) имеет вид

д(ш,<р) = [а(п)Спсо8п<р + Ь(п)5п8шп<р] (2.3)
п=0 Д

для некоторых действительных коэффициентов Сп и $п и Для заданного флаго­

вого решения (7(а/,<^).

Доказательство. Каждое непрерывное флаговое решение уравнения (1.1) явля­
ется суммой G(w, <^) + <?о(<^> гДе ~ флаговое решение соответствующего
однородного уравнения

Д(ф-֊^)2я)р(^,^)</у? for each ф € S^.

Ищем общее флаговое решение уравнения (2.4) как ряд Фурье

<7о(^»9?) = • [Сn cos тир -h Sn sin п<р].

(2.4)

(2.5)

Если ^о(^)99) удовлетворяет (2.4), то (7П — 0, если Л2((ф ~У?)2?г) cosnipdip ф 0 
для хотя бы одного ф € Sw и Sn = 0, если /С((ф — 9?)2я) sin тир dip ф 0 для хотя 
бы одного ф € Sw. Теорема 2.1 доказана.
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§3 . УСЛОВИЕ СОГЛАСОВАННОСТИ
Рассмотрим теперь Сп = Сп(ш) и 5П = в (2.3) как функции от и = т)
и найдём и 5(ш) из условия, что функция удовлетворяет (1.6).
Запишем р(о/, в дуальных координатах и потребуем, чтобы <?(9, ф) не зависела 
от ф для каждого £1 € 82, т.е. для каждого О € 82 имеем

)/
= 0.

/А

Здесь и ниже ( )^ означает производную, соответствующую правому вращению 
винта вокруг £1.
Из почленного дифференцирования с использованием выражений (см. [5])

— — 1ап Р 81П и'ф = ֊ СО8 1р (3.2)

и естественной группировки слагаемых в (3.1), получаем ряд Фурье — (<7(о/, у?))^ 
(соответствующий подробный вывод можно найти в [5]). В силу единственности 
коэффициентов Фурье, имеем

' ֊а(1)(С1(ш))'„ + + 24ап^а(1)С։(«) = -2Г(0) А5(ш)
СО8 У

֊а(О)(Со(а0)1, ֊ а(2)(<72(^))^ + сое V
= -г(1)я;м

4- 21ап и а(2)Сг(си) =
(3.3)

а(0)(Со(а>))'г А,9И у а(2)(С2(ш));
—-------- 6(2) (32 («,))„----------—-----

1=-Г(1)В։»,
+ 2 €ап и Ь(2)52(а;) =

где Г(1) = 1 - (1 - а(2))(1 - 6(2))(1 - а(0)) и Г(0) = 1 - (1 - а(1))(1 - 6(1))

-а(п)(С„)'„ - ~~ ~ ”1апра(п)Сп - а(п + 2)(С(п+2))^+

। 6(п 4- 2)(5(п4.2))'г 
СО81/

-6(п)(5п)(, + а^т,^Сп^ _п։ап^6(п)5„ - 6(п + 2)(5(„+2))р- 
СОЭ

+ (п + 2) 1ап иа(п + 2)С„+2 = -1‘(п + 1) А* + 1(и>)
(3.4)

(п + 2)(С(п+2>)С ,-------֊֊֊^ + (п + 2) ип^(п + 2)5п+2 =-Г(п + 1) В՝„+1(Ш),

для п — 1,2,3,.... Здесь А* и В* суть коэффициенты Фурье —(С(о;, (/?))^

2 2= - (С(^,^))ф СО8П^б/</9 В*(и) = - / (С(и, (р))'ф 81П П(р(1<р, (3.5)
Jo 7Г /о

8Ш (р 
СОЭ и ’
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и /*(п 4֊ 1) = 1 — (1 — а(п))(1 — а(п 4- 2))(1 — Ь(п))(1 - Ь(п 4- 2)). Другими словами

в противном случае.
если а(п) = а(п 4֊ 2) = 6(п) = Ь(п 4֊ 2) = О,

(3.6)

§4 . УСРЕДНЕНИЕ
Пусть И - непрерывное сферическое решение уравнения (1. 1), тогда сужение А
на большие круги является согласованным флаговым решением уравнения (1.1). 
Чтобы вычислить Л.(Г2) возмём И € 82 для полюса П = .АЛ Возвращаясь к 
формуле (2.3) для каждого т € [0,2тг), получаем

/1(П)=СМ0,т),^)+

+ 52 [а(2к)С2>!(Ш(0,т))(-1)* + Ь(2к + 1)52*+1М0,т))(-1)‘].
£=0,1,2,3,...

(4-1)

Проинтегрируем обе части (4.1) относительно однородной угловой меры </т по
множеству [0,2тг). Имеем, (см. (1.12))

2тгЛ(П) — Сп(0, —) 4- а(2Л:)С2*(^(0,т))</т4-

(4-2)

5(2* 4֊ 1)52*+1 МО,

Теперь задача состоит в вычислении

/•2л՜ ___ гЪ* _____
’ С2*(а2(0, т))с1т = С2*(0) И / 52*-ы(^(0,т))б/т = 52* + 1(0).
о •'о

(4-3)

Для этого мы собираемся интегрировать обе части (3.3) и (3.4) относительно ск 

по множеству [0,2тг).
Для ш = (1/, т), где р € [0, |) и т е (0,2тг) (см. (3.5)) обозначим

Л р2п с2п
Л2*4-1(։/) — / / ((7(ол у?))^ соз (2/с 4-1)<^(/</2^г и

л՜ ./о -1о
л27Г г2л

Вм(1/) = ֊ / Г (С7(<л<?))'ф
л՜ Уо Л

(4.4)

Далее предположим, что существуют числа : — минимальное число, для
которого а(2тпо) = 0 и тп.\ — минимальное число, для которого 6(2т1 4- 1) — 0. 
Обсуждение этих предположений можно найти в §5.
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Интегрируя обе части (3.3) и (3.4) и учитывая, что

для у е [0, у) получим

г а(0)Со(|/) + а(2)С2(1/) ֊ 2а(2)С2(р) Ьап у =
= /(1)Л(р)

а(2)С2(г/) 4- 2а(2)Сп(*/) Ъап у 4- а(4)С4(у) - 4а(4)С’4(//) 1ап у =

= ЦЗ)Аз(И 
... ••• ••• ...
а(2т0 ֊ 2)С,2Ш0-2(^) + (2^о “ 2)а(2т0 - 2)С2шо_2(։/) 1ап у =
= 7(2то — 1)А2Шо-1(^)

а(2то 4- 2)С2гПо4-2(1/) — (2то 4՜ 2)а(2шо 4- 2)С2пг0+2(*/) ^ап у =
— /(2то 4- 1)А2то+1(//)

а(2к)С2к(у) 4- 2ка(2к)С2ь(у) 1ап у 4- а(2А: 4֊ 2)С2к+2(у) — ♦
к — (2к 4- 2)а(2к 4֊ 2)(?2л-+2(^) 1ап у = 1(2к 4֊ 1)А2ь+1 {у)

для к > то и

' 6(1)51 (р) + 6(1)51 М ^ап у + 6(3)5з(1/) — 36(3)5з(у) 1ап у =

= 7(2)В2(1/)
• • • ••• • • • • • •
6(2тп1 - 1)^2т1_1М 4֊ (2т1 - 1)6(2т1 - 1)52т1_1(։/)1аш/ =
= 7(27П1)В2т1(//)

6(2гП1 4֊ 3)52гп։.+3(у) - (2тП1 4- 3)6(2т1 4֊ 3)$2т1+з(у) 1ап у =
= /(27711 4- 2)/?2т1+2(1/)

• •• • • • •••

Ь(2к - 1)5^_1(1/) 4֊ (2к - 1)6(2/с - 1)52^-1(1/) 1ап у+

к +Ь(2к+ 1)52К.+1(р) - (2Л+ 1)6(21֊+ 1)5211.+1(1/)1ап1/ = 1(2к)В2к(и)

(4-5)

(4.6)

для к > гп1 + 2. Здесь (см. (2.1) и (2-2))

/(2/с+1) = 1-(1-а(2*:))(1-а(2*;+2)), Ц2к) = 1-(1-6(2*:-1))(1-6(2*:+1)). (4.7)

Обе системы (4.5) и (4.6) являются (бесконечными) системами дифференциаль­
ных уравнений для неизвестных коэффициентов Сп(1/) и 5„(1/). Методом анало­
гичным методу работы [5], для п 0 из (2.3) и (4.4), получим

I г2я /*2я
— / / — (7(11, ср)) со8п((/? — т) (1тс1(р = О,
Я 7о 70

(4.8)
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Зп(т;) = -[ [ (9(0,¥>) - С(0,¥>))8тп(¥> - т)(1т<1<р = 0.
77 Уо

(4.9)

Таким образом, имеем системы дифференциальных уравнений (4.5) и (4.6) с 
граничными условиями (4.8) и (4.9).

§5. РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ
Из (4.5) получаем следующие рекуррентные уравнения для коэффициентов
С2кМ (подробный вывод можно найти в [5])

х _  _ то-1
а(2р)С2р(1/) 4֊ 2ра(2р)С2Р(р) 1ап։/ = 4- 52 (-1)р+։/(2։ 4-1)А2;+1(р)4- 

то —1 _
52 (—1)р+։4ш(2г)С’2»(1/) 1ап и

։=р+1

а(2то — 2)С2т0-2(|/) + (27П° “ 2)а(2п2о — 2)С2т0-2М *апи =
= /(2т0 - 1)А2то_1(1/)
а(2т0 4֊ 2)С2то+2(1/) - (2т0 4- 2)а(2т0 4֊ 2)С2то+2(1/) 1ап и =
= 1(2шо 4- 1)А2ГПо4֊1(^)

_ к
а(2к)Сп.(у) -2ка(2к)С2к^)^п1/ = £ (֊1)*+‘/(2г՜ - 1)А2£_1(1/)4-

£=то+1 

к-1 —
4- $2 (-1)А+։4га(2г)С2,(1/) 1ап I/,

>. «=то+1 

для 0 < р < то и к > то-
Для коэффициентов Згк+Ц^) из (4.6) имеем

' Ь(2р — 1)£2р_1(И 4- (2р ֊ 1)5(2р- 1)£2р֊1(^) €ап1/ =
ТН1 7711 —

= Ё(-1)₽+‘/(2։)В2;(1/) + Ё (-1)’,+(֊12(2։ - 1)Ь(2։ - 1)52,-1(у)1апр 
։=р £=р+1

6(2гт - 1)5^т։_1(^) + (2пг։ ֊ 1)Ь(2т1 - 1)52т1-1(р)еапр =

=/(2т։)В2т1(р)
Ь(2т։ +З)52т,+3(м) - (2т։ +3)Ь(2т1 +З)52т1+3(^)։апр =

= /(2т1 + 2)В2п,1+2(1')
6(2к + 1)5'п+1(р) - (2к + 1)Ь(2к + 1)52*+1(1/)1ап1՜ =

= Е (֊1)*+7(2«)В21(1/)+ 
£=т1+1 *

+ *Е (-1)*+‘2(2» + 1)Ь(2» + 1)5։«+1М4ап1/’
1=гп1+1

для 0 < р < т\ и к > пи 4- 1.
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Таким образом, получили дифференциальные уравнения двух типов :

7Г 7Г
у^)=о.

(5.3)

Единственное решение уравнения (5.3) найдено в [5] :

СОБП У
(5.5)

V

Уравнение (5.4) имеет много решений, зависящих от действительного числа с :

У (I/) = собп V I 
./о СОБ՞ и

(5.6)

Отметим, что если то = 0 и = 0, в силу (5.5) находим единственные значения 
и 52*+1(^), т.е. в силу (4.2) единственным образом вычисляем Л(П). *

Для случая, когда /С(£) не является как чётной, так и нечётной, существует число 
т0 такое, что а(2то) = 0 и число тщ для которого 5(2п11 + 1) = 0 (см. (2.2) и 
(2.3)). Из (5.1) и (5.2) следует, что если то = 0 (эквивалентно £(£)сй 0) и
Ш1 = 0 (эквивалентно /С(£) бш£Л ф 0) мы единственным образом вычисляем 
коэффициенты С2к(у) и 32к+\(у). Следовательно, в силу (4.2) уравнение (1.1) 
или не имеет решений или имеет единственное сферическое решение.
Для случая чётного /С(£), если (1.1) имеет сферическое решение, то (1.1) имеет 
чётное сферическое решение (см. §1). Поэтому рассмотрим (2.3) в классе чётных 
функций (т.е. а(2/с + 1) = 0 и Ь(2к 4֊ 1) = 0). Следовательно, существует такое 
число то, что а(2т71о) = 0. Из (5.1) следует, что если ттго = 0 (эквивалентно

£(0<^ 0), то мы единственным образом можем вычислить коэффициенты
С2к(у). Следовательно, в силу (4.2), в классе чётных функций уравнение (1.1) или 
не имеет решений или имеет единственное сферическое решение. Если уравнение 
(1.1) в классе чётных функций не имеет решений, то оно вообще не имеет 
сферических решений, а если уравнение (1.1) в классе чётных функций имеет
единственное решение, то оно необходимо имеет бесконечно много сферических 
решений, не являющихся чётными.
Для случая нечётного /С(^), если (1.1) имеет сферическое решение /(П), то
д(П) = |(/((2) — /(—$})) является нечётным сферическим решением (1.1). По­
этому рассмотрим (2.3) в классе нечётных функций (т.е. а(2к) = 0 и Ь(2к) = 0).
В случае нечётного /С(<), существует число гщ такое, что Ь(2тщ + 1) = 0. Из (5.2) 
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следует, что если тгц = 0 (эквивалентно fs1 sin tdt 0 0), то мы единствен­
ным образом можем вычислить коэффициенты З^+Д։/). Следовательно, в силу
(4.2), в классе нечётных функций уравнение (1.1) или не имеет решений, или име-
ет единственное сферическое решение. Если уравнение (1.1) в классе нечётных
функций не имеет решений, то оно вообще не имеет сферических решении, а ес-
ли уравнение (1.1) в классе нечётных функций имеет единственное решение, то
оно необходимо имеет бесконечно много ерических решений не являющихсяН

нечётными. Теорема 1.1 доказана.
Далее предположим, что тп0 = 0 для чётного /С(£), тп1 = 0 для нечётного ЛС(£), 
и то = 7П1 = 0 для функции /С(0, которая не является ни чётной, ни нечётной. 
Учитывая (5.3), из (5.1), для к > 0 получаем

a(2k)Cik(O =
COSJfc V

(5.7)

cos2* u du.

Аналогично из (5.2), для к > 0 имеем

Г к

cos2*+11/
(5.8)

§6. ЧАСТИЧНЫЕ СУММЫ РЯДА
Обозначим через

П —

n

Г[(-1)*а(2Л)С։*(0) + (-1)4(2* + 1)S2*+1 (0) (6.1)

частичную сумму ряда. Последовательной подстановкой (5.7) при к = 1,2, ...,п и 
(5.8) при к = 1,...,п в (6.1) можно доказать (см. [5]) следующую лемму.

Лемма 6.1. Частичные суммы ряда (6.1) имеют вид

« г*Pn = 52(-1)։+1 / A2i-i(u)/(2i ֊ l)P2i-i(n,u) 4֊ #2i(u)/(2i)P2i(n,u)du, (6.2)

где An(u) и Bn(u) определены в (4.4), I(n) в (4.7) и

п COS2j U n֊J

m=0

(2j +771-1)!
771!

ДЛЯ i>l,
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n
P2i(n,u) = ^2

• •J=t (j + i)!(j -i)'
соз2-7՜*՜1 и для t > 1. (6.3)

Подставляя (6.2) и (4.4) в (4.2) получим (см. (1.11))

— 7Г 2 Г2п2tt/i(Q) = (?q(0, —) — lim — /
2 n-Юо 7Г Jo

(G(w(u, т), Ап(<р, и) dip du dr. (6.4)

Используя (3.2) имеем

Сф = -G'u cos <p - tan и sin 99 4֊ G'T
зш (р
соз и

(6.5)

Подставляя (6.5) в (6.4), получаем

dGp 
д<р

1ап и 8т (р Ап(<р, и) dip du
(6-6)

2 7Г(ясно, что /0 (7'г</т = 0). Теорема 1.2 (см. §1) доказана.

§7. СФЕРИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ (1.15)
В этом параграфе мы рассматриваем частный случай уравнения (1.1) с /С(£) = 
cos2 t и F(u>,V>) = ^(cu,^), где - кривизна проекции тела В G Во (см.
Введение). Нашей целью является демонстрация факта, что в этом случае предел 
в (6.6) можно вычислить и получить полезное представление порождающей 
плотности /(П) = /г(П) тела В.
Начнем с результата из [3] : для любого гладкого выпуклого тела В имеем

= - f cos2 (V>,<l) ■. d¥>, cu G S2 и i/j G Sw, (7.1)
7Г JSu) Н^,<^)

где г = 1,2 (к1 > /с2) - главные нормальные кривизны 5В в точке с 
нормалью о;, к(ш,<р) - нормальная кривизна в той же точке в направле­
нии т?.
Таким образом, имеем флаговое решение (1.15), которое не является согласован-
ным :

G(k2,(p) =
1 y/kik2 

2тг fc2(u, ip) (7-2)

Найдём согласованное флаговое решение уравнения (1.15). Согласно Теореме
1.2 нужно вычислить индикаторы /(2г — 1). В силу (4.7) имеем /(2г — 1) =
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1 - (1 — а(2г))(1 — а(2г - 2)). Из (2.1) имеем, что а(2г) = 1 тогда и только тогда, 
когда

/ С082(^,<р) С08 2г<рс/(£ = 0 для каждого гр € 8^.

Легко понять, что а(0) = а(2) = 0, а(2г) = 1 при г = 2,3,4..., поскольку

сое2 (г/>, (р) = сое2 (гр — (р) = 2 соз 2гр сое 2^ + 2 бш 2гр эш 2(р - 1.

Имеем /(1) = 0, 1(21 — 1) = 1 при г = 2,3,.. и полагаем 7(2г) = б при г = 1,2,....
После подстановки в (1.11), находим

Лп (</?,«)
п п

= У2(—1)* соб (2г — 1)(/9 ^2
4=2 )=1

СОЗ2՛' и

0՜ + » - 1)!(; - ։)! п»=0

(2; 4֊ тп - 1)! 
тп!

(7.3)
Теперь подставим (7.3) в (6.6) и проинтегрируем по частям под знаком предела.
Имеем

2
' СОБ (р 
О О

Г21г Г—
= / соб<р САп(ср,и)\^ - 

'10
2я

О (Лп)'„ с!и <1<р = - (7.4)
о
г2л՜

О

о

/* 2
' 1ап и 
о

Л)

2я Г1 _ 2я
бш 99 Я„((/9, и) Ии = / 1апи С8пг(рАп(<р, и) !□* —

2я
' С (зт <рАп)'^ с1(р (1и = — 
о

^0 
я С 2 _

' С(и,(р) 1а.пи(81П(рАп)^ (Ьдскр. 
о

(7.5)о

О

Подставляя (7.4) и (7.5) в (6.6), получаем

/г(П) = —(7(0,-) - Нт к ' 27Г 2 п-юо 7Г2

■ г2ж _
/ соз<^(7(а;(0,^)Ап(<р,0) (1<р +

7о

г2тг 'Г 2
I / С(и,9?)[соз(/?(Лп),и + 1апи(зт^Ап)^]с/и^ .
о Уо

(7.6)

Лемма 7.1. Имеет место следующее равенство

сое <р (Ап)'и 4֊ 1ап и (зт <рАп)'^ =
п

(У + 1) соз22 1
(7.7)
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Доказательство.

1=2 
п

1=2

п

п

п

1=2

(-1)4сое2г</?(/-2,-1 4-Р2։+1) 1апи - соз2(/?1апиРз =

п /2? ֊ 1 изтиУ(-1)т 7
\ т 

т=0 х

поскольку легко проверить, что

(■Р2«-1)'„ - (Р2(+1)'и + 2։(Л;-1 + Л;+1)։апи = 0 при 1 = 2,...,п.

Теперь рассмотрим два слагаемых под знаком предела в (7.6). Используя тож- 
дества, которые можем проверить методом математической индукции

СО8 (р

тп=О

= П — I + 1,

(-1)* сое 2гр]

(7.8)

(7-9)

и (см. [10])

СОЗ (2п + 1)(/Э _ 2 у
СО81р

(7.Ю)

получим
2тг п

^2(֊1)։ сое (2г — 1)</>х 
։=2

И > 0

о о
п

2тт
т=0

т =
\ т /

(1<р.
О 4сО8(р
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Обозначим через

Qn(u) = J) cos2-' и 52 (-l)m 1+mY (712) 
3=2 ' 3 2 ' m=0 \ m )

Подставляя (7.7) в (7.6) и интегрируя по частям получим (Qn(^) = 0)

г2”՜
/ / G (u, ip) cos 2ip 2 ( . (j + 1) cos2j-1 usinux
Jo Jo

rn=0

г2тт Г7_
՛ / G(u,y?)cos2y?tanuQn(u) dud<p-
0 Jo

0
' G(u, <p) cos 2ip d<p dQn(u) = 
0

r2 Л г ту i /• 2 Л
’ / G(u,y?)cos2y?tanuQn(u) dudip 4- -Qn(0) / (7(0, ip) cos2ipdip+
0 Jo 2 Jo

d

G(u,ip) cos 2ip dip “uQM du — (7-13)

G(u,<p) cos 2y? d<p
/•2л՜ \
I G(u,ip) cos 2р dip ] tanu Qn(u)du+ 
0 /

G(6,ip) cos 2ip dip.

Используя (7.1) и (7.3) находим

G(u,<p) cos 2ip dip = G(u, ip) (cos2 <p - sin2 ip) dip =

1
2

[Я(ш(и, r), x) - R(u)(u, r), t/)] dr = -[jR(u, x) - R(u, t/)], (7-14)

где x - направление перпендикулярное cu и Q, у - направление перпендикулярное

Подставляя (7.14), (7.11) в (7.6) получаем /i(Q) =
1Д И X.

(-l)n cos (2п 4֊ 1)<^> 
4 cosy?

dip—

Qn(u)du -
n — 1

2
(7(0, y>) cos 2ipdip
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где

4 сое

х֊2 Ит / 
27Г^ п-Юо у0

-Э' (и) 4- £)(и) 1апи (^п(и) с1и — - Р(0) (7-15)

£)(и) = Н(и,т) ֊ Щи,у). (7-16)

о

§8. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРВОГО СЛАГАЕМОГО В (7.15)
Используя известную формулу из дифференциальной геометрии [6], получаем

27Г

2п у/к^2 А 
——————ат—

2л
— Ит

я \Zfcj А:2
0 /с2(а>(0,т)

(֊1)пС08(2п +1)(/> \
----------------------------- 1 ] ар ат =

СОЭ р /
2л у/кгк2

(8.1)

27Г
с1т—

О

о

о

— Нт 
п—>оо 4л՜2 /о Л

тп=1(—1)т сое 2т(рс1(р (1т
(&! СО82((£ ֊ а0) 4՜ ^2 81П2((/9 - «о))2 ’

где ао ~ направление первой главной кривизны в точке с нормалью си(0,т).
Заменяя у? = , получаем

п

7Г

2л \/к\к2 у/к\к2

2я (— 1)т соб(тпх + 2та0) 2л у/кхк2
(1т—

— Нт —
п—>оо 7Г

г2՞.
2 /

т=1 О
сое 2тао

ио

(-1)т сов 7712 , 1 , 
“Т,

о

О

о

О

(8.2)
2 л

где а = 1. Заметим, что
вт тпх

(1х = 0.

Вычислим (см. [10])
о

со82тт 271՜ (х/1 - а2 — 1)2։ 1----------------Лх = — > (2г - 1)^ 7=4=— 
(1+асо8т)2 а а2»՜1 \/1 — а2

7г _ 4тг<7 тпдт(д — 1) 4֊ 1 — дт
(1 -а2)^ “ (71 ֊ о2՜ - 1)У1 - а2 (<? - I)2

2я дт+1 — д я՛
(\/1 — а2 — 1) х/1 — а2 Ч ~ 1 (1-а2)Г
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А(2т+ 1) =
(1 4- асозт)2
сое (2т 4֊ 1)т ал 

(1֊а2)1
_ 4тгд тпдт(д - 1) 4- 1 - дт ал
~ ач/Г^) (9֊1)2 (1- а2)Г

где д = ('/1՜՞2՜1)2.
(8.3)

Вычислим предел подпоследовательности с чётными номерами*(для подпоследо­
вательности с нечётными номерами предел тот же). Подставляя (8.3) в (8.2) и
используя формулу из [10], получаем

2л I
л

\/к1к2
(1т—

(1*1 4- к2)2(1 - асоз2ао)2

2\/к\к2 (1т 
л(к1 4- /с2)2(1 - асоз2а0)2

(8.4)

4\//:1 к2 52™=1 (С08 4тс*о А(2т) — соз 2(2т — 1)«о Л(2т - 1) с1т
л2(кг 4֊ к2)2

2л х/^к2
о 7г (Л4 4֊ А?2)2(1 ֊ асоз2ао)

4 У к2 
л2 (А4 4֊ к2)2

4лд2 соз4а0(1 4֊ д2) - 2д
(ч/1֊а2 - 1)ч/1 ֊а2(9֊ 1) (1 ֊ 2<?соз4а0 + <72)2

2тг(1 4- д) дсоз4а0 - 4тгд соэ 2а0
(ч/1 ֊ а2 ֊ 1)ч/1 ֊ а2(д ֊ I)2 1 ֊ 2<7соз4а0 + д2 а>/1 - а2(д - 1)

2д2 соз4а0 4- 1 - 2д ֊ д2 4лд2 сое 2ао
(1 — 2дсоз4ао 4֊ д2)2 а\/1 - а2(д - 1)(1 — 2<?соз4ао + <72).

с1т.

Подставляя а = 1.-^2 
+А:2 в (8.4), получаем

2тг Л
1

4тг
(8.5)

где = £,(а>(0, т)), к = 1,2.
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§9. ВЫЧИСЛЕНИЕ 12
Сравнивая представление решения классической задачи Функа (см. [5]) с реше-
нием Бляшке (см. [6]) для гладкой функции = F(u,r), заданной
получаем

Г 2 F(u) 
о sinu

— 1 ) du = 2 lim / F(u)' Wn(u)du, J ПЧОО Jq

где
n-j
\ ( i \m

2я

т=0

Чтобы вычислить 12 нам понадобится следующая лемма.

Лемма 9.1. Для достаточно гладкой функции = Е(и,т), определённой на 
Б2, имеем

1 —- sin и \ , 
г—— du>1 + sinu/

՝ где Qn(u) определено в (7.12).

(9.2)

т о

Доказательство. Так как [cos2 u(Wn(u) - Qn(u))]' = -4cosusinu Wn(u), to

Qn(u) = Wn(u) -
СО5 и

cos t sin tWn(t) dt. (9.3)

Подставляя (9.3) в (9.1) получим (9.2). Используя (9.2) и интегрируя по частям 
второе слагаемое в (7.15), получим

2 = lim / 
n-+oo/o

-D'(u) 4֊ Z?(u) tanu I Qn(u) du - -/?(0) = --£>(0)+
* J • • i

о

1 - sin u
2 sinu

1 — sinu\
------ ----- du =

Г 2 _. z . 1 — sin u1 D'(u)—------
0 2 sin u

du — — 1 — sinu , 
------ :----du+

о
f 2 _ z . f 1 — sin u' U(u)tanu -----------
о \ 2sinu

1 - sinu \ , 1
------ :---- I du — -֊Z)(0)+

1 — sin u 
2sinu

' D(u) 
0

1 — sin и

Г nf l 1 “ sinu' D(u)tanu -----------
о \ 2 sin u

1 — sin u\ 1 
------ :---- \ du = — 1 — sin u

——;------ du֊
2 sin u

/ 2 гл/ \ 1 — sinu— I D(u) tanu-----------
Jo 2 sin u

Здесь использовали D(-) = 0.

I 2 ( 1 n/z X ro w \ 1 ֊ SinuF -D (u) ֊ ZJ(u)tanu —- ------du.
0 \ J 2 sin u

о

о

(9.4)
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§10. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДЛЯ ПОРОЖДАЮЩЕЙ ПЛОТНОСТИ
Для фиксированного 9 6 82 рассмотрим обычные сферические координаты и, т
относительно полюса О. Как и раньше (и Е (-|,|), т € (0,2тг)). На 8^ для 
каждого и = и(и,т) рассмотрим два направления х и у, где у - проекция П на
8^, а х - перпендикуляр к у.

Пусть /?1, Яг - главные радиусы кривизны тела В в точке с нормалью ш = и(0, т)

л2тг
Р(ц) = / [Я(ш(и,т),х) - Д(и(ц,т),2/)] с/т,

где Щш,х) и Щш,у) - радиусы кривизны проекции тела В в си по направлениям 
х и у.

Теорема 10.1. Порождающая плотность любого гладкого выпуклого тела В €
♦

Во имеет следующее представление

2тг/1(П) =-Д- [ (7?1 4- Нг) (1т + — [ (И1 (и) - 2Щи) Ьап и)———(1и. (10.1) 
4тг 4тг у0 зши

Доказательство. Подстановкой (9.4), (8.5), (7.16) в (7.15) получим (10.1).
В [6] можно найти следующее представление Бляшке, которое дуально в некото- 
ром смысле (10.1)

2тгЛ(П) = — / 
4я 4тг у0

. 1 — вши ,
и—:----------зши

(10-2)
где Я։(ц,т), i = 1,2 - главные радиусы кривизны тела В в точке с нормалью

Из дифференциальной геометрии известно, что (см. [6])

Н(си,х) 4- Щи),у) = Н1(си) 4- 1Щш). (10.3)

Просуммировав (10.1) и (10.2), получаем следующие следствия :

Следствие 10.1. Порождающая плотность каждого В Е Во имеет следующее 
представление

2тгЛ(0) = -Д / (Н1 + Я2)<1т- 
4тг }3п

(Я(и>, у)'и + [Я(ш, х) ֊ У)] ։ап и)
1 - зш и

Э1П и

(Ю.4)

и

о

с1и с1т.
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Следствие 10.2. Для любых В 6 Во и И € 8 2 имеет место следующее равенство

1 — sin и 
sin и

- — R(w(u,r),y))----------- dr du = 0.
cos и

(Ю.5)
Г

Подставляя /?(о>,^) из (1.15) в правую часть (10.1) можно получить 2яЬ(П).
В следующей статье, используя выражения (10.1) и (10.4) для порождающей 
плотности, мы построим выпуклые тела в терминах радиусов кривизны проек­
ции.
Хочу выразить свою благодарность профессору Р. В. Амбарцумяну за замечания 
и обсуждения.

Abstract. Some problems in convexity theory lead to certain integral equations 
which generalize Radon transform on the sphere. The article suggests what is called 
a consistency method to solve those integral equations. An equation of the type in 
question was found earlier to relate the projection curvature of a convex body with 
its generating density. Inversion of the equation results in a new representation for 
the generating density.
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ОБ ОДНОМ ТОЖДЕСТВЕ В ТЕОРИИ ВАЛЮАЦИЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ПЛОСКОСТЕЙ

В. К. Оганян

Ереванский государственный университет 
E-mail: victo@aua.am

Резюме. Некоторые из теорем интегральной геометрии представленных Р. В. 
Амбарцумяном в его статье настоящего сборника, касаются трансляционно инва­
риантных случаев. Р. В. Амбарцумян предложил в качестве отдельной проблемы 
получить упрощённые доказательства этих результатов. Целью настоящей ста­
тьи является доказательство геометрического тождества на которое опирается 
доказательство теоремы о валюациях в пространстве 1Е = плоскостей в 1И3. 
Статья состоит из двух частей. Первая часть содержит необходимые основные 
понятия из теории комбинаторных валюаций в пространстве 1Е. Вторая часть 
даёт элементарное доказательство этого геометрического тождества.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Валюации в пространствах интегральной геометрии изучались в работах [5] - 
[13]. Теоремы 3, 6 и 9 интегральной геометрии представленные в статье Р. В. 
Амбарцумяна [1] получены из ранних работ, в которых изучались общие ком­
бинаторные валюации. Однако они относятся к трансляционно инвариантному 
случаю, для которого возможно получить упрощённые доказательства и Р. В. 
Амбарцумян в качестве отдельной задачи предложил вывести упрощённые до­

казательства этих результатов.
Целью настоящей статьи является рассмотрение Теоремы 6 с этой точки зрения, 
в частности, дать упрощённое доказательство геометрического тождества на 
которое опирается доказательство теоремы. Указывая на истоки этой задачи, 
мы будем называть это тождество “Тождество Амбарцумяна”.

Работа выполнена при поддержке NFS АТ (грант # МА 087-02/CRDF #12065).
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Валюации в пространстве плоскостей в ВЯ3 и в пространствах прямых в Ж2 и 

в Ж3 изучались в работах [5] - [13], где'была доказана чрезвычайная важность 

валюаций в интегральной геометрии.

Настоящая статья состоит из двух частей. Первая часть содержит необходимые 

основные понятия из теории комбинаторных валюаций на кольце Сильвестра Иде 
(см. [1]) подмножеств

1Е = пространство плоскостей в ВЕС3,

которые приводят к тождеству Амбарцумяна. Эта часть является версией пред­

ставления в [2]. Вторая часть даёт элементарное доказательство этого геометри­
ческого тождества, а также проверку результата в некоторых частных случаях. 
§1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
В этом параграфе мы в основном следуем представлению [2]. Пусть в Ж3 задано 

конечное множество точек {Р։}, содержащее по крайней мере две точки. Две 
плоскости, не содержащие точек Р։ называются эквивалентными, если они 

индуцируют одно и тоже разбиение множества {Р։}. Множество эквивалентных 
плоскостей мы называем атомом, если его замыкание компактно.
Для заданного множества {Р,}, минимальное кольцо подмножеств пространства 
1Е, содержащее все атомы, обозначим через г{Р;}. Два множества А Е г{Р։} 
и В Е назовём тождественными, если симметрическая разность АДР 
принадлежит объединению конечного числа пучков. По определению, пучок 
есть множество [Р] плоскостей, проходящих через точку Р Е Ж3. Определим 
кольцо подмножеств пространства 1Е : 

иЕ = и »-{Р.},

где объединение распространено по всем конечным подмножествам {Р։} С ЕЯ3, 
содержащим более чем одну точку.

Флаг / в Ж3 есть тройка (Р, 7,е), состоящая из точки Р € Ж3, прямой 7 

проходящей через точку Р и определяемой её пространственным направлению П 
и плоскости е (плоскость флага /), проходящей через прямую 7 и определяемой 
углом поворота ф вокруг оси 7. Имеем

/ = (Р,П,0), Р € Ж3, П Е £2, ф Е £1(П),

где £2 - проективная (или эллиптическая ) плоскость, (И) = £1(7) - окруж­
ность длины 7г, представляющая пространство плоских направлений ортогональ­
ных к 7. Пространство флагов в Ж3 обозначим, через Р. Пространство Р флагов 
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в Ж3 представляет собой произведение Ж3 х V, где V - пространство свободных 

флагов. Мы представляем флаг / парой / = (Р, Л), где Р € Ж3, Л = (9,0) - 
свободный флаг флага /. Часто используются параметры свободного флага
Л = (си, уэ) дуальные к 9,0 :

си - направление нормали к плоскости флага /, си Е £2 ;

1р - направление в плоскости флага /, совпадающее с 9, Е £1(си).
Следовательно, флаг / Е Т может быть представлен в виде / = (Р,си,<р) = 
(Р, е,<?), где е - плоскость, содержащая Р, направление нормали которой есть ад 
и д - прямая в е, содержащая точку Р с направлением
Рассмотрим семейство флагов, зависящих от прямой 7 С Ж3 :

= {/: Р Е 7, 9 совпадает с направлением 7, ф Е £1 (9)}.

Простейшие множества из имеют вид произведения ад = I/ х А, где р С 7 - 
замкнутый интервал, а А С £1(7) - замкнутая дуга (длины, не превышающей тг). 
Множества ад = I/ х А называются клиньями. Пусть е(7,0) - плоскость, 
проходящая через прямую 7 С Ж3, повёрнутая на угол ф Е £1(7)- 

Прямая 7 С Ж3 и замкнутая дуга А С £1(7) определяют множество

V = и е(т, 0) с R3 
А

Теперь мы можем дать следующее эквивалентное определение клина : клин есть

пара ад = (1/, V), где у С 7 ֊ отрезок, а V соответствует некоторому

Асад).
Каждой непрерывной, трансляционно инвариантной лаговой функции р(9, 0)

соответствует комбинаторная валюация V на Ые- По определению, для любого

А Е иЕ :
У(Л) = с,(4)Р(адД

{։*>•}

где суммирование по множеству клиньев {ад5}> ассоциированных с {Р։}, а кли­

новая функция Р(ад) определяется следующим образом : 

1

ад соответствует р = отрезку направления 9,ао = дуга в ^1(9), с!ф инвари­

антная относительно вращений мера на 0-окружности.
Комбинаторный алгоритм вычисления целых коэффициентов сДЛ) можно найти 

В [2]—[4]. .
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Пусть г - ограниченный, выпуклый многоугольник с вершинами VI,ип, лежа­
щий в плоскости ео С 1И3. Пусть Ц ֊ *гочка, лежащая вне плоскости во- Пару 
(Ф, т) будем называть пирамидой К с вершиной С? и основанием т. Положим

А = {е 6 IE: е отделяет Q от г} € Uje-

Мы используем обозначения из [3] и [4]. Система разрешающих клиньев ws для 

К состоит из клиньев вида

= (7, V),

где 7 ֊ ребро пирамиды К, а V - один из плоских углов между плоскостями, 
содержащими грани пирамиды с общим ребром 7. Ниже, рассмотрим V как мно­
жество пространственных направлений ф, ортогональных 7*, где 7* - направле­
ние отрезка 7.

Рёбра пирамиды К назовём боковыми, если они типа Lx = Qvt и базовыми, 
если они типа = ViVj. Клин ws = (ребро пирамиды К, V) называется опор­
ным, если V П int К = 0, и покрывающим, если int К С У. Будем писать 
ws € S1, если ws есть опорный клин на боковом ребре, и ws € cb, если ws есть 
покрывающий клин на базовом ребре.

Пусть р(ш) - непрерывная функция, определённая на обычной 2-сфере S2, ш € S2. 
Ф - комбинаторная валюация на Uje- Значение на множестве А комбинаторной 
валюации Ф, соответствующей “флаговой плотности” /о(о?) имеет вид (см. [3])

ф(а) = £ |£(| ■ [ Р(ш(ь;,ф))аф-У\ь.\ [ , фу, <ц>, (i.i)
sl Vi cb Vi

где cj(Lj,0) и cj(ö*,0) суть пространственные направления нормалей к плоское- 
тям, содержащим пары направлений в скобках.

Разность в правой части (1.1) называется пирамидальным эксцессом (см. 
[2]). Предположим, что точка Q стремится к предельной точке Qo 6 intr. 

Будем писать Q = Qh, где h - расстояние h = |Q,Qo| и А^ = {е Е 
IE: е отделяет Qh от т}.

Критерий пирамидального эксцесса, [2]. Условие

h 2Ф(Аь) —> 0 при h —> О (1.2)

является необходимым и достаточным для существования единствен­
ной, локально конечной знакопеременной меры тп в 1Е, сужение которой
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на Uje есть Ф (кратко : Ф — локально конечная знакопеременная мера 
в пространстве IE).
Используя разложение Тейлора для Ф(ЛЛ), по непрерывности функции р(ш)
имеем из (1.1), что Ф(Ло) = 0. Следовательно, (1.2) эквивалентно условиям

с/Ф(Л0) 
dh

= 0,
^2Ф(Ло) 

dh2 (1-3)

Будем использовать следующие обозначения :

Д — плоские углы между т и плоскостью, проходящей через Ь՝ и 0^;

(г, <р) — полярные координаты точки на плоскости т с началом координат в ф0 ; 
£ — направление опорной прямой многоугольника т; мы предполагаем, что 
т лежит в левой полуплоскости относительно опорной прямой направления 
Пространство опорных прямых есть окружность 81 ;
d£ — мера на 81, инвариантная относительно вращений;
р — расстояние от точки фо до прямой, содержащей отрезок Ь;

ст। — внутренний угол многоугольника т при вершине V», 1 = 1, ...,п ;
сг»1 и ст\2 суть углы на которые отрезок т\ = фои» делит внутренний угол ст», 

<7| — (Гц 4՜ 0»2, i — 1,п.
Рассмотрим (1.1) предполагая, что положительный обход границы дт из точки 
Qh является обходом против часовой стрелки. Не умаляя общности, можно 
считать, что прямая фл,фо перпендикулярна плоскости многоугольника т.
Для клина м, из 81 или сЬ, через обозначим плоский угол, определяющий
плоскость в Vt. В случае wt € si сделаем замену переменной ф -4֊ Исполь­

зуя стандартную формулу из сферической тригонометрии tan& = sin a, tan

tan Qi = h/ri, получаем, что Якобиан преобразования имеет следующий асимп­

тотический (А —> 0) вид :

(коэффициент при Л2 равен нулю). Теперь уравнение (1.1) примет вид

Ф(Л) = В, (Л,г) ֊ В2(Л,т) +о(Л2),

p(o>(Li,6i)) 
sin2 £,

О

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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где Фх - внешний угол многоугольника т при вершине V». ч
Выпишем точные выражения членов пропорциональных к и Л2 в разложении 

д ( ’ (
Тейлора формулы (1.4). Начнём с В1(к,т). Через - — обозначим производную

соответствующую положительному вращению вокруг оси £*, т.е. в направлении 
7Г

Разложение Тейлора имеет вид

где ш - направление нормали к т. Имеем

др(^)

—Ц- + О(И.2), 
0^ Г, $111 С.

где

(18)

Окончательно имеем

дВ^т) 
дк л=о

эш3 &

(см. (1.6)). Так как первые дваТеперь найдём
дВ2(к,т) 

дк
д2В՝(к,т)

л=о
слагаемых в разложении Тейлора имеют вид

Л=0

р(о/(6։,0)) = р(сд) +
др(ш)

дЬх
Ф + О(ф~),

то получаем

+ о(Д2).

Так как /Зх = к/+ о(Л2), мы находим

аВ2(Ь,т) 

дк
д2В2(к,т) 

дк2 Л=0

др(ш) 
дЬ{

(1-Ю)

Из (1.9), (1.10) и (1.4) получаем, что необходимые и достаточные условия для 
порождения знакопеременной меры являются уравнения (эквивалентны условию
(1.3)) :
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и
Ь, др(ш)
? ЭЬ, = 0, (112)

которые должны выполняться для любого многоугольника т и любой точки 
<2о € т.

Для доказательства (1.11) мы можем использовать известный факт, что ком­
бинаторная валюация Ф, соответствующая = 1, порождает стандартную 

инвариантную меру р в пространстве плоскостей 1Е. Так как (1.11) является не­
обходимым условием порождения знакопеременной меры, то подставляя р(а>) = 1 
в (1-11), заключаем, что выражение в квадратных скобках равно нулю.

Что касается (1.12), заметим, что существует некоторое направление А в плос­
кости многоугольника т такое, что для каждого направления £ лежащего в той 
же плоскости, имеем

^=со8(е,Л), (113)

где (£, Л) - угол между £ и Л.
Подставляя (1.13) в (1.12), получаем первую форму тождества Амбарцумяна

соз(^,Л)с^։ (1.14)

которое имеет место для любого многоугольника т, любой точки 0о Е т и любого 

направления Л в плоскости многоугольника.

§2. ТОЖДЕСТВО АМБАРЦУМЯНА
2.1. Преобразование (1.14). Преобразуем (1.14) к более удобному виду. Преж- 

де всего вычислим интегралы

СО5(&,Л)</& 
81П3 &

для I = 1, ...,п.

Нетрудно убедиться, что Ф, соответствует интервалу (я՜»!, тг а^) для любого 

г = 1,п. Имеем

СОз(£։,А) = СО8((Л,7\) -1֊ (г,,&)) = СО8(Л,Г,) СО8(г,,£,) 8Ш(Л,Г,) 8ш(г,,{,)
»

= СО8(Л,п) СОЭ & — 8ш(Л,Г|) Зш£».

Так как
= - со! £ и

со8 £ (1£ _



48 В. К. Оганян

то имеем

= ֊ cos(A, r։) (cot2 ап — cot2 (т^) — sin(A, г*) (cot -I- cot сг^).

Следовательно, получаем

cos(A, г,) (cot2 <7ii — cot2 <7,2) — 2 sin(A, rj (cot ад -I- cotcr։2)] .

(2.2)

Перейдём к сумме -у cos(6i,A) в (1.14). Так как

bi
— = COt(T։2 4- cot (7,+1 д И Pi = Г, Sill 0*^2 = Г,+ 1 Sin (Tj+i д ,

то получаем
bi _ 1 COtCT։2 
р2 г{ sin ai2

1 COt(7i4-i։i 
r<+1 smai+1,i ' (2.3)

Так как (rif b։) = л՜ — сг^ и (г,+1։ = а,+1д, имеем

cos(bi,A) = cos((A,Tj) 4- (г,,Ь,)) = cos(A,rJ cos(ri,bj) — sin(A,rj) sin(rj,6t) =

= — cos(A,rj) cos<7j2 — sin(A,T։) Sin<7{2,
(2.4)

cos(bj,A) = cos((A,ri+1) 4֊ (r.+i Д)) =

= cos(A,ri+1) cos(ri+1,6,) - sin(A,T։+i) sin(rj+1,fj) = (2.5)

= cos(A,ri+i) cos<7i+i։i — sin(A,rj+1) зт<7»+1д.

Используя (2.2) — (2-5), для (1.14) получаем проинтегрированную форму тож-*
дества Амбарцумяна

— sin(A, Гг) (cot (7ц 4- cot (7,2) = О, 
ri

(2.6)

которое должно быть выполнено для любого многоугольника т, для любого
направления Л и любой точки Qq е т. 
Так как

= cot <7,1 4- cot <7t2 И

то получаем, что квадратная скобка в (111) равна нулю.



Об одном тождестве в теории валюаций в пространстве плоскостей 49

Перейдём к пределу в выражении (2.6), записанному для последовательности 
многоугольников тп, аппроксимирующих выпуклую область D с гладкой грани­
цей и содержащей точку Q«. В пределе мы получаем вид тождества Амбарцумяна 
для выпуклой области D, обладающей гладкой границей

[ sin(A,r(<p))
/ ( \ • 2 at \ ~ 0’ (2-')
JdD r(<p) Sinz 0(<р)

которое имеет место для любого направления Л и для любой точки Qq € D. Выше 
г = г (</?) - плоский радиус точки на dD, #(</?) ֊ угол между г(у?) и касательной 

к dD в той же точке, интегрирование по обычной инвариантной относительно 
вращений меры dtp на 0D.
Отметим, что в (2.6) единственная функция, которая принимает значения обеих 
знаков есть sin(A, г(<р)). Следовательно, для любого фиксированного направления 

Л, мы можем разбить интеграл в (2.7) на две части, а именно,

Г sin(A,r(y)) Г sin(A,r(yn ^ = 0> (2 8)
JdD, r(<P) sin՜ #(</з) Jan, sin՜ 0(<р)

где dDi (d£>2) - часть границы, где sin(A,r(y?)) неотрицательна (отрицательна). 
Отметим, что dD\ и dD2 зависят от Л. Для фиксированного 0D2 мы можем 

менять dDi, т.е. получаем

[ sin(A,r(y?)) /О QxI ----------- ֊—^— dtp = постоянная. (2.9)
JdD, r(<p) sin 6(<p)

Получили последний вид тождества Амбарцумяна, которое выполняется для 

выпуклой области с “линейным основанием ’.

2.2. ПРОВЕРКА ДЛЯ ПРАВИЛЬНОГО n-УГОЛЬНИКА. Для правиль­
ного n-угольника и для точки Qq являющейся центром тяжести, условие (2-6) 

имеет следующий вид :
п

У2 sin(A,rt) = 0. (2.10)
t=l *

Мы можем переписать (2.10) в виде :

sin(A,ri) 4֊ sin((A,ri) 4-тг — 2an) + sin((A,ri) 4֊ 2тг - 4ап) 4- sin((A,ri) +

4- Зтг — 6ап) 4-... 4֊ sin((A, п) + (п — 1)я — 2(п — 1)ап) = 0,

где 2ап = ~ 2)- = тг - —. Используя формулы приведения и произвольность

направления (А, и), получаем следующую систему уравнений (коэффициенты 

перед sin(A,ri) и cos(A,ri)) :

A(z) = 1 4- cosх 4- cos 2x 4֊... 4֊ cos(n - l)z = 0, (2.11)
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В(х) = sin х + sin 2х + ... 4֊ sin(n — l)x = 0, (2.12)

2тг 
где х = —. 

п
Докажем (211) и (2-12). Умножая обе стороны выражений (2.11) и (2.12) на 
2 sin х/2 и используя формулы 2 sin (3 cos 7 = sin{/34-7)4- sin(/3 — 7) и 2 sin /3 sin 7 = 

cos(J3 - 7) - cos(/3 4֊ 7), получаем

2 sin х/2 A(x) = sin x/2 4- sin
2n — 1

2 sinz/2B(x) = cosa:/2 — cos
2n - 1
—-—xи

2я 
Подставляя x = —, получаем 

n

Л(т) =
sinx/2 4- sin

2n — 1

2 sinz/2

cosz/2 ֊ cos(2n — 1) x/2 2sin(27r) sin((n - 1)2тг/п)
13 (X) = ----------------------:-------------  = ---------------------- :--------------  — U.

2sinz/2 2sin7r/n

2.3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (2.6). Для доказательства (2.6) в общем случае 
произведём триангуляцию многоугольника т из точки Qq € г. Рассмотрим 
треугольник, для которого г, и r,_i являются сторонами.

Лемма 1. Имеет место следующее тождество :

cos(A,Ti i) cos(A,rJ sin(A,ri 1
rt-i

cot <7,-1,2 4֊
sin(A, rt)

cot (213)

Доказательство. Используя теорему синусов, получим

sin а,-lt2 
sin (7,д

т.е. (2.13) можно переписать в виде

cos(A,T։_!)
cos(A,Tj) sincTjj _ sin(A, г*-1) cosf7։i։2

sinai-i.2 sin ст,-1,2 sin6Ti-ii2

или
sin((A,Ti_! - at-1,2) = sin((A,rJ 4- (7ц). (2-14)

Так как (А,г») — (A,Tj_i) 4֊ гтд 4- (Ti-1,2 = тг, получим (2.14). Лемма 1 доказана.
Теперь если мы просуммируем (2.13) по всем треугольникам возникающим при 

cos(A, г») 
триангуляции, то в левой части мы получим ноль (так как выражение-------------

встречается два раза с противоположными знаками), а суммирование правой 
части даёт (2.6). Следовательно, (2.6) доказано для любого многоугольника т и 
для любой точки Qo € intr.
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2.4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (2.9). Чтобы доказать что (2.9) не зависит от дО1 
достаточно проверить, что вклад вершины А треугольника А515г с основанием 
5 = 515г, на котором лежит точка фо и имеет направление А, равна суммар­
ному вкладу точек А1 и Аг, которые образуются пересечением боковых сторон 
(несовпадающих с основанием 5 = 315г) прямой, т.е. мы должны доказать

- sin(A,r) • (cot ai + cot аг)------sin(A,ri) • (cotai2 4֊ coton)-
r И

------ Sin(A,rz) • (cot 6721 4֊ COt 6722) = 0, 
Г2

(2.15)

где г = (2оА, Г1 = (ЭоА1, г2 = С2оА2} О1 и а2 ֊ части внутреннего угла а 
треугольника А515г при вершине А, на которые г делит его О1 = /^оА5г ; 
а = а1 4-аг, 67,1 и 67,2 - части внутреннего угла четырёхугольника 51А1 Аг5г при 

вершине А*; 6712 = 5 = 0»1 + ^»2 ; ^21 = Из треугольников
(ЭоА1А и следует, что

1 1 sin 6712
--- —---- ;------ И
ri г sin аг

1 _ 1 sin б721 
гг г sinai

(2.16)

гтл Sina х 81П67, . .
Так как cotai 4- cot аг = —-------- ;------, cotan 4- cot 0^2 = -- -------- :------ , ։ — 1,2 и

sinai smа2 smou sino-,2
sin(A,r) = sin(7z 4- aj, sin(A,ri) = sin(7i 4- 6712), sin(A,r2) = sin(72 4- 672i) (7* ֊

внутренний угол при вершине з։ треугольника 51А5г), то получаем

sin(724-ai)-
sina 

sinai sina2
- sin(7i 4՜67i2)

Sin 671 
sin67n sin аг

-sin(72 4-6721)
sin 672 _ 0

sin672o sinai
(2.17)

Нетрудно проверить, что первое слагаемое можно записать в виде :

sin(72 4- ai) •
5ш а

эта! 8шаг
= (sin 72 cos ai 4- cos 72 sin ai)

cosa2 cosai 
sin аг sinai

= cos(72 4- aj 4֊
cosaz sin(ai 4- 72) 

sin аг
sin 72 _ sin(7z 4- a)
sinai sina2

sin 72 
sin ai ’

(218)
а последнее слагаемое в (2.17) имеет вид (используем cos2 672i — 1 sin 021) :

. t 4 Sin 6721 COS 022
3 = sin(72 + 6721) • —--------- :------Sin 6722 Sin ai

ЗШ 6721 СОЗ 72 СОЗ (721
зша1

СОЗ2 6721 ЗШ 7г

зта1

. , . Sin 6721 COS 6722
= sin(72 4֊ (721) • —--------- :------

Sin 6722 Sinai
sin 72 sino-2i cos(72 4֊ (72i)
sinai sinai

(219)

sin (72i sin(72 4֊ 67г) 
sin<722 sinai

sin 72 
sinai
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Подставляя (2.18) и (2.19) в (2-17), получаем
г

sin(72 4- а) 
sin аз

- sin(7i + ап)
sin ai sin (72i sin(72 4֊ tr2) 

sin (7ц sin «2 sin <722 sin Qi
(2.20)

Используя (2.16) получим

Sin (721 Sin (712
Sin (722 Sin O1 Sin (711 SIH 02

Следовательно, (2.20) можно записать в виде

sin(72 4- a) . , ч sin (7i sin(7i2 sin(72 4- (To)
----- —-----------sin (71 4֊ (7i2)----------- :-----------------:-------- :-----------

Sill »2 Sin (711 Sin 02 SIB O2 Sin (711

Так как 72 4- о = л՜ — 71 и 72 4- (72 = 2л՜ — (71 4- (Ti), получим

. . ч . , sin (712 sin(7! 4-(71)
sm7i — sin(7i 4- <712) Sinai 4------------ :---------------- = 0

Sin (7i 1

или sin 7i sin (7ц 4- sin (712 sin 71 cos 71 — sin 71 cos ai 2 sincr 1 =0.
Следовательно sincri 4- sincr^cosai — cos (712 sin (7i = 0 или sin^i — sincr1 = 0.

Доказательство завершено.

2.5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (2.7). Чтобы доказать (2.7) достаточно показать, 
что результат Леммы 1 записанный для бесконечномалой дуги (И границы дО 
имеет порядок О(/2), т.е. разница между левой и правой частями (2.13) имеет 

нулевой коэффициент при сП.
Запишем (2.13) для гладкой части границы длины сП

coso(Z) cos(a(Z) 4- dl) sin(A,r(/))
COt (7/2 4-

sin(A, r(l 4- dl)) 
r(l + dl)

cot (7/+<//д. (2-21)

Поскольку имеем («(/) - кривизна в точке I)

d /cosa(/)\ _ cos(o(/) — &i(l)) 
di I r(l) J ~ d3 =

Sill(7i(/) ֊ k(Z) dl,

cot (7/2 = cot I 6(1) —
<l)

2 sin2 6(1)

cot (7/+d/ti = — cot 6(1) 4-
Sin (7/i

sin2 6(1) \ r(l)

sin(A,r(Z 4֊ dl)) sina(Z) sin(a(Z) ֊ (7i(/)) 
r(l + dl) - r(l) * r2(l)

то подставляя эти формулы в (2.21) получим требуемый результат.
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2.6. ПРОВЕРКА ДЛЯ ТРЕУГОЛЬНИКА. Из теоремы синусов получаем

Так как

то имеем

1 _ 1 8Ш(721
Г2 Г! 8Ш(712’

1 ЭШ (721 81П(731

Г1 8Ш(712 81П(722

1 _ 1 8И1(732 
г3 пзтац’

(2.22)

8Ш(712 8Ш(722 8Ш (7з2 = 8Ш(7ц 8П1 (721 БШ (731.

Очевидно, что (Л, г*) = (Л,Г1) 4֊ (г^г,), г = 1,2,3,

(П,Г2) = 7Т ֊ ((712 4- С721), (г1,г3) = 2тг - ((712 4֊ (72 4֊ (731).

Поскольку (2.6) имеет место для любого направления (Л,п), то коэффициенты 
перед 8ш(Л,Г1) и соз(Л,Г1) равны нулю. Следовательно, для треугольника т3 с 

точкой С}о 6 т3 получаем следующую систему двух уравнений :

ЭШ (71 . . 8Ш (72 ЭШ (721
---------------- :--------------- сое (<712 4֊ (721)  -------------:------------- :----------4֊ 
81П <711 8Ш (712--------------------------------------81П (721 81П (722 8Ш (712

8Ш (73 ЭШ (721 8Ш (731 _
2 4- ст2 4֊ 6731) —------------- :------------- :------------ : — — и,

81П (731 ЭШ (732 81П (712 81П (7г2

8Ш(72 . . ч 8Ш(721
----------------- ;---------- 81П((712 4՜ <7217 ----------------
8Ш (721 81П(722 81П(712

Б1П(73 8Ш(721 8Ш(731 _
4՜ (72 4՜ (731) —--------------;-------------- : : — О-

8Ш(731 81П(732 8111(712 8111 (722

(2.23)

(2.24)

Докажем (2.23) и (2.24). Начнем с (2.23). Сокращая на 8т<т12 и используя, что

а12 + 02 4- (731 = 7г — (7ц — (732, получаем
1.)

8Ш (71 8Щ (72

8Ш(7ц 8Ш(722
СОв((712 4֊ (721) ֊ СО8((7ц 4֊ (732)

81П(73

8Ш (732

8т<721

ЭШ (722
(2.25)

Подставляя в (2.25)

СО8((712 4- <721) = СОв (712 СО8(721 ֊ 8Ш(721 8Ш(712 

»

и
СО8((7ц 4֊ (73г) = СО8(7ц СО8 (732 ֊ 8Ш (732 8Ш(7ц,

получаем

8Ш (711 8Ш (722

8Ш (71 СО8(712 С08(721 8Щ(72
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8Ш(712 81П(721 ЭШ (7г СО8(7ц СО8 О32 8П1 (721 3111 (7з 8т<721 8Ш(7ц зпиз
= 0.

810 (722 810 (722 810 (732 810(722

Так как (71 = (7ц 4֊ <712, <73 = (731 + (732 и сое2 /3 = 1- вш2 /3 имеем

СОЗ (711 81П(712 СОЗ (7 ц СО8 (721 810(72 810(712 810(721 810(72
сое (712 4--------- ;----------------------------- :------------------- 1------------- :----------------

810 (7 ц 810(722 810(722

СО8С7Ц 81О(7318Ш(721 СО8(7ц ЭШ (731 8Й1 (721 8Ш СГ32

8Ш (722 81О(732 8Ш(722

СО8(7ц СО8 (732 8Ш (721 СОБ (731 810(721 8Ш С7ц Б1П(7з _

БШ (722 БШ (722

- Используя (2.22) получим

СОЗ (712 СОЭ (721 310(72 810(712 БШ (721 БШ О2
СОЭ (712----------------------:------------------------- 4------------------- ;--------------------------

810(722 810(722

СОБ (7ц 810(731810(721 БШ (732 \

БШ (722

СОБ (7ц СОБ(732 Э1О (721 СОБ(731 8Ш (721 БШ(7ц ЗШ (73

31П(722 ЗШ(722

Так как а2 = а21 4- (722, то сокращая на получаем

СОБ(712 СОБ(721 СОБ (722 . 81П(712 310(721 СОБ (722
----------------------- :------------------------------1֊ 810(721 сов (712 4 ;-------------------------  

810 (722-----------------------------------------------------810 (722

СОЗ (711 310 (731 310(732
4֊ 810 (712 СОЗ (721 4-------------------- ;------------------------------

310 (722

СОЗ (7ц СОБ(732 СО8(731 310 (7ц 8Ш(7з
— ---------------------------------------------  _|֊ -------- ------------------ —

310(722 810(722

(2.26)

Из (2.26) следует, что

СОБ (712 СОЗ (721 СОЗ (722 . 310(712 810(721 СОЗ (722
------------------ :------------------------------1- зш((721 4՜ (712) 4 :-------------------------  

Б1О (722--------------------------------------------------------- 810 (722

СОБ (7 ц СО8(7з 310 (7ц 8Ш (73

810(722 310(722
= 0.

Следовательно,

- СОв((712 4- (721) СОЗ (722 4֊ Бш((721 4֊ (7ц) 810 (722 - СОЗ((7ц 4֊ (73) = О,

ИЛИ

- СОв((712 4֊ (72) — СОв((7ц 4֊ (73) = 0.

Так как (73 4- ац = 7Г - (&12 4֊ (7г), то условие (2.23) доказано.
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Докажем (2.24). Сокращая на --------- —-----  и используя, что (712 + a2 +
SIH (712 sin (722

л՜ — <7ц — СГ32, получаем

Sm(72 sm<73
-   sm (712 4- (721) ֊ sin((7n 4֊ (732) —------- = 0. 
sin (721--------------------------------------------- sma32

^31 =

(2.27)

Подставляя в (2.24)

sin((7i2 4֊(721) = sin (712 COS(72i 4֊ sin (721 COS (712 

sin((7ii 4֊ (732) = sill (7ц COS(732 4֊sin(732 COS (7ц

получаем

COS (721 sin (712 sin (72 COS (732 81П(7ц sin (73
COS (710 Sin (72 — COS (7ц SHI (73 4---------------------------------------------- :----------------  = 0.

Sin (721 sin(732

Поскольку (72 = (72i 4֊ (722, (73 = a3i 4֊ <732 и cos2 /5 = 1— sin2 0, получаем

COS (712 sin (72 — COS (7ц sill (73 4-COS(72i Sin (712 COS(7224֊ 
sin(7i2 sin (722

4------------------------- Sin (721 sm(7i2 sill <722—
Sin (721

sin (7ц sin(73i . . • ’ П
— COS(732 COS(731 sin (7ц----------:--------------FSin(732 Sin (7ц Sin (731 = U.

Sin (732

Используя (2.22) получаем

COS (712 sin(72 — COS (7ц sin (73 4֊ COS (721 Sill(7i2 COS (722 — SilK72i Sin(7i2 sin(722- 

— COS(732 COS(731 sin (7ц 4֊ sin (732 sin (7ц sin(73i = 0,

или

COS (712 sin (72 — COS (7ц sin (73 4՜ Sin(7i2 COS(72 — Sin (7ц COS (73 — 0. (2.28)

Из (2.28) следует, что

sin(<7i2 4֊ (72) — sin((7n 4- a3) — 0.

Условие (2.24) доказано.

Abstract. Some of the integral geometry theorems presented by R. V. Ambartzu- 
mian in his paper in the present issue refer to the translation invariant cases. R. V. 
Ambartzumian has posed the derivation of their simplified proofs as a separate prob­
lem. The purpose of the present article is to give a simplified proof of a geometrical 
identity on which the theorem on valuations in the space IE = the space of planes in 
IR3 is based. The article consists of two parts. The first part contains necessary basic 
concepts from the theory of combinatorial valuations on IE. The second part gives 
an elementary proof of identity in question.
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ТРЁХМЕРНОЕ ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

Г. С. Сукиасян

Институт математики НАН Армении 
E-mail: haikarin@netsys.am

Резюме. В статье трёхмерное тождество Плейеля в сочетании с методом 6- 
функций применяются для вычисления ункции распределения случайной хорды
выпуклых многогранников в 1И3. Показано, что метод приводит к вычислению 
одномерных интегралов, зависящих от геометрических параметров. Для класса 
прямоугольных параллелепипедов получены явные выражения этих параметров.

ВВЕДЕНИЕ
Двух- и трёхмерные тождества Плейеля и их аналитические следствия впервые
были рассмотрены в [1]. Тождество Плейеля на плоскости в сочетании с "методом

V(^-функций применён в [2] для вычисления • Г к? ункции распределения случайной

хорды выпуклых многоугольников.

Настоящая работа является попыткой применения трёхмерного тождества Плей­
еля в сочетании с методом д-функций для вычисления функции распределения 
случайной хорды выпуклых многогранников в 1Я3. Исследуемая ункция рас-

пределения является актически четырехмерным интегралом в пространстве

прямых в 1И3. Показано, что метод сводит задачу к вычислению одномерных 
интегралов. Для класса прямоугольных параллелепипедов получены явные вы­
ражения всех геометрических параметров. Данная задача заинтересовала автора 
после знакомства с рукописью В. Гилле [3], чья мотивация исходит из задач при-

кладной изики. В. Гилле изучал плотность распределения случайной хорды на

полусфере. Для полноты содержит также вывод тождества Плейеля в IR3,

представленный в [1].

§1. ТРЁХМЕРНОЕ ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ
Пусть О выпуклая область на плоскости, гладкая граница которой не содержит 
линейных участков, ад — прямая пересекающая границу области * О в двух

Работа выполнена при поддержке ИРЗАТ (грант # МА 087-02/СИОР #12065). 
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точках Pi и Р2. Обозначим через х длину хорды Р1Р2, а через а*. - угол между 
прямой д и касательной к D в точке Pjt, к = 1,2. Углы ai и аг берутся в 
одной и той же полуплоскости относительно прямой д. Для любой непрерывно 

дифференцируемой функции f заданной на [0,оо) со свойством /(0) = 0 имеет 
место двумерное тождество Плейеля (см. [1]) :

/ f(x)dg= х/'(х) cot a, cot а2 (1.1)
■'ID) ■'ID)

где dg - мера в пространстве прямых на плоскости, инвариантная относительно 
группы евклидовых движений, [Р] - множество прямых, пересекающих D.

Ниже приведено доказательство трёхмерного тождества Плейеля, которое можно 
найти и в [1]. Теперь рассмотрим пространство прямых в IR3, пусть dy - мера 

в этом пространстве, инвариантная относительно группы евклидовых движений 
IR3. Инвариантные меры dg и dy связаны соотношением (см. [2])

dg de = dy d(j), (1.2)

где de - мера в пространстве плоскостей в IR3, инвариантная относительно 
группы евклидовых движений IR3, add)- мера Хаара на группе вращений вокруг 
прямой 7.
Пусть В - ограниченное выпуклое тело в IR3 с гладкой границей дВ. Обозначим 

через х длину хорды 7ПВ, а через е(Р) - касательную плоскость в точке Р € дВ. 
Пусть прямая 7 пересекает дВ в двух точках Р± и Рг. Имеем ([1]) :

sin^i sinV>2
dy = --------- =------- c/Pi dP2, (1.3)

X

где 0* - угол между хордой Р1Р2 и её ортогональной проекцией на плоскость 
e(Pjt), dPk - мера площади на дВ. Мы всегда имеем 0 < ^1,^2 < тг/2. Используя 
(1.2), получим

я / /(х) ^7 = / de /(х) dg. 
J[B] J[B] J[Bne]

Применяя тождество Плейеля (1.1), получаем

/ fix) <h= 1 (
Лв| Лв| te Xf\x)cota1 cota2 dg. (1.4)
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Теперь предположим, что тело В имеет гладкую границу без плоских участков.

Тогда для любой пары точ»*к Р1,Рг € дВ имеет место ^1,02 > 0» »<*2 > 0.
Подставляя (1.3) в (1.2) и (1.4), находим

2л՜ [ /(х)<Ь = [ [ 5Ш^2 <*Р1 (1Р2 [ со!ог1 со!а2 (1ф. (1.5)
У(в] / / X Л)

(дВ)*

Обозначим через Я(Р1,Рг) пучок полуплоскостей, границы которых содержат 
отрезок Р1Р2. Введем в Я(Р1,Рг) координату 0, причём за начальную (ф = 0) 
примем полуплоскость в1 6 Я(Р1,Р2), содержащую ортогональную проекцию 
отрезка Р\Р2 на е(Р1). Отметим, что при ф = 0 имеем со = С помощью
известных формул сферической тригонометрии (см. Рис. 1) получаем

со! со = соб ф со! фх. (1.6)

Рис. 1

Аналогично, обозначим через ё2 полуплоскость из Я(Р1։ Р2), содержащую орто­
гональную проекцию отрезка Р։Р2 на е(Р2). Пусть фо - плоский угол между ё։ 

и ё2 (0 < фо < 2%). Имеем (сравни с (1.6))

со! а2 = соз(ф — фо) С°1 ^2- (1.7)
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В силу (1.6) и (1.7) получаем

I Г' со! О1 со! аг с/0 = со! со! 1/>2 / соз0соз(ф — фо) (1ф = — со! ф\ со! ^2 соз</>о-
о Л) 2

Подставляя в (1.5), получаем трёхмерное тождество Плейеля :

ГМ сое ф1 сое ф2 сое фо (1Р1 (1Р2. (1.8)

§2 . ВАРИАНТЫ ТРЁХМЕРНОГО ТОЖДЕСТВА ПЛЕЙЕЛЯ
В этом параграфе мы преобразуем тождество (18) к виду, удобному для при­
менения подхода «5-функции. Предположим, что граница дБ содержит плоский 

участок 5 С дВ. В силу (1-8), имеем

/(х) =
(0В)2\52

ГМ соз ф1 соз ф2 соз фо (1Р\ (1Р2 +

ГМ сое ф1 соз ф2 сое фо (1Р\ (1Р2.

Для Р\,Р2 € 5, легко проверить, что = ф2 = фо = О, а X = ЦА» А) является 

длиной отрезка Р\Р2. Из интегральной геометрии [1] известно, что

(П\ с!Р2 = 1(11 (И (1д,

где ! - координата левого конца отрезка Р\Р2 на хорде д А 5. Следовательно, для 

плоской части, используя свойство /(0) = 0, получаем

ГМ сое ф1 соз ф2 сое фо (1Р\ (1Р2
Л«А,А)) 

1(Р1,Р2)
(1Рг (1Р2 =

/(х - 0 <Ч- (2.1)



Трёхмерное тождество Плейеля и его приложения 61

Теперь рассмотрим случай выпуклого тела В в ИР, имеющего гладкую границу 
без плоских частей. Тогда для любой пары точек Р\,Р2 € дВ имеем 81п02 > О, 
и мы можем использовать замену переменной

V2
dP2 = ----- — du,

sin гр2
(2.2)

где (1ш - телесный угол, под которым dPշ видна из точки Р\. Будем использовать

соотношение
dot = cos V» di/j dr, (2.3)

где ф и т суть широта и долгота и на единичной сфере с центром в точке Р\.

Отметим, что в нашем случае ф = V'l- Подставляя (2.2) и (2-3) в (1.8), получаем

Г Г С*!2 Г2*4 / /(х) <*7 = / dPi / cos2^!^! / cot V>2 cos (£о dr. (2.4)
J[B] JdB Jo Jo

Обозначим через е(т) полуплоскость, содержащую отрезок Р1Р2 и ортогональ­
ную к касательной плоскости e(Fi), где т - широта точки Р2. I раницей этой 
полуплоскости является прямая, проходящая через точку Pi и ортогональную к 
e(Pi). Отметим, что Р2 € е(т), так как 0 < ф1 < тг/2. Пусть а - угол между 
отрезком Р1Р2 и кривой е(т) О дВ. Мы берём углы а и фх в одной и той же по­
луплоскости относительно прямой <?, проходящей через точки Р\ и Р2, и поэтому 
имеем х ^Ф1 = tana dx- Отметим, что для плоских участков a — 0. Подставляя 

в (2.4) и используя (2.1), получаем

/(х - 0 Л+

г2я г
Г dr /'(*) cos2 фг cot ф2 cos фо tan a dx, 
о J

(2.5)

где {5։} суть плоские участки границы дВ.
Теперь мы можем использовать метод 6-функции. В (2.5) в качестве / возьмём

при
при

x-z’ze (о, 00). 
X < Z,
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Тогда производная является 6-функцией Дирака и мы можем в (2.5) произвести 

одно интегрирование :

dPx cos2 0i cot 02 cos 0o tan a dr, 
P2€C(Pi,r,z)

(2-6)

где %+ = X, если X > 0, и Х+ — 0, если X < 0, причём С(Р1,т,г) - множество 
точек Р на кривой е(т)А(#В\5(Р1)) такое, что |Р\Р| = г. Здесь |Р1 Р| обозначает 
длину отрезка Р1 Р и

( Si 
S(Pl) = {‘

если Pi € Si, 
еслиР1 6 дБ \ uSi

§3 . ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ ДЛЯ МНОГОГРАННИКА
В этом параграфе мы рассматриваем случай, когда тело В является выпуклым 
многогранником с гранями {5։}. Через К(Р1,т, г) обозначим круг в полуплос­
кости е(т), радиуса г и с центром в точке Р1. Положим

Cj(Pi,r,z) = K(Pi,r,z) A Sj = C(P\,r,z') A Sj.

Отметим, что множество С;(Р1,т, г), либо пусто, либо содержит самое большее 
две точки. В силу (2.6) имеем

(х - г)+ dg+

cot 02 cos2 0i cos 0o tan a dr. (3.1)
P2eCj(Pi,T,z)

Заметим, что для фиксированных z, Р\ и j, угол 02 не зависит от т : sin02 = h/z,
где Л = /г(Р1,5;) - расстояние между Р\ и плоскостью е(5;), содержащую грань 
Sj. Обозначим через (3^ угол между плоскостями е(5։) и е(57), и предположим, 
что дг] = е(5,) Ае(5;) 0. Случай е(5։) || е(5;) мы рассмотрим отдельно. На
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плоскостях e(S։) и е(5;) выберем системы декартовых координат Оху и
беря оси Ох и Ох'

От'у',

где

r2ix
I dr 
о

так, чтобы они совпадали с прямой gtJ. силу (3.1),

(3.2)

cot 02 cos2 cos 0o tan a dx dy, (3.3)

Пусть (p,ip) - обычные координаты прямой g. Тогда (см. [2]) dg = dp dip м для 
любого ip

{р:(Р.^)€(£>]}

где |Р| - площадь области D. Следовательно,

(Х - *)+ dp = |5» n Si(z, у>)| dip, (3.2')

где 5,(г,^) - многоугольник, получающийся из $։ сдвигом на (гсо8</>, 2 8т<^).
Теперь вычислим подынтегральное выражение в (3.3) для > 0. Рассмотрим 
сферу 5 радиуса г с центром в точке Р1 € Очевидно Р2 6 5. Обозначим через 
141 точку из $ такую, что радиус Р1141 ортогонален плоскости е(5,). Таких точек 
две, 141 — та из них, что ближе к Р2. Отметим, что ближайшая точка определяется 
единственным образом (предполагаем, что Р2 £ е(5;)). Обозначим через 142 ту 
точку из 5, для которого радиус Р\142 ортогонален плоскости е(5;).
На 5 рассмотрим сферический треугольник Р2^Н2 (см. Рис. 2). Поскольку 

> 0, имеем 14, 14^. В наших обозначениях

|P2M| = z(ir/2֊^i), |Р2А^| = г(тг/2 - 02), |М№| =
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Рис. 2

где |Р7У| - длина дуги Р1Ч. Угол фо в (3.3) - это угол при вершине Р2. Из формул
сферической тригонометрии имеем

соз /3^ = соз фо соз ф1 сое ^2 - зт ф1 зш ^2 • (3.4)

Следовательно,

соз фо =
СОв/З^ 4- 31П 31П Ф2

сое ф1 сое Ф2

Подставляя соъфо в (3.3), получим

Вц\г)
соз ^4
------— (сое (Зц 4֊ эш Ф1 зт ^2) tan а (1х (1у. 
зт ф2

(3.5)

Имеем

зт ф2 = = -узт/З^, (3.6)

где К(у, Б-,) - расстояние между Р\ = (х,у) и плоскостью е(5;).
Теперь выразим углы а и ф\ в терминах г, у и т. Для этого рассмотрим 
треугольник Р1,Р2,Рз, где Рз - точка пересечения полуплоскости е(т) с прямой

, см. Рис. 3. Напомним, что е(т) есть полуплоскость, содержащая отрезок Р1Р2 
и ортогональна касательной плоскости е(Р1), т - долгота точки Р2 на 5. Угол при
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Рис. 3

вершине Р1 есть угол при вершине Рг есть а. Отметим, что угол ( = тг—а—грг 

при вершине Рз не зависит от у :

tan £ = sin т tan . (3-7)

Заметим, что при f3ij = тг/2 имеем £ = тг/2. Следовательно, а — тг/2 — ^1-

Подставляя в (3.5), получим

Bij(z) cos2 ip}, dx dy. 0tj = тг/2- (3.5')

Вернемся к случаю произвольного > 0. Имеем |Pi P2I — z и |Pi Рз| — j//sinr. 

По теореме косинусов

Z2 = J>L + \P2P^-2\P2P3\^-, 
sin т sin т

находим длину Р2Р3

|Р2Р3| = , У-7 cos€ + -Д- Jг2 sin2 т -у2 sin2 С (3.8)
1 1 |sinr| sinrv

По теореме синусов имеем sina = f Следовательно, в силу (3.7),

sin£ =
tan f
+ tan2

(3.9)
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то есть
sin а =

У tanflj 
^1 + sin2 т tan2 flij

Таким образом, получаем выражение tana в терминах z,y и т :

sin a
tana =

sin2 a

___________ У tan Pij_____________

z2(l + sin2 т tan2 Pij) - y2 tan2 Pij

У sin Pij

z2(cos2 Pij + sin2 r sin2 PtJ) ֊ y2 sin2 pij
(3.10)

Теперь используем

SinV’l = ------------
z

и (3.8), чтобы получить

(З.П)
В частности, при Pij = я/2 имеем (см. (3.7)) £ = я/2. Из (3.11) получим

Подставляя в (3.5'), получим

P2ECj(x,y,r,z)

У2 dx dy, Pij — я/2. (3.12)

В силу (3.9) имеем
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Подставляя в (3.11), получим

соз2 ^1 = 1՜
зш2 т 1ап2 /3^ 

г2(1 + 31п2 7 1ап2 Ду)
у2 1 - зт2 т €ап2 Ду 

эт2 т 1 + Э1п2 т 1ап2 (3Х}

зт2 т €ап2 Ду
1 4- зт2 т 1ап2 Ду

________1_______
1 4- зт2 т 1ап2 Ду

зт2 т 1ап2 Ду [у2 1 - зт2 т 1ап2 Ду 
г2(1 4֊ зт2 т €ап2 Ду) [зт2 т 1 4֊ эт2 т 1ап2 Ду

у2 - у2 зт2 тЧап2 Ду 4֊ 2у зт 7 у г2(1 4֊ зт2 т1ап2 Ду) - у21ап2Ду (3.13)

Чтобы использовать (3.13) и для случая Ду = я/2, запишем

соз2 V»! =

[1/2 соз2 Ду - у2 эт2 т зт2 Ду 4֊ 2у зт т соз Ду х

_______ 1_______
1 - соз2 г эт2 Ду

----------51П — [у2 сое2 - у2 вт2 т ем2 Рц+ 
г2(1 - со52гз1п՜ ру) 1

(3.14)
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В частности, для /3^ = тг/2, получим соз^1 = у/(гзтт) (ср. (3.1 Г)). Таким 

образом, (3.6), (3.10) и (3.14) выражают подынтегральное выражение в (3.5) в 
X ч

терминах՝г, у,Р1] и т.

Теперь рассмотрим случай е(5,) || е(5,). Вместо (3.6) рассмотрим расстояние 

между плоскостями е(5։) и е(57). Имеем фо = 0, ^1 = Фз = тг - а, вт^1 = 
Следовательно, (3.3) можно записать в виде

— И? • гг
=-------] Лт II саг(1[С)(х,у,т,г)\ Их (1у, = 0, г/;, (3.15)

° $,

где сагсЦС^] - число точек в С}.

§4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ

В §3 мы получили тождество Плейеля для многогранников, используя общее 
тождество (2.6) для частного случая, когда тело В является многогранником. 

Другую версию этого тождества можно получить непосредственно из (1.8). В 
силу (3.2) и (1.8) имеем

А (х) =

где

СОЗ Ф\ СОЗ Ф2 СОЗ Фо (1Р2, * / 3-

На плоскостях е(5,) и е(57) выбирая системы декартовых координат Оху и Ох'у', 
берем оси Ох и Ох' так, чтобы они совпадали с прямой дг]. Обозначая р = х' — х, 
получим

Ш соз ф1 сое Ф2 соз фо (1р д,у‘,

где Т(х) = {(р, г/') : (я 4֊ р, у1) € Ясно, что

4֊ 7_(ж,2/)] (1х с1у,

(4-1)
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где

ш cos 0i cos 02 cos 0o dp dy', (4.2)

T±(x) = {(p,y') : (x±p,y') € Sj, p> 6}.

Имеем x2 = P2 + У2 + У՛2 ~ ^УУ՛ cosftj, откуда вытекает

X d-X = P dp. (4.3)

Делая в (4.2) замену переменных (4.3), получим

/'(у)
—----- -  COS 01 COS 02 COS 00 dy .

р

Если /'(х) - J-функция, то

С COS 01 COS 02 COS 00 , ,’ —а у 9
{y':(z±p,J/')6Sj} Р

где
р = x z2 - у2 - у12 4- 2уу'cos (4-4)

Используя (3.4) получим

J± ($» ?/)
cos /3{j 4֊ sin 0i sin 02 dy'.

{у':(х±р,у')eSj }

Легко проверить, что sin0i = ^y' sin/?y, sin 02 — ^t/sin^M. Следовательно,

z2 cos f3ij 4֊ yy' sin՜ Д; dy' dx dy. (4-5)
P
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Теперь приведем тройной интеграл (4.5) к сумме одномерных интегралов. Отме­

тим, что внутренний интеграл в (4.5) зависит от х только через области интег- 
рирования. Рассмотрим отрезки *

Х±(г,у,у') = {х : Р1 = (х,у) е 5|, Рг = (х ± р,у') € 5;}, (4.6)

где р определяется из (4.4). Из (4.5) получим

где |Х| ֊ длина отрезка X, Д - соответствующая область интегрирования.

Лемма 1. Для любого выпуклого многогранника В, всякой пары Зг и З3 её 
различных граней и любого числа г, длины |Х+(г, у, 1/,)| и |Х_(г, у, ?/')| суть 
кусочно линейные функции от аргументов у, у1 и р, т.е. существует конечная 
совокупность ограниченных двумерных областей ОпбО такая, что

|А±(г, У,у')| = Чпр + Ъпу' + с„у + <2„, (у,у") € Рп. (4.8)

где ап,Ьп,сп,с1п некоторые постоянные. Постоянные Ьп зависят только от гео­

метрии грани 3^ постоянные сп зависят только от 3{ и ап = —1,0,4-1. 
■

Доказательство. Рассмотрим отрезки

•ГМ = {х : (х,у) € 5,}, Ыу՝) = {/ : (х1 ,у') € £,}.

В силу (4.6) имеем

Х±(г,у,у') = Л (у) П [72(у') Тр] = [Л(у) ±р]О^(у'), (4.9)

где 74- р означает интервал 7, сдвинутый на р. Пусть (/*, г*) - концы 7*, к = 1,2.
Из (4.9) заключаем, что |Х+(г, у, т/')| - линейная функция аргументов гь и р :

если 71 4֊ р П 72 = 0,
если 71 4- р Э 72,
если 71 4- р С 72,
если /1 4֊ р < /2 < Г1 4֊ р < г2, 
если /2 < 4- р < т2 < Г1 4- р-

(4.Ю)
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Аналогичное соотношение выполняется для |Х_(г, у, у')|. Области с £> 
ограничены кривыми второго порядка

П = /ь г2 = /2, и ֊ /2 = ±р, r2֊ll= ±р, n - r2 = ±р, l2-lY= ±р. (4.11)
I

Из (4.4) получим дополнительное условие z2 -у2 - у'2 + 2уу' cos > 0. Остается 

заметить, что концы If. и суть кусочно линейные функции от аргументов у и 
у՛ и зависят только от многоугольников Si или Sj. Лемма 1 доказана.
По Лемме 1 и (4.7),

z2co.s/?0 +уу՛ sin2 /3ij

РП

Пример. Рассмотрим случай, когда тело В является правильным параллелепи­
педом с длинами сторон а, Ъ, с. Пусть грани и Sյ имеет общую длину сторон 
а. Тогда

/? = 77» 71=72 = [0,а], р2 = г2-у2-у'2.
£

Множество (4.11) состоит только из двух кривых (окружностей) р = 0 и р = а. 
В этом случае область интегрирования Р = [0,6] х [0,с] разделяется по крайней 

мере на три подобласти

Dl = {(y,y')eD :y2 + y12 <z2֊a2}, D2 = {(уУ) e D-.z2-a2 < y2+y'2 < z2},

D3 = {(y,y')eD-.z2<y2 + y12}.

Имеем

[|X+(z,y,y')l + |X-Cz,jf,j/')l] = { 0
2(a - p)

(t/, У՛) € U ^з, 
(У,У՛) £ D2.

Из Леммы 1 и (4.12) получим следующее следствие.

Следствие. Существует конечное множество ограниченных интервалов 1П С 

С (—оо,оо) такое, что

Вidz) = 1 V [ dy [■ г2 008+ УУ'S1՞2 [впР + Ьпу' + с„] dy', (4.13) 

z2 J ՝ Jin Рп п

где постоянные ап,6п,сп зависят от z,y,&ij и не зависят от р и у .
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Теорема 1. Для любого выпуклого многогранника В четырёхмерный интеграл

Л(х) ^7 можно представить в виде суммы одномерных интегралов. 
€

Доказательство. В силу (3.2) достаточно найти первообразную функцию для 

внутреннего интеграла в (4.13). В силу (4.4)

р(1р= (т/соэДу - у') &у'. (4-14)

Делая в (4.13) замену переменных (4.14), получим

22 соя Ду 4֊ уу'з'ш2 /Зу

р

г2 соя Ду 4- уу' ып~
усоя/З^ - у'

[апр 4֊ Ьпу' 4֊ сп] (1р. (4-15)

Решая квадратное уравнение (4.4), получим

у = у СОЗ 2 - у-31П2 /Зу.

Положим
81П Л = Р_______

У2 зт 0^

Тогда

сое Л =
81П 02} - р2

(4.16)

(4.17)

(4.18)
81П 02>

4

Используя (4.16) и (4.18), получим

у1 = у соеД; ± л/г2 - у2 эт/З2^ соя Л. (4-19)

В силу (4.16) - (4.18),

с!р = л/г2 — у2 ят Д2 соя Л с1Х = .у/г2 - у2 зш /3^ — р2 dX—

= ±(т// — у соя Ду) dX. (4.20)
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Делая в (4.15) замену переменных (4.20), получим

z2 cos/3jj 4-yt/sin2 0tJ
[flnP 4՜ bny 4֊ cn] dy' = / Q(y՝,p} dX,

(4-21)

где Q полином от аргументов у' и р. В силу (4.17) и (4.19) можно представить 
С(1/\р) в виде полинома Q\ от аргументов sin Л и cos Л. Для любого полинома
Q\(sin Л, cos Л) в [4] приведён явный вид первообразной функции. Теорема
доказана.

§5. ТОЖДЕСТВО ПЛЕЙЕЛЯ ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДОВ
Рассмотрим случай, когда тело В является правильным параллелепипедом с 
длинами сторон а, 6, с. Пусть Si - грань с длиной сторон а, Ь, S2 - грань с 
длиной сторон 6,с, S3 - грань с длинной сторон а,с и S, || S»+3, t = 1,2,3. 
Сначала вычислим Ai. Пусть Pi € Si имеет декартовы координаты (х,у). 
Тогда точка Р2 с полярными координатами (z,r) имеет декартовы координаты 
(х 4- z cost, у 4- zsinr). Точка Рг принадлежит грани Si, если

0 < х 4- z cos т < а, 0 < у 4- z sin т < Ь.

Следовательно, в силу (3.2')

Ai(z) dP} ISl(z’T) dT =

rb г2тт
= I dx I dy I Z[—2 cos r,a—z cos r]($)^(—x sin r,b-z sin r](j/) dr.

Jo Jo Jo
9

из соображений симметрии, достаточно рассмотреть только случай т € [0, тг/2]. 

Тогда

z cos т,а — z cos т ^[ — z sin r,b — z sin т] (у) dy

(а — z cos т)+ (b ֊ z sin т)+ dr. (5.1)
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Значения А։, г > 1 определяются аналогично. Теперь рассмотрим случай Р1 6 51, 

Рг € 54- Имеем /Зц = О, = с. Из (4.9) следует, что ситуация аналогична (5.1), 
но вектор сдвига имеет длину у/г2 — с2 вместо г, как в (5.1). Используя (3.15), 

получим

(5.2) 
Теперь рассмотрим случай Е 51, Р2 € 5г. Имеем /З14 = тг/2. Записав 

А = (х,у) и ?2 = (х',^') отметим, что х,х' € [0,6], у Е [0,а] и у' Е [0,с]. В 
силу (4.7) и (4.10) имеем

УУ՛ 
Р

[|x+(z, j/,i/)l + |x_(z,

У dy — (b - p) dy. 
P

(5.3)

2/')l] dy dy' =

Используя (5.1) - (5.3), А. Хачатрян построил компьютерную программу для 
вычисления функции распределения длины случайных хорд параллелепипеда.

* - ■

Хочу выразить свою благодарность профессору Р. В. Амбарцумяну за предло­
жение об использовании метода 6-функции и ценные обсуждения.

Abstract. The paper applies the Pleijel identity in three dimensions together with 6- 
function method for calculation of the probability distribution function of the length 
of random chord of a convex polyhedron in IR?. It is demonstrated that the method 
reduces the problem to calculation of a number of one-dimensional integrals depending 
on certain geometrical parameters. In the case of a right parallelepiped, explicit 
expressions for these parameters are presented.
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THE GAUSS-BONNET THEOREM FOR STATIONARY 
RANDOM SIMPLICIAL SURFACES

*
G. Zessin

Universität Bielefeld, Bielefeld, Germany '
E-mail: zessin@mathematik.uni-bielefeld.de

Abstract. The paper uses some ideas due to Joseph Mecke to demonstrate that a 
recent result of Mecke/Stoyan showing, that the theorem of Gauss-Bonnet is true 
for stationary 1-dimensional networks in IR^, remains true for simplicial surfaces 
with or without boundaries. Here the theorem of Gauss-Bonnet /C = 2tt • X is to 
be understood in the sense that AS is the mean total Gaussian curvature per unit 
volume, and X — the mean Euler characteristic per unit volume. Higher dimensional 
stationary random simplicial pseudomanifolds are discussed.

INTRODUCTION
The point of departure is a recent result of Mecke/Stoyan [4], where the Gauss-Bonnet 
theorem is shown for random networks in IRJ in the following sense :

1C = 27T • X, (1.1)

where IC = the mean total Gaussian curvature per unit volume and X = the mean 
Euler characteristic per unit volume. The mean is taken with respect to a stationary, 
and thus infinitely extended random network in IRd.
In this paper we extend the above result to stationary random simplicial surfaces 
in IRd with or without boundaries. To get this result we use the Palm theory of 
stationary random measures (see [2]), in particular some ideas of Mecke [3] developed 
for stationary random tesselations of the plane. Our result thus shows that the 
Gauss-Bonnet theorem remains true for random simplicial surfaces with nontrivial 
curvatures. In a forthcoming paper [5] we show that this is even true for higher 
dimensional simplicial complexes and not only in the mean but even individually.

Research supported by the project Stochastic geometry and Quantum gravity (OZ 
80940, Kap. 37) of the University of Bielefeld.
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We stress here the intrinsic character of formula (1.1). %
§2. RANDOM COMPLEXES IN IRd <
In the following we are always working in E = IRd, the d-dimensional Euclidean 
space. We denote by Bq(E) the collection of bounded Borel sets in E.

Simplicial complexes and surfaces in E. Let X be the set of finite subsets x of 
E which are affinely independent. This means that the affine hull of x

aff x = ^(1 lit,

is different from the affine hull of every proper subset of x. A fc-siinplex is given by 
the convex hull (x) of an affinely independent x with card x = & + 1. The dimension 
of x respectively (x) is defined by dim x = dim (x) = card x — 1. A configuration 
p of affinely independent elements x € X is a locally finite point measure in X, i.e. 
p € M (X) if and only if p is of the form

(2.1)

where D C X is countable and locally finite in the sense that

= card{z e D\z D B (f)} < +oo, B G Bq{E). (2-2)

(In the following we identify p and D, thus considering p as a measure in X or as 
subset of X.)
A configuration p in X is called Euclidean simplicial complex or simplicial complex 
in E, if

(x G p,y C x => y € /i);

(t, y G P, (x) n (y) # (/> => 3 z G X, z C X A y : (z) = (x) A (y)).

(2.3)

(2-4)

Let S = S (E) denote the set of simplicial complexes in E. The dimension of p is 
defined by dim p = max{dimz|z G p}. A general method to construct new complexes 
from a given one is the following : Given p G Slet v C p be some subset. Then the 
closure of y is given by

= (2>5)
j/Cx

Note that in general cl y is not an element of A4 (X), but from Af'(X), where 
7? G A4 (X) if and only if

(2.6)
x£D
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where D C X is locally finite as above and n : D 
values being integers.
For instance if v = {z}, x E /x, then

IN\{0} is a function with

d{x} = J2<5v. (2.7)
j/Cx

The faces of x € /x are defined by C x. Call an element x E /x maximal if
(y € /x, x C y => x = y). It is evident that each /x € 5 contains maximal elements x. 
Consider the subset v — {z E /x: x maximal}. Then we can consider

cl v = c/{x}.
• €#* 

maximal

It is also evident, that in this case /i = supp cl u, where the support of 17 E M (X) 
is defined by supp y = {y E X> 1}. Another example is the A-skeleton pk of 
/x, given by

P* = 52 d{x}- (2-8)
«€/* 

dim x = Ac

The star and link of z E p are

/r = E <5x1 (2 9)

«2*

lk(z,p) = supp clpz \pz. (2.10)

In this paper we consider for simplicity the following class F C 5 (E) of simplicial 
surfaces p in E. Here p E T if and only if p E 5 (E) and p satisfies the following 
conditions :

for each x E p maximal dim x = 2 ;
each edge is contained in one or in two maximal x E p;
for each a E /x0 {lk(a. p)) is homomorphic to S1 or to an interval in IRl. 

Note that p can have a boundary or not.

Random simplicial complexes. We consider in T the tr-field Bp which is generated

by the mapping
£ : T —> ]Nqo(E\ p ֊> (B -4 <B(/x)). (211)

A probability P on (P,#r) is called a random simplicial surface in E. In the 
following we consider only stationary random simplicial surfaces P in E. This means 
that P is invariant under the group of transformations in T which is induced by the 
Euclidean translations. We denote these transformations by . p 1 > p — a, a E E. In 
such a situation Mecke’s theory of Palm measures can and will be used (see [2]).



78 G. Zessin

§3. PALM MEASURES
%

Without going into the details we recall briefly some notations and results for later r
use (see [2], [3]) : We are given a stationary random simplicial surface in E described 
by the probability space (F,5r,P). Denote by b : X ।—> E the barycenter defined 
by

&(z) = —77— 57 a, (3.1)
card x aGx

b is measurable with respect to Matheron’s cr-algebra for systems of closed subsets 
of E (see [1]) and induces a measurable transformation b : T •—> Af (E), where b/j,, 
/i € T is the image of p under b. We use also

M°k = {g€ r|0ebpw}, fc = 0,1,2. (3.2)

Here dimx=fc Given /i € M.® we can consider the typical fc-cell
Zq(/x), i.e. the unique x 6 with 0 € (x). The Palm measure of P is defined by 

g(a) • ç>(jx — a) b/d(da)P(dfi), (3.3)

where : T —> IR+ U {-Foo} is any measurable numerical function and g : E i—> JR+ 
is a measurable function such that fE g(a) da = 1. By definition P° is a cr-finite 
measure on T which is concentrated on A4q U At? U =: Al0, the set of simplicial 
surfaces having 0 as a barycenter of some of its elements x.
We are mainly interested in intrinsic properties of the random simplicial surface. 
These are properties which depend only on the inner metric of the random surface /i 
which is induced by the Euclidean metric of E.
Such properties are deduced from the basic invariance property of the measure 
b^(da)P°(d/i) under the transformation (a,/z) »—> (—a,/x - a). More formally thus is 
expressed in the

Lemma 1. For each f > 0 measurable

[ [ f (a>M) bp,(da)PQ(dfi) = f [ f (֊a, fi-a)bii(da)P°(dp,). (3.4) 
r J E J r J E

An application of this invariance property to the function

/(a,p) = 1a4;(/z) • („))(“) •V’G1 - o)

(</> > 0 measurable) yields the following corollary.
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Corollary 1. For all p > 0 measurable

— a)b p^(da) PQ(dp) =

= . ,12 P°^ + 2 • f P°W- (3.5)
J,V(?n{nJ'2 = l} Jjvt?n{n;'2=2}

Here for p, E Ad?, n0’ (/x) = Czi(M)(/X2) denotes the cardinality of 2-cells of /i, which 
meet the typical edge zj(/x).
The proof is the same in Mecke’s proof of theorem 5.1 in [3]. Since the number of 
edges of a typical 2-cell (xg(/x)),/x E f, is 3, we obtain directly

3 ■ P°(A<5) = 2 • P°(M° n {nJ'2 = 2}) + />>’ n {nJ'2 = 1}). (3.6)

In particular, if P is a stationary random simplicial surface without boundary, i.e. 
P°(A4? Cl {nJ’2 = 1}) = 0, then

3-P°(A4?) = 2-P°(jV(J). (3-7)

The following corollary will be of fundamental importance in the sequel. We need the 
following notation : If p € A4q denote by /x° the set of all 2֊cells of /x, which have 0 
as a vertex ; i.e. /xj = 6X.

An application of Lemma 1 to the function

/(a,/x) = IjmoC/j- lpon(l։(z։)>(a) -/i(a,p),

(h > 0 measurable) yields by Mecke’s reasoning in [3] the following result.

Corollary 2. For each h > 0 measurable

a) b^ida) P°(dfT). (3.8)
2 aGx§{M) o

This immediately implies (take h = 1)

3.pO(M°2)= n°2(E)
Jm«

(3.9)

i.e. the mean number of 2-cells in the random surface with respect to P0, which have 
0 as a vertex, is 3 times the mean number of 2-cells per unit volume, taken with 
respect to P°.
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§4. THE GAUSS-BONNET FORMULA FOR STATIONARY RANDOM 
INFINITELY EXTENDED SURFACES e
The main theorem of the present paper proves that a recent theorem of Mecke/Stoyan 
in [4] given for stationary random 1-dimensional simplicial complexes can be extended 
to stationary random surfaces with or without boundaries, thus indicating, that this 
theorem is true more generally for stat ionary random pseudomanifolds. (This will be 
done in a forthcoming paper [4]). Its proof is based on the Palm methods presented 
above.
Let P be a stationary random simplicial surface in E. Consider for G f and a given
vertex a E /io the curvature of p in a, defined by

where 0 is the deficit angle

M2) =
2tt 

card ^2
7T 

card p“

— a(a, x),

— a(a, z),

if {lk(a,p)) is a circle

if is an interval.
(4.2)

Here a(a, x),a E x, denotes the (intrinsic positive) angles of x at a. Roughly speaking 
JC(a,/i) measures the deviation of p from the Euclidean surface (tesselation). 
An important observation is the following lemma.

Lemma 2. For p E A4q one has

K(0,M) =
2tt — fE 7(—a, p — a) bp^da), if p € T Cl Cl {(ZXc(O,.)) = circle}, 
7r — [E 7(—a, p — a) bp^da), if p € T Cl jMq A {(ZA:(O,.)) = interval}.

(4.3)
Here y(a,p) denotes the angle of Xq(p) at a, if p E with a € po A Zq(m)-

Proof : follows from the fact that the angle a is translation invariant (in the sense • 
that a(a + b, x 4- b) = a(a, x) for each b € E), so that one can write

a(0,x) = / 7(—a,p — a) bp^da).
Je

Moreover, from Corollary 2 we have the following lemma.

Lemma 3.
a) bß(da)P°(dii) = ?rP0(A4?).

0

(4-4)

(4.5)

Proof : We have to show that '>'(“, m) = 2T, if M € M°, which is evident.
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Now assume in addition that 0 < P°(A4?) < -Foo. This combined with (3.9) implies 
first 0 < P°(A4{j) < +oo. Then lemma 2 and lemma 3 imply that the integral 
K.(P) := fMo /C(0,/i)P°(d/i) is finite and satisfies the equation

K(P) = 27T ■ P°(A4<J n {</fc(0,.)) = circle})+

+7T • P°(,M° n .)) = interval}) - nP°(MQ2). (4-6)

We call /C(P) the mean specific total curvature of P. We now assume in addition 
that

P°(.M° n {nJ’2 = 1}) = P°(A4g n {(Z*(0,.)) = interval}). (4-7)

This means that the mean number of exterior edges per unit volume equals the mean 
number of exterior vertices per unit volume. This is the case for random siniplicial 
surfaces without boundary and, more generally, for random simplicial surfaces /x, 
which are Delone configurations, i.e. /io consists of hard balls, and each x E /1(2) is 
contained in a ball of fixed radius. Under the additional assumption (4.7) we obtain 
from (4.6) combined with (3.6) that

K(P) = rr[2 • P°(M°0 n {(/fc(0,.)) = circle)) + P°(A(? n {(/fc(0,.)) = interval})-

-(2 • P°(At? A {nJ'2 = 2}) + P°(At? D {nJ 2 = 1}) - 2 • P°(At?))] =

= 2tt • [P°(Afg n {(/fc(0,.)) = circle}) - P°(A1? n {nJ'2 = 2}) + P°(At?)].

We now call the alternating sum

X(P) = P°(At? n {(/lt(0,.)) = circle}) ֊ P°(At? n {nJ'2 = 2}) + P°(A(?), (4.8) 

which is well defined for P under the above conditions, the mean specific Euler 
characteristic of P. X(P) associates to P the mean number of the following 
alternating cardinalities per unit volume : number of inner vertices - number of innc r 

edges 4- number of 2-cells.
To summarize we have proven the following version of the theorem of Gauss -Bonnet.

Theorem. Let P be a stationary random simplicial surface in IRd, d > 2, satisfying 

0 < P°(A42) < -Foo as well as condition (4.7). Then

K(P) = 27T • *(P).
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Резюме. В статье используются некоторые идеи Иозефа Мекке чтобы показать, 
что недавний результат' Мекке/Штояна показывающий, что теорема Гаусса- 
Бонне верна для стационарных одномерных сетей в ПТ*, остаётся верной для 
симплициальных поверхностей с границами или без границ. Здесь теорема 
Гаусса-Бонне /С = 2лг - X понимается в смысле, что /С является средней тотальной 
гауссовской кривизной в единичном объёме, а X - средняя характеристика 
Эйлера в единичном объёме. В настоящей статье рассматриваются многомерные 
стационарные случайные симплициальные псевдомногообразия.
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