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INTEGRAL REPRESENTATIONS OF SOLUTIONS 
OF THE HEAT EQUATION

A. E. Djrbashian

Glendale Community College, California. USA 
e-mail : ashotd@earthlink.net

Abstract. The paper defines new classes of solutions of the heat equation in half- 
spaces and presents a series of integral representations for them. On the basis of these 
formulas boundedness of corresponding integral operators is proved.

INTRODUCTION
Consider the heat equation

du 
dt (i)

where u = ti(x.t), x € IR”, n > 1. and t > 0. The classical Cauchy problem for (1) 
asks for a solution satisfying the initial data u(x,0) = f(x), where f is a bounded 
and continuous function.
A well-known solution is given by the formula : 

u r“/2e-։*-»!’/47(ÿWv. (2)

where c„ = (4tt)_,i/2. Solutions of the heat equation are commonly called caloric 
functions, and we will use that term throughout this paper.
Formula (2) suggests further generalizations. In fact, if we have

\f(x)\ < C։ exp{C2|x|<։}. a <2.

then the integral (2) will still be convergent and the resulting function u will satisfy 
the heat equation (1). In other words, formula (2) generates solutions to the heat 

_ • 
equation in a wider class of initial value functions. A standard reference on second 
order parabolic equations is the book by A. Friedman [6].
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In the present paper we find some integral formulas providing solutions to the equation 
(1). Our starting point is the case of harmonic functions [4]. In [4] we constructed 
the classes A£ based on an integral representation formula. Using the same idea 
of the classes A£ and well-known parallels between harmonic and caloric functions, 
we provide similar representations for the case of equation (1). Then we use these 
integral representations to prove boundedness of certain integral operators in weighted 
Lebesgue functional spaces.
Note that spaces of solutions of more general equations (elliptic and parabolic) were 
introduced in [2]. For some particular defining functions and certain values of p the 
spaces Hp considered in [2] intersect with our Ag spaces of solutions of the heat 
equation. However, our methods and results appear totally different.
A preliminary version of this work was reported at Joint Mathematical Meeting of 
AMS in Baltimore (see Abstracts of Papers Presented to AMS, Issue 79, 1992, p. 93).

§1. CLASSES OF CALORIC FUNCTIONS AND THE REPRESENTING 
KERNEL
We consider the equation (1) in the upper half-space (x,t) € IR"+1, t > 0. It is well- 
known that any caloric function is an infinitely differentiable function in any variable 
(see, e.g. [G]). 1

In analog}' with the case of harmonic functions we define Hardy spaces of caloric 
functions as follows : a caloric function u(x,t) in the half-space IR^+1 belongs to the 
Hardy space CHP. 0 < p < oo (C stands for caloric), if

sup / |u(x, t)\pdx < oo. (3)
oo JlR"

It is not difficult to see that CHP functions possess boundary values and have integral 
representations given by the formula (2), where the boundary value of the given CHP 
function stands for f. Moreover, the boundary function is in Lp and its Lp norm 
(p > 1) is estimated by the CHP norm of the given function (see [2], [8] for details). 
The converse is also true. Indeed, let f € Lp, 1 < p < oc. and

u(x, t) = [ K(x - y,t)f(y)dy, (4)
■/JR"

where K(x,t) — c.nt ,l/2 exp{ —|x|2/4t} is the heat kernel. The choice of c„ implies 
f K dx = 1, hence by Holder’s inequality,

l«(M)|p< [ K(x-y,t)\f(y)\»dy,
./IR"
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and our assertion is proved.
We observe, that if u € CHpl 1 < p < oc, then u is bounded in any half-space 
t > c > 0 in IR"+I. Indeed, as it is mentioned above, u has the representation (4) 
and hence, again using Holder’s inequality we will find

M*.*)lp < [ K(x-yyt)\f(y)\pdy =
Jtr*

= Ct՜"/2 [ |/(»)|’exp(֊|« - y|2/4t} dy <
JlRn

or
<5)

Hence, u is bounded in any half-space t > c for any c > 0.
Now let us consider different spaces of caloric functions. A caloric function u(z,t) in 
IR"+1 (n > 1) belongs to the class CAP, 0 < p < oo, — 1 < a < oo (C again comes 
from caloric), if

IMIJ.a = [ [ dx dt < 00.
Jo JIRn

Recall, that Ap functions have in general no boundary values (see [1] and [5)). The 
same is true for corresponding classes of caloric functions defined above, meaning 
that we cannot expect any integral formulas similar to (2).
One of the goals of this paper is to construct kernel functions, that produce formulas, 
which play a similar role. For representation formulas in Ap spaces of harmonic 
functions see [3], [4], [7].
There is no inclusion relationship between classes CHP and CAP. Indeed, let f be 
the characteristic function of the interval [0.1] on the real line and

In that case

Z
oo rl /-oc rl

u(xyt) dx = dy K(x-y,t)dx=l dy = 1,
■OO Jq J — OO J 0

and f € CH1. At the same time,
/•OO rOO rOC
/ / u(x, t)ta dx dt = / ta dt = oo.

JO J — oo J 0

Construction of an example for any p is similar. The proof of the converse is more 
complicated and the example will be provided by Theorem 2 later The same theorem 
will also show that the classes CAP are not trivial.
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After these preliminary observations we turn to introduction of the main objects of 
the paper. For any integer m > 0 and (x,t) € IR"՜1՜1 we denote

K,„(x,t) - ml K(x. t). (6)

where A'(t, t) is the classical heat kernel, as before.
We will need effective estimates of this kernel in order to use it for integral 
representation formulas. As a first step, we calculate :

= ^2 exPW'i՜/ ’•'}
— |x|2/4f

K0(T,t) = Cil-y—— (|x|2 ֊ t), 
L t & 

tfi(M) = <■՝■- 3tM’ + 2i’>-

Using induction, we get the following result.

Lemma 1. For any integer th > 0 and U-t) € IR"+1 the kernels Km satisfy the 
estimates

|K„(x,«)l < c֊^ X M՛ (7)
J=O

To prove the integral representation formula, we need the following assertion.

Lennna 2. For any u € CA^, a > — 1 and any integer m > 0, 

O’n
Ot™ u(x, N + t) -> 0

uniformly for x as N -> oo.

Proof : If m = 0 we just use (5) and the observation that functions from CA\ belong 
to CH՝ in any sub-half-space. So u(x, t) ֊4 0 uniformly for .c as t —> oc.

Assume now that m > 0. Applying integral formula (2) for the half-space 
t > c > 0 (here c is any positive constant), we get

u(x,t)= u(y,c)K(x — y,t — c) dy.
J JR’՝

This integral converges absolutely, because of our assumption about the function «•
Because u and K are smooth, we can differentiate under the integral sign and get

d՝" f dm
aF“(1’l} = u(y-c) W‘K(X - y * ՛ e}dy-

Now. using estimates (7) from Lemma 1 we will get the desired result.
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՝(2. INTEGRAL REPRESENTATIONS AND BOUNDED 
PROJECTIONS
In this section we formulate and prove our main results. As we have mentioned above, 
rhe classes CA% cannot have integral representations similar to those for the Hardy 
type spaces.

Theorem 1. Let u be caloric in the upper half-space and let u € CA£, 1 < p < oo, 
-1 < o <oo. For any integer in satisfying

m>ot for p = 1; in > (1 4-û)/p-1 for 1 < p < oo, (8)

the following integral representation formulas hold

- y.t + T)r'n dy dr, (9)

where

ml ut"՝+i
Proof : First of all we show that integrals (9) are well defined. If p = 1 and u € CA„, 
by Lemma 1,

l«(!/. r)||Km(x - y,t 4- r)|rm dy dr <C

exp[-|a:-J/|2/4(t + r)] rm dy dr.
j=o

Now, considering separately the possible cases |x - j/| < 1. |x - j/| > 1. t 4֊ r < 1 and 
t + t > 1, we find that

|/C„.(x֊y,t + r)|r-"<C(f + T)r;^„i+1.

where C depends on x only. It is easy to see. that if m > a, then the right side of 
the last inequality is estimated by Cra. where C now depends on both x and t. If 
1 < p < oo, then using Holder’s inequality and estimates like above, we see that 
integral (9) is finite if m > (1 4- <*)/p — 1.
We turn to the proof of the formula (9). Using, as in the proof of Lemma 2, the 
semigroup property of heat kernel we can write for any t > 0

u(tJ) = / u(y.t/2)K(x - y.t/2) dy.
Jnv՝

(10)
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and the integral converges absolutely. For any fixed /V > 0 integration by parts gives

[ u(y.t/2)K(x - l/,t/2) dy = 
JIR” %

' r"՝—-֊K(x-y,t/2 + r) dr dy + u(x,. 
0 dt’n+l

U(9,e/2)xm! Jjr-.
O'"

+ + (11)

Now we can use Lemma 2 to find the limit as N —> oo. Thanks to the observations
at the beginning of the proof, change of order of integration is justified because of 
absolute integrability of all integrals.

nl- JfR' JO 

+ 1 roc r

"՝di^՝K{x ~ y't/2 + T) dT dv =

ml

m!

Jo Jtr
K(x - y, t/2 + t) dr dy =

u(y, t/2)K(x - y, t/2 + r) dy

u(y,7֊)/<(rr ֊ y.t + t) dy (12)
OO

m! Jo ^—^K(x-y,t + r)dy =

m! nt

m

This last chain of equalities proves our Theorem.
The integral representation formula proved in Theorem 1 allows to define certain 
projection operators in appropriate functional spaces. We define that spaces as 
follows : For l<p<oo, -1<q<oo denote by L? = L£(IR//41) the class of 
all measurable functions, such that

= / 10CM)IP<° (lt < o°-

It is obvious that CA? G L%. Also, it follows from the proof of the Theorem 1. that 
the integral in (9) remains well defined, if we replace u € CA%, for p > 1 by any 
function. Further, it is clear that

9(y,t)Km(x - y,t + t)t'h dy dr 
uv+*

(13)

is a caloric function, provided J € LJ, and the integer m > 0 satisfies certain 
conditions. Our next result describes the class of functions, to which the integral 
(13) belongs.
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Theorem 2. Assume g € L£(IR"+1), 1 < p < oc, -1 < o < oc, and let the operator 
Tm be defined by the formula (13). If m > (1 + o)/p - 1. then the function Tmg is 
caloric, Tmg G CA% and there exists a constant C > 0 depending only on p and a. 
such that

||7’ni.?llp,a < "f/llp.n (14)

Proof : First we treat the case p = 1. Let g € and denote u = Tmg. where m > a.
Using Fubini’s theorem (see remarks at the beginning of the proof of Theorem 1), we 9
get

|0(y,r)| |K,n(x-j/,t+T)|Tm dy dr =

|$(lt, T)|Tm dy dr / |A'„,(z ֊ y, t 4֊ r)|t° dx dt.
«+» Jir;+։

To estimate the inner integral we use Lemma 1 :

x - y, t 4֊ r)|t° dx dt <

e.\p{ -l-r - y|2/4(t 4- r)} 
(/ 4- r)n/2+2+2m |x ֊ !/|2(n,+1-j)(t 4- ryt° dxdt =

The inner integral on the right-hand side of (15) can be estimated using change of 
variable :

= (t 4- r)’l/a+’n+։-> [ exp{-|z|2/4}|z|2(m+1->) dz = C(t 4- r)n/2+m+1-<
JlR*

So, (15) extends to

= Cr“m+o
o —a
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Finally, combining all these estimates yields

dy dr = (7115111.0,

which proves Theorem in case p = 1. The proof of the case 1 < p < oc is standard 
and based on the classical Schur lemma, which can be found in many books (see e.g. 
[5]. p. 34. Lemma 2.2).

Lemina 3 (Schur). Let p be a positive measure on some a-algebra of a set X, 
lx : A x A' ।—> [0. oo) be a measurable function. Assume that there exists a 
measurable function g : X »—> [0, oo) and constants a and b. such that for 1 < p < oo,
9 = r/(l>- 1),

[ ^(^,l/)Lg(!/)]vdp(j/) < (ag(x))4. 
Jx
I К(x, у}[Я(у)}^х) < {Ъ3(у)У,

Then the equation
Tf(x) = I K(x,y)f(y)dM

defines a continuous operator on L''(dp) with ||T|| < ab.

To conclude the proof of the Theorem, we need only to check the conditions of the 
Lemma, where X — IR^4՜1. dp is the Lebesgue measure in JR^՜1՜1, K = |Km|. As a 
test function g we can take with sufficiently small 6 > 0 and use estimates from 
the first part of the proof of the Theorem. The proof is now complete.

Concluding Remarks. 1) Theorem 2 shows that CAP spaces arc not empty. Indeed, 
any function of the form (13) with any 5 € is a function from (7A£.
2) Theorem 2 provides an example of a function, which belongs to the class CAP 
but does not belong to Hardy-type class CHP. Indeed, let us take a function (call 
it g) supported on the square 0<x<l,0<t<lin the upper half-plane and 
zero everywhere else, and let it grow near the boundary t = 0 faster than t՜1. The 
function defined by formula (13) with rn big enough, will obviously belong to CAP 
(thanks to Theorem 2), but it will not belong to CHP. We leave the details to the 
reader.

Резюме. В статье определяются новые классы решений уравнения тепло­
проводности в полупространствах и для них приводятся ряд интегральных 
представлений. На основе этих формул доказана ограниченность соответству­
ющих интегральных операторов.
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РОСТ УНИВЕРСАЛЬНЫХ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ В КРУГЕ

В. Лу, В. А. Мартиросян

Трирский Университет, Трир, Германия 
Ереванский государственный университет 

E-mails : luh@uni-trier.de; mart@instniatli.sci.am

Резюме. В статье исследуется существование мероморфных в единичном кру­
ге функций, которые универсальны относительно наперед заданных сдвигов и 
имеют ограниченную неванлинновскую характеристику.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Первый пример функции с универсальными сдвигами был найден Г. Д. Биркго- 
фом [3]. построившем целую функцию </>, обладающую следующим свойством : 
для любой целой функции / существует последовательность {£п} комплексных 
чисел такая, что (п -> оо и <р(г 4- <п) —> /(г) компактно на С.
Сформулируем этот результат в равносильной форме. Сперва введем некоторые 
обозначения. Для компактного множества К СС обозначим через А(К) семейст­
во всех функций, непрерывных на К и голоморфных на его внутренности ; семей­
ство А(К), снабженное равномерной нормой, является банаховым пространством. 
Через Л4 обозначим совокупность из всех компактных множеств К со связным 
дополнением К( = С \ К. Из теоремы Мергеляна легко следует, что функция

а имеет сдвиги, которые для всех К е Л4 плотны в А(К).
Построенный Биркгофом пример функции с очень беспорядочным граничным 
поведением побудил интенсивные исследования в области, называемой теперь 
“теория универсальных функций’’. Например, если бСС. С^С- односвязная 
область, то в [9] показано, что существует голоморфная на С функция со 
свойством : для каждого К € А՜!, для каждого / € А(К) и каждой граничной 
точки ( € ОС существуют последовательности {а,,} и {6П} такие, что (X -

Исследовательская работа второго автора была поддержана Германской Акаде­
мической Службой Обмена (ДААД)
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множество натуральных чисел)

а„2 + € С. г € К, п € Л/՜,

апг + Ьп -> (, 

ф(апг 4- Ьп) -ч /(г) равномерно на К.

Много новых и важных р»՝з\'льтатов последовали в течение последней декады. 
За подробностями мы от<ы/ нм к обзору К.-Г. Гроссе-Эрдманна [6], где весь- 
мл полно собрана и классифицирована литература относительно разных видов 
универсальности.
До сих пор очень мало известно о свойствах роста эти? универсальных голо­
морфных функций. Первый результат по этой проблеме получен в статье [4] С. 
М. Диос-Руис, где были построе ны целые функции с универсальными сдвигами, 
имеющие медленный трансш ндентный рост. Н. У. Аракелян и А. М. Акопян [2] 
доказали, что для каждого числа р > 1/2 существует целая функция ф в смысле 
Биркгофа такая, что ее неван. тинновская характеристика удовлетворяет оценке 
Т(г, ф) = О(гр) при г ч ос.
В [7] А. М. Акопян показал, что существует голоморфная на ГО = {2 : |з| < 1} 
функция ф с ограниченной неванлинновской характеристикой, которая универ­
сальна относительно точки ( = 1 в следующем смысле : существуют последова­
тельности {ап} С С \ {0} и {&„} С ГО, ап 0 и Ьп ч 1 при п -ч оо такие, что 
для всех К е ЛЛ

ап? + Ьп 6 ГО для всех г 6 К и всех достаточно больших п,

и обеспечивается плотность в А(К) последовательности {у?(ап2 + 6П)}.
Можно ли улучшить свойства роста, если вместо голоморфных функций рас­
смотреть класс мероморфных функций? В нашей предыдущей статье [11] уста­
новлено, что существует мероморфная на С функция ф с универсальными сдви­
гами (вдоль наперед заданной последовательности {С»«})» чья неванлинновская 
характеристика удовлетворяет опенке Т(г,ф) — О(д(г)1о^ т) при г —> оо, где 
Ч : щ/ - произвольно заданная возрастающая функция с Нт д(г) = оо.

г—
Естественно спросить, существуют ли в областях С ф С подобные универсаль­
ные мероморфные функции со свойствами относительно медленного роста. В 
этой заметке конструируется универсальная мероморфная в единичном круге ГО 
функция, имеющая минимально возможную скорость роста (измеренную неван­
линновской характеристикой). Дополнительно требуем, чтобы универсальность 
имела место на заданных подмножествах из ЗГО и чтобы сдвиги следовали по 
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наперед предписанным последовательностям. Точное. мы докажем следующую 
теорему (в ее формулировке У({г,։}) означает множество всех предельных точек 
последовательности {гп}).

Теорема. Для заданных замкнутого множества Е С дПЭ, последовательности
С ПЭ с= Е и последовательности {о,,} с 0 € У({а„}), существует 

ме/х »морфная на ПЭ функция Е, обладающая следующими свойствами : 
11/ функция Г имеет ограниченную неванлинновскую характеристику :

Т(г,Е) = 0(1) при г -> 1-.

(2) для каждого К М. каждого / € А(К) и для каждого С € Е существуют 
п>».чедовательности {$;} и {^} из АГ такие, что

аЯ} г + 1д} € ПЭ для всех г € К и всех } € М,

а,,2 + Ь<} -> <,

Г(а,.г+ &,.)-> /(г) равномерно на К.

ч2. АППРОКСИМАЦИЯ МЕРОМОРФНЫМИ ФУНКЦИЯМИ
В этом параграфе рассматриваем последовательность точек гп 6 ПЭ.
для которой 1л({гп}) С &ПЭ и !зп+1| > |с„| при всех п € АЛ С {гп} будем
ассоциировать последовательность замкнутых кругов Зп = {г : \г - г„| < г։1) 
с радиусами г,։ = А„(1 — |гп|), где А„ € (0, 1/3] произвольно. Предполагается, 
что все Ан = {г : |г,։| - г„ < |г| < \гп| 4- г,,}, (п € А/) попарно нс пересекаются. 
Положим 

и будем использовать следующие обозначения : 5 = Ц^։ £л. 3' = и^=1
~ и*1 ^п- доказательстве сформулированной выше теоремы существен­

ным средством является Лемма 2, где рассматривается мероморфная аппрокси­
мация функций, голоморфных на подобных множествах 5. При этом оказывается 
важной оценка роста аппроксимирующих мероморфных функций. Предваритель­
но докажем следующую лемму.
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Лемма 1. Для любой возрастающей функции у? : [0,1) »—> П<* существует 
голоморфная на Ю функция К, которая для всех г € 5' с |г| > | удовлетворяет 
оценкам

1 МИ-Ц 3 /4|г| + 1
1ов т + V I —5— < 1оя |А(г) | < 1о6 - + —-—4 \ о / I \ □

Доказательство. Пусть функция д определена на 5 следующим •1« разом :
д(г) = е^(1г"1) При г € 8п- Ясно, что д голоморфна на 5, и согласно аппроксима­
ционной теореме Аракеляна [1] (см. также [5], стр. 126), существует функция Л,
голоморфная на ПЭ такая, что

|д(г) - А(г)| < |
О для всех г € 5.

Отсюда для всех г € 5П

1р<Р(|гп I) 
2е

1 <
2-2

При всех г 6 З'п имеем

|(4|г| — 1) < |г„| < |(4|г| +1), 
Л О

так что утверждение леммы вытекает из свойства возрастания функции 
В следующей лемме используется такое

Определение. Предположим, что <р : [0,1) •—* 1И՜ ֊ возрастающая функция 
с Пт <^(<) = оо. Последовательность кругов {5П} называется редкой отно­
сительно если она удовлетворяет всем приведенным выше требованиям и 
выполняются следующие дополнительные условия :

п = 2,3 ••• .

Из второго условия следует оценка

п-1
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откуда получаем

Итак, первое условие вытекает из второго, если отбросить конечное число членов

последовательности {*»}. Следовательно, предположение £2 е < i не 
j=i

умаляет общности.
Если последовательность кругов {5„} является редкой относительно </?, то любая 
ее подпоследовательность обладает тем же самым свойством.

Лемма 2. Пусть <р : [0,1) »—> П<+ - возрастающая функция с lim ^>(t) = оо, и

{5П} последовательность кругов, редкая относительно <р. Предположим, что 
функция / голоморфна на 3 и |/(г)| — О(<^(|х|)) при г € 5', |г| -> 1. 
Тогда существует мероморфная на Ю функция у с полюсами только на дЗ' со 
следующими свойствами :

(1) |/(г) - ÿ(z)| < 1 для всех z G S”,

(/9r + 7\ fr /0< + 7\ \(1֊г)<р + / <р ( — } dt ), г-> 1—,
\ 16 / Ju \ IG / /

где a € (0,1) - подходящая постоянная.

Доказательство. 1. Пусть Гп ֊ положительно ориентированная граница для
ОС

5п,иГ = U Гп. Из интегральной формулы Коши следует, что 
п = 1

1 f /«)
27П /г Ç - z zes1.

Для подходящего р € А/ выберем равномерно распределенные на Г„ точки 
Сп.р+1 = (п1 так, чтобы поддуги 7ПР, соединяющие с (п,„+1 

(п = 1,... ,р) были попарно непересекающимися (предполагается, что в 7»^
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1>
но Сп.1'+1 Эпи) и чтобы Г„ = и 7(П/. Число р можно выбрать независимым от 

и=1

п, чтобы выполнялась оценка

при /' = 1, пеМ (1)

(возможный выбор р = 378). Ряд

равномерно сходится при ( 6 7,1 р и г € 5" и 5гп. Для г €С и ( 6 Г рассмотрим 
функцию

иг
(2)

где - натуральные числа, точно определяемые позже. Из (1) и (2) для всех
< € Г,, и г € 3'' и 5,с, получим

— ֊ЖС, г) 
С֊-г

(3)

Теперь, при г 6 Ю определим

■’<2> = Л / /«)««.•։) <К = Д У / </<, (4)
Х7П /г 27Г1 Ур*1 п=1 1 " <

и докажем, что эта функция имеет все требуемые свойства, если числа ЛГ„ € М 
выбраны подходящим образом.

2. а) Проверим сперва, что д мероморфна на ПЭ. Для любого г € (0,1)

___ ос՛
рассмотрим круг И),. = {г : |г| < г} и выберем п0 € X так, чтобы ЮГП и Зп = 

п = п0
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Определим функцию

9о(г)=^֊( /(()/?((, г) <
2?п Но

Из (3), для всех г € ГОГ имеем

1<7о(*)| =

где С1 - некоторая положительная постоянная (в последующем С2,...,С12 будут 
означать другие положительные абсолютные постоянные). Если теперь выбрать 
некоторое так, чтобы

4
7ГГП

с։^(|<|) |^| < п е V, (5)

то для всех г 6 ГОГ

ОО

1<М*)| < £ < 1.
П=ПО

В силу произвольности г € (0.1) отсюда следует, что ряд (4) определяет 
мероморфную на ГО функцию, которая имеет полюсы только на 03' (отметим, 
что этот ряд сходится компактно в ГО).
Ь) Для всех г € 3" имеем

— [ <К
2яг уг Ц - г }1/(г)֊Ж)| =

Аналогично

1»(*)| < 1, ։ е ГО\5. (7)



Рост универсальных мероморфных функций в круге 19

Таким образом, функция д равномерно аппроксимирует функцию / на 5" и нуль 
на ГО \ 5.
3. Перейдем теперь к оценке величины

1 Г2я
гп(г.д) = — |<Дге1в| 06.

У о

Для г е (0,1) рассмотрим Сг - <ЭГОГ - {г : |г| = г}. Если г £ (|гп| - П», |гп| + гп) 
для всех п е М, то из (7) непосредственно следует

7п(г.д) = 0. (8)

Если |2„| - гп < г < |гп| + г„ для некоторого п е Д[, то разложим Сг на три 
части : С, = Сг \ 5, С2 = Сг П 5", С3 = Сг П (5 \ 5")- Из (7) снова получим

(9)

Согласно (С) и предположениям о / имеем

ге։<>)| + 1оК2 < 1о62 + с2<р(г)(1 - |2п|). (10)

Далее оценим интеграл

1оё+ |<7(ге'в)| ад.

Предположим, что г = гс‘е € С,3 \ ГГ1 фиксировано. Тогда

г\гп
/«)Я(С 2)^՜
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Введем функцию <5п(г) = пнп1<„<р|.г - Сп„|. Поскольку - возрастающая
функция, то (1) влечет оценки

1/(011</С1 <

В силу предположений относительно г имеем |хп| + |гп < 2֊^. Следовательно,

I 7 \—— ) + ЛГп + Ի1Ո 1օջ+ Гп . (11)
ю / одп(ге,а)

Покажем теперь, что

Ժ0 < С4ГП. (12)

Разделим С, на две дуги, на каждой из них имеем <5п(ге,в) > |ге|в -ге’*°| > 
с5|0-0о|, где те'*0 - точка, в которой соответствующая поддуга для пересекает 
(или ближайшая к) д5'Г1. Замечая, что стягивает угол порядка г„, получим
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Интегрируя неравенство (И) по гс'в € С? и учитывая (12), получим

h < су + Nn)(l-|*n|)-

Если выбрать

Nn = \ +
log8 + (/?(|z,t|) + сгу>(|гп| + |rn) 

log2 (13)

(где [я] означает целую часть от х\ то будет удовлетворяться как (5), так и
оценка

ciV’dznl + 7гп) ) < е
4 /

Для ге։в € С} имеем 7V„ < c&ip (“fg2՜)։ и следовательно получим

/3 < с9(1 - г)<р (14)

Собирая вместе (8) - (10). (14), для всех г € (0,1) получим оценку

m(r.g) < Qo(l - г)<р (15)

4. Оценим неванлинновскую характеристическую функцию Т(г,д) = тп(г,д) + 
N(r,g). Как обычно, n(t.g) - число полюсов функции g из круга |z| < t. 
засчитываемых с учетом их кратностей. Существует а Е (0,1) такое, что g не 
имеет полюсов при |z| < а. и поэтому

Из (13) получим
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п
Предполагая сперва, что |г„|- |гп < / < |г,։| + |гп, будем иметь п(«,у) < р £ М,. 

)=1

Поэтому редкость {8п} относительно <р влечет

п — 1
Если же |zn_։| + |rn_i < t < |z„| ֊ |rn, то n(t,g) < p £ Njt и получим 

J=i

n(t,g) < pcug> |z„_։| + lrj)
<P(|*n-l|)

2pcn^ I |ztt—i | 4՜ < C12<p(0-

В обоих случаях для всех £ € (0,1) выполняется оценка п(1.д) < с12'г’(^5^)-
Следовательно

Отсюда и из (15) получим

что завершает доказательство Леммы 2.

Замечание. Если в Лемме 2 функция роста <р принадлежит Ь1 (0,1). то аппрокси­
мирующая мороморфная функция д имеет ограниченную характеристику Т(г,д)- 
Это следует из оценки

(1 - г)<р
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53. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ
1. Предположим, что Е' - плотное подмножество для Е, и пусть {£{} есть 
некоторая нумерация для Е* ; предположим также, что } есть нумерация 
всех многочленов, коэффициенты которых имеют рациональные вещественные и 
мнимые части. Пусть {(£*, - некоторое переразмешение из точек и
многочленов Пд.. в котором любая комбинация (£“,П*) встречается бесконечное 
число раз.
Для любого к € X очевидно существуют постоянные Ск > 0 и Ик € V такие, что 
|ГД(ш)| < Ск шах{1. } для всех и» € С. Возьмем <?(£) = (1 -$)՜^, < € [0,1) в 
качестве функции из ^(О, 1).

2. Построим индукцией последовательности {аШ|1}, {ЬП|г} и {Ал}. Предположим, 
что для к € М, к > 2 числа € А/՜, п, € А/’ и А, 6 (0,1/3] уже определены 
при всех у, 1 < ) < к - 1. Положим т, = АД1 - |ЬП,|), = |(1 - |ЬП;|). Тогда
0 < г? < е} при всех 1 < j < к — 1. Выберем пд. € А/՞, п* > Пк-1 достаточно 
большим, чтобы иметь |6,и - 4| < 1/&, и чтобы Ек = |(1 - |6„ь|) удовлетворяло 
неравенству

Ek < min
Ek-i a2dk 1 
3fc2 ' £k2d- /

Л
(16)

с некоторой постоянной а > 0. Далее, выберем тп.к € Afтпк > m*.-i достаточно 
большим, чтобы иметь |amJ < С учетом сказанного выше, найдется А* € 
(0,1/3] такое, что

и

Ск
ЗАН1-1Ч1) 

^1ап»ь I
< [(1 ֊ А*)(1 - 1М)Г1/2

At(l-|ft„J)
Iemb |

> к. (17)

Итак, получаем последовательности (а„и}, {6П(1г} и {А* }-

3. Определим г* = Ад.(] - |6Пь |) и рассмотрим множества = {г : |г — 6Пь | < гд.
— {г : \г - 6пЛ < |г*}, 8” = {г : |г - Ь,ч | < }гд }. При подходящем выборе 

постоянной а

2 €5; .
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Из (17) имеем **-- сю, а (16) легко влечет, что кольца Ад- = {с : |6Пь| - гд. <

121 < 1 + г*} попарно непересекающиеся и что последовательность {5д.} редкая 
относительно функции <р.

4. По Лемме 1 существует голоморфная на II) функция /г, удовлетворяющая для

ОС

всех г € 5' = Ц1 1г1 - I оценкам
*=1

(18)

Функция О (г) = Пд. ( ~ "* ) при г € 5/. к € М голоморфна на 5 и удовлетворяет 
оценке

|Л(г)| < Р1(г)! Для всех г € 5'. (19)

Согласно Лемме 2 и Замечанию, существует мероморфная на ГО функция д\,

которая голоморфна на 3" и удовлетворяет условиям :

Т(г,51) = О(1) при г -> 1-

1^(г) ֊ <л(г)| < для всех

(20)

(21)

Из (18), (19) и (21) для всех г € 3"

1о*+ |П(г)р1(г)| < |П(з)| + 1о£4 |(/։(г)| <

< 21о£* |//(г)| + 1о£2 < 2(р 4- 31оё2.

и

Последовательность {.$"} редкая относительно функции <^(^^-) и функция 
голоморфна на 3". Если положить

оп
5= и&,

*=1
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то по Лемме 2 найдется мероморфная на Ю функция 9. которая голоморфна на 
£ и удовлетворяет условиям

Т(г.д) = 0(1) при г-> 1-,

и
|П(г)<71(г) - 9(г)| < 1 для всех г € 5.

(22)

(23)

5. Покажем, что мсроморфная на II) функция Е(г) = имеет все требуемые 
свойства.

а) Из (18) и (21) следует

|91(г)| > |А(г)| - 1 > - ехр г € 5,

и поскольку Пт (р(£) = ос, то из (23) получим

|9(г) - Г(г)| < У -> 0 при г € 5, Н֊>1. (24)

Свойства (20) и (22) влекут

Т(г,/) < Т(г,9) + Т (г, = Т(г,9) + Т(г,9։) + 0(1) = 0(1), г -» 1-.
X 91/

итак выполняется утверждение (1) Теоремы.
Ь) Чтобы показать справедливость утверждения (2). зададимся произволь­

ными компактом К € ,М. функцией / € .4 (К) и точкой £ € Е. По теореме Мерге- 
ляна существует подпоследовательность натуральных чисел такая, что
{Ол1(г)}^.1 сходится к /(г) равномерно на К. Из (24) и определения функции П
имеем

тах ֊֊>0, л —> ОО.

Отсюда при дв = гд/1б|а„и | следует

тах Г (га„1|<։ + Ьп^) ֊ П*■, (л)| ч 0, « -> оо. 
Ы<с».
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Наконец, существует подпоследовательность {вр}, для которой -> С при 
и -> эс. Так как К С {г : |г| < 0։„} для всех достаточно больших и, то (2) 
установлено. Доказательство завершено.

Abstract. The article investigates the existence of meromorphic functions in the unit 
disk, that are universal under prescribed translates and have bounded Nevanlinna's 
characteristic.
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ОЦЕНКИ СВЕРХУ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ 
РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА РЕШЕНИЙ 

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В. Н. Маргарян

Бюраканская астрофизическая обсерватория

Резюме. В статье рассмотрены гипоэллиптические операторы Р(Б) с постоян­
ными коэффициентами, и установлены оценки сверху функциональной размер­
ности пространства решений уравнения Р(/)) и = 0. Оценки определяются по 
поведению символа оператора Р(Б) в бесконечности.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Для заданного компакта Г и е > 0, Л. Понтрягиным и Л. Шнирелманом [1] была 
определена функция А(е. Е) как минимальное число замкнутых множеств с диа­
метром, не превосходящим б, покрывающих Е. В [1] через 1У(е,Р) определяется 
метрический порядок компакта Е. Доказано, что для всех метрик компакта Е, 
не меняющих топологию, величина 

k(F) = liin inf г-»о
1пДГ(с,Е)

1П£-1

равна размерности Е. В частности. k(F) является топологическим инвариантом. 
В [2] А. Колмогоровым и В. Тихомировым было доказано, что для некото­
рых вполне ограниченных множеств Е аналитических функций, е-энтропия 
Н(е, F) = ln N(e, F) ведет себя как (lue՜1)’, при е -* 0.

Работа выполнена при финансовой поддержке INTAS Grant No. 99-01080.

Рассмотрим так называемую функциональную размерность множества А глад­
ких функций :

1пЯ(е,А)
af А = 1пп inf ——;-----—f-»o in Ine-1
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Пусть Е локально выпуклое пространство. V окрестность нуля в Е, а А С Е 
некоторое множество. Для заданного г > 0 множество В называется е-сстью 

множества А относительно (7. если А С В 4֊ е и.
Для заданного множества А С Е обозначим через Л'(А.с[7) наименьшее число 
элементов е-сети множества А относительно и. Далее, через М(А,?и) обозна­
чим максимальное число элементов т։.....хт € А, для которых х, — х} $ € и при
г / = 1, ...,тп. Имеем (см. [2]) Л/(.4,2еII) < ЩА,€и).

Определение 1 (см. [2]). Для заданного линейного, локально выпуклого про­
странства Е функциональной размерностью Е является

И./ Е = вир П1Г Нгпзир
Г 1 ?-»0

1п Н(У.£Ц)
)п 1п е՜1

где II и V пробегают все окрестности нуля в Е.

В [3] К). Комурой доказано, что если Р(Е) гипоэллиптический оператор с по­
стоянными коэффициентами, то (// А'(Р) < оо. где ЩР) = {и: и 6 С, Р(В)и = 
О как распределение } и <//Л^(Р) = п, если Р(Р) - эллиптический оператор от п 
переменных В [4] [7] получены оценки сверху и снизу функциональной размер­
ности пространств решений для некоторых классов гипоэллиптических уравне­
ний. В [8] доказано, что с// И(Р) = п тогда и только тогда, когда Р(В) является 
эллиптическим оператором от п переменных.
Цель настоящей статьи найти более точные, чем полученные в [3] [8] оценки
сверху функциональной размерности пространства решений гипоэллиптических 
уравнений.

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Сначала приведем несколько обозначений и определений :
1Н" = п-мерное действительное евклидово пространство точек £ = (£1,...,£п) 5 
Е” = п-мерное действительное евклидово пространство точек х = (т1։...,хп); 
Сп = К” XI П<” ; Ш” = {г/ € ПТ: > О,; = 1..... п) ;
/V” = множество элементов от = (п1։ ...,о,։), где о*,. - неотрицательные целые 
числа;

КГ = 1С1--14Г-; 11(11 = 1С12;

£ •••» • £; + Ь •••> £п ): ) = •••, В ;

а> = ; О“ = где =
Эх.
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Ниже Р(О) — 52О 7<> & дифференциальный оператор с постоянными коэффи­
циентами, где сумма берется по конечному набору (Р) = {а € : 7О # 0}. а
Р(£) = 52п % ~ соответствующий полный символ.
Напомним, что минимальный выпуклый многогранник Р, содержащий множес­
тво (Р)и {()}, называется характеристическим многогранником дифференциаль­
ного оператора Р.

Определение 2. Многогранник М называется вполне правильным, если компо­
ненты внешних (относительно ) нормалей всех (п — 1)- мерных некоординатных 
граней М положительны.

Для вполне правильного многогранника X через А(АГ) значим множество всех
нормалей А = (Aj,..., А„) некоординатных граней многогранника М, с min Х} - 1 
Положим AZ’(t) = {i/ € IR" : у € A/՞}, t > 0, Х(0) = {0}, Af(O = 0. t < 0. 
Af* = {i/ € IR" : («/, Ao) < 1}, где

XJ € A(Af)> dj = sup (г/, A-’).

Для многочлена Р от п-переменных, натурального числа ), 
множества А С Ш.п обозначим

1 < j < п и

D(P) = «. С 6 С", />(() = 0}, D(PJ) = (С, < 6 С". Р(С) = 0. € R”՜1)-

dpt° = <М>>||е -а

Через Aյ обозначим проекцию множества А на подпространство {£ € ТИ г‘, = 
0}. Будем пользоваться следующим определением (см. [9]. Определение 4.1.1 и
Теорему 4.1.3).

Определение 3. Оператор Р(Р) называется гипоэллиптическим, если выпол­
няется одно из следующих условий :

ГЦР)СС°°,
^р(0 -► оо при ||£|| -> оо, £ € пг.

Заметим, что характеристический многогранник гипоэллиптического оператора 
вполне правильный. Для гипоэллиптического оператора Р(£>) обозначим

Мр = {//,// 6 1И" , существуете,, > 0|£|։/ < С„№р(£) + 1)для любого^ € 1Н 1
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Известно, что для любого дифференциального оператора Р Мр С {ь\ и € 
к՛;, (кА) < 1 для любого А € Л(/У(Р))}. Для вполне правильного многогран­
ника М С Мр такого, что (к А) < 1 при всех и € М и при А € А(М) рассмотрим 
функцию КГ Для лк>бого £ € 1Я", где Л4° множество вершин
многогранника Л4. •՛
Будем использовать следующий результат (см. [10], Теорема 3).

Теорема (Б. С. Митягин). Пусть (з, 0 € /V” - последовательность чисел 
такая, что 1 < -> оо при ||Х?|| —> оо и

\ d
1 < р < оо.

Аж = {Md}, {«d} € /*, sup |Сз я3| < 1}, 
ß

Вж = {Md}, {a3} € /°°sup|a3| < 1}. 
d

Тогда Н(Ар,е Вр) < х(2Д) 1о£8/е, 1 < р < оо при достаточно малых е > 0, где 
х(£) - количество мультииндексов /3 таких, что (з < £.

Для вполне правильного многогранника М. компакта К С Еп и функции [7 €

С“(ЕП) положим ||1/||к = (fK |u|2)' q.n.K(U) = sup, maxoWMnA,

з ։/2
£|аз|2(,г/?//)2п 

0

l|Pnt/||,< 
?

Далее, пусть L = {т, x e < l, j - l > 0; S = {{/, ||u||t < 1} и
Q = {и, u e C«. suppt/ c L, 4m,l(U) < 1}.

Лемма 1. Существуют постоянная С > 0 и число Ео > 0 такие, что при 
0 < е < Е0

H(Q.e S) < mes {£,Л.м(£) < С 1п 1/е} 1п8/е.

Доказательство. Пусть U(x) = i aj е,п3х^. Так как з

ll^t/iii = (2()՛՛/2
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то с некоторой постоянной (71 > О

дм. [ЛУ) = аир тах
] а€Л1(/)ПЛ^

1 /2 
(20п/2

1/2

< С1 8ир(2/)п/2 52 |а/?|2(’г^/О)2?
4

С другой стороны, поскольку (0, ...,0) € М(]), ; > 0, то для некоторых постоян­
ных Сг, 6 > О

тах 
а€Л4(>)П/У; 1«1° >С21)^(0, з = 1.2.

Поэтому

> С2 8ир(2()՞/’ 
У

Рассмотрим множества и 5^ :

<?оо = {Уа^11'. Сг(20п/г8ир/ЛА<(’Г^')У Л-‘(»0/О|<м| < 1). 
V 1.3 X 3 3 

аце’՝0’11, С3 зир|а֊)|Л’м(^/') < 1}. 
в

где д > 0 такое, что

т 1/2
£ 1>м՝№/п 
а

оо.

Легко видеть, что 5» С 5 и С Qoo■ Обозначим через тп(1/е) количество 
мультииндексов /3, для которых

------ тт-------- 8иРСзУ^^/З/!՝) >
/1.ч(тг^/0
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где С4 = Сз/(2/)"/2С2.՝ По теореме Б. С. Митягина существует число £0 > О 
такое, что при всех 0 < Е < Ео

т(2/г) 1п 8/е > ЩС^еЗ^) > Я((?,е5).

Для В Е Я" положим

О(^) =
ЬмМ/ПХ'

1п 1/е /
1

Поскольку

&(£) < С1
{Ьм(*0/Г)\ 1

8111) I 7 I л«х_Л ’
, \ 3 / *Й Ч^0/‘)

то для любого /3 6 АГ? такого, что £д(е) < 1/е. имеем

Ьм^З/1У\""/։ 1
|п1/е ) №‘(*0/1)

Отсюда вытекает оценка

1п 1/е

Ьм№/1)< [(С41/е)1/||11/£ 1п1/£11п1/^-(<7 + ^) =о(1п1/е). (1)

В силу (1) существуют число Е\ > 0 и постоянная > 0, при которых

Л м(тг/3//) < С5 1п 1/£, 0 < е < £1.

Для завершения доказательства должны показать, что существует постоянная 
С6 > 0 такая, что гп(1/£) < те8{£. < Сб Ь11/£}, 0 < £ < £1. Для точки
£ € 1Я", через обозначим п-мерный единичный куб с центром в точке ( 
и сторонами, параллельными координатным гиперплоскостям. Для некоторой
постоянной С7 > 0 имеем

гп(1/£) < у 1 = шея/з =
Км (Я13/П<СЯ 1п 1/е /|Л1(Я1?/П<С81П1Л

= теа(и/։м(яз//)<св1п1/е Ь) < шея {(,<С71п1/е}.
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Доказательство Леммы 1 завершено.
Для вектора р = (Р1,...,рп) € Ж^., >1,7 = 1,...,п и вполне правильного
МН|(Н.гранника М обозначим через Г₽(ЕП) и Г'ч(£п) следующие классы Жевре :

Г(ЕП) = {[/, U е С°°(ЕП), Vtf СС Еп, ЗС«= CK(U) > 0 :

sup||D“E||K < c£l+l o'“, Va e JV"}, 
К

ГМ(Е") = (17. U e C~(E՞), VE CC E", 3CK = CK(U) > 0 :

ll№|k < cJK+t f, Va e M(j). j > o}.
Известно (см. (12]). что Г՝4 = Гр, если Л-1 = (i/, м € JR", (v,р) < 1].

Лемма 2. Пусть ;М С - вполне правильный многогранник такой, что
(р. А) < 1 при всех н 6 А4 и А € Л(Л4). Тогда для любого е > 0 существуют 
функция / € Г'м< и постоянная С(е) такие, что Чм,.к(/и) < С(Е)дм,к(и) для 
любого и € ГМ(ЕП). где Л4е = Л4(1/(1 + е)).

Доказательство. Легко видеть, что Л4" С {v, v € IR՞, |z/| < 1/(1 + e)} для 
любого E > 0. По Лемме 5.7.1 из [9] существуют функция f и постоянная ст։ > 0 
такие, что f 6 T1+f С Г4», supp/ С К, sup.,. |DQ/(a;)| < <7ia{1+e)<» для любого 
л € N*. Для любого U € Гл։ . «•

\\D"(fU)\\K шах —--------- ———
а€>М։(>(1+е))ПА7 [(1 +e)j]I+:՜^

_________1 Т1 ГъЗС - Ч 1 ь •

a€A<Ü)n/v; [(1 + e)j]1+£>J

max oG-M(J)nN^ [(1 + e)J]1+cb՛

max 
a€A4(j I

C^up|D°-J/|||D^||K 
[(1 +E)j]1+eb

Отсюда, учитывая, что (см. [12]) ot - /3 € A4*(j - г) при a > /3, a € .M(j), 
ß G A4(r) \ M(r - 1), с некоторыми постоянными <72(e), оз(е) > Ü имеем

n ,։v im/toik , v„r(r} [^+E)(j-T)]^^rrqM,K(U) < 
[(1 +E)j]1+fb՜ - 2 [(1 +E)j)1+c‘J

< ?з(еИм k(U)-
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Отсюда вытекает утверждение леммы. %
Для вполне правильного многогранника Л4, удовлетворяющего утверждениям
Леммы 2, обозначим через следующее пространство Фреше :

гм = Р|(У, и е г"-, qM..K(U) < оо).

Лемма 3. Пусть Е - пространство с индуцированной топологией из 1}™. Если 
оператор вложения Е в Г4 замкнут, то

< 1 + lim
t-*+oc

In mes{£, /i,vi(£) < О
In t

Доказательство. По теореме о замкнутом графике, для каждого Ö > 0 и 
компакта К С Е'* существуют компакт L DD К и постоянная а > 0 такие, 
что к(^) < <т||С7||г для любого U € Е. Пусть М = {т, х € En} |ij| < m,j = 

m < к и в > 0 - некоторые числа. В силу Леммы 2 существует функция 
f. supp f С L такая, что f(x) = 1 при х 6 К и

{/I/, 9,м.к(/а) < 1} С {К H,.A'(n<msuppVcK}։

где С{0) есть постоянная из Леммы 2. Для I > к > m обозначим

В = {у, № < 1}, 0 = {У, UtE, ||1/|U<1}, W = {U. ||C||,W < I).

Q = {и, qM,.K(U) < 1}, Qe = {17, qMtt.,K(U) < 1, suppU С K}.

Поскольку О С a Q и f Q C C(0) Qe, то

H(O.eW) < H(uQ,e W) = H(Q,€jaW} = <

< H(C(»)Qe,e/a В) = H (q6. —В ) .
\ О (0) (7 /

(2)

Следовательно, в силу Леммы 1, для некоторых постоянных > 0 и достаточно 
малого £ > 0 получим

И (о»՛ Л-Д՝ в ) < (In8/e)mes{{, < а. In l/с]. (3)
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Так как при некотором <т2 > О {С ЛМ1+,(<) < ^Ы/е} с {(,М) < 
<72(1п1Д)1+Л+в}- ТО и3 (2) И (3) получим

Пт
Г-+0+

1п /7(0. е IV) < -у—1п1по.я{С Ьм < <т2(1п 1/£-)1-м+<>}
1п1п1/е - г-»о+ 1п1п1/е<

——Ьтев«, Л.м(^) < «}
= пт --- ;--- 77------  —-г-ц֊ос )п ^/(1 + «5 + 0)

Поскольку числа <5, 0 > О произвольны, и е IV П Е. т = 1.2,... является базисом 
в Е, то

<//Е < 1 + -р---- 1п тез {£.М)<0
/-»+оо 1п I

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Предположим, что дифференциальный оператор Р(О) гнпоэллипти- 
чен, и в №(Р) задана топология, индуцированная из Р12ос. Пусть М С Мр
вполне регулярный многогранник, удовлетворяющий условиям Леммы 2. Тогда 
вложение 1У(Р) Г-5՜1 замкнуто.

Доказательство. Поскольку топология, индуцированная из Ь{°с совпадает с 
топологией, индуцированной из С°° (см. [9], Замечание 4.1.2), то для каждого 
компакта К и любого числа г множество

РГ{К) = {У. и € ЛГ(Р), ||Еа[/||к < для любого а € Лф), ; = 1.2,-} 

замкнуто. Из вложения 1Ч(Р) С Г м вытекает \З^Рг(К) = ЩР) (см. [12]). Так 
как №(Р) является пространством Фреше, то по теореме Бэра существует г(։ > О
такое, что РГо(К) содержит внутреннюю точку. Поскольку Ег(/С) выпукло и 
симметрично, то и = 0 является внутренней точкой ГГо(К). Поэтому сущест­
вуют число р > 0 и компакт Е такие, что РГо(К) содержит всякое и € ^(Р). 
^2-норма которого по компакту Ь не превосходит числа 6. Следовательно, при 
(Л |УР Ох)1/2 < р

цо"У||л- < е+> р 1 (4)

Очевидно, (4) имеет место для любого и € Л^(Р). Отсюда для любого Л > (1 

Чм<։К (^) < «ир 
7

е+՝гр-՝ (лм2<ь)1/г 
((1+ед(։+4»
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С учетом замкнутости ЛГ(Р), завершается доказательство Леммы 4.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть Р(О) - гипоэллиптический оператор и А4 С Мр вполне 
правильный многогранник, удовлетворяющий условиям Леммы 3. Тогда

dfN(P) < 1 + max 
j

—---- hi mes С<(Ьм-1)lun --------—*----------t-»+oo In t

где максимум берется по тем для которых существует а € (Р) такое, что 
|а| = отЛР с о; # 0 и = {<,<€ Ип, < 0» где “ проекция в
на гиперплоскость = 0.

Доказательство. Пусть (3 G (Р), |/?| = ordP. Не умаляя общности можем 
предполагать, что /3 = (/?i,0, ..,0). Рассмотрим отображение

Т : N(P) -4 х ... х Г'м>,

где = {։/. м' € IR^՜1, (0,</') € М}

U G Я(Р).

Отображение Т непрерывно, и по теореме Холмгрена существует Т 1. Следова-
тельно Т является непрерывным изоморфизмом. В силу Лемм 3. 4 работы [3] и 
равенства получим dfN(P) < dfT ЛГ(Р) <

——In mes {f, Aaii«') <0 , , -г—In mesG/h.M, t)< 1 + lim ------------- ------------------ = 14- Inn ----------------------
t-> + oo Int f-++oo Ini

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. В условиях Теоремы 1

dfN(P) <14- max sup
> ЛбЛ(Л^)

|А|

rnedjx = suppe,M>(i/,A), Mj = {x/(i), € IR£, vj+i..... нп) G Л4},
а максимум берется по тем j, для которых существует a G (Р) такой, что 
|nr| = ordP с aj /0.
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Доказательство. В силу Теоремы 1, существует индекс 1 < ^ < п такой,

что
dfN(P) < 1 + Inn /—> + 00

lnmesGj0(/iA4,t)
In t

По Лемме 1.1 из [13] для каждого € > 0 существуют натуральное число к(с), 
векторы X1 6 Л(Л4^0), / = 1,...,к(е) и постоянная С(е) > 0 такие, что

(€Uo)) > CU) niin A||^°-A'(1 f) для любого £,?о) G IR’1 1,

где||Ч.А|| = (Е,М2/Х') 1/2
. Имеем

= {«՛"’, Л.м«,......С-1,0,«J+1,< i) С

С minA'll*'«-*’ < (t/C(£-))1/(1՜") С

С UKbo>- 1141Л|.Л'1Г'”'։՛ < («/с(е))1Л1-։>}- 
/

Учитывая, что € > 0 - произвольное, должны показать, что

_—In шея ац1',...' < ((/Cfc))1«։-'!}
1։in ---------------------------- —----------------------------  <<-» + оо Inf

I |Л*|
1 -

(5)

Для некоторых С,, Сг(д) > О шея < ((/С(е))1’1 ՛'} <

I |А‘1

< с, Г... Г"' Г‘"... Г < сног1 ~с ,
/о /о */о -/о

ГД1!

г = 1,...,п, r#jn-

Отсюда и из (5) получим требуемый результат. Теорема '2 доказана.
В качестве иллюстрации полученных результатов рассмотрим два примера.
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Пример 1. Пусть п = .3 и P(D) = £>։н + D\* + Dj D$(Di — jDo)8 + i Dy. Простые
вычисления показывают, что

.Мр D {и, и Ç IR 3 ,рх + 2ро 4֊ 28^з < 1,2ь*1 4- />2 4՜ 28/'з < 1}.

Отсюда, в силу Теоремы 2 %
dfN(P)<l + (2 4-28) = 31. (6)

Рассмотрим множество

s = U 3(9) = U {(, ( е IR3, в < 6 < 29, <328 < 6 < 2Ç28. <з2 < 6 < 2Й). 
é»>0 0>О

Легко проверить, что с некоторой постоянной С > 0 рр,з(£) < С£з для любого
Следовательно, в силу Теоремы 1 из [11]

dfN(P) > 1 + ^֊|п"'88Сз(рр.з.О > j + ^1пте»Зз«/2С) = j = 
f-юо Int “ е֊»эо Int

Из (6) и (7) вытекает dfN(P) = 31.

Пример 2. Пусть п = 3 и P(D) = D* + D? + Dy + (D? — Dy)6. Легко проверить.

3
что {p,i/ € IR^.,-i/i + 3^2 + Зуз < 1} С .Мр. Следовательно, в силу Теоремы 2

dfN(P)<l + (3 + 3/2) = 5,5. (8)

Рассмотрим множество S = =

= и {«- < 6 ։пЛ «’ <6 < 293, «2/2 < 6 < 2«3/2.«г + « < 6 < 6 + 29}.
0>О

Для любого ( G S и некоторой постоянной С > 0 имеем рр.з(£) < C^J' 3 для

любого £ с S. В силу Теоремы 1 работы [11] и из того, что S3 / f
\21/3С/

<^з(рр.зЛ). получим

dfN(P) > 1 + lim }?mes53(</21/3C) 
е-»оо Int > 1 + 3 + 3/2 = 5,5.

Комбинируя (8) и (9), получим dfN(P) = 5,5.

Abstract. The paper considers hypoelliptic operators P(D) with constant, coeffi­
cients and establishes upper bounds for functional dimension of the space of solu­
tions of the equation P(D) u = 0. The bounds are determined by the behavior of the 
symbol of operator P(D) at infinity.
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МИНИМИЗАЦИЯ РАВНОМЕРНОЙ ОШИБКИ ПОЛИНОМИАЛЬНО-ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ СО СДВИНУТЫМИ УЗЛАМИ
А. Б. Нерсесян, Н. В. Оганесян

Институт математики НАН Армении
E-mails : nerses@instmath.sci.am ; nune@instmath.sci.am

Резюме. В статье рассматривается полиномиально-тригонометрическая интер­поляционная схема на объединении сдвигов равномерных сеток. Основная задача - оптимальный выбор параметра сдвига сетки, минимизирующий равномерную ошибку квазипериодической интерполяции. В случае симметрично расположен­ных трёх сеток асимптотическая формула для равномерной ошибки получена при помоши "предельной функции”, введенной Валле Пуссеном. Показано, что при определенных значениях параметра сдвига постоянная явления Гиббса меньше классической постоянной для частных сумм ряда Фурье.
§1. ВВЕДЕНИЕИзвестно (см. [1]), что аппроксимация функции /(а?) € С[—1,1] А-ой частич­ной суммой ряда Фурье приводит при N -> оо к явлению Гиббса с постоянной 
COrt = 0.089 ... и. в результате “перелет”, в окрестности точки х = 1 равен Cort(/(1) - /(-I))- Явление Гиббса с большей постоянной C,,։f = 0.141... также наблюдается при классической тригонометрической аппроксимации на равномер­f 2k 1t 2A + 1 J ’ной сети {о:*;} = k = 0, ±1, .,±N, N -¥ oo (cm. [2]).
В описанных случаях, при /(1) / /(-1). равномерная сходимость на от­резке [-1.1] соответствующих аппроксимаций не имеет места, а порядок Ьу сходимости на компактах внутри интервала (-1,1) выше, чем на всем интер­вале.
Исследование выполнено при поддержке NFSAT-CRDF Grant # CS 037-01 (# BGP 7420) и Project 1STC A-823.
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В <лучае /(1) ֊ /(-1) ситуация, вообще говоря, аналогична. Именно, если f(x) С [-1,1], р > U. /'м(-1) = /(fc,(l). k = 0.1....,р и /(р+1)(֊1) # /(р+1»(1), то х«пя разномерная сходимость на [—1,1] соответствующих аппроксимаций имеет моего, её порядок па компактах внутри (-1,1) выше чем на [-1,1] (см. [1]).Идея более точной аппроксимации кусочно-г л ад кой на [-1.1] функции /(.г) на основе ее коэффициентов Фурье {fn}, п - 0, ±1...., ±/V, была высказана А. Н. Крыловым в 1932 г. (см. [3]). Впоследствии этот подход был усовершенствован в ряде статьей (см. [4 - 6] и литературу в них). Применяя эту аппроксимацию к функции f(x) 6 Ср[-1,1), р > 0. сначала строится полином Р(х) такой, что // (1) = к = 0,1.....р, где /i(х) = f(x) — Р(х), а затем функция Д
9аппроксимируется частичной суммой ряда Фурье.Численная реализация этой схемы и ее обобщение на многомерный случай до­пускает нахождение скачков /(А,(1) - /(А)(-1), к = 0,1,....р (или их многомер­ных аналогов) через коэффициенты (дискретные коэффициенты) Фурье функции / (см. [4 - 7] и п. 2.1 ниже). Эта схема позволяет аппроксимировать функцию / 6 Ср+1 с равномерной ошибкой порядка o(/V՜*'), N -> оо, р > 0, где N число членов отрезка классического ряда Фурье или, соответственно, точек интерпо­ляции на равномерной сети.В этой статье показываем, что при интерполяции на объединении равномерных сеток со сдвинутыми узлами можно добиться определенного уменьшения рав­номерной ошибки. Оказывается, что при соответствующем расположении трёх равномерных сеток постоянная явления Гиббса может быть меньше, чем в клас­сическом случае ряда Фурье. Дополнительное уменьшение равномерной ошибки достигается путём применения так называемой “квазипериодической” интерпо­ляции (см. §4 ниже).Изучение асимптотического поведения равномерной ошибки основано на методе предельной функции”, предложенном Валле Пуссеном в 1908 г. (см. [9[. [10]).

§2. ПОЛИНОМИАЛЬНО-ОРТОГОНАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
2.1. Лемма. При у € IK обозначим через = у (тех/2), 0 < у*՜ <2.
Лемма 1. Пусть х € С, х / 0, ±1, ±2,...; q > -1 ֊ целое, w G R, причем wh / 0 при q = — 1. Тогда

е«ячг*՜ :2 i л՜ Re s -=_ л- —----- тг——---------—֊т.(1 - е2”т-)(т 4- z)f+2 (1)
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Доказательство. Пусть Сд- - окружность радиуса ry = (Д' 4- 1/2), (TV > 1) в комплексной г-плоскости с центром в точке z = 0. Контурный интеграл
1 [ е”ги’”г2»7г JCs (1 - е2։яг)(я: 4- z)«+2 существует, и согласно теории вычетов имеем

U? л
(х 4- s)*4՜2 (Dinu՛'՜ X ___________________‘’—'(l -е2։я՝)(.т4- z)^~'

При достаточно больших N и q > -1
|ЛН<

Const шах sin(TTz) < Const (2)
Отсюда следует, что .7дг -> 0 при ТУ -> ос, если д > 0. Итак (1) выполняется.Пусть теперь </ = ֊1, иГ / 0 и е > 0 - достаточно малое число. Контур окружности Су разделим на четыре дуги с+, с_, сир и с^о։гп : с+ = {г : |г| = Д’ 4- 1/2. |агдг| < с}, с_ = {г : |г| = ТУ 4-1/2.тг-с < агдг < я 4-е}, сир = {г : |г| = Л' 4֊ 1/2, € < агдг < тг - е}. саои!п = {г : |г| = ТУ 4- 1/2, я 4- € < атдг < 2я — е}. Очевидно, что Су = с+Шс_ исирис</ои,п. Используя оценку типа (2), интеграл по 
с( и ся_г, можно сделать сколь угодно малым за счет выбора е. Для оцениванияинтеграла по сир перейдем к полярным координатам z = (ТУ 4- 1/2)е‘^, получим

(ТУ-и/2)27Г е։фе7гиЛ(ДГ + 1/2)(։со5 0-sin ф)♦))(s 4֊ (ТУ 4- 1/2)е։<*) Аф

(ТУ 4-1/2) 2я
< Const

1 _ е2тг( W + l/2)(icos^—sin ф)

е֊яш*՜ (Лг + 1/2) sin д

g-iruA(/V + l/2) sin <t>

с!ф.

40 <

Поскольку 0 < wH < 2 и sin ф > sine > 0 на отрезке [е, я - е], то при больших TV подынтегральную функцию можно оценить через Const e_wh(A( + 1T2)si,lf. Так как sin ф < — sine < 0 на [я 4-е, 2я — е], то подынтегральную функцию можно оценить через Conste u |м"-_ Поскольку Фч(гп,х) имеет период 2 относительноаргумента w, то получим (1).



Миннымчация равномерной ошибки ... 43Замечание 1. Из (I) следует, что если ш" # 0, то Ф,(ш,() € С,“ как функция от «•. а функция = а’+1ф,(ш, ()/сМ+1 кусочно непрерывна со скачками в точках и՛ — (I. Если же ш(( = 0, то формально расходящийся ряд ф4(шд>0 ( у.м.мируем в с мыс ле главного значения (т.е. если суммирование в (1) проводится в симметричных пределах — А < л < Л, А —> ос). Легко проверить, что в этом случае = (у?7(ю0 + ОД) + ^(ш0 ֊ 0, «))/2. Функция Ф7(1лЛ) - 1/Г*+2непрерывна по / € (—1,1).
2.2. Аппроксимация по коэффициентам Фурье. Сначала применим метод, описанный в §1 для восстановления функции /(х) € Сд+1[-1,1] по ее коэффици­ентам Фурье

1 Г՝Л> = 2 ] /(։) е՜'"" * <£г, п = 0,±1....... ±И. Л'> 1. (3)
Известно, что ни частные суммы ряда Фурье, ни классические методы суммирвания не являются лучшим аппаратом приближения с использованием {/„} (см. (։ - 71).Пусть {^и(х)}^_0 - система полиномов Бернулли, определенных на [-11] по формулам

/?0(х) = х/2, Вк(т) = / ВА_1(ж)с/т, Вк(х)(к = 0, Л =1,2,....
Коэффициенты Фурье {Ва-п} полинома Вк(х) имеют вид (см. [5])

(5)
Для заданных целых и д полиномиально-ортогональную аппроксимацию функ­ции /(т) определим как

7 ч3Л;,,(/(1)) = £л*(/)В։«+ £ (Л,Л*(/) В, „и""՝’. (6)
Л«=0 п= —А։=0
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где А* (/) скачки функции f и её производных на концах интервала [-1.1] :
= к = 0,1........«. (7)В случае q = -1 имеем частную сумму ряда Фурье

N
Sn.-iUM) = SN(f(x)) = £ !„e"nr.

Из известного асимптотического представления коэффициентов Фурье
,+1 / 1 \/п = Ak(f)Bkn + О I L п ֊4 ОО
Аг=О 'П '

(8)

(9)
следует (см. [4], [5]), что скачки {А*,(/)} можно восстановить с точностью

<7+к'՜1), к = 0,..., д + 1, /V -> оо, решив систему уравнений с матрицей В;шдермонда
(-1)"-՜1՜1 У՝ ли/)

Л V

я = 0,
для (q 4- 1) различных значений {ns}, удовлетворяющих constN < |ne| < N при Л' —> ос.2.3. Асимптотическое поведение ошибки. Пусть х € [—1,1]. Изучим асимп­тотическое поведение ошибки

Я*.,(/(*)) = S^(/(z)) ֊ f(x) (W)при q = const, N —> оо и точных значениях скачков (7). Как упомянуто в §1. вообще говоря, максимум ошибки (10) достигается вблизи концов интервала [-1,1]. Следовательно, естественно рассмотреть ошибку Ядг><7(/(т)) в точке х = 1 ” 2ЛЧ1 или г = ~1 + h/(2N 4֊ 1) при h = const > 0 и N —> оо. ПоложимQ7(t) = - COS(7F х 4- 7Г g/2) (И)и рассмотрим функцию
е’(л)=^/Ч%^+ф’(л’0) (12)
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ф,(л.о = ֊^к«»г=-< с-։’г;((-1)<։е”г'»' eyh*՜ z + е֊«*лsin(?rz)(f + г)’+2 (13)

е։*(-Л1*՜

Теорема 1. Пусть f(x) € Сч+2[֊1,1], q > -1. Тогда при 1 = 1- /i/(2W 4- 1), в
h = const > О

Irni (2W + l)’+1flW1,(/(։)) = Л,+ 1(/) Е,(Л). (14)1 ▼ “ ’.Л»Доказательство. Сначала рассмотрим частный случай f(x) = Bq+i(x). В силу (1) при х = 1 - h/(2N 4- 1) и N -> ос имеем
ОО

Bq+\ (х) ~

п = -оо 
п#0

V Ч «жп(1-Л/(2/У + 1П _2(17ГП)’+2
»7Г(П + (2N 4- 1)«)Л (15)е (n + (2N 4- 1)з)«+22N + 1 О©12(։7г)<?+2 ((2N 4- l)s)*+2

• #0

N _ iirnh  \ 4 e 2^+1 ф_ ( —h ----------- j 4- О | --------  2(։tt(27V 4- 1))«+2---------------------------- Ц ’ 2N 4- 1J \ №+2n#6
При N —> oo отсюда вытекает

(#)) — iirnh e՜2^+ 1 (-l)n4-։ei։rn 2(։тгп)«+2
Ф<7( h’2tf4-l) 
2(^я(2^4- 1))’+2

№+2 J 2(1я(2ЛГ4- 1))’+2 н iirn h£ e“2N+l я « — N
n#0

(16)
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Положим «п = п/(2Л^ + 1)’ - 1/(2Л;+ 1) и перепишем последнюю сумму в (16) в пределах отп = 1 доп = Согласно Замечанию 1 эта интегральная сумма стремится (при /V -э оо) к соответствующему интегралу. Поскольку
(17)

то после некоторых упрощений получим (14).Пусть теперь /(.г) € С’+2. Обозначив через 6(/, е) модуль непрерывности функции /։д+2,(х), из (9) и (10) получим (см. [1]. том 1)
ОО 

|Ь\.«(/(х))-Л,+1(/)Лл'.,(В,+1(х))|<<5(/,։/М) £ (18)

п=Л

Отсюда вытекает (14). Теорема 1 доказана.<3. ПОЛИНОМИАЛЬНО-ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯИНТЕРПОЛЯЦИЯ СО СДВИНУТЫМИ УЗЛАМИ3.1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу полиномиально-тригонометри­ческий интерполяции на объединении трех равномерных сеток, состоящих из нечетного количества точек, расположенных симметрично относительно начала координат. Пусть {т“}. — 1 < а < 1 - равномерная сеть на [—1,1] вида
к = 0,±1,...,±АГ. (19)

Обозначим через обратное дискретное преобразование Фурье (с точностью до множителя) функции /(х) на этой сети
(20)

Для заданного 0 < а < 1 рассмотрим следующую интерполяцию функции / на сети из 6ЛГ 4֊ 3 точек объединения {х®} и } и {хк °}

.V/л-(/)(х)= £ (/Х(х) + /“^(х) + /-'>а;'՝(х)), п=—Л' (21)



Минимизация равномерной ошибки ... 47при условии/&(е*₽')(х) = е"рх, р = 0,±1,...,±(ЗЛГ + 1), х€ (-1,1]. (22)При целом п > 0 имеем
(е"»')„

е1яо(р-п)/(2Л’+1)2?7 + 1 Я
„2»։гА:(р—п)/(2М+1)О

Ь-Л'

оо
— л*”'а(р~п)/(2АГ+1) V" X
~ е / , °р.п-(2^+։)

5=—ОО

где д՝р17 ֊ символ Кронекера. Учитывая (21) и (22), получим следующую систему уравнений |п| < N, х Е (-1,1] относительно {а“,а“,а՜0} :а“(х)+ «»«+ □;»(!) = а^(®)+ е"»«;(։) + €-<’<■ а;“(1) = е‘””+|։Л,+։»*,
а°(х) + е-*’° <։“(։) + е։’° а;“(х) =При фиксированных п и х получим

2 51п2(7га/2) (cos((2^ + 1)тгх) - сов(яа)),
4 в1п2 (тга/2) сов(7га/2 (23)

е.>пг4 81п2(тга/2) сов(7га/2)п

Отметим, что при сх — 2/3 формула (21) является тригонометрической интерпо­ляцией функции /(х) на равномерной сети из 6?/ + 3 точек.Из (21) и (23) получим
N у

/Й(/)(։) = >»««2ЛГ + ։М Е Яе""1 + ВМ2К + 1)1) £ +
п=-Л' п=-Лг (24)

+ В_а((2Л + 1)х) 52 /„“е”"1,
n=-^
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где
Ао(у) =

1 2sin2(7ra/2) (cos(Try) - COs(7T(t)), (25)
Ba(y) =

_______________ 1_______________4sin2(7ra/2) cos(7ra/2) — соя (26)
Легко проверить, что

AQ(y) + В<М + B-a(y) = 1, 0 < a < 1, у € IR
3.2. Представление интерполяции через коэффициенты Фурье. Пока­жем. что коэффициенты интерполяции {/„}, п = 0. ±1 . ±^ можно выразитьчс1>сз коэффициенты Фурье функции /.Лемма 2. Пусть {/п} - коэффициенты Фурье функции /(х) такие, что |/„| < 
const п р 1, р > 0. Тогда при N >1 и -1 < а < 1 (см. (3))

ОО
/,?= 52 /п+(։к+1).е‘*“'. п = о,±1...... ±N.

8= — ОО
(28)

Доказательство легко получить после подстановки абсолютно и равномерно сходящегося ряда Фурье функции / в (20).Следующий результат характеризует интерполяцию на равномерной сетке (19).Лемма 3. В условиях Леммы 2 имеет место равномерная по х € [—1,1] оценка

< const N р, N > 1. (29)
Доказательство. В силу Леммы 2
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1
- (2N 4- 1)p+1 1 - 2|n/(2W + 1) + $|Р+1 - (2N + 1)Р 1(s - 1/2)р+1 '

Следствие 1. В условиях Леммы 3 имеет место равномерная по т € [-1Д 
оценка

N > 1. (30)
Доказательство следует из (24), (27) и Леммы 3.
3.3. Асимптотическое поведение ошибки. Полиномиально-тригонометри­ческая интерполяция функции / на объединении сеток {х^} и {т£} и {тА2"}• 
к = 0, ±1,..., ±М определим как

я / 4 \5Й.,(/(т)) = 52 AtBk(x) + /к !(х) ֊ 52 А>Мх) I (։). (31)Jt=o \ *=0 /
Положим X,(u,w) = 2тгНе$;=_| cos(7r(g/2 4- u 4- (1 ~ w)z)) sin(7rz)(f 4- z)i+2

(32)
Следующая теорема характеризует асимптотическое поведение ошибки

Л'й.,(/(^)) = 5Й.։(/М) ֊ Их). (33)
Теорема 2. Пусть f(xj € С’+г(֊1.1)- <1 > ֊>• т°™а при X = i - h/(6N + 31 и 
h = const > 0

пт [(6W + з)’+'л;;,(/)] = л,+.(/)о;(Л), 
Л’->ос

(34)
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где
•м+1 /*1/2 ьД£(Л)=т-—3 / -^-КХя^/^Л^ +«) ) (сов(я(а/2 - А/3))хО7Г4 * ./р л.

X 8сс(—-~) 4- 1)х9(^/3,(1 - а/) (со8(л(а/2 4-Д/З)) зес(ла/2) + 1)֊ (Зо)- 2։2’ (со8(7г/։/3) + со8(ла))х?(-9/2> 1) соз(я(д/2 - Л</3)))-
-4х,(М/3,(-А/3)К))Л.

Доказательство. Согласно Следствию 1 и формулам (18), (21), вместо /։(т) = /(т) - А*.(/)В*, (т) достаточно рассмотреть функцию Л(х) = Вч+1(т). Из(1), (5) и (28) имеем
(-1)п+1Ф7(1 4-а,п/(2# 4-1))

(В,+1(*))£ =

Положим
и(а,Л)^Л<,(^ + 1)(1-
и(а,/.)=Во((2Л^+ !)(։-

2(»л(2# +1))*+2 ’ Т
1 1 V п - о (36)2 (։я(2^ + l)s)«+2’1 *.#о°

/* соз(7г Л/3) + сов(яа)6^ + 3 281П2(тга/2) (37)Л соя(яа/2) 4-со8(тгог/2 - 7г/։/3)
GN 4֊ 3 481п2(ла/2) со8(ла/2)

Для оценки (33) при х = 1 — /1/(6М + 3) используем (15) с /1/3 вместо Л. При
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RN,4(Bq+l(x)) = S^q(Bq+J(x)) - Bq+l(*) =

12(t7r(2N+ 1))'/+2 2лПл)“(а’Л)+

(38)
+ 1 + °’ 2л/+1) v(a'h) + ф’ (1 “ °՝ 2лГИ ) v(-°’h)-

_ , [_h п Л 3’2АГ 4 i
Обозначив tn = n/(2N 4- 1), △/ = l/(2/V ■+֊ 1), получим

,,+i /■■/։ _Jim (GW + 3)’+1^,+1(r)) = —-—j / е 3 (Ф,(1,։)и(а.Л)+
N-»oo * 2(»7Г)*"г‘с J_i/2

+ Ф9(1 - a.t)v(-a.h) + Фч(1 + a.t)v(a,h) - Ф, (֊(Л/3),0) Л,
поскольку в силу Замечания 1 и (27), (37) подынтегральная функция непрерывна на [-|,|]. Переходя к интегралу по [0,1/2] и учитывая (17) и (32). завершаем доказательство.§4 . ПОЛНАЯ И КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ4.1. Определения. Начнем с классической поточечной интерполяции функции / 6 С[-1,1]. Пусть АГ > 2 ֊ целое, {х^} С [-1,1], к = 1,2....... А' - множестворазличных точек (интерполяционных узлов) и {Т^ (х)} - заданная система А линейно независимых функций Т„ (х) € С[-1,1], п = 1,2, ...»X. Рассмотрим функцию

Л’

п=1

(39)
где а„ = п = 1,2,.... определены так, чтоа) формула (39)- интерполяционная на сети {х£ }, т.е. /дг(/)(х1 ) — ),

к - 1,2, ...^ при / € С[-1,1];Ь) формула (39) - точная для системы {Т,;4 (х)}, т.е. 1н(Т* (х)) = Т,^ (х) при х € [-1,1], п = 1,2,...,ЛД
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Определение 1 ([8]). Интерполяция (39) называется полной, если ппп{хд } = -1 и гпах{т*} = 1.Предположим, что интерполяция (39) не является полной, т.е. Ь - а < 2, где 
а = шт*{х£ ), Ь = тахд.{2.£ }. Применим (39) к функции /1(1) = /((2х — а — 6)/(Ь-а)), которая определена на [а, 6], поскольку (2х — а — Ь)/(Ь-а) € [-1,1] при 
х 6 [а, 6]. Обратная замена переменной х -> (6 - а)х/2 + (а + Ь)/2 влечет полную интерполяционную формулу

Лг 
/(/)(։) = Е 

п=1
(40)

на сети {(2т^ — а — Ь)/(Ь - а)}, А = 1,2, ...,ЛГ, посредством системы {^(т)} = 
{Т„((ծ - а)х/2 + (а + Ь)/2}. п = 1,2,..., ТУ. Эту схему можно обобщить на случай интерполяции на тп-мерном квадрате (тп > 2).Очевидно, что периодическая интерполяция не может быть полной.Определение 2. Интерполяция (39) называется квазипериодической, если она 
определена для всех N > 1, система определена для всех х € R,

Հ? € С\ос, Т„(х + էիր) = Т£ (х), էի/ > 2 и էյ>ր -> 2 при N -> оо.4.2. Применение к основной задаче. Применяя схему пункта 4.1 к перио­дической (неполной) интерполяции, получим полную интерполяцию на [-1,1] посредством системы периодических функций {Т„ (т)} с периодом էի/ > 2. Если т*п{х^ } —> -1 и тах{х^} —> 1 при ТУ —> оо, то получим квазипериодическую интерполяцию.Ниже этот подход применяется по отношению к интерполяционным формулам, рассмотренным в §§3 - 4. Таким образом, в случае интерполяции /£., 0 < о < 1 (см. (21)), полная квазипериодичсская интерполяция строится по следующим параметрам : էի/ = 2(1 + (1 — oւ)/(2^ + օր)), а в (23) аргумент х заменяется на(Жт)*-Преимущества перехода от периодической интерполяции к квазипериодической очевидны : функция /(х) аппроксимируется точно на концах интервала [—1,1], причем равномерная ошибка существенно уменьшается. Явление Гиббса на кон­цах отрезка [-1,1] характеризуется через величины “перелета” и “недолета”. Простой иллюстрацией к сказанному является Рис. 1, который содержит графи­ки функции /(х) = х и её интерполяции на 75 точках при а = 0.57.
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Рис.1. Графики периодической и соответствующей полной интерполяций функции /(г) — х посредством формулы (21) при а = 0.57 вблизи точки х = 1.
Вследствие небольшого смещения графика периодической интерполяции вправо на Рис. 1, при полной интерполяции равномерная ошибка уменьшилась с 0.5 до 0.2. Поскольку исключается интеграл, соответствующий пунктирному криволи­нейному треугольнику справа на Рис. 1, то £р-ошибка (р > 1) также становится заметно меньше.Легко видеть, что "недолет” явления Гиббса примерно равен 0.1, а при перио­дической интерполяции примерно равен 0.5. Заметим также, что на компактах внутри интервала (—1,1) при /V» 1 равномерные ошибки для периодической и соответствующей полной интерполяций практически одинаковы. Это видно на Рис. 1 при 0.92 < х < 0 96.§5 . ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ. ОПТИМИЗАЦИЯ5.1. Результаты §§3 и 4 ставят задачу практической минимизации равномерной ошибки интерполяции по схеме (31) при фиксированном д и 3> 1 за счет оптимального выбора а и перехода к полной квазипериодической интерполяции. Сначала рассмотрим случай классического явления Гиббса (д = -1).Рис.2 содержит графики функции Г?^2(А) (см. (35)) при а = 1/2 и а = 2/3, и
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Рис.2. Графики функций £>У։2(Л), Р2/։3(А) (равномерная сеть), а также Е_1(Л)(ортогональное разложение), описывающие величины статвстствующих явле­ний Гиббса (д = ֊1).
функции Е-1(Л) (см. (12)), соответствующей ортогональному разложению. Ло­кальные экстремумы этих графиков показывают, что величина явления Гибб­са при а = 1/2 меньше соответствующих величин как для равномерной сети2/3), так и ортогонального разложения. С другой стороны, при небольшой
корректив вке величины а = 1/2 максимумы функции Р*^/։) в окрестностяхточек Л = 2 и А = б становятся равными и меньшими, чем при значении а — 1/2 (см. Таблицу 1). Аналогичная ситуация наблюдается и при д = 0.Гис. 3 содержит графики функций Р^/3(А), Р§ 4в9ч(А) и Е0(А) при д = 0 (см. (12) и (35)). Заметим, что значение а = 0.4694 является оптимальным с точностью до 10 и что (см. Таблицу 1 и Замечание 2) равномерная ошибка интерполяции в 3.5 раза меньше, чем для равномерной сети (а = 2/3) и примерно в 15 раз меньше, чем при полиномиально-ортогональном разложении.Таблица 1 содержит основные численные характеристики функций Р£(А) и ЕЧ(Ь)

дня случаев — 1 < д < 5. В этой таблице использованы следующие значения :
ач оптимальное значение а для данного д, с/9(а) - максимальное значение функции |Р“(А)|, соответствующей полной квазипериодичес.кой интерполяции,
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0.075

Рис.З. Графики функций D^/3(h) (равномерная сеть) и 4694(Л) (оптимальнаясеть), а также Eq(K) (полиномиально-ортогональное разложение), с тветству-ющие значению q — 0.
т.е. при h > 1 - a, eq есть максимальное значение |E,(/i)| при h > 0.

g = 5______</,(2/3)______
9 = -1 0.550415 0.0G1228 0.141140 0.500000

<7 = 0 0.469413 0.014001 0.049408 0.202642
0.5899170.0308150.0452910.049529

<7 = 20.5038100.0106540.0239660.027376
0.6312820.0101210.0115080.011907

0.5369100.0051660.0088130.006657
0.6548000.0031370.0032500.003383

Таблица 1. Сравнение постоянных, характеризующих асимптоти­ческое поведение ошибок.Таблица 1 показывает, что во всех случаях q = -1,...,5, оптимальная интерпо­ляция точнее соответствующего ортогонального разложения (10) (в смысле рав­номерной сходимости). Отметим также уменьшение постоянной явления Гиббса при q = -1 (dq(aq) ֊ 0.06 вместо Cort — 0.09).Эти результаты показывают э«|>фективность квазипериолической интерполяции 
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даже в случае равномерной сети (а = 2/3). В то жг время, переход к оптималь­ному значению о зффгктивен только в пяти случаях у = —1.0, 1,2, 4.Замечание 2. Очевидно, что выше описанный переход квазипериодичоской ин- тгрпс•л.чции не может быть применен к полиномиально-ортогональному разложи- пню. Для сравнения соответствующих ошибок аппроксимаций функции Dq{h) и 
Eq(h) приведены на Рис. 2. 3 для периодической (неполной) интерполяции при 
h > 0. При заданных у>-1и0<о<1 полная квазипериодическая интерполя­ция описывается той частью графика которая соответствует значениям 
h > 1 ֊ о. а функция E4(h) должна быть рассмотрена при всех h > 0.5.2. Т< «»рема 2 содержит точное значение главного члена асимптотического по­селен;-.;’. ошибки R^j вблизи точек х = ±1. Однако, возникают некоторые труд­но։ in « практическим вычислением интеграла (35) : подынтегральная функция содержит неопределённость вида 0/0 при t —> 0. приводящую к накоплению оши­бок (особенно при больших значениях у).Практически, для данного Е G (0.1.0.2). при t € [е. 1/2] использовалось числен­ное интегрирование в (35) с точностью до 10 ‘. а при t € [0,е], с использованием программы Series пакета MATHEMATICA 4.1. подынтегральная функция заме­нялась рядом Тейлора в точке t = 0 с точностью до <7(t6) при t —> 0. Этим путем была получена точность порядка , по меньшей мере, 10՜5.§6 . ЗАКЛЮЧЕНИЕПрименение интерполяционной схемы на объединении нескольких оптимально рас положенных равномерных сеток и переход к полной квази периодической ин­терполяции довольно перспективны. Выбор, в качестве конкретного примера, трех равномерных сеток обусловлен простотой представления. Во всех случа­ях получены асимптотические разложения равномерной ошибки по степеням (6.V-I-З)՜*՜1, s = —1,0,1,2,...,у + 1 при N -4 ос. -1 < q < оо. С практичес­кой точки зрения, рекомендуется брать q < 10 и пос ту пат ь следующим образом : если удается находить скачки {А*.}, к < р < 10 с заданной точностью, то в (31) всегда полагаем q = р. Если — 1 < q < 2 или q = 4, то выбираем опти­мальное значение aq из Таблицы 1, в противном случае пользуемся равномерной сетью (о = 2/3). Поскольку (21) допускает одновременное применение несколь­ких дискретных преобразований Фурье (20), то при численной реализации удобно применить вычислительную систему параллельной архитектуры.
Abstract. The paper considers polynomial-trigonometric interpolation scheme on the union of shifts of a uniform grid. The main problem is that of optimal choice of 
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
РАСПРЕДЕЛЁННЫМИ СИСТЕМАМИ

Р. Л. Шахбагян

Ереванский государственный университет 
е-шаП : rshahba@ysu.ani

Резюме. В статье рассматривается задача оптимального управления, описыва­
емая системой с распределёнными параметрами, и приведены необходимые усло­
вия существования оптимального управления.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Пусть П С 1Я3 - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = 50.

В цилиндре 0 = П х(0,Т) рассмотрим нелинейное параболическое уравнение

Щ + ճ2ս - ^(а^Дх)^,)^ - и3 = V, 
м

(0.1)

а ац € суть эле- 
дх,

где Ճ2 - бигармонический оператор: и, = —. սր 
օէ

менты симметрической неотрицательно определённой матрицы. Функция управ­

ления в(х. է) задайа. Подчиним решение ս(ւ,է) уравнения (0.1) следующим усло­

виям :

и(х,0) = и°(т), х € Զ, (0.2)

(0.3)

где Е = Г х (0,Т) - боковая поверхность цилиндра С}, а и - направление внешней 

нормали к границе Г.
Переменную и можно интерпретировать как состояние некоторой системы (см. 
[1]). а V как переменную управления. Рассмотрим множество пар {и, и) управ­
ление состояние и предположим, что переменная управления V удовлетворяет
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условию

V € Und С L2{Q), (0 4)

где иа<1 некоторое непустое замкнутое выпуклое множество.

Один из подходов исследования разрешимости задачи (0.1) — (0 3) заключается в 
сведении её к экстремальной задаче (см., например, [2]). Рассмотрим функционал

J(v,u) — ||u — u,f||2<i(Q) (05)

где ud € L°(Q) и /V > 0 считаются заданными, а параметр а будет уточнён 

ниже. };щача “оптимального управления” заключается в нахождении inf J(v,u) 
по решениям {v,u) задачи (0.1) — (0.3), на множестве Uad х La(Q) Пара 
{voO*o}5 Для которой достигается минимум функционала называется

оптимальной.

Известно (см., например, [1] и библиографию в ней), что для v 6 L2(Q) нелиней­

ная задача (0.1) — (0.3), вообще говоря, не имеет глобальных решений по време­
ни. Итак, необходимо выбрать соответствующие функциональные пространства, 

в которых задача (0.1) — (0.3) корректно поставлена.

В статье исследуется задача оптимального управления, описываемая системой с 

распределёнными параметрами (0.1) — (0.3), и приведены необходимые условия 

существования оптимальных пар.

§1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть Q С IR’։ - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = dfl. 

Для натурального m и любого 1 < А < сю рассмотрим банахово пространство

Игт'А(П) = {u: rnueLA(Q), Va, |а| < m} (1.1)

с нормой

V-П ™ d|n|
где о = (ft1։...,ftn) - мультииндекс, |o| = °* иР“ = дх*՝ ...dx?,n ՛
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Обозначим через 1ФГП|'1А(^) = {и: 6 £?((?), |а| < ш, и< € ЬХ(С2)} банахо-
ч

по пространство функций и(хЛ), определённых в цилиндре С), с нормой

Известно (см. [1], [2]), что ИгтЛА(^) совпадаете пространством функций и(.г,0, 

удовлетворяющих и € £А(0,Т, ИЛГ”,1(Л)) и и* (Е ЬА(0, Т, ТА(17)).

Теперь приведём несколько хорошо известных результатов, которые будем ис­

пользовать ниже.

Теорема А ([1]). Пространство W4’1A(Q) непрерывным образом вкладывается 

в LP(Q), где \/р = 1/А - 4/(п + 4), р > 0. а вложение

W4՝^(Q) —* L“-e(Q) (1.2)

компактно при любом е > 0, где п - размерность области П. 
О

Обозначим через Я2 (17) = И 2 (17), Н2(П) = замыкание в норме Н2(17) финит­

ных. бесконечно дифференцируемых функций, а Я~2(9) = пространство, со-С
пряженное Н2(17)

Теорема В ([3], Теорема 1). Пусть функция и(х, I), удовлетворяющая услови­
ям

и € Т2(0, Т, Я2(17)), € £2(0,Т,Н-2(17)), ц(т,0) = 0 (1.3)

и (0.3). является решением линейного однородного уравнения

и, + Д2и ֊ ^2(а։> (х) иХ} )х. -I- т(х, 0 и = 0, 

м

где матрица ||а,?(т)|| как и во Введении, а m е L7/4(Q). Тогда и = 0.

Теорема С ([4]). При 3 < a < 21/4 существует оптимальная пара (vo, txo} для 
функционала min J(v, и).

§2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ
В этом параграфе приведены условия, необходимые для существования опти­
мального управления.
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Лемма 2.1. Пусть {v,u} ֊ оптимальная пара для J(v.u) с v Е L2(Q), u Е 
((?)» (° > 3), з р € И 4 1'° (Q), (1/о 4- 1/а' = 1) функция такая, что

р(т,Т) = О, (2.1)

Тогда тройка {v,u,pj удовлетворяет системе уравнений

Ut 4- A2u 4- Си - и3 = v,

где Си = - ^((atj(x)uz<)

-pt + А2р+Cp-3u2p=\u-ud\Q 2(u-ud),

(2.2)

(2.3)

4֊ TV v) (w - v) dx dt > 0, для любых v,w E If ad, (2.4)

и выполнены условия (0.2), (0.3).

Доказательство : Пусть {г, и} - оптимальная пара. Для производной Фреше 

имеем
/= у- Т(у 4- р(м - V)) >0. (2.5)

“Р Р=о

В силу (0.5) с
о ди
и = — получим 

др

I = <- —||u (v 4- p(w - v)) ֊ Ud||L-(Q) 
[ a dp

jj |u — uj|° 2 (u — Ud) udxdt + N J J v (w — v) dx dt. (2.6)

Из (0.1) следует, что u(v 4- p(u> ~ v)) является решением задачи

ut 4- A2 u 4- С и - 3 u2 (2.7)

u(z,0) = 0,
д и 
ди

(2.8)

оu = w — V.
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Умножая тождество (2.3) на и, интегрируя по области Q и используя (2.8) и 

формулу Гаусса-Остроградского, получим

О 
(и — и^) и dr dt.

Отсюда, в силу (2.5) и (2.7) вытекает результат. Лемма 2.1 доказана.

Теорема 2.1. Пусть 7/2 < а < 6 и {и,и} - произвольная оптимальная пара. 
Существует тройка {с,и.р} с к € IV4л °/3(<2), р € И'41,0 (ф), удовлетворяющая 

системе (2.2) — (2.4) и условиям (0.2), (0.3) и (2.1).

Для доказательства Теоремы 2.1 воспользуемся методом адаптированного штра­
фа [5]. Для этого рассмотрим штрафной функционал Л (г, и), определённый на 

множестве пар {и, и}

N 1
Л(V, и) = -||и - Ud||£o(Q) 4- — ||v||b(Q) + — ||и, 4- д2и + Си - и3 - v||l2(Q), (2.9) 

С Г X С

где v € Uad с L2(Q), и е L°(Q) И

ut 4֊ Д2и 4- Си - и3 € L2(Q), и(т,0) = u°(z) (210)

и е > 0 - параметр штрафа.

Предварительно получим ряд вспомогательных результатов.

Лемма 2.2. Существует пара {vc,u£} такая, что Je(ve,ue) = inf Je(v,u), где 

инфимум распространяется по всем парам {v, и}, удовлетворяющим (2.10).

Доказательство : Предположим, что множество допустимых пар {։՛, и} непус­
то. Тогда, inf Jf(u. и) < ос.
Пусть {и„,и;։} - минимизирующая последовательность для функционала Jf.

Имеем JT(v!n,u!n) < с, где с > 0 некоторая постоянная. Из (2.9) следует, что

ll<lit2«?) < с, п = 1,2.... (211)

^ + A; + ^ = «)։+<4. (2.12)

IIuhIIl"(Q) < С,
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В силу (2.11) последовательность «)3 4-< принадлежит Ln/3(Q) и ограничена. 
Из (2.12) имеем и£ 6 W4,l,a/3(Q) и

< С. п = 1,2,... (213)

Переходя к подпоследовательностям 
(2.12) получим слабую сходимость

и сохраняя обозначения, согласно (2 11),

lim v'n =v- в L2(Q) и 
п—>оо lim u; = tr в И'*4,1.’0/3 (О), 

п—юс

В силу Теоремы А (см. (1.2)), отсюда вытекает сильная сходимость в L2(Q), и, 
стало быть, в La^3(Q).

Переходя вновь к подпоследовательностям, имеем lim u£n — u: почти всю- 
п—юс

ду. Следовательно, lim (u„)3 = (tr)3 почти всюду. Учитывая ограниченность 
п—>оо

{(un)3}n^=l в ba//3(Q) заключаем, что lim (u£ )3 = (uf)3 в La^3(Q) слабо. 
II—ЮС

Вычисляя предел в (2.12), получим

u€t 4- Д2ис 4- £tr = (u£)3 4֊ ve.

Таким образом, {и£,«£} - допустимая пара. Поскольку {н£,и£} - минимизирую­
щая последовательность для Л, то {н£,и£) - оптимальная пара. Лемма 2.2 дока­

зана. Для получения систем оптимальности используем процесс аппроксимации. 

Следуя работе [5]. рассмотрим штрафной функционал

J“(v,u) = Jf(v,u) 4- - ||v - i'o|Il2(Q) + z IIй ~ uoIIl^qp (214)

где функции V, и удовлетворяют (2.10), .Л(и,и) задаётся выражением (2.9), а 

{ио, ио} - оптимальная пара для задачи 7(и,и).

Лемма 2.3. Существует пара {ие,иг} такая, что

J?(ve,u£) = inf J£°(v,u), (215)

где инфимум распространяется на множество {и, и}, удовлетворяющих (2.10).

Доказательство опускаем, поскольку оно аналогично доказательству Леммы 2.2.
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Лемма 2.4. Пусть решение задачи (2.15) и 7/2 < а < 6. Тогда при

»е ֊> го

« -> иО

«г -> ио

В СИЛЬНО,
ч 

в Ри(<?) СИЛЬНО, 

В №41’а/3(3) слабо.

(215')

Доказательство : Пусть {г£,и£} - решение задачи (2.15). Тогда существует
постоянная с > 0 такая, что Л°(г£.и£) < с. Действительно, из (0.5), (2.9) и (2.14)

имеем
■/.- (г£, и£) < Тс (го • ио) — Т (Гц, и0) ■ (216)

Отсюда следует

II«сНг,-(С?) < с> НМь2«?) < С.

(2-17)

L2(Q}

Переходя к подпоследовательностям и£, и£, из (2.17) получим

1ппгг=г в L2(Q) слабо, Пши£=и в Ра((?) слабо.

В силу (2.17) последовательность и? принадлежит Ьа/3(С)) и ограничена. Поэто­

му • ' ' ' ' :1ЛГ

< НМьа«Э) + з/£с < с(1 + х/ё).

Следовательно, ||и,||и <1«/з(р) < Сх, где С] > 0 - некоторая постоянная. Снова 
переходя к подпоследовательности, при е —> 0 имеем Нппь = и в И/41,а>/3((2) 

слабо.

Как и в док азател ьствг Леммы 2.2 можно выбрать подпоследовательности такие, 
что при е -> 0 

1ппм3 = й3 в слабо.
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Вычисляя предел в (2.18) при е -> 0, получим

+ Д2й + Гй ֊ й3 = V.

Это означает, что {и, й} есть допустимая пара. Для завершения доказательства 

осталось показать, что й = и0 и и = ио Имеем

~ ие) + - ||у£ - УоНЪ«?) + 2 Н“е ~ ^0Н£.2(<?) >

> </(уе,ие) + 9 ||иг — Уо|1ь2(Р) + 2 ||“г ~ “О111։«?)•

При о > 7/2, в силу Теоремы А имеем и£ -> й в Та((?). Следовательно, и? -> й 

также в £°(ф). Учитывая (2.16) заключаем, что {и£,и£} есть минимизирующая 
последовательность для функционала 7(и,и). Следовательно, имеет место оценка

ПтЫ 7“(ис,и£) > 7(й,й) + ֊ ||и - ио+ х 11“ ~ “оНЬ«?)- (2 19)

С другой стороны

Итяир7£°(ие,и£) < 7(ио,“о)- (2.20)

Итак, из (2.19) и (2.20), 7(?,й) < 7(и0,и0), и 7(и,й) = Лу0.и0), поскольку 

{ио, ио} ~ оптимальная пара для 7. В силу (2.19)

7(ио.г»о) > 7(ио,ио) + Ни ~ МЬ«?) + 2 11“ “ “оНЬ«})-

Отсюда вытекает и — ио и й = ио- Ясно, что при € —> 0 имеем 7(сг,иг) —> 
7(у0,и0). Поэтому последовательность {и£,и₽} аппроксимирует пару {ио,ио} и 

условие (2.15') выполнено. Доказательство Леммы 2.4 завершено.
Теперь выпишем систему оптимальности для задачи со штрафом (2.15). Пусть 

{и£,иг} некоторое решение этой задачи. Тогда необходима выполнимость

следующих условий :

֊^7£ (и£,иг + А<) 
(IЛ А=О
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для любого { € И'41 “'’(<?), 4(1,0) = 0, {|Е = = 0 и
Е

-^■Уеа(ре 4-А(ц - «е),ие) >0
«А ՝ х=о

(2.21)

для любого V € иа({- Следовательно, в силу (2.20)

где р£

4֊ [|«е - 2 К — иа) 4- ие — ио] = 0,

(2.22)

1 / дис 
е \ д1

4- Д2и£ 4֊ СиЕ — и? - ие .

Интегрируя по частям первое слагаемое в (2.22) и полагая

рг(х,Т) = 0, (2.23)

ПОЛУЧИМ

£ Их (11 = 0.

Поскольку функция С(т,<) постоянна, то

- 4- Д2р£ 4֊ £р£ - Зи2р£ = |и£ - и</|°՜2 («г - иа) 4֊ иг - ио- (2.24)
О1

Таким образом, функция р£(т, <) есть слабое решение задачи (2.23), (2.24). Далее,

учитывгш (2.21), после некоторых вычислений для любого V € (7оа получим

(р£ 4- (М 4- 1) - До) (« — «г) > 0. (2.25)

Итак, для определения системы оптимальности для задачи (2.15) должны найти 
тройку {дг,ие,р£}, удовлетворяющую уравнению (2.24) и условиям (2.10), (2.23), 
(2.25). Следующая Лемма содержит априорную оценку для р£(х, <), которая будет 
использована в доказательстве Теоремы 2.1.
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Лемма 2.5. При а > 7/2 существует некоторая постоянная с > 0, для которой

1|Р;11£»/(*-’чд) < с. (2.26)

Прежде чем перейти к доказательству Леммы 2.5, вычислим предел в (2.24). Из 
(2.17) и (2.26) следует, что последовательность и^ре ограничена в £° (ф), где 
1/а + 1/о' = 1. Действительно, по неравенству Гёльдера

и* 2Рг|а (Зле <11

-^-4-Д27,+£<7? = 3и2д£ +
01

х

с некоторой постоянной С1 > 0. Далее, поскольку (ие — ио) € £°(0) и а > 7/2. 
то имеем (ие - п0) € Т°'(ф). Отсюда, в силу Леммы 2.4, ||и, - ио1|£о'(<?) -> 0 

при е —> 0. Величина 3 и~ ре + |иг — иа|°՜2 (нс — ив) 4- иг — но ограничена в 
пространстве Ь°'(<2), откуда вытекает рг € И4 1>о ((?) и ||рг||п « ։■«' ֊ с? с 

некоторой постоянной сг-
Теперь, переходя к подпоследовательности и совершая слабый предельный пере­
ход в (2.24) заключаем, что ро = 1ипрг 6 И'՜41’“'. Итак, тройка {и0.ро. во) удов­

летворяет системе оптимальности (2.2) — (2.4), и выполняются условия (0.2), 

(0.3) и (2.1).

Доказательство Леммы 2.5 : Предположим обратное, т.е. что при £ —> 0

Цр-'1к“/<“-։>(£?) °°- (2.27)

ре а _ *Положим а, = тт—77---------, где р — —
1|Ре11^’(<?> 3

Уравнение (2.24) можно переписать в виде

1
1|Рг II £“'(<?)

[|и< - и</|а 2 (ие - и</) + ие - Во] ■ (2.28)
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Так как ||</, ||£.‘’'(0) = 70 с Учётом (2-28) имеем

||?г||ц'«։-п'(р) — С։ (2.29)

При п > 7/2. 1//?' > (а - 1)/а - 4/7, пб Теореме А имеем компактное вложение 
И'4 1п (<2) С £/* (ф). Следовательно, переходя к подпоследовательностям, из 

(2.29) при £ —> О получим

д( -> до в IV4՛1՛0 (ф) слабо, д£ -> до в Ь:) ((/) сильно.

Переходя к пределу в (2.28), с учётом (2.27) заключаем, что до(т,1) - решение 

следующей линейной (относительно до) смешанной задачи :

ддо
?о + £-Цо ~ 3 Ио <7о — О,

11?о||£в'(р) — 1.

<70(2:, т) = о,

(2.30)

(2.31)

(2.32)’°11 _ аи

Итак, если доказать единственность сильного решения задачи (2.30) — (2.32) 

(см. Теорему В), будем иметь требуемое противоречие.

Лемма 2.6. Пусть 7/2 < а < 21/4. Решение д0 задачи (2.30) — (2.32) удовле­

творяет условиям

чо е £2(0,Т,Н2(0)), е £2(о,т,я-’(П)). (2.33)

Доказательство : Покажем, что до € Щ) влечёт до Е £°°(О). Поскольку 
ио € Иг41'°/3(4), то в силу Теоремы А имеем следующее непрерывное вложение

им,1,о/3((?) с 7 а
ГДе “=2^Г (2.34)

Отсюда имеем Нц € Ь"/ 2((?). В силу Теоремы А имеем непрерывное вложение

И'4’1’0'«?) С 2Л(Р)» где 7 = (2.35)
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Используя 7о € IV41 “'((?) С &((}) покажем, что и§д0 € Ьр((}). где р = - —— .
35 - 5 о

Действительно, поскольку 7 = РР
Р֊2р' ввиду (2.34) и (2.35) получим

У^|и^оГ</гЛ < (К (|«0|2«')‘‘/(ад <Гг Л

/ г г \(р-2р)/д
х ил, |9"1'>',№’2'”*<й) = нм^имг,«,, < оо.

Из (2.30) следует, что д0 € 1У4Л՝Р((}) с Б՜11 (<У), где — =
71

1 4 7а
- ֊ ֊ и 71 = ——— > 7
р 7 35 - 9а

при а > 7/2. Продолжая этот процесс заключаем, что д0 € Б00^). Так как 
Ио9о € Ь/</2(<2), то используя (2.30), получим

Чо е (2.36)

В силу теорем вложения (см. [1], [б]) из (2.36) при а > 7/2 имеем И/41,р/2((2) С 
Л2(0, Т, Н2(П)). Учитывая (2.32), до € £2(0. Г, А2(П)), откуда следует первое 

утверждение из (2.33). Для завершения доказательства осталось показать, что

-֊ € Ь2(0,71, Н 2($7)). В силу (2.30) для любого <р € £2(0,Т. Я2(П)) 
д1

-I- С1 ||?о||ьа(о,т.н|(П)) Н^11ь։(0.т.н1 (П)) + с2 Пио </о11ь~«?) 1Мка((?) < 

< Сз ||¥’||ь2(0.Т.На(П))»

где Сз > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от а < • > распределение.

Таким образом, доказали, что 6 £ (0, Т.Н ’(^)). Лемма 2.6 доказана.
Теперь в силу Леммы 2.6 можно применить Теорему В. чем и завершается 
доказательство Леммы 2.5. Наконец, Теорема 2.1 следует из Лемм 2.2 -- 2.6.

дд0
-дГ-'р>

д<р 
дт, дх}

< ||до11ьа(о.т.№(П)) 11<с’11ь2(о.т.нг(пп +

(1х <2«+
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Abstract. The paper considers a problem of optimal control described by a system 
with distributed parameters, and suggests conditions necessary for existence of 
optimal control. 9
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ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ НЕКОТОРЫХ 
СИСТЕМ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ КЛАССИЧЕСКОЙ 

ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНОЙ ЛОГИКИ

А. А. Чубарян

Ереванский государственный университет 
е-rnail : achubaryan@ysu.am

Резюме. Вопрос об одинаковой эффективности системы резолюций и секвенци­
альных систем без правила сечения ставился с 1960 г. (Кук, Рехов, Ургуарт). 
Задача частично была решена Н. Араи при различных ограничениях как на 
класс выводимых формул, так и на тип выводов. В статье доказано, что вы­
шеупомянутые системы и две другие системы классической пропозициональной 
логики полиномиально эквивалентны. Описаны множества тавтологий длины п, 
для которых сложности выводов в вышеназванных четырёх системах равны по 
порядку п, п2, п3,.... 2П^2.

ВВЕДЕНИЕ
Исследование сложности выводов в различных системах доказательств класси­
ческой пропозициональной логики (КПЛ) актуально из-за непосредственной свя­
зи с основной проблемой сложности вычислений : Р=АР. Куком и Реховым (см. 
[1]) доказано, что для существования полиномиальной ограниченной системы до­
казательств КП Л необходимо и достаточно, чтобы А/ Р — соАА Р

Суперполиномиальные нижние оценки сложности выводов получены только для 
“слабых’’ систем, в частности для системы с резолюциями и секвенциальной
системы PIC՜ [2], часто используемых при автоматизированном доказательстве 
теорем, ввиду относительно “простой стратегии поиска выводов.

Две другие системы К ПЛ с “простой стратегией поиска выводов были описаны

автором в ([3], [4]) : система гильбертовского типа без правила сечения С и
система направленная на установление выводимости формул, заданных в 
дизъюнктивной нормальной форме (ДНФ).

В [3] была описана последовательность тавтологий длины п таких, что слож- 
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ногти их выводов в системе С равны по порядку п, п2. п3,..., 2"/2. В настоящей

ЙИН

Каждая из систем доказательств использует некоторый формальный язык, в 
котором определяются различные представления пропозициональной формулы 
(секвенция. ДНФ. конъюнктивная нормальная форма (КНФ) и т.д.). Система 
доказательств Ф состоит из конечного множества схем-аксиом и конечного числа 
обоснованных правил выводов. Вывод в системе Ф (Ф-вывод) есть конечная 
последовательность формул (или их представлений), каждая из которых или 
аксиома Ф. или выводится из предыдущих формул по одному из правил вывода 
системы Ф.

Обшее число символов в формуле ср называется длиной формулы <р и обозна­
чается через |<р|. Определим Т-сложность вывода как количество шагов в нем 
(= общему числу строк) и £-сложность вывода как его длину (= общее число 
символов).

Минимально возможную £-сложность (Т-сложность) вывода формулы <р (или её 
представления) в системе Ф обозначим через /Л (Т*). Понятие полиномиальной 

сводимое] и (р-своди мости) было введено в [1], [2]. Пусть Ф1 и Ф2 суть две различ­
ные системы выводов. Система Ф1 р-сводима к системе Ф2, если существует такой 
полином р(). что для каждой формулы <р выполняется £*а < р(£*’). Системы 

и Ф2 называются полиномиально эквивалентными (р-эквивалентными), если они 
взаимно сводимы друг к другу. Аналогично р-сводимость и р-эквивалентность 
определяются для Т-сложности.

В работе доказывается, что системы С, 8, 3? и РК~ р-эквивалентны. Следо­
вательно. упомянутая иерархия тавтологий по сложности выводов может быть 
построена также для 3? и РК~. Через ТАВТ будем обозначать множество всех 
тавтологий

§1. р-ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СИСТЕМ С И 8

Напомним определения двух систем С и 8, описанных в [3] - [5].

Пропозициональная формула определяется как слово, составленное по известным 
правилам из 1) пропозициональных переменных р1։» > 1 ; 2) логических связок А, 
V, 3) скобок (, ). Далее, под знаком ♦ будем понимать А, V или —Через Еп 
будем обозначать единичный булев куб. Как обычно, переменные и переменные 
с отрицанием называются литералами ; конъюнкт /С ֊ множество литералов, в 
которое ни для какой переменной р не входят и р, и р.
Для каждого множества формул У = ,а2,...,а,п} обозначим через У^ фор­
мулу «1 А (а2 А (...(А(оп,_| А аг„)...)), которая называется ф представлением
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множества Ц И обратно, для формулы К = Л1 Л (а2 Л (...(Л(ал,_1 Лат)...)) через 
№ обозначим множество {«1,02, }.
Пусть <р - пропозициональная формула и {рьр2. .,рп} ~ множество ее раз­
личных переменных. Для a — -ч<7т) € Ет (1 < m < п) конъюнкт 
«С = {Ра . Р’г. • Pin?} называется «^-определяющим, если придавая каждой пе­
ременной Ру (1 < j < hi) значение <т7 можно за реальное время определить

значение формулы <р, вне зависимости от значений остальных переменных [3]. 
По аналогии «^֊представление может быть <р-оп редел я юн । и м Заметим, что 
если значение формулы <р есть 1 (или 0), то имеем дело с 1-определяющим 
(<р- 0-опрслеляющим) конъюнктом.

Аксиомы системы С задаются следующими схемами :
I А (а2... А (ат֊1 А о,,,)...) -4 а,. (тп > 1, 1 < г < т).
II 1.(*4О)4((Я4^)4(К4н(а4Д)));

2. (К -4 -о) ֊4 (К -4 (а -4 0));

3. (К -+0)-+ (К -4 (а -4 0)); 4. (К -4 а) ֊4 ((К -4 0) ֊> (К ֊4 а А 0));
5. (К -4 ->а) -4 (К -4 -(* А 0)) ; 6. (К -4 Ч?) -4 (К -4 -«(а А /?));
7. (К -4 -а) -4 ((К -4 Ч?) -4 (К 4 -(а V/?)));
8. (К а)(К 4аУ0); 9. (К -4 0) -4 (К -+ а V 0);
10. (К а) ֊4 (К ֊4 —а).

III 1. (аК4^)4((^ЛК4^)4(Х4¥>)); 2. (7 ֊> ¥>)֊> «7 ֊> ¥> )֊>¥>). 
где <р есть формула, для которой строится вывод; а, (1 < 1 < тп - 1), а. 0, 
6 - произвольные формулы, ат и 7 - литералы; для произвольных формул 
0։ (1 < •։ < 0 К = Pi А (02 Л ....{01-1 Л 0i)...) (I > 1), причем 0i - литерал. 
Наконец, для каждой подформулы вида К -4 ф аксиом группы II. множество К.* 
является ф — 1-определяющим ; В аксиомах 1 группы III 6 $ К։, {JJu/C5 является 
подмножеством некоторого ^определяющего множества, и К* не является <р- 

(>п редел яющим.

, А, АВ
Правилом вывода является modus ponens ------ —------ Отметим, что с учетом

О
вышеприведенных ограничений каждая формула в С-выводе является “подфор­
мулой” последней формулы [3].
По общепринятой терминологии любая формула в ДНФ представляется как 
множество конъюнктов V = {ACi,/С2,.... 7СГ}-
Аксиомы системы € нс фиксируются. Каждый конъюнкт может быть рассмот­
рен как аксиома. Правило сокращения (элиминации) (б-правило) задаётся 
следующим образом : К.' О К." выводится из К.' U {р} и К." U {р}, где Л.' и fC" суть 
конъюнкты, ар- пропозициональная переменная.
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ДНФ V = {/СьЛГг......Кг] называется полной (тавтология) если из аксиом /Сь
АС2...., AZr можно вывести пустой конъюнкт Л. используя е-правило.
Минимальное количество шагов в ^-выводе Л из полной ДНФ V называется 
сложностью Р и обозначается через Тр. Соответственно, минимальную длину 

^-вывода из Р обозначим через Lp.
Полную ДНФ Р назовём ^определяющей. если каждый конъюнкт из Р является 

определяющим. ՛ ’

Лемма 1.1. Если для некоторой € ТАВТ произвольный ^-определяющий 
конъюнкт содержит не менее m литералов, то

1) > с • 2"' для некоторой константы с;
2) для любой ^-определяющей ДНФ Т> > 2m+1 - 1.

Определение. Любую <р-определяющую ДНФ Т>, имеющую наименьшую слож­
ность. назовём минимально-определяющей ДНФ для формулы и обозначим 

через Р"“".
В [3] - [5] доказаны следующие утверждения.

Теорема 1.1. Для достаточно больших п и для каждого t (1 < t < [n log,, 2]) 
существуют тавтологии такие, что log2 = 0(п) и

1) O(’i') < log2T£ < O(n'+1) и O(n<+1) < log, Ьсл < O(n‘+2),
2) O(n') < log. Tf'.,.. < O(n'+l) и 0(n'+1) < log, < O(n'+2).

Доказательство основано на Лемме 1.1 и рассмотрении формул

n > 1, m = n*, 1 < t < (n log,, 2].

Формула Рг՜ = К{ V V (... V V /С*’)...)) называется ^-представлением 
ДНФ Р =
Теорема 1.2. I) Для произвольной полной ДНФ Т>, если < I, то < с/3 
для некоторой постоянной с.
2) Для произвольной у? € ТАВТ, если Ь£,т1п < I, то Ьс. < С1/3 для некоторой 
ПОСТОЯННОЙ С1.
3) Для произвольной € ТАВТ, если Ьс՞ < I и Т<1 < I, то < I2 и Т^„„„ < <. т* ’г’

Доказательство. 1) Пусть для некоторой полной ДНФ Р = {1С\. К.2,..., К,8} 
имеем £р < I. Каждая конъюнкция К>^ = является Р՛’’֊определяющей, а 
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значи т вывод формулы Р- в системе С может быть построен по схеме, описанной 
в [3]. Каждая формула

(<5 Л Ki -4 <р) -4 ((б Л -4 <р) -> (fCx Л К2 -4 v?))

или (/Cf Л Ц -4 <р) -4 ((Кх U К2)* ֊4 v?)

выводима в С с £-сложностью, не повышающей сЧ для некоторой постоянной 
с'. Очевидно, что < Clsl2 + tl֊. где t = < I и Ci некоторая

постоянная. Следовательно, < d' для некоторой постоянной с.
Аналогично на основе Р1“'" доказывается 2).
3) Пусть <р € ТА ВТ и < /. < t. Так как каждая конъюнкция, впервые
примененная в аксиоме группы 111. является ^֊определяющей, а множество V 
всех таких конъюнктов является полной ДНФ, то можно построить вывод пустого 
конъюнкта Л из Т), для которого < t, и, следовательно, Tpm։n < t. Итак, имеем 
£©т1п < • |PJ*in| < t • I < Г֊. Теорема 1.2 доказана.

Следствие. Системы С и 8 р-эквивалентны.

§2. СООТНОШЕНИЕ СИСТЕМЫ С РЕЗОЛЮЦИЯМИ И СИСТЕМЫ 
г
Система 5? с резолюциями направлена на доказательство опровержимости пропо 
зициональных формул, заданных в КНФ. По обычной терминологии, формула в 
КНФ представляется как семейство дизъюнктов К — {Рь Рг,T>t}, где каждый 
дизъюнкт понимается как множество литералов, причём ни в один дизъюнкт не 
входят контрарные литералы. Аксиомы в 3? не фиксируются. Для некоторой КНФ 
К - {Р1։Р2, ...,Р,} каждый из дизъюнктов Р, может рассматриваться как акси­
ома. Правило резолюции означает, что Р'иР выводится из Р'и(р) и Р"и(р}, 
где Р' и Р" суть дизъюнкты, ар- пропозициональная переменная.
КНФ К ֊ {Pi.P2,...,Pe} опровержима тогда и только тогда, когда существует 
вывод пустого дизъюнкта из аксиом {Рь Р2» •••» Р«}- Для каждой КНФ К L- 
сложность (Т-сложность) пустого дизъюнкта из К будем обозначать через L* 

(J?).
Для любых литералов £1, £2,—, конъюнкт К = {G»^2» •••» fn} и дизъюнкт 
Р = {&,&, .••>€?} будем называть контрарными. КНФ К = {Р։,Р2....,Р,} 

и ДНФ Р = {Ki, К2, назовём контрарными, если для каждого» 6 
дизъюнкт Р, и конъюнкт Ki контрарны. Через С(֊,Р) (Р(~|Х.)) обозначаем КНФ 

(ДНФ) контрарную к ДНФ Р (КНФ К).
Заменой в £ выводе пустого конъюнкта А из ДНФ Р на контрарный дизъюнкт, 
получим 3?-вывод пустого дизъюнкта 0 из K( — D) и наоборот. Следовательно, 
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формула, заданная в ДНФ имеет ту же сложность как £ вывода так и № вывода 
и по шагам и по длине. Отметим, что для каждого € ТА ВТ в системе £ 
мы используем Р"?’п. В системе 5? строится некоторая К НФ используя

нхн ективный метод, впервые примененный Цейтиным в [7]. Каждой подформуле 
формулы у? сопоставляется литерал. удовлетворяющий условиям :

1) если подформула является пропозициональной переменной, то сопоставленный 

литерал есть просто сама переменная ;
2) литерал, сопоставленный подформуле -«а есть отрицание литерала, сопостав­

ленного а.
Если подформула 7 имеет вид и р^, рЛ, рз суть переменные, сопоставленные 
7, а, /3, то строится КНФ формулы р7 = ра*р^. Л՜',' ՝ является объединением КНФ. 
построенных для всех неэлементарных подформул формулы <р, плюс литерал р^, 
где есть литерал, сопоставленный <р.
Очевидно, что опровержима тогда и только тогда, когда <р € ТАВТ. 
Будем обозначать ДНФ Р(->/С"®) через Т>™8. Переменные ДНФ Т>™8 называются 
основными, если они являются переменными формулы <р. Очевидно, что Т^,,, =

Для сравнения сложностей £ выводов Р"® и Р£“п опишем алгоритм преобразо­
вания ^֊вывода из ТУ£8 в £ вывод из некоторой ^-определяющей ДНФ 77.

Определение. £-вывод пустого конъюнкта Л € Е>™8 назовём правильным, 
если последней элиминируется переменная р^.

Лемма 2.1. Любой £ вывод пустого конъюнкта Л из Р^ся может быть преобра­
зован в правильный £ вывод.

Доказательство. ВМБ Р"® состоит из одной аксиомы р^ и одной или двух 
аксиом, содержащих р . Если р- элиминируется не последней, то можно 
использовать аксиому в конце, всюду в выводе, сохраняя литералы р

Замечание 2.1.1. Если I и I суть соответственно Т-сложность и Ь-сложность 
первоначального вывода, то для правильного вывода Г сложность равна I, а Ь 
сложность меньше чем / + < 3/.

Замечание 2.1.2. В каждом правильном £ выводе пустого конъюнкта А из Р^€Я 
можно выделить подвывод конъюнкта р^ из V™8 \ {р^,}.
В соответствии с [7]. обозначим через Р \ £ ДНФ. полученную из Т> следующим 
образом : выбрасываются конъюнкты, в которые входит £, а из остальных 
конъюнктов вычёркивается



Относительная эффективность некоторых систем 77

Лемма 2.2. Если конъюнкт ( выводится из некоторой ДНФ V. то из V \ ( 
выводится пустой конъюнкт А.

Это утверждение аналогично Лемме 1 из [7].

Определение. Множество формул U = {04,02,...,ап) назовём антипродук- 

тивным, если можно указать формулу a, (\<i<n) и формулы ah,aj21.... aJ։ 
(О < s < п — 1) из множества U \ а, такие, что в каждой системе доказательств 
К ПЛ имеет место

У «л >•••>«). Гили1" Do՜),

2) ни для какой формулы а в множестве {aJ։ ,aJj։ ...,aJ։) не Присутствуют и a 
и о.

При этом формула а, называется определяемой, а каждая из формул а„ , а}2,..., 
называется определяющей.

Формулы из множества И \ {а,, а^։, а^2, ...,а^) будем называть нейтральными 
по отношению к а,.

Для каждого конъюнкта /С = {41,^2» принадлежащего ^-выводу из Р^.ез, 
^-расшифровкой назовем множество формул, которое получается из К заменой
каждого литерала £։ соответствующей под4 рмулой формулы <р, и будем впредь
обозначать его через К^'.

Лемма 2.3. Если для некоторой <р € ТАВТ, К есть конъюнкт, принадлежащий 
некоторому £-выводу конъюнкта р^ из Р"’ \ {р^}, то КЛес является антипро­

дуктивным множеством.

Доказательство. Пусть последовательность Кх, К?, ..., Кх есть £-вывод конъ­
юнкта р^ из Р"я \ {р^}. Для доказательства будем использовать индукцию по 
I. Для I = 1,2 /С, принадлежит Р^я \ {р^}. Нетрудно видеть, что для каждого 
конъюнкта К из Р"* \ {р^}, множество К*ес является антипродуктивным Пред­
положим, что для / > 2 К( = К' и К" получается по е-правилу из К' и {р} и 
К" и {р}. Мы должны показать, что (К' и К")^г является антипродуктивным. 
при условии, что (К1 и {р})£с и (К" и {р})£ес являются антипродуктивными. 
Пусть ах и а2 являются определяемыми для (К1 и {р})^1 и (К" и {р})^" 

соответственно, а п — подформула формулы которой соответствует переменная 

р. Подформула а (или а) может быть : 
а) одной из определяющих для ах (или аг) ;

Ь) совпадать с а\ (или саг);
с) быть нейтральной по отношению к а, (или аг).
Случай А : а, не совпадает с а2, причём ни К ни К не пусты. Тогда
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1) если для л ио выполнено условие а), причём К.\ и {а} 1՜ «1 и К.2 и {а} К 0$ для 
некоторых Л,\ С (/С')£сс и К,2 С (ДС")^с, то следующие формулы суть тавтологии :

<(ХГ1 U {а))’՜ -4 rti) V ({IC, U {а))* -4 аг) —» ((K1 иКг U {«г))” ֊4 а։) 

((JC։ U {«))’’ -4ä1)v((K։U{«})'’ ->0г) -4 ((«! и Кг и {а։})* 45,).

Следовательно. ։) Л.՛, иЛС, и {<»|} Ь а, и Ё) ЛС> и£г и {а,} 1՜ а,, так что и О| и а; 

являются определяемыми.
Мы должны рассмотреть восемь 1 одслучаев для Случая А. и девять подслучаев 

для Случая В.
Случай В. ой = оо и К,' и К," не пусты. Аналогично нужно рассмотреть случаи с 
пустым К.' и (или) £". Читатель может проверить, что в каждом из этих случаев 
(А֊г)'{ес антипродуктивна. Лемма 2.3 доказана.

Замечание 2.3.1. Отметим, что если 01,02, ...ап К/? и для некоторого о, (1 < п) 
о,..... о,-1.«;+!, ...сгп Ь л«, то «1,а,_1,а,+1, ...сгп К /3. Следовательно, подмно­
жество антипродуктивного множества тоже может быть антипродуктивным.

Изв< < ։но. что каждый вывод, заданный в виде последовательности строк, может 
быть преобразован в вывод в виде дерева (дерево- вывод). Отметим, что число 
различных формул в дерево-выводе равно Т-сложности первоначального вывода. 
Для -р € ТА ВТ рассмотрим дерево-вывод для некоторого правильного £- 
вывода из Р7’. Для каждого пути, соединяющего вершину, которой приписана 
конъюнкт аксиома с вершиной, которой приписан конъюнкт порождающим 
назовём множество, являющиеся объединением всех основных литералов, при­
надлежащих конъюнктам, приписанным вершинам этого пути. Порождающее 
множество литералов называется противоречивым, если оно содержит пару 
контрарных литералов. Конъюнкт аксиома правильного £ вывода из Р™« на­
зывается основной, если определяющими формулами в ней являются только 
основные переменные.

Лемма 2.4. В произвольном правильном дерево выводе в системе £ из V™9 
(<р € ТА ВТ), порождающее множество каждого пути, ведущего из основной 
конъюнкт аксиомы в конъюнкт является определяющим.

Доказательство опирается на ту же идею, что и доказательство Леммы 2.3 и 
Замечания 2.3. ]
<Р € ТАВТ назовем минимальной тавтологией, если <р не может быть получена 
подстановкой из более короткой тавтологии
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Пусть для некоторой минимальной тавтологии построен минимальный (по 
Т-сложности или по £-сложности) правильный 8 вывод пустого конъюнкта Л 
из 8)™". Алгоритм преобразования этого вывода в 8 вывод из некоторой <р- 
опредсляющей ДНФ заключается в следующем :

Шаг 1. В соответствующем дерево-выводе отметим все пути, удовлетворяющие 
следующим условиям :

а) ведут от вершин, которым приписаны основные конъюнкт-аксиомы, к верши­
не, которой приписан одночленный конъюнкт р.,

Ь) порождающее множество этого пути непротиворечиво.

с) множество различных конъюнктов, приписанных вершинам этого пути, не 
является подмножеством множества различных конъюнктов некоторого другого 
пути со свойствами а) и Ь).
Отметим, что множество таких путей для минимальной тавтологии не пусто, и 
количество этих путей не превышает Т-сложности первоначального вывода.
Шаг 2. Двигаясь от вершины, которой приписан конъюнкт р. вверх по этому 
пути, дополним множество литералов каждого встречающегося конъюнкта все­
ми основными литералами из множеств литералов конъюнктов, лежащих ниже. 
Процесс приписывания прекращается на вершине V этого пути, которая удовле­
творяет следующим условиям :
а) дополненный конъюнкт вершины V содержит порождающее множество этого 

пути;
Ь) ни одна из вершин подвывода вершины V не является вершиной иного отме­
ченного пути (такие вершины будем называть начальными вершинами).
Шаг 3. Выбирая на дереве только вершины, принадлежащие пути из началь­

ных вершин к вершине, которой с тветствует р^ оставим в соответствующих

конъюнктах только основные литералы (при этом вершины, получившие одина­
ковые пометки, отождествляются). Каждый конъюнкт, приписанным начальным 
вершинам после выполнения Шага 3, является (^֊определяющим (см. Лемму 2.4).

Литералы должны быть элиминированы в том же порядке, в котором они 
элиминируются в дерево-выводе. Согласно Лемме 2.2, множество всех конъ­
юнктов. приписанных начальным вершинам, является полным и поэтому 
определяющим ДНФ. Обозначим его через Р*е'. Если не является минимальной 

тавтологией, то будем действовать как в [3]. На основе описанного алгоритма

преобразования и
и < А€ 

раем

нетрудно доказать следующее утверждение.
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Лемма 2.5. Для произвольной минимальной тавтологии у. если 7рг/. < I и

Теорема 2.1. 1) Для произвольной полной ДНФ V (опровержимой КНФ К) 
имеем

гЧ _  г £ _  пр£ т£ _  г Я гг£ _  гг'Я

2 ) Для произвольной <р € ТАВТ, если Т^гг. < < и Ь^г,. < I, то Г£.,։„ < I и 
*

Следствие. Система £ р-сводима к системе 3?.

§ 3. ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ СИСТЕМЫ £ И
СЕКВЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ РК.՜ БЕЗ ПРАВИЛА СЕЧЕНИЯ
Хорошо известно, что различные полные системы секвенциального исчисления 
без правила сечения р-эквивалентны. Зафиксируем систему РК.՜ [2] и сравним 
ее с системой £. Используем общепринятое обозначение секвенции Г => △, где 
Г - антецедент, а Л - сукцедент.
Аксиомами системы Р)С՜ являются секвенции : 1) р => р; 2) => Т, где р
пропозициональная переменная, а Т означает “истину”.
Для произвольных формул А, В, произвольных последовательностей формул Г, 
Д. логическими правилами являются следующие :

Единственным структурным правилом вывода является
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где Г' (△') содержит Г (△).

Длина секвенции I => △ определяется как сумма длин всех формул, принапле- 
жащих Г и Д. РК -вывод рассмотрим как последовательность секвенций. Дока­
жем. что система £ р сводима к системе РК.՜. Параллельно рассмотрим простой 
случай с формулами, заданными в ДНФ. £-выводы которых имеют вид дерева. 
11усть имеем дерево £ -вывод пустой конъюнкции Л из ДНФ V — {К\, Кг,..., Ка]. 
Двигаясь от Л к каждой вершине дерева заменим ^-правило

ги{р) лс/ги{р} К' и К" и {р} К' и К" и {р}
К1 и К" на К1 и К11

Очевидно, что каждая аксипма-конъюнкт может быть дополнена некоторыми 
литералами.
Множество дополненных аксиом-конъюнктов называется дополнением ДНФ V и 
обозначается через V. Очевидно, что = Тр и Ь֊ = (£р) . Для конъюнкта 
£ - {6.6»-»бл) запишем формулу К* = 6, V (ба V (...V (бт_, ...)) в
порядке, соответствующем элиминации переменных 6 в £-выводе.

Теорема 3.1. 1) Если для некоторой полной ДНФ Т> £ вывод пустой конъюнк­
ции Л из Т> имеет вид дерева, < I иТ^ < I, то < С1 /5 и Т/ < Со £,

для некоторых постоянных С1 и сг ;
2) Для произвольной <р е ТАВТ. если £рп։1п < /, то Ь™ . < с Г4 для некоторой 

постоянной с.

Доказательство пункта 1) опирается на следующем преобразовании заданного 
в обратном порядке £-вывода конъюнкта Л из V в РК՜ вывод секвенции =❖ 
(Р)*:

Пусть р, - последняя элиминированная переменная. РК вывод начинается с 

двух секвенций

р, => р, ։ => ^Р.-Р. (правило => -»)•՛՝

Пусть задан РК՜ вывод секвенции => К. Г. РК -вывод секвенции ==> -<р V 
р V К, Г получается следующим образом :

(1) => К, Г (2) р => р (аксиома) (3) => -»р, р (правило => -)

(4) => К, Г, -ф (следует по структурному правилу из (1))

(5) ==> -»р, р, Г (следует по структурному правилу из (3))
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(О) => р V АС, Г, -<р (следует по правилу => V из (3) и (5))

(7) => АС. р V АС, Г (следует по структурному правилу из (1))

(8) => ~>р^ К., р^ 1С, Г. (следует по правилу => V из (6) и (7)).

Нетрудно видеть, что описанный метод доказывает => Р. Для доказательства 
=> (Р)У нужно еше применить правило V.

Если Ьр < I, то |Р| < /. |Р| < и сумма длин всех подформул формулы 
(Р) не превышает /4. поэтому £/ * — < < (4 4֊ 5/։) < 4/ 4- 5/5. Следовательно.

< 4/ 4- 5/3 + (£ — 1) /4 < /° для некоторой постоянной Ср

Для Т-сложности
ПОСТОЯННОЙ С2-

получим Тр^֊} < 2 4- 7(£ — 1) + £ = сз £ для некоторой

Доказательство 2). РЛГ՜ вывод секвенции => <р можно получить на основе 
(^-определяющих конъюнктов из Р'?1П следующим образом.
Пусть АС, = {р՞1 ,р"2, } € Р"՝1П является <р-определяющим конъюнктом.
а »1, 02,..., аг - возможная последовательность подформул (или их отрицаний)

рмулы <р, которые шаг за шагом выводятся из посылок ри .... р՞՞՝ при выводе
V? методом Кальмара доказательства тавтологий в КПД (аг есть ։р). Нетрудно
видеть, что если /С, является сг, - О-определяющим (о> - 1-определяющим) 
(1 < ] < г), то выводится секвенция Г? , ==> Д° (Г^ => о^,Д|;), где Г?-, Д°
(Г};, Д^) суть некоторые подмножества АС,. При этом используются выводимые 
в РАС՜ с конечной Т-сложностью вспомогательные правила вывода :

А, Г => Д А. Г =» Д
Г => Д, А -э В՝ } Ал В, Г => Д’

4) АЛ В. Г

Доказательство начинается с аксиомы р,։ р,,, где р,։ ֊ некая переменная из
подформулы ор Если АС, является «1֊0 определяющим (ах - 1-определяющим) 
и секвенция аь => Д® (Г-։ ==> Д|։, ах) выводится по правилам —> => или 
А => (=> V), то берем вторую аксиому р,, ==> р,г, где р,, ֊ вторая переменная 
подформулы Ох.

Во всех остальных случаях переменную р„ можно добавить в антецеденте (сук- 
цедентс), если р1( 6 АС, (р,, с АС,) по структурному правилу. По аналогии, при 
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вы под* ՛ секвенций с главной формулой ոյ (2 < а} < г) должны добавить но-
вую переменную либо в аксиоме, либо по структурному правилу. Итак, можно
вывести секвенцию Г- △о V? за С] |^!г тагов для некоторой константы с>.
с длиной, не превышающей С1 |^>| г 2 (р1 < с/3. Затем рассматриваем конъюнкт 
К ч. используемый с конъюнктом /С, в пр д посылке при применении е правила.
Добавляя вышеописанным методом необходимые переменные к и Д[, можем 
вывести секвенцию => <р, а затем по структурному правилу получим

=> Д,1,, <р и так далее. Так как Р^|П полна, то количество переменных в мно­

жествах типа Г - ч । и , постепенно уменьшаясь сводятся к нулю. Последние

—ф. (Л. (Л
два шага построенного таким образом Р/С вывода будут ------------. Нетрудно
видеть, что 

для некоторой постоянной с. Trop ма 3.1 доказана.

Основная Теорема. Системы С £. и РК р эквивалентны

Доказательство следует из вышеупомянутых результатов и известного факта из 
[2]. что « р-сводится к системе Р/С՜.
Для некоторой системы доказательств Ф, для любого п и է, введем следующие 
классы тавтологий :

Փհ։ = {¥>: |о?2 М = 0(") и >°g2i* = О(п')},

Փ֊, = {^>: log, М = ©(ո) и log2 L* = Ո(ո')}, Փո.« = Փ|.ՍՓ«,+1. 

Теорема 3.2. Для достаточно большого п и произвольного է (1 < է < [n log,, 2J) 

имеем
1) если Ф одна из систем С, £, и Р/С՜, то каждый из классов Ф„ , непуст;
2) если Ф p-сводима к одной из систем С, £, Я и Р/С՜, то каждый из классов 

Ф֊# непуст;
3) если какая-либо из систем С. £, Я и Р/С՜ p-сводима к некоторой системе Ф. 

то каждый из классов Ф-( непуст.
Доказательство следует из Основной Теоремы и Георемы 1.1.

Abstract. Comparison of the efficiency of resolution system and cut-free sequent 
calculus remains as an open problem since I960 (Cook. Reckhow. Urquhart). The 
problem was partially solved by N. Arai for some restricted classes of formulas and 
proofs The paper proves that the mentioned two systems and two other systems of 
classical propositional logic are polynomially equivalent. Tautologies of length n are 
described, for which the proofs complexities in the four systems are n, n . n .......2"
by order.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА 
В ЭЛЛИПСООБРАЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

В. А. Ирицян

Ереванский государственный университет

Пусть Г - контур на комплексной плоскости, который задан параметрическим 
уравнением

P 
t - v

t = е,в (0.1)

где R > 0 - действительная постоянная, р и v - комплексные постоянные, 
удовлетворяющие условиям |д| < 1, |v| < 1 - Функция a = a(t) взаимно 
однозначно отображает окружность |/| = 1 на контур Г. При v = 0 контур Г 
является эллипсом.
Область, ограниченную контуром Г. назовём э-областью. В этой статье указы­
вается эффективный метод решения задачи Римана-Гильберта для э-областей. 
Напомним, что решение задачи Римана-Гильберта в области D определяется 
как функция аналитичная в области D и на границе Г удовлетворяющая 
условию

Re[a(z) ф)] = ф), z 6 Г, (0.2)

где а(г) и действительнозначная функция /(г) суть заданные функции на Г. 
Предположим, что функция </?(г) удовлетворяет условию Гёльдера в замкнутой 
области Т) = /) + Г, а ф) и /(г) удовлетворяют этому условию на Г.

§1 . СЛУЧАЙ ф) = 1
Рассмотрим сначала задачу (0.2) в частном случае ф) = 1 :

Ве[<ф)] = /(z), (11)

Решение задачи (1.1) ищем в виде

(1.2)
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где о>(т) аналитическая функция в круге |т| < 1 и удовлетворяет условию 
Гёльдера в замкнутом круге |т| < 1. Применив формулу Сохоцкого к интегралу 
(1.2), получим ([1], стр. 66)

<^(а(*о)) = + X—£ 27Г г
и/(т)а'(т) (1т
а(т) - а(г0) ՛ (1-3)

Подставляя а(<) из (0.1) в (1.3), получим

¥?(сг(«о)) = -си(«о) +
1 

2тг ։
[ - у)[(т - у)2 - д] Лт
|г|=։ (։• - ։')(’■ - *о)[(’՜ ֊ V)(«о - «) - д)'

(1.4)

Интеграл в (1.4) понимается в смысле главного значения по Коши. Отмстим, что 
подынтегральная функция в (1.4) имеет особенности в точках Т1 = V, т2 = <0. 
тз = у + д/(<о ~ ^), где и и тз - внутренние точки, а т2 - граничная точка. 
Вычислив последний интеграл с помощью вычетов, получим

<^(а(«о)) = и/(^о) ~ <^(и) + Р 
1о ~ у

(15)

Подставляя у>(а(<о)) из (1.5) в (1.1) при г = сг(£0), получим

ае(о/(«п) + а>03(«о)) ֊ о>(и)) = /(а(*0)), |*о| = Ь (1.6)

где
р(И) = -.-Ц=

1 - и*0 1 (1.7)

с учётом того, что <о = 1 и Пеи>(/3(^о)) = Кеси(/3(£о)). Так как функция 
ц/(£) 4- си(/3(«)) - ш(у) аналитична в круге |<| < 1, то в силу (1.6) её можно
определить, используя интеграл Шварца (см. [3], стр. 233) : 

где

Ие) + ^(1))-^(ц) = К(О4֊»со И<1, (1.8)

֊/(«(т))4в, (т = е"), (1.9)

и Со произвольная действительная постоянная. Так как |и| < 1 - Др] и |д| < 1, 
то

1/3(1)! < у֊֊д + М < 1, |։| < 1. (1.Ю)

Следовательно, функция (3(1) отображает область |1| < 1 в себя.
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В круп; |t| < 1 рассмотрим следующие уравнения :

t =/?(<),

t = /W(t)).

(Ill)

(1-12)

Заметим, что (112) является квадратным уравнением относительно комплексной 
переменной t. Из (1.10) следует (см. [3]), что оба уравнения (1.11) и (1.12) имеют 
единственные решения в круге |t| < 1. совпадающие друг с другом. Это решение 
обозначим через to. Аналитическую функцию w(t) представим в виде

w(t) = с + (t - t0) wo(t), (ИЗ)

где с - произвольная комплексная постоянная, а и>о(() - аналитическая функция 
в круге |£| < 1. Подставляя ш(1) из (1.13) в (1.8) и учитывая, что <о = /З(^), 
получим

(1 - »„) ыМ + ^(^((»(Ж - Ж)) + с ֊ (V - (о) «о(«) = Г(<) +<со. (1.14)

В силу (1.7)

^-^=(1ЛоГЛж)-
Подставляя (1.15) в (1.14), получим

(115)

(t - to) w0(t) + 77—/J + C ֊ (v - to) wo(v) = F(t) +1 Co, (116)
(1 — vt)(l — vto)

и из (1.16)
с — (v — to) «4>(v) = F(to) + t Co-

Согласно (1.17) уравнение (1.16) можно записать в виде 

u^o(t) + 77------ 7771 ~:^о(0(1)) = ^b(t),
(] - vt)(l - vto)

(1.17)

(1 18)

г “ F(fo)
где F0(t) = ---- -----------. Поскольку (1 - vt)(l ֊ vt0)

< 1, то уравнение (1.8)

можно решить методом последовательных приближений. Подставляя решение

и>о(£) уравнения (1.18) в (1.17), получим постоянную с.
Таким образом, частное решение задачи (1.1) определяется по (1.2), где ол(0 
как и в (1.13), а постоянная с определяется по (117) при Со = 0, а ш0(1) - 
решение уравнения (1.18). Общее решение задачи (1.1) определяется формулой
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0(г) = Фо(>) + ։Сь где Фо(х) ~ частное решение задачи (1.1), а С\ произволь­
ная действительная постоянная. Используя стандартную технику ([4], стр. 243) 
общий случай сводится к случаю а(г) = 1, т.е. задачу (0.2) можно свести к (1.1).
§2 . КОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ Э-ОБЛАСТЕЙ
Пусть 1) э֊область, и пусть Ф(г) - конформное отображение области И на 
КРУГ К1 < 1 и удовлетворяет условию Ф(0) = 0. Ясно, что функция Ф(г)г 1 
аналитична в И и удовлетворяет условию

Ф(г)г 1 / 0, г € В. (2.1)

Рассмотрим функцию

Ф1 (г) = 1п Ф(г)՜
2 (2-2)

где под логарифмом понимается некоторая непрерывная ветвь в О. Из (2.1) 
следует, что такая ветвь существует и она аналитична в И. Из (2.2) имеем

КеФ1(2) = 1п^^
(2-3)

Так как функция Ф(г) отображает Г на окружность |£| = 1, то имеем |Ф(г)| = 1, 
г € Г. Поэтому из (2.3) получим

Ие Ф! (2) = 1п — г е г. (2.4)

Пусть Фо(з) _ частное решение задачи (1.1) при /(2) = 1п —. Тогда из (2.4) 
121имеем

Ф1 (г) = Фо(-г) + ։С0, (2.5)

где Со вещественная постоянная. Из (2.2) и (2.5) получаем

Ф(2) = 2вФо(г)е‘Со, (2.6)

2е*о(г) = ф(2)е ,с° (2.7)

Так как функция Ф(г) конформно отображает £) на круг |£| < 1, то из (2-7) 
следует, что функция 2еФо(:| также конформно отображает область I) на круг 
К| < 1. Следовательно, функция Ф(г) имеет представление (2.6) с произвольной 
вещественной постоянной Со-
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Таким образом, чтобы определить Ф(г) достаточно найти частное решение

задачи (1.1) для /(г) = 1п — = Яе 
И

Яе I 1п —— ), |<| = 1 в (1.1), получим
\ <*(0/

Подставляя г = сг(1). /(г) =

1 — в <Ле [։/?(«(<))] = Яс
/1(1 - V1. + р Р)

(28)

Согласно (1.2) и (1.5), из (2.8) выводим (1.8), где

Г(0 = 1п
1 - V <

/?(1 - и! + /И2)
(29)

Таким образом, конформное отображение области £) на круг |£| < 1 сводится к 
решению уравнения (1.8). где 7?(<) функция (2.9). Отметим, что указанный метод 
можно использовать для решения задачи Дирихле в э֊областях.
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