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Резюме. В статье показано, что индекс и коиндекс унитарного полиномар € Ар] характеризуют алгебраическое расширение Ар]/(р) алгебры А и соответствующее накрытие тгр спектра А.
§0. ВВЕДЕНИЕПусть А и В - коммутативные банаховы алгебры с единицей. Алгебра В называется расширением алгебры А, если алгебру А можно непрерывно вложить в В в качестве замкнутой подалгебры, имеющей с В общую единицу. В дальнейшем будем отождествлять алгебру А с соответствующей подалгеброй расширения В. Расширение В называют алгебраическим, если каждый элемент алгебры В алгебраичен над А, т.е. если для каждого Ь Е В найдутся такие элементы ао. ах,...,ат из А. что ап։ Ь"' + ... + öl b 4֊ ао = 0.
В настоящей статье рассматривается важный специальный класс алгебраических расширений : конечные расширения вида Ар]/(р), порождённые унитарными полиномами. Впервые подобного рода расширения банаховых алгебр исследовались в работе [1], и поэтому называются расширениями Аренса Гофмана. Мы определяем и изучаем две алгебраические величины, которые тесно связаны с расширениями Аренса-Гофмана.Пусть р унитарный полином над полу простой банаховой алгебройа А. и пусть Rad (р) радикал главного идеала в Ар), образованного полиномом р. Минимум степеней унитарных полиномов, содержащихся в Rad (р) называется А индексом полинома р и обозначается через г,ч(р). Всякий унитарный полином 



4 Б. Т. Ватиканиз Rad (р), степень которого равна ։д(р), будем называть минимальным полиномом для р. Минимум степеней всех ненулевых полиномов из Rad (р) называется чА-коиндексом полинома р и обозначается через /д(р).Мы докажем (Теорема 3.2). что индекс и коиндекс характеризуют Л модульную структуру алгебры преобразований Гельфанда расширения В = A[i]/(p). Если j 4(р) = /д(р), то либо сам полином р является минимальным, и тогда расширение 
В есть полупростая алгебра, либо минимальный полином делит р, а алгебра 
В изоморфна алгебраическому расширению Л, порождённому минимальным полиномом (Теоремы 2.2 и 3.4).Хорошо известно (см. [2]), что расширение A[f]/(p) индуцирует конечнолистное и, вообще говоря, разветвлённое накрытие пр спектра алгебры А. В работе показано, что индекс и коиндекс полинома р существенно зависят от топологических инвариантов этого накрытия. В частности, условие м(р) = 1 эквивалентно гомеоморфности отображения яр (Теорема 2.3). Согласно результатам из [3] “предельное” значение индекса полинома р можно интерпретировать как индекс ветвления в точке накрытия тгр. В ряде интересных случаев (Теорема 3.5) равенство ։ д(р) = /д(р) обеспечивает совпадение множества точек ветвления спектра полинома р с множеством кратных точек его минимального полинома. Часть результатов настоящей работы была анонсирована в [3].§1. ПОЛИНОМЫ НАД БАНАХОВОЙ АЛГЕБРОЙНастоящий параграф содержит необходимые сведения относительно расширений Аренса-Гофмана и конечнолистных накрытий.Спектр полинома. Пусть А коммутативная банахова алгебра с единицей, и пусть X спектр алгебры А (X - компактное пространство максимальных идеалов). Рассмотрим алгебру А[£] всех полиномов над Я от независимой переменной 
t. Всякому такому полиному п= (11)
степени degg = п > 1 можно сопоставить непрерывную на X хС функциюлQ(։,Ä) = ^aJ(։)Äk, (1.2)*=0где - преобразование Гельфанда элемента ад € А, и полиномп<7z(0 = Är=O



Индекс и комн деке унитарного полинома ... 5с комплексными коэффициентами бС[ф, где х - произвольная точка из X. Множество 5(9) = {(ж, А) € X хС. 9^/0 и д(х,А)=0}называется спектром полинома ц. Если точка у = (х, А) принадлежит 5(9). то число А является корнем полинома дт степени меньше или равной п. Кратность А как корня уравнения 9Ж(£) = 0 называется кратностью точки у и обозначается через ш(у).Полином (1.1) называется унитарным, если его старший коэффициент ап есть единичный элемент алгебры А. Совокупность всех унитарных полиномов над алгеброй А будет обозначаться через у4</[£). Понятно, что если р - унитарный полином, то его спектр 5(р) компактен и непуст.Всякий полином р € Ац[£] определяет непрерывное отображение
7гр: (яг. А) н х

спектра 5(р) на X. Ясно, что для каждого х € X прообраз тг~1(х) содержит не более degp точек. Согласно важной теореме Линдберга ([2], Теорема 1.2), отображение яр открыто, т.е. яр представляет собой конечнолистное покрытие. Более того, справедливо следующее утверждение [2] (см. также [4]).Лемма 1.1. Если то € X и7Г^1(хо) = {9ь Ут}> то существуют окрестность и 
точки хо и попарно непересекающиеся окрестности Ц, У?,..., 1',п точек у1. у?,. ., 
ут такие, что

(О ’Гр1(^) = и?=1^;
(И) яр(У)) = и, 1 = 1, ...,тп;

(Ш) для всякого х € и сумма кратностей точек множества п~х{х) П V) равна ^(уДВ этом случае будем говорить, что окрестность II правильно накрыта отображением Яр.Дискриминант Р(р) унитарного полинома р, т.е. результант р и его формальной производной по < является элементом алгебры Л. Если преобразование Гельфанда дискриминанта Р(р) не обращается в нуле в точке х, то
сагд яр 1 (т) = degp, (1-3)

и кратность любой точки слоя яр ^т) равна 1.



6 Б. Т. ВатиканПусть q и р полиномы из А[4], соответственно, степеней пит (п > т). Согласно алгоритму деления полиномов (см. [5], стр. 43) существуют полиномы г из такие, Жчто deg 5 < m и
c„q = pr + s, (1.4)где с,п старший коэффициент полинома р, & k = п - тп+1. Если полином р унитарен, то полиномы г и s определяются однозначно.Алгебраическое расширение банаховой алгебры. Пустьp(t) = t" + С,,-1 Г 1 + ... + c11 + Со (1.5)есть унитарный полином степени п > 1 над алгеброй А. Через (р) обозначим главный идеал в А[4]. образованный полиномом р.Алгебраическим расширением алгебры А, порождённым полиномом р, называется фактор-алгебра В = А[4]/(р). Возникающий канонический эпиморфизм 

т: А[4] —> В сопоставляет каждому полиному д его остаток в из равенства (1.4). Алгебра В реализуется как алгебра полиномов от 4 степени не выше п - 1, произведение которых подчинено соотношению
tn = -Cn-it" 1 ֊ ... - Ci t ֊ Со-Отождествляя полиномы нулевой степени с элементами алгебры А, можем считать, что А является подалгеброй алгебры В. Норма в алгебре В определяетсяравенством 

п —1
= £>։ II

fc=Oгде 6 произвольнее положительное число, удовлетворяющее условию 6'* > ||сп_։ || б'*՜1 + ... + ||с11| 6 4֊ ||со||. Эта норма согласована с исходной нормой в А и превращает В в коммутативную банахову алгебру [1], содержащую А в качестве замкнутой подалгебры. Спектр алгебры В совпадает с компактом У = 8(р) [1], а определённое выше накрытие тгр: У —> X есть отображение спектров, двойственное к вложению А и В Преобразование Гельфанда Ь(х,Х) элемента п -1
Ь = 52 «к г, п > 1 алгебры В совпадает с сужением 6(т, А) на 8(р) (см. (1.2)). Дг—ОАлгебраическое расширение как А-модуль. Всякое расширение алгебры А естественным образом приобретает структуру А-модуля. В частности, если В есть алгебраическое расширение А, порождённое полиномом (1.5), то элементы Г՛՜1.......4, 1 являются образующими А-модуля В. Очевидно, что эти образующиелинейно независимы над А, так что В конечный и свободный А-модуль.



Индекс и коиндеке унитарного полинома ... 7Пусть М некоторый конечный /1-модуль. Рангом модуля М называется максимальное число линейно независимых элементов из М. Корангом ср; М модуля М называется минимальное число образующих этого модуля М.Для любого конечного Д-модуля М имеем < с%М < оо, однако, вообще говоря, г%М / с&М (см. [6], стр. 264). Так как расширение В = Д[«]/(р) есть свободный Д-модуль, то имеем т&В = с%В = с^р.Пусть банаховы алгебры В\ и В? являются расширениями алгебры А. Гомоморфизм расширений Ф : В\ -4 В% называется Д-гомоморфизмом или линейным гомоморфизмом, если сужение Ф на А есть тождественное отображение, те. если Ф является также гомоморфизмом Д-модулей. Наличие линейного гомоморфизма из А(£)/(р) в А эквивалентно разрешимости в А уравнения р(<) = 0.Пусть банаховы алгебры В и О суть расширения алгебр Д и С. соответственно. Гомоморфизм Ф : В -» В называется полулинейным, если Ф изоморфно отображает Д на С (ср. [7], стр. 303).Кратные точки и точки ветвления. Точка .у спектра алгебраического расширения В = Д[£]/(р) коммутативной банаховой алгебры А (или спектра полинома 
р € А и[ф называется(1) кратной точкой, если о»(у) > 1;(п) точкой ветвления, если у не обладает окрестностью V такой, что яр | V инъективно, и простой точкой, если у обладает подобной окрестностью, т.е., если лр локально гомеоморфно в у.Согласно Лемме 1.1 всякая точка ветвления является кратной точкой. Множество 7?.(р) точек ветвления замкнуто, так как множество простых точек, очевидно, открыто. Множество /С(р) всех кратных точек также замкнуто, как множество нулей преобразования Гельфанда формальной производной р' полинома р. Покажем, что множество точек ветвления нигде не плотно.Лемма 1.2. Пусть и - открытое подмножество компактного множества X, и = тах^агс/л՜՜1 (я) : х € О}. Если хо € и и сагс1л~1(хо) — ас(р). го все 
точки слоя я՜1^) суть простые точки.Доказательство. Предположим, что я՜1^) = {»/ь -,1/т}, где т = сгСл(р). и окрестность С/о С и точки хо правильно накрыта отображением яр. Согласно Лемме 1.1, имеем я“1((/0) = и' = ։ V, и яр(У,) = (7о- В силу максимальности ос(р) накрытие яр инъективно на каждой окрестности V,. Доказательство завершено.Следствие 1.1. Множество 7£(р) нигде не плотно в У.



8 Б Т. Батик янДоказательство. Так как яр является открытым отображением, достаточно доказать, что компакт яр(7?.(р)) нигде не плотен в X. Пусть т0 € яр(72.(р)) и 
U - её произвольная окрестность. Тогда существует точка х € U такая, что card я՜ ‘(х) = сти(р). По Лемме 1.2 эта точка не принадлежит яр(7£(р)). Следствие 1.1 доказано.Таким образом. X \ тгр(7?.(р)) есть открытое и всюду плотное подмножество X. Заметив, что в силу Леммы 1.1 отображениетгр: У \яр1(яр(7г(р)))-> Х\яр(?г(р))является безграничным неразветвлённым накрытием, определим величины<т(р) = max {card я~1 (х) : х € X \ яр(7^(р))}, (1.6)е(р) = min {card я՜1 (х) : х € X \ яр(7г(р))}.Для всякого целого I такого, что е(р) < I < <т(р), определим открытое множество

W, = {։ € Х\-пр(П(р)} : cardn;։(։) = »}■ (1-ПЯсно, что Wi A Wk = 0 при I / k и X \ яр(7£(р)) = UIV/. В частности, еслимножество X \ яр(7£(р)) связно, то е(р) = <т(р). Заметим, что в (1.6) множество 
X \ яр(7£(р)) можно заменить на X, a min {card я՜1 (х) : х € X}, вообще говоря, меньше е(р).Выше уже отмечалось, что имеют место следующие включения :Я(р) с од с <(ОД), (1.8)где Affp) = {х € X : 7?(р)(х) = 0} ֊ дискриминантное множество.Покажем, что все включения в (1.8), вообще говоря, строгие.Пример 1.1. Пусть △ - открытый круг {z ЕС: |z| < 1} на комплексной плоскости. и пусть Л(Д) - стандартная равномерная алгебра всех тех непрерывных на замкнутом круге Д функций, которые голоморфны внутри △ .Рассмотрим замкнутую подалгебру А = [f Е Л(Д): f'(0) = 0} и ее алгебраическое расширение Д, порожденное унитарным полиномом p(t) = t3 - 12 z2 t 4- 16 z3 из Л[<]. Понятно, что р неприводим над А, хотя его дискриминант есть нулевой элемент алгебры А. Заметим также, что спектры алгебры А и 4(Д) совпадают с △. Теперь, если z Е △ и z 0, то рг(<) = (t — 2z)2(f 4- 4z). Следовательно, слой я՜ 1 (z) состоит из двух точек : (z, 2z) - кратности 2 и (z, — 4z) - кратности 1. Согласно Лемме 1.2 эти точки простые. Точка (0,0) = яр1(0) кратности 3 является единственной точкой ветвления.



Индекс и коиндскс унитарного полинома ... 9§2. ИНДЕКС И КОИНДЕКС УНИТАРНОГО ПОЛИНОМАНачиная с этого параграфа будем предполагать, что А полупростая коммутативная банахова алгебра, реализованная как алгебра непрерывных функций на своём спектре X. Заметим, что тогда всякий полином степени п > 1 над А имеет непустой спектр.Пусть р - унитарный полином над А степени п > 1, и пусть (р) главный идеал алгебры А[4], образованный полиномом р. Напомним ([8], стр. 15). что множество
Rad (р) = {q € A(t]: qk € (р) для некоторого к > 0}

называется радикалом идеала (р). Радикал Rad (р) также образует идеал в A[t] и содержит (р). Если полином г принадлежит Rad(p), то его некоторая степень делится на р, и поэтому функция г(х, А) обращается в нуль на S(p). Верно и обратное утверждение.Теорема 2.1. Пусть г(<) - ненулевой полином над А такой, что г(х, А) = 0 при (т, А) € 5(р). Тогда для любого к > 0 полином г1 р(*’ принадлежит идеалу (р).Здесь и далее р(<) означает формальную производную полинома р порядка к.Доказательство. Мы должны доказать, что полином г* р(*' степени не меньше 
п делится на р. Согласно алгоритму деления полиномов, существуют полиномы <?(£) и я(<) такие, что degs < п и гк р(А:) = рд + 5. Следовательно, для всякого 
х € X имеем

Рх ““ Р* Ях + Sz- (2.1)Если гк = 0, то = 0. Предположим, что гк - ненулевой полином над С и пусть 7г~г(гг) = {(х, АО, ..., (х,Ат)}. Ясно, что если кратность и, точки (х. А,) больше чем к, то А, есть корень полинома р,*՜՛ кратности — к. Согласно условию теоремы каждое из А, является корнем полинома г* кратности не менее 
к. Отсюда и из (2.1) вытекает, что 5Х имеет п корней, с учетом кратностей. Значит, 5Т = 0. Таким образом, при любом х Е X полином равен нулю, что в силу полупростоты А возможно лишь при « = 0. Теорема 2.1 доказана.Следствие 2.1. Если функция г(х, А) обращается в нуль на S(p), тог Е Rad (р).Следствие 2.2. Пусть полиномы pi и р2 принадлежат Аv[<]- Если S(pi) С S(p2). 
то Rad(p?) С Rad(pi).Следствие 2.3. Если унитарный полином w € Rad(p) степени 1, то р = wn.



10 Б. Т. БагикянОпределение. Пусть р унитарный полином над полупростой коммутативной 
банаховой алгеброй А. Целое число

ia(p) = nun {deg w: w € Ay [/] П Rad (p)}
называется А индексом р, а всякий унитарный полином ш. на котором достига
ется этот минимум, назовём минимальным полиномом полинома р.Величина Шр) = min{degr: г € Rad (р), г / 0}где минимум берётся по всем (не обязательно унитарным) ненулевым полиномам радикала Rad (р). называется А֊коиндексом полинома р.Замечание 2.1. В теории расширений полей понятию индекса полинома соответствует понятие степени алгебраического элемента, определяющего простое расширение поля (см. [9], стр. 142). Именно поэтому в [3] число м(р) названо степенью алгебраического расширения В = A[t]/p. На наш взгляд предлагаемое выше название “А индекс полинома” более адекватно и предваряет понятие А-индекса ветвления точки.Перечислим теперь некоторые свойства индекса и коиндекса унитарного полинома.(а) Так как А полупростая алгебра, то Rad (р) не содержит полиномов нулевой степени. Поэтому 1 < 1а(р) < ia(p) < deg(p).(b) Если полином w принадлежит AcJtjARad (р), то всегда найдется точка х € X такая, что полином wx(t) имеет не менее ст(р) корней, где сг(р) из (1.6). Это означает, что deg w > п(р). Таким образом, индекс полиномар удовлетворяет неравенству <г(р) < й(р) < deg(p). (2-2)(с) Если дискриминант Р(р) полиномар есть ненулевой элемент А, то согласно (1.3) имеем а(р) = ։д(р) = degp.^) Если ш - минимальный полином для р, то гд(ги) = *д(р).(е) Пусть Р1 и рг ֊ унитарные полиномы над алгеброй А. Если 5(р1) С 5(р2), то гд(р!) < ։д(р2) и /д(р1) < /д(рг). В частности, если спектры полиномов Р1 и р2 совпадают, то ։д(р1) = ։д(р2) и (Р1) = /д(р2).



Индекс и коиндекс унитарного полинома 11(Г) Пусть /3: А —» С - гомоморфизм полупростых коммутативных банаховых алгебр, сохраняющий единицу. Тогда 0 единственным образом продолжается до гомоморфизма 0: А[<] —> С[£], задаваемого отображением
гн mД; 52°‘4‘-> Y^ß(ak)tk.
k=0 «r=0При этом, если w € Ар[^] П Rad(p), то ß(w) € Cp[i] П Rad (/?(р)) и degw — deg/3(w). Следовательно, ic(ß(p)) < м(р)- Если гомоморфизм ß инъективен, то lc(ß(p)) < 1а(р)-Пример 2.1. Пусть алгебра А та же, что и в Примере 1.1. Рассмотрим унитарный и неприводимый над А полиномp(t) = t* - 6г2 t2 + 8z3 Г - 3z4 = (t ֊ z)3(i + 3z). (23)

Дискриминант T>(p) равен нулю. Так как (0,0) - единственная точка ветвления в S(p), имеем е(р) = сг(р) = 2. Легко видеть, что Rad (р) не может содержать полиномы степени 1 и унитарных полиномов степени 2. В то же время, согласно Следствию 2.1 полиномы r(t) = z2 t2 + 2z3 t — 3z4 и w(t) = t3 - 7z21 4֊ 6z3 принадлежат Rad(p). Другими словами, /д(р) = 2 и ։д(р) = 3. Отметим также, что вместе с w(t) полином w(t) + r(t) также минимален.Рассмотрим теперь (2.3) как полином над Д(Д). В этом случае минимальным будет полином (t - z) (i + 3z). Следовательно, iAfä(p) = ~ 2-Этот пример показывает, что минимальный полином определяется не единственным образом, и вообще говоря, не является делителем р.Теорема 2.2. Пусть р - унитарный полином над полупростой алгеброй .4. Тогда 
следующие условия эквивалентны :

(i) iA(p) = Ia(p) ;՛
(И) полином р обладает единственным минимальным полиномом ;

(Hi) Rad(p) является главным идеалом.Доказательство, (i) => (it). Если u?i и ш? суть минимальные полиномы, то г = Wi — W2 принадлежит Rad (р) и deg г < 1д(р).(ii) => (iii). Пусть w - минимальный полином и г € Rad (р). Если г = u>q + s и s / 0, то degs < deg w. Поэтому w + s также является минимальным полиномом, что невозможно. Следовательно, Rad (р) = (ш).(in) => (i). Если существует полином w такой, что Rad(p) = (u>), то »д(р) = /д(р) = degw. Теорема 2.2 доказана.



12 Б. Т. ВатиканСледствие 2.4. Пусть р неприводимый полином над А. Тогда следующие 
утверждения эквивалентны : 
(О ».а(р) = ։.а(р) ;

(Н) Яад(р) = (р).Доказательство. Условие (1) эквивалентно утверждению, что Иж1(р) является главным идеалом алгебры А[<), образованным минимальным полиномом ш. Поскольку полином р неприводим, то ш = р.Следствие 2.5. Если ։д(р) = /д(р), то минимальный полином делит р.Замечание 2.2. Обратное к Следствию 2.5 утверждение не верно. Действительно. пусть полином р из Примера 1.1. Легко видеть, что р есть минимальный полином для р2, т.е. ։д(р2) = 1д(р) = 3. С другой стороны, /д(р2) = /д(р) = 2- Теперь приведем описание унитарных полиномов Л-индекса 1.Теорема 2.3. Для унитарного полинома р степени п над полупростой алгеброй .4 следующие условия эквивалентны :

(О ։д(р) = 1;
(И) сущестует а € А такое, что р(1) = (< - а)" ;

(ш) отображение чтр : 3(р) —► X является гомеоморфизмом.Доказательство, (i) => (и). Если Rad (р) содержит унитарный полином t - а, то по Следствию 2.3 p(f) = (t — a)n.(it) => (tit). Если p(f) = (t-а)71, то для всякого т Е X слой содержит ровно одну точку (т, а(т)). Следовательно, непрерывное отображение тгр компактных пространств инъективно, и поэтому является гомеоморфизмом.(it։) => (։). Рассмотрим унитарный полином w = p(n-1V((n _ 1)9 степени 1. Если для всякого х слой я՜1^) одноточечен, то все точки S(p) имеют кратность 
п. Поэтому функция w(x, Л) обращается в нуль на S(p). Учитывая Следствие 2.1 заключаем, что w G Rad (р). Теорема 2.3 доказана.Утверждение (iii) Теоремы 2.3 эквивалентно равенству сг(р) = 1. Таким образом, если л(р) = 1, то i.4(р) = 1, а тогда /д(р) = 1. Обратное не верно : наличие в Rad (р) полинома степени 1 не обеспечивает инъективности отображения яр.I ак как всякая полупростая алгебра А со спектром X непрерывно вкладывается в С(Х). то согласно (f) имеем ։с(Л')(р) < ։д(р)- В частности, если м(р) = 1, то »C(X)(p) = 1 Фактически, имеем более сильный результат : если А-индекс полинома р равен 1 и С произвольная банахова алгебра, содержащая коэффициенты р, то согласно условию (и) Теоремы 2.3 С-индекс полинома р также равен 1.



Индекс и коиндекс унитарного полинома ... 13Таким образом, равенство ? д(р) = 1 является универсальным свойством индекса унитарного полинома. Покажем, что коиндекс 1А(р) не обладает этим свойством.Пример 2.2. Пусть Aq алгебра таких непрерывных функций /, определенных на компакте {(31,г2)€С2: |z։| < 1, |z2| = 1}, (2.4)что при любом фиксированном z®, |^21 = 1 функция /(zi.z^) голоморфно зависит от Z], в круге {(z^zj) € С2: [zj < 1}, а /(O.z2) допускает голоморфное продолжение внутрь круга
{(0,z2)eC2: |z2|<l}. (2.5)

Согласно результатам [10], спектр X алгебры Яо состоит из заполненного тора (2.4) и замкнутого круга (2.5) склеенных по окружности {(0, z2) € С2: |z2| = 1}.Рассмотрим унитарный полином p(i) = t2 — z2 над Ло- Поскольку функция z\ не обращается в нуль на границе Шилова алгебры Ло- имеем /д0(р) = 2- Рассмотрим с другой стороны полином r(£) = gt над С(Х), где g непрерывная функция на 
X, которая отлична от нуля в точке (0,0) и обращается в нуль на заполненном торе (2.4). Так как функция г равна нулю на S(p), то lc(X)(p) = 1-§3. РАДИКАЛ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯХорошо известно, что алгебраическое расширение В — .4[f]/(p) полупростой алгебры может обладать нетривиальным радикалом, т.е. могут существовать не- нулевые элементы Ь 6 В, преобразования Гельфанда Ь(х, Л) которых обращаются в нуль всюду на Y. Так в Примере 1.1 радикал Rad (В) алгебры В состоит из| элементов вида Л г. где h 6 А(Д) и r(t) = z2t2 + 2 z3t — 8 z4.Согласно результатам Аренса-Гофмана [1] и Линдберга [11] радикал алгебры 
В нетривиален в том и только том случае, когда дискриминант Т>(р) полинома 
р либо равен нулю, либо есть делитель нуля в А. В [11] также доказано, что радикал алгебры В всегда нильпотентен, т.е. Rad (В) равен нильрадикалу алгебры В.Замечание 3.1. В §2 (Следствие 2.1) приведено более прозрачное доказательство нильпотентности радикала алгебры В. Однако, как теорема Линдберга о нильпотентности, так и критерий Аренса-Гофмана-Линдберга о полупростоте справедливы для алгебраических расширений произвольных коммутативных алгебр ] с единицей над полем нулевой характеристики. В [11] получено также точное S значение индекса нильпотентности Rad (В).



14 Б. Т. ВатиканИз нильпотентности радикала алгебры В следует, что Rad (Б) совпадает с образом Rad (/>) при естественном эпиморфизме г : 4[t] —> Б. В частности, алгебра В полупроста тогда и только тогда, когда Rad (р) = (р) (или /д(р) = degp). Поэтому результаты §2 описывают свойства радикала алгебры В. Так, согласно Теореме 2.1, если г € Rad (Б), то rA р{к} = 0 для любого к > 0. В силу Следствия 2.4. если расширение В порождено неприводимым полиномом р, то полупростота алгебры Б равносильна равенству м(р) = /д(р).Начнем с теоремы, устанавливающей точные оценки для коиндекса 1д(р) (ср. с (2.2)).Теорема 3.1. Если р - унитарный полином над полупростой банаховой алгеброй 
А. то е(р) < < <т(р). (3.1)Доказательство. Покажем, что если r(f) принадлежит Rad (р) и deg г = /д(р) = /, то найдётся точка х € X \ тгр(7£(р)) такая, что полином pT(t) имеет ровно 1 различных корней (без учета кратностей).Обозначим через а/ старший коэффициент полинома г и положим U = {х € 
X : П|(х) / 0}. Согласно алгоритму деления полиномов (см. (1.4)) существуют полиномы q и 5 такие, что

в? Р(0 = r(t}q(t) 4- s(t), к = n - I + 1, degs < I.

Поскольку полином s обязан принадлежать Rad(p), неравенство deg.s < I невозможно и поэтому з = 0. Это означает, что для всякого х € U полиномы px(t) и 
rx(t) имеют одинаковое число корней (без учёта кратностей).Пусть А' обозначает (не банахову) алгебру непрерывных функций на U, порождённую элементами А | U и функцией а/՜1. Каждый элемент алгебры А' может быть представлен в виде дроби //а™, где f Е А | U и тп > 0. (Заметим, что А' есть алгебра частных алгебры А | U относительно мультипликативной системы {«"'}гп>о (см. [8], стр. 51). Если функция aj обратима в А | U, то А' совпадает с А | U.) Ясно, что А' - полупростая коммутативная алгебра над С с единицей. Рассмотрим унитарный полином r’(i) = a,՜1 r(f) над А' и образуем алгебраическое расширение В' = 4'[£]/(т')-Покажем, что алгебра В1 полупроста. Действительно, если полином з' из Д'[<] принадлежит Rad (г') и deg.s' < /, то при подходящем целом m > 0 полином а™ з' будет содержаться в Л[<) и его некоторая степень будет кратна г, а значит и р.что невозможно.



Индекс и коиндекс унитарного полинома ... 15Согласно критерию А рейса-Гофмана-Линдберга найдется точка х € U такая, что дискриминант Р(г') отличен от нуля в х. Следовательно, полином г*, а поэтому и 
тг. имеет ровно I различных корней. Наконец, поскольку множество X \ тгр(7£(р)) плотно, можно предположить, что х 6 U П (X \ тгр(7^(р)))- Доказательство Теоремы 3.1 завершено.В частном случае, когда А аналитическая или регулярная алгебра, оценки (3.1) допускают уточнения. Напомним, что полупростая банахова алгебра А называется аналитической, если всякая функция из А, равная нулю на непустом открытом подмножестве X, тождественно равна нулю. В частности, максимальные антисимметричные алгебры аналитичны. Полупростая банахова алгебра А называется регулярной, если для любого замкнутого множества F С X' и произвольной точки х & F алгебра А содержит функцию а такую, что a | F = 0 и а(х) / 0. Многие стандартные алгебры являются регулярными.Следствие 3.1. Если р унитарный полином над аналитической алгеброй А. тое(р) = 1А(р) = ст(р).Доказательство. Пусть как и выше г 6 Rad(p). deg г = /л(р) и U ֊ дополнение к множеству нулей старшего коэффициента а, полинома г. Пусть 1А(р) < ^(р)- Тогда, если х 6 U и card я՜1 (ж) = сг(р), то гх = 0. Но это невозможно, так как в нашем случае множество U A Wa(p), где И'^р) определяется равенством (1 7), непусто. Если /д(р) > б(р), то дискриминант унитарного полинома г' = a^lr, принадлежащего A'[t], обращается в нуль на UШГф), а поэтому и всюду на U, что невозможно. Следствие 3.1 доказана.Замечание 3.2. Для регулярной алгебры (так же как и для всякой не аналитической алгебры) равенство с(р) = <т(р) может не выполняться. Тем не менее можно показать, что коиндекс полинома р над регулярной алгеброй всегда равен I к(р)-Можно доказать также, что если р- унитарный полином над антисимметричной и максимальной равномерной алгеброй .4, граница Шилова которой есть собственное подмножество спектра X, то е(р) = 1А(р) = <т(р) = ։д(р).Рассмотрим алгебру В = В/Н;и1(В), являющуюся образом гельфандовского представления расширения В. которая реализуется как банахова алгебра непрерывных функций на своем спектре У. В силу наших предположений алгебра .4 I есть замкнутая подалгебра в В, и всякая функция из А постоянна на каждом ■ слое тг՜х(х) : значение функции а € А в точке у — (х, А) равно а(х). Понятно, что от В алгебра В наследует структуру конечного А-модуля.



16 Б. Т. БатикянЕсли Rad (р) содержит унитарный полином степени 1, то по Теореме 2.3 алгебра 
В линейно изоморфна алгебре Л. Это означает, что коранг А модуля В равен 1. >-ч Докажем, что индекс и коиндекс полинома р определяют структуру Л-модуля В.%Теорема 3.2. Пусть В алгебраическое расширение полупростой алгебры А, 
порождённое полиномом р € Тогда ^■ч0՜) коранг А-модуля В равен 1д(р),
(И) ранг А-модуля В равен 1д(р).Доказательство. (|). Очевидно функции 1£, 1 являются образующимиЛД֊модуля В. Если т = 1д(р), то существует унитарный полином степени тп

w = tm 4- am_i tm 1 + ... 4- ао
такой, что функция и> обращается в нуль на У. Это означает, что функции
** 5 ^^Ч * ^^Ч * ^^Ч

<п , , ..., 1т принадлежат 4-линейной оболочке функций £гп՜ ,..., I, 1.Следовательно, Г” , ..., <, 1 являются образующими В, т.е. cgB < г'д(р). ^чОбратно, пусть к = сй В, к < п - 1 и функции , ..., Ьк образуют Л-модуль В. В частности, для любого }, 1 < 7 < к, существуют элементы а^. такие, что
t hj — a.ji h\ 4՜ ... 4՜ Afc.Таким образом, получаем систему

aji hi 4- ... 4֊ (t- djjjhj 4- ... 4- ajk hk = 0, j = l,...,k (3.2)
к линейных однородных уравнений относительно /ц, ..., hk. Детерминант этой системы является унитарным полиномом w(t) степени к над А от функции t. Из (3.2) следует, что w(t) hj = 0 для каждого j = 1,...,к. Так как алгебра В содержит единицу, получим w(t) — 0. Это означает, что унитарный полином 
w(t) принадлежит Rad(p), т.е. ։д(р) < cgB.(и). Если тп = rgВ. то функции Г", t, 1 линейно зависимы. Поэтому найдётся полином q € 4[t] степени не больше тп такой, что q(t) = q = 0. Отсюда следует 
1а(р) < rgB.Обратно, пусть к = 1д(р). Покажем, что любые к 4- 1 функции из В линейно зависимы. Поскольку Rad (р) не содержит полиномов степени меньших к, то функции t , ..., t, 1 линейно независимы. Следовательно, подмодуль М С В, образованный этими функциями, является свободным А модулем. Зафиксируем полином степени к . r(0 = ак tk 4- u*-i tk 1 4֊ ... 4- «о,



Индекс и комплекс унитарного полинома ... 17принадлежащий ЯаН(р). Имеем
а*,. 1* = — ак-1 1 - ••• - «о- хчТогда существует целое ш > 0 такое, что а™ В С М. Рассмотрим множество X**V = {1/ € У: ак(у) / 0} и гомоморфизм сужения р: Ь >-> Ь | V на это множество. Ясно, что р(В) и р(Л/) являются р(А) модулями. Отметим, что р(М), образованный функциями р(?'-1)։ ..., р(Г), р(1), является свободным модулем. Действительно, предположим обратное, что существуют функции /к-1, ■■■, /ь /о из А такие, что хотя бы одна из них отлична от нуля на V и

+ ... 4- /1 £ 4- /о) — 0.
Тогда

<1к /к-1 ** 1 4- ... 4- ак Л * 4- <ц- /о = Овсюду на К и хотя бы одна из функций а* отлична от нуля. Это означает, что Дас! (р) содержит ненулевой полином степени меньше /д(р), но это невозможно, хч х^ -*•Пусть теперь 61։ ..., Ьк, Ък+з - произвольные функции из В. Функции р(а’̂  Ь1), ..., х-ч х^р(а™Ь*,), р(а£‘ Ьк+1) принадлежат свободному модулю р(М) ранга к и поэтому линейно зависимы (см. [7], стр. 434). Но отсюда, как мы показали, следует, что 
, ..., Ьк, Ьк+г линейно зависимы. Следовательно, г&В < к Теорема 3.2 доказана.Следствие 3.2. Пусть А и С - полупростые коммутативные банаховы алгебры, 

и пусть В и О - алгебраические расширения этих алгебр. порожденные унитар
ными полиномами р и г/, соответственно. Пусть Ф полулинейный гомоморфизм хч хч
расширения В алгебры А в расширение В алгебры С. Тогда
(1) если гомоморфизм Ф сюръективен, то < ։.ч(р)>

(И) если гомоморфизм Ф инъективен, то 1д(р) < 1с
(ш) если Ф является изоморфизмом, то iA(p) = ։'с(?) и /д(р) =Покажем, что свойство (е) параграфа 2 является частным случаем Следствия 3.2. Для этого рассмотрим унитарные полиномы р։ и р2 над А и 5(р1) С 5(рг). Имеем Па<1(р2) С Яас1(р1). Поэтому3, =* Л[*]/аас1 (Р1) “ (Л[е]/Паа(р2))/(Паа(р։)/Най(р2)) - ЭЕ ПоДИаИ (Р1)/Ка<1 (р2)).Следовательно, алгебра В։ есть Л-эпиморфный образ В^. и по Следствию 3.2имеем гд(р1) < хдСрг).



18 Б Т. Ба ти к янОбозначим через т\ и го фак тор-гомоморфизмы алгебры Ар] на алгебры В\ и В^, Лсоответственно. Тогда А гомоморфизм из В\ в £?2, задаваемый отображением гх(г) н т2(т), г € Ар), очевидно, инъективен. Следовательно, /д(рх) < /д(рг). Если .4 ֊ регулярная алгебра, то согласно результату Линдберга [11], алгебра 
В также регулярна. Иная ситуация возникает с алгебраическим расширением аналитических алгебр. Если А - аналитическая алгебра на X, то алгебра В, вообще говоря, не является аналитической алгеброй на Y (см. Пример 2.1 и функцию b = t2 - г2). Тем не менее справедлив следующий результат.Теорема 3.3. Пусть Л аналитическая алгебра, и В - её алгебраическое 
расширение, порождённое полиномом р. Если функция b € В обращается в нуль 
в окрестности некоторого слоя то b равна нулю всюду на Y.Доказательство. Пусть b ненулевой полином из В такой, что функция Ь равна нулю в окрестности V слоя я՜1^)- Поскольку /д(р) = е(р) = сг(р) (Следствие 3.1), открытое множество яр(У) обязано содержать точку х, слой которой яр1(т) состоит из /д(р) точек. Это означает, что степень полинома Ъ не может быть меньше чем /д(р). Действительно, если degb < /д(р), то все коэффициенты полинома Ъ должны обращаться в нуль на яр(1^), а, значит, и на X.Предположим, что полином г принадлежит Rad (р) и degr = /д(р). Тогда согласно алгоритму деления полиномов (1.4), имеем a* b = г q+s, где а/ - старший коэффициент полинома г. a deg s < I4 (р). Но функция s равна нулю на V. Поэтому неравенство degs < /д(р) становится невозможным, и имеем з = 0. Отсюда и из аналитичности А следует утверждение Теоремы 3.3.Ясно, что алгебра В также является алгебраическим расширением А, однако, вообще говоря, это расширение не порождается унитарным полиномом. Покажем. что необходимым и достаточным условием для этого является совпадение индекса и коиндекса полинома р.Теорема 3.4. Пусть р принадлежит Аир] и В = Ар]/(р). Следующие утверж
дения эквивалентны :

(i) ia(p) = Ia(p),
(Н) алгебра В линейно изоморфна алгебраическому расширению А. порождён
ному унитарным полиномом.Доказательство. Если ։д(р) = /д(р), то по Теореме 2.2 минимальный полином 
w определяется единственным образом, а радикал Rad (р) совпадает с главным идеалом (ш). Заметим теперь, что поскольку Rad (В) = Rad(p)/(p), то согласно



Индекс и коиндекс унитарного полинома ... 19первой теореме Нетер об изоморфизмах будем иметь
В = (Л[(]/(р))/(Ка<1(р)/(р)) “ ЛИ/Ка<1(р) = Л|(|/(ш).

Обратно, пусть В есть А-изоморфный образ некоторого расширения Аренса- Гофмана алгебры А. Тогда В - свободный А модуль и поэтому cgB = г&В. Остаётся воспользоваться Теоремой 3.2. Теорема 3.4 доказана.Следствие 3.3. Если iA(p) = 1д(р), то дискриминант Р(м) минимального 
полинома отличен от нуля и не является делителем нуля в А.Следствие 3.4. Пусть 1д(р) = /д(р). Если 1>(р) равен нулю или является 
делителем нуля, то полином р приводим над А.Доказательство. Действительно, согласно Следствию 3.3 минимальный полином отличен от р, и по Следствию 2.5 является делителем р.Замечание 3.3. Пример 2.1 показывает, что условие м(р) = /д(р) в Теореме 3.4 и в Следствиях 3.3 и 3.4 существенно.Теорема 3 4 влечет следующую характеризацию множества 7£(р) точек ветвления спектра алгебраического расширения регулярной или аналитической алгебры.Теорема 3.5. Пусть р - унитарный полином над регулярной или аналитической 
алгеброй А. Если м(р) = /д(р), то 7£(р) совпадает с множеством /С(ш) кратных 
точек минимального для р полинома хи.Доказательство. Полином и>, как мы знаем, определяется однозначно и по Следствию 2.5 делит р. Поэтому 5(р) = 5(ш) и тгр = ттш. Следовательно, достаточно доказать, что По Следствию 3.3 дискриминант полинома ине может быть нулем или делителем нуля в А. Из условий теоремы вытекает, что дополнение X \fiJ\w) дискриминантного множества всюду плотно в X.Пусть теперь у0 € /С(м) и V - окрестность точки у0 такая, что лр(У՜) содержится в правильно накрытой окрестности. Тогда существует точка х Е X \ Л^(ш) такая, что слой л-՜1^) имеет непустое пересечение с V. Поскольку и>(Уо) > 1 и кратность каждой точки из л՜՜1^) равна 1, то по Лемме 1.1 пересечение V П л-^х) содержит более одной точки. Таким образом, ли, не может быть инъективным на V. Теорема 3.5 доказана.Замечание 3.4. Предположение о регулярности или аналитичности алгебры А в Теореме 3.5 существенно. Действительно, в Примере 2.2 имеем ։.4о(Р) = /д0(р) = <^р, множество /С(р) совпадает с кругом {(0, х2) 6 С2: |г2| < 1}. а
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-R(p) = {(0,г2) € С2: |г2| = 1}. Пример 1.1 показывает, что условие г д(р) = 1д(р) также существенно.
Abstract. The paper shows that the index and coindex of a monic polynomial 
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ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩИЕСЯ ФУНКЦИИ В МОДЕЛИ М|С|1|ос

И. Э. Даниелян

Ереванский государственный университет

Резюме. В статье рассматривается консервативная модель очереди Af|G|l|oo 
с параметром поступления а > 0 и функцией распределения (ФР) времени 
обслуживания B(z), Д(4-0) = 0. Обозначим через р\ = a [J'xdB(x) загрузку 
модели, через П(т) ФР периода занятости, а через W(x) - ФР стационарного 
времени ожидания. Доказаны следующие утверждения : При pi < 1, 1 - B(t) 
правильно меняется при t -> оо тогда и только тогда, когда 1 - П(£) правильно 
меняется. Аналогичные результаты получены 1 - W(t) в случае дисциплины 
LIFO. Доказано существование Ил(т) в одном классе консервативных дисциплин

§1. ВВЕДЕНИЕ

Правильно меняющиеся функции одной действительной переменной применяют
ся в теории очередей (см. [1] - [4]). Как показано в [3] - [6], из условий правильного 
изменения хвостов функций распределения (ФР) времён обслуживания вытекают 
предельные теоремы и правильное изменение хвостов ФР для некоторых важных 
характеристик. В настоящей статье рассматривается так называемая консерва
тивная (см. [7], стр. 137) модель М|G| 1|оо с параметром поступления а > 0 и ФР 
В(х), В(+0) = 0 времени обслуживания вызовов [5], и изучается асимптотичес
кое поведение ФР хвоста для случайного периода занятости £ и стационарного 
времени ожидания w.

Определение. Измеримая на (0, +оо) функция ЯЦ) > 0 правильно меняется 
при £ -> 4֊оо с показателем а € (—сю, +оо), если функция £(£) = £՜“ Я(£), I > 0.
медленно меняется при t -4 +оо, т.е. для любого х > О

L(xt) 
1։ш г, , 

t—»4-00 L(f) (1)

В дальнейшем L(l) обозначает медленно меняющуюся функцию.
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1 . Асимптотический анализ основан на тауберовой теореме, доказанной в [8], 
стр. 109 - 111. Пусть E(t) - ФР, определённая на [0, +оо). Положим

еп = / х" dE(x), п > 1, е 
Jo

e~sz dE(x),

e|n|(s) = e(s) - £ (-*Y s > 0, мм»
։=0

и при нецелом a, n<a<n + l,n>0, обозначим

Г(а — п) Г(п + 1 - о)
Г(а) Г(а) sin ло ’

где Г(г) - гамма функция Эйлера.

Теорема 1 ([8]). При п<а<п4-1,п>0, асимптотические соотношения

1 - E(t) ~ t aL(t), t -> оо

el"l(s)~(-l)"+1Ce.n«“4(l/s),

(2)

(3)

эквивалентны.

2°. Отметим, что распределение периода занятости £ зависит от величины 
загрузки р1 = а01 модели, где 01 = хс1В(х). Загрузка р1 интерпретируется 
как среднее время обслуживания поступающих за единицу времени в модель 
вызовов. Пусть л(я) = Ее՜8*, « > 0, где Е - знак математического ожидания. 
Следующие утверждения хорошо известны (см., например, [4], стр. 497).

В §2 эти факты и Теорема 1 использованы для доказательства следующих 
результатов ' ՛ >** «

1. При 0 < Р1 < 4֊оо функция л($) есть с минимальным абсолютным значением 
корень уравнения

л($) = 0(s 4- a - а л(«)), s > О, (4)

где 0($) = /пже~'^В(х).
2. Корень л($) уравнения (4) есть преобразование Лапласа-Стилтьеса для неко
торого распределения П(т), которое либо собственное (т.е. П(+оо) = л(0) < 1) 
при Р\ < 1. либо несобственное (т.е. П(+оо) = л(0) = 1) при р1 > 1. Имеем

01
mi = Е^ = при pi < 1

(5)
4-ОО, при pi > 1.
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Теорема 2. Пусть а > 1 нецелое Тогда при р} < 1 асимптотические 
соотношения

1 - B(t) ~ t ° L(t), t -> 4֊оо 

и
1 ֊ n(f) ~ [(1 - pi) f] ° L(t), t -> +oc

(G)

(7)

эквивалентны.

Каждая правильно меняющаяся функция (1 - В(О)՜1 с показателем о > 0 экви
валентна некоторой строго возрастающей, абсолютно непрерывной, правильно 
меняющейся функции /?(£)• Поэтому существует строго возрастающая, абсолют
но непрерывная функция М(£) = £1/о I > 0, обратная к /?(£) (см. [9], §1.2).

Теорема 3. Пусть 1 < a < 2. Тогда при р\ = 1 асимптотические соотношения
(6) и

1 — П(/)
Г(1 - а֊1) • С«£

t~l/° 
Ldi)' t -> 4-ос (8)

эквивалентны.

3 . Пусть ш(£) - виртуальное время ожидания в момент и пусть ц;($, I) = 
Ее~зш^, « > 0, < > 0. По теореме непрерывности для преобразования Лапласа 
Стилтьеса (см. [4], стр. 484 - 486), из существования конечного невырожденного 
предела

u;(s) = lim tu(s,t), s > О, /-*4-оо О)

вытекает существование стационарной ФР VT(x) = P(w < х). х > 0, где 
Ms) = Ee~3W = f0°°e-3XdW(x), s > 0.
Например, для дисциплин FIFO (first in-first out) и LIFO (last in-first out),

ющие ФР VFfifo(0 и I^lifo^) существуют тогда и только тогда.
когда р\ < 1 и р\ < 1, соответственно. Более того, имеем (см. [10], стр. 85)

(1 — pi)s 
^fifo(s) -- ———— для и s > О, (Ю)

^LIFo(s) = 1 - Pi 4- а(1 - тг(з)) 
s 4- a — a 7r(s)

для pi < 1 и s > 0. (H)

Следующий результат был получен Дж. Коэном и А. А. Боровковым [11].

Теорема 4. При a > 1 и р{ < 1 соотношения (6) и

1 - HWo(0 ~ t֊« L«), (12)

эквивалентны.
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В §3 с помощью Теорем 1 3 и (11) установлены следующие результаты.

Теорема 5. Для нецелого а > 1 и р1 < 1 асимптотические соотношения (6) и

I - ИЪгоЮ ~ г«-1’ОД, (֊»+00 (13)
(1 - Р1)а 2 (а - 1) /31

эквивалентны.

Теорема 6. Для 1<а<2ирх = 1 соотношения (6) и 

1/а 
ТД*), «->4֊оо (14) 1 - W’lifoW ~ Г f 1-----‘ f “тНО

\ aj \ (Зх J
эквивалентны.

4 . В консервативной модели Л/|С|1|оо обозначим через 0 < t\ < t2 <,... по
следовательные моменты завершения периодов занятости. Случайные величины 
2n = <n — in-i» n > 1, <о = 0, независимы и одинаково распределены (НОР), 
т.е. {z„} образует процесс восстановления. Для многих консервативных дисцип
лин, например, FIFO, LIFO, RS (случайное обслуживание), случайный процесс 
{w(f): t > 0} является процессом регенерации ([4], стр. 446), а моменты t2l... 
суть моменты регенерации. Обозначим через С класс консервативных дисцип
лин. для которых случайный процесс {w(f): t > 0} является регенерирующим с 
моментами регенерации tx, t2,....
В §5 доказано существование стационарного времени ожидания w в классе С при 
рх < 1. Кроме того, при рх < 1 доказано следующее неравенство :

^fifo(s) < w(s) < lulifo(s), s > 0. (15)

В §5. основываясь на неравенствах (15) и Теоремах 1, 4, 5, получено следующее 
утверждение.
Пусть 1 < а < 2 или 2 < а < Зи имеет место (2). Если для заданной дисциплины 
из класса С и для рх < 1 функция 1 — ИД£) правильно меняется при I —> +оо, то

1 - ~ (֊Т)Л г<°՜՛’• t -> 4-00, (16)

где
А„ е [(1֊Р1)2-“,(1-л)-։]. (17)

§2. ПЕРИОД ЗАНЯТОСТИ
Напомним, что 1 — ПД) -> 0 при I -э -Ьоо и рх < 1. В настоящем параграфе 
для р\ < 1 правильное изменение 1 — П(£) связывается с правильным изменением 
1 - В(1) при I -> 4-оо. Будут также доказаны Теоремы 2 и 3.
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1° Лемма 1. При Р1 < 1 и в > О справедливо равенство

7г(л- - а 4֊ а/3(з)) = /3(5). (18)

Доказательство. Рассмотрим функции

р = /х(з) = з 4֊ а ֊ атг(з), т = т(з) = з - а 4- а/9(з), 3 > 0. (19)

При Ру < 1 и в > 0 имеем

т'(5) = 1 - а > о

(дифференцирование по з под знаком интеграла допустимо, так как [Зу < 4-оо). 
Поэтому т(з) при з > 0 строго возрастает. При этом, т(в) непрерывна и 
т(0) = 0. Следовательно, при т(з) в [0, +ос) существует строго возрастающая, 
непрерывная обратная функция. Покажем, что функция /х(з) обладает теми же 
свойствами. Очевидно, что р($) непрерывна, строго возрастает в [0. 4-оо) и 
р(0) = 0. Из (4) получаем, что р(т(в)) = 5 для з > 0.
Подставляя з 4- а - атг(з) = 5 в (4) при < 1, получаем з = 5 - а 4- а/3(5). 
Поэтому для определения тг(з) можно использовать (18). Отметим, что случаи 
р\ < 1 и р\ = 1 различны и будут рассмотрены отдельно.

2 . Доказательство Теоремы 2. Пусть выполнено соотношение (6). По Тео
реме 1, при п < а < п 4- 1 имеем

/3|п|(։) ֊ (-1)п+1 • Со.„ • з° Ц1/з), з | 0, (20)

где (3„ = ]^°1пс1В(я), п > 1. Из (18) - (20) получаем

1=0
5° Ц1/«), з|0. (21)

Из уравнения (4) следует, что условия (Зп < +оо и тпп = хп </П(х) < 4-ос 
эквивалентны. Так как п < а < п 4֊ 1, то ттц. < 4-оо при к = 1, ...,п. 
Следовательно, имеем

7г^(т) = о(тп), т|0. (22)

В силу (5), (19) и равенства агпу = ——— (см. [7]), получаем
1 - Р\

т |0.= т
1 ֊ Р1 Л=0

(к 4- 1) 7П1
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Поэтому, при и > 1 имеем

т 3 = -------
1 ֊ Р\

__™к+\
(к 4- 1)Ш1

7-10. (23)

Теперь существование предела

Ш/») 1ПП тт—ГТ г-»о Ц1/т)
(24)

следует из асимптотического равенства з = --------(1 4֊ о(1))։ г | 0 и из
1 - р1

равномерной сходимости в (1) В силу (23) (24) разложение (21) представимо в
виде

~(-1)"+։ Со,„ т*£(1/։), г |0,
1=0

где (1,. I = ֊ некоторые постоянные. Тогда </, = т,, ? = 0,...,п, с то = 1.
Получаем

ЯН(Т) ~ (-1)“+1 С..п (1_Т“1)аМ1/т), г 4 0. (25)

По Теореме 1, асимптотическое разложение (25) эквивалентно (7). Обратно, 
пусть выполнено (7). По Теореме 1 имеет место асимптотическое разложение 
(25). Из (4), (19) и (25) получаем

1=0 '•

т°
(1 ֊ Р1)°

М1/т), т I 0. (26)

При п < а < п 4- 1 имеем ^пЦз) = о(зп), з 4- 0. Отсюда и из (19) получаем

1 ֊ \
801 /

т = з ֊ а 4- а 0(8) = з • 1 — Р1 •

з 4. 0.
(27)

Равенство (27) используется для доказательства существования предела (24). С 
другой стороны, на основе (24) и (26), из (27) вытекает (20), которое, в силу 
Теоремы 1, эквивалентно (6). Теорема 2 доказана.

3 Доказательство Теоремы 3. Так как функции Я(£) = Л(£) и МЦ) =
I1 " Ь1(0 взаимно обратны, то /?(Л7(£)) = М(Л(£)) = £, £ > 0. Следова
тельно, (Ь1(4))°(Ь((г)1/Л £,!«)) = 1 и (Ь(*))1/о •Ь1(«°Ь(0) = 1- Кроме того,
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։
(1 ֊ ~ Ь. I -> +оо. Предположим, что выполнено (6). По Теореме
1 при р\ — 1 имеем

1֊/?(*П 
5^1 /

1 С<>.„ • Щ/«). НО. (28) 
Р\

В силу Леммы 1 справедливо равенство 1 — тг(т) = 1 - (3(з) = з01 * (1 + о(1)),

« | 0, что, с учётом (28), даёт 1 - тг ( СО։П • за £(1/$)) = з0ъ • (1 + о( 1)), а X 0. 
\Р1 /

Используя определение медленно меняющихся функций, последнее равенство
запишем в виде

/ л \
l-7r(a“£(l/s))= (-£J- ■ s/3,(1 + о(1», 40. (29)

\ ^а,п /

При t > 0 рассмотрим функцию р = ?r(l/t). Подставляя 1/t вместо s в (29),
получаем

1 - p(t° • L(t)) = •^■(1 + 0(1)), 
V

Следовательно, подставляя t = M(t), получаем 1 - p(t) =

о( 1)), t -> +оо. Имеем

01
A/(t)

1 - 7Г($) =
1/а

_А_ 
М(1/s) «го. (зо)(1+о(1)),

Используя формулу 5.22 из [4], стр. 503, и разложение (30), получаем (8).
Обратное утверждение доказывается аналогично. Теорема 3 доказана.

§3. СТАЦИОНАРНОЕ ВРЕМЯ ОЖИДАНИЯ ПРИ 
ДИСЦИПЛИНЕ LIFO
В этом параграфе мы доказываем Теоремы 5 и 6.

1°. Пусть g(s) = 1 ֊ 7r(s)
« ГП1

= (1-Р1)- ♦ « > 0 (см. (5)). Функция g(s)1 ~ *(*)

является преобразованием Лапласа-Стилтьеса функции распределения С(х) = 
— [ (1 - П(ц)) du, х > 0.
т\ Jq
Лемма 2. При р\ < 1

1 - u'lifo(s) = (1 ֊ Р1) • р\ • (1 - </(«))*, S > 0.
*>։

(31)
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Доказательство. Используя формулу (11), получаем

^1Ро(«) = 1 - Р1 +
а 7»1 • <7(д) _ 1 _ 1 ’ 9^

Иа1щ-д(з) Рх 1 - р1 • (1 ֊ .д(з))

п . . . (' <№ \ _ рх (1 -Р1)(1 ֊ д(з)}
Далее имеем 1 - ^иго(») = Р1 (1 ֊ ։ _ ₽1 . (1 _ у(։))) ~ 1 ֊ Л -(1 - 9(8)) '

5 > 0. Отсюда следует (31).
Согласно доказательству Теоремы 2. соотношения (б) и (25) эквивалентны при
п < а < п + 1. Покажем, что соотношения (13) и

4"го'(») ~ (-1)“ • • д (1 _Р1Р1)О֊2 *“-^(1/*). »40 (32)

эквивалентны. Действительно, рассмотрим медленно меняющуюся функцию 
Л2(0, удовлетворяющую условию

Р1 ■ £,(/) = 0, (а - 1) (1 - р,)“՜2 Д2(0, (33)

где Ь(£) из (6). Тогда, в силу (13). имеем

1 - Илыро(0 ~ < 1<։ 1։Ь2(«), £ -> 4֊ос. (34)

По Теореме 1 равенство (34) при п<а<п4-1,п>1 эквивалентно следующему :

<0 0. (35)

Подставляя значение Д2(1/$) из(ЗЗ) в(35) и учитывая.что при п < а < п 4- 1

Са-1,п-1 _ Г(а - 71) Г(п 4- 1 - а) _ Г(о - п)Г(п 4֊ 1 - а) _ 
а —1 (о —1)Г(а —1) Г(а)

получим (32). Таким образом, Теорема 5 может быть сформулирована в следую
щем эквивалентном виде.

Теорема 5՛. При п < а < п + 1, п > 1 и р[ < 1 соотношения (25) и (32) 
эквивалентны

2 . Доказательство Теоремы 5*. Вначале покажем эквивалентность условий 
тпп < 4֊оо и шп-1== /(|^ хп 1 сД'Уыро(я) < +оо при любом целом п > 2. Из (11) 
и (19) имеем

р(б) • а7ыро(в) = (2 - Р1) • м(«) - (36)5 > 0.



Правильно меняющиеся функции ... 29

Так как /1(0) = 0 при р\ < 1, то по формуле Лейбница к кратное (к > 2)
дифференцирование обеих частей (36) о нуле даёт

*-1 .. Ек\
■ -у к = 2,...,п,

и требуемое утверждение выводится индукцией.
Пусть теперь п<а<п+1и справедливо (25). В силу (5) соотношение (25) 
эквивалентно следующему :

<,Ь-М(,) ~ (-1). ■ соп . (1*°-1[)1Д_1 £(!/«), 5 |0. (37)

Р1 5“ 
А(1 -р.)

1(1/5) (1 4֊ 0(1)), 5 4 0. (38)

Запишем (37) в виде

Г) “ 1 / V । |

1 ֊ »(») = ֊ £ ֊֊9. + (֊I)՞-1 ■ С.,„ ■ о )а_, 1(1/«)(1 + о(1)),« 1 0

и подставим в (31). Получим

1ОИРО(«) = Е + (-!)" €«.„
I 1=1 г՛

Очевидно, (1о = I и (1, = w, < +оо, г = - 1. Следовательно, (38) и (32)
совпадают.
Обратно, пусть п < а < п+ 1, п > 1, р։ < 1 и справедливо (32). Имеем и/, < +ос, 
г = - 1, что влечёт тпк < +оо, к = 1,...,я, т.е. д, < +оо, г = - 1.
Поэтому

( V1-,9(в) = - 52 —֊֊5«+ 5>0, (39)
1=1 *•

где
¥?п(«) = ф՞՜1), 5 4-0. (40)

С учетом (39), (40) и (31) получаем

п-1 I— V
(1-Р1)-52^1(1_.?(5))* = -^п(5)֊52 —^-1л,+О($”), 5 4.0. (41)

*>1 1=1 *'

Учитывая (32) и (41), из (31) имеем

^(«) - (֊1)п • Са,п • - 1(1/5), 5 I 0.
Р1 (1 - Р1)

Отсюда и из (39) вытекает (37), что эквивалентно (25). Теоремы 5" и 5 доказаны.
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3°. Доказательство Теоремы 6. Сначала докажем, что соотношения

И

1 ֊ я($) ~ 01 • (42)

1 - wlifoCs) ~ s 4,0 (43)

s | О

эквивалентны, где £1(0 = <-1/о М(0.
Рассмотрим медленно меняющуюся функцию £3(0, удовлетворяющую условию 
0^ • Ьз(1) = Г(1 ֊ (1/п)) • Са п ■ ЬМ, * > 0. Соотношение (8) эквивалентно 
следующему :

^-1/а
1-П(0~֊——, * ֊> +оо. (44)

Согласно Теореме 1 соотношения (44) и 1 - я(я) ~ Г(1 — (1/а))51у/° (£з(1/$))՜1, 
5 4 0, (или (42)) эквивалентны. Учитывая Теорему 3 и эквивалентность (8) и 
(43), заключаем :

при pi = 1 и 1 < а < 2 соотношения (6) и (42) эквивалентны. (45)

Далее, рассмотрим правильно меняющуюся функцию £4(0, удовлетворяющую 
условию £։(0 = Li(t) Г(1 - (1/а)) • (/3i/Ca.n)1/Q, t > 0. При Р1 = 1и1<а<2 

соотношение (14) и

1 - И'игоИ ~ {<1°1՜1 (МО)՜*. ։-»+оо (46)

эквивалентны. Согласно Теореме 1 соотношения (46) и

1 - <иыго(в) ~ Г(1 - (1/а)) «*-<*'“։ Ь4(1/«)-1, а 4 0

(или (43)) эквивалентны. Следовательно

при р1 = 1 и 1 < а < 2 соотношения (14) и (43) эквивалентны. (47) 

Далее, в силу (11)

1 - ^Ь1го(в) = ———тт-----у-тг, 5 > 0. (48)$ + а(1 - я(з))

Пусть (42) выполнено. Подставляя (42) в правую часть (48), получим (43). 
Обратно, предположим, что выполнено (43). Запишем (48) в виде

1 - 7г(з) = 8 0! (- ------ -----— ֊ 1 | , 8 > 0.
\ 1 - и’цро( ч) /

Отсюда и из (43) получим (42). Теорема 6 доказана.



Правильно меняющиеся функции ... 31

§4. СТАЦИОНАРНОЕ ВРЕМЯ ОЖИДАНИЯ В КЛАССЕ С
В этом параграфе; доказываются неравенства (15).
1 . Лемма 3. Для любой дисциплины из С и р\ < 1 существует стационарное 
время ожидания ю.

Доказательство. Пусть р1 < 1 и <2, ... суть последовательные моменты 
завершений периодов занятости. Тогда гп = 1п - 1п-1, п > 1, <0 = 0 образует 
последовательность НОР случайных величин. При этом, любое гп, п > 1 является 
суммой экспоненциально распределенного промежутка с показателем а > 0 и 
периода занятости. Следовательно, при р\ < 1 и п > 1 имеем

г. 1 1 1Егп - - + = - ■ -------  < 4-оо.
а а 1 — р\ (49)

Вначале покажем, что для любого х > 0 при р\ < 1 существует предел

Пт < 1)=И'(х). (50)

Для этого рассмотрим процесс с непрерывным временем {0(£)-‘ $ > 0} :

если < т, 
если ш(£) > х.

Согласно теореме из [4], стр. 430 и (49), существуют пределы Вт = »),
>+ос

г = 0,1, откуда следует (50). Поэтому, остается показать, что

Пт (1-Вф))=0.
Г—>4-ос

(51)

Обозначим через £(и), и > 0, период занятости с задержкой и. Известно (см. [12], 
стр. 83), что

7г(н,5) = Ее~а(М и > 0, « > 0. (52)

В силу (52)
Ее-”г|“'։’'™(‘)) =^|ГО(д(։),0, з > 0, (>0. (53)

Из н>(/) < £(мр1го(0)։ < > 0 и (53) имеем

1 - IV (т) < 1 ֊ Вт Р(С(^Про(0) < т)) = 1 - Р(£(шр։ро < *)). х > 0. (54)

Поскольку /1(0) = 0, то Д(£(1лр1Ро) = +оо) = 1, и из (54) следует (51). Лемма 3 
доказана.
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Обозначим о»о(*>0 = Ь'е <? > 0, £ > 0. Из результатов теории восстановле
ния (см. [13], стр 149 150) при < 1 следует существование предела

Ее՜’“0 =и>0(з) = Иш ^0(зД) = 1 - р\ 4֊ р}*->+оо
1 - 01*)

8 • 01
8 > 0. (55)

2 Докажем, что при р1 < 1 справедливы неравенства 

а(1-0(в))<р(з,£) < а4-1Ро(М)֊^о(.М) < а(1-/3(в))-у>(т(я),£), з > 0, £ > О,
(50)

где 
г* /-ОС

</?($,£) = / е’у(1у‘ / е~*11 <1иР(ю(1 — в) < и).

Период занятости С(^Р1Го(£)) начинается с момента £ и в момент £ 4֊ £(мнро(£)) 
модель впервые после момента £ освобождается от вызовов. Внутри периода за
нятости £(шр1го(0) может происходить следующее : а) и'пго(^) может пре
рываться некоторыми вызовами, поступающими после момента £; Ь) £(мо(£)) 
может прерываться некоторыми вызовами, поступающими до момента Ь.
Пусть П1 < «2 < ... < ил - последовательные моменты начал обслуживании 
вызовов, поступивших до момента £ и обслуженных после момента £ 4- ч?о(^), где 
т) ֊ случайное число таких вызовов. Имеем I 4- Шо(£) < «1 и и = £ 4- €(1ипро(£))- л Лч /ч
Обозначим через 01, 02, ... 0Л соответствующие длительности обслуживания и 
рассмотрим периоды занятости

«(1)(Л), €<2)№),...,4(,|()0,) (57)

с задержками 01, 02, ... 0,,, соответственно. Отметим, что величины (57) - НОР 
случайные величины с распределением £(0), где 0 - случайная длительность 
обслуживания одного вызова. Имеем

«(шг1го(0)4«(шо(0) + £<։)(Л) + £<”(&) + ... + {‘"'(Д,), (58)

где слагаемые в (58) независимы, а символ (1 означает равенство по распреде
лениям. Теперь докажем (56). Рассмотрим моменты “катастроф”, образующие 
независимый пуассоновский поток с параметром з > 0. При п > 0, к = 0, ...,п, 
з > 0, рассмотрим события :

Апк(з,1) = {у = п, за[0, ид.) нет катастроф, за/З* наступила катастрофа};

ВпДзД) = {г/ = п, за[0, и*) нет катастроф, за^^(Зл) наступила катастрофа}.
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Здесь и» = (, Ао = Отметим, что при з > 0 и I > 0 имеем

£ Р(Л„о(«,О) = е"' (1 - u>o(s,«)). ^в"«^«)) = е՜" (1 ֊ «о(м(«), 0). (58)
п>0 п>0

При к > 1 рассмотрим события С’п*.(з,4) = {г/ = п, за[0, и*) нет катастроф}.
Положим

Л*(М) = и^пИМ). Вк(з,1) = и Впк(з,1), СДМ) = и#П;(М), ] > 1-

В силу (59), при к > 0 получим

Р(Л։(։,0) = е՜’1 (1 -wo(s.t)) + (1 - 0М) P(Ct(s,t)), (60)

P(Bt(s,0) = е-‘ (1 - <*(/.(։),()) + (1 ֊ М’У)' Р(Й(М)). (61)

где P(Cq(s, t)) = 0֊ Легко проверить, что

е-' (1 - u»FIFo(e,t)) > X Р(Лг(»Л)), (62)
Л>0

е-'(1 -uwoH»).0) > £Р(Вь(М)). (63)
к>0

Далее, по Лемме 1, р(з) и т(з) ֊ взаимно-обратные функции при р1 < 1. 
Подставляя т(з) вместо з в (63), в силу (59) - (63) имеем

е՜“ (шо(е, 0-и*1Го(д(։)Л))>(1 ֊)»(«)) ■ 53 <64)
Д>1

е՜™' (<ММ) -*нго(м(»)Л)) < (!֊«>)) • £т(т(5),(». (65)
Л>1

Очевидно

Р(4пВ) = (1-ВМ) ^Р(С»(։.<)). s>0, t>0.
Л>1

где А = отсутствие катастр до начала обслуживания вызова, поступившего
до момента I и обслуженного после момента < 4- жо(€), а Л = наступление 
катастрофы при одном обслуживании. Эта вероятность может быть записана 
в виде а(1 — (3(з)) е~яи НиР(и>(у) < и). Подставляя её в (64) и
(65), получим (56).
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3 Лемма 4. В классе С и при рх < 1

а . 1 1511! (] _ ^(5)) < ^(в) _ ц/ПрО($) < а • -—(1 - и>(т(з)), з > 0. (66) 
з к т(з)

Доказательство. Согласно Лемме 3 при р\ < 1 существуют стационарные
времена ожидания Поэтому (66) можно получить из (56), устремив I —> +оо :

Дз) = Пт е" / е~51,(1у [ е"5и аиР(ш < и) = 
е-++ос у0

= Г° [ ея{։՜^з > 0. 
Уо Ь-и 8

Отсюда и из (56) следует (66).
Покажем теперь, что из Леммы 4 вытекают неравенства (15). Действительно, в 
силу (10) и (55), при з > 0

/ч 1 — Д(я) / (1-р1)« \ 1 ֊/?(«)
^о(зI - ^Г1Ео(«) < а--- —— 1---------------- —— I = а • --- —— (1 - ыпгоН))-т(з) \ з - а 4- а Д\а)} т(8)

(67)
Подставляя (67) в (66), получим первое неравенство в (15). Далее, имеем

т( 5' I
—-----(1 - Р1) < 1 - с^(т(з)), 3 > 0.

Заменяя т(з) на з, получим (см. (11)) :

М5) < 1 ~ Р1 + (1-----гт) = 1 - Р1 4—т= и’ЫР՝о(6՝))’ 5 - 0’
\ р(з) / з 4- а — а 7г(з)

откуда вытекает второе неравенство (15). Доказательство неравенств (15) завер
шено.

§5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Из неравенств (15) вытекает ряд интересных выводов. Например, для любой
дисциплины из С

Ей) =
2(1 -о/м՜

(68)

Следовательно, в классе С

1 - и'ыго(д) < 1 - иДз) < 1 - сипго(з) 
з Ев/цро — 5 • Ей) ~ з Ешнео

(69)

Докажем теперь асимптотическое соотношение (16) из §1. Пусть 1 < а < 2 или 
2 < а < Зи справедливо (2). По Теореме 1 формулы (12) и (13) при р\ < 1 
эквивалентны формулам

4"1ГО ~ (-1)" ■ С„.„ ■ р---- Г »“-* Г(1/»), 5 х 0.
Р\ (1 - Р\)

(70)
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и (32) (п - 1 и л = 2), соответственно. Существование (при 2 < о < 3) 
или отсут։ твие (при 1 < а < 2) Етдпго и влекут существование или
отсутствие и Ешыро Для любой дисциплины из С. Ясно, что 1 - ИЛ(<)
может правильно меняться с показателем (3 е (1,2) или /3 € (2.3). Тогда по 
Теореме 1, при п = 1 и п = 2 имеем

J"-4(s) -(-!)"• • sfl-4,s(l/3), s;o. (71)

где Аз - постоянная. В силу неравенств (15) при п = 1 и (69) при п = 2, отсюда 
следует, что А = а. Таким образом, в (71) можно подставить Ь5(0 = £(£), 
и как следствие этого, выполнено (17). Применением Теоремы 1 завершается 
доказательство (16).
Автор выражает благодарность рецензенту и редактору за полезные замечания.

Abstract. The paper considers the M|G| 1 |oo conservative queuing model with entry 
parameter a > 0 and service time distribution function (DF) B(x), £?(+0) = 0. 
Notation : p\ = a xdB(x) - traffic intensity of the model. H(t) - the busy period 
DF, IV(t) - the stationary waiting time DF. The following statements are proven : 
For pi < 1, 1 — B(t) varies regularly as t —> oo if and only if so does 1 - H(t). Similar 
statements are established for 1 - W(t) in case of LIFO discipline. The existence proof 
of W(z) for a class of conservative disciplines is given.
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ДИСКРЕТНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ

Ф. Э. Мелик-Адамян
Ереванский государственный университет

Резюме. В статье рассматриваются так называемые линейные соотношения и 
даётся описание их спектральных функций, а также ортогональных спектраль 
ных функций. Описываются спектральные функции граничных задач < распада
ющимися граничными условиями.

ВВЕДЕНИЕ
Произвольный сингулярный оператор 7 в п-мерном унитарном пространстве 
IV = С’*, удовлетворяющий условиям 7* = —7 = 7՜ можно представить 
в виде 7 = - iP-, где Р± = 2”1(Л» Т »-Л суть взаимно-дополнительные

ортопроекторы : Р2 = Р± — Р±. Возьмем ортогональное разложение = 
/У+ ® АС, АГ± = Р± IV, и рассмотрим операторы, действующие вХ в виде 2x2 

блочных матриц. Например

Р+ 
О

|Р+ О
О -iP-

Для определенности предположим, что dim IV ± > dim А Пусть Аг и В 

последовательности операторов в IV, удовлетворяющие условиям

а;7аг = о, B;jAr=cr>o, r = o,i,--. (i)

Это равносильно тому, ЧТО ДЛЯ произвольных комплек։ НЫХ А и р ВЫПОЛНИ։ Т( Я 

равенство :

(pAr + Br)*J(XAr 4- Вг) - 7 = (А - Д)СГ, Сг - B'JAr >0, г - 0.1, • • •. (1 )

Легко проверить, что из (Г) вытекает равенс тво

(ААГ + Br)J(pAr 4- ВГУ - J = (X- Dr = ArJB‘ > 0, г = 0,1,• ••
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Рекуррентные соотношения вида

?/г+1 — (АДг 4՜ ^г)?Л՝ ' — 0, 1» ’ ' ' (2)

были рассмотрены в [1] (гл. 3). где введено понятие граничной задачи и ее 

спектральной функции. Отметим, что конечно-разностное уравнение матричной 

проблемы моментов п-ого порядка

сг։/г+1 4՜ (1гУг 4՜ сг_— А/&г|/г։ г — 1,2, • • •,

где сг - эрмитовы обратимые матрицы, с/г - эрмитовы матрицы и Иг - неотри
цательные матрицы, можно свести к уравнению (2). В самом деле, достаточно 

рассмотреть матрицы 

и убедиться, что они удовлетворяют условиям (1).

В настоящей работе даётся полное описание всех спектральных функций рекур
рентного соотношения (2).

§1. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА
Рассмотрим уравнение (2) как дискретный аналог канонического дифференци
ального уравнения

-ХН(г)х(г) =0 (0 < г < /). 
аг

Будем использовать метод, развитый в работе [2]. Положим С7о(А) = 1п и опреде

лим последовательно матричные многочлены £/г(А) степени г из рекуррентного 
соотношения

£/г+1(Л) = (ХАГ + Вг)иг(Х), г = 0,1, ...т ֊ 1.

Легко проверить, что

^;+1(м)^г+1(А) - €/;<м)7С/г(А) = (А - Д)С/;(М)СГДГ(А).

Отсюда приходим к тождеству Кристоффеля Дарбу

Г
1/;+,ЫЛ/г+,(А)-У = (Л֊Д)52(/;(/х)С.1/,(Л), г = 0, !,•••. (3)

э=0
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Следовательно, матричные многочлены (/Г(А) удовлетворяют соотношениям

^*(А)7(/Г(А) = 7 = иг(Х).НГг(Х) (А €С). (4)

С7;(А)7С/,.(А)-7 
А-А

иг(Х)./и;(Х)֊.}
А-А ( 1ш А # 0). (5)

Из тождества (3) следует, что векторные решения

{М^о1 = {УгИхо}™;1, {»г >7=0՛ {ег(»уо}7=;‘

уравнения (2) удовлетворяют условию

(т-1 \ т-1
У^ (СгЦг(Х)хо, Цг(р)уо I = (А —/I) (Сгхг. уг)- 

г=0 / г=0
(6)

В дальнейшем будем полагать, что при некотором тп

гп- 1
и„(0) = £ и;(о)С,що) > о. (7)

г=0

Определение 1. Будем говорить, что элементы х = и / = {/г}"^1

(т.г, /г 6 пространства 1Чт = ф - • • ® /V находятся в линейном отношении 

XV, и обозначать {х,/} 6 XV С Ф Мт, если

хг+1 = Вгхг + Аг/г- г = 0,1,- -,7п - 1.

В пространстве ]Ут введём новое скалярное произведение по формуле

т—1
(Х,у)с = = £(Сг1г.։/г).

* * Лг=0

Для произвольного {^/,/} € XV имеем

(•^Уг+11 у г+1) = (7( Вгуг + Аг/г), Вгуг + Аг/г) — (7։/г. уг) 4- I Сгуг, /г) [/г, Сгуг )•

Отсюда получим

(У>/)с ~ (/՝у)с — (^УпчУт) (7։/о<!/о)։ {у՝/} XV.
Это означает, что сужение линейного отношения XV на многообразие, удовле

творяющее условию (7у|П,г/„։) ֊ (7уо,г/о) = 0, задаёт симметрическое линейное 

отношение.
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*-ч
Рассмотрим 7-пространство (Л/ = Лг ф ./V. 31) с индефинитной метрикой, по

рождённой оператором

И меем
Л Л

Лтп ДГ+ = Фтп
Л Л Л

лг± = Р±Л', Р± = !(/։„ ±Л). 
£

Поэтому (см. [3]) произвольное максимальное ./-нейтральное подпространство

Ь с /V является гипермаксимальным и задаётся с помощью унитарного “углово-

го” оператора К : 1У+ ՛—> /V- в виде Ь = х = 4- Кх+/х+ € /У+ ? ■ Отождест-

вляя пространства 1Ч± с IV заключаем, что произвольное максимальное симмет

рическое линейное отношение С определяется граничной задачей

Уг+1 — Вгуг 4՜ Аг/Г, г — 0.1, • •, т 1, 
(Р+уш 4- Р֊уо) 4֊ К(Р֊ут 4- Р+Уо) = о,

где К унитарный оператор в IV. Аналогичным образом, нерастягивающий 

угловой оператор К в IV определяет диссипативные и аккумулятивные линейные 

отношения.
Рассмотрим граничную задачу с комплексным параметром А

Уг+1 — (ААГ 4՜ Рг)уг 4՜ Аг /г. г — 0,1, • • •,щ 1, 
(Р+ут 4- Р֊Уо) 4- К(Р-ут 4- Р+Уо) = 0.

(8)

Для решения этой задачи найдём сначала вид общего решения уравнения (8).

Так как (ААГ 4- Дг)-1 = - 7(АА* 4- Д*)7, то в силу (1) имеем

»г+1 = (ааг + вг)(»г-л(аа; + в;)лаг/г) =сг+1(А)1/-1(А)(։/г- jc.fr).

Следовательно, для общего решения (8) получим при г = 0,1, • • • ,т - 1

/ г \ / г \
»г+1 = Сг+1(А) »0-52 и;4хрс,/, = Сг+1(А) »о ֊ Л 52 и'А^С‘>- ■ <9>

\ з=0 / \ з=0 /

Далее, граничное условие представим в виде

т—1
[(/>+С/„,(А) + Р.) + Я(Р֊€/т(А) + Р+ )]Уо = (Р+ + КР.)ит(Ы 52 С;(А)С./,.

3=0

Если в этом равенстве при некотором А оператор слева обратим, то

т— 1
у„ = |(Р+С„.(А) + Р_) + К{Р.итЩ + Р+]-‘(Р+ +КР.){/т(А)У 52 и:(Х)С.!,.

»=0
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Подставляя это значение уо в (9), получим решение задачи (8).

Следуя континуальному аналогу (см. [2]), решение {уг(А)}^0 задачи (8) пред-
ставим в виде 

ш-1
1/г(А) = 52 Лк(г,8; A)/s, г = 0,1,---,ш,

где
о ,(г s.д։ _ 1/ при 0<«<r-i,
к'г'’’ 2( yr(A)(w(A) + при г < s < m ■- 1,

и
w(A) = wK(A,m) = [(P+C/m(A) + P-) + K(P.Um(X) + P^)]՜1 x

x [(P+C/m(A) _ p_)j + K(P_Um(X) - P+)J].

(10)

(11)

(12)

Если при некотором А оператор [(P+L7m(A) 4- P_) + K(P-Um(X) 4- P+] не обратим.

то существует ненулевое решение однородной задачи (8). Такие А € С называ
ются собственными значениями задачи (8) или линейного отношения Над

множество собственных значений (спектр) задачи (8) обозначим через и 
определим из уравнения

det[P+Um(X) 4- Р_) + К(Р-С/ш(А) + Р+)] = 0.

Отметим, что если Ап € ЗрАУд, то соответствующий собственный вектор имеет 

вид ?/р(Ап) — {иг(Ап)хр}г—о » где

хр 6 Пп = Ker[(P+U(l, Ап) + Р_) 4- K(P_U(l, Ап) + Р+)).

Следовательно, кратность значения А„ 6 SpWк равна кп = diin Кет[\п.

Из равенства (6) следует, что спектр SpWк задачи (8) вещественный, а собст
венные векторы у = отвечающие различным собственным значениям,

ортогональны в смысле нового скалярного произведения пространства jV™, опре

делённого по формуле (*).
Покажем, что существует базис {ii, • • •, хКп } подпространства Пп такой, что

собственные векторы

?7р(Аг։) = {Уг (А)}гТо1 р - 1,...кп,

отвечающие собственному значению Ап, ортонормированы. Действительно, име

ем 

г=0
где Un։ определён соотношением (7). Поскольку этот оператор, деис гвующии 
в пространстве /V, является неотрицательным, то можно выбрать сштемз 
{т1, ■••,тЛп} элементов из Пп, удовлетворяющую условию (и,птр, хд ).у — 

(p,q = 1, ■, кп), где 6pq - символ Кронекера.
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^2. ДРОБНО ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Как было показано в [2]. факт существования и свойства дробно-линейного 

преобразования (12) являются следствием свойств (4) и (5) полиномиальной ч
матрицы и,п(Х). Поясним вкратце суть вопроса. Рассмотрим матрицу А(А) 

дробно-л инейного преобразования (12) :

1
А(А) =

АП(А)
А21(А)

А1з(А)
А22 (А)

Р+Рт(А) + Р_
РЛЛДА) + Р+

(Р+С7т(А)-Р_)7
(Р_С/ГП(А)֊Р+)У

Положим

7П ֊ 1
ут(р, А) = (иД(д)Л/ш(А) ֊ 7)/2 = (А - Д)/2 £ С7;(д)С^,(А).

5 = 0

Легко проверить справедливость тождеств

а-(д) О
Кп(д,А) 

-<7Ут(д,А)
Кп(д,А)7

-7Цп(д,А)У

В частности, при Ут(р, А) = 0 получим

А(А)

Следовательно

А’1(А) = *А;2(А) 
֊^(А)

—гА£2(А) 
гА21 (А)

Отсюда вытекает (см. [2]) следующий результат.

Теорема 1. При произвольно фиксированном А £ С+ дробно линейное пре-

образование (12) отображает взаимно-однозначно единичный матричный круг
О = {К : А ^֊> Н/К'К < 1П} и окружность = {К : N »—> №/К*К = 1П] на
их образы

П(А,тп) = ^л֊(А,т)/Я € ©}, и П0(А,т) = ^к(А։т)/К € Оо},

соответственно. Множество П(А.т) (Пп(А,т)) является матричным кругом
(окружностью) в верхней матричной полуплоскости

1т си( А) = (оГ(А) - ы(А))/2г > О,

и определяется каждым из неравенств (равенств)

2 1ш ш(А) > (иг'(А) + (и(А) - у), (13)
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2 Im w(A) > (<v(A) + j) {tVm(A, A)} (W*(A) - j) (13’)

Z2Imu(A) = (w’(A) + j){֊։Vm(A,A)} (w(A) - j).\

\ 2 Im <j(A) = (u(A) 4- j) {։Vm(A, A)} (о/(A) - J И

Круг ft(X,m) (окружность Qo(A,rn)) допускает параметрическое представление

iv(A) = C + (։Цп(А, A))1/2 Z(-։l/m(A, A))՜1/2, Ze О (Z € 0O), (14)

где C = J - У^ЦА, A) = У^’ДД) ֊ J “центр", a (։Vm(A, A))"''2 и
(- i Vm (A, A)) “1 /2 суть “полурадиусы" круга.

Отметим, что последнее утверждение следует из У^ЦА, А) + У"1(А,А) = 2J.
которое является следствием тождества

П.(м,А) = + Vm(₽.A) ֊2Vm(P,r)JV„(₽.A).

Пусть теперь Um(X) и t/„(A) - полиномиальные матрицы и m < и. Тогда для 
произвольного фиксированного А € С+ имеем

-iVm(A,A) =
m —1 n — 1

Im A £(I/r-(A)Cryr(A)) < Im А£(£/;(А)С,.1ЦА)) = -iV„(A,A). 
r=0 r=0

Отсюда и из (13) вытекает вложение П(А,тп) Э П(А.п). Следовательно, при п —> 

оо существует предельное множество И(А, оо). Если при этом оба “полурадиуса’ 

предельного множества ЩА,оо) невырождены,что равносильно

оо
-tVoo(A,A)= Im A^t/;(A)CS[7,(A) <00, А € С+, 

5=0

ЭС
= Ini А ^2 L1 s (X)Csl\(A) < оо, A t

5=0

то имеет место случай предельного круга.
Для произвольного натурального п из представления (14), положив 2 = О, 

получим
Ш(Х) = J- к՜1 (А,А) = К՜1 (А,А) - J.

Следовательно

Im (J - V„-’(A,A)) = Р+-/’-+ (-•V„(A,A))՜1 > О,
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11п (Р,֊1(А. А) ֊ 7) = (»УДА, А))՜1 - Р+ 4֊ Р_ > 0. 

Отсюда для произвольного А ЕС и натурального п получаем

((—гУп( А. А))-1т_. х֊) > (1.Л.), х- € ЛГ_,

((гУп(А,А)) 1х+,т+) > (х+,.т4), € ЛГ+.

Таким образом, полурадиусы (г1'ос(А.А)) и (—гУоо(А, А)) ։'‘ невырождены 

на многообразиях /У+ и Л/՜. соответственно
Рассмотрим последовательность и?о( А. п). п = 1,2,... дробно-линейных преобра

зований (12) при А' = 0. Имеем

и0(А,п) ֊ 7 = (Р+ип(Х) 4- Р-Г1(Р+и,М ֊ Р-)-1 = 2ЦР+ип(Х) + Р_) 1Р_ =

= 2г
(^п(А))н1 ֊((7п(А))й1(ап(А))12'

0 Р-
Р_ = 2г

0 ֊(^п(А))н1(С/п(А))12
0 Р-

Аналогично получаем

= 2г Р+ о
-(Сп(А))2"2‘(Сп(»)21 (Сп(А))й։

_ Р+ 0
-(иМ^'Ц/Мг, 0 •

Следовательно, для предельной точки с^о(А) последовательности оДА.п) имеем

и>о (А) — 7 — 2г
0
0

(А) , <Д(А)֊7 = ֊2г ’+ 0
+(А) 0 ’

где

Н-(А) = Пт (1/„(А))н1(С„(А))12, =+(А) = Пт (СП(А))221(СП(А))։1. 
П—>ОО Л—>оо

Заметим, что Е1(А) = Н+(А). Обозначив

Ф,.(А) = [/П(А) Ф„(А) = ип(Х) р
0

и отметив, что

и0(А) - сио(А) = 2։
Р+ 

֊Н+(А)
-ЕДА)

из равенств (13) для произвольных х± € и А €С+ получим
ОО

1т А = ^(СГ(ФГ(А) ֊ Фг(А)Н_(А))х_,(ФГ(А) - Фг(А)=_(А))ж_) < 2(т-,1-), 

г=0
ос

1т А = £(СГ(<ЫА) - Фг(А)=;(А))х+,(Фг(А) - Фг(А)=;(А))х+) < 2(х+,։+).

г=0

Таким образом, доказана следующая
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Теорема 2. При 1т Л > 0 существуют по крайней мерс п - (Ьтп№ линейно 
независимых решении {у,- = (Фг(А)с._ (А) — Фг(А))х }^0,X- 6 /V- рекурентного 

соотношения (2), принадлежащих пространству т.е. удовлетворяющих

({Уг}?1()> {Уг}~о)с = 52(СГ?/Г,1/Г) < ос. 

Г=О

При 1т А < 0 существуют п+ = (Итп1У+ линейно независимых решений {у, = 
(ФГ(А) - Фг(А)Е+(А))я+)^0, X- 6 соотношения (2), принадлежащих про
странству 12с.

§3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
Преобразование Г(А./) элементов / = {/г}^1 6 ЛР” определяется по формуле

т- 1
ЛА,/)= £(/;(л)с,/г.

г=0

Ясно, что Р(А,/) является полиномом порядка < тп с векторными коэффици
ентами. Обозначим через Ь множество таких преобразований и определим в £ 

скалярное произведение равенством

(к(Л,/),К(Л,у))ь = (/.9)с.

Тогда Ь становится эвклидовым пространством с порождающим ядром

гп — 1
Ф(А,д) = 52 СГ'(А)СГУГ(Д) <1г = 

г-0
Д- А

2У(А,Д) 
Д-А

(15)

Это означает, что имеет место тождество

(р(А),Ф(А.М)*)£ = (Г(р).т)л'։ Г € Ь. х € ЛГ, (16)

и поэтому множество {Ф(А,Рк)х} к=Л , х € Рк £<֊' плотно в Ь. Следовательно, 

система векторов {ит(рк)х} к_0, х € Рк €С плотна в Л .

Из тождества (15) следует разложение Ь — $ А’(|, где

Мд = {е(А)6Ь/Е(р) = 0}, = {ф(А,д)ж/х е лг}.

Ортопроектор на подпространство Л/р имеет вид

РрГ(А) = Г(А)-Ф(А,^)со, где со = Ф ։(я՝Д)^(я) €



֊16 %
Ф. Э. Мелик-Адамян

Предложение 1. Условие В(р, /) — 0, где / € /У՜”’ и р С С. эквивалентно 
условию
Г(Х,/) = (А - /х)/р(А, г/), где у = {з/гК^о1 является решением граничной задачи

( Уг+\ ~ (АЛГ 4՜ Вг)уг 4- Аг/г, г = 0,1, • •, т — 1,
I У о ~ Ут ~ 0.

Доказательство. Решением уравнения при условии уо = 0 является

г
рг+1 =-7^2 {7;(Д)С/Л, г = 0,1,•••>«*-1.

з=О

Поэтому условие = 0 эквивалентно условию у1П = 0. Принимая во

внимание, что

.4* 7уг+1 = Л* 7[(рЛг + Вг)уг + Яг։/г] = -СгУг

и уо = ут = 0, получаем

т-1 7/1-1

^(Л. /) = 52 у;(А)сг/, = £ и;(А)в;7[Уг+1 - (даг + в.)^] = 
г=О г=О

т-1 т—1 т-1

= -р £ и:(А)сгУг + £ {/г-(А)в;7[։/г+1 - вгуг) = £ и;(х)СгУг+
г=0 г=О г=0

т-1 т —1 т— 1

+ £ (и‘+1(А) - ав;(А)л;)уУг+1 ֊ £ с/;(А)7»г = -д £ и;(х)Сгуг+ 
г=О г=0 г=О

т —1 т —1 т —1

+ £ - £ и-г(\)}Уг - А £ и;{\)А^уг+х = (а -^^(а,»).
г=0 г=0 г=0

Доказательство Предложения 1 завершено.
Следствием Предложения 1 является следующее утверждение.

Предложение 2. Для любого / = {/г}^=о € М,п и цЕС вектор

Г(А,/)-Ф(А,д)со 
А ֊ Р

= ЛА.у), со = Ф \р,р)Г(р}

принадлежит пространству Ь. Вектор у = {|/г}"=01 является решением гранич
ной задачи

Уг+1 — (АЯГ + Вг)уг +

УО = Ут = 0,

Г=1,֊֊֊,7П- 1,
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и поэтому допускает представление

г—1
«г+1 = £с.։(А)С.(/։ - и,(я)со) =

®=о 7

— ^г(д)7 (7, (р)Св/я — - ------(иг(р) — (/г(/х) 1со.
«=о Д “ Р

Доказательство. Ясно, что

Г(А,/) ֊ Ф(Л,д)с0 = К(Л, {/г ֊ СМДЬ}^1). Г(д,{/Г ֊ иг(М^) = 0.

В силу Предложения 1. тождества Кристоффеля-Дарбу и соотношения (4), имеем 

г՜։ ,
С, (д).7 £ 1/;(ДС,С,(А)со = — (у,(м) - ^(мНс#.

Доказательство завершено.

Определение 2. Матричная мера <т(£), -оо < £ < ос называется спектральной 
функцией линейного отношения , если оператор сужения функции Я(А, /) € Ь 
на вещественную ось является изометрическим вложением Д в £2(—оо, ос;(1о). 

При этом, если рассматриваемое вложение является унитарным оператором из I 

на всё Л2(-оо, оо; Ио), то спектральная функция а(£) называется ортогональной

Наша цель дать описание всех спектральных функций линейных отношений XX 
Обозначим через П(С+) образ множества аналитических в верхней полуплоскос
ти, нерастягиваюшихся гп-функций К(Х) при дробно линейном преобразовании 
(12), а через Оо(С+) - образ унитарных операторов К(А) при том же преобра
зовании (12). Функции си(А) € П(С+) являются Я-функциями. и. следовательно, 
допускают интегральное представление (см., например, [4]) 

си(А) = Д + ХВ <**(£),

где А - эрмитова, а В - положительная матрица, причем спектральная функ 
ция ?՝(£) является неубывающей т-функцией, удовлетворяющей условию

пН? ■'՛■«> <«=•

Обозначим через Е(и») и Ео(и’) множества спектральных функций <т(£) ( — ос < 
£ < оо) 77?-функций си(А)/2. при и?(А) € П(Сц.) и о?(А) € По(С+), соответственно. 

Определение и свойства Яо “функций см. [4].
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Лемма 1. Пусть си(А) € ЩС^.) и <т(£) € - её спектральная функция

Определим оператор Я\/ соотношениями (10) и (12). Тогда для фиксированного 

/ € №п числовая функция (Я\/1/)с является Яо-функцией, и выполняется

равенство
(ЖЛ,^(£)Ж/)) 

€֊А (17)

Доказательство. Пусть у(Х) = Яд/ 6 1Ут есть решение задачи (8). Имеем

1т (Дх/,/)с = = 1т х(у у}с + Р.)
21 2.1

Второе слагаемое неотрицательно, поскольку у(А) удовлетворяет граничному 

условию в (8) с нерастягивающим оператором К՜(А). Поэтому

1т (ЛА/,/) > 1тА(!/,^)с = 1т (Яд/, Яд Л-

При А = ։т/, г] > 0 имеем

Г)||Я.Л1г < 1т (Я,,/, /)с < ||Я„/|| • 11/11 => ч||Л.,/|I < ||/||.

Следовательно, т?||Яи/|| • ||/|| < 11/Ц2- Отсюда вытекает (см. [4]), что (Яд/,/) 

является Ло-функцией и

Пт7/ 1т (Я,п/,/)с < (/,/)с-

Гак как (Ях/,/)с является Яо-функцией, то она допускает представление

(Я*/,/)с = Г ֊аг1^' 
2 — ос ч *

при этом

(/г/(£) = Втт> 1т (Я։„/,/) < (/,/). 010

Для произвольной пары точек непрерывности а и Ь функции г/(^), в силу 

формулы обращения Стилтьеса, получим

г/(6) - г/(а) = 1 Вт 1т (Я^+։с/, /)

С другой стороны, в силу (11) имеем

(Я*/, /) = 1 (^(А)Я(А, /), Я(А, /)) + (Сл/, /),

(18)

(19)
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где й’л есть оператор в /V"1, действующий по формуле

»п-1
(Сл/)(г) = £С(г,»,А)/(»)</». 

г=0

а
С(г,5, А) 1 Г ~^г(А)7С7*(А)С։ при 5 < г

2 1аг(Л)Л/;(А)С, при з>г.

Легко проверить, что (<7А/, /) = (<7А/,/). В силу (19) и обобщённой формулы 
Стилтьеса (см. [4]) приходим к равенству

Й? [ 1т /))>
* (1 J а

(20)

где а и 6 произвольные точки непрерывности функции гД£). Сопоставляя (18) и 
(20) и учитывая, что общие точки непрерывности функций гД£) и а(£) плотны 
на вещественной оси, получим

т,(Ь) - г,(а) = Г(Р(1,л,/)), а, Ь € (-00,ос), 
а

откуда вытекает (17). Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Из равенства (19) следует, что при произвольно фиксирован
ных А € С+ и / € М’п множество (Т?А/, /) описывает круг П(А. /) (окруж
ность £1о(А, /)) в верхней полуплоскости, когда и»(А) пробегает множество О(С^) 
(9о(С+)). Параметрическое представление этого круга (окружности) имеет вид

(Яа/,/)с = ((-^(А,А)-1/։2(1К(А,А)-։/2Р(А,/),Г(А,/))л +

(21)

где 2 пробегает единичный круг 0 (окружность 0о)-
Теперь обратимся к рассмотрению множества спектральных и ортогональных 
спектральных функций линейного отношения IV, обозначаемых через ^(И ) и 
Е0(И/'), соответственно. Отметим, что если <т(А) € Е(И ), то преобразование, 

обратное к ^(А,/), имеет вид

/= / Г
-ОО г=0
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Действительно, имеем

m «./).֊։՛(«. /■)*)

N

Ur(£)d<WF(t,f), {Ur(a)X}'՞^

Ясно, что для фиксированной спектральной функции <?(£), (-оо < £ < сю), опера
тор умножения на функцию (£ —Д)/(£~м) ( 1т А* > 0) унитарен в Л2(-оо, оо; (1о) 

и отображает М„ на Мд. Функция

-——Ф(£,д)г € L2(-oo.oo;da) 
€ “Р

ортогональна подпространству Мд. Действительно, для любого Е € Мд функция 
(Л - дх)/(А - /7)Г(А) принадлежит Мд и

(֊«>(«, я>*. ле՝) = (ф(См)։.֊ле)՝) =

/£2 \ /д2

Ф(А,Н)։,^—-FW) =0.
А-Я J L

Обозначим через ортопроективное отображение £2(-оо, оо; с/а) на £. Для 

произвольного т Е .V существует у <= X такой, что выполняется равенство

Л.т—-Ф(А,д)г = Ф(А,Д)г/, х,у е N. 
А ֊ М

Для каждого а € £ рассмотрим оператор Хм(<т), действующий в М по формуле 
Л^(а)т = у. Имеет место неравенство

||Ф(А, Д)Хр(<т) т|| < ||Ф(А,//) х||. (22)

которое можно понимать в смысле метрики как пространства L2(—оо, oo;dcr), так 
и пространства L. Неравенство в (22) достигает равенства для всех х € N тогда 
и только тогда, когда <т(А) является ортогональной спектральной функцией. В 
силу определения скалярного произведения в L имеем

»п-l л։—1
^2 [ur(n)Xt,((7)x, CrUr(p)X(l((j)x^ < ^2 ([7г(Д)т, CrUr(p)x 
r֊o r-o
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В силу (15) и (16). имеем

^’(<7)Ф(Д.А)А'м(ст) < Ф(р,/х). (23)

Неравенство (23) определяет круг, который обозначим через Е(/х). Окружность 

£0(/г) получается в случае, когда в (23) стоит знак равенства. Параметрическое 

представление круга £(/х) (окружности Ео(м)) задастся формулой

х„(<7) = Ф-1/2(/-.,д)гФ1/2(м.д). ге<-) (гей0). (24)

Обозначим через £(/'՝, р) множество, описываемое при фиксированных Г € Ь и 

р € С + точкой
г» (ло,<47«)^(«)) 

А

когда <т(£) пробегает множество всех спектральных функций линейного отноше

ния IV.

Теорема 3. Множество спектральных функций ог(Х) € П(С+) совладает с мно

жеством спектральных функций линейного отношения И’. Спектральная функ

ция из IV ортогональна тогда и только тогда, когда она отвечает некоторому 

П(Л) е п0(С+).

Доказательство. Покажем, что множества Е(7?,р) и \о(Е,р) совпадают с 

кругом 0(Л, /) и окружностью По(А./), соответственно. Для этого представим 

/г,м(<т) в виде

( Г«,/)-Ф(Ср)со <ЬЩЕ(М^ 4-

֊ 1) (ф(С/*)со, Жт(€И(С/))-

Согласно Предложению 2

с!(т(£)Е(£,т = (ЛА,!/), ЯА./))ь = (!л/)с =



52 Ф. Э. Мелик-Адамян

Далее

—^(ео.ЛД./))-
/X - /А /

(ф({./')<*./)) (Ф(Л,Д)Х„(<7)со,К(А,/))
р - Д

_ (Хр(<7)со,Г(д,/))Л, 

р-й

Г (ф(См)со, = (ф(Л.^)г-"’Л(А’/))(- =
м - я У-оск 7 д - д

= ——(со, Лд./)} 
д — д х /Л'

Следовательно

------ г (Хм(<т)со, Г(д. 
д - д X

т —1 / г —1 '
- £ к/г(/х)7^е;(д)С։л, Сг/Г 

т=0 \ в=0 >

Подставляя значение Х„(сг) из (24), а также Со = Ф 1(д,д)Р(д) и

Ф ։(д,д) = ^-։(Д,А),
д - д

получим выражение для (Да/,/)с из (21) с заменой 2 на -։£. Теорема 3 
доказана.

Теперь опишем ортогональные спектральные функции линейного отношения XV. 

Ясно, что эти функции порождаются линейными отношениями XV/< или, что 

эквивалентно, граничной задачей (8) с унитарным оператором К.

Функция си(А) € По(А), определённая преобразованием (12) при унитарном /<, 

удовлетворяет условию и*(Л) = и(А). Следовательно, рациональная тп-функция 
о;(А) имеет простые полюса в точках Ап € 8р\Ук и может быть представлена в 
виде

оДА) = (А - Ап) 1 Рп + члены, регулярные в окрестности точки А = Ап.

Матрица Р□ эрмитова, поскольку А можно устремить к Ап вдоль вещественной 
оси. Имеем также

|(Р+1/,„(А„) + Р_) + Я(Р_С„,(Л„) + Р+)]Р„ = 0.
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Отсюда следует, что rang Р„ < кп. Покажем теперь, что Рп = У хр^’р Для 
этого заметим, что р 1

m —1

?/г(р>Ан) = (Лл - А) R(r, з; Х)ув(р. А„). 
г=0

В окрестности точки А = А„ ядро /?(г, з;А) имеет представление*

Я(г,з; А) = (Ап - A)-l[/r(An)Pnl/;(An)C + ■ •,

поэтому, устремляя А к Ап, получим

т-1
Vr(p,A„) = U,(X„)P„ 52 U:(X„)C,y,(p.X„).

г=0

Отсюда следует, что

гл — 1
= р„ 52 c;(A..)ci/։(A„)xp, 

г=0 

т.е. и,1/2тр = (ит/2Рпит/2)и,п/2а:р. Поскольку {иК^р}^ образует ортонорми- 
рованную систему в /V, заключаем, что и^2Рпи,/ является ортопроектором на

1 /2подпространство ит' Пп. Следовательно

= 52(Uj/2Xp)(U,‘fzp)-.

р=1

Таким образом, ортогональная спектральная функция \равнения (11 пред- 

ставляется в виде
= ^2 Лм

An(€SpWKK(

а система и-функций

V(p,A„) = {t/r(A„)xp}’’iol, p=lv.K», A„€5pWK

образует ортонормировании« базис в прог транс тве Л
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§4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ С РАСПАДАЮЩИМИСЯ 
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
В этом параграфе даётся описание спектральных функций граничных задач 

%
с распадающимися граничными условиями. Напомним, что граничное условие 
называется распадающимся, если в разложении К = К+ ф К_, оператор К 

имеет представление
тг Го Кт
К՜ Ко 0 '

Следовательно, граничное условие в (8) принимает вид

где Кт : К_ •—> и Ко : К+ »—> АС - произвольные нсрастягивающие
операторы. В разложении N = ф К_ матрицу и,п(А) представим в виде

(/т(А) =
О)

.ад (А)

ад(А>

ад2(А>

тп-функцию си(А) можно представить в виде

и’(А) =
Ьги(А,т) + Кгп[/21(А,т) 

Ко
С/12(А,т) + КтД22(А,т) -1

1Р_

X

Положим

Т(А) = [а1։(А,т) + ^С/21(А,т)]-1[[/12(А,т) + К,У22(А,т)],

ы+(А,т) = >(Р+ - Г(А)К0)-‘(Р+ + Т(А)ТСо).

Ясно, что о'+СА) является матричной Я-функцией, действующей в ^+. Для о?(А)
имеем

о,(А) = и7+(А)[Р+ - Ко’] +
О <К0*'

-1К0 О

Зафиксируем некоторое граничное значение в нуле, задав унитарный оператор 
Ко, и рассмотрим задачу описания спектральных функций линейного отношения 
АУд-д, определенного граничным условием

Р.уп 4֊ КоР+!/о = 0, 1/т=0.
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Чтобы найти резольвентное ядро рассмотрим (2п х п) матричные функции

Ф,(А) =
И(А)
Ф?(А) = (/г(А) ФГ(А) = #(А)

0г(А) = С/Г(А) ~'Р+ 
֊«А'о

Имеем

и ( (Фг(А) + «МА)а,+ (А))ф;(Л)Ся, 0 < в < г - 1. 
Я/с(г,з, А) = < V /

I ФГ(А)[Ф;(А) + ш+(А)Ф;(А)]С5, г < $ < т - 1.

Множество О(А) матриц а»(А) (А 6 С+) задаётся неравенством

2 1ш си(А)
1т А

т-1
> (<д'(А) + ./) £ и;(Л)Сгиг(А)(ш(А) - 7).

г=0

Тогда матрицы о>+(А) заполняют круг П(А,#о), задаваемый неравенством

2 1П} Ш+՝(Л> > У>г(А) + ФГ(А)Ш+(А)|-СГ[ФГ(А) + Фг(А)и>+(А)).
1,11 Л

Окружность По(А,/<о) задается равенством

2 1т <*Ч-(А) 
1т А

ш — 1
= £ (ФГ(А) + Ф,(А>ы+ (А)]'Сг[Фг(А) + Фг(А)и/+(А)], 

г=0

когда Кт пробегает множество унитарных операторов.
Положим А = 1т А Ф'(А)С, ФГ(А), В = 1т А£2Г_О ФГ(А)СГФГ(А), В - 

1т А$27=о1 Ф;(А)СгФг(А). Теперь рассматриваемый круг можно представить в 

виде
ы;(А)Ли+(А) + о,-(А)+(/? - ։/+) + (В- + </+)ы+(А) + О < О,

или в параметрическом виде 

ц?(А) = С7 4՜ 2 Лг (И-г </+),

где

С =-А֊'(В-ИЛ Я1 = А-'/\ ВГ^((В- + И+)А-'(В֊И,}-В)'2.

Соотношение (21) можно записать в виде

(Яа/./) = 5(^(а)^(Л'ЛГ‘(А’^) +
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где

:/<0* 
О

F(A./),F(Â./)^ + (<?*/./)■

* т — 1

f։(a,/) = (p+ -K;]^u;wcrfr.
r=.O

Используя рассуждения доказательства Теоремы 2, получим 

(F, ({,/). <b+(ï)Fi К,/)),

где <т+(£) спектральная функция матричной Я-функции о»+(А). Таким образом, 

справедлива следующая

Теорема 4. Множество спектральных функций линейного отношения XV/<0 сов

падает с множеством всех спектральных функций а+(£) матричных Я-функций 
а>+(А), когда Кт(Х) пробегает множество всех нерастягивающих тп-функций, 

аналитических в верхней полуплоскости. Ортогональные спектральные функции 

определяются постоянными унитарными матрицами Кт.

Abstract. The paper considers the so-called linear relations and gives a description of 
their spectral functions, as well as of orthogonal spectral functions. Spectral functions 
of boundary value problems with decaying boundary conditions are described.
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О ПРОСТРАНСТВАХ ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИКРУГЕ ФУНКЦИЙ 
ТИПА ЛИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ

Р. Ф. Шамоян

Брянский государственный университет. Россия

Резюме. В статье рассматриваются аналоги со смешанной нормой некоторых 
обобщений пространств Лизоркина- Трибеля. В первом параграфе исследование 
дробного операторного интегрирования приводит к характеризации таких про
странств. Во втором параграфе получены оценки для коэффициентов Тейлора. 
В третьем параграфе описаны все ограниченные линейные функционалы.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Аналоги пространств Харди Нр и Джрбашяна гладких функций в единичном
круге Б = {г : |г| < 1} комплексной плоскости С изучались во многих работах 
различных авторов (см., например, [1] - [3]). Обобщения этих пространств в еди
ничном круге в поликруге Бп и в шаре В" комплексного пространства С”.
называются классами Лизоркина-Трибеля голоморфных функций и рассматри
вались в работах [4] - [11]. Аналоги этих пространств в 1И" изучались в [11].

настоящей работе исследуютсяВ свойства голоморфных в полидиске функций
из пространств типа Лизоркина-Трибеля и с помощью дробного диф
ференцирования, теорем вложения и описания непрерывных функционалов.
Для определения пространств и и для изложения результатов введем 
стандартные обозначения. Пусть Б" = {г = (*!•••-12п) : 1’;1 < 1> 7 ~ 1. - »п} 
- поликруг в С”, Тп = {г = (<?!»• • • >2л) : 12;1 = 1» 3 ~ !••••»«■} его остов. 
1п - [0,1]п. Обозначим через Я(Д") класс всех голоморфных функций в Г". Для

*11*2 €СП, 21,1; / 22Д-, к = 1,...,п, 3 - положим

п

|31 - ггР = 121Л “ 22лР> 7 €
И=1

Работа выполнена при поддержке РФФИ грант 01-01-00992.
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Через (М<2,։(г) обозначим нормированную лебегову меру <7ПЧ = <71К։ - ЛП 
на [7,։, а через (1ти(£) - лебегову меру на Тп. Через НР(1Р') обозначим класс 
Харди функций в полидиске 1/п. С каждой функцией / € Н({/’') свяжем оператор X
Иа : Н(Цп) »—> //((/’*), а € III дробного дифференцирования

52 Г(А; + 1)Г(а+1)а*’.... ’ г

п
Г(а + £+ 1) = 1}Г(а + ^ + 1),

>=։
/ Г(& + а + 1) V1
\Г(* + 1)Г(а + 1)/ ак'....кп 1 4% Р°/(2) = /(г).

Запись А < (р, д'} означает, что А < ппп(р, д), а запись (р, д) < А означает, что 
гпах(р. д) < А. где Л, р, д - некоторые числа. Пространства и Р^ при 
О < а.р. д < оо определяются формулами

<Ж) = {/€Яр(С7п):|К₽., = 
V а ,0

( (/127“ А««)1’(1 ֊ <'">„({)<+оо|, (1.1)

с;.Ж) = {/еЯ’(У"):1Крл = 
V а

|я°/(Я4)1<7(1֊л)/3</я б/шп(£) < + ОО (1.2)

При р = д = оо рассмотрим стандартные модификации (1.1) и (1.2).
Для п = 1 классы огр’ и Р™ содержат пространство Джрбашяна и про
странство Харди-Соболева Нр :

<^(И) = А^и) = Р™, <^_,(С) = ^.,(£7) = Я£(£7).

Последнее равенство следует, например, из результатов статьи [12].

Замечание 1. Классы типа а£'ч3 при р, д > 1 были введены и исследованы в [10]. 
Статья организована следующим образом. В параграфе 1 рассматриваются эк
вивалентные нормы (квазинормы) для классов ар՝и Г^'ч0 (в 1Н" задача нахож
дения различных эквивалентных квазинорм для классов Рр ч была рассмотрена 
многими авторами, см. [11]). Параграфы 2 и 3 посвящены классам /^^(С/0). В 
параграфе 2 рассматривается оператор О9 в классах и Приводятся 
также различные оценки для коэффициентов Тейлора (см. [1]).
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§1. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ КВАЗИНОРМЫ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ

Теорема 1. При 0 < р < оо, 0 < д < оо, (3 > под - 1, 4 > п-уд - 1, д > р, 
= 7֊ а, а,у>0 и £рпах(а ՛>/ ^ нр следующие утверждения равносильны

"" I) /е<’а(1/"), 2) /6<’(У).

При п = 1 и р = д утверждение Теоремы 1 хорошо известно (см., например, [14], 
(15])-
При п = 1, р = д, (3 = д(а-5) —1, а > 5 классы Рр՝^ совпадают с аналитическими 
пространствами Бесова АВр$р(Р) (см. [16]). Эквивалентные квазинормы другого 
вида (типа ВМО) для функций из этих классов, принадлежащих пространству 
Нр, были получены в [17].
Для доказательства Теоремы 1 нам понадобятся некоторые вспомогательные 
результаты.

Лемма 1. При а > О и 0 < р < сю

^п)|(1 Н/11я*(Ь7" )> (13)

и

вир |Ра/(г16,...,гп<п)|(1 - Г!)“"
\ 1/Р

<3тпп(£) )

(14)

Доказательство следует из Лемм 1 и 2 в [13].
Здесь и ниже используются следующие обозначения : запись А < В означает, что 
существует положительная постоянная С такая, что А < СВ, а А ~ В означает, 
что существуют положительные постоянные С1 и С2 такие, что С] А < В < С2.4.

Ниже будут использованы следующие соотношения . 
1°. Пусть 0 < р < 1 и / € Р0₽’<?р+2р-2(6ГЛ)- Тогла

р
</пг2п(г). (15)

2°. Пусть 1<р<оо,£>0иа> -1/р. Тогда

]/(*)!
|1 — и)г\3

(1 - |г|)псйп2п
|/(г)|р(1֊|г|)ор(1֊Н)-$р 

|1 — wг|^՜2՜*։p՜,՜2
(/т2п(г).

(1.6)
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3°. Пусть /.q € Н(1/’։)։ г € Г* и а > 0. Тогда

7֊; [ f(rt)g(rt) dmn(t) = 
(27Т)" JTn

= Г ’Г [ П°9(НЫ(ЯЫг2 (17)
(Г1 * гп) Уо У о Утп

Оценка 1° доказана в [3]. а оценку 3° можно найти в [21]. а соотношение 2° следует 
из неравенства Гёльдера и оценки

L/" Ш=х11 ֊ МГ։ 2п( } - Ш=1(1 ֊

72 > - t 71 > 72 + 2, w € Un.

Лемма 2. Пусть Н? ч'° (0 < р, д < оо, а £ (-1,оо), /3 > 0) - пространство всех 
функций / € Щи), для которых

II/IIV. - = / М’(Рй/,г)(1 - r)“dr < +оо 
я JQ

(со стандартными модификациями для д = оо, см. [18]). Тогда О3/ £ Н^'ч'а в 
том и только том случае, если О3/ £ НРЧ'а, где

D3 : H(U) H(U), (D‘3f){z) = ^k + l)3atzk. 0 6 IR. f(z) = £ <ztzk. 
k>o |fc|>0

(1.8)

Доказательство можно найти в [18].

Лемма 3. Пусть u,v > 0, 7 - s = 7,s € R. 0 < р < оо и DmAx^՝^f G Нр.
Тогда

(г \1/р (г х 1/р
sup / |HV(rO|₽dmn«) (l-r)u^sup / |Ds/(rC)|p</mn(e) (l֊r)։'.
r€/ \Jr՞ / r€Z \JTn /

Доказательство. Сначала предположим, что р < 1. Имеем

^V(r€) = C(7)/ Д'£Р/(гЛ€)(1 - f>0,
Уо Уо

(l-r)“’M’(DV,r)<J =

|OW'/r(R{)|(l - R)։-'dRt ■ ■ ■ dR„
p
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где /»(Я£) = • • • >гАп£п) (г € 1. R, € /. г = 1,...,п). Учитывая оценку
(3.4) (см. §3), получим

3 < (1 - Г)“" / / |О'’О'Л(Л{)|',(1 - Пр-'ЛЯЛп.К) <
УТ” У/п

< (1 - г)“’ / [ |О*(О-"О-'Д'/Г)(Я4)|'’(1 - Лп„({) <
У/п

<(1-г)“”/՜ [ |О'Л(Я?)|'>(1-гН)|-'-1+*|'>ЙЯ<<т„((), <-, + 7>0. 
У/" Утп

где для доказательства последнего неравенства мы воспользовались оценками

^(07,г)<(1-г)-'Мр(/,г), (>0, 
л/р(£>7,г) = мр(р7,г), (ей. /е Я(С/), ге/

по каждой переменной, см. [13], [18], [19] (голоморфная функция в Цп обладает 
тем же свойством по каждой переменной г1,...,гп в отдельности, см [20], [24]). 
Следовательно

3 < (1 - Г)"'՛ ։ир Яг)[(1 - Я,г) • • ■ (1 - ЯлГ)]1’7" X
Я€/п

х [ [(1-Я1Г)..-(1- Апг)]<-"-<+в-1,/м>р(1 - < 5,
31"

где
а = вир лто՛/, яг)[(1 - я,г>•• • (1 - «„г))1”'“. 

яе/п

Далее, 3 <—

и п

< ։ир М'(£>'ЛЯг)П(1-Я*г)“+ вир П(1֊/г‘г)^ -
Л/г<ттЯ, д,=1 Л/г>пнпЛ, д.= 1

< - г)1՛” + ։] < С5ирЛ/;(Г>։/.’-)(1 - ГУ".

Для доказательства обратного неравенства проведём те же рассуждения в обрат
ном порядке.
Пусть р > 1. Используя интегральное представление М. Джрбашяна (см. [3]), 
для к = 1,..., п имеем

<1р/)(нЧ) = смД 2п(ш)’ 2‘= |г|а
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и

(D4)(M2{) = С(П) / D‘fM(»)D-D' 
Jun

1
(1 - wz)a+2

(1 - |w|)ftdm2n(w).

Ясно, что (D՜/)(|z|2£|w|) <

D~sDy-------------------
(1 - |w|wz)°+2

(1 - |w|)°d7n2,։(w).

Применяя соотношение

sup |Z?'&(|w|)| « sup
|w|<l |w|<Cl

.g(H) , geH(U), t € IR

по каждой переменной |Wj| (j = получим

sup 
|w|<l

D~sDy 1
(1 - |w|wz)Q+2

b-sbybe՝+l I----- ------
V 1 ֊ |w|wz

Следовательно

________ 1________
(1 - Iwlwz)0՜’4"^2

1
(1 — wz)Q_։+֊)+2

(1 - |w|)Qdm2n(w).

В силу (1.6) имеем

Р7|г|(ш)Г(1-М)°»’-»’
|1 - гйг|(“-’+т-с)р+2 dm2n(w).

Поэтому, для достаточно большого положительного а получаем

M'fD'f, |z|)(l - |х|)“₽ < sup M₽(D'/,|z||w|)(l-|w|H)>”’/"x 
|w|e/n

J In

(1 ֊ |ы|)ар-еР(1 ֊ |w||z|)-t)p/n 
(1 - |w||z|)(°֊’+^-H+i d|wi| • • -d|wn| <

< sup |z||w|)(l - |w||z|)v₽^n.
|w|€/n

Доказательство Леммы 3 завершается рассуждениями, аналогичными случаю 
р < 1.
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Замечание 2. Рассуждая как и выше можно доказать, что

7-« = и-и (19)

(для п = 1 см. (14)), где

Л
1 - г = Ц(1 - гк), Тке1, ре(0,+оо), и,и>0, 7,3 €1Я 

Ь=1

Следующая лемма содержит аналог формулы Литлвуда-Пэли.

Лемма 4. Пусть € Я(€/п), ( > -1, 7 > 0 п € X где У - множество 
натуральных чисел. Тогда

Лг1)9(г1) атм = (г((7)Г((+л) Л (/■Л(ЙШ' Х 

х([ (р->+1+19г(Дг«))(1-лГ‘1Й+*<<?։) ‘/т"Ю <110)

Доказательство, опирающееся на формулу Лиувиля, приведено в [23]. 

Доказательство Теоремы 1. Легко видеть, что 

г Г г1 л 1р/ч
||Л1|Р„., = / / Р°Л(г)|’(1 - Н)3Ф1 ^П(О = А + Л,

0,3 УТ'п [Уо

где

|£>°л«|’(1 - М)ЙФ1
р/<7

<К(0-л
Оценим Л и 72 отдельно. Для 1Х при (3 > апд - 1 имеем

8ир|£>%(^)1р(1-121)орп‘/гп 
г<р

Используя Лемму 1, получим

Л < /" зир |£>%(-г)|р(1 - к|)пр"^п(€) < ПЛ 
]тп Г<1

(1.11)

Для 1> имеем

шах
р/я
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В силу Леммы 3
?ТП

Используя неравенство

/Г1 \1'4

1 = /֊■• (/ 1', - к1|)в(1 - |^|)вф1| ф2|) *п2(0,

где Л1-рЛ2 *) = /(Р12ьР222). 2« € [/, р, € / (» = 1,2). Далее, I = /} + Ц + Ц +/£,
где слагаемые // (։,} = 1,2) образуются разбиением внутреннего двоичного
интеграла £ /0‘ на Ц = Ц' , /■ = /' и /' = /Д .
Воспользовавшись Леммой 1 и обозначением = |21|£1, зг = при (5-ад >
-1 получим

зир(С(р)(1 ֊ р)°) < ( / (С(р))’(1 - р)ач-'(1р] , а > 0, 7 6(0,00),
РЕ1 \^о /

где б(р) - положительная возрастающая функция, а также неравенство Минков
ского, получаем

М’(Р7,р)(1֊Л
р/ч

ь0՝?‘

Наконец
11Л112-а ,3 РПЯР((/П) + н/н^

Обратно։? утверждение можно доказать приведенными выше рассуждениями в 
обратном порядке. Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Для / € Нр(ип), (3 > ад- 1, I > 77- 1, 7 > р, = 7-0, а,7 > О, 
О < р < оо, 0 < 7 < оо следующие условия равносильны :

1) ,2) /бГ'.ДО").

Доказательство, аналогично доказательству Теоремы 1. Для простоты прове- 
дем его для п = 2. Имеем

I (г։,гг)|’(1-|г1|)'’(1- |г2|)'’ф1| </|а2|
р/ч

^П2(^) <
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Бир \Оа/Р1^ *«2«) < 11/11?,,^.,,

2
1

Р2
к1|)Л(1֊|г2|)аф1Н|гг|

Pl я
^2«) <

Pl ՝Р2 ЫГО -wr dm2(4) <

Аналогично можно оценить 1\. Используя Лемму 4 и (1.9), прлучим 
р/чч

Р2

Р1 Ур2

(7 [ (1 ֊ Ы)/’-°’Ф1՝)
VJp! J P2 /

dm2(() <

1*11)о։'(1-|*2|)“'> </я>2(()х

р/ч

< ИЛьиИ^)«։ ֊ ₽.)(1 - P2)l(fl-O’+1’5 =

(112)
= Мр(/,Р1,/>2)[(1 -Р1)(1 -

< Mp(£>V.Pi,P2)[(l -Pi)(l ֊ft)]<1J-n’+1|/’+
IP Q

Наконец, в силу Леммы 4, (1.9), (1.12) и неравенства Минковского, имеем
'1 < [мд/г/.л.лле ֊ !>х )(1 ֊ р2>| 

»
г £

ip

§2. ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ТЕЙЛОРА И ДРОБНОЕ
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА 
ЛИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ
Усиленная версия хорошо известного неравенства Харди (см. [1]) была установ
лена в [6] :

< Cll/ll

Здесь Г,
Л>0

(С7П) - “предельный" случай классов типа Лизоркина-Трибеля голо-
морфных в поликруге функций, определяемых условием

Н/П',.- = f ( S'֊P P"/(’-f)l(l ֊ r)d J dm

где р,(3,а 6 (0, +оо) ֊ фиксированные числа.
Распространим оценку (2.1) в трех направлениях : на все значения р < 1. на 
более широкие классы и на случай поликруга ип.
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Теорема 3. Пусть f G F£’^°((/n) с 0 < р < 1. Тогда имеет место оценка

а,. >о
!«>,. >,1

(А֊ + 1)։/p-o+i (2.2)< CH/llr-tt,.).

Замечание 3. При п = р = о = 7 = 1 оценка (2.2) совпадает с (2.1).
Доказательство Теоремы 3 основано на следующей лемме из [22].

Лемма А. Пусть X локально выпуклое пространство, р положительная 
конечная борелева мера на и и р € (0.1) фиксированное число. Если для любых 
( Е Т и г > 0 имеет место неравенство

G О : < г} < CTrOi-,

ТО

IIFII.vWz) < С(р.Х) QT IlFd&dm«))’ ’
(23)

где F:(p) - голоморфная функция в U, а НР(Х) - пространство Харди на 
квазинормированном пространстве X.

Замечание 4. Идея привлечения теорем вложения векторнозначных прост
ранств к изучению свойств пространств голоморфных функций типа Лизоркина 
Трибеля впервые было использовано в [23]. Ниже неоднократно будем использо
вать этот подход.
Пусть X класс всех измеримых на [0, 1],։ функций G, удовлетворяющих условию 
sup G’(/?)(l - R)d < 00. Легко видеть, что
Я€/п

D"f(pRU = /(Р1Л16.......рМ) = Л(р) € X,

а мера р удовлетворяет условиям Леммы А (см. [19]). Следовательно

[ / (sup |D‘։/(KM>1₽)|(1 - p)fl) (1 - Я)1'»-։</т(¥>,)</(Я,) <
JTJI \рС1п )

< \т CS€/₽" 'РО<РХ1....
Jm(G) (2.4)

где г = (г1։р2........ рг։),

^'V(r^) ֊ D '/(ri€bP2<p2/?2,p„։pn^„), dp(z) = (1 - И)1/₽ 2Фпг(г).



О пространствах голоморфных в поликруге функций ... 67

Умножив обе части неравенства (2.4) на (1 - Я2)։/р՜2 , проинтегрировав этот
результат по г2 = <р2Я2 и применив неравенство Минковского и Лемму А, 
получим
[ I (вир |О‘7(РМ>Л)|(1 - р)-Л (1 - Я֊) 
/г/ •/и \ре1я /

- Я։)։*-’*п2(в|) Лп2(22) <

....«.М’-бЛП-гУ’

\ Р 11 у
(1-Яз)1/г2</т2(г2)) р^тпз(б) (25)

< [ [ (зирЦР 
7т 1т \гЫп

•*>.-,......Мий,г26)|(1-г)" ) 4т((|)<йп(6)
1/р

Повторяя эти рассуждения (п - 2)-раз. получим
- / к П

() Лп(6)"'*п(4п) (2 6)

Доказательство Теоремы 3. Согласно Лемме 5 имеем

1<И1,..,*П| = Нт

(2.7)

где 7 > О 
п

(Ч)‘=(П«1)‘' -(гп«„)‘-, (1֊ЯГ= П<։-*‘)т. «*Г»€/ (* = 1.... п).
к=1

Заметим, что при г, Я € 7П
ОО ОС

|£)3+1+зр-а(Я^г)*| < (^4-1)^1+՝>-°(Яг)*, 52 ... Я?1 •• я;- = (1-Я)՜1,
к,—0 к,=0

Следовательно, используя (2.6), из (2.7) при — 1/р получим
....А>1

(к + 1)»/р>3-а

Доказательство Теоремы 3 завершено.
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Георема 4. При 0 < 7 < 1 и о > /3 4- справедлива опенка

sup )ld - Г)"
У

dmn(£),

где t 6 (2 - 7 + (0 - 0)7,1).

Доказательство следует из (15) и (17). Действительно, рассуждал как при 
доказательстве Теоремы 3, получим

А’п 
П Pdm2n(w).

Учитывая неравенство

Е-Ш”
Ari >0 kn>0

С(7) 
(1-М)*1’

s > ֊1.■■\wn\k^(k + ir <

получим

у՝ у՝ 1а*
кп >0

sup |Е>°/(г£)|(1 ֊ г)43 X

Теорема 4 доказана.
Замечание 5. Легко видеть, что при 7 = п = о = /3=1 неравенство Теоремы 4 
в точности совпадает с (2.1).
Следующая теорема была доказана в [3] (см. также [1], [2]).

Теорема С. Пусть f £ AP(Un) = F^(l/«) и f(z) = £ akzk (к = к։ ...к„). 
|к|>0

Тогда
1 ■ = О (к՜^֊1) при 0 < р < 1 и |afc։....кп | = О (к^) при

1 < р < оо.
2°. Если 0 < р < 1 и—1 < a < ос, то

£ (к + 1)₽ о֊3|ад-,„ *„1" < С(р,а) / |/(z)|»(l - |z|’)«dm։„(s), 
i։ .*„>0 J^n

(2-8)

где (к + 1) = (к։ + 1) - (кн + 1).

Следующая теорема является обобщением Теоремы С.
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Теорема 5. Пусть / € ^(С/п) и /(г) = £ акгк (к - /гх .. .к,,). Тогда
1*1 >0

X, I“*'.....< 11/11^-,, 0<9<(р,1),
£‘ г0.3

А>* |(...( к и > О

£ |а».....*.|’«: + 1)-а-2+’-г о<р<,<1
0.3

*1,. .*„>0

Доказательство. Сначала докажем оценку 1°. В силу Теоремы Е из §3 (см. 
также (23])

где (Го’’)' - пространство, сопряжённое к Снова применив Теорему Е. 
получим

|<Ц *п| = о(*^+' ПРИ
|а*։ = при

О < р < 1 < д < ос,

О < р.д < 1, о € (-1,ос). (2.Ю)

а € (-1.ОО), (2.9)

При 1 < р.д < ос имеем |а*։....*п| = О (к 1 ), поскольку при 1/р + 1/р' = 1,

1/д+1/д' = 1

114' и

При 1 < р. ц < ор предыдущие оценки можно получить иным путем. Действи
тельно

□։•.....4.4' » с I Л^)е-‘1‘,,։
Утп

н/11х < |ЫМтПп(0, /(г) = / д(г<) <йп,.(0.
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а поскольку X е< ть банахово пространс тво, то имеем

Н(ХА г* Нт4!/։) — / 11/(’г0Нд<»(р)^/пГ|(О, 
Ут-

<? € [1. оо), р(г) = (1 - г)°(1г.2 €

Далее, при р € (1,оо) и д € (0. эо] имеем ||/|1г'-’ — Н/Нг*’ ’’ следовательно 0.о М|О\
I«*#՜ ’ < Н/Нгр>’- Отсюда следует, что |<2а| = О\к 9 ) при 1 < р,д < оо 
и |щ| = (9(1) при д = оо. 1 < р < оо, а = 0.
Последняя оценка в 1° следует из вложения

|Г(Я£)Г(1 - <

\ р/ч
|Г(/г{)|’(1 -/?)“</«] Лп„(<)

1 
у

и соотношения |а*,.։....кп I = О ) (/ € ^0,п* 0 < <7 < !)• Оценку (2.10) можно

получить следующим образом. Пусть у € Гу^СУ”) и 0 < р, д < 1. Функция С. 
определяемая формулой

г > 1/2,

лежит в Д։\ = ^п’1((/п). Действительно, в силу (1.7) при достаточно большом
/3 > О

[ |СлР
Jтn

1
1 - гй^Яр

|<7М(1 - Н)13՜1 О3О'} </ги2п(ш) ФЧп(^).

В силу Леммы 3 имеем

и, ֊ 11£,1 + 1№о11и՛ (I _р|ш|)3+<

Поэтому, в силу (3.3) из §3, при у ■= а Л 2 - 1/р - (а 4֊ 1)/д

[ [ |С(р<)|йтппЮ(1 -Р)°^< 
յI" Утп

|у(и>)|(1-М)‘,-1(1-//)"
(1 - р|ш|)3+^

(/рА>|2„(ш) < ||д|| < 11^11^;’-
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Таким образом, если 6?(г) = £ с^г1'. то по Теореме С |с; | = О(А-о+։). и по 
1*1>о

определению функции С имеем |сд| « Отсюда следует, что

Ы = 0 * <? р 9 е С?-
1*|>0

(2-11)
Перейдя к оценкам в 2° заметим, что в силу (3.3) при п > -1 и 0 < р.д < 5 < ос,

(2.12)

где г = |г|< и у = ) д - 1. Поэтому из (2.8) и (2.12) получаем

^2 (А; + 1)'-а"3К.,....< ||/1Ггор;, 0 <р,д< з< 1. (213)
1*1 >о

Легко видеть, что при </ = р = з < 1 (2.13) совпадает с (2 8).
В случае 0 < д < (р, 1) неравенство (2-8) можно обобщить следующим образом 
(см. [1] при п = 1 и [24] при п > 1) :

£ (А +1)р"։|а*|* < С(р)||/|1иг> / = £ е Н". 0<р<1. (214) 
*11....*„>о 1*1>°

Пусть О < д < (р, 1). в силу (2.14) имеем

||/||р₽.9 > / Н/г(2)11//«((7«)(1 ”г) '^г- 
го.д ./1*

\ак\Ч1-г)0Лг> 52 (*+1)’՜3 5|а*Г- 
1*1>о

При 0 < р < д < 1 и 6 = д + £) ֊ 2 (212) получим

Ж О. J
> н/нио,л

> [ |1Л(^)11’н.(1-’•)"* >
|А|>0

Доказательство Теоремы 5 завершено.
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Замечание 6. Оценки в Теореме 5 порождают соответствующие оценки Те
оремы С. Подобные оценки могут использоваться для коэффициентов Тейлора 
в пространствах Оценки для коэффициентов Тейлора функций из классов 
Г™ легко переносятся на классы Р™.
Следующая теорема хорошо известна (см., например, [1]) и содержит оценки 
для оператора дробного дифференцирования в пространствах Ар и Нр в 
единичном круге Ц.

Теорема Э. Пусть 0 < р. <? < ос, £ € R и € (-1,+ос). Если р < д и 
« < ֊, или р > </ и 1 4- а > (1 + а}1֊ + I, то ||Р7На’ < ||/11л՞-

Распространим этот результат в двух направлениях : на полидиск £/’՛ и функции 
из пространств типа Лизоркина-Трибсля.

Теорема 6. 1°. Пусть о > 1, 1 < р < ос и 7 € -I- И. где -г + = 1. Тогда

«/р
1/(^)|р(1֊г)-'г°^г <1тп(£)

|£>°/(г£)1Р(1 -гУ+пр(1г
<?/Р

Жпп(£).

2°. Пусть о>1,1<р<оси7€ (4 - 1 + п - 1 V где ֊ + ± = 1. Тогда

■ я/р

<

1 - шах г*. (1г
я/р

&пп(£).

Доказательство. 1°. Полагая

— по

о О

, получим

. ,тн)п,,(1 — г)'՛(Ь у • • ■ (1г„

п р
(г - р)"-'/(р^ар (1 - гр</п ■ ■ • <1г„.
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След« »ватсльно
['■■■[ (г- рГ-1|^/(р<)|^< 
70 70

< Г-••/""(1֊₽)"|О“Л/Ч)1г^-< [ (1-Р)°|о<>/(^)|-г^-. 
./о .'о 1 - Р'՜ У/« 1 - Р»’

Используя соображения двойственности и неравенство Гёльдера (полагая Ф €
Ьр (Г1,с1р,у) и (1р-,(г) = (1 — г)՜ дт). получим

-р)“|О“/(рС)|Г^-) |(1 -п)---(1 -г„)Р</г, -Лт,, 
1 -(>г /

<[ [ (1-рГРп/(Х)|(1֊г)-'Ф(г)^ <
7/п 7/п 1 рт

1 — г \ р/ (1г (1р 
р) 1 - р!

X г)ЧФ(г)]'’
р с!г(1р

1/р

- 1/р

X

- РГ^О'՝
т ։/р

Теперь остаётся возвести обе части полученного неравенства в степень д и 
проинтегрировать по Т'\ в результате приходим к неравенству 1°.
2°. Используя предыдущие рассуждения, при а > 1. 1 < р < ос И7 € (- 1, +
п — 1) имеем

5,/,,< ^(Д(1-р)о|0°/(Х)1 V
1 — рт /

я/р

з я/р
II

—--------------ж՝
П11-Р1)-1՛"’'

*=1

.1 1

7(1 ֊ рлг)-1с/г</р

ч -> — п / р - п 4֊ 1

1 - шах рд. ] (1р

п/р

Проинтегрировав неравенство по Тн. завершаем доказательство Геор»՝мы 6.

X

/
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Замечание 7. При л = 1 и р = г/ утверждение Теоремы 6 совпадает с 
Теоремой Э. Легко проверить, что приведенные выше результаты справедливы 
для голоморфных в [7° функций Г, удовлетворяющих условию

' |ЛВД|’(1 - Я)°ЛЯ 
/п

Хорошо известно (см.. например, [12]), что при / € ) и д € Ьх (1К") свертка

[R

принадлежит Л։(1К"). При некоторых значениях р, д, з, п это свойство распро
страняется на классы ВрЧ(1Я”) и Кр_(1Н'<) что означает, что эти пространства 
являются сверточными алгебрами (см. [11]).

Теорема 7. При у > 0 и р € [1, оо) класс ^'Х_1 является сверточной алгеброй.

Доказательство. По Лемме 3 (3°) имеем

Л(Я,г?6....,Я„г^„) = |Л(г։4)|= (1) [ 9(«>г)/,(гЯ) 
\ /7Г / /т’п (215)

где & € Т, г1։ R, Е I = (0.1), (։ = 1,... ,п), и обозначив ш = |и»|£

О7л(№о| (1 - к!)7՜1 |£>7/я(«)|) </М *п(е).

1 \Dyh(R&\(l-RУf-1dRl^■dRrl 
1п

|О7Л(|™|2։)(1 - |ш|)7-ЧР7/л(?)нма„.„(։)(1 - яр-Чя, - </я„.

Применяя неравенство Гёльдера и теорему Фубини. получим

Вычисляя предел в (2.15) при г -> 1, умножая обе части на (1 — R)՜1 1 и 
интегрируя по Л € 1п, получим

р

-Я)^-ЧЯ Ь/тп(0

1^ '^(кк)| (1 - к!)1
\ р

|Р'*/(Л0|(1 - б/тп(0.

Теорема 7 доказана.
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Замечание 8. Результаты Теоремы 7 справедливы и при п 1. В ^3 применим 
иной подход к получению интегральных неравенств такого же типа в I/”.

§3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА 
Л ИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ
Начнем с двух результатов, ранее использованных в $2 Рассмотрим следуюшж 
банаховы пространства голоморфных функций в поликруге :

5*?(У՞) = : П/Пв-’си-) = 8“Р |£>3+|£>-“,(2)1(1 - |г|)3+г < оо) ,
I “• геип )

где 0 < р. д < оо, I € (-1,оо) и А > ֊ - произвольные числа, и

Гар;°°(С/л) = Ь : г/тнп(О
1/р'

где I € (-1, оо), а > 0, 1 < р < оо, 1/р 4- 1/р' — 1 и

(£>?/)(*) = £(* + / + 
1*1>о

/(г) = £ акгк.
Н1>о

Теорема Е (см. [23]). 1°. Пусть Ф - непрерывный линейный функционал в
Р^°°(ип) (0 < р < 1, 0 < д < оо) и

п
ф) = Ф((։(и)), где Цш) = Пи “ 2*и'*)՜1՛ <ЗЛ>

К = 1

Тогда д(г) € З^ЦП'1) и функционал Ф можно представить в виде

Ф(/) = Л?°_о (2гЛп(С)- (3.2)

Обратно, любая функция д € 3™(П") гто формуле (3.1) порождает непрерывный 

линейный функционал на 1 я

с1(/,р.<?.а)Н<7||5:: < Нф11 < с?('р-<7<а)Ы$г ?

2°. Пусть ф - непрерывный линейный функционал в >") (1 < р < оо, 
-1 < I < оо). и пусть д(г) определена по формуле (3.1). Тогда д(х) € /•р, (С ՝ 
(1/р+ 1/р' = 1). и функционал Ф допускает представление (3.2). Обратно, любая



76 /’. </*. (Дамоян
9

функция </ € по формуле (3 I) порождает непрерывный линейный 
функционал на Ь’^Ц.’") и

С1(/.р.г/<ц)||<7|| < ||Ф|| < С2(/,р,д,а)||дЦ
о.1

Замечание 9. При у = г/ < 1 из Теоремы Е следует описание сопряженного 
пространства (Л£(ип))" (см. [3]). Отметим, что при I = 0, п = 1 утверждение 
(2°) Теоремы Е можно найти в [б] (см. [6], Замечание к Теореме 2.6).
Следующий результат это теорема вложения, которая использовалась в §2.

Предложение 1. (см. [7], [21]) 1°. Пусть / € где о > -1 и
шах(р. д) < « < оо. Тогда

и.а
(3.3)

2°. Пусть / 6 Рд ((/”), где 0 < р < I и I > 0. Тогда

р

^«2..(€) < 11/11 гг ₽ .
и.р< — 1

(3.4)

В заключение приведём еше одну теорему о представлении функционалов в го
ломорфных классах типа Лизоркина-Трибеля в поликруге, которая дополняет 
результаты работ [6] и [23]. Включение НР՝^՝1 С (ЯР,1,00)* было установлено 
в [6] для голоморфных в шаре Вп € С'1 функций из классов типа Лизоркина- 
Трибеля (определение классов НГ’,Я см. [6]). Опираясь на результаты §2, мож
но получить описание класса 5о,0.р./(^") голоморфных функций такого, что 
5п.л.Р./(С/п) С (Го^((/’■))՛ при 0 < р < 1.

Теорема 8. Любая функция д из голоморфного класса

= » : вир ||О-<։О‘,-‘2+Ч.(г)||1.1|/-|(1 ֊ |ш|)'+։-‘/'՛ < оо 
I и-€С/"

где I > 1 - 2. порождает непрерывный линейный функционал, определенный на 
Р/,’,^(ПП) по формуле

Ф(/) = 1пп 
р-н-о </гп„(£).

При этом. ||Ф|| < С||<7||$о а „ ,
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Доказательство следует из неравенства (2 6). поскольку справедливы следую
щие оценки (см. доказательство Теоремы 3) :

|ф(/)1< lim / Dof(p()D-afj(pCdrn„(0Р-+1-0 jT„

[ |О“/(Лгу>)|(1 - r)J(l - Л)' \D-°DJ+2+'g(Rr<ê)\dRdrâmM < 
J/n

sup |£)n/(Äy?r)| (1 - Ä)1/₽՜2 I dRdmn(<p) x

X sup / |O-“D'’+2+'J(firÿ)|dr 
w=Ry> \J/* ՛ / “•*

Теорема 8 доказана.

Abstract. The paper considers mixed-norm similarities of some generalizations of 
Lizorkin Triebel spaces. In the first section, an investigation of the fractional inte
gration operator leads to a characterization of the spaces in question. In the second 
section some estimates for the Taylor coefficients are derived The third section de
scribes all bounded linear functionals.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ СУММИРОВАНИЕ ОПЕРАТОРНОЗНАЧНЫХ 
СИМВОЛОВ ВОЛЬТЕРРА

Г. Л. Микаелян

Ереванский государственный университет

Операторнозначные символы Вольтерра возникают при конструкции парамет- риксов параболических операторов (ср. [4] для скалярных символов, и [1], [3] для операторнозначного случая). В настоящей заметке выводятся асимптотические суммы для некоторого подкласса таких символов.Будем использовать следующие обозначения : (т/,т)< := (1 4֊ |т/|2/ + |т - )1' 2/). |0|< := |а| + £|а'| при (3 =. (a, a') e 1N«+1, IH := {z 6 С : Sz < 0}. Пусть 
U С С - открытое множество, F - пространство Фреше, a A(U, F) обозначает пространство всех голоморфных функций в U со значениями в F Всюду в дальнейшем I 6 IN. Q С ПТ' - открытое, a E. Е суть банаховы пространства. Рассматриваются символы со ’’скрученными символьными оценками, которые предполагают, что банаховы пространства E, Е наделены сильно непрерывными группами изоморфизмов {ka}a€ir.+ , {ka}a€IR+- Изотропная структура символов из этого класса систематически изучалась в [6] для операторов на многообразиях с рёбрами. Исследуемые нами символы возникают при изучении параболических операторов на конфигурациях с границами или рёбрами.Определение 1. Пространство S^ '(IR՛' х М; Е. Ё) операторнозначных символов 
Вольтерра степени р и анизотропности f определяется как пространство всех 
функций а(трт) e СОО(Ш'7 х IH: £(£,£)) таких, что (ф/.т) € A(Int IH, С{Е. Ё)) 
для всех т/ € 1R’ и

га(7Лг)к(о.’-><11£(Е.Ё) - с(ТтУ( (1)
для всех /3 € IN4՜*՜1, (т/.т) € IR4 х IH, с постоянными с - с((3) > 0
Замечание 1. Пространство £{/(№ х 1Н;Е.Ё) является пространством Фреше, если взять наилучшие постоянные с(0) в качестве полунорм (см. [1]). Таким 



980 Г Л. Микаелянже образом, мы определяем так называемое пространство символов с переменными коэффициентами : %${*/((1 х IR X ПГ X IH; Е.Ё) := C°°(Q х IR; Sf/(M« х IH; Е,Ё)).Определение 2. Пусть ра -> -оо, щ. € Sy* ’ (Q х IR х IR ' х IH: Е, Ё) для k € INq 
и а 6 Sj‘;Z(O х IR х IR1' х IH: Е, Ё). где р = п1ахАбПч0{/и-}. Мы будем говорить, 
что V а*.- является асимптотическим представлением (асимптотической суммой) 
символа а и записывать

ОС
a(y,t,ipr) ~ ^ак.(уЛ,т],т),

А=0если для любого М найдётся число N(M) такое, что
N

a(y,t.4,r) - У" аг(у, Тт/,т) € Sy '(Q х IR х IR' х IH: Е.Ё),
k=0

для всех N > N(M). , , ... u u>;, ,Ясно, что пространства символов зависят от выбора {ka}äcir+, {'<ä}acir + , но эти группы остаются фиксированными. Ниже рассматривается случай к\ = id. кд = id при всех А 6 IR+, причём многое может быть обобщено на случай действия произвольной группы, благодаря непрерывным вложениям пространств символов, описанных в [3].В классической теории псевдодифференциальных операторов для каждой последовательности символов ak(x,£) порядка рк, стремящихся к — оо, существует символ, который асимптотически представляется (формальной) суммой этих символов. В случае обычных (не вольтерровских) символов, для сходи- мости асимптотической суммы используют умножение на срезающие функции Ха (£) [2] (х*(£) выбрана так. чтобы V Хк(£)а* (я. £) сходилась бы в пространстве S*‘(U х IR”)). Легко видеть, что в случае символов Вольтерра этот метод не действует. так как пространство S('7(Q х IR х IRf' х Ш) не инвариантно относительно умножения на функции, не голоморфные в int III относительно т.Когда Е и Е гильбертовы пространства, обычный путь для преодоления этой трудности ֊ так называемый метод срезания ядра (см. [5] и [3]). Этот метод использует борелевский аргумент выбора срезанных функций сид (р) для получения суммы V Ур-^т(сид (р)(^֊г_Драх.))(т, t, £, г), сходящейся в Syf(Q, х IR х IRV х 1Н).В его статье предлагается другой метод конструкции символа Вольтерра. использующий асимптотическую сумму его символов. Этот метод имеет преимущество, так как не использует ни преобразование Фурье ни борелевский аргу- мент, и позволяет доказать результат в случае банаховых пространств Е, Е, а 



Асимптотическое суммирование операторно шачных символов Вольтерра 81также делает доказательство более простым даже п скалярном случае Этот метод основывается на сдвигах символов относительно комплексной копеременной 
т € 1Н. Следующую лемму можно найти в [3].Лемма 1. Для любого Т > 0 оператор сдвига «(г/, т) •-> а(т/. т - УТ) принадлежит (Ш7 х 1Н; Е. Ё)). Более того, а(т) т - ГГ) имеет следующее асимптотическое 
разложение в терминах Т и а :

В частности,

а(трт) - а(т),т-1Т) € х 1Н,Е,Ё).
Следующая лемма описывает асимптотическое поведение полунорм оператора а(п,т - ։Т) при Т -> +оо.Лемма 2. Для полунормы р пространства 8£? ։(1Н7 х 1Н Е. Ё) и символа а£{'.’;Г(1К7 х 1Н: Е, Ё), где /ц < рг < 0 имеем

р(а(р, т — iT)) -4 0 при Т -> +оо.
Доказательство. Из (1) имеем

р(а(г),т - iT)) = sup {||Р‘՝а(»,г֊>П1Кч.г)7'‘’ + ч"'} =i/€IR«.9t<0
/ \-Рз + |о|«= sup {||Р°а(»?,т-։Т)|Кп»т֊։Т);р’+|‘։ f- -w+|o|։-

i)6lR’,3r<0 v/’ T ~ u /(

Заметим, что T'>։~ < 1(f/,T - iT)(для т € IH и T > 0. Следовательно, получаем
p(a(ji,T-iT)) < sup {||Poa(T?,T)||(r/,r);"-Ип1,| <

q€DFl’, $>r<-T< sup {|Роа(ч,г)|Кч,г)Г1'1+|о|<} sup (ч.г);1՛ ""->T^+»0.' ,ек..а.<» ,еи-.эг<֊т
Лемма 2 доказана.



82 Г Л. МикаелянПусть «*. С 5}“(ПТ' х 1Н Е.Ё՝). /ц -> -ос. Мы ищем символ а € хП! Е, Ё) такой, что а ~ £ я*.. Не нарушая общности можно предположить, что 
Но < 0 и дь+1 < к = 0. 1.2.... и с помощью рекуррентной процедуры получить символ а. Пусть }ссг\’ полунормы в 5{‘.А(ПТ' х 1Н; Е,Ё). Положим := 
(ц и //[՛" := Цк для к € № И< пользуя индукцию и полагая, что мы уже построили 

( (тп) > • (ш) » - (т) чпоследовательности {а* }а«€1Ч и \цк ц-епч со свойствами, цк \ -оо при 
к -> -|-ао и а*"1’ € 7(П{7 х ПТЕ'.Ё’), построим последовательности {пд " + 11}и {///" Н } с теми же свойствами. Положим а\"'п) := для к = 0,1,..., тп и 
цк := цк , для Л = 0,1,... ,гп+1 и определим а„|+1 (т/, г) := а՝ш+1 (т/, т֊гГж), где Т,„ > 0. Используя Лемму 2 мы можем выбрать Тт настолько большим,чтобы выполнялось соотношение
для к = 0.1,...,гп и j = Очевидно, что Да(п,) := а^'У(т/, г) -/ 1 -t-t . * ։ * Г wir
Qin\֊i(TbT ” гТщ) € Svm+I (IRV х IH; £,£?). Обозначим порядок Да(т| через Дд(т) (Др("։) < _ £)' Если Дд(”։) < /?п'п+’2, то положим а(^1)(И»7’) : =a^2to>r) + △а(т)(^т), а^’1’ 1’(г/, т) = а[п>\трт) для к > тп + 3 и д[п,+1) := р["'} для к > m + 2. Если Д//,л) > рУУ, положим У'"У1 := Д//"։), а*"У21) := Да*’") и аД‘ 11 := а*™^У д*"| + 1) := для к > тп + 3. В обоих случаях имеем 
ßk 1' S -0° ПРИ к —► +оо, и ' € Syfc (LR.*7 х IH; Е, Ё). Для каждого тп существуют индексы и N'n такие, что

У" ак = <4"" и алг^+j = °!v'։+? для всех j е IN.
fc=0 к=0

(2)

Теперь положим а,п := а(,”‘ и Д„, := . Так как ат € 5(‘т1г(1Л'? х 1Н;Е, Ё)и Дт \ —оо, по построению 52^.то+1 «ь сходится в 5(л""^(1П'7 х 1Н;Е,Ё). Обозначим а := 52^-оа*.-. Выбирая М < 0 так, чтобы выполнялось условие Лр+1 < М < Др и дд+1 < М < по построению имеем
я р 9 р
Е а‘ - Z = X °»- Ё, °?' =

ЬО ;=0 4=0 j=0

(
vp4-nA< Л^'р + пд/ \ Np-Ьпм /V'p+nAf
Е Е “У” - Е “+ Е “Г- 

4=0 j=0 у 4=</4-1 J=p4-1где 1Ур и А^'р - постоянные из (2), а пд/ € выбрана так, чтобы выполнялось 
+ пм > д и р 4- пд/ > р. Величина в скобках стремится к нулю согласно (2), 



Асимптотическое суммирование опер ՚ ՚յ л позначных < ими՛ >л >в Вольтеров 83а последние два слагаемых принадлежат 5։w (1R.4 х 111: Е Е). Следовательно, о ~ Е ак ■Итак, справедлив следующий результат.Теорема 1. Для любой п<ллсдовательностч символов Польтерра /ц € (ПЧ։/ х1Н; Е. Е), где рк -> -ос. существ сет символ Вольтерра а € £{' (ПР х III Е. Е). причём ц = шах рк и а ~ Е аьАналогичные результаты справедливы для символов с переменными коэффиии-ентами ад.(т, £. г/, т) € '(£1 х 1Н х ПР х ПЧ:Е. Ё), а также в случае, когда Еили Е пространство Фреше, в котором действует группа (см. [6]).Автор благодарит профессора Б - В Шульце и доктора Т Крайнера за ценные замечания и обсуждение результатов
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