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ОБ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДАХ УНИВЕРСАЛЬНЫХ В ££ р > О
М. Г. Григорян

Ереванский государственный университет 
e-mail: gmarting@ysu.am

Резюме. В статье доказывается, что для любой полной ортонормальной сис-ООтемы {(ргДх)}^ существует ряд вида £2ал-<р*(х), |а<:Г < <х> для любогок=1г > 2, который обладает следующими свойствами : I) он универсален во всех £’о ։| при 0 < <7 < 1 одновременно относительно перестановок и частичных рядов в смысле сходимости по метрике Ь’о II) он квазиуниверсален во всех при 
р е [1,2) одновременно относительно перестановок и частичных рядов.
§1. ВВЕДЕНИЕНастоящая работа является продолжением работ автора [16] - [18], посвящённым ортогональным в Лр рядам. Напомним следующие определения.Определение 1. Пусть Е С [0,1] - некоторое измеримое множество, 1 < Р1 < Р2 < оо и <рк(х) € ПР€(Р1 >ра] ^[0,1].
1) Ряд ОО^2а*<рк-(х) (1-1)

*=1называется универсальным во всех ЬР(Е), р\ < р < рг относительно перестано
вок в смысле сходимости по метрике ЬР(Е), если для любого р € [рьРг) и для 
каждой функции /(х) € ЬР(Е) члены ряда (1.1) можно переставить к —> а(к) ООтак, чтобы £ Да(<.)^<т(л)(г) сходился бы по метрике //’(Е) к функции /(т). Л=1
2) Ряд (1.1) называется универсальным в пространстве РР(Е), р1 < р < р? 
относительно частичных рядов в смысле сходимости по метрике ЕР(Е), если 
для любого р Е [р1, рэ) и для каждой функции /(х) € ЬР(Е) из ряда (1.1) можно 
выделить частичный ряд аП։։(рП1е(х), который сходится к функции /(х) по 
метрике ЬР(Е).
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3) Ряд (1.1) называется универсальным в обычном смысле в пространстве LP(E), 
Pi < Р < Р2> D смысле сходимости по метрике LP(E), если для любого р € [pi,p?) и для каждой функции f(x) £ ^(Е) существует последовательность 
возрастающих натуральных чисел тц такая, что у ряда (1.1) последовательность 
частичных сумм с номерами nfc сходится к функции f(x) по метрике LP(E).Определение 2. Ряд (1.1) называется квазиуниверсальным во всех L^iE), 
Pi S Р < Р2 относительно перестановок в обычном смысле или относительно 
частичных рядов, если для любого е > 0 можно найти измеримое множество 
Е, С Е, |Ее| > |Е| -£֊ такое, чтобы ряд (1.1) был универсальным во всех Lp(Ee), 
Pi < р < р2 относительно перестановок, в обычном смысле или относительно 
частичных рядов, соответственно.Квазиуниверсальность ряда (1.1) в пространстве всех непрерывных функций С[0,1] определяется аналогично.Вопросам существования различных типов универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду или по мере посвящено много работ [1] - [11]. Первый тригонометрический ряд, универсальный в обычном смысле в классе всех измеримых функций, сходящийся почти всюду был построен Д. Е. Меньшовым [1] (см. также В. Я. Козлов [2]). Этот результат был распространён А. А. Талаля- ном [3] на произвольную ортонормальную полную систему. Им также доказано [4], что если {(^(х)}^!, х € [0,1] есть произвольная ортонормированная полная ООсистема, то существует ряд 52 ах ^(х), универсальный в смысле частичных Л=1рядов в классе всех измеримых функций в смысле сходимости по мере на [0,1]. Существование функциональных рядов, универсальных относительно перестановок в классе почти всюду конечных измеримых функций, сходящихся почти всюду, было доказано Орличем [10]. Отметим, что Риман доказал (см. [11], стр. 317), что любой неабсолютно сходящийся числовой ряд универсален относительно перестановок в классе всех целых чисел.Ни при одном р > 2, (р > 1) и ни по одной ортонормированной (ограниченной ортонормированной) системе {<р„(х)} не существует ряда, универсального в Lp[0,1] либо относительно перестановок, либо относительно частичных рядов в смысле сходимости по метрике £Л[0,1].В работах [17], [18] автором доказано, что если ортонормальная система {<р„(х)} полна в L2[0,1] и для некоторого ро > 2, ||м?пПь^о(o.i) < const, то по этой системе можно построить ряд 52 с><р*(т), который квазиуниверсален в Lp[0,1] при р € [2,ро] относительно перестановок. Возникает следующий вопрос : можно
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ООли по этой системе построить ряд £2 а&^ч(х), который квазиуниверсален в Ьр[0,1] относительно частичных рядов ?Отметим, что существует ортонормальная система {а/п(т)}, х Е [0,1], по которой можно построить ряд вида (1.1), универсальный одновременно относительно перестановок и в смысле частичных рядов, в каждом Тр[0,1] при 1 < р < 2, в смысле сходимости по метрике в Ьр[0,1], 1 < р < 2 и в классе всех измеримых функций для сходимости почти всюду. Ограниченные ортонормированны? системы этим свойством не обладают. Сформулируем основные результаты работы.Теорема 1. По произвольной полной ортонормированной системе {у?п(г)}^1 

существует ряд

ОО ОО |ал|г < оо, при всех г > 2, (1.2)
к=1 *=1

удовлетворяющий следующим условиям :
1) Ряд (1.2) универсален во всех при 0 < д < 1 одновременно относи

тельно перестановок и относительно частичных сумм в смысле сходимости по 
метрике Т/о 1).

2) Ряд (1.2) квазиуниверсален во всех при р € [1,2) одновременно 
относительно перестановок и относительно частичных рядов.Теорема 2. По произвольной полной ортонор мированной системе {у?п (т)} ! 
существует ряд (1.2), удовлетворяющий следующим условиям :

1) Ряд (1.2) квазиуниверсален в С[0,1] в обычном смысле.
2) Ряд (1.2) квазиуниверсален во всех при р > 2 в обычном смысле.Замечание. Утверждение 1) Теоремы 1 является усилением следующего результата А. Талаляна, см. [12] : для каждой функции /(г) € 1| при р € (0.1)существует ряд по любой полной ортонормированной системе {^(г)}^!, сходящийся к /(г) в метрике 1рУтверждение 2) Теоремы 1 является усилением одного результата автора (см. [14], [15]) : для любой ограниченной полной ортонормированной в системе {</3п(^)}^1 можно построить ряд вида (1.2), удовлетворяющий следующему свойству : для произвольного с > 0 существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 — е такое, что ряд (1.2) универсален относительно частичных рядов в классе 1 < р < 2, в смысле сходимости по метрике Ь\ЕуВ настоящей работе рассматриваемые выше вопросы исследуются в двумерном случае. Отметим, что ряд классических результатов (например. Теоремы
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Л. Карлесона [19], М. Рисса [20], А. Н. Колмогорова [21]) невозможно распространить на двумерный случай (см. Ч. Фефферман [22], С. В. Конягин [23]). В этом случае сферические, прямоугольные и квадратные частичные суммы резко отличаются сходимостью в Ьр, р > 1 и почти всюду (по этому поводу см. обзорные статьи Л. В. Жижиашвили [24], Б. С. Голубов [25] и М. И. Дьяченко |26|).Теорема 3. По любой ортонормированием полной системе {<рп (х)} сущест

вует ряд вида 
ОО ОО52 Ск,п<Рк(х)у>п(у), 52 |с/ь,г»|г < ОО, (1-3)

К-,п=1 Дг,п=1
обладающий следующими свойствами :

1) для каждого р € (0,1) и для каждой функции Цх,у) Е члены
ряда (1.3) можно переставить (соответственно из ряда (1.3) можно выделить 
частичный ряд) так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы к /(х,у) в метрике 1р как по сферам, так и по прямоугольникам.

2) для любого е > 0 существует измеримое множество Ее с мерой |ЕГ | > 1 — е такое, что для всех / Е Ьр, р € [1,2), члены ряда (1.3) можно переставить 
(соответственно из ряда (1.3) можно выделить частичный ряд) так, чтобы вновь 
полученный ряд сходился к /(х,у) в метрике ГРЕ] как по сферам, так и по 
прямоугольникам.Таким образом, существование ряда £2 щ. </?*(х) с указанными свойствами зависит от заданной ортонормированной системы {^(х)}, числа р и типа универсальности.§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫЛемма 1. Пусть {։рп(я)} - полная ортонормированная система в Ь20 ц. Тогда 
для любых No > 2, е Е (0,1), 0 < < <?2 < 1 и для каждой ступенчатой функции

"О
/(х,у) = £ 7* • Хд*(я); Лк = ((к ֊ 1)/2",к/2п), 1 < к < 2П = р0 существуют Дс=1измеримое множество Е С [0,1] и полином

Н(х) = 52 ^кЧ>к(х), (2.1)
удовлетворяющие условиям : 1)|Е|>1-е0, 2) 53 |с*,.|2+е < е, 

к = К0
/(х)\2(1х <€2,4) I \Н(х) ֊ Цх)\ч <1х < е2, для всех де [91,92],-/о

3) / |Я(х) -
Е



Об ортогональных рядах ... 7
для всех 96(91,92),

6) гл ах 
Ыо<т<Н

4- б, для всехр € [1,2),Ор

где Е С Е - любое измеримое множество.Доказательство. Положим
х 6 (0,1/(т 4- 1)];
х € (1/(т 4֊ 1), 1] (2.2)

и при любом фиксированном т продолжим функцию /т(х) с периодом 1 с отрезка [0,1] на всю ось. Очевидно, что
[ 1т(х)с1х=0, тп=1,2,..../оПо лемме Фейера (см. [27], стр. 77) из (2.3) будем иметь

Вт / /1($х) <1х — 0, тп, к = 1,2,....в֊*со Уо
(2.3)
(24)

Следовательно, в силу (2.4), можно найти натуральное число $1 > такое, что
Л(2’։т)] 1рк(х)с1х

тш{е; |№)|<М * = 1,2.......No. (2.5)
ОВозьмём натуральное число ЛГ, > No настолько большим, чтобы

(я) - 91(*)|2^ < (^/4)2,
где 91 (х) = /(х) • Л(25'х), = /01 [91 (х)уп(х)(1х. Отсюда и из (2.5) вытекает

Продолжая это рассуждение мы можем, по индукции, опрелелить последовательности чисел 51 < я2 < ... No < ^ < ..., функций
9т(х) = /(х) • /,„(2։тх); т = 1.2,... (2.6)



8 Р. Г. Арамянпричём = сужение порождающей плотности Д(9) тела К на 8^.
Подчеркнём, что Ь(П) может принимать как положительные, так и отрицательные значения. В (1.1), Ап_2(</ц) ֊ сферическая мера Лебега на 8^ = большая (п - 2)-подсфера с полюсом ш € 8П՜1. Обобщённая форма уравнения (1.1), не требующая дополнительных условий гладкости, полученная в [14], использует понятие порождающих распределений. В действительности, (1.1) обобщает известный результат Бляшке [8] для п = 3 на выпуклые тела в пространстве ШУ*. Целью настоящей работы является описание подхода к исследованию уравнения (1.1), основанному на новом выражении для радиусов кривизны проекций. Для двух различных взаимно перпендикулярных направлений (Е 8П-1, си ± £ определим Я(и\£) = радиус кривизны дК(о;,£) в точке, с направлением нормали и/, где К(о>,£) = проекция К на плоскость, содержащую начало координат и направления и и £. Это выражение имеет видЛ(си,^) = 2 /* соз2(и,^)/ги,(и) Ап_2(с2и). (1.2)

Уз^Отметим, что интеграл / со52(ц,^)Ли,(и) Ап_2(</и)
У 5^часто используется в теории выпуклости, например, Вейль [30], где неотрицательность интеграла играет существенную роль. Выражение (1.2) даёт ясную геометрическую интерпретацию этого интеграла.Уравнение (1.1) даёт начало рассмотрению задачи Функа на 8П-1 для порождающей плотности Л(Ц). Решение этой задачи имеет различную природу для чётных и нечётных значений п (см. Хелгасон [18]). Для чётного п и гладкой границы <ЭК имеем (см. Теорему 4.3)

ГЛ(П) = Спрп(£)( / V Н^)АП_2(<М), (1.3),= 1где интегрирование распространяется на (п —2)-мерный экватор с полюсом О, £ - оператор Лапласа-Бертрами, действующий на 8П-1, Рп ֊ некоторый многочлен, а Сп постоянная. Мы получаем характеризационное условие для зоноидов : правая сторона уравнения (1.2) должна быть неотрицательной для всех Ц € 8"՜1. Аналогичный вопрос рассматривался в [14] в более общей формулировке.
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/ м
Н(х) = т-1/(2+с։) . Кт(х) = ^2 С։ <р,(х), (2 17)

т=1о 1=тогде
С, = О,

. = гп-1/(2+£1).а(-)։
։ € [М). Л/() — 1], Л/о — Мо-ь
»Е^Лт), т е [/о,/]-

М = /V֊/; (218)
Из (2.11) и (216) имеем |£'| > 1 — е. В силу неравенства Бесселя и (2.12) имеем

1=^-1
(219)

Отсюда и из (2.15) и (2.18) следует
/

I — — 1

ш-1/(2+л)

т=1о

(т)а\ €.

Из (2.2), (2-6), (2.9), (216) и (2.17) получим

Угп ■ Хе,п (*) • /(*) + /(*)/\/™ • Хе„ (*)» х € [о, 1]Поскольку /(х)/у/тп = дт(х)(см. (2.6), (2.10), (2 2)), для любого д € (0,1) имеемЛ„(х) - 4^ ’ ах < [' |Л„(։) - 9т(х)|’ ах + 2т’/2 ■ [ |/(х)|’ах < V"» .Го Уе„



10 М. Г. ГригорянСледовательно, из (2.14) - (2.18) для всех д Е (<71, <72) получаем

Теперь проверим утверждения 5) и 6) Леммы 1. Прежде заметим (см. (2.13), (2.18), (2.19)), что для каждого т € [1оД] и для всех N € рУт-1Лт] имеет место следующее неравенство :
(2.20)

Пусть € [Мо, М]. Тогда для некоторого тпо £ [<7о> <?] имеем Мто-1 < < Мто.Следовательно, из (2.17) и (2.18) получаем

Отсюда и из (2.13) — (2.15), (2.9), (2.20) для всех то € [<7о, </) получаем
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Принимая во внимание равенство 4т(х) = /(х)/ч/тп для х € Е (см. (2.2), (2-6), (2.10), (2.16)) из (2.20), (2.14) для всех р € [1,2) и У € [МъМ] и для любого измеримого множества Е С Е будем иметь

Лемма 1 доказана.Лемма 2. Пусть {о/п(т)х - полная ортонормированная система в £:[0,1]. 
Тогда для любой функции /(х,у) € и для любых чисел е > 0, АГ > 1, 
0 < <42 < 1, р € (1,2) существуют измеримое множество Е С Т = [0.1]2 и
полином (Э(х, у) вида

м
О(х,у) = ск<пик(х) и>п(у)
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такие, что(4)для всех

(1) |Е| > 1-е, 2) Ц/(х,у)֊<2(х,у)||р(Е) < е, 3)

р € [1.2] и всех С С Е, тах АГ<*,п<М
тах 

V2N<R<<V2M
ск,пшк(х)

(6)

2№<к2 + па<н։

/(х,у)\Ч (1хс1у <€,

л/
Е |ск։ПГ6<е.

к,п=К

К-,п52 Ск,п^к(х) ’ ^п(у) 
к\п=/^

< 2 • Н/(я, у)Н£₽(о + е>

/ога// д 6(71,72),

<1х (1у+

тах ,/2ЛГ<Я<՝/2Л/ 5 4 ск п шк{х) • ип(у) 
2№<к2 + п2<Д2

Их (1у <

Ц \/(х, у)\ч <1х (1у + е, для всех 76(71,72).
я

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 3 работы [18].
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВДоказательство Теоремы 1. Рассмотрим множество пар {7, △ }, где 7 пробегает множество всех рациональных чисел, а △ пробегает множество всех интервалов вида △д.‘) = ((г — 1)/2л,»/2*]. Пронумировав все ступенчатые функции »'О9(1) = 52 7к • ХДк(г), (7к-, △*) € {7, △}, мы можем представить их в виде после- *=1довательности {А(х))Г=1- (3.1)Используя Лемму 1, можно найти последовательности множеств иполиномов вида

Nl,-l
0^х)= 52 (3.2)

i=N|t.x



Об ортогональных рядах ... 13где произвольная полная ортонорм и рован ная система в £?0 ։р которые удовлетворяют условиям :
|Я»|>1-2՜“ (3.3)

|Л(х)-(?<..(1)|2Л:<2-“,для всех р € [1,2], и всех Е С Ек имеем

Рассмотрим ряд (ап = а^)
ос оо оо А\-1
^ап<рМ = ^2<Эк(х) = Ык-1 <п < 1Чк.
п=1 4=1 4=1

(3.4)
(3.5)
(3.6)

(3.7)
(3.8)

(3.9)
ОООчевидно, что 52 |а,,|г < оо для всех г > 2. Покажем, что ряд (3.9) удовлетворяет г=1требованиям Теоремы 1. Пусть д 6 (0,1) - произвольное число. Тогда длянекоторого натурального к0 будем иметь

(3.10)
Для /(х) € Ь’о ц выберем функцию (т) из последовательности (3.1) такую, что /01 |/(я) - (ж)|’ (1х < 2՜2, щ > ко. Отсюда и из (3.6), (3.7), (3.9), (3.10)вытекает *) “ ֊ в1 ¥>1(х)|’<йг <2 2и + |а1|9,
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dx < 2 [ \ft,x(x)\qdx + 2~kl. 
JoПредположим, что уже определены числа 2 < < ... < 1 = з(1),..., «(д - 1),

' /V., -1
п (I/ )функции и полиномы (^„(х) = £ а, <*>.(я),

։=^п-1
п = 1,2, ...,д ֊ 1, удовлетворяющие условиям

1 < j < т - 1,
I9,

(3.11)(3.12)я

где s(j) = min |n € IN : n $ - l}j=1 U {s(n)}£=j j j, s(l) = 1.Рассмотрим функцию /„m(x), ыт > из последовательности (3.1) такую, что
(3.13)

Выбирая построим полином (см. (3.4)) QPm(x) = и определим числоs(m) = min {n 6 IN : n £ W„,_։ + 1.......Nn - 1}™ , U {»(*)}£.-,*}} •(3.14) Из (3.11) и (3.13) вытекает, что Jj |Am(z)|4 dx <2 ֊ 2m+4 + |a<(m_,)|e. Отсюда и из условий (3.5),(3.6), (3.13) будем иметь
<fa<2-’" + 2.|a,(m_l)|’, (3.15)т Ч№) ֊ £ [<?-.(*) + <։.<„>¥’,(»»С®)] <Ь < 2-<™+’> + |а.(го)|«. (3.16)

П=1Таким образом, мы можем, по индукции, из ряда (3.9) выбрать последователь- ности полиномов (см. (3.2), (3.14)) (^„(х) = £ а1"т>99|(х), т = 1,2,... ифункций {ав(т)<р,(т)(х)}~=1, тп = 1,2,..., (5(1) = 1), удовлетворяющие условиям (3.14) ֊ (3.16) для всех т > 1. Учитывая выбор (^Рг71(х) и аЛ(т)<р։(т)(х) (см. (3.12), (3.14)) имеем, что ряд



Об ортогональных рядах ... 15получается из ряда (3.11) перестановкой его членов. Обозначим его через
ОО

а<т(к)1Рог(к) (х)- 
к=1

(3.17)
Из равенства (см. (3.8), (3.9), (3.14)) Нт а,(п։) = 0 и из (3.15) и (3.16) вытекает, >П-»00что ряд (3.17) сходится к функции /(х) в метрике £’[0,1]. Следовательно, ряд (3.11) универсален в £*[0,1] относительно перестановок.Теперь покажем, что ряд (3.9) универсален в £’[0,1], д € (0,1) относительно частичных рядов. Используя (3.1), (3.2) и индукцию, мы можем для каждой функции /(х) е £’01| выбрать подпоследовательности и (^(х) =
^.-1 Ж ( к12 а1 Ь,^«(ж)» ^ь_։ < удовлетворяющие условиям — 1

п — 1

Отсюда и из (3.6), (3.5) и (3.2) для всех п > 1 получаем
ч с/х < 2՜՞,

ч
ах<2~п, п>1.

Следовательно, ряд (3.11) универсален в £’о относительно частичных рядов.Этим заканчивается доказательство утверждения 1) Теоремы 1.Теперь докажем утверждение 2). Пусть е - произвольное положительное число.
ОСРассмотрим множество Ео = р| Еп, где п0 целая часть числа 1о§1/2 е. П = ПоОчевидно, что |Е0| > 1 - е. Учитывая неравенство (см. (3.4), (3.5))

' КЫ*)֊
Ео

Л(։)Г < 2-*,

имеющее место для всех р е (1,2), получаем
тах / 

л^_,<лг<л\ ]Е

Используя рассуждения, приведённые при доказательстве пункта 1), завершаем доказательство пункта 2). Теорема 1 доказана.
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(3.18)последовательность всех алгебраических многочленов с рациональными коэффициентами. Используя Лемму 1, можно найти последовательности множеств №}Г=1 и полиномов

Nh-1
QtM = 52 

n=A'fc_։
1 < NQ < ... < Nk < /Vfc+i < t= 1,2,....,(319)удовлетворяющих следующим условиям :

1/2 (3.20)
Положим

ОС
5 = 5 ($)> ’
п=1 Jh=l

Nk-t <n<Nk, к > 1,
Ек = {z € [0,1] : |Л(։)-£<М®)|<2-‘}. 

i=l

(3.21)
(3.22)

ОО ___Очевидно, что 52 |ak I’ < оо для всех q > 2, |Ejt| > 1 - 2~2к. Пусть е > 0
*=1положительное число. Рассмотрим множество

Е=( П Е*ПВ), 

\П=По /

- любое
(3.23)

где В с [0,1] - измеримое множество с мерой |В| > 1 — е/4 такое, что все функции </?*(т) непрерывны на В, и по - целая часть числа log^ е. Теперь рассмотрим произвольное замкнутое подмножество Е С Е с мерой |Е| > |Е| - 
е/2. Очевидно, что Е\ > 1 - е/2. Пусть f(x) - любая непрерывная функция, определённая на Е. Нетрудно видеть, что из последовательности (3.18) можно выбрать подпоследовательность fn„(x) такую, что шах|/(х) - /Пи(т)| < 2~2к, 

х£Е
к = 1,2,.... Отсюда и из (3.22), (3.23) получаем



Об ортогональных рядах ... 17Таким образом, ряд (3.21) универсален в С(£), и, следовательно, квазиунивер- сален в Аналогично можно доказать, что ряд (3.21) квазиуниверсален в £Л[0,1] для всех р > 2. Теорема 2 доказана.Доказательство Теоремы 3. Доказательство следует из доказательства Теоремы 1, используя Лемму 2 вместо Леммы 1.
Abstract. The paper proves that for any complete orthonormal system {(^„(x)}^..
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АДДИТИВНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ КОСОЭРМИТОВОГО ЛИНЕЙНОГО ПУЧКА 

ОПЕРАТОРОВ

В. Л. Даллакян, А. Г. Руткас
Институт Информатики и Задач Автоматизации НАН Армении, 

Харьковский государственный университет 
e-mail : rut@nikon.kharkov.ua

Резюме. Установлено соответствие между приводящими подпространствами 
косоэрмитового линейного пучка и аддитивным разложением характеристичес
кой функции этого пучка.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Как доказано в [1], класс функций, позитивных и аналитических в открытой пра
вой полуплоскости, совпадает с классом характеристических функций косоэрми
товых линейных пучков операторов, действующих в гильбертовом пространстве. 
Таким пучкам операторов ставятся в соответствие операторные Е-узлы, вводят
ся понятия эквивалентности для пучков и операторных узлов, и рассматривают
ся преобразования, не выводящие операторные узлы из класса эквивалентности. 
Существование взаимно однозначного соответствия между инвариантными па- 
рами подпространств некосоэрмитового пучка АА + В и мультипликативными 
представлениями характеристических функций «(А) П-узлов установлено в [2], 
[3]. Мультипликативным разложениям сжимающих функций или ./-сжимающих 
матриц-функций посвящены также работы [4] - [6].

Наряду с функциями рассеяния и передачи, аналитическая теория цепей изучает 
функции сопротивления (импеданс), проводимости (адмиттанс) [7] ֊ [9] и гиб
ридного отображения, которые обладают свойством позитивности, т.е. являются 
неванлинновскими в правой полуплоскости.

В настоящей статье доказано, что имеется соответствие между парами приво- 
дящих подпространств косоэрмитового пучка и аддитивными разложениями как 
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характеристической функции z(A) этого пучка и соответствующего ему опера
торного Е-узла, так и связанной с ним импедансной системы.

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть X, Y, £ - гильбертовы пространства с индефинитными метриками jx, jy, 
Je, соответственно. Для х е Х,у EY, е е £ положим [х,х] = (jxx,x), [у,у] = 

Ьу!/,!/)» [е,е] = (Jre.e) (пространства М. Г. Крейна). Пусть Рх = ХфХф£

Грама

О 
jx

О

-Jx 
О 
о

О 
О 
Je

Гильбертово пространство Ру = У фУ ф£ определяется аналогично. Рассмотрим 
ортогональные проекторы, действующие в пространствах Рх и Ру :

Рх-.Рх^>ХфХ, Qx-Рх Py.Py^Y®Y, Qy-Py^C.

Определение 2.1. Оператор 

А 
С 
М

В 
D 
N

V = R
К

: Рх •—> Ру

с ограниченными блоками называется операторным узлом, а оператор-функция 
комплексной переменной А и)(У,Х) = К - (ХМ 4- 1Ч)(ХА 4- В)՜1 В называется 
характеристической функцией операторного пучка ХА + В и узла V.

Характеристическая функция ш(У, А) рассматривается на множестве

{А : А не является собственным значением пучка А А 4- В} Г)

П {А : функция Г(А) = (АА 4- В)՜1 Ь голоморфна} П

П {А : функции (цА* 4- В4 )֊1М+ и (рА+ 4- В՜*՜)՜1 1У+ голоморфны в /х = А}.

Характеристическая функция и)(У, А) операторного узла У голоморфна в области 
регулярности р — р(А,В) операторного пучка ХА 4- В. Пусть П_ = левая полу
плоскость ( Де А < 0), а П + = правая полуплоскость ( Де А > 0). Предположим, 
что пучок ХА 4- В имеет хотя бы одну регулярную точку в П_ и хотя бы одну в
П+ (см. (I), (2)).
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Будем говорить, что линейная система Фу = {(/,т,д)} с входом / € £, с выходом 
</ € £ и внутренним состоянием х € X связана с операторным узлом V, если 
векторы её состояния определяются посредством уравнений

(XA + B)x = Lf, g = К f — (ХМ + N)x. (2.1)

Определение 2.2. [2]. Операторный узел V : Ух 1—* У y называется П-узлом, 
если он (Jx ,J} )-унитарен : VV+ = I, V+V = /, (р+ = JXV*JY).

Определение 2.3. [1]. Операторный узел V : Ух 1—* У y называется Е-узлом, 

если относительно индефинитных метрик J 4 hJ՝' выполняются соотношения

VQy + QxV+ = VPXV+ - PY, V+Qx + QyV = V+PYV - Px. (2.2)

В терминах блоков соотношения (2.2) эквивалентны следующим :

1) AD* + ВС+ = Z,

2) АВ+ 4- ВА+ = О,

3) CD+ 4- DC+ = О,

4) MD+ + /VC+ = -Я+,

5) МВ+ + NA+ = -L+,

6) О+ + NM+ = -(К 4- К+),

7) D+A + B+C = I,

8) С+А 4- А+С = О,

9) D+В + В+D = О,

10) D+L + B+R= -N+,

11) c+l + a+r = -M+,

12) R+L + L+R = -(K + K+).

(2.3)

Линейная система Фу = {(/,$,<?)}» связанная с операторным Е-узлом V, обла
дает передаточным отображением г(А) = ш(У, А), имеющим физический смысл 
импеданса, адмиттанса или гибридной матрицы электрического многополюсни
ка [10], и называется импедансной системой. Операторные (матричные) ко
эффициенты уравнений (2.1), описывающих физическую систему на графе, явно 
выражаются через топологические характеристики этой системы (см. [10], [11]). 
Взаимная связь между П-уэлами, Е֊узлами и соответствующими системами рас

смотрена в работе [1].

Теорема 2.1. [1]. В дефинитном случае ^х — I, iY — Р — I) характерис
тическая функция г(А) Е-узла V позитивна всюду в П+ и негативна всюду в 
П_ :

{
>0, Re А > 0,
= 0, Re А = 0,
<0, Re А < 0.
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В [1] рассмотрены преобразования над пучками и над Е-узлами, которые не меня
ют характеристическую функцию г (А) и соответствующие свойства импедансной 
системы.

Определение 2.4. Пучки АА + В, АА1 + 1Д : X »—> У называются унитарно 
эквивалентными, если существуют ограниченно обратимый оператор С) : У >—> 
У и унитарный оператор и : X »—> X такие, что при любом А имеет место
равенство

ХА1+В1 = СДХА + В)В*. (2-4)

Определение 2.5. Операторные Е-узлы V, Ц : 1—> ?у называются унитар
но эквивалентными, если их (системные) блоки связаны соотношениями

А1 = (?АВ', 
ьд = мв\

Вх = С}ВВ\ Ь, = С)Ь, 
ГД=ХВ', Кг=К,

(2.5)

где О : У ।—> У - ограниченно обратимый оператор, а В : X »—> X - унитарный 
оператор.

Определение 2.6. Операторные Е-узлы V : Лх •—> Ту и V] : 7\։ •—> Уу, 
с одинаковыми внешними подпространствами 8 называются эквивалентными, 
если их характеристические функции совпадают :

ш(КА) = ш(Ц,Л), X € р(А,В) = р(А,,В,).

Определение 2.7. Операторный Е-узел V называется нормированным в точке 
I/, если еМ + ^ = 0.

Определение 2.8. Представление оператор-функции г(А) в виде характеристи
ческой функции операторного узла V

г(А) = К - (АМ 4- 7У)(АА + В)-1£, Яе X > 0 (2.6)

называется реализацией функции г (А) в правой полуплоскости, а представление 
функции 0(() в виде

в(О = 5 + <С(/- СТ)՜1 Г, |<| < 1 (2.7)
называется реализацией в единичном круге.

Пусть и € П+ П р(А,В) - фиксированная точка. Применяя преобразование 
А — и

С = т—=. в [1] доказано, что существует преобразование х Е-узла V в блочный
оператор V : X ф 8 
реализации функции

X ф 8, блоки которого являются коэффициентами

*(<) = г

в единичном круге. Это преобразование задаётся формулой

Т Г] Г-(рА + В)-1(17Л֊В) <7(рА4֊В)-1£՜
У = *(Ю =

֊оЬДуА* - а*)՜1
(2.8)
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Теорема 2.2 [1]. Блоки оператора V — х(Ю 12-узла V связаны соотношениями

ТТ* = 1, Т*Т = Г, ТС = Б, Т*Б = С*, ССГ = ГТ = $ + $’. (2.9)

Обратно, пусть коэффициенты реализации в единичном круге некоторой функции 
образуют блочный оператор

(210)

и удовлетворяют соотношениям (2.9). Тогда для у € П+ 
у операторный Е-узел V = 7г(У) : 

нормированный в точке

где уА + В = I задаёт реализацию в правой полуплоскости для функции

г(А) =0

Определение 2.9. Операторный 12-узел V называется простым, если линейная
ОО

оболочка Хо = (ТпБЕ), где Т =—(уА +В)՜1 (уА - В) и Б = <т(уА +В)՜1 Ь,
п= —ОО

совпадает с основным внутренним пространством 12-узла : Хо = X.

Лемма 2.1 [1]. Операторы всякого косоэрмитов ого пучка ХА + В : X ।—> У 
допускают включение в некоторый простой нормированный 12-узел.

Теорема 2.3 [1]. Пусть характеристические функции

х(А) =ш(У, А) = К ֊ (ХМ + ЛГ)(АЛ + 
г,(А) =ш(Ц,А) = К, - (ХМ, +М)(А4, + В,)՜1!,,

косоэрмитовых пучков ХА + В и АЛ1 4- В\ : 2Бх 1—► построены по простым
12-узлам V и Ц. Если ?(А) = г^А) ( Бе А > 0), то пучки унитарно эквивалентны. 
Более того, если 12-узлы V и Ц нормированы, то эти узлы также унитарно 
эквивалентны.

Введённое отношение эквивалентности операторных Е-узлов разбивает множес
тво всех Е-узлов на классы эквивалентности. В работе [1] представлены преоб
разования групп эквивалентности, не выводящие операторные Е-узлы из своих 
классов эквивалентности.
Преобразование (тг о х)> определяемое формулой

А
(7Г о у)Т = (7Г о х)

в ь
О R

к
С 
м

(2.12)
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г А 
vA+B 

t^A + B 
vA+Ь
-L’

• vA*—B"

vA + B 
L 

vA+B 
K-(vM+N) L 

i/A+B

L

преобразует операторный Е-узел в эквивалентный Е-узел (я о у)У, нормирован
ный в точке и € П+.
Преобразование эквивалентности [</>], где : У 1—* £> определяется формулой

(213)

Для любого ограниченного обратимого оператора (} : У ।—> У и унитарного 
оператора и : X ►—> X преобразование {(?. и], определяемое формулой

{Q, U}V = (Q ф Q’՜1 ф I£)V(U Ф U Ф ), (214)

является преобразованием унитарной эквивалентности.
В работе [10] приводятся аналитические представления (2.6) в форме реализации 
на плоскости для гибридных операторов (матриц) линейных структур на графах.
В работе [7] изучаются дробно-линейные представления таких матриц-функций 
и вопросы их реализаций. Аддитивные реализации рациональных вещественных 
симметрических матриц функций исследуются в [8], [9] и [12].

§3 . ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И РАЗЛОЖЕНИЯ
Представление системы в виде каскадного [4], [5] или гибридного (параллельно
последовательного) [8], [9] соединения более простых систем, отвечает множи
телям или слагаемым соответствующего мультипликативного или аддитивного 
разложения проходной или импедансной системы.
Пусть Фп = {(/п։,Уп)}» п = 1, ...,Л7 - импедансные системы с одинаковыми 
внешними подпространствами £\ = £, и пусть Уп : Хп Ф Хп ф£ ►—> У„ Ф Кп ф£ 
- операторные Е-узлы такие, что

п(ААП + Вп)х дп — Knfn + Nn)xn. (3.1)

N
Определение 3.1. Сумма (или аддитивное соединение) Ф = £2 Ф,, определяет- 

и=1
с я следующим образом :

(3.2)
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При равенстве входов /п всех систем Фл, входом f суммарной системы Ф счи
тается тот же вектор f = /п, а выход g определяется как обычная сумма со
ответствующих выходов дп в пространстве £. Внутренним состоянием х для Ф 
считается ортогональная сумма внутренних состояний хп слагаемых Фп.
Пространство X внутренних состояний системы Ф и пространство Y определя
ются формулами

N
х = 52 ФХп, Y = ©Гп. (3.3)

п=1 п=1

Индефинитные метрики в пространствах X и Y определяются прямыми суммами 
метрик в Хп и Yn, соответственно :

N N
[х,х] = Jx = J2©JXr։, = (jyy.y), Уу = ^ф7уп. (3.4)

n=l n=l

Рассмотрим ортопроекторы Pn : X ।—> Xn и Qn : Y ■—> Yn. Суммируя уравнения 
(3.1) и используя определение внутренних состояний суммарной системы Ф = 
{(/> х, у)}, получим

(АЛ + B)x = Lf, д = Kf- (ХМ + ЛГ)х,

где операторные коэффициенты выражаются через S-узлы Уп следующим
зом :

(3-5)

бра-

(3.6)

М = £ М„Р„ = [Л/։ • ■ ■ М„]. = = к =
п=1 п=1 п=1

(3-7)
По аналогии с (3.6) определим через блоки средних узлов Уп операторы С, В 6 
[Х,У] и Л € [£,У] :

N 
С — ФСП, 

п=1
(3.8)

Определение 3.2. Построенный по правилам (3.6) - (3.8) оператор 

В L
D R
N К

А
С 
М

называется полупрямой суммой L-узлов Vzn
N

v = Ё 

п=1

и обозначается символом

(3.9)

Операторные узлы Уп называются проекциями оператора 1 на приводящие пары 
подпространств (, Уп) •
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Так как операторы Уп являются Е-узлами, то проверив выполнение соотноше
ний (2 3), убеждаемся, что оператор V является Е-узлом. Заметим, что пары 
подпространств (Х„,Уп), вместе с основным пучком АА 4- В, редуцируют вспо
могательный пучок АС 4- В следующим образом :

Qn(AA 4- В) = (АА 4- В)Рп, Qn(XC + В) = (АС 4- В)Рп. (3.10)

Таким образом, имеем следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть операторные Е-узлы Vn соответствуют системе Фп. Тогда 
N ~ ' N

операторный Е-узел V = £ 4-Ц» соответствует суммарной системе Ф = ^2 Фп. 
п=1 л=1

Теорема 3.2. Пусть пары подпространств (Xn,Yn), n = 1,...,N приводят как

основной пучок АА 4- В : X •—> Y некоторого Е-узла V = £ +Vn, так и 
п=1

индефинитные метрики jx и }y пространств X и Y так, что выполняются 
соотношения (3.3) и (3.4). Тогда система Ф, связанная с узлом V, разлагается 
в сумму систем Фп с внутренними пространствами Xn, Yn, а передаточная 
функция z(A) системы Ф разлагается в сумму передаточных функций zn(A) 
систем Фп :

N \
2(Л) = £ ։„(А), Хер(А,В). (3.11)

п=1

Доказательство. Пусть заданы Е-узел V с внутренними пространствами X, 
У и связанная с ним система Ф = {(/, х,<?)}. Пусть пары подпространств 
(Хп, Уп) из разложений (3.3) приводят основной пучок АА 4- В. Тогда выполнено 
первое соотношение из (3.10), а второе может и не выполняться. Следовательно, 
представление Е-узла V в виде суммы (3.9) некоторых узлов-проекций Уп, 
вообще говоря, невозможно. Однако, мы можем заменить блок-строку [С, С, Я] • 
на другую [С, О. R] так, чтобы выполнялось и второе соотношение в (3.10), а 
оператор

Г А
V = С В R

М N К
(3.12)

был бы Е-узлом. При этом, не меняется ни характеристическая функция, ни 
связанная с ним импедансная система. В качестве блок-строки можно взять

(С Ь Я] = [д'дВ д*дА д*д(֊АМ+ - ВЛГ+)], (3.13)

где д = (1/А4-В)՜1, В = *^-А + В, А = 1/йА — *^В, ар- регулярная точка пучка 
Нетрудно проверить, что блоки оператора V удовлетворяют условию

(2.3). Теперь искомые проекции Ц, Е-узла оператора V на приводящие пары
подпространств (Хп,Тп) находятся согласно Определению 3.2 :

An = QnAPn, B„ = QnBPn, Ln = QnL, Cn = QnCPn, 
Bn = QnBPn, Rn = QnR, Mn = MPn, Nn=NPn.



Аддитивное разложение характеристической функции ... 27

Отметим, что последний угловой блок Кп : £ ।—> £ проекции Уп определяется 
неоднозначно, так как соотношениями

Кп + = -Мп^ ֊ Ыпм+ = ֊ £ + Лп

однозначно определяется лишь вещественная часть Яе Кп = |(Я + К+), а 
мнимая часть оператора Лп может иметь любое значение 1т Кп = — 7С+),

удовлетворяющее условию суммирования 1т К = £ Ьп Кп. Это обеспечивает 
п=1

выполнение последнего условия в (3.7) для искомых операторов 'Кп = Яе Кп + 
։ 1т Кп.
Наконец, легко проверить, что блоки операторов Уп удовлетворяют условиям 
(2.3), и поэтому Е-узел оператора У разлагается в сумму Е-узлов оператора Уп. 
Системы-проекции Фп = {(/„, хп, $/п)}, п = 1,ЛГ определяются однозначно по 
проекциям узлов У„ уравнениями (3.1), где /п = /. По построению, характе
ристическая функция г(А) Е-узла У равна сумме характеристических функций 
Е-узлов Уп всюду в области регулярности пучка ХА 4֊ В. Теорема 3.2 доказана.

Замечание. Легко видеть, что Е-узел У, определённый по (3.12), со средней 
строкой (3.13) получается применением к исходному Е-узлу У преобразований 
Х,7Г, {<?,/} и [<р], определённых по (2.8), (2.11), (214) и (2.13), соответственно, 
причём = нА + В, (р = (нМ 4֊ Х)(нА 4֊ В)՜1, V = [7] о {(}, 7} о (тг о х)У. Так 
как каждое из этих трёх преобразований в скобках не выводит Е-узел из класса 
эквивалентности, то оператор У является Е-узлом.

Далее в работе рассматриваются лишь дефинитные Е-узлы (} = 7, 3 = 7). Узел 
У называется одномерным (конечномерным), если с/»т X = 1 ((Нт X = п < 
оо). Отметим, что всегда (Нт у — (Нт X, так как мы рассматриваем лишь 
регулярные пучки ХА 4֊ В (т.е. пучки, у которых есть регулярные точки).
Характеристическая функция х(А) конечномерного Е-узла У является рациональ
ной матрицей-функцией, позитивной в правой полуплоскости : х(А) 4֊ г*(А) > О, 
Яе А > О (Теорема 2.1). В силу Теоремы 3.2, разложение функции г (А) в сумму 
простейших позитивных дробей связано с разложением Е-узла в сумму одномер
ных узлов Уп.
Пусть н € П+ - некоторая регулярная точка косоэрмитового пучка АЛ 4- В. 
Покажем, что хо является собственным вектором косоэрмитового пучка ХА 4- В 
тогда и только тогда, когда хо является собственным вектором оператора Т — 
-(нА 4- В)՜1(нА - В). Действительно, пусть Ао - собственное значение, а х0 - 
соответствующий собственный вектор, т.е. АоЛ 4֊ Вхо = 0. Очевидно, что имеем 
(нА 4- В)хо = (н - Ао)Лто и выполняются равенства

Ахо = ——-— (нА 4- В)хо, Вхо —------т~(уА + В)хо-
н - Ао - Ао

Отсюда вытекает, что хо 

собственному значению £о = 

мнимым числом, Ао = »То.

- собственный вектор оператора Т, отвечающий 
^° + —. Кроме того, так как |£0| = 1, то Ао является 
Ао - н
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Обратно, если £0 собственное значение, и 1о - соответствующий собственный 
вектор оператора Т, то имеет место равенство —(РА — В)хо = (нА 4- В)^о^о-
Отсюда следует, что

Следовательно, число Ао = —----- — является собственным значением, а х0 -
<° - 1

соответствующим собственным вектором пучка ХА + В.
Заметим, что косоэрмитовый пучок А А + В не имеет присоединённых векто
ров, а собственные векторы, отвечающие различным собственным значениям, 
ортогональны. Говоря о полноте, мы учитываем и собственные векторы Хоо, от
вечающие бесконечно удалённой точке А = оо, аннулируемые оператором

Теорема 3.3. Для того, чтобы косоэрмитовый пучок АА -1֊ В : X •—> X обладал 
бы полной системой собственных векторов, необходимо и достаточно, чтобы его 
характеристическая функция г(А), построенная по простому Е-узлу, допускала 
разложение в сумму простейших позитивных дробей гп(А) :

(3.14)
Re А > 0, где N = dim X < оо, v ֊ регулярная точка пучка АА + В, Re и > О,

Вп = В*, Лп > 0, rang Лп = 1, а сходимость понимается по норме в пространстве

Равносильным условием является разложимость Е-узла V = (я о в сумму 
- N ~
V = £ +К» одномерных Е-узлов Vn. 

п=1
Доказательство. Необходимость. Согласно Лемме 2.1, операторы косоэрмито- 
вого пучка АА 4- В : X •—> X допускают включение в простой Е-узел V. Е-узел 
V՜ = (л՜ ° X)V, пронормированный относительно точки и, имеет вид (2.12). Его 
основные операторы А = (иА + В)՜1 А и В = (^А + В)՜'В порождают пучок 
АА + В, отличающийся от исходного пучка АА + В обратимым левым множите
лем. Поэтому оба пучка имеют общую систему собственных векторов. Допустим, 
что эта система полна в X. Тогда можно выбрать полную ортонормированную 
систему собственных векторов {^п}п=1 ֊ отвечающих собственным значениям Ап 
пучка АА + В.
Введём одномерные линейные оболочки = span{hn} и ортопроекторы Рп : 
X ।—> Хп. По построению, включая Ап = оо, имеем

1
р Ап

Ahn = («/А + B)-JA/in = ։ Bh„ = (u4 + BY'Bh,, = — 
P — A,|
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СЛ„ = М + В)֊1 Р—^А + в} н„ = Р֊^-хЛ
X2 / \ 2 / " Ап

— 1 / I/ — у \ / // — 17 \Р/1П = (М 4- В) шА------—В Лп = ( ш7 4֊ —֊—Ап I ------—Ьп.
\ 2 / к 2 / ь* - Ал

Следовательно, все ортопроекторы Рп перестановочны с операторами А, В, С, 
Ь, и подпространства Хп приводят пучки АА 4- В и АС 4- Ь. С учётом полноты, 

А’
ортогональное разложение X = фХл обладает всеми свойствами разложения 

п=1
(3 .3). По Теореме 3.2, проекции на пространства Хп оказываются одномерными 
Е-узлами Уп такими, что

N к
г(А) = Ш(К А) = £ ш(У„, А). 

п=1
(315)

Пучок АЛП 4- Вп имеет единственную точку спектра - собственное значение Ал, 
а операторы Ап, Вп являются скалярными в Хл :

(3.16)

Блоки Ьп и Ял являются вектор-строками, а Мп и Агп - вектор-столбцами. Из 
условия косоэрмитовости пучка АЛП 4- Вп следует, что собственное значение 
Ап является мнимым числом : Ап = —Ап. В силу нормированное™ Е-узла Уп 
в точке V и соотношений 4) и 5) из системы (2.3) выполняются соотношения

Мп = ֊&£*, где £п = Кп| = 1 и Я„ = Из равенства
АГ| *

12) из (2.3) получаем равенство Ь*пЬп = ^р=(Яп + ^п)- Из простоты узла 
V (эквивалентно, из простоты узла У) следует, что Ьп 0 при любом п. 
Действительно, предположим, что Ьп = 0, т.е. РпЬп — 0- Оператор

Т = -(нА 4֊ В)~1(йА - В) = -М 4- ВГ1(»А - В)

приводится подпространством Хп. Поэтому при всяком к имеем равенства

РпТкР = ТкРп(иА 4- В)~1Ьа = ТкРп1 = 0.

Но тогда РпХ0 = 0, где Хо = \/(ТкГе), е € £, что противоречит соотношению 

к՝1
РпХо = Хп, вытекающему из определения простоты Е-узла 1 (А<> = X).
Таким образом, одномерные Е-узлы Уп из разложения (3.15) имеют вид

(3.17)
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г„1,п =-^(К„ + к;,) * 0- Х„ = <т„ =-Х„ / оо, 
Хп - V I/ + I/

ч
а соответствующие характеристические функции гп(Х) = ш(Уп,А) имеют вил 
слагаемых в сумме (3.14), где обозначено

Вп — Ini Kfii -^n — rung An !• (3.18)

Вид одномерного Е-узла (3.17) и вид его характеристической функции из (3.14) 
являются универсальными для всех собственных значений Ап = пучка АА + В, 
включая А,, = оо.
Достаточность. Пусть функция z(A), представимая суммой (3.14), является ха
рактеристической функцией косоэрмитового пучка ХА + В, построенного по прос
тому Е-узлу У. По каждой дроби zn(А) построим реализующий её одномерный 
Е-узел из (3.17) Уп : Хп ф Хп ф 8 ►—> Хп Ф Хп Ф 8, где каждое Хп является копи
ей одномерного комплексного пространства С1. С учётом (3.18), вектор-строка 
Ln = (/3J,/?J,...) и матрица Кп размерности dim 8 имеют вид

= (A)ro>, Кп = = гВп 4- А,,. (3.19)

Ясно, что строка Ьп определяется не единственным образом. Гильбертово про- 

странство X = 52 фХп при = оо является комплексным пространством /г- 
п=1

Построим узел Уп : Хп Ф ф£ »—► Хп ФХП ф£ как сумму узлов Уп вида (3.15).
Ограниченность диагональных матричных операторов А, В : Хп 1—> Хп

Хп — 1Тп (3.20)

следует из ограниченности последовательностей диагональных элементов. Блок

К определяется как сумма ряда К = 52 Кп — сходящегося по условию 
п=1

А'
(3.14) в равномерной операторной топологии. Оператор В = 52 ограничен, 

п=1
так как для вектора е = € £ С /2 справедливы равенства

N N N

= j= (-Д€,е) < ||-А|| * 11^’11 •
ш=1

Здесь учтено, что А = Ап = Ке К € [£] и ряды ЛП|; = 52 (Лп)ш^ сходятся. 
п=1 п=1

~ 1 - л'
Аналогично проверяется ограниченность оператора М* = — = — 52 Ф£пЬп-

п=1

По построению пучок ХА + В имеет полную в X систему {Лг»}г։=1 собственных 
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векторов, равных ортам подпространств Х„. Однако, не известно является ли 
Е-узел Уп простым.
Выполнив преобразование х (2-8) над Е-узлом Уп получаем

*(V) = V =

где
Т=-(^А + В)-'(РА-В), F=^^^A + B)-՝L. 

£

Унитарный оператор Т имеет ту же систему собственных векторов
ОО ”

полных в X и приводит подпространство Хо = \/ (TnF£). Поэтому, в соот-
п=-оо

ветствии с ортогональным разложением, имеем Т = То + 7\. Индуцированный 
оператор То обладает полной в Хо системой собственных векторов. Кроме того, 
операторы Е и О имеют блочную структуру :

G = [Go 0]:Xo®Xi—►£.

Поэтому блоки оператора

Vo = То 
Go

Fo 
S : Ао Ф £ 1—► Xo Ф £

удовлетворяют (вместе с блоками оператора V) соотношениям (2.9). Используя 
преобразование тг (2.11), заключаем, что блочный оператор 1о = тг(Ро) : Хо Ф 
Хо ф £ ।—> Хо Ф Хо Ф £ является простым Е-узлом.
Ясно, что характеристические функции £-узлов I и V совпадают : и»(1^ ,А) = 
ы(У, А). Так как собственные векторы оператора То и пучка АДо + Во : Хо >—> Хо 
совпадают, то пучок имеет полную систему собственных векторов в простран
стве Хо.
Возвращаясь к исходному Е-узлу V и пучку АД + В : X ।—> А заметим, что так 
как ю(У,А) = ги(У, А) = г(А), то по Теореме 2.3 из равенства ш(У, А) = и>(Ц), А) 
для простых Е-узлов V и вытекает унитарная эквивалентность пучков АД + В 
и А До 4- Во- Следовательно, пучок АД + В также обладает системой собственных 
векторов, полной в X. Теорема 3.3 доказана.

Abstract. A correspondence between the reduction subspaces of the skew-Hermitian 
linear operator pencil and the additive decomposition of the characteristic function 
of this pencil is established.
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ФОРМАЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ : 
ОЦЕНКИ РОСТА ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЙ

В. Н. Маргарян

Бюраканская астрофизическая обсерватория, Бюракан, Армения

Резюме. В статье найдены достаточные условия, при которых решения фор
мально гипоэллиптических уравнений принадлежат мультианизотропным клас
сам Жевре.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Через Ш." обозначим п-мерное евклидово пространство, 72^ - п-мерное множес
тво мультииндексов а = (а1։ ...,ап) с неотрицательными целыми компонентами, 
и

С" = ПГ х Ж", ГО." = {£ = (6. •••.€») е R" : С > 0, ; = 1,...,п}.

Для ц € и € Ш." и а е 2+ положим

4° = signf = (signf։,...,signf„),

՝ / " \1/2 
иен = Ld

V=i /

П(п) = {р е : р 0, р # V, либо р} = V; либо р} = 0, 1 < ; < п},

т.е. П(ц) - множество проекций точки и на координатные гиперплоскости. Далее 
д . д .

Ба = где либо = — либо 7 — 1,—.«•

Пусть Р(£) - ненулевой многочлен. Известно (см., например, [2]), что поведение
решений уравнения Р(Б)и = 0 зависит от поведения на бесконечности функции

/(о = 52 |р»(е//’«)11/|°|. р(с + о- 
а#0

Работа поддержана грантом INTAS 99-01080
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Если /(£) -֊> 0 при £ —> оо, то скорость убывания определяет некоторый класс
Жевре, которому принадлежат решения уравнения Р(О)и = 0. Аналогичные

ч

результаты имеют место для дифференциальных операторов с переменными 
коэффициентами, близких к операторам с постоянными коэффициентами.
Некоторые условия, при которых решения уравнения Р(х, D)U = 0 принадле
жат классам Жевре были получены И. Г. Петровским [1], Л. Хермандером [2], 
Ф. Тревом [3], В. И. Буренковым [4], М. Ду рантом [5], Л. Родино [6]. Поведение 
решений гипоэллиптических уравнений рассматривалось в работах [7] - [9]. Г. 
О. Акопян и В. Н. Маргарян [9] определили мультианизотропные классы Жевре 
и доказали, что при некоторых условиях все решения уравнения Р(т, Р)[7 = 0
принадлежат некоторому мультианизотропному классу Жевре, который опреде
ляется оператором Р(т, Р).
В настоящей статье аналогичный результат доказан для ЗШрмально гипоэллип
тических уравнений.

Определение 1. Ограниченное множество А С называется многогран
ником, если существуют натуральное число г, векторы {А;}[ С П<" и неотри
цательные числа {р7}! такие, что А = {ц € : (ц.А7) < 1 < j < г}.
Многогранник называется вполне правильным, если {А-,}[ С Ш." ПП^', где 
П^ = {€€1Яп:6,..-.^=0).
Для многогранника А, через А0 обозначим множество его вершин, А(£) = {ц : 

А} для £ > 0, А(0) = {0} и А(£) = 0 при £ < 0. Известно, что многогранник 
совпадает с выпуклой оболочкой своих вершин.

Определение 2. Выпуклое множество В С IR^ называется вполне регуляр
ным, если для любого v' € П(и), v € В существует окрестность нуля U в IRn 
такая, что v' + г sign v' € В для всех г € U.
Легко видеть, что многогранник А является вполне регулярным тогда и только 
тогда, когда А является вполне регулярным множеством.

Определение 3 [2]. Многочлен Р с постоянными коэффициентами называется
гипоэллиптическим, если для любого a € 2Z" имеем

|Р°Ю/Р«)| s |р?р«)/р«)| ֊► О, О/о, Р(С#0,

IKII -> оо.
Для многочлена Р с постоянными коэффициентами и для любого £ G IRn
ПОЛОЖИМ

D(P) = KgC": Р(С)=0}, dp(O= inf
<eD(P) Ik֊ <11,
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а также определим регулярное весовое множество гипоэллиптичности
многочлена Р

Мр = <! v € IR” : sup 
еепг-

ieiv
1 + dP((,)

Легко проверить, что для любого многочлена Р множество Мр является вы
пуклым. Известно, что если Р является гипоэллиптическим многочленом, то су
ществует число 6 € (0,1] такое, что {V € : |и| < <5} С Мр.

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Лемма 1. Для любого гипоэллиптического многочлена Р с постоянными коэф
фициентами множество Мр является вполне регулярным.
Доказательство. Достаточно показать, что для любого v' G П(v) и для каждого 
v € Мр существует число <5 > 0 такое, что v' + г sign v' € Мр для всех г Е IR2, 
|г| < <5. Для простоты предположим, что

m

>=i

Покажем, что для любого £ € 1ИП существует функция г?(£) € Ш.п такая, что для
достаточно малых г имеем

|СГ+г ai9n v' < С!к + п(ОГ < с2(</р(€ + т?Ю) +1) < c3(dp(€) +1), (1)

где С1,сг,сз - некоторые постоянные. Для любого £ € ПГ1 рассмотрим функции

ъ(0 = < 1К1Г + 1
[ о

при / О,
ПРИ £> = 0« J = ^ + l» —1
при j = 1,k, j = m + 1,..., n,

где г Е (0,1) некоторое число, для которого

sup 
ceiR"

(l€l + 1)г 
1 + dp(€)

Существование такого числа г следует из гипоэллиптичности многочлена Р. Для 
любого £ € ПГ имеем ||г/(£)|| < (п? - &)(||£|| + 1)г < Х1(^р(£) + 1)> где Х1 > тп ~ 
~ постоянная. По определению <1р(£), при любом <$ € 1Н имеем

^р(€ + п(0) < + 1НО11 < (за + + Ч- №
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Так как V € Мр, в силу неравенства (2) для некоторой постоянной Х2 и любого 
£ 6 ПТ' имеем

Х2|< + пЮГ < + иЮ) + 1 < (Х1 + 2)(<М0 +1). (2')

Для завершения доказательства оценки (1) нам остаётся показать, что для 
любого ( Е К" и для достаточно малого г 6 Ж՞ имеем

14 + ч(4)Г > хз14Г +г •'9՞ •'

где Хз ~ постоянная. Для любого г € Ж" , удовлетворяющего условию

V'! = Г £2 V, # О

и любого ( € Ж" имеем |< 4֊ г?(£)|г > К|У'(|С| + Отсюда,
в силу (2՛) вытекает (1). Этим утверждение Леммы 1 доказано.
Пусть (Р) С Ж" - конечное множество мультииндсксов, а аа(х), а € (Р) - 
бесконечно дифференцируемые функции в некоторой области И С Жп. Положим

р<1-4)= 52 °«(1)4<։. Р(։.О)= 52 ао(1)0°.
а€(Р) о€(Р)

Определение 4. Многочлен Р(х,£) с бесконечно дифференцируемыми коэффи
циентами называется формально гипоэллиптическим в П, если

а) Р(х,£) имеет постоянную силу в П (см. [2], Определение 7.1.1),
Ь) Р(х,£) гипоэллиптичен в некоторой точке х° 6 П.

Дифференциальный оператор Р(х, О) с формально гипоэллиптическим символом 
называется формально гипоэллиптическим.

Согласно [2], Лемма 7.1.1, если многочлен Р(х,£) формально гипоэллиптический 
в области П, то для любого х° € Я имеем представление

г(г°)
Р(х,0 = Р(ХО,О + £ а)(х1>,х)РМ. (3)

где г(т°) - натуральное число, Р(х°,4) - гипоэллиптический многочлен, а много
члены } = 1, ...,г(т°) слабее Р(®°, 4) (см. [2], Определение 3.2.1). Легко видеть, 
что для формально гипоэллиптического многочлена Р(х,£) множество Мр(г ( не 
зависит от х € Я.
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Пусть А С IR” - вполне регулярный многогранник, и пусть {A;}j С IR", 
min А, = 1, ] = 1> •••> к ֊ внешние нормали (п— 1)-мерных некоординатных граней I
А. Будем рассматривать многогранники, удовлетворяющие условию

1 > 0, = sup(v,AJ), j = 
v€A

Обозначим n
ы«) = £ Пп + Ф1'"'2- tе и*" 

v€A°j=l
Легко проверить, что для любого <5 > 0 существует постоянная с(6) > 0 такая.
что при всех € Ш.” имеем

п

\hAtf) ֊ hA(Tj)\ < 6hAtf) + с(6)
mzxpi/X]

(4)

Предложение 1. Пусть А С Ш.՞ - вполне регулярный многогранник, и СС Q С
7 € СЭС(П) и Р - многочлен с постоянными коэффициентами. Для любого

с > 0 существует постоянная *(с) = > 0 такая, что

||^F(7P(DM||I։ < fsuplil + e) ||AxF(P(D)(P)||I,։ + x(e)||F(F(D)v)||t։, (5) 
\ u> /

где F(V) - преобразование Фурье функции V и у? 6 Cq°(w).

Доказательство. В силу равенства Парсеваля и неравенства треугольника, для 
любого €Cq°(uj) имеем 

||ЛЛГ(7Р(ОМ||1.։ = ||Лл(Г(7^) X F(P(D)v>))||t։ < IIFfrVO х ft4F(P)(DM|£,+

/(Ы4) ֊ ЫчЯЛгЖС ֊ r))F(P(DMM dr) 

= ||F(70F-1(A4F(P(D)V>))1||i,։ +

I(Лл(е) ֊ A4(4))FW)(f ֊ r))F(P(DMM dr)

(6)

где ф € Cg°(ur), ф = 1 на supp <р. В силу неравенства Юнга, для любого <5 > О 

существует постоянная ci(<5) > 0 такая, что

1^А^)-НА(т]))Р(уФ)^-т))Г(Р(РШт1)(1т] <

<^11^(7^)112,. x||hAF(PV7)||£a+ci(<5)||(||dl + l)F(7^)|Ll х ||F(P(D)^)||i։. (7)

Из неравенства (6) в силу (7) получаем утверждение Предложения 1.
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Замечание 1. Иногда вместо оценки (5) будем пользоваться следующей более 
слабой версией оценки (5) :

||ЛЛГ(7Р(ОМ||1։ < с||ЛлР(Р(О)(р)||1„ <р £С0“(<д), (8)

где с - постоянная.

Замечание 2. В условиях Предложения 1, Лд(£) -> оо при ||£|| -> оо. Следова
тельно, в силу (5), для любого е > 0 существует постоянная с(е) = с(е, у, Л) > О 
такая, что для € Сд°(си) имеем

||ЛлР(7Р(ОМ||Г։ < (дирМ + й ||ЛЛР(Р(£>)М>)||1,։ +Ф)||Р(¥>)||£։.
X и /

Лемма 2. Пусть А С 1Я" ֊ вполне регулярный многогранник и Р(х, О) 
- формально гипоэллиптический оператор в 9 С Ш.п. Для любого х° € 9 
существуют окрестность си С 9 точки х° и постоянная с > 0 такие, что

||ЛлР(Р(1°.Р)¥>)||,,։ <с[||/>лР(Р(1,РМ||Д։ +||Р(<Р)||£,։], ¥>ес?(и,). (9)

Доказательство. В силу (3) оператор Р(х, И) можно представить в виде 
г(х°)

Р(։,Р) = Р(т°,Р) + £ а/^.^РДД), (3’)
>=։

где многочлены Pj слабее чем Р(х°, •) и а;(т°,х) ֊ бесконечно дифференцируемые 
функции, ] = 1,...,г(т°). В силу Замечания 2 для любого £ > 0 существует 
постоянная с(е) > 0 такая, что при всех 6 Со°(си/)։ х° € ш' СС 9

г(։°)
||ЛлГ(Р(т,Р)у>)||Г։ > ||АлР(Р(1о,Р)^)||£։ - £ ||ЛлР(а,(х“,х)Р>(О)<₽)||г։ > 

7=1
г(х°)

>||ЛлР(Р(х°,РМ|к։- 52
7=1

Учитывая, что Р} < Р(х0,-) и а^(х°,х°) = 0 для j = 1,...,г(т°) и используя 
Теорему 3.2.6 из [2], завершаем доказательство.

зир Ы + И Н^(/ЗД||£а ֊ с(£)||^)||Ьа.

Лемма 3. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, а Р гипоэллип
тический многочлен с постоянными коэффициентами. Для любого натурального
тп существует постоянная с > 0 такая, что для любого е 6 (0,1) и Е Сдо(П<г։)
имеем

а#0
(еЛл)тР(Р|“’(Р)9’) (еАл)"’-1Р(Р(а|(О)у>)

Доказательство. Проводится аналогично доказательству Леммы 4.4.1 из [2].
Из Леммы 3 и Теоремы 3.3.2 работы [2], непосредственно вытекает следующее 
утверждение.
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Лемма 4. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, а } =0,1,..., Ас 
- многочлены с постоянными коэффициентами. Предположим, что Ро гипоэл- 
липтичен, а Р}, ] = 0,1,к - слабее чем Ро. Тогда для любого натурального тп 
существует постоянная с > 0 такая, что для каждого е € (0,1) и € Со°(1Яп) 
имеем

>=О а#0

(еАл)’"-1Р^в։(4)Г(»>)

Для области ш СС Ш." и числа <5 > 0 положим = {т € ы : р(х,дх) > <5}, где 
р(-,-) ֊ функция расстояния. Для натурального тп и € € (0,1) положим

= Х^-'/2 * (е/2) п^>(2«/е), / <р(1х = 1, <^€С0-(51),

где - характеристическая функция множествам, и51 = {х€ 1И" : ||т|| < 1}.

Лемма 5. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, и пусть Р(х, И) 
формально гипоэллиптический оператор, представленный в точке € П в виде 
(3). Пусть м СС П - окрестность точки х°, для которой выполняется (9). Тогда 
для любого натурального числа тп существует постоянная с > 0 такая, что для 

каждого е 6 (0,1), I = 1,2,... и и €Со°(П) имеем

7=0 а#0

(£лд)т^(р,(“’(Р)(с/4и,)) ’ < 
У Ьз

< с [||(еЛл)т-1Л(Р(*.О)УШ111,+

2

где к = огс! Р.

Доказательство. По Лемме 4 

2
(ЕЛл)тЛ^О’(0)(^^)) д.

(еЛлг՜1 г(Оот.,)) (10)
а
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где с* > 0 - постоянная. Следовательно, нам требуется оценить только последнее 
слагаемое в правой части неравенства (10). По Лемме 2 имеем

(еЛл)”-։Р(Р1!а>(О)(1/^>,)) ’ <

(И)

где с։ > 0 - некоторая постоянная. Так как

Р^Р«^) = ^.иР(х,Р)У + ^<5оР(’>(։,-0)(^»<֊), 
а#0

где 6а - постоянные, то из оценки (11) с некоторой постоянной С2 > 0 и е С (0,1) 
получаем

\ <С2 ||(£Л4Г-1^/’(х,Р)У)||2 +

(еЛл)т-1Р(Р<«>(х,Р)(Уе1"1р»^.„))
2

£ +комЛИ, (12)

Применив оценку (8) к правой части (12), из (10) - (12) получим утверждение 
Леммы 5.

Следствие 1. В условиях Леммы 5, для любого /3 = Л(тп) П Л(тп) = 
существует постоянная с > 0 такая, что для каждого е € (0,1), I = 1,2, 
и € С°°(П) имеем

||(еЛл)'"Г(£Ыр>?,и,Р(х,О)С/)||2։ + 
|-у|< гпк

(13)

2

^2 (оЛе(| - 1) )
Р,(“’(£>)1/

Доказательство. В силу равенства Парсеваля и из неравенства бгп|£|^
(еЛд)”1 имеем
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г(т°)<С1 22 22 е՜21“1
7=0 а#0

г(х°)
=<=12211Ил)галю^м,л||1։+ 

3=0
(14)

7=0 а#0

(сЛл)тР,(“>«)Р(и^) 2
1 

^2

где С1 > 0 ֊ постоянная. По Лемме 2 и того, что многочлены Р7 слабее Ро, для 
первого слагаемого правой части неравенства (14) имеем

||(£ЛлГР,(<)Г(1М.Л|11։ < с2 ||(еЛл)гаР(х°,«)Р({/^)|| 2

< сз [||(гЛл)“Р(Р(г,О)а^„)||2։ + ||Р(УО||’։], (15)

где С2,сз > 0 - постоянные. Используя Лемму 5 и неравенство ха < хь 4- 1, 
О < а < Ь, х € (0, оо), для второго слагаемого правой части неравенства (14), для 
каждого е € (0,1), I = 1,2,— и и €СОС(П) получаем

г(*°) 222 22 с-21“1 (еЛл)'"Р,1а)(ОР(^._) <
* £ 2
7=0 а^О22 ||(еЛл)”-։Г(£Мр'’<а,Р(։, О)У)|Г£։ + _1т|<п»к (16)

7=0 а^О

Р^а\О)и
2

£2(^(1- 1))

где С4 > 0 - постоянная. Из оценок (14) - (16) вытекает оценка (13). Этим 
завершается доказательство Следствия 1.

Замечание 3. Пусть выполнены условия Следствия 1. Предполагая дополни
тельно, что Л°(тл) С Ж”, и поскольку 7 - 0 6 Л(т - |/3|) при /3,7 € И", 0 < 7> 

7 € Л(тп), из оценки (13) получаем

г(х°)

7=0 а

ОрР^°\О)и
2

£2(^1)
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in
у У е“||Р"Р(х,О)£/|’ , ,+
Z-/ Z—< .11 ' • 1£з(и>։(։_։))
t=0 v€(A(i)/A(»-l)nZZ;)

(17)

г(ж°)
Е Е *-։|в| 

j=0 о#0
P\a\DW

2

1) )

Нам необходим следующий результат из [9].

Предложение 2. Пусть А С 1Л ” - вполне регулярный многогранник, вершины 
которого являются точки с рациональными компонентами. Пусть ш - натураль
ное число такое, что А°(тп) С Тогда существует натуральное число > т 
такое, что для любого ) > ]$ и а € Л(}) С имеет место представление

а = 0 + у, 0 € A(m) С ZZ", 7 G A(j — m) С ZZJ.

Для области Q С IR" и вполне регулярного множества А С IR" положим 
ГЛ(И) = {U GC°°(Q) :

VK СС Q, Зс > 0, sup 
к

ae 4(j)nZZÎ, j = l,2,...

Предложение 3. Для любых f G ГЛ(П) и ш СС П существует постоянная 
с = c(f.ai) такая, что

er sup |DQ/| < cr+lr!j г, ûGX(r), r,j = 1,2,..., ее (0,1). (18)

Доказательство. Так как ы ограничена, то ca£J = 0 для ej > dim ы/2 = a < оо. 
Поэтому достаточно доказать оценку (18) для ej < а. Так как f G ГЛ(П) с 
некоторой постоянной ci = Ci(/,cj) > 0, то имеем

sup|DQ/| < С;+1г!, абЛ(г)сИ;, г =1,2,.... 
и/

Следовательно, для любого j = 1,2,... и е G (0,1)

(£j/a)r sup |£)Q/| < (£j/a)r sup |Z)Q/| < Cj+1r!, a G 4(r) C 2Z՞, r = l,2,... .
a;

Отсюда получаем

er sup |D°/I < cj+1arr!j-r < c^+lP.j~r.
U^c j

Предложение 3 доказано.
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§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для дифференциального оператора Р(х, О) и функции / через 1Ч(Р, обозначим 
множество всех решений уравнения Р(х,В)и = /.

Теорема 1. Пусть И С 1Н.П - область, Р(х, О) - формально гипоэллиптический
оператор в П с аналитическими коэффициентами, и пусть А С Мд - вполне ре
гулярный многогранник, вершинами которого являются точки с рациональными 
компонентами. Тогда 1Ч(Р,/) С ГЛ(П) для любого / Е ГЛ(П).

Доказательство. Так как утверждение Теоремы носит локальный характер, 
то достаточно показать, что для любого х° € П существует окрестность ы С П, 
для которой С Гл(и/). Пусть ш СС П такая окрестность точки х° € П,
для которой выполняется (9). Покажем, что для любого П € ГЦР,/) существует 
постоянная В = Ву такая, что для любого е € (0,1), I = 1,2,... и /3 Е А(1) Г> И” 
имеем

г(х°)
£,+</° 52 52е-|а| 

.1=0 а

ЛСр^ (19)

где (1о = ог(1 Р. В силу Предложения 2 существует натуральное число 7о > т
такое, что для любого 7 >70 и /3 € А (7՜) П И՞ имеет место представление

^ = 7 + и, 7бЛ(т)СЙ'р V е А(; - тп) С И".

Оценку (19) будем доказывать индукцией по 7. Так как оператор Р(х, И) - 
формально гипоэллиптический, то ЩР,/) СС°°(и»). Следовательно, (19) имеет 
место для (3 € А(;о) С И" и некоторой константы В = Ви1]0. Предположим, что 
(19) имеет место для / <7,7 > 7о и докажем, что она остаётся справедливой для 
I = >4֊ 1. Пусть /3 € А(7 +1) \ А(;) - произвольный фиксированный мультииндекс. 
В силу Предложения 2 можно представить /3 в виде (3 = у 4- V, 7 € А(тп) И И+,
V Е А(3 4֊ 1 — тп) П И". Рассмотрим выражение

р/Зрг«»)(Р)бГ£.)+1+</о

Р^Рг<«)(£))(Р1Т/) (20)
Ьз(<*'«о+։))

В силу оценки (17) имеем

г(х°)
£)^РГ(О)(Р)(£>1’[/)

£։(«>«(>+։))
г=0 а
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< с^+1-т^°
>11£ 52 ^11^^.0)0^111,^,+

1=0 г€(Л(»)М(։-1)ра;)
(21)

Рг(а)(Р)Р1’[7

Поскольку V 6 Л(}4-1-т) С 4(}), то в силу предположения индукции с некоторой
постоянной С1 > 0 и В > 1 имеем

г=0 а

Р'‘>|(О)(Р‘’О) (22)

Следовательно, нам остаётся оценить выражение
»1

1=0 и€(А(|)/Л(в-1)па^)

е\\П'Р(х,О)В"и |2

Так как Р(т, О)и = / и £РР(х, = £П+*Р(х, Р)С/ + 2ГР(х, £>)][/, То 
имеем

П1

V < ^+1-™+*, £ £ [|| 2Г+’/||

«=0 ®€(А(|)/А(։-1)ПЕ;)+ 11(0“, О’Р(х, 0)1011^, (23)

В силу Предложения 3, для первого слагаемого правой части неравенства (23)
имеем

т

£ £ е‘||£П+’/||

1=0 и£(А(1)/А(1-1)п2г;)

т

< в 52 △]+1-т+£+1(; + 1 - т + «)’(1/;),+1_т+1 < А?4՜1.,1=о (24)

где С - количество мультииндексов множества Л(тп), Д2 > Дх = Д1(/,о») 
- постоянная. Легко видеть, что члены второго слагаемого правой части (23) 
имеют вид О^а^х°,х)О^-^Р}(О)и, 1 = 1..... г(т°), 0 / р < 7 + V, а
количество мультииндексов ру для которых функция а; дифференцирована к- 
раз, не превосходит числа С* +у| < С^+1, и V 4- 7 - р 6 4() + 1 - т + ։ - к) С Л(». 
Следовательно, в силу Предложения 3 и предположения индукции для В > 2Дз, 
В > 1, где Дз - постоянная, получаем£ж-п.+<(.^ £ ?|||0”,^Р(1,д)]£/||£։|ио)<

։=0 и€(Л(։)/Л(»-1)ПИ^)
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гл

•=0 г€(А(|)/Д(1֊1)ПЖ-) О#м<Э+и

г(1°)

X £ ||(Р-Ч)Р>(Р)о^֊>‘а|| <
г=0

г(х°) т }+1 —т+։< 52 $2 52 △з+1ль_*в>+1“т+<~*+1 <
г=0 а=0 Л=1

т /> + 1 —т+1 \
< Н։0) + 1) £ В>+1-™+‘Д’ £ (Дз/В)‘-։1<

1=0 X *=1 /
т

< 2(г(х°) + 1)Д| 52 В>+1"т+< < 2т(г(х°) + 1)В>+1.
1=0

(25)

Из оценок (20) - (25) для В > 2Дз, В > 1 имеем

< сгВ}+1 + Д^+1 + 2т(г(х°) + 1)^+1.

Предполагая, что В > тах[сх + 1 + 2т(г(х°) 4- 1), Дг.ДзЬ получаем оценку (19) 
для 2 = ^ + 1. Этим завершается доказательство оценки (19).

Пусть Ь С С ш - компакт. Тогда имеем р(Ь,ды) = 6 > 0. Для любого натураль
ного числа ] положим е = дЦ и заметим, что Ь СС Из оценки (19) для
/3 € Л()) С 22" получим

г(х°)
(л/>?+։'° Е Ео/՛”'“’ 

г=0 а

Р^РГ(«)(Р)[/

откуда следует утверждение Теоремы 1.

Предполагая, что < 1, ] = 1, к, можно ослабить условия на коэффициенты

оператора Р(х, В). Справедливо следующее обобщение Теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия Георемы 1, кроме условия на коэф- 
фициенты оператора Р(х, В) = ^2 Са^х^В0. Предположим, что со(х) € Г (П) 

а€(Р)
для любого а € (Р), где

Тогда для любого / € ГЛ (П) необходимо N(P, /) С ГЧ(П).
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Доказательство. Аналогично доказательству Теоремы 1.

Теми же рассуждениями доказываются.следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть оператор P(x,D) удовлетворяет условиям Теоремы 1. Если
В С Ей.” вполне регулярное множество, а А С В Г> Мр ֊ вполне регулярный 
многогранник, удовлетворяющий Теореме 1, то для всех / € ГБ(П) необходимо 
ЛГ(Р,/)СГЛ(П).

Теорема 4. Пусть оператор Р(х, В) и вполне регулярный многогранник А С Мр 
удовлетворяют условиям Теоремы 1 и < > 1 - рациональное число. Тогда для 
любого / € ГЛ<։/‘)(Я) имеем 1ЦР,/) С ГЛ<1/‘>((1).

Abstract. The paper presents sufficient conditions, under which the solutions of 
formally hypoelliptic equations belong to the multi-anisotropic Gevrey classes.
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О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ДИССИПАТИВНОГО 
РАСШИРЕНИЯ В СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 

КАНОНИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

П. Э. Мелик-Адамян
Ереванский государственный университет

Резюме. В статье рассматриваются сжимающие операторные функции 0±(Х), 
аналитические в верхней и нижней полуплоскостях соответственно. Доказывает
ся, что они являются характеристическими функциями минимального, диссипа
тивного и аккумулятивного расширений канонического оператора. Установлена 
равносильность определений характеристической функции диссипативного опе
ратора по Надю-Фояшу и Кужелю.

ВВЕДЕНИЕ
В основном мы следуем обозначениям работы [1]. Пусть Н - гильбертово про
странство, и ['И] - кольцо ограниченных линейных операторов на Н. Рассмот
рим оператор 3 € [И), обладающий свойствами 7* = -7 и 72 = -I. Полагая 
Р± — Т ։7), имеем

7 = ։Р+ - ։Р_, Р±РТ=О.

Предполагается, что размерности собственных подпространств 77+ = Р+Н и 
7/_ = Р-Н оператора 7 одинаковы. Если К € [7/] - произвольный частично
изометрический оператор с начальным и конечным подпространствами 77+ и 77֊ 
соответственно (К* К = Р+, К К* = Р-), то операторы Р±к = | (7 ± К ± №) яв
ляются взаимно дополнительными ортопроекторами такими, что ЗР-к = РкЗ, 
следовательно, подпространства Н±к = Р±кН являются гипермаксимальны
ми —։7-нейтральными подпространствами оператора —М. У нитарный оператор 
ик = -1.(/4-к-К*), и*к = и֊к является оператором перехода от представления 
^7 = 77+ ф77_ к представлению Н = Н-к ®НК- В представлении Н = 77+ ©77- 

операторы В е [И] принимают блочно матричную форму В -
Вц Ви
В21 В22
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частности

Операторы, определённые в гильбертовом пространстве £г(0,6;?/) с помощью 
дифференциальных выражений а[/] = Щ'(г) — У(г)/(г), 0 < г < Ь < оо называ
ются каноническими Мы предполагаем, что операторнозначная функция У (г) 
суммируема, У(г) 6 £1 (0,6; [?/]) и обладает свойствами У (г) = У* (г) = Ут(г) 
(£г = Рассмотрим операторы

с/ = а[/], / е £>(С) = {/ € £2(0,оо;Н), а[/] € £2(0,оо;Н)},

С0/ = а[/], Р(Со) = £>(С)|{/(О)=О},

СК{ = <т[/], Р(Ск) = П(С) | {Р-к/(0) = 0},

С±/= *[/], Р(С±) = Р(С) |{Р±/(0) = 0}.

Отметим, что Со является минимальным симметрическим оператором и С = С^. 
Операторы Ск и С± являются соответственно самосопряжённым и минималь
ным диссипативным и аккумулятивным расширениями Со, причём С*± = Ст.
В настоящей статье рассматриваются сжимающие операторные функции 0±(А) €

: Н±], аналитические соответственно в верхней и нижней полуплоскостях 
Л42 = {А € Л : ± 1т А > 0} комплексной плоскости Л. Доказывается, что 0±(А) 
суть характеристические функции операторов С±. Доказательство основывает
ся на определении характеристической функции А. Кужеля [2]. Доказательство 
того же результата было получено в [1] на основе модели Надя-Фояша. Сле
довательно, доказана равносильность определений Надя-Фояша и Кужеля для 
характеристической функции диссипативного оператора.
В §3 основные функции спектральной теории оператора Ск выражаются в явном 
виде с помощью характеристических функций 0±(А). В частности, для плотности 
спектральной функции С к получен аналог формулы Титчмарша-Кодаира. В 
случае (Нт = п < оо аналогичные вопросы были рассмотрены в [3] - [5].

§1. СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ Е(г,А) И Е(г,А)Рт
Пусть Е(г, А) - решение операторного уравнения

7Х'(г, А) = У(г)Х(г, А) + АХ(г, А), 0 < г < оо, А = ц + ы е Л, (1.1) 

удовлетворяющее условию Е(0, А) = I. Отметим, что целая операторная функция 
Е(г, А) имеет следующие свойства :

Е՝(г,Х^Е(г,Х) = Е(г, А)7Е*(г, А), 0 < г < оо, А € Л, 1т А / 0,
(А-А)՜1 (Е’(г,А)7Е(г,А) - 7) > 0, (А-А)՜' (Е(г, А)7Е‘(г, А) - 7) > 0
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и допускает оценку

1|Е(Г> А)|| < ехр ( | 1ш А|г + (13)

Из формулы (1.2) имеем Е х(г, А) = Ет(г, А), поэтому из неравенства (1.3) 
получим

||Е(г,А)х|| > ехр 1 хе'Н. (1.4)

Важными для исследования случая бесконечного интервала являются следующие 
решения канонического уравнения (1.1). При вещественном р € ГО уравнение 
(1.1) имеет решение Е(г,р), представимое в виде (см. [6], [7])

Е(г,д) = е-^г + Г(г։<)е՜7^ А, Ё(0,р) = 1+[ Г(0Л)е-/д‘Л. (1.5)

Очевидно, что Е(т,р) -> е“'/мг при г -> оо. Функция Е{г,р) является 3- 
унитарной Е*(г, р)}Е(т,р) = 3 = Е(г,р)}Е*(г, д), следовательно, обозначая 
Л(д) = Е-1(0,д) = Ёг(0,^), из (1.5) имеем

А(р) = 1 + [ е7"‘Г(*)<Й, Г(<) = Гт(0,() е Ь1(0,оо;[Н]). 
./о

Функции Е(г,д)Рт и Р±А(р) имеют аналитические продолжения Е(г, Х)Р^ и 
Р±А(А) в Л±, определяемые для А € Л* формулами

Е(г, А)РТ = е±ЛгР? + [ е^Цг^Р^ сП,

ОО

О

А- (Л) = Рт + [ е±,Л'Г(Г)Рт Л.
Уо

Если Л(г, А) = е7Лг£(г, А), то функции Р± Л(г, А) аналитичны в Л47, и при г оо 
существуют равномерные по А € Л* и р € ГО. пределы Р±А(г, А) —> Р±А(А),
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А(т,р) -> Л(р). Поскольку на вещественной оси имеем Ё(г, р) = Е(г, р)Л-1 (р), 
то из теорем единственности и аналитичности решений дифференциальных урав
нений и теоремы единственности аналитических функций следует, что функции

Е(г, А)Р^ = Е(г,А)Е(0,А)Рт = ±»Е(г, А)ЗА* (А) Рт, А б Л* (1.6)

являются решениями уравнения (1.1), удовлетворяющими условию Е(г, А)РТ 6 
£2(0,00; [И]). Через Х±(А) обозначим дефектные подпространства оператора Со 
в точке А 6 Л±, 1т А / 0. Роль функции Е(г, А)РТ определяется следующим 
фактом, вытекающим из вышеизложенного.

Предложение 1.1. Е(г, А)РТН = Л/±(А) для любого А € Л±, 1т А / 0.

Положим

Р+4(А) = ЛН(А) 
0

Д1г(А) , Аб Л+, Р_Л(А) = 0 
Л21(А)

0 
Л22(А)0 , А б Л՜.

Доказательства следующих двух утверждений можно найти в [8].

Предложение 1.2. Операторные функции Р±Е(г, Х)Рк | б [7/±] ограни
ченно обратимы, соответственно, в каждой точке (г, А) б (0,оо) х Л±.

Заметим, что утверждение остаётся верным и с заменой Е(т, А) на Д(г, А).

Предложение 1.3. При г -> оо операторные функции А(г,Х)Рк | Н± б [Н±] 
равномерно по А б Л± сходятся по операторной норме к функциям Р±А(Х)Рк |

€ [Н±]. Операторные функции Р±А(Х)РК 4 б Р±Л(А) I Н± = 
Арр(Х) б [Н±], р = 1,2 ограниченно обратимы, соответственно, в каждой точке 
X б Л1.

С помощью блоков матриц операторов Е(т, А) и Л(А) эти операторы записыва
ются в виде :

Ек1(г,А) = Ец(г, А) + Е12(г, Х)К, £н2(т,А) = Е22(г,А) + Е21(т, А)№,

Акх (А) = ДП(А) + Л12(А)К, АК2(А) = Л22(А) + А21(А)/С.

Обозначим через И/±([£]) кольца операторнозначных функций Г±(Х), предста- 
вимых в виде

Г±(А) = Р + Г(()6 М(0,оо;(£)), А е Л±.
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Из Предложений 1.2 и 1.3 (см. [9], стр. 26) следует, что для функций Л/о_г(А), 
ДРР(А), р = 1,2 выполняются условия теоремы Бохнера-Филлипса (см. [10]). 
Следовательно, эти функции и обратные к ним принадлежат, соответственно, 
кольцам )4,± ([£]).

Предложение 1.4. Операторы Р±РьЕ(г, Х)Рк I Н± Е [Н±] ограниченно 
обратимы для любого невещественного А, любого г 6 [0, ос) и любой пары 
частично-изометрических операторов К и Ь.

Доказательство. Поскольку проекторы Р± отображают подпространство 
в Н±, а оператор Рк отображает Н.± в 'Нк, то достаточно доказать, что опе
ратор Р^Е(г, Х)Рк I Н/с € [Нк • Нь] ограниченно обратим. В силу не
равенства (1.4) оператор РсЕ(г, Х)Рк I Нк обратим и его область значе
ний плотна в Нь- Следовательно, предложение будет доказано, если покажем, 
что ядро сопряжённого оператора состоит только из нулевого вектора. Пусть 
РкЕ*(г0, Х0)Рьх = 0 для х 0, т.е. Е’(г0, Х0)Рьх = Р֊кУ # 0. Поскольку 
Е'(то,Хо) = — 7Е-1(г0, Ао)7 и ЗР-к = Рк<1, то Рк7у = Е^го/Х^Р-!^. От
сюда вытекает, что Е(т0> Х0)Рку՛ = Р-Ьх'. Таким образом, функция у(г, Ао) = 
Е(г0, Х$)РкУ՛ является собственной функцией, отвечающей собственному зна
чению Ло самосопряжённого канонического оператора в Р2(О,го;И) с областью 
определения

Р = {/ е Ь2(0,го;Н), а[/] € Ь2(0,го;Я), Р-к/(0) = 0, Рь/(го)=0},

а это противоречит тому, что 1т Ло / 0. Предложение 1.4 доказано.

Из Предложения 1.4 и соотношения

(/±АГР+ = 21/2Р±кР+, и±кР- = 21/2РткР-, Р±Ук = икР?к

следует, что операторы Р±исЕ(г, Х)ик I Н± 6 [Н±] также ограниченно обра
тимы для любого невещественного А, любого г € [0,оо) и любой пары частично
изометрических операторов К и Ь. В частности, обратимы операторные функции

2Р+и±кЕ(г,Х)ик 4.Н+ = Е\1(г,А) ±К*ЕА'2(г,А)К. (1.7)

§2. ФУНКЦИЯ ВЕЙЛЯ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

Получим аналог функции Вейля для уравнения (1.1) на полуоси [0,оо) (ср. [4]). 
Рассмотрим следующие самосопряжённые граничные задачи на (0,6), Ь < ос .

/т'(г, А) = У(г)х(г, А) + Хх(г, А), 1т А / 0, Р^кт(0, А) = 0, Ркх(Ьу А) = 0. (2.1)
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Очевидно, что для любых х± € функции х±(т, Л) = Е(г, Х)икх± являются 
решениями канонического уравнения, удовлетворяющими граничным условиям 

А) = 0. Если операторная функция М(Ь, А) 6 [?/+] такова, что 

РкЕ(Ъ,Х)ик М(Ь.А)
I-

то она определяет линейную комбинацию х(г, А) = Е(г, Х)ик[М(Ъ, А)т+ + г_] 
решений х±(г, А), удовлетворяющую условию Ркх(Ъ, А) = 0. В силу обратимости 
функций (1.7), имеем

М(Ь,Х) = (ЕК1(Ь,А) + /ГЕЫМЖГЧЯЫМ) ֊ К'ЕК2(Ь,Х)К].

Предложение 2.1. Равномерно по 1т А > 0 существует предел

Пт М(Ь, А) = М+(А) = [Ли(А) + Л^А)#]՜1 [Л„(А) ֊ Л12(А)/С]. (2.2)

Доказательство. Поскольку Е(г, А) = е •/АгЛ(г, А) и е 7Аг = е ,АгР+ + е։АгР_, 
то

М(Ь, А) = [е-‘“(4։1(6, А) + А1г(Ь, Х)К) + емК‘(А21(Ь, А) + А22(Ъ, А)К)] 1 х 

х [е-'А‘(Л։1((>, А) - Л12(Ь, А)К) + е'А‘К'(Л21(Ь, А) - А22(Ъ, А)Я)].

Учитывая, что при Ь —> оо и 1тп А > 0 имеем е‘А6 -> 0, и используя Предложение 
1.3, получим (2.2). Предложение 2.1 доказано.

Функция Вейля М+(А) € 14?+([?/+]) определена и непрерывна в Л+, и по Пред
ложению 1.3 аналитична для 1т А > 0. Используя обратимость функции Лц(А), 
функцию М+(Х) можно представить в виде (А € Л+) :

М+(А) = (/+ +0+(А)КГ1[/+ -ЦА)Я], 8+(Х) = ЛП1(А)Л12(А). (2.3+)

Аналогично, для 1т А < 0 получаем

Пт М(Ь, А) = -М_(А) = -Я*[Л22(А) + Л21(А)Я*]-1[Л22(А) - Л21(А)Я*]К.

Следовательно, для А € Л

М_(А) = К’[/_ +0_(А)/С’]-1[/_-0֊(Х)К*]К = [/+ + /Г0_(А)]-1[/+ - Я-0_(А)].
(2.3-) 
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где 0֊(А) = Л;21(Л)Л21(А). Ясно, что М_(А) Е И>_([Н+)).
./-унитарность функции Л(д) для вещественных р означает, что •

Лц(д)Л^(я) ֊ Л]2(я)Л{2(д) = /+, Л22(я)Л22(я) - Л21(/1)Л21(д) = /_,

лп(д)л;1(д) = л12(д)л;2(д). (2.4)

Следовательно 0+(р) = А*21(р)А22(р), 0.(р) = Аа12(р)А^ (я), ||0±(я)Н < 1. где 
Л՜* = (Л՜1)*. Поскольку функции 0±(Х) и 0^ (А) непрерывны в А± и аналитич
ны для ±1т А > 0 то, соответственно, имеем 0±(Х) = 0^ (А) , ||0±(А)|| < 1, 
А 6 Л2*1. Таким образом, доказано следующее утверждение.'

Предложение 2.2. Функции М±(А), непрерывные в Л± и аналитичные для 
±/т А > 0 соответственно, удовлетворяют условию М±(Х) = (А) для любых
А€ Л±.

Наряду с Е(г, Х)икР±х рассмотрим решения Е(г, Х)Е-к Р±х- Если веществен
ные значения р таковы, что операторы

ЕК1(Ь,ц) + К'ЕК2(Ь,ц)К, Е-к^^ + К'Е.кг^.цЖ

не обратимы, т.е. существуют ненулевые векторы х+ € Н+ такие, что

ЕК1(Ь,р)х+ = -К-Ек2(Ъ,р)Кх+> Е_К1(Ь,р)х+ = -КЛЕ-К2(Ь, р)Кх+, 

то эти значения р являются собственными значениями граничных задач (2.1). 
В [2] для регулярных диссипативных расширений симметрического оператора 
определена операторная функция х(Х), называемая характеристической функци
ей и приведены методы её вычисления, в частности, для случая симметрическо
го оператора с плотной областью определения и равными конечными индексами 
дефекта. Применим этот подход к расширениям С± плотно определённого сим
метрического оператора Со с бесконечными индексами дефекта (напомним, что 
с; = ст).
Пусть Л/±(А) - дефектные подпространства симметрического оператора Н. Ха
рактеристическая функция х(А) диссипативного расширения Т оператора Н 
удовлетворяет соотношению (см. (2], стр. 44)

х‘(а)С"хх(А) = У(А)2(А)С՜1, 1т а < 0, 1т А > 0, (2.5)

где С - дефектный оператор, определённый формулой :

в = гЕ(Х, Т) - ИТ(Х, Т) + 21т X Я’(А, Т)Я( А, Т).
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Заметим, что если Т - самосопряжённый, то С = 0.
Операторы У (А) и Z(X) однозначно определяются условиями

</_ - У(А)</+ € £>(Т), </+ - 2(А)б/_ € Р(Т*), (2.6)

для любых € Л/\.(А) и € Л/1(а).

Предложение 2.3. Операторная функция 0+(А) = (А)Л12(А) является ха
рактеристической функцией оператора С+-

Доказательство. Пусть Для А € Л± перепишем формулу (1.6) в виде

Ё(Г,А)РТ1Т = ±>£(г,А)У(Рк + Р-к)А‘ (X) Ртх^ =

= ±>Е(г,А)УРкА։ (А) Ртхт ±1Е(г, А)7Р_КЛ' (А) Рттт. 

Непосредственными вычислениями, для х_ € И- и А € Л+ получим

(2.7)

2։Е(г, А) 7РАЛ’ (А) Р_т_ =
Г-Е-К1(г,А)Е-|/_ + Ке+(Х)]А'22 (А) х.

Е-К2(г,А)[/_ + К0+(А)М;2 (А)х_

21Е(г,А)7Р_кЛф (А) =
Рлч (г, А)К*[/_ -К0+(А)]Д;2 (А)х-

Як2(г,А)[/_-Я0+(А)И;2 (А)х_

Очевидно [7_ + О+(А)]Л22 (А) = К[1+ 4- 0+(А)К)К*Л£2 (А). Полагая у(Х) = 
[/+ 4- е+(Х)К]К*А'22 (А) х. € •«+, Д+(А) = А2^ (А) К[/+ 4֊ ^(А)К]-1, формулу 
(2.7) можно записать в виде

2Е(г, А)Р_х_ = 2Р(г,А)Р_Д+(А)у(А) =
Ё12(г,Х^+^У^
Р22(г,А)Д+(А)1/(А)

-Е_я1(г,А)1/(А) ЕК1(г,Х)М+(Х)у(Х)

Е.К2(г,Х)Ку(Х) Е-К2(г,Х)КМ+(Х)у(Х)

где функция М+(А) = [/+ ֊ в+(Х)К]{1+ 4- ^+(А)К]-1 совпадает с функцией Вейля 
Л/+(А), определенной по (2.34֊). Очевидно, что

Б(г,А)Р_Д+(А)у(А)б^(А). (2.84֊)
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Аналогично, для ж+ € Н+ и А € Л из формулы (2.7) получим

2Е(г,А)Р+х+ = 2Е(г,А)Р+Д_(А)г(А) =

Е_К1(г,А)г(А)

-Е_д2(г,А)Кг(А)

Ёп (г, А)Д_ (А)г(А) 
Ё21(г,А)Д_(А)г(А)

ЕК1(г,А)М_(А)г(А)

Ел-2(г,А)ЕМ_(А)г(А)

где х(А) = (/+ + К’в-(А)]Л;1 (А) ։+ е Я+, Д-(А) = А~ (А) [/+ + К-в-(А)]֊1,

Л/_(А) = [/+ - К‘в-(А)][/+ + Я-9_(А)]-1 = М-(А).

Следовательно
Ё(г,А)Р+Д_(А)г(А) €ЛГ_(А). (2-8֊)

В силу (2.8±), формулы (2.6), определяющие функции У (А) и Z(X), в нашем 
случае запишутся в виде

Р_ [Е(О,а)Р+Д_(а) + Г(А)Е(О,А)Р_Д+(А) = О,

Р+ [Ё(0,А)Р_Д+(А) + 7(а)£(0,а)Р+Д_(а) = 0. (2.9)

Принимая во внимание, что

£(0, А)Р+ =
£ц(0,А)

£21(0, А)

£(0,А)Р_ =
£12(0, А)

£22(0, А)

равенства (2.9) запишутся в виде

Л;2(а)Д .(а) - Г(А)К'Л;2 (А) Д+(А) = 0.

А’г1 (А) Д+(А) ֊ 7(а)Л;,(а)Д֊(«) = 0,

Г(А) € (Я+],

г(А) е («+].



56 П. Э. Мелик-Адамян

Отсюда получим уравнения (см. определение функций Д±(А)) 

А;2(а)ЛЙ*(а)(/+ + ֊ У(А)[/+ + в+(Л)Я-]-։ = О,

л;, (А) Л27 (А) К[/+ +в+(А)К]-։ - 2(а)[1+ + (а))՜1 = О,

имеющие решения :

У(А) = Л;։(а)Л7(5)(/+ + Л-в_(а)]-։К+ + »+(А)К), 

г(а) = л;, (А) Л22- (А) К[1+ + МА)К)-։[4 + к-0֊(<»)).

Следовательно

У(А)2(а) = Л;2(а)Л1Т(а)(/+ + /ГМ«))՜1 х

х[7+ +в+(А)Я)Л;։ (А) Л27 (А) К[/+ + 0+(А)К]-‘Ц+ + К'М«)),

и окончательно имеем

У(А)И(о)[/+ + К*«_(а)]-1[/+ + 0+(А)К) =

= л;2(а)л17(а)(/+ + к-«_(Л))-։[/+ + «+(А)к]л;1 (а) л2; (а) к.
Сравнивая последнее равенство с (2.7) и учитывая, что

в+(А) = Л7(А)Л12(А) = л;, (А) Л22- (А),

получим х(А) = #+(А), С 1 = [2+ + /СЦа)] + 0+(А)К՜]. Предложение 2.3 
доказано.

Аналогично доказывается, что функция х(А) = 0_(А), А € А является характе
ристической функцией оператора С-.

Замечание 2.1. В [1] доказано, что 0+(А) является характеристической функ
цией оператора С+ в функциональной модели Надя-Фояша. Таким образом, из 
Предложения 2.3 следует равносильность определений характеристической функ
ции по Надю-Фояшу и Кужелю.

Очевидна связь между характеристической функцией и функцией Вейля :

Х(А) = [/ - М+(А))|/ + М+(А))-։К՛, А е А+,

Х(А) = К\1 - М_(А)](/ + М-(А)]՜1, А е А՜.
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§3. РЕЗОЛЬВЕНТА, ОКРУЖНОСТЬ ВЕЙЛЯ И ФОРМУЛА 
ТИТЧМАРШ А-КОДАИРА
Пусть самосопряжённый оператор Ск.-к действует в £2(0,6;Н) по формуле
Ск.-к / = ’[/]. гл«

/ е О(Ск.-к) = {/ € й(0,6;И), <т[/] € £2(0, (>;«), Р-к/(0) = О, РК/(Ъ) = 0).

Рассмотрим операторное уравнение

(Ск.-к/ ֊ Х/)х = 9, Я(г) ё Ь2(0,6;Н), 1тХ # 0,

т.е. неоднородную задачу

■1х'[г, X) = У(г)։(г, А) + Ах(г, X) + 9(г), 9(г) € £2(0,6; Я), /тХ # 0, (3.1)

Р-кх(0, X) = 0, х(Ь, X) = Ркх(Ь, X) = 0. (32)

Решение этой задачи будем искать методом вариации в виде (см. [3], пункт 9 4)

х(г, А) = Е(г, А)с(г, А), с(г, А) = Ркс - 3 [ Е'(з, Х)д(з) (1з. 
/о

Легко проверить, что граничные условия (3.2) будут удовлетворены, если

с=(Рк- Р-кЕ-՝(Ь,Х)]-^ [ Е-(«,Х)9(») а,. 
Уо

Оператор Рк ~ Р-кЕ~՝(Ъ,Х) обратим, поскольку в противном случае найдётся
вектор Со / 0 такой, что Е(Ь, Х)РкСо = Р_д-со. Таким бразом, функция
Е(г,А)Рксо будет собственной функцией самосопряжённого оператора Ск.-к-
Используя формулу (1.2) и равенство ЗР-к — РкК՝ несложными преобразова
ниями получаем

с(г,А) = ~з[е*(Ь,Х)Рк [Е*(Ь,Х)Рк ֊ Р-к] ‘ [ Е՝(з,Х)д(з) <1з+ 
^0

+ Р-К[Ел(Ь,Х)Рк - Р-к] ’ у Е*(з,Х)д(з)Зз (3.3)

Относительно следующего предложения, см. также [1], [5] и [3], §9.4.
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Предложение 3.1. Резольвентой /?(А,Ск,-к) оператора С к,-К является ин
тегральный оператор

Гь 
[Н(Х,Ск-к)д](г) = Кь(г,з,Х)д(з) Лз, 1тпХ/0 

./о
с ядром

где

Кь(г,з, А) =
НЕ(г,Ш(А)-/]Е*(в1А), 
2 1£(г,А)У[Я6(А) + /]Е*(з,А),

з < г, 
з> г,

Пь(А) = [Р.к + Е-(Ь,Х)РК] • [Р_я - Е'(Ь,Х)РК]~1.

(3-4)

(3.5)

Доказательство. Поскольку функция Е(г, Х)с(г, А) является решением задачи 
(3.1) - (3.2), то для доказательства утверждения достаточно преобразовать к 
виду (3.4) слагаемые в правой части формулы (3.3). Записав первое слагаемое в 
виде

ЗЕ‘(Ь,Х)Рк [Р-н - £’(М)Рк] 1 = Ь(П։(А) - /], 
£

для функции Пь(А) получим формулу (3.5), следовательно, имеем

ЗР-к [Е-(Ь,Х}РК - Р-к]՜1 = Ь[ОЬ(А) + /].
А*

Предложение 3.1. доказано.

Обозначая П±(Ь, А) = Р_к ± Е*(Ь,А)РЛ', имеем

2РК = Е-(Ь, А)(П+(Ь, А) - П-(Ь,А)) = ЕТ(Ь,А)(П+(Ь, А) - 0.(6, А)],

2Р_К = [П+(6,А) + П_(Ь,А)|.

Так как Р±кЗР±к — 0 и У,(А) = |7П+(6,А)Г2_1(6, А), то следуя выкладкам, 
приведённым в §9.8 из [3], получаем следующее утверждение (см. также [5]).

Предложение 3.2. Для 1тпХ > 0 операторная функция Уь(Х) принадлежит 
операторной окружности •

СЬ(А) = {2(А) е (И): (2(А) - И0(А))'Р(Ь, А)|2(А) - 20(А)| - (р-‘(Ь, А) - М) = 0}, 

или, эквивалентно Г6(А) € 20(Ь,Х)Р-,/2(Ь, А)2Р-1/2(Ь, А)[Р-‘(6, А) где
2 - произвольный унитарный оператор а

Р(Ь,А) = Е*(Ь,Х)./Е(Ь՝Х) ֊ У > О, 2о(6,А) = 1[7 + >р-1(Ь,А)).
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Резольвенту оператора Ск получим переходом к пределу при Ь -> оо. Имеем

п±(Ь,а) = р_к±е>(ь,а)рк = 1
£

1+±Е'К1(Ь.Х)

-{1-^Е'к1(Ь,Х)]К

֊\1+ + Е-К1(Ь,Х)]К-

I- ± ЕК2(Ь, А)

[Р-к - Е*(Ь,Х)Рк]՜1 =

[К-Е-К2(Ь, А)К ֊ /+]РУ-(6, А) ֊[Е-К1(Ь, А) + /+]1У-(6, А)№ ' 

֊«Ы А) + 1+]№-(Ь, А) К[Е'К1(Ь, А) ֊ 7+]РГ-(Ь, А)К‘

где И7*(5, А) = Е*К1(Ь, А) 4- К*Е‘К2(Ь, Х)К. Следовательно, имеем

Пь(А) =
[К-Е^Ь^К -_Е*К1(Ь,Х)](3

-2Е*К2(Ь, Х)К0
-2Е-К1(Ь,Х)0К-_

К[Е*К1(Ь,Х) - К*ЕЪ2(Ъ,Х)К]0К-

здесь /3 = А). ’
Рассуждениями использованными при доказательстве Предложения 2.1, для 

1тпХ > 0 получим

Пт Г2б(А) = Ь—>оо

•к-и;2д-к>ц.(д)и 
[а;2(а)+ка;։(х)|

-2а;2(а) к
. |а;3(а)+ка;։(а)]

Обозначая этот предел через П(А), окончательно имеем

П(А) =

г К’[1- -К₽4.(Х))К 
(/_+К0+(А)[

-2 К
[/_+Кв+(А))

-2<?1(А) 
[/_+Кв+(А)|

-[/--КМ А)] 
[/_ +К0+1 а))

, 1тХ > 0. (3.6+)

Аналогичными выкладками, для 1тХ < 0 получим

П(А) =
-2МА)I р+ + кЧ_(А)|

[/+ + К^_(А)[

(3.6-)
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Положим

Учитывая равенство

[2Р-к֊А- (А)Р-]-1 =

/+-[/г+л;|(л)и 
[л;а(А)+яд;։(А)|

к______
■[л;2(а)+кл;։(а)]

-[*«++;, (а)] -
[л;2(а)+ял;։(а))

1
[д;3(а)+кл;։(а)].

(37)

получаем

П(А) = [2Р-я + А* (Л) Р_][2Р_к - А* (А) Р_]՜1, ЬпХ > 0. (3.8+)

Аналогично, имеем

П(Л) = [2Р_К + А' (А) Р+)[2Р-к - А- (А) Р+]-1, 1тХ < 0. (3.8-)

Предложение 3.3. Резольвентой Н(Х.Ск) оператора Ск является интеграль
ный оператор

)Р(А,Ск)9](г) К(г, в, А)д(з) (£$, 1тпХ / 0

с ядром

К(г,з,Х) =
1 Г 2К_(г,з, А) = Е(г,А)7[П(А) ֊ /]Е*(з, А), 
2 I 2К+(г,з, А) = Е(г,А)7[Я(А) + /]Е*(з,А),

5 < Г,
3 > Г,

(3-9)

где функция П(А) определяется формулами (3.8±).

Доказательство. Достаточно рассмотреть функции д(г) из плотного в про
странстве Ьг(0,оо;Н) линеала функций, финитных на бесконечности. Поскольку 
^_(г,г, А) — К+(г,г, А) = —7, а из формул (3.6±) имеем

17(П(А) - I] = .1А- (А) Р-(2Р-к - А- (А) Р.]֊1,
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i7(П(Л) + /) = 2JP.K[P.K - А' (Ä) Р.]֊1,

то функция /։(г) — /0 К-(г, з, Х)д(з) 4з + /С+(г, з, А)^(з) ds удовлетворяет
уравнению (Ск - Х1)Ь = д. Действительно, поскольку

/i(0) = 2JP.K[2P.K ֊ А‘ (А) Р-]՜1 Г E*(s,X)g(syds. 
Jo

то Р_яЛ(0) = 0. Используя формулу (1.6) и выбирая Ь достаточно большим, в 
силу финитности функции д(т) получим

Л(г) = [ К_(т,з, X)g(s) ds = E(r,X)JA՝ (Л) Р-[2Р-К - А* (Ä) Р_]-1х 
Jo

rb _
X / E*(s, A)^(s) ds =-tE(r, А)Р_[2Р_к - Л* (А) Р-)՜1 [" E‘(s,X)g(s)ds. 

Jo

Таким образом Д(г) € £2(0,00;?/), и Предложение 3.3 доказано.

Пусть П±(А) = 2Р-к±А* (А) Р- Имеем Я+(А) + Я_(А) = 4Р_К, (П+(А) + П_(А)֊ 
47] = -4Рк- Отсюда следует, что 

[Q+ (А) 4֊ Q_ (А)]*(fi+ (А) + fi_ (А) ֊ 4/] + [Я+ (А) + П_ (А) - 4Z]*[П+ (А) + Q_ (А)] = 0.
(3.10)

Обозначим У(А) = pQ(A) = |Л1+(А)П?(А)-

Предложение 3.4. Для 1тпХ > 0 операторная функция У(Х) принадлежит 
предельной окружности Вейля

С(А) = {Z{X) е (W| : IZ(А) - Ио(А)ПИ(А) - Zo(А)) - P~՝W = 0. Im Z(A) > 0},

У(А) € Zo(A) + ZP-‘/2(A),

где 2 - произвольный унитарный оператор, а

Р(А) = [Q-(A)fiZ*(A)]՜1, Я0(А) = Ъ[2П_1(А) ֊ ZJ. 
4М

Доказательство. Формулу (3.10) не трудно преобразовать к виду

(Й(А) + I - 2SJZ1 (А)]' |П(А) + 1 - 2ül’(A)] - 4QZ*(А)«:1 (А) = 0.
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Отсюда следует, что

Ьп(А)-Ь(2Я11(А)-/) -7П(А)-Ь(2П:1(А)-Л 
£

-О:,(А)О21(А) = 0.

Предложение 3.4 доказано.

Для центра ^о(А) окружности С(А) из формулы (3.7) имеем

7 (»ч _ • 1 7+ 0
2о(А)-12 0 ;

[ЯЧ-А^ДЛ))* 
[А^ф + ЯА^Х)] '

К
■|а;2(а)+Л'а;։(а)]

^4-^1 (А)] ՛
|А;а(А)+кл;։(л)|

1
■ [а;2(а)+ка;։(а)] J

Отметим, что формулы (3.6±) и (3.8±) можно представить в виде :

О(А) =

ад =

М+(А)
-К(М+(А) + /+]

[М+(А) - 1+]К- 
-КМ+(Х)К‘ 1тХ > 0, (3.11+)

-М_(А) 
К[М_(А)-/+)

֊[М_(А) + /+]К-
/Ш_(А)/Г 1тХ < 0. (3.11-)

1

Замечание 3.1. В [3], §9.5 функция У(Л) = |УП(А) называется характеристи
ческой функцией оператора С к Формулы (3.6±) и (3.11±) устанавливают связь 
между этой функцией и функциями 0±(А) и М±(А), соответственно. Отметим 
также, что на вещественной оси множители функций М±(А) имеют предельные 
значения Дп(ц) 4֊ Д1г(д)К и Д22(д) 4֊ ДгД/ДК*. Они являются также множите
лями так-называемой 5-матрицы оператора Сд-, определённой по формуле

5«(р) = Я-[Л22(д)К- + Л21(д)][Л։1(Д) + Л։։(д)Я]-’.

Эти множители таковы, что с точностью до коэффициента я, функция

р(д) = |(Лп(д) + Л12(д)Я)’(Л11(д) + Л1г(д)К)Г։ = 

= 1(Л22(д)К + Л21(д))-(Л22(д)Я + Л21(д))]-1

является функцией спектральной плотности оператора Ск (см. [8], [11]).
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Получим формулу Титчмарша-Кодаира для функции р(р). Для этого рассмот
рим функции Е±(А) = 7[0(А) ± Г\ик- Непосредственными вычислениями
имеем

E_(A)=i

E+(A)=i

М+(А) 
К

М+(А) 
О

ImX > О, E_(A) = t

, ImX > О, Е+(А) =

-Л/_(А) 
К

-М_(А) 
О

-№ 
О

ImX < О,

ImX < 0.

О О
О ’ О ’

О

(3.12)
Обозначив Ек(г, А) = Е(г, Х)11к, формулу (3.9) для ядра резольвенты можно 
записать в виде

К(т,з,Х) = Ек(г,А)Е_(А)££(з,А), 
Ек(г,А)Е+(А)Я’(з,А),

з < г,
з > г,

ImX / 0.

Предложение 3.5. Имеет место формула

е|0 2 е|0 2 Р € IR

где пределы существуют по операторной норме.

Доказательство. Из (3.12) следует, что для любого р € 1И

Е±(Р - »£) - Е±(д 4- ։е) =
М֊(р — ie) 4- М+(ц + й) 

0
0
0 ’

Существование пределов НтЕ±(д ± ։е) = Е±(р) является следствием того, что 
его

Л/±(А) € W±([H+]). Учитывая перестановочность множителей функций Л/±(А), 
из (2.3±) и (2.4) получим

М_(р) 4- М+(р) = (Лц(р) 4- Л1г(д)А']՜ *[Лц(д) - Л12(р)К]4֊

+(л?1(м) ֊ /<^;2(p)]Mh(M) + АГ-л^Сд)]-1 =

= [Лп(д) 4- а^е^Ца^р) - л12(д)ФЬ(/1) + к-л;2(д)]+

+(Лц(м) 4- A12(p)K][A-n(p) - KM;2(p)]}^h(M) + К'А-^р)]-1 =

= 2[Лц(/i) 4- Л12(д)К] 1 [Лц(р)Лн(д) — Л12(р)Л12(р)А<][Л11 (р) 4- К Л12(р)] =

= 2р(я)-

Доказательство завершено.
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Последнее равенство показывает, что плотность спектральной функции можно 
представить с помошью характеристической функции, именно,

р(М) = [/+ + 0+да]'% + к-0;(д)Г1.

Abstract. The paper considers contractive operator-valued functions 0±(X) analytic 
in the upper and lower half-plane respectively. It is proved, that they are the char
acteristic functions of the minimal extensions of canonical operators, that are both 
dissipative and accumulative. The equivalence of Nagi-Foias and Kuzhel definitions 
of characteristic functions of dissipative operators is established.
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О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ И ГЛАДКИХ СЕЛЕКЦИЙ 
МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Р. А. Хачатрян
Ереванский государственна ш университет

Резюме. В статье доказываются теоремы существования непрерывных и ло
кально липшицевых селекций для выпуклого многозначного отображения с гра
фами, лежащими в банаховом пространстве. Рассмотрены также вопросы су
ществования непрерывных и гладких селекций для многозначных отображений. 
Метод шатров является удобным аппаратом для исследования таких вопросов.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Пусть X и Y - некоторые топологические пространства. Обозначим через 
совокупность всех непустых подмножеств пространства Y. Отображение a : X -> 
2^ называется многозначным отображением из X в Y.

Множества gra = {(х,у) € X х У/у € а(х)} и doma = {хЕ X/а(х) ± 0} назы

ваются, соответственно, графиком и эффективным множеством многозначного 

отображения а.
Селекция для а : X -» 2Г определяется как непрерывная функция у( ) : X ֊> Y 

такая, что у(х) € а(х) для всех х E X.

Определение 1 [1]. Многозначное отображение а : X -> 2^ называется 

полунепрерывно снизу в точке Хо € X, если для любого уо € а(хо) и для 

любой окрестности V(у0) точки у0 существует окрестность 17(х0) точки х0 такая, 
что а(х) П У(уо) / 0 для любого х Е 17 (х0).

В дальнейшем нам понадобится следующий результат из [5].

Теорема (Майкл, [5]). Пусть X - метрическое, а У - банахово пространства, 
на: X -4 2У - полунепрерывное снизу многозначное отображение такое, что 
множество а(х) непусто, выпукло и замкнуто для каждого х € X. Тогда а 
допускает селекцию, т.е. для любых хо, уо € а(то) существует непрерывное 
отображение у(-) : X -> У такое, что у(т) Е а(х) при любых х Е X, у(х0) = уо-
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Пусть У* - пространство сопряжённое к У и у* € У*. Через < у*,х > 

обозначим значение линейного функционала у* на элементе х. Доказательства 

нижеследующих трёх лемм опускаются.

Лемма 1.1. Пусть /(т0) - непрерывная функция, определённая на X. Тогда 
для любого фиксированного уо € У многозначное отображение а(х) = {у £ 

У/ Цу - у о || < /(т)} полунепрерывно снизу.

Лемма 1.2. Пусть X, У ֊ банаховы пространства, и а : X -> 21 ֊ много

значное отображение, полунепрерывное снизу в точке хо- Если а(то) выпукло и 
замкнуто, то для каждого уо 6 У функция Дх) = с1(у0,а(х)) = /п/‘у€а(1)||уо ~ у|| 

полунепрерывна снизу в точке хо-

Лемма 1.3. Если gra выпукло, то функция f(x) = d(yo՝a(x)) выпукла по х.

§2 . ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
В этом параграфе доказывается теорема существования непрерывных и лип- 
шицевых ветвей многозначного отображения a : X -> 2՝ , график которо

го есть выпуклое замкнутое множество. Пусть 6 > 0 и zo € У. Положим 

Ь6{х) = {у € У/ ||у - Zoll < d(z0, а(х)) + <5}, а6(х) = а(х) П Ь6(х).

Теорема 2.1. Пусть X и У - банаховы пространства, и a : X —> 2} - 

многозначное отображение. Если grа выпукло и замкнуто и doma = X, то для 
любых точек то- Уо € Qö(xq) существует непрерывное отображение у() : X Y 

такое, что у(х) € as(x) для любого х 6 X, у(т0) = Уо-

Доказательство. Известно [1], что a полунепрерывно снизу на внутренности 
doma. Тогда a обладает аналогичным свойством в каждой точке xq € X.

Согласно Леммам 1.2 и 1.3 функция f(x) = d(zo,a(x)) полунепрерывна снизу 
и выпукла. Следовательно, в окрестности точки т0 выпуклая функция /(т) 

ограничена сверху. Поэтому f(x) непрерывна в точке хо-
Для того, чтобы показать, что a^(x) полунепрерывна снизу, выберем уо 6 0,5(10) 

и е > 0, и докажем, что существует окрестность U(x0) точки хо такая, что для 
всех х G U(xq) существует ух € а^(т)П(у0+£ В(0,1)). Очевидно, что существует 

окрестность U(xq) точки х0 такая, что Ъь(х) С B(zo,«5o) для всех х G С/(хо)> гДе 
<50 = /(то) + 2<$- Предположим, что е < 26о Ясно, что если т < 2<5О, то

т Д(0,1) С a(x) - bt(x) для всех х 6 X. (2.1)

Положим а = т • е/(2(5о - е) и выберем г настолько малым, что а < е/2- 
Поскольку а(х) и Ь^(х) полунепрерывны снизу, то можно найти окрестность
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(/1(хо) С и(хо) такую, что для любого х € £Л(то) существует у'х € Ь&(х) такое, 

что 14 € уо4-Л(0,о/2). Аналогично, для каждого! е С/։(т0) существует у” € а(х) 

такое, что у" € ?/о + 5(0,а/2). Следовательно, для каждого! € СЛ(!о) существует 

у'х € 6,5 (х) такое, что

€ а(!) 4֊ а ЩО, 1). (2.2)

Полагая в = т/(а + т) < 1, из (2.2) получаем

0 ух € 0 а(х) 4- в а В(0,1) = 6 а(х) + (1 - в) т В(0,1). (2.3)

Из (2.1) следует, что (1 - 0) т В(0,1) С (1-0) а(х) - (1 - 0) Ьл(х). Отсюда и из 

(2.3) получим 0у'х е а(х) - (1 - 0)Ьб(х). Поэтому существует элемент у' € Ь{(х) 
такой, что 0 у'х + (1 - 0) у' € а(т). Так как у'х, у' € 6,5(1), то в силу выпуклости 

6,5(!) имеем ух = 0ух 4֊ (1 - 0) у' € 6д(!). Следовательно, ух 6 а<5(х).

Проверим, что ||ух - уоII < £- Действительно

Н1/о ֊17x11 = ||1/о -(^ + (1 ֊ 0) у')Ц < 0 ||уо ֊ 14Н + (1 ֊ 0) 111/0 ֊ !/'|| <

Следовательно, мы доказали, что отображение полунепрерывно снизу. Теперь 

применяя Теорему Майкла, получаем требуемый результат. Теорема 2.1 доказа

на.

Лемма 2.1. Многозначное отображение а^(х) локально липшицево. т.е. для 
любого хо существует окрестность и(х0) точки х0 и число Ь > 0 такие, что

а<5(г') < а<5(х) 4֊ Ь||г ֊ г'|| В(0,1) для любых г',г€и(го).

Доказательство. Так как а есть выпуклое замкнутое отображение, то для 
Уо € а(20) существует (см. [1]) 7 > 0 такое, что для любого г € 2о + 7 В(б, 1) 

и у € 1т а

<Цу,а(х)) < -<1(г,а 1 (у))(1 4- ||у - уо11)- 
7

(2.4)

Для г е 20 4- 7^(0,1) положим Ь = 6,5(2) ; М = а(г) и

^(х) =
х - М,

0,
! € Ь 
х(£ Ь.
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). Очевидно, что - В(0,1) СПусть точка Хо € М такая, что хо € 63/2(2

Ь А (хо 4- Р(0,1)) - М для любого г € В(2о,7)- Рассуждениями, аналогичными 
использованным при доказательстве Предложения 8 из [1], стр. 139, для каждого

х € Ь, у Е -В(0,1) и г 6 В(хо,7) имеем 
4

с/(х,Р *(։/)) < -Лм{х - у)(1 4- ||х - х0||). 
О

В этом неравенстве положим у = 0, и так как / ։(0) = Ь О М, то

</(х, Ь П М) < т<Дх, М)(1 + ||х - хо||). 
о

Так как х,хо € Ь = 6з(х) и 63 ограничено в окрестности В(хо,7), то существует
число С) > 0 такое, что для каждого х € £ и г 6 В(хо,7) имеем

^(х, М А Ь) < С1 -с/(х, М) = о/(х, М), (2-5)

где с = с> 4/7. Заметим, что число с не зависит от г.

Пусть теперь и - произвольная точка из У. Тогда если х 6 £, то

<1(и, М А £) = щГ^пуи||и - р|| < ||и ֊ х|| + </(х, Ь П М).

В силу (2.5), получим с/(и, М Г» Ь) < ||ц - х|| 4- а/(х, М). Отсюда получаем, что 

(1(и,МС\Ь) < (1(и, Ь) + сс1(х, М) < (1(и, £)4-с(||х-и|| 4֊||и —։/||), для любого։/ € М. 

Следовательно

(1(и, М О £) < А(б/(и, £) + с1(и, М)), где А = с+1. (2.6)

Пусть теперь г' € В(г0,7) и у € аз(х'). Подставляя и = у в (2.6) и используя 
(2.4), получим

а(у;£ПМ) 4- <^(?/,6з(2)) • (2.7)

С другой стороны, </(у,6з(х)) < |/(х') - /(х)|.

Гак как выпуклая непрерывная функция / локально липшицева, то не умаляя 

общности, можно предположить, что |/(х) - /(х')1 < £'</(.?', х) для некоторого 
£' > 0 и любых х, х' € П(хо,7). Отсюда и из (2.7) получим с/(т/, £АМ) < £ сЦх, г1), 

где £ = —- 4- А£', т.е. аз(х') С а^(х) 4- £||х — х'|| В(0,1). Лемма 2.1 доказана.
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Теорема 2.2. Пусть a : X —> 25 - многозначное отображение с выпуклым 

замкнутым графиком и doma = X. Для любого (xq,J/o) € gra существуют 

непрерывное отображение у(х), определённое в некоторой окрестности U(x0) 

точки х0 и с > 0 такие, что для любого х € U(x0) имеем у(х) G а(х) и 
||!/(*) - J/oll < с||х֊х0||.

Доказательство. Пусть х0 € X. Рассмотрим многозначное отображение as. Со

гласно Лемме 2.1 as удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрестности 

U(xo) точки х0. Положим F(x) = ад(х) П В(у0,с||х - х0||), где с = 2L. Аналогич

ными рассуждениями, использованными в доказательстве Теоремы 2.1, много

значное отображение F полунепрерывно снизу. Применяя теорему Майкла для 
F завершаем доказательство. Теорема 2.2 доказана.

Пусть /(х,у) - непрерывная функция, заданная на X х Y. Предположим, что 
при фиксированном х функция /(х, •) выпукла по у. Пусть Е С X и F С Y. 
Обозначим а(х) = {$/ € F/ f(x,y) < 0}.

Теорема 2.3. Предположим, что а(х) / 0 для любого х € Е. Тогда существует 
непрерывное отображение j/(x), заданное на Е такое, что у(х) € а(х) для любого 

х € Е.

Доказательство. Существует отображение (не обязательно непрерывное) из Е 

в F такое, что /(х,у(х)) = min f(x,y). Пусть e > 0. Поскольку f(-,y) непрерывна 
yeF

% 
по х, то существует окрестность В(х,г/(х)) точки х такая, что f(z,y(x)) < 
/(x,j/(x)) -I- е для любого z € Л(х,г/(х)). Так как Е компактно, то оно может 
быть покрыто п шарами Л(х,, 7}(х,)). Пусть gt, (t = 1,...,п), соответствующее 
непрерывное разбиение единицы. Рассмотрим функцию у(х) = £"=1 gd,x) y(xi). 

Очевидно, что у(х) непрерывна. Далее, поскольку у -> f(x,y) выпукла, д,(х) > О

п
и S öi(x) = ТО имеем

/(*,!/(*))< дМ f(x,y(xi)), 
»€/(»)

где Z(x) = {t/<7,(x) > 0, » = 1,2,...,п}. Отметим, что /(х) непусто, так как 

£ g,(x) = 1. С другой стороны, если gt(x) > 0, то х принадлежит носителю 
|=1
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содержащемуся в шаре В(х։,т/(х։)). Если д,(х) > 0, то х E B(xi,ri(xi)) и, 

следовательно

< /(i,,!/(*,)) + е = min/(xi,j/) + е < тал min/(z, у) + e = V' 4-г, 
уЕг j/€F

где V* = maxjgs пйпуер f(x,y). Из этих предположений вытекает, что V* < О

Следовательно, при достаточно малых е > 0 имеем

/<х.у(«)> < £ + e) = V' + е < 0.
<€/(х)

Поскольку Г выпукла, заключаем, что у(х) 6 F. Теорема 2.3 доказана.

Следствие. Пусть множества E, F и функция f(x, у) удовлетворяют условиям 

Теоремы 2.3. Положим д(х) = пппуег f(x,y); a(z) = {у G F/ f(x,y) < g(x) +c} 

для некоторого e > 0. Тогда a(z) / 0, и следовательно существует непрерывное 
отображение у(х) такое, что j/(z) G a(z) для любого х G Е.

§3. МЕТОД ШАТРОВ

Имеет место следующее очевидное утверждение, которым мы будем пользоваться 
в дальнейшем.

Лемма 3.1. Пусть X и Y - гильбертовы пространства, а А : X —> Y - линейный 

непрерывный оператор такой, что АХ = Y. Существует непрерывный линейный 

оператор В : Y -ь X такой, что АВ = I, где I - единичный оператор.

Теорема 3.1. Пусть X и Y - гильбертовы пространства и a : X 2У - 

многозначное отображение, gra - подпространство и doma = X. Существует 
линейное непрерывное отображение Р : X -» Y такое, что Рх G a(z).

Доказательство. Пусть Hi = gra и Нг = Н±. Существуют непрерывные 

линейные операторы Р2 и Рг (проекторы) такие, что для каждого z G X х Y, 
z = Piz 4֊ P2z и КегРг = Н\. Следовательно, для z = (х,у) G Hi имеем 
0 = P2Z = Р2 Z] + Р2 z2, где zi = (х, 0), z2 = (0, у). Положим P2z\ = А^х и 
Ргг2 = А2у. Очевидно, что Aj : X —> Z, А2 : Y -♦ Z суть линейные непрерывные 
отображения. Следовательно

z = (х,у) G Hj <=> Aix + А2у - 0. (3.1)

Так как doma = X, то Im А2 = Н = X х 0.
Согласно Лемме 3.1 существует правый обратный линейный непрерывный опе

ратор В : Н —► Y. Следовательно для каждого х G X, у = -ВА^х является 
решением уравнения (3.1). Полагая Р = -В А\, получим требуемый результат. 
Теорема 3.1 доказана.
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Определение 3.1. Выпуклый конус К С X называется шатром М С X в точке 
х€М, если существуют отображение г(х) : X —> X, определенное в окрестности 
нуля и £ > 0 такие, что

1. -> 0 при х —> 0 ;

2. V’(s) = х + х 4- г(х) Е М для х Е К П 5(0, £).

Шатёр А называется гладким или строго дифференцируемым, если отображение 
г(х) обладает соответствующим свойством.

Пусть /(х) ֊ выпуклая непрерывная функция. Обозначим через Р(х0,х) произ

водную функции / в точке хо по направлению х, а через д/(х0) - субдифферен
циал в точке то-

Лемма 3.2. Пусть М = {х Е IR'1/ f(x) = 0}, где /(х) - выпуклая непре-

рывная функция и 0 д/(хо), хо Е М. Подпространство Н = {х/ р(хо,х) <

О, /'(хо, —х) < 0} - строго дифференцируемый шатёр для М в точке хо, т.е. 
существует отображение г(х) такое, что
1) г( ) строго дифференцируемо, т.е. для каждого £ > 0 существует 6 > 0 такое,

что при Xi, х? Е 5(0,6) имеет место неравенство

||r(xi) -г(х2)|| <е||х1 -т2||,

2) хо 4- х 4- г(х) Е М, если х Е К П 5(0, е) при некотором £ > 0.

Доказательство. Так как 0 <9/(то), то существует вектор а такой, что
/'(хо,а) < 0. Без ограничения общности предположим, что х0 = 0 и |/'(0, а)| = 1, 

||а|| = 1. При А > 0 имеем

/(Ао) = /(0) + /'(0, Аа) + о(А а) = А(/'(0, а) +
А

При достаточно малых А выражение в круглых скобках становится отрицатель
ным. Следовательно, существует Ао > 0 такое, что /(Аа) <0 при 0 < А < Ао. 
Поскольку /(х) непрерывна, то существует окрестность нуля 5(0,60) такая, что

/(х4-А0а)<0 при хЕ5(0,<50). (3-2)

Положим 54о(0) = ЯП5(О,(5о). При хЕ Sjo(O) имеем f(x) - /(0) >< х*,х >>0.

Отсюда следует
/(*) > 0. (3.3)
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Обозначим р(х) = inf{t/1 > 0 : x 4֊ ta E }, где Mi = {х//(x) < 0}. Из (3.2) 

и (3.3) следует, что существует единственная точка £ Е [х, х + Ао а] такая, что 

/(£) = 0, т.е. существует 0 < в'х < 1, такое, что f{x 4֊ OxXqo) = 0. Полагая 

р{х) = вх Ао, получим f(x + p(x)a) = Ои/(х4-Аа)<0 при р(х) < А < Ао.

Докажем теперь, что р(х) - выпуклая функция. Для этого положим epip = 
{(а,х)/а > р(х)} и предположим, что (xi,ai) Е epip, (х2,а2) Е epip. Нужно 

показать, что выпуклая комбинация этих точек тоже принадлежит epi р. Пусть 

< Ао, а2 < Aq. Имеем Xi 4- «i a Е Mi, х2 4- а2 а Е М\. Следовательно

ß(x\ 4- aj а) 4- (1 - ß){xi2 4֊ аг а) = ßx\, 4- (1 - ß՝) х2 4- (ßai 4֊ (1 - /?)а2) a E

E0M։4-(l-0) Afi

По определению p(x) отсюда следует, что p(ßxi 4- (1 - Д)х2) < ßai 4- (1 - Д)а2, 

т.е. (ßxi 4- (1 — 0)х2, ßai 4- (1 - 0)а2) Е epip.
Пусть теперь ах > Ао либо а2 > Ао. Выбирая числа 1 > ti > 0 и 1 > i2 > 0 

так, что р(хг) < ti ai < Ао, р(х2) < t2a2 < Ао, и в этом случае доказательство 

аналогично предыдущему. Покажем теперь, что р(х) = о(х), т.е., linijf_,o 
/>(*) 
11*11

0. Пусть х Е S«5o(0). Поскольку пространство конечномерно, то имеет место 

неравенство (см. [4])

/(* 4֊ р(х) а) < /(0) 4֊ (0, х 4- р(х) а) 4- си(х + р(х) а),

где iv(j/) > 0 и ш(у) = о(у). Следовательно, 0 = /(х 4- р(х)а) < /'(О,1) +

р(х) /'(0, а) 4- аДх 4- р(х) а), или р(х) <
ш(х 4- р(х) а)

/'(0,а)
. Отсюда следует, что

|р(х)| а»(х 4- р(х) а) 
||х 4- р(х) а||

Для любого £ > 0 существует <5 > 0 такое, что
gu(x 4- р(х) а) 
||х4-р(х)а||

Следовательно, имеем

£ 
2^7

Р(^) £ Л Р(Д) \
11*11 2 к 11*11) ’ или р(*) 

11*11
при £ < 1.
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Мы доказали, что для х € 5<$о(О) функция р(х) является выпуклой и р(х) = о(х). 
Пусть Р - оператор проектирования пространства 1ИП на подпространство Н. 
Обозначим г(х) = р(Р(х))а; <р(х) = р(Р(х)).

Для х € Н П В(0,е) имеем Цх + г(х)) = 0 и

||г(т)|| = |Р(Р(х))|

11®Н ЦР(х)||
||Р(т)|| |р(Р(х))|

— < ,, „ ,,------> 0 при х —► 0.
1И1 - ||Р*||

Покажем, что <р(х) является выпуклой функцией. Действительно

<р(ах XI + (1 - а)х2) = р(Р(ахг 4֊ (1 - а)х2)) = р(а Р хх 4- (1 - а)Рх2) <

< ар(Р(х1)) 4֊ (1 ֊ а)р(Р(х2) < а<р(х1) 4- (1 - а)<р(х2).

Так как у/(0) = 0, то при любом е > 0 существует 6 > 0 такое, что ||г(х1) -

г(х2)|| < е ||т1 - х21| для ц, х2 € В (0,6). В самом деле, имеем

<р(*х) ֊ <р(х2) =< 1/*,Т] - х2 > (3.4)

при некотором у" 6 5<р(г?) и т] 6 [Х1, х2].

Поскольку д<р(х) непрерывна снизу по х, то для любого е > 0 существует 
6 > 0 такое, что для любого х € В(О,Й) д<р(х) С д<^(0) 4- В(0, е). Так как 
д<р(О) = </?'(0) = 0, то д<р(х) С В(0,е). Значит ||у*|| < Е для любого у* € д<р(х). 

Отсюда и из (3.4) получаем

||г(х1) ֊ г(х2)II < ||у*II • ||Х1 - х2II < е ||Х1 - х21|.

Лемма 3.2 доказана.

Теорема 3.2. Пусть X и У - гильбертовы пространства и подпространство 
К — гладкий шатёр к gгa в точке ~ (^<ь!/о) лля некоторого а . X —> 2 . 

Положим вот = Х.гта^х') = {у/(х.у) ё К}. Тогда существует гладкое 
отображение у(х), определённое в окрестности (/(хо) такое, что у(х) € <։(х) для 

любого х € и(х0) и у(хо) = уо-

Доказательство. Согласно Теореме 3.1 существует линейное непрерывное ото
бражение Р : X У такое, что (х,Рх) 6 К для любого х € X. Не умаляя 

общности, можем предположить, что Хо = 0. Так как К - гладкий шатёр к $га 

в точке Хо> то существует гладкое отображение 1/?(г) такое, что
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1) 0(0)= О,

2) 01(0) = Л,

3) 0(7) € кг а при г € К П В(0, е). ч
Так как 7 = X х У, то 1р(г) можно представить в виде = (01(^1 у),

и

^<°)=(о։ Д-
т.е.

^,(0,0) = л, ^„(0,0) = о, ^,(0,0) = О, ^,(0,0) = 4-

Положим д(т, г) = 0](х + г, Р(х + г)) - х и рассмотрим уравнение д(х, г) = 0. 

Так как

5; (0,0) = 0^(0,0) + 01,(0,0) • Р - 1Х = 1Х ֊ 1Х = 0, 

^(0,0) = 01։(О,О) +01,(0,0)Р = /г,

то выполнены все условия классической теоремы о неявной функции. Значит 

существует гладкое отображение г(х) такое, что г(0) = 0, г'(0) = 0 и д(х,т(х)) = 

0 при достаточно малых х. Обозначим х(х) = (х + г(х),Рх 4- Рг(т)). При 

малых х имеем г(х) € К. Следовательно, 0(х(х)) 6 &са. Так как 0(г(х)) = 

(01(г(т)),02(г(7))) = (х, 02(х(х))), то 02(г(х)) € а(т). Наконец, так как 02 и 

з2 суть гладкие отображения, то у(х) = 02(г(х)) также гладко и у(х) € а(х). 
Теорема 3.2 доказана.

Замечание. Если множество К в Теореме 3.2 - строго дифференцируемый 

шатёр, то используя соответствующий вариант теоремы о неявной функции (см. 
[2], стр. 161) можно аналогичным образом показать, что существует непрерывное 

отображение у(х), определённое в окрестности С7(хо) точки хо такое, что у(х) € 
а(х) при любом х € С/(то), !/(^о) = Уо, причём существует производная у'(хо) в 

точке Хо-

Из Теоремы 3.2 вытекает следующий результат, который обобщает классичес

кую теорему об обратном отображении.

Теорема 3.3. Пусть X и У - гильбертовы пространства и /: X У - гладкое 
отображение. Пусть

Т №о) = уо;

2. 11п/'(х0) - У.

Тогда существует гладкое отображение д(у), определённое в окрестности С7(1/о) 

точки у0 такое, что д(уо) = хо и /(д(у)) = у при любом у € и(уо).
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Теорема 3.4. Пусть

1) функция /(г) — /(х,у) : Ш," х 1Н"' —> Щ выпукла и при фиксированном у 

дифференцируема по х;

2) Пусть а(т) = {у £ У//(х,у) = 0} и уо € а(хо)- Предположим, что субдиф

ференциал Эу/(Х0,Уо) по у выпуклой функции у -> /(хо,у) содержится в 

некоторой гиперплоскости, не проходящей через нуль ; •

Гогда существует непрерывное отображение у(х), определённое в некоторой 

окрестности и (то) точки хо такое, что у(хо) = уо, и существует производная 
у'(х0) и у(х) € а(х) для любого х € П(х0).

Доказательство. По условию теоремы существуют вектор ы € ПР* и число 
/ 0 такие, что < у*,ш >= (3 для любого у* Е Эу/(хо,уо). Следовательно, 

/у(2о,-ш) = -/у(г0,ии) = ~(3, где /'(хо,™) - производная выпуклой функции 

У -> /(хо,у) в точке уо в направлении Согласно Лемме 3.2 подпространство 
К = {*/ /4*0»*) < 0,< 0} является строго дифференцируемым 

шатром для бга в точке го. Очевидно

/'(хо,г)= тал < у*, у > + < /'х(г0),х >= /'(го,у)+ < Гх(го),х > .

Легко проверить, что вектор
< ГтЫ՝х >——————————————— • 

/£(*о,и>)
является решением системы

уравнений /'(г0,у)+ < ТхЫ,х >= 0, /'(го,՜!/)՜ < ГХЫ,Х >= 0 Для любого

х. Следовательно, линейное непрерывное отображение Р х =
< ГхМ,х>

/у(го,п)
(֊Д')

удовлетворяет условию (х, Рх) С К для любого х € ПР*. Теперь требуемый 
результат следует из Замечания к Теореме 3.2. Теорема 3.4 доказана.
Следующий результат, который вытекает из Теоремы 3.4, содержит условия, 
при выполнении которых для выпуклой (не обязательно дифференцируемой) 

функции, существует (локально) обратная непрерывная функция.

Теорема 3.5. (Теорема об обратной функции). Пусть /(х) : 1ИП -> 1Я 
- выпуклая непрерывная функция и /(хо) = уо- Если субдифференциал <9/(то) 
содержится в некоторой гиперплоскости, не проходящей через нуль, то сущес тву- 
ет непрерывное отображение д(у), определённое в некоторой окрестности 13(у0) 
точки уо, и дифференцируемое в точке уо такое, что /(д(у)) = у для любого 

у € и(у0), и у(у0) = го-
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Abstract. The paper proves theorems on existence of continuous and locally 
Lipschitz selections for convex multivalued mappings with graphs lying in Banach 
space. Questions of existence of continuous and smooth selections for multivalued 
mappings are also considered. The method of tents provides an appropriate technique 
for approaching these questions.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Р. Л. II ахбагян

Ереванский государственный университет

Резюме. В статье рассматривается проблема существования оптимального управления системой, описываемой корректными по Петровскому дифференциальными уравнениями в частных производных четвёртого порядка с переменными коэффициентами. Доказано существование и единственность слабых решений соответствующей начально-краевой задачи в пространстве Ьэо(0,Т; £2(П)). Из этого результата вытекает существование оптимальных пар и приведены условия, необходимые для существования оптимального управления.
§1. ВВЕДЕНИЕ. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫПусть П С Ш.3 - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = ЗП.Обозначим через (] цилиндр ^ = Пх(0,Т),а через Е = 5П.х (О, Г) - боковую поверхность С]. Для уравнения

Иц + — (^) I)
».7

(1)
с переменными коэффициентами рассмотрим начально-краевую задачуи|е=о — и(1<=о ~ и (а')> 1 € П, (2)

I - ди “Ь _ ди = 0, (3)
где у - направление внешней нормали к 52и границе Е, а и» = _ ди 

дх.Предположим, что матрица ||а17(т)||, ам € С2(П) симметрична и для л» го
Е

х е п, € е п<3 > 0.
«.7՜

(4)



78 Р. Л. ШахбагянВ настоящей статье решается задача существования оптимального управления для уравнения вида (1), при этом управление осуществляется на границе Е. С основами теории оптимального управления можно познакомиться в [1], [2].Нам понадобятся некоторые функциональные пространства. Обозначим черезЯл(9), в Е 2+ пространство Соболева функций и(х), определённых на 9, с
нормой ||и||, = fc|a|<։/n P°w(ar)|2 dxj , где a = (ab - мультииндекс,
a VQ =

дх°'...дхпп '

СОпределим Нл(9) как замыкание в норме Нл(9) множества финитных, бесконеч- 
оно дифференцируемых функций, а №л(9) - сопряжённое пространство к//*(9). ОПусть £2(0, Т;НЛ(9)) обозначает гильбертово пространство функций и(т,£),/ т \1/2определённых на цилиндре С? с нормой ||и||£2(0 т йчп)) = Цо НМ(*)Н2 В дальнейшем существенную роль будет играть следующая теорема.Теорема 1. Предположим, что коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют 

условию (4), а функции и0 и и1 из (1) и (2) таковы, что / Е £?((),Т; £2(9)), 
о

ц° Е Я2(9), и1 Е Ь2(9). Пусть и(х, 4) -решение задачи (1) - (3). Тогда на границе 
области оператор Лапласа Аи принадлежит Л2(Е), т.е. Ди|Е Е £2(Е).Доказательство. Известно (см. [7]), что решение и задачи (1) - (3) удовлетворяет условию и Е Аоо(0,Т';Я2(9)), и( Е Ь°°(0, Т; Ь2(9)). Пусть функции Лл(т), 
к = 1,2, ...,п определены на 9 и удовлетворяют условию

h.k Е С2 (9), hk |г = i/k>

где ^к = соб(։/, Хк), а и - направление внешней нормали к границе Г = 59.Умножая уравнение (1) на (Т — просуммируем по к = 1,п и проинтегрируем обе его части по цилиндру ($. Имеем

(5)



Об одной задаче оптимального управления 79Обозначим л 'рЛ=52/ [ (Т - 1)и„ Ьк(х)иХ1,(И(1х. (6)/о
Имеем

/ (Т - (йсЛ = иДТ-0и։ь|о - / ((Т - I) и,Д ш А =/о -/о (7)= их* к=о — 2 У (Т ~ 0(и| )х* + У и* Нц,

Подставляя (7) в (6) и учитывая (2), получим52 у( Ьк(х)и։иХ1, (1Х(И+

к

2 ։ I.и. —— ох а1. 
дхк

(8)
Преобразуем теперь - 52Ц <-т -() л* “*•д2и<1с<й (9)
Интегрируя по частям и учитывая (*) и (3), получим

п о
д 

дх,
△и Р* и

к (10)у ДиД(Лл-и



80 Р. Л. ШахбагянДалее, имеем
△ и Л*:(х) а---П ОХ к

дЬк 
дх;

> / Ди иХк &Кк <1х =Г7” (10’)
д>1к 
дх^

с/;г+
г

' Дии։։> Д/ц. с1х. п
Подставляя (10 ) в (10), а затем полученное соотношение в (9), получим

Е к

дКк 
дхк

|Ди|2 с£г(Д+
иХь Д/ц. (1х (И.

Далее, в силу (3)
(11)

J

п и,, с1х сП =

п (Л* иХ1г)х> Лх(И. (12)
Подставляя выражения, полученные для 72 и 73 в (5), получим

И п

' Нк(1)и® 
О к=1

и, иХ|1 (1хсИ+

-2±//(Г֊‘)и^

1 *.=1 •/•/(? охк Е
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-| £11^ - ։) §*|Ди|’ + 2 £ Ц(Т - О д^,.. * Л+7 Д’
4-^2 Ц [Т - 1)а^х)их. (Кк иХ1։)Х] (1х(И = 

ij.lt 7 **

= 52 /^(г ~ /(х,«)бьл. (13)
Оценим теперь слагаемые левой части (13). Имеем
£ [[ (Т-с|^|Дц|2^Л Л/д Охк

<с։ / ||Ди|Ц։(п) Л < С, ||и||’։(։ Т;Й7(П>). (14)
Далее

(15)
? //л § (1хсИ

2
Ь2(0.Т;/?2(П))‘ (16)2 2

Легко проверить, что оценка (16) справедлива и для оставшихся слагаемых в левой части (13). Для правой части (13) имеем оценку
XII ихь/(я,։)(1х(Н [ Н/(ОНг’(П) • 11«(011«>(П) < /о

< Се ||и||1-(о,Т:^(Я)) ’ И/Нь*(О.Т;£’(П))• (17)



82 Р. Л. ШахбагянСобирая неравенства (14) - (17), приходим к оценке
(т ֊ о |Ди|* йе < с? 11и111а(0Г;/?2(П)) + (|1и<,Нн։(п) + Ни1П1’(п)) + 

- (17')
+ С6 ЦиНд-ю,г;Й։(П)> ’ И/||1'(0.ТХ։|П)| < +°°-

Заметим, что в приведённых оценках число Т не играет существенной роли. Поэтому, взяв Т' > Т и продолжая функцию /(х,0 на (0,Т'), сохраняя её принадлежность пространству £^0,Т'; £2(П)), из оценки (17՝) окончательно получаем
[ |Ди|2 ЙЕ < С7 11и11^2(0Т.^г(П)) + ^8 (||и°11я1(П) + 11и1Н1’(П)) +

+ Сб 11и11£,~(0,т,/?2(П)) ' Н/Нг’(О,Г;£։(П))•Этим завершается доказательство Теоремы 1.Рассмотрим неоднородную задачу, соответствующую задаче (1) - (3) :
ц։< + Д2и ֊ ^(а0(х)цх,)х> =/(т,г), (т,<)€(?, (18)

4=о = и°(г)> 4=о = ^(4 (19)и|£ — О, ди 
ди = 9- (20)

Предположим, что функция д 6 £2(Е). Наша цель - доказать однозначную разрешимость задачи (18) - (20) при достаточно общих предположениях, налагаемых на функции /(т,<), и°(х) и и1 (ж). В этой связи нам необходимо ввести понятие “слабого" решения задачи (18) — (20).Используя метод транспозиции, см. [5], [6], заключающийся в рассмотрении следующей начально-краевой задачи :
ц„ + Д2ц-£(а0(х)иХ4)։> = Л(х,0, (21)• Л



Об одной задаче оптимального управления 83и(х,Т) = в'(х,Т) = О, (22)
(23)

Известно (см. [7]), что для И € Ь։(0,Т; Ь2(П)) задача (21) — (23) однозначно разрешима. Более того, в силу Теоремы 1 имеем Ди 6 Ь2(Е), а также и 6 Ь°°(0,Т’;Я2(П)), и(0) € Я2(П), и'(0) € £2(П) (' означает дифференцирование по • • переменной 4, а ц(0) = ц(0,х)).Пусть ц(а:,4) - решение задачи (21) ֊ (23), а и(х,4) - решение задачи (18) ֊ (20) с регулярными данными. Умножив тождество (18) на и(х,4) и проинтегрировав обе его части по цилиндру (2, получим
vdxdt — Ц fvdxdt. (24)

Преобразуем в отдельности слагаемые последнего тождества. С учётом условий (19) и (22) имеем

= -(и1(ж),и(0)) - Уя (и^)1о + У/ = (25)
= -(и1(х),ц(0)) 4- (и°(х),г'(0)) + УУ

где (•,•) означает скалярное произведение в £2(П). Далее, с учётом (20) и (23), имеем соз(1/, х^

Ди Ди dx dt

Д г d£ + и Д2и (1х dt.ди д - , ,
-— -— =

Е (26)



84 Р. Л. ШахбагянВ силу (20), (21) и симметричности матрицы ||а^’||, для последнего слагаемого в левой части (24), получаем

= ֊ 52 Ц и(а.; «X. )х, Лх (И. (27)
Подставляя (25) - (27) в (24) получим

и йх сй+
4֊(и°(х),«'(0)) - (и1(х),г(0)) + I д Ди = Ц / ц(1х (11.

Откуда, в силу (21), имеем
и1к1х(И = (и1 (т),и(0)) ֊(и°(1),«'(0)) +уу /и<£гсй — у д Ди </£. (28)

Определение. Функция и(х^) называется слабым решением задачи (18) - (20), 
если при заданных

/е(,'(о,т,н-*(а)), ца1®, и։ея-։(П), «° € ь2(П) (29)и любого Ь € Ь1 (0, Т; Ь2(П)) выполняется тождество (28), где функция ц(т, 0 есть решение задачи (21) - (23).Теорема 2. Пусть функции /, д, и°, и1 удовлетворяют условиям (29) и вы
полнены условия Теоремы 1. Тогда в пространстве Ь°°(0, Т; £2(П)) существует 
единственное слабое решение задачи (18) - (20).Доказательство. В условиях теоремы, как было отмечено выше, для решения 
ц(х,1) задачи (21) - (23) имеем Ди € Ь2(Е), V € ЬОО(О,Т’;Я2(Г0), и(0) 6 Я2{П), и'(0) € Ь2(Е). Следовательно, правая часть (28) представляет собой линейный непрерывный функционал на пространстве £1(0,Т;Ь2(П)). Отсюда следует существование и единственность функции и € А°°(0, Т; Ь2(Г0), удовлетворяющей тождеству (28). Теорема 2 доказана.
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§2 . ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯРассмотрим уравнение состояния
иа + Д2и - ]Г(%(х)и1։)։> = /(М), (30)

4=0 ~ и°(х)> иЛ=0 = и1(г), 2 € П, (31)

и|Е = 0, ди 
ди - V, (32)

Егде V - управление. Предположим, что V € Ь2(Е). Пусть функции /, и0, и1 удовлетворяют условию (29). Тогда, в силу Теоремы 2 существует единственное слабое решение и(ц) задачи (30) - (32), принадлежащее пространству Ь°°(0,Т; £2(О)). Такую пару {и,и} будем называть допустимой. В силу (29), из (30) получаем и« € £°°(0, Т; Я-4(П)) П£°°(0,Т; Я-2(П)) П (0, Г; Я-2(П)) С £1(0, Т; Я‘4(П)). Учитывая, что и € Ь°°(0, Т; £2(П)) заключаем, что отображение и(у) : [0,Т) -> £2(П) непрерывно.Приведенные выше рассуждения показывают, что функционал
(33)

где и</ € Т2(П) фиксированно, определён на множестве допустимых пар.Пара {и,ц} называется оптимальной, если она минимизирует ./(у).Теорема 3. Существует единственный элемент г0 € иаа С Т2(Е) такой, что 7(ц0) = щ/7(ц) для всех V € Яа</.Доказательство. Пусть {цп}^=1 ~ минимизирующая последовательность для функционала Лу) : Ншп-^оо Луп) = 7(и). Отсюда следует, что длянекоторого постоянного с > 0 имеем
(^п) < £■ (34)Следовательно

||^п|11։(Е) < С. (35)Обозначим через ип — и(т,Т;цп) решение задачи (30) (32), отвечающее гра-
ничному условию = цГ1. Из (34) следует, что ||ип(т,Т)||£,2(п) < С. В силу Е



86 Р. Л. Шахбагянслабой компактности ограниченных множеств в гильбертовых пространствах, из последовательностей {и,,} и {ип} можно выделить подпоследовательности, обозначаемые вновь через {ип} и {} такие, что
Un ->n-4oo и в L2(Q) слабоVn ~>n-»oo Uo в L2(E) слабо. (36)

По определению слабого обобщённого решения имеем
ипИ(1х(к = (г?(аг),1д(О)) - (и0(х), ш'(0)) + Ц и)с1х(И -

(37) для любого А € Р^О, Т; Р2(П)), где ги(х,£) - решение задачи (21) - (23).По Теореме 1, Ди/ € £2(Е). Учитывая (36), заключаем, что правая часть тождества (37) имеет предел при п -> оо. Имеем также, что ип € Р°°(0, Т; £2(П)). Переходя к пределу в (37) при п -> оо, получим
' uhdxdt = (u1(z),w(0)) — (u°(z),w'(0)) + jj fwdxdt- vq Aw dE.

Следовательно, {u,vo} - оптимальная пара. Легко проверить, что пара {u,vo} не зависит от выбора минимизирующей последовательности. Отсюда вытекает единственность оптимального управления. Теорема 3 доказана.
§3 . НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ •В этом параграфе приводятся условия, необходимые для существования оптимального управления.Теорема 4. Пусть {и, и} - оптимальная пара для задачи (30) - (32), v €

ОL2(S) и выполнены условия (29). Предположим, что р € Loc(0,T;H2(Q)) и 
pt € £°°(0,Т; £2(П)). Тогда тройка {и,и,р} удовлетворяет следующей системе 
уравнений :

Utt + Д2и - 52(a»j(a:)u։JX| = (38)
Ptt + △ P (^) Pxj )*j — (39)
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р(1,7) = 0, Ре|е=т = и(т,Т)֊и</, х € О, (40)
' (Др +/V ц)(ю - и) </£ > 0 для всех хи € иа11, (41)

при этом выполнены условия (31), (32).Доказательство. Как было отмечено выше в связи с применением метода транспозиции, в условиях теоремы задача (38) - (40) однозначно разрешима. Следовательно, остаётся установить неравенство (41).Пусть {ц,и} ֊ оптимальная пара для задачи (31) - (32). Тогда для производной Фреше функционала (33) имеем
=4՜ .1 (у + р^ - ъ))\ 0 > 

ар р
для любого ш € иаа- (42)

Далее
- —||и(ц + р(1Д - V)) ֊и<*|Ц։(П) + ~ Г))Пь2(Е)

р=0

р=0 Е

Отсюда следует, что для всех и» € Сас1 имеем
Г (ц(Т; «)-«<() (и(Т;ш)-и(Т,и))</т + Л( / и(ш֊г)(£>0. о •/е (43)

Заметим, что функция = м(^) ~ «(«О является решением следующей задачи :
Фа + Д2^ ֊ ^(а0(х) )х, = 0.

*3

дф^1е=о = 0՛ ^1<=о=0’ ^1е = 0’
Е



88 Р. Л. ШахбагянПо определению слабого обобщённого решения (см. (28)) имеем
dxdt = + (^(Т),ре(Т))-

' (w - v)ApdE = (V>(T),u(T; v) - u<j) - / (w-v)ApdE. £
Отсюда следует, что

I (u(T;v) - Ud)(u(T; w) - u(T;v)) dx = / (w-v)ApdE. q 'E (44)
Подставляя правую часть тождества (44) в (43), получим j^(&p+N v)(w—и) dE > 0. Доказательство Теоремы 4 завершено.
Abstract. The paper considers the problem of existence of optimal control for a system described by fourth order partial differential equations with variable coefficients under Petrovski correctness assumption. The existence and uniqueness of weak solutions of the corresponding initial boundary value problem in the space L°°(O,T; L2(Q)) is proved. That result implies the existence of optimal pairs and suggests conditions necessary for existence of optimal control.
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