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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ЛИТТЛВУДА-ПЭЛИ В ПС'

К. Л. Аветисян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том Зв, № 3, 2001

В статье определены так называемые функции типа Литтлвуда-Пэли 
и установлены связанные с ними //-неравенства. Основные Теоремы 
1 и 2 обобщают некоторые результаты Стейна и Флетта на дробные 
производные произвольного порядка а > 0- Они могут быть применены 
в теории весовых классов в верхнем полупространстве 1И” + 1.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ПС‘ - п-мсрное евклидово пространство, г = (х!,...,жп) € |г|2 =

х? 4- ... 4֊ (1х = (1х1....<1хп. Обозначим через + 1 верхнее полупространство

пространства т.е. ПС|+1 = ПС' х (0. оо). Точки этого полупространства 

будем представлять как (х,у) = (т1,.... хп, у), х 6 ПС*, у > 0.

И. Стейн в [1] распространил классическую ^-функцию Литтлвуда-Пэли [2] на

ПС|+1 и привёл ряд приложений к ней. Для интеграла Пуассона /(х,у) функции 

/(*) е Р'(пс*), 1 < Р < оо, д-функдия Литтлвуда-Пэли в 1 определяется

как нелинейный оператор

(1)

где V - градиент.

Теорема А (Стейн [1], Гл. IV). Пусть 1 < р < оо, /(г) е //(Ш?). Тогда 

<?(/)(г) € Р*(1КП), причём существуют положительные постоянные С\ и 

Со, не зависящие от / такие, что

С1||/|к₽ <||!7(/)||1я <с2№- (2)

Стейн [1] отметил, что ^-функция и неравенства (2) могут быть обобщены на 

градиенты более высокого целого порядка к > 1. Изучение различных весовых 

пространств голоморфных и гармонических функций приводит к обобщениям д- 

функции и Теоремы А на производные произвольного (дробного) порядка а > 0. 

Такое обобщение дал Флетт [3] для голоморфных в единичном круге функций.
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В настоящей статье введены функции типа Литтлвуда-Пэли и обобщена

Теорема А для полупространства П<" + 1, используя дробные производные произ­

вольного порядка а > 0.

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Для заданной измеримой комплекснозначной в 1 функции /(ж, у) рассмотрим 

оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля Т>~° = Т>~а (потенци­

ал Рисса) относительно у :

/(т, у + г) (1<Г,

оу

где а > 0, а т - целое, определённое из условия ?гг — 1 < а < т.

Ниже
V Г(^)

Р(х,у)-к„ (|1р_у2)(„ + 1)/г. = %(„+։)/։

есть ядро Пуассона в верхнем полупространстве, С(а,/3,...), са будут обозначать 

положительные постоянные. Для любого р. 1 < р < оо, через р' = р/(р — 1) 

обозначим сопряженный индекс (полагаем 1/ 4- оо = 0 и 1/0 = 4-ос). Пусть г"+1 

множество всех мультииндексов с неотрицательными целыми координатами

А/ £ ? А — (А1, •••: Ап, ^п-г-1) £ ^-+ • ПУСТЬ |А1— А^ 1֊ ...Ап 4՜ Ап4-1 и

Для комплексяозначной функции /(ж,?/) используем С’< + 1-норму для вычисления 

: V/]. Для а > 0, 0 < <? < ос и /(г. у), заданной в + введём ^-функцию типа 

Литтлвуда-Пэли (ср. [1-3]) :

5 „..(ли = Ж •
I езя зиру>0 |Р°/(®,։/)|,

0 < д < ос, 
д = оо.

Легко видеть, что при д = 2 и а = 1 функция д,ьо(Г) соответствует классичес­

кой р-функции (1) (с производной по у вместо градиента). Для формулировки 

основного результата нам понадобятся несколько вспомогательных лемм.

Лемма 1. Для о > 0 и Аб 2" + 1 справедливы следующие оценки :

РпР(х,у)|<С(а,п)—-А—хбПГ, «>0,
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|РаР(г,у)| < С(А,п) хеш.", у>о.

В частности, для а > 1

Р(х,у)
I 6 ПС, У > 0.

Доказательство, осуществляемое прямыми вычислениями, опускается.

Лемма 2. Если /(х,у) - гармоническая функция в П<" + 1 и 0 < р, д < ос, 
а > 0, то

|У7(*, !/)| < С(рл.а,п) ГСК*, у > 0.
«У

Доказательство является стандартным и сводится к неравенству Гёльдера, суб­

гармоническому поведению функции |и|р (и гармонично, р > 0) и неравенству 

Харди-Литтлвуда-Феффермана-Стейна

(3)

где В - шар объёма |Д| с центром в (х,у). Подробности мы опускаем.

Следующая лемма показывает, что функция <7д,а(/)(я) ” существенно” возраста­

ющая по о .

Лемма 3. Пусть /3 > 0 и /(т, у) — гармоническая функция в 1И^+1 такая, 

что Т>э ?(х,у) = о(1) при у Ч-оо равномерно в П<п. Если 1 < р < д < оо, 

а > 1/р — 1/д либо 1 < р < д < оо, с = 1/р — 1/д, то

9д,р(/)(х) < С(а./3.р,д)др<0+а(/)(х), х 6 1ИП. (4)

Неравенство (4) аналогично известному неравенству Харди (см., например, [1]) 

и позволяет свести оценки функции <771О։(/) к случаю целых а. Доказательство 

получается из Теоремы В из [3], применяя замену переменных. Отметим, что 

условие на у) в Лемме 3 обеспечивает обратимость оператора Д°.

Лемма 4. Пусть /(х, у) — гармоническая функция в П<Т+\ о > О, 

& > 0, и пусть //(г) = еир(1/(^1 »?)|; € Г^(т)} - ее некасательная

максимальная функция, где Г$(г) = {(^,т/) € П<" + 1; |£ — х| < £ и} “ конус 

Лузина с вершиной в точке х € ТИ”. Тогда

\Т>°/(х,у)\ < С(а,<5) х € 1ПП, У > 0. (5)
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Доказательство : Расстояние от точки (хуу) 6 ДО границы конуса Г^(х) 

равно 6 у/у/1 4- <52. Рассмотрим интеграл Пуассона от / в шаре В = Вд с центром %
в (х, у) и радиусом R = 6 у/2\/}. 4- <Р :

/(*,!/)=/ /(0^(0»
Удв

где Рв ядро Пуассона в шаре В, а - поверхностная мера Лебега на сфере 

дВ. Дифференцируя с порядком а и используя оценки ядра Пуассона, получаем 

неравенство (5).

Лемма 5 (см. [1]). Пусть <5 > О, 1 < р < оо и /(х) 6 ВР(1Н-П). Тогда

или» <ади/1!»«
Рассмотрим вариант интеграла площадей Лузина :

ди& ту) 
дг)

х € П<п ,

где 6 > 0, а и(х, у) обозначает интеграл Пуассона функции /(х). Рассмотрим 

также функцию

т ։/2
<7>(/)(х) = |^ц(х 4֊<,ц)|2ц1 п

Ап

х € КС.

Следующая лемма доказана в [1) для случая /г — 6 = 1.

Лемма 6. При любых целых /: > 1, £ > О, Л > О, 1 < р < оо справедливы 

следующие оценки :

52л(/)(х) < С(п, М) М/)(*), X € п<", (6)

$,(/)(։) <С(А,д)9П/)(*). хек", (7)

НЛ(/)1к. <С(М,р)||/||ь., (8)

1|7зл(/)1Ь <С(п,*:,р)||/||ь,. (9)

Доказательство : Рассмотрим шар В — В в с центром в (х.у) и радиусом
R = 6 у/2\^1 4- <£2. Неравенство

1^»(х,р)|3< /7 гепт, р>о
У J Вр
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является следствием неравенства Харди-Литтлвуда-Феффермана-Стейна (3), 

(см. [1]). Здесь полагаем Э1 = д/д^ или д1 — д/дг}. Отсюда

2 <1£(1т}2к — 1 |а‘и(։,у)|2<С(пЛ 1^л)1

Интегрируя по у, получаем

где X - характеристическая функция множества, указанного в индексе. Ясно,

У
|о-у|<« У

что

С(д') у, если 
'*’|ч-у|<л(г/Иу < \

О, если

И1< 2\/ПП2-<5’

1€1 > -----------■м ~ 2у/ГП*-б

Далее, (б) следует из неравенств

__12__ 
2 \/1 + 6- — 6

< <Ь/,

Г+“з/։‘-։|а‘и(1,»)|2ау<с(п,*,<։) /7 ч1-|в։в(®+е,,)|։<*ел>.

Неравенство (7) очевидно ввиду —----- > - --- (£,у) € Г^(0). Неравенства (8),
К1 + г/ о + 1

(9) получаются из (6), (7) и (см. [1]) Цуд(/)||др < С(А,р) А > 1, р > 2/А.

Таким образом, доказательство Леммы б завершено.

§3. ТЕОРЕМЫ ТИПА ЛИТТЛВУДА-ПЭЛИ

Теорема 1. Пусть а > 0, 1 < р < оо, 2 < д < оо, и /(т, у) — интеграл

Пуассона функции /(х) € Л/(1ЯП). Тогда

Цу9,а(/)|[др < С(р,д,а,п)|(У||др. (Ю)

Доказательство : В силу Леммы 3 достаточно дать доказательство лишь для 

а > 1. Применяя оператор 7>“ к /(г, у), по Лемме 1 имеем

/(։.»)!< 4 СИ 1/(01 л. 
Уа Упс»
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Используя хорошо известные теоремы б интеграле Пуассона и максимальной

функции Харди-Литтлвуда

М f(x) = sup

(wn обозначает объём n-мерного единичного шара), получим (см. [1], Гл. I и III)

Il9oo.«(/)ll^ < с||М/||£, < С ||/||£,. (И)

С другой стороны, по Лемме 6 неравенство

lb,«(/)iu. < CH/llx, (12)

справедливо для целых а и, следовательно, по Лемме 3 справедливо для всех 

а > 1. Согласно одному варианту интерполяционной теоремы Рисса-Торина для 

пространств со смешанной нормой (см. [5], стр. 316) неравенства (11) и (12) 

влекут (10) для всех д, (2 < д < оо) и а > 1, что доказывает теорему. Отметим, 

что (10) выполняется при а > 1 и д = оо.

Теорема 2. Если функция /(х,у) гармонична в Ж."4՜1 и стремится к

нулю при у -> 4-оо равномерно по х Е Жп, и дч,а(/) € ^(Ж**) для а > О, 

1 < р < ос и 0 < д < 2, то /(х, у) является интегралом Пуассона некоторой 

функции /(г) 6 Р’(П1П), причем

ll/lk” < C(p,g,a,n)||g9ia(/)||LP. (13)

Доказательство : Пусть сперва 1 < д < 2. Для произвольного фиксированного 

У > 0 рассмотрим линейный функционал на // (ПГ), порождённый функцией 

/(®> У) ■ к ■

f(x,y) v(x)dx,

Если в(х, у) - интеграл Пуассона функции в(х), то для произвольного 6 > О

7} (v) = (14)х »/ ЛН" ио
После применения теоремы Фубини преобразование внутреннего интеграла дает

ш

m
x-t,y + a/2)l>a f(t,a/2)dt dx—

IR
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Подставляя в (14) получим

Tj (v) =
___ 1__
Г(а + ч)

ао+7-1-рау(х а/2) 2Г v(x, у + а/2) d<7 dx.

Обозначая

/ Г+х> I ՛ Xh^iy(x,y)= I / <т"д 1 \Dyv(x,y + cr/2)|g da\ 
\Jo /

и дважды применяя неравенство Гёльдера, а затем Теорему 1, получаем 
9

|T/(v)| — С [ 9q,a(f)(x) J/) < С 11^9,0 (/) 1|д₽ 1)^9' .-у (ХЧ у) I\lp' (dx) —
JJRn

В силу двойственности (2/ )* = 17 имеем

|l/(x^)||L₽(dx) = sup { |7>(V)|; ||v||^ = 1} < С||^.а(/)||ь,.

Теперь пусть 0 < q < 1 (при q = 1 теорема очевидна). По Лемме 4

где fj(x) - некасательная максимальная функция функции f. Применяя не­

равенство Гёльдера с индексами 1/q к 1/(1 — д), получим |'/(г, !/)!|£₽(<*х) < 
C||/;|Il,1-’)||s,,o(/)1Il’- Итак, по Лемме 5 |i/|U’ < С ||Д ||17’<

С||/||}7’ ||<7,,о(/)|Ц,• Доказательство завершено.

ABSTRACT. The paper introduces so called Littlewood—Paley type 
functions and establishes related ^/-inequalities. The main Theorems 1 
and 2 generalize some results of Stein and Flett to fractional derivatives 
of arbitrary order a. > 0. They can be applied in the theory of weighted 
classes on the upper half-space IR"41.
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В ПРОСТРАНСТВАХ С ВЕСОМ

Г. М. Айрапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 36, № 3, 2001

В статье рассматривается задача Дирихле в весовом пространстве 
/.’(р), где весовая функция р удовлетворяет некоторым условиям регу­
лярности. Достаточное условие разрешимости получено для весовых 
функций, обращающихся в нуль в конечном числе точек. Это усло­
вие необходимо, если порядок нуля весовой функции меньше чем 1. 
При предположении, что задача разрешима, вычисляется соответству­
ющий индекс.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть р(£) -- измеримая неотрицательная функция, определенная на единичной 

окружности Т = {< : |/| = 1), отличная от нуля во всех точках I € Т, / ф 1. 

Рассмотрим следующую задачу типа Дирихле в весовом пространстве Ь1(р). 

Требуется определить действительную, гармоническую в Л+ = {г : |г| < 1} 

функцию и(г), удовлетворяющую граничному условию 

lim
Г-+1-0 (0-1)

где 6 ■£'1(р) - действительная функция.

Краевые задачи (0.1) в классах аналитических функций в Ь1 рассмотрены в [1]. 

В классической постановке граничная задача Римана для классов ^(р) С Ь1, 

1 < р < оо исследовалась многими авторами (см. [2] - [б]). Для степенных 

весовых функций нётеровость этой задачи была установлена в работе [2]. Как 

доказано в [7] (см. также [8]), для нормальной разрешимости задачи Римана в 

классах Р'(р), 1 < р < ос необходимо и достаточно, чтобы весовая функция р 

удовлетворяла условию Макенхаупта

^0 <Вр (0.2)
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для любого интервала I С Т, где |/| ֊ длина интервала /. При 1 < р < оо, ^(р)- 

оценкам гармонических функций, допускающих представление в виде интеграла 

Пуассона посвящена работа [9]. В [9] показано, что (0.2) является необходимым и 

достаточным условием для равномерной ограниченности Ля(р)-нормы функции 

и(г1). Та же задача рассматривалась в работе [10] для функций, допускающих 

интегральные представления с помощью ядер вида

К,(1,е) = Р,(4-։)֊52 А<, ։), (0.3)
1 = 1 А<=0

где _ д- < а?! < ... < хл < 7г, а Т(®ь А,, т) - специальные интерполяционные поли­

номы. возникающие при суммировании по Абелю подсистем тригонометрической 

системы. Используя ядра (0.3), в работе [11] описаны весовые функции, имеющие 

особенности в конечном числе точек, для которых задача (0.1) разрешима для 

любых /(е1^) Е Ь1(/>).

В настоящей работе исследуется задача Дирихле (0.1) для весовых функций. 

ЛО -меняющихся (см. ниже) в особой точке и выводится достаточное условие 

разрешимости для любой /(е1*) Е Ьх(р).

Следуя [12], вещественную, положительную и измеримую на (0, я) функцию д(ф) 

будем называть ЛО-меняющейся в точке ф = 0 справа, если её можно 

представить в виде
д(ф) = ехр Г<71(^) 4՜ [ э ф Е (0, я], (0.4)

где а - некоторое число из (0, л՜], а д^ (</») и дг(ф) - измеримые и ограниченные на 

! (0, тг) функции.

Аналогично определяется класс ЛО-мсняюшихся функций в точке ф = 0 слева. 

Функция д(ф) называется ЛО—меняющейся в точке ф — 0, если она ЛО- 

меняющаяся в точке ф — 0 и слева и справа. Будем говорить, что весовая функция 

р(<) принадлежит классу Ла, если

а = вир {0: р(։)|1 - <Гв € £”(Т)} < оо. (0.5)

а функция
р,(«)=р1(е֊’) = |1-е։’Г“р(е-') (0.6)

является ЛО-меняющейся в нуле, причём функция дз из представления (0.4) 

удовлетворяет условию
Нтрг(^) < {а}, Нтд->(<^) > (а) — 1, Ф 0, если а - нецелое,

Нтр2(<^) < 1, Кгп<72(ф) >0, ф —> 0, если а - целое,
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где {а} ֊ дробная часть числа а.

Для произвольного неотрицательного числа А доложим

/1-{Al­
to.

если А - нецелое, 
если А - целое.

(0.8)

Наконец, если специально не оговорено, все постоянные будем обозначать буква­

ми С, А. А*, к = 1, 2.....

Основными результатами работы являются следующие три теоремы.

Теорема А. Пусть р(<) £ 7?о, а > 0 и М(•) — максимальная функция

Харди-Литллвуда. Если

М(|1 - е(’Г“'р1(е'’)) < С|1 - е"Го'Л(е‘’), (0.9)

то задача (0.1) разрешима для любой функции / Е 1?(р). Общее 

решение можно представить в виде и(г) = гч(2) + и2(2), где 111(2) - общее 

решение однородной задачи, а

где 7 — [а] -г 1, если а — нецелое и 7 = а, если а — целое, а' определяется 

формулой (0.8), [а] — целая часть числа ос.

I еорема В. Неравенство (0.9) является необходимым и достаточным 

условием разрешимости задачи (0.1) для любой р(<) £ а 6 (0,1) и 

/ехЧр).

Теорема С. Пусть p(t) е Д<> и

(0.10)

Если для некоторого 6 Е (0, 1) функция |1 —с'*| лр(е՝6) не удовлетворяет 

условию (0.9), то существует / € Ьх(р) такая, что задача (0.1) не 

разрешима.

В о2 доказывается, что однородная задача (0.1) имеет 7+1 линейно независимых 

решений, и эти решения выписываются в явном виде.
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§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Если т > 0, то

1 1
(1 — г#)п* Ц-г-Ч)1"

(1.1)

где С — постоянная, не зависящая от г и 1. Если [1 - < > 2тп(1 — г), то

1 1
(1-г«)т (1-г-Ч)га

(1.2)

где а > 0 — постоянная, не зависящая от г и I.

Доказательство : Пусть 11 — > 1 — г. Тогда имеем 11 — гГ < 2(1 — /) и

|1 - г-1(| < 2(1 — <). Поэтому

1 1
(1 - г<)т (1-г-Ч)го

„ 2т(тп-1)(1 -г2)
- |1 - Н|3т

|1-н|*|1-г-Ч|та-х-к

Если |1 - *| < 1 - г, то |1 - г*| < 2(1 - г) и |1 - г-Ч| < 2(1 - г). Поэтому

(1 - г*)’" п>
2т(гп- 1)(1 -т2)(1 - г)™՜1 

|1 - н|2т

Тем самым (1.1) доказано. Предположим теперь, что |1 — <| > 2т(1 - г). Тогда

имеем

[соя кф 4- г з!п кф]

к
сое кф

где ф = агб(1 ~ г х<) — а^(1 — г/). Из условия |1 — <| > 2тп(1 — г) следует, что 

со$кф >0, к = 0, 1, ..лп — 1- Следовательно, неравенство (1.2) также выполнено.

Лемма 1 доказана.

Функция д(ф)

постоянная А

называется почти монотонно возрастающей, если существует

> 0 такая, что дх(ф) < Ад2(ф) для любого ф\ < ф?~ Аналогично 

определяются почти монотонно убывающие функции.
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Лемма 2. Пусть р(с,(9) 6 Яо- Тогда справедливы следующие утвержде­

ния :

а) Если а — нецелое, то функция ф1^ ՝Р1&Ф) почти монотонно воз­

растает на (0, я] и почти монотонно убывает на [—я, 0). Следовательно, 

(е**) почти монотонно убывает на (0,я] и почти монотонно 

возрастает на [—я, 0).

Ъ) Если а — целое, то функция <^Р1(е‘ф) почти монотонно возрастает 

на (0, я] и почти монотонно убывает на [—я, 0), причём для любого 

6 > 0 функция <^_лр1(е'^) почти монотонно убывает на (0. я! и почти 

монотонно возрастает на —я, 0).

Доказательство : Пусть а - нецелое. Согласно (0.4) и (0.7), функцию р1(е“?) 

можно представить в виде

Р1 (<£) ~ <71(<^)ехр (1-3)

где > тп, >0 - измеримая, ограниченная сверху функция на (0, я], а

9г{Ф) < ■{<*}• При 0 < ф\ < ф? из (1.3) получаем

/>,(«•*։)

С учетом второго соотношения из (0.7), получаем

Аналогично доказываются остальные утверждения леммы. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть ^(е1^) 6 Л.а и р = {ос}, если а — нецелое и р = 1, если а 

целое. Тогда функция

1 Ф(Л)= Л /о

почти монотонно возрастает на (0, я] и почти монотонно убывает на 

[-я,0).

Доказательство : С учётом (1.3), не нарушая общности, можно предположить, 

что Р1(е‘^) Е С(0, 2я). Пусть 0 < /ц < Л2. Испо;хьзуя теорему о среднем значении 

и Лемму 2, получаем

1 ГА| А, Г'*3
7֊ Ф‘‘рЛе՝*) Лф< ф"р^е'*) фф.

Л «2 — д։
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Следовательно

֊ Г <ГР1('*) ЛФ<Т-
П1 Уо Л2

Аналогично доказывается, что если Ач < Лг < 0, то

1 а. Г1'3- / |ФГр։(«“) Фф > — /
И ./о п2 Ло

где а > 0 - постоянная. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть выполняется условие (0.9). Тогда справедливо соот­

ношение

где А и а (А > а > 0) суть постоянные, не зависящие от в0 > 0, а о' 

определяется формул©։! (0.8).

Доказательство : С учётом (1.3), не нарушая общности, можно предположить, 

что р1(е։1,>) 6 С\0,2тг). Предположим, что (1.4) не выполняется. Тогда для 

некоторой последовательности 6 к —> 0 будем иметь

Г’* р^М _ Г° Р1<с")М 
„ |1֊е'’|«' -С' (1-5)

где сь —> 0. Пусть 0[ С (О.0ь] - точка, для которой имеет место равенство

Из (1.5) следует, что

_ 1 Г** Р1(е*)<Ю 
11-е«в'|а' “ 0к /0 |1-е*«|“'՜

Р1(е՛9) М

(1.6)

(1-7)

Так как

то используя (1.6) и (1.7), получаем

1 [в՝ Р1 (е1») м
4б»1 А |1-е'»|»'

йМ

что противоречит условию (0.9). Доказательство завершено.

К
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Лемма 5. Пусть

д(Ф) = схр

где р2(<) - функция, ограниченная на (0,7г]. Тогда для любого А ё (0,1)

и </» € (Хв, А гв} имеем

д(Ф} -g(0)
Ф-е

где Ад — постоянная, не зависящая от в, но, возможно, зависящая от А. 

Доказательство : Из определения функции д(ф) имеем

д(Ф} -9(0} _ д(0} 
ф-в ф-в

Так как ф 6 (А0. А х0), то

Мд 1^֊*1

где Л/д ֊ постоянная. Следовательно

д(Ф) - 9(0}
Ф-в АМХ 9(0} 

в '

Лемма 5 доказана.

(1-8)

"(м> = jrbi11“ l'’’(е'*։ _’
где д\(ф) определена по формуле (].3).

Лемма 6. Пусть в Е (0-я՜), p(t) € и выполняется условие (0.9). Тогда

(1.9)

где а' определена формулой (0.8).

Доказательство : Для А Е (0, 1) рассмотрим случаи К < Хв и К > Хв. Пусть 

к < Хв. По Лемме 3 имеем

՝i Г «*•>" < I/" ֊VF * * I f " < 
п J—h II J — h I" 01 Л Jи

A1 11Л11՜"՛»'и J. а։(е‘в)
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В силу Леммы 4 имеем

Отсюда и из условия (0.9), получаем (1.9) при к < Хв. Теперь пусть /1 > Х6. 

Используя неравенство

где Нх[ф} = |1 — е,ф|1 ° /^(е10). Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если 6 6 (0. тг), р(г) € 7?а, а > 0 и выполняется условие (0.9), то

8цр А [ Щф,9) (1ф <
/։>0 "Л) Ц ~ с I

(1.10)

где а1 определяется формулой (0.8).

Доказа гельство : Пусть А € (0.1) и Л < ХР. Применяя Лемму 3, будем иметь

А1 Гк ф'-а'Р՛!^) ,,А1 [" Ф՝-°‘ р'1(е’в)
<Т]0 « Ф+Т]и е

, А2 Гхв |ф|1֊“Х(еФ) ,,х А^֊՞'р^')
՝м>]„-------- ё---------" +----------ы--------<

Учитывая условие (0.9), получаем (1.10) при Н < Хв. Пусть теперь п > ХО. Имеем

1 1 /“А֊/ Я(^(9)^-ЬГ/ Н(ф^)с1ф.
п За л Зхе

Первое слагаемое в правой части равномерно ограничено величиной

А-Рх(е>в)11 — е|Я|՜0 . Оценим второе слагаемое
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1 Л Ф1՜0'^) , 1 [к Ф1՜0'^)

Р - ^1 ' Л Л-‘$ |0-<£1
Учитывая Лемму 5, будем иметь

Следовательно

Ас29 1 Г'* рИе,ф) 
/зо-л Фп Лф <

< 2АбЛГ

1 Г» ф1֊՞'^) А* Гл ^(е՛*)
^Jx-^e |0 ~ Ф\ Ь Ф° <1ф < Ад

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть т — произвольная точка на единичной окружности Т,

а ц £ [0. Г. Тогда

- г1 |2|т — т-Ч| (1-11)

Доказательство : Так как

|1 — <| < 2|1 — г2|,

то

П-Н1՜1՛ ( |1-<|‘‘(1-г) . . .1 [ |1֊т|1-'-(1-г) 
2тг ]т |1 — т112|т — т~Ч| я |1 — гг|2֊Р|т — г“Ч|

Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Пусть р(<) £ и выполняется неравенство (0.9). Тогда

зир
|1֊Ча' [ |1-г|1-°,(1-г)Р1(е) 

Р1(г) /г |1 - Г«|2|т - Г-Ч| |сЙ| < оо, (1-12)

где а' определяется формулой (0.8).
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Доказательство : Так как представление (1.3) выполняется, то достаточно

доказать, что

֊^֊гЩ
|1-гф|т-г֊Ч| 11

Учитывая Лемму 8, нужно показать, что

Для произвольного тбТ, 1 имеем (см. [7])

т <

Используя Леммы 6 и 7 завершаем доказательство.

Лемма 10. Пусть р(е’1’) Е Яо и (1<а<1. Тогда

₽1(е'в) .4 |1-ге֊^|е''’-ге֊«Р ’’<Ж> г € (

Доказательство : Пусть а Е (0. 1). Так как

|1-е,*|<2|1-ге’% 1 - г < |е1в ֊ ге’% 1 - г < |1 ֊ ге'*|, 

для любого 0 € (0, тг), то имеем

[ 11-е‘А|°(1-г)У1(е‘») ]1 - Г рг(е^)
/>,(«•») /т |1-ге'»|2|е'9-ге'О|2 ’ Л(е"») /т |1 - е‘»|։—’

Из определения класса Лп следует, что

/>1(е'*)|1 — е'*!1՜0 € £‘(Т), 5ир|1֊е“’|։-‘>(/>1(е(’))՜1 <-.

Таким образом, для а € (0,1) доказательство завершено. Пусть теперь а = 0. По 

определению класса Иа существует 6 > 0 такое, что ограничено

снизу положительным числом. Поэтому
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<1ф <

(l-r)P1(e-*)
Il _

Применяя неравенство Гёльдера будем иметь

/Г (1—г)9
< I|P1 lip _ ге*Ф|д(2֊*)

Пусть q < (1 - J) ։. Тогда q(2 — Л) < q 4- 1 и

(1ф < Аг,
)/>1 («'*) 

rei0l2 -6 аф < А3||р1Цр.

(1-г)/>,(е*)
Ie'0 — re‘*|2-rf

Аналогично получаем

|1 — ге’^|2-л Аф < А4||р1||р-

Лемма 10 доказана.

Лемма 11. Пусть p(t) 6 Л* и «Е [0,1). Тогда

sup 
0€[-1

|1-е'7
л(е‘9)

|1 - е'*|°(1 ֊ гг) (г|1 - е»! + (1 + гг)|1 - е'»|)Р1(е-*) 
|1 — re'*|2|e,e - гс’^|2

d-ф < ос,

где Taj = {Ф : |1 - е’ф| > а| 1 - е'% а > 0].

Доказательство : Достаточно показать, что

sup 
вб(-я-,к],г<1

Н2(ф) (1ф < оо, (1-13)

где

Н2(Ф) =
|1-е^|1^ог(1-г2)р,1(е^)

11 _ ге»ф|2|е‘® _ ге‘Ф|2

а р[ определяется формулой (1.8). Пусть для определённости в > 0. Выражение

в (1.13) представим в виде суммы Л(г։^) + где

оо, * = 1,2,

TJ,. = {ф : «|1 - е‘в| < |1 - «<*| < |1 - е"|), Т^в = {ф : |1 - е‘*| > |1 - е'в|}.
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Так как 2| 1 ֊ ге|ф| > |1 - е'ф\ и функция |1 - почти монотонно

убывающая на (0, тг), то

г 1г А 11-е'Т՜0 Г (1 - И .
2 ’ 1 Р1(е'’) |1 - |е'« - ге^|» < Л‘՜

Оценим Л (г, 6). В силу Леммы 9։ достаточно оценить функцию

Учитывая неравенство 2|е*в — ге'ф| > |е,е — е’ф|, в силу Леммы б получим

Л(г, *) <

Лемма 11 доказана.

Лемма 12. Пусть р(7.) € <* € [0,1) и для некоторой последовательнос­

ти 1к = е'у* 6 Т имеем

( Рх(е'*) \ (].14)

где Ск —> оо, /4 — 1 — а если а / 0 и /4 Е (0,1) произвольное, если а = 0.

Тогда семейство функций

не является ограниченным по г для в € [—л, л].

Доказательство : Пусть а > 0. Для любых а,с1, 0 < а < (1 будем иметь

£ 
2

(1 -г

а2(1
2(1 + сР) 2</(1 — г

(1-15)

где

Для определённости предположим, что Ок > 0, к = 1,2,..... Пусть - числа,

удовлетворяющие равенству

М
11 -е’^р - а 2(1(1-г к |^-0к|«/(1-г*) I1

(1ф. (1.16)
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Так как функция |1 — аР1(с‘^) почти монотонно убывает, то можно предпо­

ложить, что |0л|(1 ֊ гл-)՜1 —> 0. Положим

„+,в ,______ 1 [ Р^ф) ..
1 2<։(։->-։)/о<^»։<^1-г») |1-е’ф1*-“ ’

М-/Л 1 - 1 [ М<’*) .,

Из (1.14) следует, что для заданного к = 1,2,... имеет место хотя бы одно из 

следующих неравенств :

М+ (в*) >
Ск />1 (е‘<>>) 
2 |1 (1-17)

м-(М >
Ск Рх(е'<|')
2 |1 - е>«»р-о' (1-18)

Предположим сначала, что имеет место (1.17). Из (1.15) будем иметь

где Тл — {ф : 0 < ф - вк < (2(1 — г*)} - Предполагая, что с! > 4а и учитывая (1.12)

и (1.16), получаем Аг>(0л) > а2(1ск/8.

Предположим теперь, что выполнено (1.18). Возможны два случая. Пусть мно­

жества \ф — 0л| < <2(1 — гл) и |<0[ < а(1 — г*) не пересекаются. Согласно (1.15) и 

(1.16) будем иметь

|1 - е1** |1 ° / Д1 (е1*») \ а2Лск
1 4՜ (22 р1(е’в*) \ |1 — е’0* I1՜" / — 1 4-(22

Пусть теперь множества |0 - 0д. | < <2(1 - тк) и |^| < а(1 — тк) пересекаются.

Выберем числа а и с2 так, чтобы (1 > 4а. Для 1 — г[. = 3(1 - гк) из формулы (1.12) 

получаем

Л; (0л)
а211 — |1 а Г

6(1 4֊ (1- ) рк(е'вк )(1 - Гл) /|ф|>а(1-г„),|ф-0(,|<^1-г(։

а2(1 [1 — е‘0|,р
֊ 3(1 4֊ с/2) Рг(е^)

1 Г"
С(/(1 — Гл) У-3<((1-гд1)+в>

Я(^,Ф) 
|1֊е->|1-а <1ф—

1
2(2(1 ֊ гл)
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Г1 м- ,, . <Ь+»(1-п) „ / Р! (е*֊) \
֊3(1 + (12) Р1(е'’>) [З '

Учитывая теперь, что 0^(1 — т>) 1 —> 0 при к —► оо и неравенство с/ > 4а, 

получаем
^ + «(1֊п) 1

<*(1-п) ” 8'

Следовательно, в силу (1.14) и (1.18) имеем

Лг‘( 11 3(1 1-</2) р^-) \6 8/ '

где т - постоянная, не зависящая от Л. Это доказывает результат для а > 0. 

Пусть теперь а = 0 и 9 > 0. Так как функция |1 - *’*<>|_рр1(е‘®) почти монотонно 

убывает на (0, тг), то

М+(9,ц) ~ 1 
МГ-п) Лф < А

где А - постоянная. Из этой оценки и из (1.14) будем иметь

М (д.р) > а^сь _  ^»10ь 11- а ’ О1 0.

Имеем также

АГк(0к)>
|1-е^| а Г (1֊^Ь(е՛*) Лф
Р1(ежв*) 2 ./аи-гх^ке Ц ֊ г*е։*||е<в‘ - г*е‘<42

{1-е’^|“ а2а 1 Г р^е'^ф
> 71 (^) 2(1+^) 2^(1-г<) УТ' |1 ֊ е‘*1" ’ 

<1 в а
где Т' л = {ф : а(1 - гА.) < |^| < 9к, 0к - (1(1 - г*) < ф < <4). Повторяя эти 

рассуждения, можно получить результат и для а — 0. Лемма 12 доказана.

52. ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В £1(р)

Пусть Ф+(г) - аналитическая функция в Р+ — {г : |/| < 1}. Положим Д — {г :

|г! > 1] и рассмотрим функцию Ф(г), определённую на Р ՜ О Д по формуле

при г € Д+, 

при г 6 Д՜-

ля произвольной аналитической функции Ф(г) в Д ьиД обозначим через Ф+(г)

1 $ (г) сужения функции Ф(г) на Д+ и Д՜, соответственно. Условие (0.1) можно

аписать в виде
||Ф+(г«) + Ф-(’-*1‘)֊2/(')к.м = 0- (2-1)
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Задачи ^0.1) и (2.1) эквивалентны в том смысле, что если и(х) является решением 

(0.1), то представляя и(г) в виде и(х) = Ие Ф (г) и доопределив функцию на 1) 

как и выше, мы получаем решение задачи (2.1). Верно и обратное : если Ф(г) 

является решением задачи (2.1), то

ф) = Яе ֊ (Ф(г) + Ф(г“1)) , г Е Р+ (2.2)

является решением задачи (0.1). Следовательно, задачи (0.1) и (2.1) одновременно 

обладают свойством нётеровости. Мы будем исследовать задачу (2.1) в классе 

аналитических функций Е ^(р), а затем сформулируем соответствующие 

результаты для задачи (0.1).

Теорема 1. Для любого р(г) Е справедливы следующие утвержде­

ния :

а) Если о нецелое, то общее решение однородной задачи (2-1)

можно представить в виде
Р | 2 I

Ф(г) - У - [а] + 1. (2.3)(1 ֊ гу>
где Г’(г) - произвольный полином порядка 7.

Ь) Если а — целое и функция рй(е д) в представлении (0.6) удовле­

творяет условию
Пт-^ I Р11е‘в}М = 0, (2.4)
Л—-,П —

то общее решение однородной задачи (2-1) можно представить в виде 

(2-»)-

с) Если о - целое и условие (2.4) не имеет места, то общее решение 

однородной задачи (2.1) можно представить в виде (2.3), причем у — а. 

Доказательство : Пусть Ф(г) - ограниченное на бесконечности решение одно­

родной задачи (2.1). Имеем

Пгп( |.ф+(г*)(1-ф + ф-(г~Ч)(1 -ф||£1 = 0.

Положим

А(<) = ф+(ге)(1 - + ф-(т-Ч){1 - ф.

Функции Ф+(тг)( 1-г)7 и Ф՜ (г-1х)(1-г)7 принадлежат классу Гёльдера, причём 

функция Ф”(г*Л2)(1 - г)՜* имеет порядок у на бесконечности. Поэтому

Ф+(гг)(1 -гу = 2-[ ^>М + Рг(г),

(2.5)
Ф֊(г-Ч)(1 -։р = ± Ш<й + рг(х),

2я?]т I — г
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где Рт(г) ~ главная часть функции Ф~(г-1г)(1 - г}՜1 на бесконечности. Переходя 

к пределу в (2.5) и учитывая, что /г(() -> 0 в I1. получаем (2.3).

Теперь приведём условия, при которых функция (2.3) является решением одно­

родной задачи (2.1). Сначала предположим, что а - нецелое число. Докажем, что 

функция (2.3) удовлетворяет условию (2.1) для любого полинома Р(г) порядка 

7. Очевидно, что достаточно рассмотреть случай, когда Р(г) = 1. В этом случае 

имеем Ф(з) = (1 — з)՜7 и

!|ф+(и) + ф (’•'1<)1Ь.М < (1-гф (1-т-1ф

где 8 > 0 достаточно мало, а С постоянная, зависящая от е. При II — < 1 — г

имеем

Следовательно, если е < {о}, то Л (г) —* 0 при г —> 1. Предположим теперь, что

|1 — 7-1 > 1 — г. Имеем 11 — 7.[ > 2 1|1 — г7| и

(1-гф (1-г-Ч)-> 11-ф-1.

Поэтому

Если е > 9 достаточно мало, то 7 — а + 1 - е < 2. Следовательпо /з(т) > 0 при 

г —> 1. Тем самым утверждение а) теоремы доказано. Рассмотрим случай, когда 

а целое. Используя Лемму 1, получаем

||Ф+(’֊։) + «1’-(г-1<)||!1.Чр)<с/. 1 1
(1-гф (1-г-Ч)^

|Л|<
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< с - Ф-₽։ (О 1*1 + /Т Д-^11 ֊ ^-5М01*1) <

<2С /т ]Г=^* ю!А1 <2С /т к (2в>
Предположим, что Р1($) удовлетворяет условию (2.4). Для г > 0 выберем 6 > О 

так. чтобы из неравенства |Л! < 6 следовало бы

(2.7)

Далее, представим функцию />;(/) в виде /а!*) = /ъ(!) 4 рз(*), где

при ; аг§ < | < 6,
при <5 < ) а^/| < я.

Из (2.6) имеем

< с +Л(։)) и(| <

<СЛ/(й(1))+ [ т/—֊р3(«) !Л|.
УГ |1 — г4|

Так как по (2.7) имеем М(рз(1)) < с и

Л%/г 1*1 = ”■

то окончательно

,1То Ифт(г‘) + ф'е'ч>!1!,.(/»= °-

Гем самым доказано утверждение Ь). Перейдем к доказательству утверждения 

с). Предположим, что
___ 1 гн

Р1(е։в)^>0.
/1 -4 О 2 Н (2-8)

Покажем, что функция (1 - г)՜ "* не удовлетворяет условию (2.1). Для этого

заметим, что функции

Г91(11) = - / р^е՛*) Л> > О, 
ь У о

«2(Л) = ֊ Р1(е‘в) <19
" Ун

одновременно стремятся или не стремятся к нулю. Действительно, если д\(Л.) —> 

О, то (I < 5з(Я) < 2*71(2/1.) и поэтому дг(К) —> 0. Обратно, если ^г(Л) —> 0, то 5г(Л) 

ограничена э некоторой окрестности нуля и

< шах о2(<), 
*€[О.Л]
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то 0- Далее

(I - гф
1

(1 - г-։«)-> |1-ф-։Л(4) |Л|>

1 — г
|1 - те,в|2 лк") 1<Ю| > ֊ [ />,(?’) |<Ш| = ֊„(/>),

^л<|в|<2Л &

где Я = 7(1 —г). Из (2.8) следует, что не стремится к нулю, поэтому и д2(/г) 

не стремится к нулю. Теорема 1 доказана.

Из Теоремы 1 и (2.2) непосредственно вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть р(£) £ Ап, а > 0. Тогда справедливы следующие 

утверждения :

а) Если а — нецелое, то общее решение однородной задачи Дирихле 

(0.1) можно представить в виде 

(2.9)

где коэффициенты многочлена Р(г) = До + Д1£ + ... + д-,г7 удовлетворяют 

условию Д£. = Оу'-к՝ если 7 — нечётное число, и дд = — д^-х, если 7 - 

чётное.

Ь) Если а - целое и функция р(<) удовлетворяет условию (2.-4), то 

общее решение однородной задачи Дирихле (0.1) можно представить 

в виде (2.9).

с) Пусть а — целое, а функция р(1} не удовлетворяет условию 

(2.4), тогда общее решение однородной задачи Дирихле (0.1) имеет 

представление вида (2.9) для 7 = д.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ А

Вначале рассмотрим случай, когда а - нецелое. Пусть функция Ф(х) удовлетво­

ряет условию (2.1). Тогда

гПп։о||Ф+(г()(1-ф + Ф-(г*Ч)(1 - ф -2/(։)(1 - Ф||ь, =0.

Полагая ф+(я) = Ф+(гя)(1 - г)՛, при |г| < 1, Ф;(г) = ф-(г-։г)(1 -а)’, при 

|г| > 1, и Ф7(«) - Ф. (4) = А(4), имеем

Ф+(гя)( 1 ֊ а)’ = ~ Л + ЛЮ, а 6 О+,
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Ф (г"1г)(1 — гр :6Р”,

где Рг(г) - главная часть функции ФДг) на бесконечности. Переходя к пределу 

и учитывая, что

Пто||Л(«)-2/(«)(1-ф||ь. =0,

получаем

ф(2) = I /■/(«и։-О7 Л . -Р(^) 
2тг։’(1 — гр ]т 1 — г (1 — гр

(3.1)

Для доказательства теоремы необходимо установить, что для любой /(£) £ Ь1(р) 

функция Ф(г), определённая по (3.1), удовлетворяет (2.1). Учитывая Теорему 1.

достаточно доказать, что функция

Ф1(г) =
1

2ттг( 1 — г)^
/(<)(! ֊^

(3-2)

удовлетворяет (2.1). Для этого докажем неравенство

Цф+(П) - Ф.Чг-Ч)^, < л||/(()11х.чр). (3.3)

где А - постоянная. Из (3.2) имеем

Ф|"(г4) — Ф>(г~х0 = Л(М) + 12(г,1), (3.4)

где

2тгг \ (1 — гЬ)՛1 (1֊г֊Чр

/2^г,<1 2։г|(1-г()->
/(г)(1 - т)т(1 - г») 

т|т — г£Р
</т.

Учитывая Лемму 1. будем иметь ЦД (г, 1)||£»(Р) =
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Применяя Лемму 9, получим

11А(пП1к-(р) < Л||/(*)|к.(/». (3.5)

Далее имеем

И-<1°Д1(*)
|1-н|7

Дт)|1 - Гр(1 - г») 
|т — г/|2 1<И |Л| <

(1-г») |1 -
\T-rtf Ц-Ч! |<Й| |йг| <

Используя условие (0.9), получаем ||Л(г,<)||ь>(р) < Л||/(*)||.£,։(^)- Это доказывает 

(3.3) для нецелого а.

Теперь используя (3.3), покажем, что функция Фг(г), определённая по (3.2), удов­

летворяет условию (2.1). Для произвольной функции /(£) 6 Ь*(р) рассмотрим 

последовательность функций {/п (£)), определённых следующим образом :

АЮ = о,
при — 1| > п, х, 
при |< — 1| < п՜1.

Имеем

ПЛ. (О - /ИПлчр) -»о- (З-б)

Полагая

1 П.(‘)(1-։)’А---------------  I ----------------- аг 
2тгг( 1 — г)՜1 I — г

г е ив՜,

получаем

~ Фпд(г = °- (3-7)

Используя (3.2), получаем ||Ф^(г<) - Фг (г Ч) - /п(^)||Х(Х{х,)

< ||№ М ֊ К1(г*)) - (фГ(г х<) - фпд(г ։0)||£1(р) +

+ 1К1М ֊ ф;,1(г-м ֊ а (о ||г Мр| + па а) - <

< сп а (о ֊ л<)Пь«(р) + 1К1 м ֊ ֊ /п(‘)11х.1(,) •

Из (3.6) и (3.7) следует, что Ф1(г), определённая по (3.2), удовлетворяет (2.1).
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Пусть теперь а - целое. Из (0.9) следует, что функция р։(£) ограничена снизу 

некоторым положительным числом. Поэтому, если функция Ф(г) удовлетворяет 

(2.1). то

Пто ||ф+(г()(1 - «)•> - ф-(г-Ч)(1 - - 2/(<)(1 ֊ (р||£1 = 0.

Повторяя рассуждения, использованные выше, будем иметь

Ф(г) = Фо(г) + ?_ [ 2 6 д+ и р-, (3.8)
£ Л • ( А л* I 3 Т •'

где Фо(г) - общее решение однородной задачи (2.1). Учитывая Теорему 1,

достаточно установить, что условию (2.1) удовлетворяет функция

Ф;(г) = 1 [ /(«)(!֊ <)° д 
2тгц1 — г)° /г I — г г € и И՜. (3-9)

Докажем неравенство

||ФГ (Г*) ֊ Фа < Л||/(«)|к.м. (3.10)

Из (3.9) имеем Ф, (г!) - Ф2 (г ’() = /э(г,«) + /4(г,(), где

/4(г, <) =

1 \ [ /(т)(1 - г)«
(1 - г-Ч)п/ '1Т г-г-Ч

1 1 [ /(т)(1-т)*(1֊г2)
2тг։ (1 — г/.)а /т т\т — г!\2

Применяя Лемму 1. будем иметь ||/3(г. <)||хл(/>) <

1______ 1__ ! ...... ,.
(1-г<)° (1—г_Ч)“| |т-г-Ч| ՛-

1-г |1—<|Р1(<) 
|1 — т£|2 |т — г<|

|с2<| |<й֊|.

По Лемме 9
Sun 1 / 1֊Гг£Т,г<1 Р1(<) /г |1 ֊ П\2 |Т֊Г*|

Следовательно, ||/3(л<)||д1(Р) < А||/(г)||1/1(/,). Далее имеем

. ..............

5С/гЯ’|ж/тГ^'֊'"т*1։

-с [ 1^1 < >1||/(«)11д.м-
УТ Р1{~)

Гем семым неравенство (3.10) доказано. Аналогично получаем

Кт
Г-Т1-0

||ф2+Н)֊Фг-(г-11)-/(։)||£1(>( = о.

Таким образом, общее решение задачи (2.1) представимо в виде (3.2). Учитывая 

(2.2), завершаем доказательство Теоремы А.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ ВИС

Доказательство Теоремы В. Достаточность следует из Теоремы А. Нам 

остаётся доказать необходимость. Так как согласно Лемме 12 семейство функций 

Аг(0) не является равномерно ограниченным, то существует функция /0(<) > О, 

/о(<) 6 такая, что

Г77НпГ / /o(e’e)Ar(^)p(e’fl) dO = ос. (4-1)

Положим /i(f) = /о(<) exp(-iarg(l — e’fl)). Покажем, что задача (2.1) при f(t) =. 

fi(t) не имеет решения. Допуская обратное, решение этой задачи для функции 

/1(f) как и при доказательстве Теоремы А, представим в виде

*М) = 5-7Т---- V [ Л + МД z е D+ и D-,
2тг։( 1 — z) Jt t — z

(4.2)

где Ф0(г) ~ некоторое решение однородной задачи (2.1). По Теореме 1 функция 

Фо(г) удовлетворяет однородному условию (2.1). Поэтому из (4.2) при Фо(г) = О 

получаем Ф+(т<) — Ф“(г“Ч) =

1 [ f ( и. г2((1-г Ч)(т-г 4)-(1֊г<)(т-г<))
~ 27rt/T/l(T)(1 Т) Pr|l-rt|2|r-Tt|2

_ ± Г - е-)(1 ֊ ,(1 - Д ֊ Д)
2тг]_, [ Ц ' е**|1 - ге‘*|’|е« - ге<*|։

Следовательно

ь+к) - /’ м-

II^||£OC^- 1 ) J ~ *

d- гЗ)((1 - г)» + г(1 - е*) - (1 + Д)(1 - е֊*))|1 - е'Т
1 — ге։^р|в|<? — ге1^ ։*

(4.3)

Подставляя в (4.3) функцию = ie’0, получаем

h+(rt)֊*-(r-։t)i|ilw>

Re tAi(r, 0, <^)ll — 
|l-re’>p|ew

dt d9

d<f>dO+
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л- II -10|1-а
/„(е'Хе*)1 -jL-

л<,л(г.М)|1__ ге'*1°р»Дф м, (4.4)

где Л։(г,», ф)=(1- г2)((1 - г)2 + г( 1 ֊ е1в) - (1 + г2)(1 - е։*)) и

при а|1 — elrtj < |1 — е'% 
при а| 1 — е,в| > |1 — е‘^|.

Отметим, что числа а, Ь > 0 можно выбрать так, чтобы имела место оценка

Re tAi(r, 0, ф) 4֊ Аа>ь(г, 0, ф) > с| 1 - е'% (4.5)

где с > 0 - постоянная, не зависящая от ф. Из (4.4) и (4.5) получаем

||«'+(г«) ֊ Ф-(Г-1«)||11М > ֊ £ Ые‘в)Аг(й)р(^) М+

А.л(г.е,ф)П-ге‘*|»Р1(е‘»)
II — ге’^12 |е’в — гс,ф\2

Лф dO.

Последнее слагаемое согласно Лемме 11 равномерно ограничено. Из (4.1) полу­

чаем

гНто||Ф + (^)֊Ф (r-^)||bi(x)) =ос.

Не ограничив.чя общности, можно предположить, что функция /х(<) является ве­

щественной и положительной. Рассмотрим подмножество £о С состоящее 

из вещественных функций класса £1(р) и обращающихся в ноль в некоторой 

окрестности I = 1. Так как задача Дирихле (0.1) разрешима для любой /(2) 6 Ьо 

и класс Ь(ц всюду плотен в .Ь1 (/>) ։ то Теорема В доказана.

Доказательство Теоремы С. Ясно, что функция p(t) удовлетворяет условиям

Леммы 12. Если функция Ф0(г) из (4.2) удовлетворяет (0.10), то

8пр[1ф+(г£)-Ф0(г 1«)||ГЧ/>) < оо.

Следовательно, доказательство аналогично доказательству необходимости в Те­

ореме В.

ABSTRACT. The paper considers Dirichlet problem in the weight space 
L2(p), where the weight function p satisfies some regularity properties. 
A sufficient condition of solvability is obtained for weight functions, that 
vanish at a finite number of points. That condition is necessary, if the
order of zero of the weight function is less than 1. Assu ing the problem
is solvable, the corresponding index is computed.
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В статье исследуются граничные свойства аналитических в круге (ко­
нечном или бесконечном) функций, представимых лакунарными сте­
пенными рядами. Получены достаточные условия на лакуны, гаранти­
рующие как несуществование радиальных граничных значений (Тео­
ремы 1, 2) так и существование достаточно произвольных радиальных 
граничных значений (Теоремы 3, 4). Доказательства опираются на но­
вейшие результаты и методы комплексных приближений, касающихся 
возможности аппроксимации лакунарными полиномами.

$0. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Основы теории граничных свойств аналитических функций были заложены в 

классических работах П. Пенлеве и П. Фату конца XIX и начала XX веков. 

В дальнейшем эта теория интенсивно развивалась и теперь является одной из 

основных ветвей современного математического анализа (см. К. Носиро [9} и Э. 

Коллингвуд и А. Ловатер '4]).

Граничные свойства аналитических функций, представимых лакунарными сте­

пенными рядами, были исследованы в [8], где получены лакунарные аналоги двух 

известных результатов Ф. Багемила, В. Сейдела [1] и В. Рудина [10]. Настоящая 

статья развивает начатое в [8] изучение граничных свойств аналитических функ­

ций. представимых лакунарными степенными рядами.

Будем использовать следующие обозначения. Для множества Е из конечной комп­

лексной плоскости С обозначим через С(Е) (соответственно, Н(Е)) множество 

всех непрерывных (голоморфных) на Е функций. Для всех R Е [0, 4-ос] положим
— {% ЕС : |г| < К), и предположим, что = 0 и Еж = С.

Обозначим через Ьа логарифмическую спираль, которая в полярных координатах
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(г, ф) задаётся уравнением ф = a log г, г € (0, оо), а 6 IR. В круге DR определим 
кривую L следующим образом :

1) при R = 4-оо положим L = La \ Dr, где а Е IR и т Е (0, оо) произвольны;

2) при Л Е (О.оо) рассмотрим возрастающую последовательность положи­
тельных чисел тп), которая стремится к R при п —> ос, и положим L = |J .

где Lkh - единственный виток спирали Lai։, соответствующий (rfc,rfc+l), а после­

довательность {ап} или неограниченно возрастает или неограниченно убывает 
при п —> оо.

Л/՜ означает множество натуральных чисел и ноль. « *
Следующие теоремы являются основными результатами данной статьи.

Теорема 1. Пусть Q = {<?„}q° — подпоследовательность из удовлетво­

ряющая условию

(1)

Тогда существует функция h Е //(Дя), ограниченная на кривой L С Он?

представимая в окрестности нуля степенным рядом вида

оо
h(z) =

п=0
Я,, = 0 при п £ Q (2)

и не имеющая граничных значений вдоль всех радиусов.

Теорема 2. Пусть С] = {(?„)о° - подпоследовательность из V и М С Ок 

— произвольное счётное множество радиусов. Тогда существует функ­

ция А. Е Н(Рд), которая представима в окрестности нуля степенным 

рядом вида (2) и не имеет граничных значений вдоль всех радиусов 

из М.
Теорема 3 является обобщением результата из [8].

Теорема 3. Пусть = {(7п }о° ~ подпоследовательность из удовлетво­

ряющая условию
Пт — = 1, (3)

п-*оэ дп

ОО

и Е = и Ед - семейство взаимно непересекающихся радиальных от- 
*=о

резков из круга с концами на границе где Ед, к = О, 1,... — нигде 

не плотные множества. Тогда для любой функции / 6 С(Ок) сущест­

вует функция д Е //(Рд), представимая в окрестности нуля степенным 
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рядом вида (2) такая, что для каждого ге"՞ (֊Ес фиксированным <р 

/(ге'^) - д(гс"?) —► 0 при г —> /? - 0. Отметим, что Теорема 3 является ла­

кунарным аналогом результата Багемила, Сейдела и Рудина (см. [1], [10] и [4], 

стр. 163). Доказательство этой теоремы аналогично доказательству сё частного 

случая из [8]. Следующая теорема является некоторой модификацией Теоремы 3.

Теорема 4. Пусть = {дп}о° ~ подпоследовательность из V, удовлетво­

ряющая условию
Нт — = 1, (4)п-чос дп

и М С — произвольное счётное множество радиусов вида

где 0 < <•••< < •••< 1- рациональны. Тогда для любой

/ € С(.О/?) существует функция д £ представимая в окрестности

нуля степенным рядом вида (2) такая, что для каждого те** 6 М с 

фиксированным <р имеем /(ге‘*) — ^(ге’*’) —> 0 при г —> Л — 0.
Следующая теорема вытекает из Теоремы 1.

Теорема 5. Пусть Ц — {?п}о° ~ подпоследовательность из ДА, удовлетво­

ряющая условию (3). Тогда для заданных двух функций а(у?) и Ь(у>), 

определённых на (0, 2тг), допускающих значения ±ос, существует функ­

ция д 6 Н(1)1), представимая в окрестности нуля степенным рядом вида 

(2) такая, что для почти всех € (0. 2я)

Пт а(ге‘*) = а(^) + 1 - О

Отметим, что частный случай Теоремы 5, когда ф = V, был одновременно 

установлен Ф. Багсмилом и В. Сейделем [2] и О. Лехто [6]. Доказательство 

Теоремы 5 в общем случае аналогично доказательству частного случая, но 

основано на Теореме 3 (см. [5], стр. 186).

§1. ВЛИЯНИЕ ЛАКУН НА НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ 

РАДИАЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

В этом параграфе собраны результаты о лакунарных степенных рядах, не 

имеющих радиальных граничных значений, и доказываются Теоремы 1 и 2. 

Обозначим через По полуплоскость По = {г = т + {у : х — ау > 0}, а € 1И..



Радиальные граничные значения аналитических функций... 39

Лемма 1. Пусть Q = {qn}o՜ ~ подпоследовательность из X, удовлетворя­

ющая (1), и f £ Н(По) — функция экспоненциального типа, для которой

°° log4՜
■ОО 1 + У2

dy < ОО.

Тогда для любого у? (|<р| < тг/2)

lim - ]og|/(re‘v’)| = Нт — log |/(д„ге’^)|.

В частном случае, когда <р = 0, Лемма 1 совпадает с Теоремой 10.7.4 из [3].

Доказательство Леммы 1 аналогично доказательству этой теоремы.
«Г

Рассмотрим компактное множество К комплексной плоскости :

К = Dr U 7, 7 = La П {D~p \Dr) , 0 < г < р < оо.

Обозначим через Л (К՜) банахово пространство функций, непрерывных на X и 

голоморфных на его внутренности Л'° с нормой ||/|| = sup |/|(Х՜).

Лемма 2. Пусть С} — {9,1)0° ~ подпоследовательность из X, удовлетворя­
ющая условию (1). Тогда для любой функции / € представимой в

окрестности нуля степенным рядом вида (2), и для любого числа е > 0 

существует многочлен р вида

m
р(г) = 

п=0
Рп = о при п £ Q, (5)

такой, что |/(z) — p(z)I < € при z Е К.

Доказательство : Без ограничения общности можем предполагать, что К со­

держится в круге О\. Согласно теоремам Хана-Банаха и Рисса, достаточно дока­

зать, что для произвольной комплексной меры Бореля д на /С, удовлетворяющей

соотношениям

выполняется условие

՛ z9" dp(z) = 0, п = 0,1,.... 
к

[ f(z)dp(z) = 0, 
J к

(6)

где / Е А(Л՜) - произвольная функция, представимая в окрестности нуля степен­

ным рядом вида (2). Рассмотрим преобразование Коши

dp(z)
t — z'

tec\K.
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Ясно, что G(t) голоморфна по t Е С\ К. Для каждого t G С\ К, достаточно 

большого по модулю (|t| > р), степенной ряд

равномерно сходится для всех г € К. Следовательно, интегрируя почленно этот 

ряд по мере р и учитывая (6), получим
ОО м

= У'*~Рп՜1 гРп И1>0, (8)

где {рп} — последовательность, дополнительная к относительно А/՜. Докажем 

теперь, что степенной ряд (8) сходится п действительности при |/| > г. С этой 

целью рассмотрим функцию

Р(ги) = / г® г® = ехр[ю(1ой< + зак^)], ги Е С.

Ясно, что Г(и)) - целая функция. Для и> = х + гг/ имеем |г®| = ехр[(х — ау) 1(^4], 

г < < < р. Так как по предположению р < 1, получим
|-Г(м)|< [ с/|д|(г) = М, г€Пв.

А
В силу (6) имеем

^(9п) = ֊ /г’" п = 0,1,
./дГ

откуда следует оценка \Г(дп)\ < г,вЛ/1։ п = 0.1,.,., где Мх - положительная 

постоянная. Следовательно

lim —log |F(9„)| < logr. n-юо qn
Пусть tan^> = —а и |^| < тт/2. Применяя Лемму 1 к функции и к лучу

arg £ = ф. получим

lim — log|F(n)| < logr. (9)
n-+oc n

Учитывая, что
[ zp* dfi(z) + F(pn),

J к J Dr
из (9) получим

֊Г— 1 i lim — log 
n-*°° Pn

В силу формулы Коши-Адамара для радиуса сходимости степенного ряда, от­

сюда следует, что ряд (8) сходится при |/| > г. Применяя теорему единствен­

ности для аналитических функций и преобразование Коши заключаем, что мера 

Р сосредоточена на круге Dr. Теперь для вывода (7) из (б) остаётся отметить, 
что средние арифметические для частичных сумм степенного ряда произвольной 

функции f Е A(Dr) сходится к f равномерно на Dr. Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Пусть — {^п}* ~ подпоследовательность из ДА, удовлетворя­

ющая условию (1), /(/) и е(г) — произвольные функции, непрерывные 

на кривой Ь С Тогда существует функция д Е Я(£>я), представимая 

в окрестности нуля степенным рядом вида (2) такая, что

!/(*) -^)| < при г Е Ь- (10)

Доказательство : Пусть множество £ Г) (0, R) - возрастающая к R последо­

вательность положительных чисел {гп}?°. Обозначим 7„ = Ь П СЭГ .. \ ).

Рассмотрим последовательность положительных чисел {<$« }о° такую, что дп < 

1иГ{£(г) : г € 7п}, I 0, п —> оо. По индукции, построим подходящую по­

следовательность {рп(г)}о° многочленов вида (5). Положим ро(2) = 0. Сперва 
рассмотрим функцию

Ро(*),
[/(п) ~Ро(г1)]>

ври г Е £»г։, 
при г Е 71 •

Так как Е А (£>Г1 071), то в силу Леммы 2 существует многочлен рх(г) вида 

(5) такой, что |/11 (г) —Р1(г)| < аг при г Е ОГ} 071- Здесь и ниже ап = ^п*1 — <*п+2-

Отсюда следует, что ]ро(<г) — Р1(֊)| < Щ при г Е &Гх и

|/(х) - рг(г)| «1
О1 4- ого

при 2 — Т2, 
при г Е 71 •

Предположим, что уже построены многочлены рп(г) вида (5) такие, что

при г Е Ргв,|Рп-1(г) -Рп(г)| < осп

при г = гп+г, 
при 2 Е 7п •

(П)

(12)

Многочлен рп+1(г) вида (5) построим следующим образом. Рассмотрим функцию

при 2 Е Дгп+1» 
при 2 Е 7п + ь

так, что /1п+1 Е А (ДГп + 1 О7п+1)« Согласно Лемме 2 существует многочлен

Рн+1(г) вида (5) такой, что |/1п+1(2) - рп+1(г)| < ап + 1 при 2 Е ирп+1-

Отсюда следуют оценки типа (11) и (12) с заменой п на п+1. Рассмотрим теперь

функцию
ОО

п=0

2 Е £>/?•
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В силу (11). последний полиномиальный ряд сходится абсолютно и локально­

равномерно на £>/?. Следовательно, д € и в окрестности нуля д(г)

представляется степенным рядом вида (2). Пусть г € Ь. Предположим, например,

что 2б7п.И։ (11) и (12) имеем

|/(г) - рп(2)| < ап + ап-ь |р(г) - рп(г)| =
ОО

52[рд+1(г) ֊рл (г)] 
к^п

ОО

< 52 ** + 1- Дг=п
ОО

Следовательно, 1/(г)—р(г)| < °к — &п- С учётом выбора чисел 6П получим 
к~п — 1

(10) . Лемма 3 доказана.

Доказательство Теоремы 1. Построим функцию / на! следующим образом.

Пронумировав витки кривой Т. на витках с номерами 4п 4֊ 1 положим / = 

0, а на витках с номерами 4п + 3 положим / = 1. На остальных витках 

зададим / ограниченным и непрерывным продолжением на Ь. Далее рассмотрим 

произвольную непрерывную на Ь функцию е(и) > 0 такую, что е(г) —> 0 при 

|г| —> R. Согласно Лемме 3. существует функция Л € Н(Г>д), имеющая в 

окрестности нуля разложение вида (2) и удовлетворяющая (10). Очевидно, что 

функция И удовлетворяет всем требованиям нашей теоремы. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. В случае, когда R =. -Коо, условие (1) в Теореме 1 необходимо.

Действительно, пусть Л - произвольная целая функция, удовлетворяющая Тео- 
ос

реме 1. Предполагая, что К удовлетворяет условию V — < оо, согласно теореме 
п=1

Макинтайра [7] получим К = сопя/, что является очевидным противоречием.

Рассмотрим теперь компактное множество К вида К = Ог и {г1։..., гт), г <

Лемма 4. Пусть (} = - подпоследовательность из Л/. Тогда для

произвольной функции / € А(/С), представимой в окрестности нуля 

степенным рядом вида (2), и для любого числа € > 0 существует 

многочлен р вида (5) такой, что |/(х) — р(л)| < е при г £ К.

Доказательство : Аналогично доказательству Леммы 2, достаточно показать, 

что произвольная комплексная мера Бореля р. на К, удовлетворяющая (б), 
сосредоточена на круге 1)г. С '«той целью, запишем (б) в виде

ГП

= 0, п= 0,1,..., (13)
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где ск - атом меры ц в точке г*, к = 1,...,пг. Разделив обе части (13) на х’р и 

устремив п к ос. заключаем, что ст = 0. Аналогично, из (13) получим ск = О 

при к — 1, ...,т. Следовательно, мера ц сосредоточена на Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть С) = {дп}£° - подпоследовательность из Е = {гт

- последовательность из такая, что 0 < |хт| 1 R при т —► ос. 

Тогда для произвольных функций /(г) и е(г) > 0, определённых на 

Е, сушествует функция д Е Я(Дд), представимая в окрестности нуля 
степенным рядом вида (2) и такая, что

|/(г) - 9(л)| < е(г| при (14)

Доказательство аналогично доказательству Леммы 3. поэтому мы его опускаем.

Доказательство Теоремы 2. Обозначим М — Рассмотрим последо­

вательность положительных чисел {г„ такую, что гп | R при п —> ос. и 

множества Еп - '.г, , }, г,։_, < । < ... < |зп < гп. гк Е оп,
ОС

п = 1.2,.... На Е — [3 Еи определим функцию / следующим образом : / = О 
>1 = 1

при х Е 2?2п-ь и / = 1 при 2 Е -Я’зп, л — 1,2.... Согласно Лемме 5 существует 

функция д Е Я(£)д), представимая в окрестности нуля степенным рядом вида 

(2) и удовлетворяет (14) для любой функции г > 0 на Е такой, что г(х) —> О при 

|х| —> R. Из (14) следует, что функция к = д не имеет граничных значений вдоль 

всех радиусов из М. Теорема 2 доказана.

§2. ЛАКУНЫ И СУЩЕСТВОВАНИЕ РАДИАЛЬНЫХ 

ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

В этом параграфе приводятся результаты о лакунарных степенных рядах, имею­

щих наперёд заданные радиальные граничные значения, доказываются Теорема 

4 и необходимость условии (3) и Теореме 3.

Замечание 2. Для любого числа 6 Е [0.1) существует подпоследова­

тельность С А^, п/дп -> $ при п ос, для которой утверждения 

Теоремы 3 не верны.
Доказательство : Пусть сперва 6 = р/д Е (0,1) - рациональное число. 

Рассмотрим множество

«-1
В = □ Ек, Ек =

1=0
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и последовательность {д,։)о° С М вида

О, д, д 4-1..... я + р - 1,Ц, кд 4֊ 1>кд 4- Р ֊ 1,к Е М.

Легко проверить, что п/дп —> р/д при п —> оо. Отметим, что каждую функцию 

д € представимую в окрестности нуля степенным рядом вида (2), можно

записать в виде

»(*) = 9и(^’) + + •••+ (15)

где дк € Н(£>«), к — 0, 1,р— 1. Обозначив од = ехр(2тг։/д), получим линейную 

систему

Р-1</(*) = </о(*9) 4֊ 2^1 (г9) 4- • • - 4- г 

у(одг) = д0(29) + га>«71(27) 4- • • • 4֊ гр ՝дР-1[гч), 

9^р Г*) = Ы-7) 4- гшр 1д1 (и9) 4- • • • 4- г

Из этой системы видно, что функции до(гд),д^г4), ■ •. ,др-1(гд) для г Е Вя одно­

значно выражаются через значения д(г), д(ыг),... ,^(сир-1х) функции д, посколь­

ку определитель Вандермонда чисел 1, ы,..., и**՜1 отличен от нуля.

Предположим, что функции /ид удовлетворяют Теореме 3 и имеют конечные 

радиальные пределы на лучах Ец, Е1,....Е,{..з, а. на луче Ед_1 они стремятся к 

4՜ оо быстрее произвольного многочлена. Из условия р < д вытекает р— 1 < д — 2. 

Следовательно, функции до(гч), дк(хд),..., др_г(г4՝) имеют конечные радиальные 

пределы при х 6 Е<>. Более того, в силу периодичности, каждая из них имеет 

один и тот же конечный радиальный предел на Е :

дк(гд) -4 а* при г -> Л - 0, х = те*'9 € Е, к = 0,1, ...,р- 1

для любого фиксированного <р. Таким образом, из (15) вытекает, что на Еч֊к 

функция д имеет не более чем полиномиальный рост, и приходим к противоре­
чию.

Пусть теперь 6 Е (0,1) - иррациональное или 6 = 0. Рассмотрим рациональное 

число р/д Е (6,1). Рассуждая как и выше, построим подпоследовательность 
М С V, для которой п/дп —> р/д при п —> оо, и утверждение Теоремы 3
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не верно. Выделяя из {^п}^ подпоследовательность с плотностью <5, получим 

требуемую подпоследовательность. Утверждение Замечании 2 доказано. 
Рассмотрим теперь компактное множество К вида

где 0 < 01 < • • • < < 2тг, а С - множество всех рациональных чисел.

Лемма 6. Пусть — {?п}о° ~ подпоследовательность из Л', удовлетворя­

ющая (4). Тогда для произвольной функции / € Л(К), представимой в 

окрестности нуля степенным рядом вида (2), и для любого числа Е > О 

существует многочлен р вида (5) такой, что

|/(з) - р(г)| < е при г € К. (16)

Доказательство : Обозначим через гп, наименьший общий знаменатель рацио­

нальных чисел 0} /2тг, 5 = 1,..., к. Без ограничения общности можем предполо­

жить, что #,/2тг = я/тп, где я = 0,— 1. Соответствующий компакт обо­

значим через К’. Заметим сперва, что из (4) следует

Чп - з(ты1 т)}. я = 0,1,..., т- 1.
я

Произвольную функцию / € .4(№) можно представить суммой 
т—1

я—О

(17)

где функции /,. € А(К‘) удовлетворяют условию
Л27Г= от/Л(г), ы = ехр I £— г е К". (18)

Чтобы убедиться в этом, достаточно положить

Из (18) следует, что /ДО) = 0 при я = 1, ...,тп- 1. Поскольку в окрестности нуля 
функция / представляется степенным рядом вида (2), то в окрестности нуля 

функции /, можно представить степенным рядом вида (2) с заменой С} на

Следовательно, применяя Лемму 2 к каждой функции /„ и последовательности

С},, находим многочлен р, вида (5) с заменой С НА такой, что

'/,(֊)-РЛ2)1 < ~ при ЛгИкр]. (19)т
Ясно, что каждый многочлен ра удовлетворяет (18) с заменой /, на р<. Следова- 

т — 1
тельно, полагая р(з) = 52 Р»(х)։ г ЕС и учитывая (17) - (19) заключаем, что 

4=0
р(г) - многочлен вида (5), удовлетворяющий (16) на №. Лемма 6 доказана.
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Доказательство Теоремы 4. Рассмотрим последовательность положительных 

чисел {гп}^ такую, что гп | В при п —> ос. Пусть б(г) > 0 произвольная функ­

ция из С[0. Я), убывающая к нулю. Выберем последовательность положительных 
%

чисел {^п)о° так» чтобы <5П 4- 0 при п —> оо и < 1пГ{е(|-е|) : гп_1 < |г| < гп}, 

п — 1.2,.... Полагая о„ = <5п+1 — 4п+2, построим индукцией подходящую последо­

вательность {рп(г)}о° многочленов вида (5). Согласно теореме Мюнпа, сущест­

вует многочлен ро(г) вида (5) такой, что |/(з) — Ро(^)| < <*о при г € РГо П 1\. 
Предположим, что уже построены многочлены р„(г) вида (5), удовлетворяющие

|р„_1(г) ֊ рп(л)| < ап при ге1>гя_х, (20)

Г 1/(2) -Рп(г)| < Оп + <*п-1 при 2 е (Д“\Ргя_1) пи?=1Л,
I 1/(2)-Рп(г)| < Оп при г е пи;=1I,.

Многочлен рп+1(г) вида (5) построим следующим образом. Обозначим через 

2;г'..... 2։։+1 элементы множества 7>Гв и 0 и рассмотрим функцию
> =г1

при z € DTn, 

при z £

_ п-г 1 \
ЛГг> и и 1г I. Тогда, по Лемме 6 существует

«=1 /
многочлен Рп-ц(г) вида (5) такой, что

п + 1 
!,1п+1(2)-рп+1(2)| < ам+1 при Z е Drn U IJ 7,. 

5-1

Отсюда следуют оценки типа (20) и (21) с заменой пнап+1. Таким образом, 

требуемая последовательность {рн^)}^ многочленов вида (5) построена. 

Рассмотрим теперь полиномиальный ряд

оо

g(z)֊ Hm pn(z) =p0(z) 4-V[pn+i(z)-pM(z)], z G DR. 
fi =0

Поскольку последовательность {гп}^ возрастает, то в силу (20) последний ряд 

сходится абсолютно и локально-равномерно на £>л. Следовательно, д £ Я(РЛ) и 

в окрестности нуля д(г) представляется степенным рядом вида (2). Обозначим ОС
Г = и и»» ХВг^.х). При г с в VI некотором т > п имеем г е СОГгп \
В силу (20) и (21)

ОО

|/(г) Рт(2)! (^т 4՜ |$(2) -Рт(2)| = [/4+1(2) ֊ рд.(2)]
к =т
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Следовательно, |/(г) — ^(г)| < в* = <УП1. С учётом выбора 6п, получим
1։=тп — 1

(14) при г 6 Р. Остаётся отмстить, что каждый радиус из множества М. за 

исключением конечного числа, содержится в множестве Р. Теорема 4 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the boundary properties of func­
tions, analytic in a disk (finite or infinite) and representable by lacunary 
power series. Sufficient conditions on lacunas are obtained, which guar­
antee both nonexistence of radial boundary values (Theorems 1, 2) and 
existence of rather arbitrary radial boundary values (Theorems 3. 4). The 
proofs are based on new results in complex approximations concerning 
possibility of approximation by gap polynomials.
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ОЦЕНКИ СНИЗУ ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
ПРОСТРАНСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

В. Н. Маргарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 36, № 3, 2001

В статье рассматриваются гипоэллиптические операторы Р(О) с по­
стоянными коэффициентами. Получены оценки снизу для функцио­
нальной размерности пространства решений дифференциального ура­
внения Р(Ц) и — 0. Оценки определяются по поведению символа опера­
тора Р(&) на бесконечности.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] была определена функция IV (е. ^), зависящая от компакта Р и 

£ > О, равная минимальному числу замкнутых множеств с диаметрами, не 

превосходящими £. покрывающих Р. Через функцию ДГ(£, Р) в [1] определяется 

метрический порядок компакта Р. Доказано, что для всех метрик компакта Р. 

не меняющих его топологию, величина 

к(Р) = НпйпГ \п1У(е,Р) 
1п(1/£)

равна размерности компакта Р. В частности. к(Р) является топологическим 

инвариантом.

В работе [2] доказано, что для некоторых вполне ограниченных множеств Р ана­

литических функций, функция Я(е, р) — \пМ(е,Р) при £ -> О ведёт себя как 

(1п 1/е)՜’ • Для сравнения массивностей множеств А гладких функций естественно 

рассмотреть следующую числовую характеристику, называемую функциональ­
ной размерностью множества А :

аы = Пт Ы
։-»0 1п1п(1/£)

Исследования, представленные в данной работе, выполнены при поддержке 
гранта ИНТ АС 99-01080.
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Пусть Е - локально выпуклое пространство, Ц - окрестность нуля в Е и А С Е 

- некоторое множество. Для заданного е > 0 множество В называется £-сетъю 

множества А относительно и, если А С В + е и.

Для заданного множества А С Е обозначим через 1У(А,Еи) наименьшее число 

элементов £-сети множества А относительно и. Через ЛГ(А,б(7) обозначим 

наибольшее число элементов х1;хт € А, для которых х, - х} £ е и при ։

1 = 1,...,тп. В [2] доказано, что М(А, 2б Сг) < ЩА^еЦ).

Определение 1 (см. [2]). Для заданного линейного, локально выпуклого про­

странства Е число

сИЬ = зиршГ 1ип————— и V г->0 1п1п(1/б)

где и и V пробегают все окрестности нуля в Е, называется функциональной 

размерностью пространства Е.

В работе [3] доказано, что если Р(Р) - гипоэллиптический оператор с постоян­

ными коэффициентами, то (ИАГ(Р) < ос, где ?/(Р) = {и; и 6 С, Р(Р)и = 0} и 

<1£/У(Р) = п, если Р(Р) - эллиптический оператор от п переменных. В [4] - [7] 

получены оценки сверху и снизу для функциональной размерности пространств 

решений некоторых классов гипоэллиптичсских уравнений. Как доказано в '8], 

= п тогда и только тогда, когда Р(О) - эллиптический оператор от п 

переменных.

§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ОСНОВНЫЕ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Повсюду в этой статье мы используем следующие обозначения :

ПС' = п-мерное действительное евклидово пространство точек £ — (£1,...,£п):

Сп = тг-мерное комплексное евклидово пространство точек С, = (£1, ...,Сп);

ига = {«, (е. пг"; + 0};

1ЕП = тг-мерное евклидово пространство точек х = (хх, ...,хп);

= множество точек // = (и« где - целые;

.V” = множество точек а — (сц,где а* - неотрицательные целые;

= £Г’.-.ч7% 1)0 = где либо — (1- = -1), либо ,

— (£1> •••>£/ — 11^74-1>*'вэЧп)>7 1| П 5

1«1 = ; 1К11 = ТЕ"». «Л « е < € пг"(С”).
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Пусть Р(Р) = 5? 7г» Ва - дифференциальный оператор с постоянными коэффици- 
а

ентами, и Р(^) = ^7а 4° “ отвечающий ему полный символ, где сумма берётся 
и

по конечному набору (Р) = {а, а € 7а # 01-

Определение 2. Минимальный выпуклый многогранник Л/՜, содержащий мно­

жество (Р) и{0), называется характеристическим многогранником или много­

гранником Ньютона многочлена Р.

Определение 3. Многогранник ЛЛ называется вполне правильным, если ком­

поненты внешних нормалей всех (п — 1)-мерных некоординатных граней много­

гранника Л положительны.

Для вполне правильного многогранника Л/՞ через Л(ЛГ) обозначим множество всех 

нормалей А = (А1,...,АП) некоординатных граней многогранника V, удовлетво­

ряющих пш1ку<п Ау = 1.

Известно, что для вполне правильного многогранника V множество Л(Л/') огра­

ничено. Для многочлена Р обозначим Л(Р) = {С € Сп: Р(0 = 0}, В](Р) — 

{(6,с,С+1,...,6.) = С, Р(С) = 0, с» е Ж"՜1, о е с1}, з = 

</р«) = т£(еО(р) ||£ - С||, С € R.'*, = т1п<бО,(Р) |£> - С)|. 3 = 1,

Будем использовать также следующее определение (см. [9], определение 4.1.1 и 

теорему 4.1.3).

Определение 4. Оператор Р называется гипоэллиптичсским, если выполняется 

одно из следующих условий :

а) АГ(Р) CC~,

Ь) dP(£) -> оо при ||£|| -> оо, £ е IRr‘,

с) для любого а £ /V", |<*| ^ 0 и £ £ ИГ‘, £244) 
/44) -> 0 при II4II оо.

Известно, что характеристический многогранник гипоэллиптического оператора 
вполне правильный.

Лемма 1. Существует постоянная С = Сп>к > 0 такая, что для любого 

многочлена Р от п переменных порядка не выше k относительно
к

c-։52io{pa)|< sup |Р(6 + ч1,6,...,с„)|<22|о{р(4)|, септ, (i) 
J=o у=0

Доказательство : Второе неравенство непосредственно следует из формулы 

Гейлора. Для доказательства первого неравенства в (1) рассмотрим 
к

Q(W = +16......6.) = у <։>«) t1. (2)
j=0
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Для попарно различных точек •••,^41 С 1] следующая система алгебраи­

ческих уравнений относительно ] = 1..... к
к

-<2е(т»), / = 1,...,*+1 (3)
7=0

однозначно разрешима. Поэтому, с некоторыми постоянными о»/;

МО = 52^.7 <?€(п), > = 0,...,Л.
/=1

Подставляя эти значения в (2), получим 

* /* + ։ \
■Р(£1 + •••>&») = I I <7-

7=0 \1=1 /

Отсюда следует

1Р[Р«)| = р; р(б + м2, ...:<п)!1е=0 = г!
*+1 
У2^,г 
1=1

<С Яир |Р(^1 + 7/1,С2»-.։^п)|, 
П’и11<

где С > 0 - постоянная, зависящая лишь от к и п. Лемма 1 доказана.

Следствие 1. Существует постоянная С = Сп,к > 0 такая, что для любого 

многочлена Р от п переменных порядка не выше чем к относительно £1։ для 

< е ШЛ I > О
к к

с-122|о’Р(4)|е< зчр |Р(б + ч1,6...
7=0 у—О

Доказательство ; вытекает применением Леммы 1 к многочлену РД£) =

Р(«6,6..... 6.)-
Для доказательства следующего результата мы ссылаемся на [9], Лемма 4.1.1.

Лемма 2. Существует постоянная С > 0 такая, что для любого много­

члена Р степени не выше к
к 

с՜1 <Лр(£) У2 

|а| = 1

Р? Р(^) 
Р(О

1/Н
^епг, РИ)/о. (4)

Лемма 3. Существует постоянная С > 0 такая, что для любого много­

члена Р порядка не выше к относительно £1

Р(() # 0. (5)

Доказательство : Следует из Леммы 2 и Следствия 1.
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Лемма 4. Пусть Р uQ~ многочлены и ~ неотрицательная функция 

такая, что для £ € Ж"

ад|(?Ю1<^|РЮ1 и т/ ь(а + ..... <„)>с2ед,
Н1|<Р1(ЛО/2

где С1, Со > 0 — постоянные. Тогда существует постоянная Сз > 0, для 

которой

Л(£) «еис.

>>։
Доказательство : В силу Следствия 1, с некоторой постоянной С< > 0 имеем

С4-։Л(О ։ир !<?(£.+ П1,«2,...,£„)|.
"71 1П1|<Р1(Р,{)/2

Отсюда следует

с;‘Л(£)У |£>’1<?(£)|р’1(Л£)<֊- зчр |Л(£1 + 1?1,6,...,£п)х 
;>1 °2 1п։|</»1(Р,€)/2

/">
X <2(6 +т?1,6,-,чп)| < тт- вир |Р(6 +1?1,6,...Лп)|. 

°2 1п։|<Р1(Р,5)/2

Применение Следствия 1 и Леммы 3 завершает доказательство.

Для многочлена Г положим

'Гр(ч) = min pj(P,<), < G IRn.i<j<n

Лемма 5. Пусть P — многочлен с постоянными коэффициентами. Пусть 

Мч) ~ функция, удовлетворяющая следующим условиям :

i) о<ад<рр(а

ii) для любого € 6 (0. 1) существует постоянная ^(е) такая, что 

т^Ы1<е Aft) Мч + r)) > X(f) 4 П<п. Тогда существует постоянная 

С > 0, для которой /1(6 < Cdp(6 + 1, £ £ IRn.

Доказательство : В силу Леммы 3 достаточно доказать, что с некоторой 
постоянной Ci > О

<<7^(01, (евл. 
сг>0

По Теореме 3.3.2 из '9], с некоторой постоянной СЧ > 0 имеем

^/1|“1(£)|Р<“»(О|<С2 snp |Р(£ + ч)|<
а>0 ll»rtl<ft(€)/2

< с2 sup sup |P(^ + (T7J’l),0)+(0(n\77n)|.
По<п>11<Л(0/2 1Ы<М€)/2
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Отсюда и из условий 1), н) вытекает

а>0

< Сз вир 
1М*»п<М€)/2

< Сз вир 
1|’?‘"’11<ли)/2

8Цр !/*(£ +(’),").о) + (о(">.’)п)(< 
1пп|<х(1/2)Л(£+(п<">,0))/2

»ир |Р(« + (ч*”),0) + (0<"»,Пп)|,
Ь-1<х(1/2) МЛ€+(п<">,0))/2

где Сз - постоянная. В силу Лемм 1 и 3, с некоторой постоянной С4 > О

^Л|“|Ю|Р(а|«)|<С, зир |Р« + П)|.

«>о !1^*)||<ад/2

Повторяя вышеприведённые рассуждения (п- 1) раз получим требуемый резуль­

тат. Лемма 5 доказана.

Пусть - неотрицательная функция, определённая па 1К", I > 0. Положим 

С(М) = {{6 Ж": Л({) < <), С(։>(М) = {(6 R՞: «“Р||,||<0Г/г М4 + Ч) < «}, 

<?,2)(М) = {< е Ш": 'шГ||,||<^/з + ч) < ։}• Для множества А Е

обозначим через Л7. 1 < 7 < п проекцию множества А на подпространство = 0. 

а через т(Л) - количество мультииндексов множества .4. Для заданного вектора 

сх Е ЛГп-1> обозначим через 1а единичный (п — 1)-мерный куб с центром в точке 

сх и гранями, параллельными координатным гиперплоскостям.

Лемма 6. Для любой неотрицательной функции А(£) на 1ИП существует 

> 0 такое, что

тпев С^/^А./•) < пг(С?(А, <)) < шее Су‘’(А./), 7 = 1,2,.., £ > $о«

Доказательство : Так как /3 / а, а./З Е Лг(п-1\ 7и Л 1$ = 0. то используя 

аддитивность, имеем

тп(Су(А,£)) = 1= шее 1а =

= тев ^иаес>(/»л)плч»-”^а) •

Остаётся показать, что

С^(АЛ) С Оа€С5(Ад)П^(В-1)/0 С С] \А,/). (б)

Пусть Е Су՝(/1. <) - фиксированная точка такая, что для некоторого т 

зиР|1ч11<Уп/2 + ^) < гле <(г) = (&>•••,&-!>Г>€+Ь•••»&»)• Лля жданного 
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вектора £, через а(£) € №п обозначим вектор, для которого |сг,(£) — £,| < 1/2, 

{ = 1, ...,п. Так как ||«(ч('’")) ~ £(Г)Н < з/«/2, то

Д(а«(т))) = Л(£(т) - (4(т) ֊ а(£(т))) < зир А«(т} 4- т?) < 
||ч||<у6Г/2

Следовательно, о(-^(£(т)) ё С\ По определению 1О имеем Е

4«>«(г))- Поэтому
С Са€<?>(Л1е)пЛ^(п-։)/а.

Для доказательства второго вложения в (6) отметим, что для любых ё Лз, 

(3 Е Gj[h,t) ОЛМ"՜1* имеем —/?|| < \/п — 1/2 и Л(Д(т)) < / для некоторого

т е Щ1, где 0(т) = (А,...,/3>-1,т,Д-+1, Следовательно

■шГ ЬШ + П) < - (<(т) ֊ /?(т)) = Л(/?(г)) < /.

Отсюда следует, что 2) и получаем требуемый результат. Лемма 6 

доказана.

Предложение 1. Пусть Л1(£) и — неотрицательные функции, опре­

делённые на 1ДП такие, что /12(^) < Ах(^). Тогда
—----1птп(С;(/11,<)) —---- 1п7п(С7(/12,*))
пт ------ г------------ < 11Ш------ ;-----------

*֊♦+■ оо 1П< ~ <-*+оо 1п< 1

Доказательство : Следует из С С](Ь2,1) для / > 0.

Лемма 7. Для любого гипоэллиптического многочлена Р от п > 2 

переменных существуют величины
֊Р---- 1п т(С;(с/р,<))пт------ т2------- —
Г-Ц֊со ]д<

Доказательство : В силу Леммы С достаточно доказать существование

Нт < —*-гоо
1п1пев(Су)((/рЛ))

1п/.
Из условия гипоэллиптичности многочлена Р следует, что с некоторыми посто­

янными С1, С? > 0

1+„ с* 1К11С’-
Нч1|< Уй/2

Учитывая Предложение 1, получим

--- 1пте8(С’2,(</р,«)) 
пт - --------- <-----------1п£

-т—1Пте»(С,(С1||{|П,«-И))
։-»+оо 1п £

< Гил
~ <-* + ос

111(2 7Г)П՜2 /1п£ = (п — 1)/С2 < оо.

Лемма 7 доказана.
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53. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для любого гипоэллиптического оператора P(D) от п > 2

переменных с постоянными коэффициентами

dfW(P) > lim
lames (Gj1’(^(P),/-))

L = 1,2.... и в 7V(P) определим топологию W = {(7 € N(P)'- q(U) < 1},

V/, - {U G N(P): qL(U) < 1}, L = 1,2.....  Пусть a, b £ AJ (t) - два различных 

вектора. Легко проверить, что

lot , ...J

Доказательство : Обозначим через ...,а^(тп(/^,£)) элементы множест­

ва С;(Р](Р),г)С\ Т'/!”'՜1}. По Лемме 3 для любого натурального I, 1 < I < тп(р]}1.) 

существует комплексное число <5(/) такое, что

и hn|Q(Z)| < (Р, ai(Q,...,aj-i(/), Re С;(/),а; + 1 (/),...,ап(2)) < t. Каждому тако­

му вектору сопоставим функцию Ui(x) = ехр^т^'а*7’ 4- £/£>(/)] € N(P). Пусть 

7 - число такое, что 7՜1 € #+• Через A}(t) обозначим множество rn(p} (Р), t)- 

мерных векторов (raj,г = 1, ...m(pj(P),t), для которых 7“*Ог ~ 

целые неотрицательные числа. Ясно, что количество таких векторов равно 

Сопоставим каждому вектору а £ AJ (t) функцию

m(?j(P),t)
аг е’[(։,и).ог(-’)(г))+л‘5<Лг)] £ N(P).

В N(P) рассмотрим следующие полунормы :

q(U) = (Зл)^-1^2 0)|2dzul
1/2

qL(U) = max |<7(ar)|,

Простые вычисления показывают, что

arUr G m(P1(P),t)eL։

откуда следует
М(тп(р, (Р), t) е’-։ VL,y W) > 1-"W|
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Пусть Е՛ > 0 - фиксированное число. Положим £ = e~2Lt и

f' е՜1'
2 б

где [т] - целая часть числа т.
%

В силу Леммы 7 существует число £о > О такое, что при 0 < € < £о

£՛ e~L ։
2е

• •

Е՜՝'3

и в силу свойств функций М и N

In In АГ (е' Vl,eW) = Inin N(Vl,e W/e') > In In N(VL, 2e W/e’) =

= lnln7"m,pj(P>։t) > = 1пт(р>(Р)Л) + 1п1п£

+ In Inf 1 — In 3.

Следовательно, согласно Предложению 1 и Лемме 6

P—Inin W)Inn ---- -——— --------—»+o hiln(l/f)

_ —^—-ln(m(pj (P),t)
t-»4֊00 Int

ln(m(P>(P),-!֊1п£ l)

lnln(l/f)
--- In mes (G՛1 * (dP, t)) 

nm--------- —------------
■*+»> lot

Так как е' Ь = 1, 2,... образуют базис в АГ(Р), то отсюда получаем требуемый 

результат. Теорема 1 доказана.

Следствие 2. Пусть Р гипозллиптический многочлен такой, что для некото­

рой постоянной С > О

l + dP(t)>Cpi(P,£), £€«".

Тогда

dfN(P) > —---- In mes (Gi,(dp. t))h m-------------------- —
t—*+oo Int

Доказательство : Следует из Теоремы 1. Предложения 1 и неравенств dp(£ +

Замечание. Для гипоэллиптического оператора Р(Т>) имеем dfN(P) = +оо. Это 

следует из того факта, что для любого h((£) > max(pj(P,£), |К||е), £ > О

hm hm ---- -LJ2_L=OCl и df7V(P) > lim --------\ J-■ 7 4- 1.г->П+Г-ч+ос hit ՝ ' - t_». + oo |n f

Георема 2. Пусть — многочлен n > 2 переменных с вполне пра­

вильным характеристическим многогранником Af. Тогда <lf./V’(P) > 
maxAgA^vj |А|.
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Доказательство : Пусть для определённости |А°| = тахд€л(Л') |А|, А? = 1,

А0 е Л(ЛГ). Многочлен Р представим в виде

Ь к

ло = Е =Е Е 7«г,
1=0 1=0 (А°,ег)=гп|

то > ... > гл* > 0.

Так как вектор А° € Л(#), ясно, что существует точка г € такая, что 

РТПо(г) Рто(г) ф 0. Не умаляя общности можно считать, что т = (1,..., 1). 

В силу непрерывности многочленов существует число г € (0. 1) такое, что 

Рто«) Р„։о(£) # 0 на множестве Р = {£: 1 ֊ € < < 1 4- б, 3 =

Для 0 > 0 обозначим через Н(0) следующее множество Щ0) = {£: 0 < 

415 (1 — б)С1/А'’ < €; < (1 + }• Используя Лемму 3, легко видеть, что

существуют постоянные #о։ С1 > 0 такие, что рг{Р. С) < С1£1 при £ 6 Н(0о)- 

В силу Предложения 1, для некоторой постоянной Сз > 0 имеем С(рх(Р),<) О 

£(£1£1,*) И Н(0О) при < > 6>0 и

1г, / Р\ + \ Ь [£%’ - ֊ ъ
> 11 т  -------------------- :-------------------------------
— <-»+оо 1п I

- д° + - Дс— д2 -г ... “Г лп)

ж о • о
где аД2) = (1 - е)/Л, бу(^) = (1 + е)< = 2, ..,п. Отсюда и из Теоремы I 

получим требуемый результат. Теорема 2 доказана.

Пусть Р - многочлен с вполне правильным характеристическим многогранником

Лг, (А15.... Ап_1, 1) — А Е Л(У). Представим Р в виде

ЛГ м

^ю = Ер"‘'«) = Е Е 1'»^°՛
1=0 1=0 (А,а)=т|

Пусть для некоторой точки г 6 Р„։о(т) = О, Р,П1 (т) О

к(г) = тах{г, г > О, |ДаРт[1(т)| = 0, 
(а,А)<г

£ |д°рго։(т)| # 0}

(<к,А)=г

и ттт-х > то — ^(т)- Заметим, что неравенство тгц > то ~ ^(т) является необходи­

мым условием гипоэллиптичности многочлена Р.

Теорема 3. Пусть Р - многочлен, удовлетворяющих՜! вышеописанным 

условиям. Если
£ р„р»ргао(т)| # о, 

(а,А)<Л(г)-А„

ТО
А1 к(г\

> -------- 7--ТГ-ГЙ + Аз + ... + А' - [тпх ֊ (7710 - *(т))]
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Доказательство : В условиях теоремы существуют вектор а 6 и число

Е > 0 такие, что
V ОаРт.(т)т)а/а\^0 

(а,Х)<к(г)-Хк

при всех т/ € Г = {т?, О/ — € < < а) + £'3 — 1» 71} С 1К֊о •

Для 0 > 0 обозначим через Н(0) = {£, > 0, (€1/г1)А֊’/,А։ + (а> ~ £‘)€1 1 <
<з < ^(6/п)^/А։ + (а, +б)^Х-’/\ ) = 2,..., и), где 6 = [?По - (тщ - /:(т))]/Л(т). 

Используя Лемму 3, после простых вычислений заключаем, что рп(Р, £) < 
^^аи/а, _ с< А> для всех £ (2 Н(во), где 0 > 0 и С1 > 0 ֊ постоянные. 

Существуют также постоянные Сг > 0 и Сз > 0 такие, что при < > 0о

тез{Я(0) П (7(рп(Р)»*))п >
Л»А1/* /-(оа+ер*3 /•(«»-։+<)«*’—1

>С2 / / ... /

Отсюда, в силу Теоремы 1 и Предложения 1 получаем требуемый результат.

Теорема 3 доказана.

ABSTRACT. The paper considers hypoelliptic operators P(D) with con­
stant coefficients and establishes lower bounds for functional dimension of 
the space of solutions of differential equation P(D) u = 0. The bounds are 
determined by the behavior of the symbol of operator P(D) at infinity.
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/,2-ОЦЕНКИ СКОРОСТИ сходимости
ПОЛИНОМИАЛЬНО-ПЕРИОДИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
ПО СДВИГАМ

А. Б. Нерсесян, А. В. Погосян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 36, № 3, 2001

В статье рассматривается задача аппроксимации по сдвигам фиксиро­
ванной периодической функции в структуре /^-сходимости. Получе­
ны точные формулы для главных членов соответствующих асимпто­
тических разложений приближённой ошибки. В статье предлагаются 
быстрые алгоритмы, которые особенно эффективны в случае аппрок­
симации сплайнов чётного порядка и “модифицированных сплайнов” 
нечётного порядка.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема аппроксимации по сдвигам фиксированной периодической функции из­

учалась в многочисленных работах (см., например. [1] - 3]). В [4], [5 был разрабо­

тан общий подход к аппроксимациям, основанный на минимизации определённых 

функционалов. В частности, были получены оценки для периодических биорто- 

гональных разложений и интерполяций по сдвигам на конечном отрезке.

В случае, когда аппроксимируемая функция, определённая на конечном отрезке, 

не обладает гладким периодическим продолжением, возникает проблема уско­

рения сходимости. При тригонометрической аппроксимации (соответствующей 

сдвигам ядра Дирихле) ускорение было достигнуто методом, восходящим к А. 

Н. Крылову, основанным на применении полиномов Бернулли (см. [б] - [8] и 

пункт 1.3). В настоящей статье рассматривается Ь2-сходимость полиномиально­

периодических аппроксимаций достаточно гладких на [-1,1] функций по сдвигам 

фиксированных периодических функций и получены точные формулы для глав­

ного члена соответствующих асимптотических разложений. Изучаемый подход 

Исследования. представленные в данной работе, выполнены при поддержке 
гранта МГЗАТ- СЯРГ # С5 037-01 (ВСР 7420).
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особенно эффективен для аппроксимации по сдвигам сплайнов чётного порядка 

и "модифицированных сплайнов нечетного порядка.

§1 . ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

Наше исследование основано на работах [4] - [8]. В этом параграфе приводятся 

некоторые результаты из этих работ, используемые в дальнейшем.

|| • || ортонормальную систему {
1.1. Результаты из [4] и [5]. Рассмотрим в пространстве £з( —1,1) с нормой 

}ос
. Пусть 2 - множество целых 

П —— ОО
чисел, и последовательность {0П}, 0,, С՜ С такая, что ряды

«2 = 52 |в„+.(2Л'+1)12 + о- N > 1, п = 0, ±1,..., ±N

с ходятся. Тогда конечная система

Ед л»*(п+»(2Л’ + 1))х
^п + !>(2Л’+1)с »

з£2
(1)

п = 0, ±1,.... ±7V, будет ортонормальной в 1>з(—1,1). Рассмотрим соответству­

ющее ортогональное разложение функции f Е Ьг( —1.1) :

((₽.) = {¥>"},

SN(f) =
N

52 (2)

Лемма 1. Пусть / € Ьз( — 1,1) и fn = |(/. е’՞’1*) — её коэффициенты Фурье.

Имеет место следующая оценка

Следующий результат является непосредственным следствием оценки (3).

Теорема А. Условие

IM2 , 
lim —— — 1, п — const 

Ar-*oo

является необходимым и достаточным для || • j(-сходимости S&(f) —> f 

(N —> ос) для любого f 6 Lof —1, 1).

Оценка (3) характеризует быстроту сходимости —> f в терминах коэф­

фициентов Фурье {Уп)« Разложение (2) можно представить по сдвигам перио­

дической функции b(i) = Япе'"՜’1*. Следующие формулы эффективно ре­

ализуются применением компютерного интегрирования и алгоритма быстрого

преобразования Фурье (FFT) :

У’п(г) =
1

^п(2Лг+ I)
т —

2У + 1
2з

J
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®"(/) = (2л + 1)’ ։^кс'к (։ " 2лгп) ’

61

где

Дк = /(Ф (*-

представляется преПусть теперь последовательность {#„) = <0 

разованием Фурье
е(Х) = Г е~,Л,р(х) (1х.

* — ОО
(4)

Предполагая, что р(х) € Ьг О и V |p((2^ 4- 1)х 4֊ 2Л:)| < ос, функцию Ь(т) 
к

можно представить посредством сдвигов функции р(х) :

Ь(х) = (Л' 4- 1/2) Ете2 Р((2^ + 1)х - 2г).

1.2. Полиномы Бернулли и аппроксимация функций одной переменной

([6] - [8]). Положим Ак = —1), /я = I / /(х)е_,"'п֊г </х. Общеиз-
-1

вестей следующий результат.

Лемма 2. Для любой функции /(х) Е 1,1], д > — 1

(51

Используя Лемму 2. функцию / можно представить в виде

/(։) = £л։В*(х) + Г(х), 

1-0
(6)

где Р(х) - некоторая 2-псриодическая и д раза дифференцируемая функция. 

Полиномы Бернулли Вх (х) имеют коэффициенты Фурье вида

{
11՜1) \кхт при п О

О, при п = О,

и определяются рекуррентным соотношением

где константа интегрирования вычисляется из условия
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Из (С) следует, что коэффициенты Фурье функции определяются по форму­

лам

= п = 0,±1,---,±ЛГ. (7)
к=0

Следующая формула называется полиномиально-периодической аппрокси- 

мацией :
я

Дг)=Мх)= 53 +(8)
п=—Л* Дг=О

Если / € С,+2[—1,1], то Г,. — 0(п՜4՜2) при п —+ оо. Поэтому можно рассчи­

тывать на быструю сходимость /;у к / при —> оо. Для определения чисел А* 

(/ = 0, •••.<?) воспользуемся соотношением (7). Заменив (7) следующей системой 

с неособой матрицей Вандермонда

Л, = ^2 АьВь.п., з = 1,...,д + 1, п, ф п, (г ф ;), (9)
*=о

сопвЬ ЛГ < |п,! < ЛГ, Лт эс,

получим ошибку порядка О(ЛГ՜ * 2), Лт —> ос. Решение системы (9) изучено в [7],

[8], где показано, что ошибка |Ла — Лд I имеет порядок О(ЛГ д+>е х) при —> оо.

1.3. Полиномиально-периодическая аппроксимация. В применении к раз­

ложению по сдвигам некоторой функции этот метод можно описать следующим 

образом Пусть / € Св+1[—1,1]. Рассмотрим следующую аппроксимационную 

формулу, соответствующую разложению (б), и называемую полиномиально­

периодической аппроксимацией:

(7 \ 9
/(։) -53л42М»)1 + (10)

(-и / А-О

Отметим, что при следующем выборе

при }п1 < №, 
при |п| > №,

(11)

(10) совпадает с (8). В этом случае {у’п(х)}^=_<у совпадаете урезанной системой 
Фурье ■^■^е1ГТ։г | (см. Пример 1 ниже).

Нас интересуют асимптотические Ь2-оценки ошибки —/ при .V —> оо. При 

этом, наш анализ не касается вопроса приближённого определения скачков {Лк} 

посредством (/.<рп) в общем случае (см. 1.1).
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§2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ £2-ОЦЕНКИ
Пусть /(х) - функция, определённая на [а, 6]. и пусть и>(д./) - её модуль непре­

рывности

= .чир|/’(г1) -/(х2)|, Т1.т2Е[а.6], |Х1 - г2| < 6.

х € [—1/2.1/2], положим

Предполагая, что и՛(г) / 0 при

Здесь и ниже V* означает сумму, не содержащую слагаемое, соответствующее

а — 0. Отметим, что Ф(х) > 0. Из (1) и (2)

После несложных преобразований получим

.V 
н/-5Л(/)|р=2 Е « п=-Л*

-4 Ле (13}

Теорема 1. Пусть выполнены следующие три условия :

1°. Функция #(т) кусочно-непрерывна, и ряд |0(* + з)|՜ 1՝ равно­

мерно сходится на [—1/2, 1/2],

2°. Существует монотонная на каждом из отрезков ՛ — ֊, 2. 0) и (I), 1/֊; и 

интегрируемая на ( — 1/2, 1/2) функция т(х) > 0 такая, что л Е

ФО,
3°. / € С’+2[֊1,1],

Тогда
Пт (2ЛГ + 1)2’+3||/ - $Х4/)112 =

Лг—
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И,+11’ / 1 Г1'2 ( 1 |Ф(х)|’\
I 29-Г 3 2 Л1/2 \X=''+4 W2(i) J (14)

Доказательство : Воспользуемся неравенством

II/ - ^(/)ll = Ilf - Sk(F)ll < НЛ ֊ Sa-(F,)|| + ||f2 ֊ Sn(F2)||, (15)

где (см. Лемму 2), n 0

F(x) = Л(х) + F2(x), F,(x) = 52 (i^i ■

n^Z

F2(x) = Y >2,.e""", F2.„ = ’ f /։’+։>(х)е-‘™' dx, n # 0.

Хорошо известно (см., например, (10j), что \fn | < const a?(|nj-1,/), и поэтому

|Г2|П| < const w(|n| \ /^2’)|n|֊^2. (16)

Согласно Лемме 1 (f„ —

iiA-S.v(y2)|i<4 (17)

Первое слагаемое в правой части (17) оценим с помощью (16) :

l-Fi.np < const
|n|>A՜

const o;2(AT 1./,<7+2^)
(18)

Для второго слагаемого имеем ([х] - целая часть х)

const
V՛'

.2^+4
n=-[7x] n

const V Ф (tn)
2^ t2</+4

(v/AT)<|n|<A’ "

(19)

Ясно, что из утверждений Теоремы 1 вытекает интегрируемость Ф(х)ж 2? 4 на

[—1/2,1/2] и существование предела (см. [11])

п — — N

Следовательно, второе слагаемое в (19) оценивается выражением

const
(2N + 1)2»+3

f1/2
Ф(х)х 2<։ 4 dz.

-1/2
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Соответственно первое слагаемое мажорируется выражением

const
(2W + 1)29+3

которое стремится к нулю при Л —> ос, поскольку т(х) интегрируема. Таким 

образом, Итдг-юо(27V 4- l)2,?‘r3j[F2 — Sw(F2)112 = 0. и следовательно

lim (2N + 1)2’^||/ - ^(/)||։ = Jim (2N + 1)2’«||F, - SN(F։)I|2- 
jv—>оо N—>ou

С другой стороны, в силу (12)

(2N + 1)2’+3||F,-5Л-(Л)||2 = |Л,+>|2 1
2тг1+< (2N + 1)

Покажем теперь, что

X ֊֊ € Щ-1/2,1/2), 
w(z)

и что при N —> ос суммы в (20) можно заменить соответствующими интеграла­

ми. Имеем

-2,_4 _ тР = ф(») _ |ф(х)р
Ы2(т) ®29+4 0?2(®)

(21)

Согласно условиям 1° и 2° функции |Ф(х) 2и-2(х) и Ф(х)х՜'’՜4 интегрируемы 

на отрезке [-1/2,1/2]. Третье слагаемое в правой части (21) мажорируется 

выражением

const < const (Ф(х)х 2« 4)х'2 < const (т(х))1/2.
w2(x)

Для завершения доказательства остаётся учесть, что из условия 2° следует 

интегрируемость функции у/т(х) на [—1/2, 1/2]. Теорема 1 доказана.

Для заданного а (0 < о < 1) обозначим через Ла класс функций /, удовлетво­

ряющих оценке w(6, /) < Сба, где С - постоянная, не зависящая от д. Известно 

(см., например, [10]), что |/n| < const |п| — о.
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Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия :

1°. Функция ^(т) кусочно-непрерывна, и ряд V |0(а?-|-з)|2 0 равномерно

сходится на —1/2, 1/2]»

2°. Нт х-2’“3Ф(т) = В,

3°. Существует монотонная на каждом из отрезков ( — 1/2,0) и (0,1/2) и 

интегрируемая на (—1/2,1/2) функция П(т) > 0 такая, что

|(Ф(т)т-2?-3 - В)т-1| < П(г), (22)

Пт (1п е)՜1 [ П(т) Их = 0, (23)
<-»+° Л<|»|<1/2

4°. /<«+2> € Ло, 7 > -1.

Тогда
(27У 4֊ 1)2,+32 |Л,+;|2

Л^-даттг117՜5-՝'*7’11 ()
Доказательство : Воспользуемся неравенством (15), в котором второе слага­

емое в правой части оценим с помощью Леммы 1. Первое слагаемое в правой 

части (3), где /п = Рз.п» оценивается как и при доказательстве Теоремы 1 (см. 

(18)). Второе слагаемое в (3) при /„ = р2 П оценим следующим образом :

|Л.»|2Ф(«П) <
соп§1

(2ДГ -I- 1р9+3

СО118( ' и>2(|п|

- —“Й
сопяЬ

(2/77 I)2?-*3

Таким образом

Пт
/V—ЮС

-1֊ 1)2’+3 
711(2^ + 17՜ ||е2 - $Л-(Г2)||2 = 0,

и следовательно

1йп
(2/V 4- ] )2<г+3 
"1п(2ЛГ +1)՜ ||/-$М/)Н2 = Пт 

У-»оо 1п(22У+ 1)
||Л֊5лг(Л)||2.

Согласно (13)

пл - 5лг(л)Н2 = 2 Е ’ 
п = —Л’

—4 В,с
п=-Лг

(25)
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Второе слагаемое в (25) мажорируется третьим слагаемым, поскольку

const
.V

52 1Л,».+г(2Л' + 1)|2 < const
n=-A’ r£Z

Легко показать, что третье слагаемое в (25) имеет порядок О((2ЛГ4- I)՜2’՜3) при

оо. Мажоранта четвёртого слагаемого в (25) оценивается выражением

const
1/2

constconst Հ-1 
՜ (2ЛГ+ 1)շ4+3?3 Հո՜

Таким образом, имеем

Um (i,^2Vf 1JIZ ՜ Տ>-(/)|1' = 2NUm
Л —* со 1Ո ( 2 /V + 1} Л —♦ со

(2W + i)2v-t֊3 
ln(27V + if

•Mil2 ____ i__ Л'Ф(М1
№*+< л*Н« 21n(2JV 4֊ 1) nf-v է2ց+3 Ո՛ (26)

Для завершения доказательства остается показать, что последний предел в

правой части (26) равен В. Имеем
/ I Л. Ф((„) 1 \ _
Լշհվշ^ + 1), է2.+3„ )

_ г 1 у (Ши! в} 1 ।
- 1№о + 1) \է?.’+3 ) ո

+ Пго —-1— £ (֊ в) (27)

/*-►«> 21п(27У + 1) / ո

Сначала покажем, что первый предел в правой части (27) равен нулю. Подстав-

ляя А(х) = Ф(х)х"2?՜3 - В. получим

1 v՝ A(tn) _ 1 I _____ * քԼ՚՞ճ
2M2jv + i)^։՜՜ ՜ 2>n(2JV + i) " 21n<2JV+1)„=(^)+i "

const Ш
[?JV]

.V

2(2W+ l)ln(2N+ 1)
ns(VAr]+l

l»|>JV

< const W
const /ւ^՜ 

i7T(2VTT) /|Հ~1

Аналогично можно показать, что второй предел в правой части (27) также равен 

нулю. Теорема 2 доказана.
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Теорема 3. Пусть выполнены следующие три условия :

1°. Функция 0(х) кусочно-непрерывна и ряд V 

мерно сходится на [—1/2, 1/2],

|0(х-Ьз)|2 0 равно-

2°. Для некоторох-о а < + 1.5 существует предел

lirn Ф(т)г 20 = С, (28)

3°. /€С«+2[-1.1], 9>-1.

Тогда

lim (2N + l)։e||/֊S’v(/)|l’ =

(29)

Доказательство : Используя (13), получаем

Лг 
ll/-sjr(/)|p = |!F-S.V(F)||։ = 2 22 ' Ф(։„)|р„|’- 

n=֊.V

(30)

где (см. Лемму 2)

к"=2(^’ ^ = /_’/>’-'(х)е—с/х, п^О.

Как и при доказательстве Теоремы 2, можно показать, что второе и третье слага­

емые в правой части (30) имеют порядок O((2^-^-l)՜2<i՜՝i) при N —> оо. Последнее 

слагаемое в правой части (30) мажорируется следующим выражением :

const
(2/vTT?~ (2W + l)ff+i-«+*’

const

Следовательно

lim (2N + 1)3о||/ -
N

= 2 lim (27V + 1)2° £ ՛ 
n = -/V

■-x lim 27r2<7+2 ,V ֊»oo n2g + 3-2o '
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Покажем теперь, что

N I 12 I \1

п = -Лг п£И

Обозначив Ф(я) = х~2оф(х), Ф(0) = С, и учитывая непрерывность функции Ф(т)

в точке х = 0, получим

N

n2q+2-2a
|п|>лгn=-N

Здесь мы воспользовались тем, что согласно условию / € С*9+2) имеем |гп | <

const |п|-1. Остаётся отметить, что ряд V 
n£Z

Теорема 3 доказала.

п 29 ч+2° сходится при о < д +1-5.

ЬЗ. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ м

В этом параграфе мы рассмотрим примеры, иллюстрирующие результаты §2.

Пример 1. Рассмотрим простейший случай (см. также (11)). который соответ­

ствует классический системе Фурье :

0(z) =
при
при

|х|< 1/2, 
1*1 > 1/2.

Все условия Теоремы 1 выполнены, и на отрезке [—1/2,1/2] имеем Ф(х) = х՜9 2

Согласно формуле (14)

Jim (2W + 1)’+1։||/-S^(/)II = M,+i|a(«), 
.V—юо

(31)

где

a(Q) =

Таким образом, мы имеем точную асимптотическую оценку /^-ошибки для 

метода Фурье-Бернулли (см. [7], [8]). В Таблице 1 приведены численные значения 

а[(]) для различных значений д.
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1

а(9) 0.4501 0.1654 0.0816 0.0439 0.0246 0.0142 0.0083

Таблица 1. Численные значения константы а(д) для различных значений q.

Пример 2. Рассмотрим следующий нестандартный случай :

при
при

з > 0.

Имеем
\ 2л . о.

LU-fz) — COS ֊X -Ь S1D* -х 
£

Ф(г) =
sin2'

cos2* у г + sin2* уХ (32)

Очевидно, что условие 1° Теоремы 1 выполняется. Имеем

Ф(х)х 2q 4 < const ж2* 2q 4. (33)

Функция в правой части неравенства (33) монотонна на каждом из интервалов 

(—1/2,0), (0,1/2) и интегрируема на интервале (-1/2, 1/2) для з > д Ч- 1.5. 

Следовательно, условие 2° Теоремы 1 выполнено. Кроме того, при 0 < х < 1/2

имеем

Ф(х) = в(х)х~д՜2 — в[х — 1)(х - 1) 4 2=х q 2 cos'— (х — 1) ’ 2sin' -ж, 
2 2

а при — 1 /2 < х < 0 имеем

ф(х) = 0(х)ж՜7՜2 - В(х Ч- 1 )(х Ч- I)՜9՜2 = х՜4՜2 cos* ух — (х + I)՜9՜2 sin* — х.
2 2

Согласно Теореме 1

lim + 1 )’+1 511/ - S’.(/)|| = |4,+l|»,(9,«), (34)

где

Численные значения постоянной />1(д. з) для некоторых значений з и д представ­

лены на Рис. 1. Сравнение с Таблицей 1 показывает, что при чётных д (нижние 

диаграммы, Рис. 1) значения константы />](д,з) всегда больше, чем соответству­

ющее значение а(д), и если з возрастает, то />1(д, з) приближается к а(д). Таким
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Рис. 1. Численные значения константы 5) для различных значений з и д.

05
<4

образом, для чётных д классический эыбор функции в\х). как в Примере 1. при­

водит к более эффективной интерполяции по сравнению с Примером 2.

Для нечётных же д (верхние диаграммы. Рис. 1) ситуация совершенно иная. Зна­

чения константы 6г(д, 5) сначала быстро убывают (если з возрастает) до некото­

рого минимального значения, а потом начинают возрастать до значений констан­

ты а(д). Сравнение с Таблицей 1 показывает, что начиная с некоторых значении 

з. />1(7; з) становится меньше, чем 0(7). Такое поведение />1(7. з) с резко выражен­

ным минимумом даёт возможность выбора оптимального значения параметра з 

при фиксированных нечётных значениях д. Оптимальные значения параметра з 

найдены посредством пакета программ МАТНЕМАТ1СА 3.0. Соответствующие 

результаты приведены в Таблице 2.

*7 5 М*.*) бПТЯ

-1 1.17501 0.318887 1.4

1 3.68683 0.015286 5.3

3 6.26922 0.001880 13.1

5 8.83021 0.000234 35.4

Таблица 2. Оптимальные значения параметра з и константы бцд.з).

Последний столбец в Таблице 2 показывает, насколько эффективней становится 
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оптимальная интерполяция по сравнению с классической (см. Пример 1). Отме­

тим также, что оптимальное значение параметра я возрастает с увеличением 

9- 
%

При я = д 4- 1.5 из формулы (32) имеем (см. также Теорему 2)

В = 1ш> Ф(х)1՜2’՜3 = (тг/2)2*+\

Таким образом, выполнены условия 1° и 2° Теоремы 2. Кроме того, имеем

Ф(х)т՜2’-3- В
< сопвЬ а-,

и поэтому выполнено также и условие 3°. Из Теоремы 2 следует

4- 1
(35)

где

Ь2(9) =

В Таблице 3 приведены численные значения для некоторых значений д.

9-1012345

Ъ2{ц) 0.3989 0.1995 0.0997 0.0499 0.0249 0.0125 0.0062

Таблица 3. Численные значения 62(д) для -1 < д < 5.

Наконец, при я < д 4- 1-5 имеем (см. также Теорему 3)

С = Нт Ф(т)г՜2’ = ( —
։—»0 ' \2/

Поэтому при 01 — з выполнены все условия Теоремы 3, откуда следует

Вт ^+1)։'||/-<?’(/)||’ =

= Г Лх _ (36)

1 аким образом, для нечётных значений д и оптимального выбора параметра я 

получим более строгий алгоритм по сравнению с классической тригонометричес­

кой аппроксимацией (Пример 1).
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Пример 3. Рассмотрим случай, где

\ ֊1/2

£(n + r(2N + I))֊2’-
Г62 /

(-1)
(n + r(2N+ 1))?+2’ (37)

при п 4- r(2^ + 1) 0 и во = 1- ^г(2Л'+1) = 0 при г ф 0. Используя Теорему 1,

получаем

II/ - S"N(f}\\ = o((2N + J)-’-* ’), N -+ оо.

Докажем теперь более точную оценку, выделяя главный член асимптотики

П/-«Л(/)11-
Теорема 4. Пусть /1я+2) £ Ло, а > 1/2, ц > —1, и вп — последовательность,

определённая по (37). Тогда

lim (2W + l)2’+4||/֊Sj,(/)||2 =
Л —>эо

(и,+1|2 + 2/* |/<»+։>М1’«ь- I/՜ /(’+։)М

ОС
где £(з) = V г՜* — функция Римана.

г=1
Доказательство : Легко проверить, что

lim (2Х + 1)2’+‘||Л - $ИЛ)П։ = -
А—>ОС 7Г

С педовател ьно

lira (27V + l)2’+"||/-SXr(/)||2 =
A'—>оо

= lim (2W + 1)2’+41|F2 ֊ Sw(F2)|i2 +
A ->cc

|X,+l|2C(2? + 4)

(38)

Воспользуемся формулой (13) при

/-=^=2(4^՛

Как было показано при доказательстве Теоремы 2, второе слагаемое в правой 

части (13) при /п = ^2.п мажорируется третьим слагаемым, для которого, в 

свою очередь, имеем оценку

const

|n|>N
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Последнее слагаемое в правой части (13) при /„ = Г2։П мажорируется выраже-

нием

1/2

const
- (2ЛГ + 1)9+2

const const

Таким образом

Пт ;2Л' +1)2’+4||/ - syv(/)||2 =
Л —>ос

|А,+ 1|2С(2<; +4)

Остается доказать, что

(39)

Рассуждая как и при доказательстве Теоремы 3, получаем, что ряд в правой 

части (39) сходится, так как < |пI 2о, а > 1/2. Поэтому имеем

lim (2N + 1)։’+4||/- $М/)1Р = Е ' ИпР + ,Л?+1'У+27 + 4)-
Л-»ГК 7Г~Ч *—' 7Г՜՞^n£Z

Использование равенства Парсеваля завершает доказательство Теоремы 4.

Пример 4. Рассмотрим функцию

(40)

где т > 1 ֊ целое. Это случай хорошо известных В-сплайнов, для которых 

зирр(р(т)) £ [-тп, пг]. В этом случае имеем

2m — 2m (41)
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Кроме того, имеем оценку Ф(т)а;՜27 4 << сопя€ х 2т 2? 4 Таким образом, при

т > д •+• 2 выполнены все условия Теоремы 1. После несложных преобразований 

из формулы (14) получим

11/֊^(/)П = |Ад+1|с1(9,т),

2'2(?4-3

2д + 3

где сЦд,т) =

-т-^-2 \2

0.4и
0.39

и

Рис. 2.

0.281

0.26՛

0.24

0. 2?

0.2

5

т.

5 
т

0.0775» 
0.075

0.0725
0.07

0.0675։
0.065Е

0.3625
0.06

(1х— 2т

та

Значения константы С1(д,тп) для -1 < д < 2 и 2 < гп < 8.

5 6
т

8

Рисунки 1 и 2 почти идентичны. Как и в Примере 2, при чётных д (нижние

диаграммы Рисунка 2) значения константы С1(д, т) всегда больше, чем соответ­

ствующее значение а(д), и С1(^.?тг) аппроксимирует а(д) при возрастании т. При 

нечётных д (верхние диаграммы Рисунка 2) С1(д,ти) меньше, чем а(д), и вновь 

аппроксимирует а(д) при возрастании т.

Из формулы (41) вытекает, что (см. Теорему 3)

С = Нт Ф(т)т~2т -2т = 2<(2т).

Поэтому при т<д+1тла=т выполнены все условия Теоремы 3. Тогда из 

формулы (29) имеем

Пт (2Я + 1)2тпН/-^(/)П2 = ֊^и
п2(?+2-2п։ ։япх <1х
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Легко проверить, что функция (40) порождает последовательность, удовлетво­

ряющую условию (37) для нечётных д. В этом случае утверждение Теоремы 4 

имеет место и в случае Примера 4.

Пример 5. Рассмотрим функцию
/ • \ т7 у / ЗШ 7ГХ \ 

= --- совтгх
\ 7ГХ /

(42)

где т > 1 - целое. Очевидно, что в этом случае зирр р(х) Е [—гп — 1, ?п4- 1]. При 

т > д 4֊ 2 выполнены все условия Теоремы 1, и из формулы (14) получим

Кт + 1)’+15||/ ֊ 5’ч-(/)|| = |Л,+ 1|<Ы9. т). 
.V—юо (43)

где т) =

На Рис. 3 приведены численные значения <21(д,т) для различных значений д и

т.

0.52

0.5*

0.48

т

0.14

0. 13
£

' 0.12

0.53

5

т

Рис. 3. Значения константы </1(д,7п) для различных значений дат.

0.14

0.13

0.025
~ 0.02
՝ 0.015 ем

Z 0.01
0.005

0

т

Наконец, при т < д — 2 выполнены все условия Теоремы 3, и из формулы (29)

получим

Пт ^ + 1)2-||/֊$’,(/)||* = /V —♦со
С(2т) ՛ 1

7Р 2 9 + 2 ■ 71 ~ ” 2 н

(44)
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Для чётных значений условие (37) выполнено, и Теорему 4 можно использовать 

и для этого примера.

В действительности, при выборе сплайна как в Примере 4 (для нечётного 

7 > —1), а также ‘'модифицированного сплайна”, как в Примере 5 (для нечётного 

Ч > 0), приходим к быстрым алгоритмам повышенной точности, основанным на 

функциях с локальными носителями.

ABSTRACT. The paper considers the problem of approximation by trans­
lates of a fixed periodic function in the framework of Lj-convergence. Exact 
formulae for the principal terms of asymptotic expansions of approxima­
tion error are obtained. The paper proposes fast algorithms, which are 
especially efficient for approximation by even order splines and odd order 
’’modified splines”.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ГРУППА ЛОГАРИФМОВ МОДУЛЕЙ ОБРАТИМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
ч

Б. Т. Батикян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том Зв, № 3, 2001

Пусть А равномерная алгебра непрерывных функций на компактном простран­

стве X л пусть А՜1 - мультипликативная топологическая группа обратимых эле­

ментов алгебры А. В теории коммутативных банаховых алгебр ряд результатов 

характеризует алгебру А при некоторых предположениях на множество

1о?|Л*‘| = {1ог1/|: / е Л֊1}

логарифмов модулей обратимых элементов А, и на пространство Re А = {Re f : 

f G А} вещественных частей элементов А. В частности, получены условия, при 

которых А совпадает с алгеброй С(Х), обеспечивающие наличие аналитической 

структуры в спектре алгебры А (см., например, [1], [2] и [3], стр. 157).

В настоящей статье изучаются алгебраические свойства множества log JA՜11. 

Ясно, что logjA՜1] образует аддитивную группу в Cjr(X). на которую группа 

А՜1 отображается при эпиморфизме а : f —г log |/|. Хорошо известно, что 

множество ел - {е^ : f € А} экспонент алгебры А являясь связной компонентой 

единицы в А՜1, образует открыто-замкнутую подгруппу группы А՜1. Образом 

т(ел) подгруппы экспонент является пространство Re Л.

Покажем, что некоторые свойства фактор-группы log |А՜ Ч/Re А определяются 

разбиением Шилова компакта X на максимальные множества слабой антисим­

метрии. Напомним, что подмножество F С X называется множеством слабой 

антисимметрии алгебры А, если любая вещественная функция из А постоянна 

на F. Совокупность К(А) всех максимальных по включению множеств слабой 

антисимметрии образует замкнутое разбиение компакта X. Если К(А) = {X}, 
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то алгебра А называется антисимметричной. Если К(А) содержит только одно­

точечные множества, то А = С(Х). По теореме Шилова [4] всякая непрерывная 

функция на X, совпадающая на каждом максимальном множестве слабой анти­

симметрии с некоторой функцией из Л, принадлежит А.

Фактор-пространство Y компакта X по разбиению К (Л) всегда хаусдорфово и. 

значит, компактно. Из теоремы Шилова следует, что образ мономорфизма г’ : 

С(У) —> С(Х). двойственного к фактор-отображению тг : X > У, содержится в 

А. Через S(A) обозначим спектр (пространство максимальных идеалов) алгебры 

А, а через А - изоморфный образ гельфандовского представления алгебры А в 

C(S(A)). Согласно известной теореме Аренса-Ройдена (см. [3], стр. 125) группа 

H1(S(A),Z) одномерных целочисленных когомологий компакта S(A) изоморфна 

фактор-группе А-1/еА. Вместе с тем. если алгебра А антисимметрична, то 

фактор-группа log [A՜1!/Re А также изоморфна группе H‘(S(A), Z) ([3]. стр. 

125).
Следующая теорема распространяет последний результат на произвольные, не 

обязательно антисимметричные, алгебры.

Теорема 1. Пусть А является равномерной алгеброй на компакте 

X, и У - фактор-пространство компакта X по разбиению К(А). 

Тогда группа H\Y. Z) вкладывается в /P(S(A).Z), а фактор-группы 

Я1(5(А),г)/Я1(У. Z) и log JA'^I/Re А изоморфны.

Доказательство : Докажем существование точной последовательности

О -» H\Y,Z) ч ff'(S(A), Z) -» log\A՜Ч/Re A -» 0. (1)

Обозначим через и Л'։ ядра эпиморфизмов <г : А՜1 —»log[А ' • и а : е՜4 —» Re А. 

соответственно. Всякая функция из -V имеет единичный модуль и, будучи обра­

тимым элементом алебры А՝ обязана быть постоянной на каждом макс имальним 

множестве слабой антисимметрии. Таким образом, можно предположить, что 

N С С(У)*1 и Л’1 С ес,у Так как любая положительная обратимая функция 

логарифмируема, то ЯеС(Г) = С(У)՜1, и по теореме Э. Нётер об изоморфизмах 

получаем

= N/(N П еС(Г)) ֊ Nec{y}/еС{У} = С(У)-1/есп

Это означает, что отображение N/Ni —> C(Y)~X/ес^ *, вызванное эпиморфизмом 

<т, является изоморфизмом. Таким образом, имеем следующую коммутативную
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диаграмму :

О 0 0

| I ՝ !

О -> 7V1 -> еА A Re Л -> О

I I !

О -> N -> A՜1 A log |А-1| -> О

О —> С(У)-1/ес(У^ A A~l/eA A loglA-1|/ReA —> О

4- I 1

О 0 0

где все столбцы и первые две строки точны. По 3 х 3-лемме (см. [5]. стр. 21) третья 

строка также точна. По теореме Аренса-Ройдена имеем С(У)~1/ес<у > ~ Я^У, 2) 

и А-1/ел = Я1(£(А),2), откуда следует точность (1). Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Поскольку log|A-1j/ReA является группой без кручения, из 

Теоремы 1 следует, что Я1 (У, Z) есть сервантная подгруппа группы ЯГ(5(А), Z) 

(см. [5], стр. 136).

В следующей теореме содержатся условия, при которых группы Re А и log [А՜1] 

совпадают. Для любого замкнутого Е С X обозначим через Е спектр равно- 
■ ■ ■

мерной алгебры А\Е. Компакт Е содержится в S(A) и называется А-выпуклой 

оболочкой Е.

Теорема 2. Пусть А — равномерная алгебра на X. Если А-выпуклая 
' - . -*•

оболочка F любого компакта F Е К(А) связана и //1(F,Z) — 0, то 

log IA՜1) = Re А.

Доказательство : Совокупность {Е : Я Е К(А)} совпадает с разбиением 
Л

К(А) спектра 5(А) на максимальные множества слабой антисимметрии гель- 

фандовской алгебры А (см. [6]). Пусть У - фактор-пространство 5( Л) по разби- 

ению К(А), и пусть тг ; 5(А) —> У - соответствующее фактор-отображение.

Согласно условиям теоремы, для любого у Е У имеем = г и

Я1(тг՜ ‘ (у), г) = 0. Тогда по теореме Виеториса-Бегля (см. [7], стр. 445), естес­

твенный гомоморфизм Яг(У. Z) —> Я1 (5(А)^), соответствующий отображению 
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л՜, является изоморфизмом. Применяя Теорему 1 к равномерной алгебре Л, полу­

чим требуемый результат. Теорема 2 доказана.

Предположим теперь, что компакт X метризуем, а А и В - равномерные алгебры 

на X такие, что

1о8|Л-1| = 1о8|В-։|. (2)

Если в дополнение к (2), одна из этих алгебр содержит другую, то Л = В (см. [8]. 

[9]). Следующая теорема показывает, что из (2) следует совпадение некоторых 

топологических характеристик спектров А и В.

Напомним, что абелева группа Н называется делимой (или инъективной), если 

пН = Н для любого натурального п.

Теорема 3. Пусть А и В - равномерные алгебры на метризуемом ком­

пакте X, и пусть У - фактор-пространство X по разбиению К(А). Если 

(2) выполняется и Ях(У,г) - делимая группа, то группы когомологий 

Я1(5(А),г) и Нг(8(В),Ъ) изоморфны.

Доказательство : Сначала отметим, что если А произвольная равномерная 

алгебра на метризуемом компакте, то согласно лемме из [9] всякий 1Д-модуль, 

содержащийся в 1о§ | А՜1есть подмодуль Де А. В силу этой леммы, равенство 

(2) влечёт совпадение пространств Де А и Не В. Тогда (см. [6]) К(А) = К(В). 

Следовательно, эти разбиения определяют одно и то же фактор-пространство ) . 

Согласно Теореме 1 получим точные последовательности

О ֊> Я^у, Z) ч Я1(5(А), Z) ч G -ч 0 (3)

И

о -ч Hl(Y, Z) ч Я1(5(В), Z) чСчО, (4)

где G = log|Л“։|/Де А = log (В'Ч/ДеВ.

Поскольку группа H\Y, Z) делима, она выделяется прямым слагаемым в труп- 

пах Я1(5(Л),2) и Hl(S(B), Z (см. [5], стр. 128). Отсюда и из (3) и (4) следует, 

что группы Н* (5(А),Ъ) и H{(S(B)} Z) изоморфны. Георема 3 доказана.

Следствие. Пусть А и В - равномерные алгебры на метризуемом компакте 

X. Если алгебра А антисимметрична и имеет место (2), то Я2(5(А),г) =

я‘(5(В),г).
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Замечание 2. Условие (2) в Теореме 3 нельзя заменить более слабым условием 

ИеА = Ле В. Работа [10] содержит примеры антисимметричных алгебр А и 

В на несвязном объединении двух окружностей таких, что Ее А = Ке В и 

Я1(5(А), X) = 0, но Н1(5(В), Ъ) = Т. Предположение о метризуемости X также 

существенно (см. [11])-

Замечание 3. Точные последовательности (3) и (4) показывают, что доказатель­

ство Теоремы 3 влечет следующее утверждение : если компакт X метризуем и 

имеет место (2), то группы Н1(5(.4),2) и Н1 (8(В)}7.) являются расширения­

ми группы Н:(У, X) с помощью группы С. С этой точки зрения изоморфность 

групп Ну (5(А),2) и Н} (5(В),7<) означает, что они являются эквивалентными 

расширениями и определяют один и тот же элемент группы ЕхЦС, Н1(У} Z)).
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РАЗРЕШИМЫЕ ПЕРЕОПРЕДЕЛЁННЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

А. Г. Хачатрян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 36, К։ 3, 2001

В работе рассматриваются переопределённые параболические начально-краевые

задачи вида

и(х./) = /(х, <), (х, £) € От. и(=М)1гт =

(1)
где От = Йх [О, Т], Гу = 5 х [О, Г], Б — 5П, £ и В - матрицы размеров

/ а а \ / а а \
М х т и т х т. Их элементы £*., ( —, — и В7, х,1,—, — ) являются 

у ох сп / у ох О1 /
дифференциальными операторами порядков, не превосходящих з* 4- и <тя + 

Уу, соответственно. Целые а*, <хя {к = 1,..., М, 1 <? = 1,..., г)

удовлетворяют условиям тахд з* = 0, > 0 (если з* 4- <0 или + Ъ <

то Бк] = 0 или В77 = 0). Операторы имеют постоянные коэффициенты. 

Обозначим через суммы членов операторов В*,, Вч] порядков зк + и

егд 4֊ соответственно, а через £0 и Во - матрицы с элементами и В^. 

Кроме того, введём такие* обозначения : а — мультииндекс с компонентами, 

удовлетворяющими условию 1 < ад < «2 < . . < ап < М ; 1а, 1^ - квадратные 

матрицы, составленные из строк матриц £ и £р с номерами сч ; Ь° = 4еЦ° и 

= беМо ; 1° и - матрицы взаимные для 1° и 1° такие, что 1° 1а = 1а 1а =

1т Ьа1 1՞ 1° = 1о = Б'о (1т ~ единичная тп х тп матрица). Порядок оператора 

1° не превосходит Та = + а ~ сумма членов £°, порядок которых 

равен Та.

Условие параболичности 1. При любом ц Е Лп \ {0} общие корни полиномов 

£$(г£,р) по переменной р удовлетворяют неравенству

кер, <-<։<“, 4’ = {?+«’ + «2. (2)
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Условие параболичпости 2. Существуют 26-однородные полиномы Я°(г4,р) 

степени Т — Та такие, что полином

£(i4,p) = yK“«,p)LS(i4.p) 
* Ч
а

также является 26-однородным (Т-однородным), а его корни при всех £ G IR/‘\{0} 

удовлетворяют условиям (2).

Полином £(i4,p) удовлетворяет следующим дополнительным условиям :

La(i£,p) = M(iCp)Qa(iCp) при всех а, (3)

где Af(tCp) “ полиномы степени 2Ьг с главной частью Mo(i£,p) и

Ь?(^,р) = М>(^Р) Шр).

причём Q3 Р) ~ 2Ь-однородные полиномы степени Та — 26г (если TQ — 2Ьг < О, 

то Q" — La — 0), не имеющие общих комплексных корней, а корни ЛТ0(г4,р) 

удовлетворяют условиям (2).

Пусть т. 6 S. и - единичный вектор внутренней нормали к S в точке г, и С(х) - 

вектор, лежащий в касательной плоскости к S в той же точке. Тогда MoU(C + 

rj/),p) как полином по т, при любом (,’ имеет Ьт корней т/ с положительной 

мнимой частью, и Ьг с отрицательной мнимой частью, если Rep > — 6(см. 

[1]). Пусть
Ьг

= JJ(r - т,+ (г,(,р)).

Условие независимости : Строки матрицы

С(х, I, £(; 4֊ г »/),р) = До(®, t, i(( + т р), р) £0(»(С + г ։/), р)

линейно независимы по модулю полинома М +, если Rep > — 6£2b. 
А

Обозначим через ££ матрицу порядка m х М, о;֊й столбец которой совпадает с
А А

г-м столбцом матрицы 1а, а остальные столбцы нулевые, так что £а £ = L°
А

Рассмотрим квадратную матрицу £а £. Её столбцы с номерами к а,- - нулевые, 

а элемент о,-ой строки и о^-го столбца равен 6чЬа, а элемент к-оп строки 

(& ф а3) и Oj-го столбца является определителем матрицы, получаемой из 1а 

заменой её j-ovt строки на к-ю строку матрицы £. Он совпадает, с точностью до 

знака, с одним из L0 и, следовательно

£° £ = Т1п М, (4)
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где ЯУ - матрица размера М х М, элементами которой являются ±0^ или нули. 

Умножая (4) справа на £, используя (3), получаем

КаМ£ = ££а£ = М(}о£.

Сокращая на полином М имеем ЯУ £ — С}0 £. Перепишем задачу (1) в виде

А и = Я, где

В качестве области определения оператора А возьмём пространство

/ = С^‘,('+։1)/2Ь(<2т) х .... х С^т>(Жт)/2Ь(<?Т),

где С^2Ь - пространство Гсльдера для любого нецелого / > 0 (см. [1]). Если 

коэффициенты оператора достаточно гладкие, то как показано б [3], А 

является ограниченным оператором из V/ в

х х с՛։ ,««■(' ’«('2‘(ут)х

х х .... х

где I > тах<7(0. сг</).

Теорема. Если 5 € С,+тах>г> и коэффициенты оператора Вд] принадле­

жат классу то 1ш А имеет конечную коразмерность

в пространстве ///.

Доказательство : построением правого регуляризатора для А. Рассмотрим

задачу

(5)

где Рп+1 “ полупространство тп > 0 в П<'։ *՜1.

Предположим, что матрицы £о, Во, состоящие только из старших членов £ и 

В, удовлетворяют всем перечисленным условиям, в том числе и £о ££ = ^о-

Покажем, что задача разрешима для любых бесконечно дифференцируемых ; и

ф если / удовлетворяет условиям согласования

(6)
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Сначала построим частное решение уравнения £о и = /. Для этого нам необходи­

мо одно интегральное представление, полученное в [2]. Пусть (у = 

- набор I = однородных многочленов (т.е. = 52 са£а, |л : /| =
|а:1| 

п
V Л| Д ) с постоянными комплексными коэффициентами. 

1 = 1
Предположим, что не имеют общего комплексного корня, отличного от

£ = 0. Тогда справедливо представление

/(х + у) (у ■. 1>х)<1у, (7)

где
//р(г) = 7^1 Д /(х + у)К(у: »х)(1у

и

зиррХ = 5{К) С

причём эиррТ^ С $(К), (у = 1, и носителем представления (13) является

сдвинутый рог х + I = 1/А, (/, = 1/А,, » = 1, 2, где

а, 0, г = 1,..., п - 1, ап > 0} .

Так как -Оп+1 удовлетворяет условию бесконечного рога с А1 = А2 = ... =

— Та — 2Ьг. Ап + 1 — (Та — 2Ьт)/2Ь, Л = (Лх, А2,Ап, АГ|+1), то для бесконечно 

дифференцируемых функций с компактным носителем в представление (13)

принимает вид

/(1 + у,Чт)Тй((у,т) ра) (1ус1т.

Пусть вектор Уа является решением параболического уравнения

где

^а(х,*) = То/СМ),

|/А) с!у (1т.
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Легко проверить, что функция

п
О

удовлетворяет системе I/ — /. Рассмотрим теперь следующую задачу :

д д
дх'д1

Во дт ’ д1

(8)

где € ССС(1Й4). Задача (8) имеет решение вида

ю(х. /) С(л' - у'^п.УпЛ- т) у»(?/, т) с/т,

где С^х' - у',хп,1 - т) = Г՜1 и

, = 1 А Г
27Г’£^ * А+ М+(£,Р,т)

1Чк/}(£,т) суть полиномы относительно т, обладающие свойством 

_1_ 
2г г »:9 - I. ...>П

а а“к - элементы матрицы Во Са. Разделив а°к на М + (£, т,р) и разложив остатки 

а°к по степеням т, получаем

Г
5?*(е,Р.т) = £а;?(с.р)г‘-։. 

е=1

Из условия независимости следует, что матрица о‘к имеет правую обратную с 

элементами Следовательно

Г
«, т, р) = 52 И» Р) мг-«(€, т, р),

*=1

где т,р) = °ЛСр) ‘г‘“\ <*Лч,Р) “ коэффициенты матрицы Л/+ в

разложении по степеням т.

Используя аргументы работы [1], можно проверить, что хи(хЛ) является реше­

нием (8). Следовательно, и(х,/) = 4- С(<р — ^^|Хж=о) удовлетворяет (5).

Теперь покажем существование правого регуляризатора. Пусть при каждом 
А € (0,1) в области О задано разбиение единицы ^>[А)(х) = 1- Предположим, 
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что ^А) € С°°(П) и функции ^А)(։) € СМ(П) такие, что ^А)(®) у?*.А,(®) = 

8иррт}[А>(х) С П[А), и^1А'* = <И«пП£А) < с А. Пусть Т<Л) - отображения, 

введенные при построении левого обратного (см. [3]). Множество номеров П^А\ 

обладающих свойством 5 П сЮ[А) = 51[Л) V обозначим через Л/\ а остальные 

множества через Л4.
Пусть / € С^Щт) удовлетворяет (6) и Фд € С/-с’(Гт), Л = /^А\ = Фт?1-А)

при к 6 Л4, тогда Фь = 0. При к 6 М определим вектор

где У<_с,(т,/) - решение уравнения 

\их т} 

г д°(хЛ)= / ^~|А|</^ / /ь(х + уЛ + т)Та((у,т) : vx)dydт.

Так как БНррТо С ^(0 и при достаточно малых А функции Д могут быть 

гладко продолжены на бесконечный рог, то интегрирование можно проводить по 

Ко(0.

Легко показать, что

где 1Я“,ч1Л)Р£ = Я“(ЪА) 9?)֊ that is 1₽'А) [R“, ,*A)J 9J = 0.

При к 6 М определим вектор vk(z,t) как решение задачи

где

- >j{A|t1) В,?«0 = т'А)о

Положим Wfc(z, t) — 1 ° Далее, пусть

Я*(Л^> =
Wfc(s,t) + Wjk(x,<),

к € Л4, 
к£ Л/.
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Следовательно, имеем

ЯЛ = Е*’1А)Я»(Л«1А))-
к

При помощи рассуждений как и для обычных параболических краевых задач (см.

[1]), получим А R К = к+Т к. Выбирая А достаточно малым, можно добиться того.

что
1|тлц2Г<|||Л||£-

Доказательство завершено.
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