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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Три предыдущих сборника под тем же названием были опубликованы в этом

журнале в 1998 году, том 33, Я* К’ 2, 3 и в 2000 году, том 35, К» 1. Статьи

настоящего тематического выпуска объединяются новым подходом к решению

задачи Римана-Гильберта для аналитических функций в многосвязных облас

тях. Этот подход позволяет свести вышеуказанную задачу к однозначно раз

решимому интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Полученные

результаты применяются для эффективного решения краевых задач для эллип

тических уравнений, методом сведения к интегральному уравнению Фредгольма.

В ’‘канонических՜ областях получены точные формулы для решений.

Ереван, ноябрь 2000 В. С. Закарян



ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

В. А. Ирипян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К» в, 2000

В статье рассматривается задача Дирихле для эллиптических уравне
ний Ьи = 0, где Ь = £1 - - Хэп - произведение дифференциальных опера
торов первого порядка с постоянными коэффициентами. В настоящей 
статье эта задача сводится к интегральному уравнению Фредгольма. 
Существование и единственность решения доказывается для п = 2.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д - ограниченная •Шзосвязная или многосвязная область на комплексной

плоскости с достаточно гладкой границей Г. а £1,...,Х2П - дифференциальные 

операторы первого порядка вида

ди . ди
3 = 1,....2п, (1.1)

где а} и Х) комплексные постоянные такие, что

1т А; < О, 1т А„+? > О,

к,} = 1, ...,2п.

Будем считать, что все функции и постоянные суть коыплекснозначные. 

В области Д рассмотрим следующую задачу Дирихле :

£х •••£2„и(г) = О, г = г + ։у € Д, (1.2)

^ЯГ = ЛЮ. ։€Г, к = 0,1..... п-1, (1.3)

где ц(д) - искомая функция в бласти Д, Д(х), к = 0, 1, ..., п — 1 - заданные

функции на Г, а /V - внутренняя нормаль к границе Г в точке я € Г. Пусть
____  ^А(г)я есть дуговая абсцисса точки * € Г. Предположим, что функции —,
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} = 0,1,....2п - к непрерывны на Г. Мы ищем решение задачи (1.2), (1.3) в 

классе функций 2п-раз непрерывно дифференцируемых в области Р и (2п — 1)- 

раз непрерывно дифференцируемых в замкнутой области О = Р и Г.

Задача (1.2), (1.3) в полуплоскости рассмотрена в монографии (1), стр. 45. В слу

чае, когда а, — 0, ] = 1...., 2п, эта задача в односвязных областях рассмотрена в 

[1] - [3]. Наличие ненулевых постоянных а, существенно осложняет исследование 

этой задачи. Эти осложнения связаны с единственностью представления через 

аналитические функции и произвольные постоянные общего решения уравнения 

(1.2) в односвязных или многосвязных областях (см. [3] - [5]).

В настоящей статье задача (1.2), (1.3) сводится к интегральному уравнению 

Фредгольма, и доказывается существование и единственность решения этой 

задачи для п = 2.

§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.2)

Пусть Рд - образ области Р при отображении

С = х + Ху, х = х 4- ։у ё Р, С = £ + и? ё Рд, 

где А - постоянная, 1гп А ф 0.

Сначала предположим, что Р - односвязная область. Не умаляя общности будем 

предполагать, что 0 6 Р. Рассмотрим уравнение

£1 • • • £ри(х) = 0, г = х + ։у ё Р, (2-1)

где р - натуральное число, р < 2п, а £։, ...,Ьгп ~ операторы из (1.1).

Лемма 2.1. Обшее решение уравнения (2.1) в односвязной области Р 

определяется формулой

■.(։,») = £>-"%(։ + Ал/). (2.2)
>=1

где аналитичны в Рд^ и удовлетворяют условиям

₽}‘*(0) = 0, 2 = 2......Р. * = 0,1....... 2-2, (2.3)

причем функции определяются по и(х) единственным образом.

Доказательство : Легко проверить, что функция е~а'9<р}(х + А?у) являете« 

решением уравнения Ьги = 0. Так как операторы £1,...,£2п перестановочны, то 
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эта функция является решением уравнения (2.1). Следовательно, любая функция 

вида (2.2) является решением уравнения (2.1).

Теперь, применяя индукцию по р докажем, что любое решение уравнения (2.1) 

представляется в виде (2.2). Уравнение (2.1) при р = 1 имеет вид

ди . ди
_-А,- + а,и = 0. (2.4)

Уравнение (2.4) можно записать в виде

и(г) = еа1|ги(х). (25)

Известно (см. [2], стр. 134), что общее решение уравнения (2.5) определяется 

формулой

ю(я) = рх(х + А1У), г = т + {у Е О, (2-6)

где - произвольная аналитическая функция в Рд։- Из (2.5) и (2.6) имеем

и(з) = е~а^<рг{х + Ац/), х = X + ։у, (2.7)

откуда следует представление (2.2) для р — 1. Предполагая, что представление 

(2.2) верно для р = тп, докажем, что оно верно для р — т + 1. Пусть ио|я) - 

решение уравнения (2.1) при р = т 4- 1. Тогда имеем

.••1,я + 1У(я) = 0, в(х) = Лио(*). (2-8)

Так как и(я) - решение уравнения (2.8) и (2.2) верно для р — т, то

»(«,!/) = 52 е‘в>У^(1 + (29)

где функции р} аналитичны в £>д, и удовлетворяют условиям (2.3) при ) > 2. 

Заметим, что при т — 1 условие (2.3) отсутствует. Подставляя и(х) из (2.9) в 

(2.8), получим

дио 
ду

е-^^х + Х.у).

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение

ди} 
ду

+ Д1Ц; = е“в>’^(х + А,у). (2-Ю)
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Частное решение уравнения (2.10) ищем в виде

иДг) = е“в^^(® + Х}у), г = I 4- «у, (2-11)

где V; ~ аналитическая функция в Рдг Подставляя «7(х) из (2.11) в (2.10), 

получим

4(0֊ ”>*»(О = ^П7- Сео*,, 

где ъ = х^-
Частное решение уравнения (2.12) определяется формулой

*>(0 = Г-Ц-‘’Х /'"''*’<(։) Л.
*1 — А1 Уо

Из (2.3) и (2.13) имеем

(2.12)

(2-13)

^*>(0)=0, > = 2..... т+1, * = 0,1,2. (2.14)

Из формул (2.7) и (2.11) имеем
т>1

«о(«) = $2 е"в>»^(х + Х]У),
>=։

откуда следует представление (2.2) для р — гп-Ь 1. Таким образом, представление 

/2.2) доказано для любого натурального числа р < 2п.

Теперь докажем единственность представления (2.2). Достаточно показать, что 

если и(х) = 0 в представлении (2.2), то ^(х + А;у) =0 для любого ] = 1, ...,р. 

Предположим, что и(х) = 0. Применяя оператор £1 • • • Ьр-\ к обеим частям (2.2), 

получим
р—2 

4''1|(0+Х2л‘*,1‘|(0 = 0- 
к=0

С€Рд,։ (2.15)

где Ао,—- некоторые постоянные. Из (2.3) и (2.15) при ] = р получим

рр(х 4֊ Хру) - 0. Аналогично получим рДх + Х}у) = 0 при ] — 1. Лемма

2.1 доказана.

Пусть теперь Р - (т 4- 1)-связная область на плоскости, ограниченная гладки

ми кривыми Го, Г1,...,Гт. Предположим, что Го охватывают контуры Гх,..., Гт. 

Пусть х1,...,2т - фиксированные точки, охваченные контурами Гх,...,Гт, соот

ветственно. Общее решение уравнения (2.1) в многосвязных областях отличается 

от формулы (2.2) некоторыми произвольными постоянными, число которых за

висит как от числа тп, так и от порядка уравнения (2.1). Здесь мы приведем

шее решение уравнения (2.1) в многосвязной области при р = 2, 1т Ах < 0 и
1т А} > 0.
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Лемма 2.2. Если р = 2, 1т А։ < 0 и 1т Аз > 0, то общее решение

уравнения (2.1) в (т + 1)-связной области Д определяется формулой

д(х, у) = + А1У) + е~а^р2{х + А2у)+

ГЛ
+е”х+'* 1п[(х + А։у - хк - А։у*)(® + М ֊ ** ֊ А2у*)], (2.16)

*=1

где $ - йлА1хЯдА1 > определяется через (2.12), сь, к = ֊ произ

вольные постоянные, <р^ и у>2 - произвольные аналитические функции 

в Дд, и Дд։, соответственно, и <р2(0) = 0. Постоянные сь..., ст и функции 

у>1, <р2 определяются через и(г) единственным образом.

В (2.16) берем одну из непрерывных в области Д ветвей логарифма. Так как 

1т А1 и 1т А2 имеют разные знаки, то такая ветвь всегда существует. Доказа

тельство Леммы 2.2 аналогично доказательству Леммы 2.1, поэтому оно опуска

ется.

§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ п = 2

В этом параграфе исследуется задача (1.2), (1.3) в случае, когда Д - односвязная 

область и п = 2. В этом случае задача (1.2), (1.3) имеет вид

£>х^2^,з^'4и(г) = О- х € Д. (3.1)

1 и(я) = /о(х), хе г, 13.2)

I = ։ег. (3.3)

где Ь/, j = 1,2, 3,4 - дифференциальные операторы из (1.1), причем

1т А։ < 0, 1т А2 < 0, 1т А3 > 0, 1т А4 >0, А։ А2, А2 А4. (3.4)

Условие (3.2) эквивалентно условию

<^Ц(х) 
(1з + «(։)

<Уо(х)
(1з + /о(*), г. (3.5)

Обозначим через (АГ, х) и (АГ, у) углы между внутренней нормалью Аг в точке

г € Г и осями ОХ и ОУ, соответственно. Так как

ди диди /м з г ди ,.г՝ = — СО8(Л\ X) + — СО8(ЛГ, у),
дN дх ду

ди ди ... 1 ди-Г- = — соз(АГ. у) - у- соз(Л, х), 
дз дх ау

СО52(Л’, у) +соз'’(Л^, х) = 1,
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то условия (3.3) и (3.5) можно записать в виде

^+al(x)u(x)=S։(x), х € Г, (3.0)
ах

+ а,(х)и(х) = я(х), х 6 Г, (3.7)
dy

где ах(2) = cos(N, у), аг(х) = -сов(^х),

Ых) = /1 («) coe(N, х) + /э(*)СО(Фу,У)>

g2(z) = /x(z)cos(^y) - /2(z)cos(JV, х), f3(z) = --°,-՜" + /о(г). 
аз

Согласно Лемме 2.1, общее решение уравнения (3.1) определяется формулой

4
u(z) = ^e~*iVtpj(x + Ajv), х = х + гу, (3.8)

J=1
где - аналитичные функции в Рд,,..., 2?дч, соответственно, удовлетво

ряющие условиям

?а(0)=0, <р3(0) = 0, <?з(0) = 0, (3.9)

?4(0) = 0, ?;(()) = 0, ^(0) = 0- (ЗЛО)

Используя граничные условия (3.6) и (3.7), запишем общее решение (3.8) в более

удобном виде. Функцию <р\ представим в виде

у>1(х + а, у) = с + ^>։(х + А։у), (З.П)

где с - постоянная, а -ф2 - аналитическая функция в £)д։, удовлетворяющая 

условию ^х(О) — 0. Ясно, что в (3.11) постоянная с и функция определяются 

через у>1 единственным образом. Положим

(Мх + А,») = с(х + А,у): + уч(х + Л, у). (3.12)

где с - постоянная из (3.11). Ясно, что аналитична в Рд4. Из (3.10) получим

*«(о) = о, v4(0) = о. (3.13)

Так как ^'(0) = 0, то из (3.12) получим с = (0). Подставляя с в (3.11) и 

(3.12), получим

у>1(х + Х1у) = -V»4(0) + + АИ/).

<?<(* + А4У) = V»4(* + А<у) - 1 (О)(яг + А4у)3.
(3.14)
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Если функция ^>4 удовлетворяет (3.13), то функция уц, определенная формулой 

(3.14), удовлетворяет условиям (3.10). Следовательно, функции и в (3.8) 

допускают представление (3.14), где и - произвольные аналитические 

функции в Од։ и Рд4, соответственно, удовлетворяющие условиям ^1(0) = 0 

и (3.13).

Отметим, что в (3.14) функции и Фз определяются через <Р1 и единственным 

образом по формуле

^1(х + *1У) = <Р\(х + Аху) - ¥>1(0),

Фл(х + Х4у) = у>4(х + А^у) + -у>1(0)(т + А«у)։.

Положим

Фз = ¥»з. Фз = ¥>з» ",(« +Ауу) = ^}(х4-А,у), 7 = 1,2,3.4. (3.15)

Из (3-9), (3.13) и (3.15) следует что - аналитические функции в £>д,.

.... Рдч, соответственно, а

о>з(0) = 0, ^(0) = 0, |3.1б)

(С) <к. ] = 1.2.3.4. (3.17)
о

В частности, из (3.17) следует ^,(0) = и/4(0). Подставляя из (3.17) з (3.14) и

4 (3.15), получим

¥>1(2 + А։у) = [ в>1(<) </< + |ы^(0),
Уо

^2(г + А2г/)= / ЛС

«э(С) <К.
о

¥’4(® + ^41/) = [ <К~ ^^ц(0)(х + Л4у).
Jo

Отсюда и из (3.8) получим

4 1 1
и(з) = £ у и,(С) <*Г + 5»-‘'«;<») - 5е—><(0>(1 + А.»)’. (3.18)

Следовательно, общее решение уравнения (3.1) определяется также формулой 

(3.18), где - произвольные аналитические функции в .... Ра«

соответственно, удовлетворяющие условию (3.16). Кроме того, эти функции 

определяются через ц(х) единственным образом.
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Подставляя u(z) из (3.18) в граничные условия (З.б) и (3.7), получим

(z — + A7i + В, (z)u’i(O) =

u>,(0< + В,(։)«;(0) = »,(«),

Z € г, 

(3-19)

хбГ,

(3.20)
О

где А;* и В։, k = 1, 2. j = 1,2, 3, 4 - некоторые вполне определенные достаточно

гладкие функции. Таким разом, задачу Дирихле (3.1) - (3.3) свели к односто

ронней задаче Гильберта (3.19, (3.20) с дополнительным условием (3.16). Задача 

(3.19), (3.20) полностью исследована в [б], стр. 239. Используя методы из рабо

ты [б], задачу (3.19), (3.20) с дополнительным условием (3.16) можно свести к 

эквивалентному интегральному уравнению Фредгольма второго рода.

Предположим теперь, что в (1-2) п > 3. Тогда аналогично, граничные условия

(1.3) можно записать в виде

= <?*(*), я € Г, fc = 0,l,...,n-l, (3.21)

*

21 сентября 2000

an-* l 2 3 4 5 6u(z) , ур k , д*^и(г) 
дхкдУя֊к֊к дхкду>п — 2

где bjk и дк - некоторые вполне определенные функции на Г. Используя общее 

представление (2.2) при р = 2п аналогично, задачу (1.2), (3.21) можно свести к 

интегральному уравнению Фредгольма.

ABSTRACT. The paper considers Dirichlet problem for elliptic equations 
Lu — 0, where L = L\ • • • Lin is a product of first order differential operators 
with constant coefficients. The paper reduces the problem to Fredholm 
integral equation. The existence and uniqueness of solution is proved for
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ВНЕШНЯЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Н. Е. Товмасян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К* в, 2000

В статье доказывается, что задача Дирихле для правильного эллипти
ческого уравнения имеет единственное решение вне круга. Для непра
вильного эллиптического уравнения дефектные числа задачи Дирихле 
вне круга равны бесконечности.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д - область на плоскости {х 6 П<՜ ։ |г! > 1} с границей Г = (г € 1И“ :

|к| = 1). В области И рассмотрим следующую задачу Дирихле :

2л

к=0

д2аи(х) 
ду*дх2п-к

г — г -г »у € Д

дки(г) 
дгк = Л(*), г€ Г, к — 0,1......п — 1,

(0.1)

(0.2)

где Ак 5^ 0 - комплексные постоянные, /4(2), к — 0,1,..., п — 1 - заданные 
_ #«(*)

комплекснозначные функции на Г, а —-— - производные по направлению 

радиус-вектора в точке е € Г.

Будем говорить, что функция /(к), х 6 Г принадлежит классу Л(Т), если она 

удовлетворяет условию Гёльдера на Г. Функция и(я) принадлежит классу Н(О), 

если и(г) определена в замкнутой области Д — Д и Г и удовлетворяет условию 

Гёльдера в любом замкнутом кольце 1 < |х| < Я- Пусть я - дуговая абсцисса 

точки г 6 Г. Предполагая, что функции

*А(«) 2п - к.

принадлежат классу Я(Г), мы ишем решение задачи (0.1), (0-2) в классе комп

лекснозначных функций и(х), которые 2п-раз непрерывно дифференцируемы в



Н. Е. Товмасян

^+*ц(г) 
дхкду1

1Й

Р. частные производные которых до (2п - 1)-го порядка принадлежат классу 

Н(Д) и в окрестности бесконечности удовлетворяют условиям

< сМ"-1-'-*, > + *<2п-1, (0.3)

где с - некоторая положительная постоянная, зависящая от и. 

Рассмотрим характеристическое уравнение к уравнению (0.1)

Зп

]Га4Л* = 0. (0.4)
к=0

Уравнение (0.1) называется эллиптическим, если характеристическое уравне

ние (0.4) не имеет действительных корней. Будем предполагать, что уравнение 

(0.1) является эллиптическим, а характеристическое уравнение (0.4) имеет толь

ко простые корни.

Пусть р и д - число корней характеристического уравнения (0.4) при 1т Л > 0 

и 1т А < 0 соответственно. Уравнение (0.1) называется правильно эллипти

ческим. если р = д, и неправильно эллиптическим, если р д. Не ограни

чивая общности будем считать, что р > д.

В [1] доказано, что при п = 2 задача Дирихле для правильного эллиптического 

уравнения (0.1) в круге фредгольмова, однако существование и единственность 

решения существенно зависят от коэффициентов Ак. С другой стороны, задача 

Дирихле для неправильного эллиптического уравнения (0.1) в круге не фред

гольмова и не нстерова. В зависимости от коэффициентов А*,., число линейно 

независимых решений соответствующей однородной задачи может быть конеч

ным или бесконечным. Например, если п = 2 и корнями характеристического 

уравнения (0.4) являются 

где комплексное число е удовлетворяет |е| < 1, то уравнение (0.1) является не

правильно эллиптическим, и однородная задача Дирихле в круге имеет только 

нулевое решение. Если п = 2 и ։ = является трехкратным корнем харак

теристического уравнения (0.4), то число линейно независимых решений в круге 

равно бесконечности.

Положение иное для задачи Дирихле (0.1), (0.2) вне круга. Докажем следующие 

две теоремы.
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Теорема 1. Для правильного эллиптического уравнения (0.1) задача

Дирихле (0.2) вне круга имеет единственное решение.

Теорема 2. Дефектные числа задачи Дирихле для неправильного эл

липтического уравнения (0.1) вне круга равны бесконечности.

Описывается также эффективный метод решения задачи Дирихле для правиль

ного эллиптического уравнения (0.1) вне круга.

§1 . ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (0.1) ВНЕ КРУГА

Формулу для общего решения эллиптических систем уравнений с постоянными

коэффициентами в ограниченных односвязных областях можно найти в [2]. Так

как решение уравнения (0.1) в ласти D = {z : |z| > 1} может иметь особенности

до порядка п— 1 в точке г = оо, то формула для общего решения уравнения (0.1) в 

области Д немного отличается от формулы приведенной в [2]. Эта новая формула 

помимо аналитических функций содержит также некоторые логарифмические 

функции и полиномы. Приведем эту формулу в Лемме 1 без доказательства, 

поскольку оно аналогично доказательству в [2].

Пусть А - комплексная постоянная с 1т А 0. Обозначим через Дд образ 

области Д при отображении С = х 4- Ху, г = х 4- ։р 6 Д, < = 4- ։г? с Да- 

Ясно, что Да - внешность некоторого эллипса с центром О.

Определение 1. Будем говорить, что функция ^(г + Ау) аналитична отно

сительно аргумента х + Ау, если она является суперпозицией аналитической в 

области Дд функции и функции С = х + Ху. Аналогично, функция и(х ана

литична относительно аргумента т 4- А у. если и(г) бесконечно дифференцируема 

в Д и удовлетворяет условию

ди(х) ди(х) . • л и Па - А—— = 0, г = х + ху ъ Д- (1-1)
ау ах

Заметим, что (1.1) является аналогом условия Коши-Римана для аналитических

В дальнейшем под 1пг будем понимать следующую ветвь логарифма : 1пх -

|z| 4- iargz, 0 < argz < 2т. Пусть А1։..., AJn - корни характеристического 

уравнения (0.4), и

(1.2)

(1.3)

Де p ֊ целое число.

Im Xj > 0. j = l......Р> n < p < 2n,
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Лемма 1. Общее решение уравнения (0.1), удовлетворяющее условиям

(0.3). определяется формулой

2п л —2

«(г) = 52 + А,у) + 52 52 Ь}^х + 1п<х + А^+
7 = 1 7 = 1Дг=0

г = I + ։у € Д (14)

где(^, Ъ}ь и Ск} — прои։вольные постоянные, а — произвольные 

аналитические функции в области О относительно аргументов х +

Л1у,...,т 4֊ У^пУ, соответственно, удовлетворяющие условиям

^(°°) =. |»т ^(х + А^) - °՛ ; = 1,—»2«» (1-5)

Р 2л
524>‘АГ՜ 52 ЬлА7=0, т = 0,1....,Л, к = 0,1......п-2, (1.6)
2=1 2=Р+1

Р 
52^А7 = 0, т = 0,1.....п-1. (1.7)
>=1

Все функции и постоянные в (1.4) определяются по ц(г) единственным 

образом.

Замечание. Согласно (1.7) при р = п имеем <1Х = ... = </„ = 0. Из (1.6) и (1.7) 

следует. что обшее решение (1.4) содержит 2п~ —2п4-р произвольных постоянных.

§2 . СЛУЧАЙ п = 2

В этом параграфе доказываем Теорему 1 для п = 2. В этом случае граничные

условия (0.2) имеют вид

^и(*) _ #0(я) 
Лз Ля

дг = А(х), г е г,

(2-1)

(2-2)

2 € Г,

«(1) = /о(1)- (2-3)

Так как Г - (единичная окружность |я| = 1, то имеем

Ли(х) 
~лГ = -у

ди{х)
дх (2.4)

(2.5)

дм(*)

ди(х) _ ди(г) ди(х) 
дг - х дх + У ду г € Г.
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В силу (2.4) и (2.5), граничные условия (2.1) и (2.2) можно записать в виде

ди(г)
-֊֊=Ы*, «6 Г,Ох

5и(я)
ду -0з(г). ։ € Г,

(2-6)

(2-7)

где

91(*) = ~У^֊ + «Л(«). 
(13 !7з(х) = х + у/1(х). (2.8)■

Из (2.8) получим

(2-9)

Здесь и ниже интегрирование по Г понимается п[ тив часовой стрелки. Пусть

А1,...,А4 - корни характеристического уравнения (0.4). Пусть

1гп А1 > 0, 1т Аз > 0. 1т А3 < 0, 1т А< < 0, А1 / А2, А3 / А,. (2.10)

В этом случае общее решение (1.4) запишется в виде

4
и(г) = 57 [у; (г 4- А?у) 4- а, 1։։(г 4֊ А,у)] + с0 + скх 4- сау,

>=1

г = х + ։у £ О. (2.11)

где у?1,.... <£>, ֊ произвольные аналитические функции в £> относительно аргумен

тов х 4֊ Хгу.......х + А4у, соответственно, а а, и с: - произвольные постоянные.

удовлетворяющие условиям

□1 + а2 ~~ аз ”” ач — 0, ¥>,(оо) = 0. ; = 1....,4. (2.12)

Подставляя общее решение (2.111 в граничные условия (2.3), (2.6) и (2*7), полу

чим
4

Со = -С1 - ^2^к(1).
*=։

(2.13)

“к
I + >*кУ.

= 91(г), (2-14)

Аки^(х 4- Хку) +
А* а* 

х 4- А*у
= 9з(*). (2.15)х 6 Г,

где ш*(х 4- А,у) - производное функции ¥?к(С) в точке С — х 4- АкУ, к — 1,2. 3.4.

Функции Ы1,ы, аналитичны в И относительно аргументов х 4- А||/, ..., х 4- А^у

соответственно, а в бесконечности они удовлетворяют оценкам

|ык(г 4- Аку)| <
Ск

|х 4֊ Аку|2 ’
*= 1,2,3,4. (2.16)
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где Ск - некоторая положительная постоянная, зависящая отад*.-. Обозначим через

VI И 1>3 левые части (2.14) и (2.15), соответственно. Имеем

ак
х + Аку

<Цт + А*у). (2-17)

Из теории вычетов и условий (2.10)« (2-16) получим

х + Аку) <1(х + Хку) = О,

(Цх 4֊ Хку) = 2л։։а1,

(2.18)

(2-19)

ак
с/(х 4՜ Аку) — 2тгк1к} (2.20)

Из (2.9), (2.14) и (2.15) имеем

0. (2.21)

Из соотношений (2.17) - (2-21) следует (2.12). Таким образом, (2.12) непосредст

венно следует из граничных условий (2.14) и (2.15). Так как Аз ф А4, то посто

янные С1 и С2 единственным образом можно представить в виде

С1 = Ьз + ^4. с2 = А363 4- А464, (2.22)

где и 64 - произвольные постоянные. В силу (2.22) граничные условия (2.14) 

и (2.15) можно записать в виде

4
V * € Г; (2.23)
4=1 

4 
52 Ак^к(ж +Ак!/) = 02(х), хе Г, (2.24)
к=1 

где

фк(х + Хку) = ик(х + Хку) 4֊—77—, Л = 1,2, 
х 4- Хку

1М® 4- хку) = шк(х 4- хку) 4- —--- ------'гьк, к = 3, 4.
х 4- Хк у

Функции аналитичны в области В относительно аргументов х 4- Хгу,

..., х 4- А41/, соответственно, ^1(°°) = 0» 02(сю) = 0, а ^3 и ограничены в 

бесконечности. Положим

1
2ф + А?)’ ; = 1.2,
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1 » + А.

Д/(г) = х + —, У =1,2, Дк(х) =- + 1/кг, к = 3,4. 
X X

Из (2.10) следует, что

0 < |7; | < ОО, М<1, ] — 1,2,3.4. (2.25)

Так как Г - единичная окружность |г| = 1, то для точки х = г + ху имеем

I + ХуУ = 7 = 1.2. 3.4. (2.26)

Положим

ф/г) = ; = 1,2,3,4. (2.27)

Из (2.25) и (2.26) следует, что (З^г) и &(х) конформно отображают О = {г : 

|г| > 1} на области Рд։ и Вд,, а функции 0з(г) и конформно отображают 

круг {х : |х| < 1} на области и Рд4, соответственно. Следовательно, функции 

Фг(х) и Ф2(г) аналитичны в области О и удовлетворяют условиям Ф^ос) = 0 и 

Ф2(оо) = 0. а функции Ф3(ж) и Ф4(х) аналитичны в круге {г : < 1}.

В силу (2.26) и (2.27) граничные условия (2.23) и (2.24) можно записать в виде

4

V ♦*(*) = - 6 Г,
к = 1

4

АкФк(х) = р2(я), г€Г.
*=1

Таким образом, мы получили задачу сопряжения для аналитических функций

Фк(х), к = 1,2, 3,4. Решение определяется формулой (см. [2])

Фг(х) + Ф2(х) = ֊Л(г). А1Ф1(х)4-А3Ф3(х) = -Г2(х)> |х| > 1, (2-28>

Ф3(х) + Ф4(х) = Г1(х), А3Ф3(х) 4֊ А4Ф4(х) = Г2(х), |х| < 1, (2-29)

где

Из (2.28) и (2.29) функции Ф»(х), к = 1, 2.3.4 определяются однозначно. Из (2.27)

имеем 

^к(С) = Фк(ак(С))’ к = 1.2,3.4, (2.30)
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где ак(<) - обратная функция к 7*/3(х).

Из (2.28) - (2.30) следует, что функции (О......1ЫС) аналитичны в областях

Рд։, .... соответственно, 01(оо) = ^з(оо) = 0, а функции ^з(С) и ^4(<) 

ограничены в бесконечности. Из (2.23) и (2.24) имеем

^«)=ы*(0+р <€£>>., * = 1,2, (2.31)

М0 ="»(<)+у+ *». С е Ра., 4 = 3,4. (2.32)

Учитывая (2.16), (2.31) и (2.32) получим

а, = ;Д- [ 0,(СХ, 3 = 1,2,3,4, (2.33)
*** JГj

6>=^(оо), > = 3,4, (2.34)

где Г; - граница бласти D\r Из (2.31) - (2.34) функции Wfc(C), * = 1,2, 3.4

определяются единственным разом, а в бесконечности они удовлетворяют

оценкам

1^(01 < k = 1.2, 3,4 (2.35)

для некоторой положительной постоянной с. Так как то из (2.35) 

получим
^«) = -jf ^(t)A. j = 1,2,3,4, (2.36)

где интегрирование проводится от точки ( до х по лучу argt = arg£, |£| < 

■<| < оо. Функции у?1(£),..., уц(£), определенные в (2.36) аналитичны в областях 

£>а։, .... О)^ соответственно, а у>1(оо) = ••• = ^»«(оо) = 0. Подставляя а}

и из (2.33), (2.34) и (2.36) в (2.13) и (2.22), получим постоянные со,С1 и с>.

Таким бразом, все функции и постоянные в обшем решении (2.11) определяются 

единственным образом. Теорема 1 доказана.

Используя общее решение (1.4), аналогично можно доказать Теорему 2 для п = 2.

§3. СЛУЧАЙ л > 2

При п > 3 доказательства Теорем 1 и 2 аналогичны, поэтому приведем только 

краткие замечания. Сначала заметим, что граничные условия (0.2) эквивалентны 

условиям <• ’

дп~1и(х)
Эу*а1п-|-к ~ ^ук^хп-1-к՝ *-® + »у€Г, к - 0,1,,..,п - 1, (3.1)

I
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дхкду> дхкду> 1- + > < п - 2. (3.2)

где функция ио(х) в полярных координатах (г, 9) запишется в виде

«о(г.в) = /о(е-) + £ Ц2^Л(е''). 
Л:

Снова ищем общее решение уравнения (0.1) в виде (1.4) и докажем, что из 

(3.1) следует (1.6). Следовательно, можно применить Лемму 1. Тогда остается 

повторить рассуждения доказательства для случая п = 2.

Замечание. При помощи линейных преобразований переменных задачу Дирихле 

для уравнения (0.1) вне эллипса можно свести к той же задаче вне круга. 

Следовательно, утверждения Теорем 1 и 2 остаются верными вне эллипса.

ABSTRACT. The paper proves that the Dirichlet problem for properly 
elliptic equation has unique solution outside a disk. For improperly elliptic 
equation the deficiency numbers of the Dirichlet problem outside a disk 
are infinite.
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

H. Е. Товмасян. А. О. Бабаян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К» б, 2000

В статье изучаются краевые задачи для некоторых систем нелиней
ных обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих важные 
приложения. Результаты, касающиеся этих систем (см. [1] - [4]), не 
распространяются на существование единственного решения задачи 
Коши в окрестности начальной точки. Доказано существование реше
ния на конечном интервале с фиксированной начальной точкой, конеч
ная точка которого подлежит определению по граничным условиям, 
и получены оценки, позволяющие разработать приближенный метод 
решения задачи.

§1. О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

В интервале (0. <о) рассмотрим следующую задачу :

m(t)V"(t) = ^F(t) - A(V), (1)

- = F(t), (2)

h(V) + k3F(t) = m(t)k<, (3)

m(0) = Mo, V(0) = Vo. (4)

m(t0) = rno, (5)

где Д( У),/э(У) - непрерывно дифференцируемые функции аргумента V >
0, Мо, тпо, Vo и (} — 1,...,4) - положительные постоянные, t0 ~ искомая

положительная величина, a m(t), F(t), V(t) - искомые функции, определенные 
на (0, to). Предположим, что

0<mo<Af0, Л(0) =/а(0) = 0, f2(VQ)<k4M0, (б)

Л(Ю>0, Д(У)>0 при V > О, (7)
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/1(У)->оо, /2(У) -> ос при У-юс. (8)

Представим систему (1) - (3) в виде

т(1)У/(<) = М0-Л(И0)։ (9)

т'(4) =-ат(4) +/з(У(4)), (ю)

где

ь = ^ > О, » = > О, Л(Ю = рЛ(И + Л(У), . Л(У) = Т^֊Л(П
*3 «2«3 *3 «2«3

Из (б) - (8) следует, что

Л(0) = Л(0) = О, Л(У)>0, Й(У)>0 при V > 0. (11)

/2(У0)<аМ0, Л(У)->оо, /з(У)-юс при У -юс. (12) 

ам приГ>0. (П) 
Ь а 

В этом параграфе доказывается, что имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Задача (9), (10), (4) имеет единственное решение У(4).т(4) 

на полуоси [0, оо) и при этом

У(4) > 0, т(4) > 0 при 4 > 0, ш(4) —> 0 при 4 —* эс՛. (14) 

Для доказательства этой теоремы приведем две леммы.

Лемма 1. Пусть У(4),т(4) — решение задачи (9), (10), (4) в интервале 

(О.Т). Если т(4) > 0 для точки 4 6 (О, Г), то

У (4) > 0, т'(4) < 0, при 4 € (О.Т). (15)

Лемма 2. Пусть У{4),тп(4) - решение задачи (9), (10), (4) в интервале 

[0,4о). Если тп(4) удовлетворяет условию

то<тпЦ)<М0 при 4 6 [0,40), (Ю)

ТО
0 < А = тш(Уо, У) < ^(4) < тах(У0. У”) = В, (1?)
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—аМо < m'(t) < —с < О, (18)

где положительные постоянные с, И', V" определяются из раиенстн

Л(У*) = йпо, /։(У")=Ш0, (19)

с = пни
nijiDa 

о?ЬМф + Af31 (20)

min
Ve[A.B]

D = min
У€(Л.В]

(21)

Доказательство Леммы 1 : Сначала докажем, что У (С) > 0 при t £ (0,Т).

Предположим обратное. Пусть для т 6 (0. Т)

V(r) = 0, V(t)>0 при t €(0, г). (22)

Существование такой точки следует из предположения У(0) = > 0. Из

(22) имеем V'(T) < 0- С другой стороны, в точке т уравнение (9) имеет вид 

т(т)У'(т) = Ьт(т) — /1(0). Так как по предположению /1(0) = 0 и m(r) > 0, то

тиворечие доказывает первое неравенство из (15).

Для доказательства второго неравенства из (15) заметим, что функция тп(1) име

ет непрерывную вторую производную на (0,Т), поскольку /?(¥) предполагалась 

непрерывно дифференцируемой. Из (10) и (12) имеем тп'(0) = -аЛ/0 + /з(Уо) < 0.

Следовательно, в окрестности нуля имеем т'(<) < 0. Пусть т £ (0. Т) точка 

такая, что тп'(т) = 0, m'(t) < 0 при t € [0,т). Тогда тп"(т) > 0, а в силу (10) 

получим

m"(r) = -am'(r) + Л(V(r))V'(r) = 7j(l'(r))V'(r) > 0.

Так как У(<) > 0 при < € [0, т), то имеем /^(^(т)) > 0, следовательно К'(т) > 0.

С другой стороны, из (10) следует

m(r) - i/։(V(r)) = —-m'(r) = 0. 
a а

В силу (13)
”»(т) - |/1(У(т)) < m(r) - ֊/2(V(r)) = 0.

Следовательно, из (9) получим

m(r) - i/,(V(r))

Это противоречие доказывает Лемму 1.
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В? о.0) = £ 

п =0

сов(п! -г 1 4- ая/2 -/31
(п+1-0)'

Л’(1,а,3) — (Л'(։,а,3) т Д։(1,а,/?))|/։, ?(£, а,Д( = агссо։ °
Ае 1 ■ '-ШДь -

М(а.0) = ^ [" И(։,а.0) (1-2У Л.

тУо \ Гн 4°2 ~ 1 /

Ах(а,0) = М{а,0) + М(-а,0), А,(а,0)-^[ (14{1,а,0) + Щ։. -а.0)) Л.

где * означает, что 2 V з = 0(пюс1р), з,р € 14,

Теорема 2. Пусть г > 1. Тогда

а) если 0 — 0, то Гил 
т -*оо

Ст(0, УУ“) 
т”г 1пт я2 ’

Ь) если 0 € [0, 1/2] иррационально, то Пт ’»•-»ЭС
г) если 0 = з/рЕ (0,1/2], з,р € ПК, (з,р) - 1, то

.. . гст(0.н^) А . _х 11т 1п(----- —----- > Аг(а.0),
■и-Фоо т"г 1пт Нт вир 

•»-♦ОО
Ст(олк;) 
т~г 1п т < А2(а,0),

и для любого 7 € [Л!(а,0). Лз(а.0')] существуют гп*,дл Е Г* такие, что

Нт — = з/р Нт 
л։ -*оо

Ст.(О^) 
»<" 1ПГТЦ,

и

52. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Доказательство Теоремы I : Так как Тгп(г. //) = 5т(х. /), то получим

/(։) -ГГт(х,/) = /(х) - 5п։(х,/) - Тгч(х-/֊ 5т) 1 Г С>(»,։)»(։)Л, (։)

где

С,н(т,4) = 7(Ь«. ~ - У? ^Го+1(< ~ ։/) “ х')-

Из (3) следует, что
с,„(х,и;г)< ֊ [ |Ст(«,<)|Л. 

* -в

другой стороны, легко видеть, что 2к-периодическая функция

I в1ртСт(сЛ)< 
¥>о(«) = <

при

при

К)

(5)
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Л(^(т)) 1 г

или эквивалентно

Ът{т)
-Л(^(Т)) 
а

|л(^(г))
«

т(г) - -Л(У(г)) а
Л(^(Г» |л(։'(г))--Л(У(г))

О а
(25)

Поскольку неравенство (17) выполняется на [ОЗо), то из (11) и (13) постоянные, 

определенные в (21), суть положительные. И։ (25) имеем

т(г)-1/,(У(г))> 
а а2ЬМ0 + Л/п ’

Следовательно, при всех 4 Е [031] (а значит в [0, *о)) имеем

™(<) ֊ ֊Л(И*)) > ппп ~
а \q~qMq -г «/Иц а ) (26)

Заметим, что из (12) следует, что Мц — ^/з( V©) > 0. Из (10) получим

Отсюда и из (26) следует т'(4) < -с при I Е [0,4о). откуда вытекает первое 

неравенство из (18). Второе неравенство следует из (16) и (10). Лемма 2 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : Согласно общей теореме (см. [3]), задача (9), 

(10), (4) имеет единственное решение в окрестности нуля. Поскольку пз(0) = 

Л/о > 0, то в этой окрестности имеем тп(4) > 0. Пусть есть точка такая, 

что 0 < е < т(4) < Л/о при I Е (031)- По Лемме 2 0 < < У(4) < В^,

-С1 > т'(4) > — аЛ/о при < € [031)։ где Л1.В1, С1 - положительные постоянные, 

зависящие только от Е. Л<0, Уо. Следовательно, /1(У(4)) ограничена на [031). 

Поэтому У'(*) остается ограниченной при 4 ->41-0. Таким образом, т(4) —> ттц, 

У(4) —> при 4 -* «1 — 0, причем т։ > е > 0, V! > Л1 > 0. Рассмотрим задачу 

Коши для системы (9), (10) с начальным условием тп(41) = гтц, У(41) = У\. Эта 

задача имеет единственное решение в окрестности [4131 + £)- Поэтому [031) ие 

является максимальным интервалом, на котором существует решение задачи (9), 

(10), (4).

Пусть (0, Т) - интервал, где гп(«) > 0. По Лемме 1, 7(() > 0 на (0,Т), следова
тельно Л(И(<)) > 0 на [0.Т). Иэ (10) имеем т’(1) +ат(1) > 0, I 6 (0,Т). Так как 

т(<) > 0, то (1п т(4))' > ~а’ € [0, Т). Интегрируя последнее неравенство от 0 до
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I, получим 1ит(4)֊1пМ() > -а*, или т(/) > А/оехр(-и1), ։ е [О, Т). Если Т < ос, 

то 7п(0 > ЛГоехр(-аТ) > 0 при / € [0,Т). Используя предыдущие рассуждения, 

можно продолжить решение на интервал [Т, Т 4֊ г). Следовательно, Т = ос. 

Итак, решение задачи (9), (10), (4) определено на [0, ос), и тп(4) > 0 при / > 0. 

Покажем, что т(4) —> 0 при / —> ос. Действительно, если эти не тот случай, когда 

тп(1) > е при I > 0, то по Лемме 1 т'(*) < Согласно Лемме 2, т'(/) < -с при 

всех / > 0. Следовательно, т(/) < Мо — &, т.е. функция т(/) не может оставаться 

положительной при I —► ос. Теорема 1 доказана.

$2. ПРИБЛИЖЁННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ

Из Леммы 1 (тл'(<) < 0) следует, что

то < т(/) < ЛГ0, при I б [0,/0]. (27)

Укажем метод приближенного решения задачи (9), (10), (4) на интервале Ч *о]. 

где пфо) = то с дополнительным условием (27). Из Леммы 2 следует, что из 

(27) вытекает т'(1) < —с, где с определяется в (20). Следовательно, в (8) и (9) 

можем перейти к переменной т. Имеем

</У 1&т—/|(У(т))
.. ■ ■ — — — — ■ .
ат тат _/2(У(т))

Начальное условие запишется в виде

У(М0) = Уо-

(28)

(29)

Решение задачи (28), (29) ищем в интервале [то, ЛГо]. Рассмотрим эквивалентное

интегральное уравнение

Мо
У(т) = У(М0) + 1 ^т-Л(Ит)) 

т ат — /з(У(т))
с/т. (30)

Докажем теперь, что при надлежащем выборе Л уравнение (301 можно решить 

методом последовательных приближений на интервале [Мо ~ Л, Л/о]. При то < 

т < Мо из Леммы 2 следует, что 0 < А < У(т) < В. аМо > ат — /з(1 (т)1 > 

с > О, где А, В,с определены в (17) - (20). Из непрерывности функции /2(Р) для 

любого положительного г существует функция д(£) такая, что из неравенств

0<А-^<1Л(т)<Л+£ (31)
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вытекает аМ0 > ат - /2(У(т)) > с - 6(£) > 0. Следовательно, на интервале

[ЛГо - Л. Л/о] функция

(КУ)(а) = У(Мо)+
1 6т-Л(У(т)) 
т ат — /2( У(т))

скп

удовлетворяет неравенствам

А 71(В + с) 
то с — 5(£)

/» ВМ0
то с - 6(е) '

Если Л удовлетворяет неравенству

Л < пйп
£тр(с —<?(£)) £тр(с — <Е(е)) 

Л(В + £) ’ ЬМо

то функция (КУ)(т) удовлетворяет (31). Далее, имеем

(КУ,)(։)-(КИ։)(х) 1 [
т ат — /2(У1(т))

6т-Л(У2(т)) 
ат - /2(У2(т))

с/т =

[ат - А(У1(т))| ■ [Л(Уг(т)) - Л(У,(т))] 
[ат - Л(У1(т))) • (ат - /;(У;(т))[

! [*т - 71 (Уг(т))] ■ [Л(У,(т)) - Л(У2(т))] 

[ат - /2(У։ (т))) • (ат - /2(У2(т))[
с/т.

Следовательно

||(КУ1)(т) - (КУ2)(т)|| < Л аЛ/оЛ/ц + 6Л/0Л/21 
то(с- <5(е))2

||У,(т) - У2(т)||,

где || • || - равномерная норма на отрезке [Мо — Н, Мо], причем

Мы = тах /'(У), Л = 1,2. Л-«<У<В+е

Таким образом, если к определить по формуле

А = шш
£тр(с - Л(с))

2А(В + с)

£тр(с- <?(£)) 
2ЬМ0

тр(с - <Е(£))2 
2М0(аМл -1֊ 6М21)

то К сжимающее отображение с коэффициентом сжатия 1/2, действующее в 

пространстве функций, удовлетворяющих неравенству (31). Следовательно, на 

интервале [Л/о — Л. Л<о] уравнение (30) можно решить методом последователь

ных приближений со скоростью геометрической прогрессии. Определив решение 

У(т) на [Мо — Л, Л/о] с точностью £/4, рассмотрим уравнение

. и.и .. (м°-к 1 6т-Л(У(т))
V(г) = V(Мо — Л) 4- /----------- =---------- ат,

Л тат- /2(У(т))
(32)
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эквивалентное задаче (28), (29) на [Mq — 2А. Mq — /։]. В силу выбора h получим

Л/о - fc

в + 5 + I > ПМо 
£

1 Ьт - А(У(т)) , . . £ £
----------- =---------- dm > А---------- .
тат- f2(V(m)) “ 2 4

Используя предыдущие рассуждения к уравнению (32), заключаем, что на (Мо- 

2Л, Мо - Л] уравнение (32) можно решить методом последовательных цриолиже- 

ний со скоростью геометрической прогрессии. Находим решение с точностью е/8 

и на интервале [Мо — ЗА. Мо - 2А] решаем уравнение

1 6m - Л(УМ) 
----------- =----------dm. 
т ат - /2(к'(т))

Используя предыдущие рассуждения, через конечное число шагов получим ре

шение задачи (28), (29) на [то, Мо] с заданной точностью £. Определив У(т) из 

(10). можем найти решение т(«о) = то по формуле

/.Mo-26 dm
<0= / ---------------- =---------------

Jm0 -am +/2(У(т))

ABSTRACT. The paper studies boundary value problems for some 
systems of nonlinear ordinary differential equations, that have important 
applications. The earlier knowledge (see [1] - [4]) on similar systems did 
not extend beyond existence of unique solution of the Cauchy problem in 
a neighborhood of the origin. The existence of a solution in a finite interval 
with starting point fixed, whose endpoint has to be determined from 
the boundary conditionsis proved, and estimates that allow to construct 
approximate solutions are obtained.
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СМЕШАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ЛАПЛАСА В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Н. Е. Товмасян, А. А. Терзян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X։ 6. 2000

В статье изучаются смешанные краевые задачи для уравнения Лап
ласа, сводящиеся к уравнениям Фредгольма, имеющим единственное 
решение.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть О - (т+ 1) связная бласть на комплексной плоскости, ограниченная

достаточно гладкими, замкнутыми, непересекающимлся кривыми Ляпунова Го,

..., Гт. Предположим, что кривая Го охватывает все остальные кривые Г1, 
п։

... Г,,. и обозначим через Г = и Г* границу области £). Не ограничивая 
1=0

общности будем предполагать, что начало координат принадлежит области

£>. Многие проблемы электродинамики приводятся к следующей смешанной 

краевой задаче (см., например, [1], [2]) : найти в области £) дважды непрерывно 

дифференцируемое решение уравнения Лапласа
д2и д2и
а? + а7= ։=։+։»«л (։։>

удовлетворяющее следующим граничным условиям :

к — 0,..., (1.2)
дц(*) _ г ы ГП, (1.3)

где п < т - целые неотрицательные числа, 

по внутренней нормали в точке г Е Г, /*(я)

5и(х) 
№ - производная функции и(г)

суть заданные комплекснозначные

функции на контурах Го, ..., Гт։ соответственно, а I - мнимая единица.

Решение задачи (1.1) — (1.3) ищется в классе комплекснозначных функций, не

прерывно дифференцируемых в замкнутой области О = Р^Г. Мы предпола- 
с//.

гаем, что функции /*(г) (к = 0,..,,гп) и ֊֊֊ (к - О* £ 3 п) (дифференцирование
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по длине дуги а) принадлежат классу Н на Г. где Н = Н(Г) - класс функций, 

удовлетворяющих условию Гёльдера на множестве Г (см. [3], стр. 20).

Задача (1.1) — (1.3) при Д = 0 (& = 0,тп) называется однородной Из 

формулы Грина непосредственно следует, что однородная задача (1.1) — (1.3) 

имеет только нулевое решение (см. [4], стр. 291). В частности, если функции 

/*(*) = 0,...,т) - действительные, то решение задачи (1.1) — (1.3) также
действительное.

Граничные условия (1.2) можно записать в эквивалентном виде

+ ц(*) = -* - ՛ + А (г), г € Г*, к = 0, ...п. (1.4)
аз аз

В работах [5], [6] задача (1.1), (1.3), (1.4) сведена к сингулярному интегральному 

уравнению, и для последнего доказаны существование и единственность решения 

этой задачи.

Целью данной работы - свести задачу (1.1) — (1-3) к интегральному уравнению 

Фредгольма второго рода и доказать существование и единственность решения 

этого уравнения. Этот подход привлекателен тем. что уравнения Фредгольма 

значительно проще решать с использованием современной вычислительной тех

ники.

§2. НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе рассматриваются некоторые интегральные представления 

аналитических функций, которые доказывают полезность нашего подхода при 

решении задачи 11.1) — (1.3). Работы 3] и 7] стандартная литература по 

интегральным представлениям.
Пусть С1 - ограниченная, а С?з ~ неограниченная односвязные области с до

статочно гладкими, замкнутыми, непересекаюшимися границами £1 и £?, соот

ветственно. Область (7? содержит окрестность бесконечно удалённой точки. По

ложительным направлением на контуре Ьк (^ = 1»2) считается то направление, 

которое оставляет область С к слева. Пусть а* (я) 0 и 6>(г) / 0. г € Ьк (к = 1*2)

заданные, непрерывно дифференцируемые функции. Приращение функции о^(я), 

делённое на 2 я. когда точка я пробегает контур Ьк один раз в положите ль и < м 

направлении, называется индексом функции а*(х) на контуре £*. Предполагает

ся, что индексы функции ах(я) и 61(я) на равны 1 или 0, соответственно. а 

индексы функций вз(я) и на Ьз равны -1 и 0, соответственно.
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Лемма 2.1. Пусть функции фк(г) и и>ф) - аналитические в области Сь 

(к- = 1,2), принадлежат классу Н в замкнутой области С\ = (7д. |^1 и 

фз(оо) =<*>2(00) = 0. Тогда имеют место следующие представления :

Мг) = 2^ геСк' * = 1,2, (21>

"‘(г) = 277 Д -։)' геа“' *=1’2' (2,2)

где р*(<) Е Н(£*), а дф) - комплексно сопряжённое к цк(1)- Функция 

р*(<) единственным способом определяется по фк(<) и со*(£). В (2.1), 

(2.2) переменная интегрирования < = £ + й/ пробегает контур в 

положительном направлении.

Аналогичное интегральное представление для пары аналитических функций 

фк(х) и и>к(х) приведены в [7], стр. 240. Поэтому мы опускаем доказательство 

представлений (2.1), (2-2).

$3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЯ 

УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Используя Лемму 2.1 мы получим интегральное представление решения уравне

ния (1.1) в многосвязных областях, которое сводит задачу (1.1) — (1.3) к интег

ральному уравнению Фредгольма и позволяет доказать единственность решения 

этого уравнения.

Пусть £>* - односвязная, ограниченная область с границей Г7, ] = 0, ...,т, а 

дополнение замкнутой области иГ7 до полной комплексной плоскости.

Пусть г, = х; + щ € Р/, 3 = 1,.... т.

Общее решение уравнения (1.1) в области О определяется формулой (см. [б]) 
»и

ф) = <р(г) + 4- ^ск 1п|г - г*|, (3.1)
к=1

где функции <р(х) и ф(г) - аналитические в области Р, а сх, ...,с„, - произвольные 

комплексные постоянные, ^>(х) ֊ комплексно сопряжённое к ф(г).

Из формулы Коши (см. [8], стр. 54) следует, что
п1 т

= 52 = 52 (3-2)к=О к=0
где ^0(г) и ф0(г) аналитичны в области £>□ , уф) и уф) (1с = 1,„,,т) 

аналитичны в области и

9?*(оо) = 0, ^к(ос) = 0, ^ = 1,...,п». (3.3)
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Подставляя у>(г) и ф(г) из (3.2) в (3.1), получим

т
«(«) = *^о(г) + ^о(г) + ^2 (?*(*) т Ы*) -г сА 1п|я - ?ц| , (3.4)

4 = 1

где гф0(г) = Ро(2) ֊ ¥>о(0) и ш0(^) = ^о(2) + Ро(0).

Ясно, что ^о(г) и ы0(*) ~ аналитические в области Ро. Следовательно, решение 

уравнения (1.1) представляется в виде (3.4), где ф0(г) и ы0(ж) суть аналитические 

в области а у>к(я), «^(я) (к = 1,...,т) аналитичны в В^ и удовлетворяют 

условиям (3.3), причём Сх, ст - комплексные постоянные.

Положим в (3.4) и(з) = 0. Тогда применяя к обеим частям (3.4) 
д \ ( д . д\ д 1 /д . д\ операторы _ = Д _ + ,и _ =

дифференциал ь-

получим фъ = 0,

и>о = 0, = 0, фк = 0 и си = 0 (к - 1,...,т). Следовательно, функции Фо(г).

^о(г)։ ¥>к(2)- Фк(г) и постоянные Ск = 0 (А; = 1,...,тп) в (3.4) определяются един

ственным образом по решениям и(г) уравнения (1.1).

Определение 3.1. Будем говорить, что решение уравнения 11.1) принадлежит 

классу Мт,я, если оно представляется в виде (3.4) с дополнительными услови- 

ями : Фо(г), «о(2) € Н(Ро)> уМ2) и Фк(г) (к - 1 т) принадлежат классу 

Я(Д^ ), а производные 95*(-г) и ’/’К2) € Н(Л[՜) (к — п + 1..... т.

В ’б] доказано следующее утверждение : при сделанных предположениях на 

функции /*(։) (к = 0..... тп),если и(х) является непрерывно дифференцируемым

решением задачи (1.1) — (1.3) в замкнутой области В. то и(х) € Л/,пп, и 

наоборот, если и(*) 6 ААП,П и удовлетворяет условиям (1.2). (1.3), то и(г) - 

непрерывно дифференцируема в области В. Следовательно, не умаляя обшиости. 

мы можем решение задачи (1.1) — (1-3) искать в классе .V,,,.,,. Используя (3.4) 

и Лемму 2.1, запишем интегральное представление решения уравнения 1 1) в 

классе Мт Применяя представление (2.1) — (2.2) при к = 1. С?1 = . <11 (4) = *,

ЬкЩ = 1, 1(х) = ф0(г) и ип(я) = и>о(2), получим

(3.5)

где ^(4) € Н(Г0) определяется единственным способом по <М2) ■ ^о(г)- 

Пусть С1, ...,ст - постоянные из представления (3.4). Используя (2.1) (2.2)

при к = 2, Сз = В՜, аз(<) = < - «у» М*) = 1’ ^1(2) = (с? + (2М2 ~ '՝
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ы3(я) = 07(г) (> = 1,...,п), получаем

с1+?Иг) _ 1 [ НО* 2 (X П֊ , ֊ 1

4 множая обе части (З.б) и (3.9) на г — Zյ и переходя к пределу при |г| —> 4-ос,

получим

х-я} 2к» /г> (<-Х;) (*-«)’ 7’

*>(*) = 2^ / Т“Г’ 2 € 1..... п’
Хл 1 УГ? * •

(3.6)

(3-7)

где р(4) € Я(Г7) определяется единственным образом по с7, у>?(х) и ф](г)- 

Пусть а (4) и 0(1) суть углы между внутренней нормалью контура Г в точке 4 € Г 

и положительными направлениями осей ОХ и ОУ, соответственно. Рассмотрим 

функцию

7(4) = сова(4) + I соз/?(4). (3-8)

Положительное направление на Г, считается то. которое оставляет О слева.

Индекс функции 7(4) на Го равен 1, а на Г;, ) = 1,...,тп равен -1. Пусть

п < ] < тп. Применяя представление (2.1) - (2.2) при 1с = 2,Сз = , а3(4) = 7(4),

МО = 7(<) (* ֊ 2,)~։, Фз(х) = —֊— + $^(2) и <•*□(«) = </'](г) (2 - 2Д получим

Л
г — г, 2*» Л, 7(<) (< ~ 2)’

/ (<֊27)м(«)^

т. (3-9)

'' ' ' 2™ Уг^ 7(‘) (* - *)

где /з(4) Е ЖГ;) определяется по Су, <р}(г) и

2 € 07, , ....тп.

ф^г) единственным образом.

(З.Ю)

1 
2тГ| — 1, (3.11)

1 Г д(4) (11с' = -2-/г,^Г' > = " + 1--т- <։12>
Подставляя с} из (3.11) и (3.12) в (3.6) и (3.9), соответственно, получим

' 2" /г, ' 2»> 7г։ (*֊։;)' .....

IX 1 [ А*(4 *) , Л 4 ~ 2։ \ ,= _2^/г, 111 (3 = п + 1..... т-

Из (3.10) следует, что

2 € О՜, ] = п + 1. ..., 77».

(3.13)

(3.14)

(3.15)

В (3.14) и (3.15), 1п означает непрерывную ветвь в области Р՜, которая стре

мится к нулю при |^| —> 4-оо. Мы доказали следующее утверждение.
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Лемма 3.1. Общее решение н(я) уравнения (1.1) определяется по фор

муле (3.4), где функции ^о(я), ^к(л), Фк (я) и п определяются фор

мулами (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15). Функция д(() € Н|Г) определяется 

через и(я) единственным образом.

§4. ЗАДАЧА (1.1) — (1.3)
Рассмотрим следующий интеграл типа Коши :

(4.1)

гд՛ р(4) € Н(Г), а интегрирование на Г ведётся в положительном направлении.

Пусть фв («о) ~ предел функции ф(з), когда я —♦ 40 € Г изнутри области О. 
Согласно формуле Сохоцкого-Племеля (см. [3], стр. 60) имеем

... . 1 . . 1 Г м(<) л.Фо (4о) — х д(4о) + у— / - —՝ И-2)
£ £ 1 — 1.0

где сингулярный интеграл понимается в смысле главного значения Коши (см.

[3], стр. 50). Положим

71(Мо) = I (*Г 
4 - *0 4 - «о ’

<4.3)

где < = £ + € Г, «о = + гт1о € Г

(<)' = Нт Ж
(1з

Так как контур Г достаточно гладкий, то функция *н(£.1о) имеет следующий вид

(см. [3], стр. 573) :

71(4,40) = 7о(*. *о)
ПУ •4.4)

где 6 € (0,1) и 7о(Мо) € Я(Г).
Пусть а(<, <0) и 6(Мэ) - заданные непрерывно дифференцируемые функции на 

контуре Г, причём а(<о. <о) = 1 и 6(Го,4о) = 1- Тогда функция

х а(«.4о) 6(4, 40) (4՜)'
72(4.4о =  --- ----------т—т---< — 1о 4 — Го

(4.5)

имеет представление вида (4.4). Граничные условия (1.3) запишем в виде (см. 

(3.8))

—сояа(х) + д --- соя^(2) = А(^)> € Гхл А’= п + 1.т. (4.6)
дх ау
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В предыдущем параграфе мы получили интегральное представление (3.4) для 

решения уравнения (1.1) в классе Л<т п, где функции Фо(?), ^о(х). ¥Ч-(х), фь(*) 

и ск определяются по формулам (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15). Подставляя это 

интегральное представление в (1.2) и (4.6) и вычисляя предел, когда г —> £о € Г 

изнутри области согласно формуле Сохоцкого-Племеля (4.2) и представлений 

(4.3) и (4.5), для р(0, получаем интегральное уравнение типа Фредгольма

р(*о) + / К(<о,«М*)Л = Я*о), «о € Г, (4.7)
7г

где К(<о- <)• вполне определённая функция вида (4.4), а/(<0) = А(<о) при <о € Гк, 

к = 0..... тп. Уравнение (4.7) мы можем решать в классе непрерывных функций

на Г. так как любое непрерывное решение уравнения (4.7) принадлежит классу 

Я(Г).
Теперь докажем существование и единственность решения уравнения (4.7). Для 

этого достаточно показать, что однородное уравнение (4.7) (при /(<) = 0) имеет 

только нулевое решение. Действительно, пусть — решение однородного 

уравнения (4.7). Тогда функция и(я), определённая через р(1) по формулам 

(3.4), (3.5), (3.7), (3.11) — (3.15), является решением однородной задачи (1.1) 

— (1.3). Следовательно, и(я) = 0. Отсюда и из единственности интегрального 

представления (Лемма 3.1), м(1) = 0. Таким образом, мы доказали следующее 

утверждение

Теорема 4.1. Решение задачи (1.1) — (1-3) удовлетворяет интеграль

ному уравнению Фредгольма (4.7). Последнее интегральное уравне- 

ние имеет единственное решение, которое задаётся по формулам (3.4), 

(3.5), (3.7), (3.11) — (3.15).

Аналогичный подход можно использовать, если заменить граничные условия 

(1.3) на следующие : 

ди(к) 
дК + ак(х)и(г) = /к(г), х € Гк, к = п 4- 1,.... т, (4.8)

где ак(г) € Я(Гк) - заданная комплекснозначная функция. По Лемме 3.1 задачу 

(1.1), (1.2) и (4.8) можно свести к интегральному уравнению Фредгольма вида 

(4.7). В случае, когда функции ак(я) вещественные, и ак(г) > 0 при г € Гк, 

к = п+ 1,...,т, то доказывается существование и единственность решения этого 

интегрального уравнения.
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ABSTRACT. The paper studies mixed boundary value problems for 
Laplace equation, replacing them by Fredholm equations which have 
unique solution.
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ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА И ОДНОСТОРОННЯЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ
Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, 6, 2000
В статье изучаются задача Римана—Гильберта и односторонняя задача Гильберта для некоторых классов аналитических функций. Целью работы является сведение обеих задач к уравнениям Фредгольма. В случае задачи Римана-Гильберта соответствующее уравнение Фредгольма имеет единственное решение. Получены некоторые результаты для дефектных чисел этих задач.

§1 . ВВЕДЕНИЕПусть Д - ограниченная (тп + 1)-связная область на плоскости с границей Г = ГоОГг 0-и Гт, т > 1. где Го, Гь ••• Гт - замкнутые, неперссекающи- еся. достаточно гладкие кривые, причём Го охватывает все остальные контуры Г1......Ггт,. Не умаляя общности будем предполагать, что начало координат принадлежит области Д. Рассмотрим следующие две задачи.Задача Римана-Гильберта : найти в области Д аналитическую функцию непрерывную в замкнутой области Д = Ди Г и удовлетворяющую граничному условию : Ке[а(к)^(*)] = /(։), г € Г, (1-1)где /(г) - некоторая вещественнозначная аналитическая функция на Г.Односторонняя задача Гильберта : найти в области Д аналитические функции у?(х) и ^(г), непрерывные в замкнутой области Д и удовлетворяющие граничному условию
¥>(<*(*)) = <з(ж) V» (*) + у(г), х € Г. (1-2)где а(х), д(г). а(х) - заданные на Г функции. а(г) взаимно однозначно отображает Г на себя, меняя направление обхода контура я удовлетворяет следующему



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 41условию a(z) 0, /0, z € Г
С/ о 

а(— означает дифференцирование вдоль Г).
дзПредполагается, что функции a(z), f(z), g(z), a(z) и их производные д/дз удовлетворяют условию Гёльдера на Г (условие Н, [1], стр. 22). Класс функций, удовлетворяющих условию Гёльдера в замкнутой области D и на Г будем обозначать через H(D) и Д(Г), соответственно.Если не оговорено особо, функции и постоянные будем считать комплекснознач- ными.Задачи (1.1) и (1.2) полностью исследованы в [1|, [2], где они были сведены к сингулярному интегральному уравнению нормального типа.Целью данной работы является сведение этих задач к интегральным уравнениям Фредгольма второго рода и к некоторой системе алгебраических уравнений. В случае задачи (1.1) соответствующее интегральное уравнение Фредгольма имеет единственное решение. В конце работы полученные результаты применяются к решению задачи Пуанкаре для эллиптических уравнений.§2 . ВИДОИЗМЕНЁННАЯ ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТАЭтот параграф имеет вспомогательный характер. Сначала рассмотрим следующую видоизменённую задачу Римана Гильберта : найти ан.(литическую а области D и непрерывную в D функцию y>(z), удовлетворяющую следующим условиям : Re(7j p(z)) = f(z), zETj, j = 0.1,

Re(7y ^(z)) = f(z) -r Qj, z€Pj, j = 2.......m,
ли
:2.2)

где 02.......ат - искомые вещественные постоянные, Уо, 71,—,7т ~ некоторыезаданные отличные от нуля постоянные, 7о = 1, 1т71 0, а /(г) - функцияв правой части (1.1). Если т — 1, то условия (2.2) отсутствуют. При / = 0 задачу (2.1), (2.2) будем называть однородной.Теорема 2.1. Задача (2.1), (2.2) имеет единственное решение.Доказательство : Сначала докажем, что однородная задача (21), (2.2) имеет единственное решение. Пусть (^(z), orj, ■•■,<։«) ~ решение однородной задачи(2.1), (2.2). Положим y?(z) = u(z) + к*z(x), где u(z) и v(z) суть действительная и 



42 Н. Е. Товмасян, В. С. Закарянмнимая части функции у>(ж), удовлетворяющие условию Коши Римана
ди ди 
дх ду

(2.3)
Из граничных условий (2.1) и (2.2) при / = О имееми(ж) = О, г € Го» (2-4)

ау и(х) 4֊ Ьу и*) = г € Гу, >=1,..„т, (2-5)где а} и бу - действительные постоянные, оц = 0, 6։ 0 и ау + бу # 0, ; = 1,...»гп.Пусть V - внешняя нормаль границы Г; в точке г 6 Гу. Рассмотрим интегралы
где Ия - элемент дуги контура Гу. 

ди диИз условия (2.3) следует, что — = —. Имеем 
и 1 * С/ * (2.6)

Из (2.4), (2.5) следует, что или и(г) = сопвЬ на Гу, или и(ж) = Су«(д) + при ж € Гу, где с} и (1} - некоторые постоянные. Поэтому из (2.6) имеем /у = 0.] — 0....... т. Используя формулу Грина ([4), стр. 309), получаем

где Ди — - оператор Лапласа.
(2.7)

д2и д2и
дх2 ду2Так как Ди = 0 и 1} = 0, ] = 0,т, то из (2.7) получими(ж) = соп»1. (2-8)Из (2.8) и условий (2.3) - (2-5) следует, что и(г) = 0, р(ж) = 0, а, = 0, ] = 2,..., т.Следовательно, однородная задача (2.1), (2.2) имеет только нулевое решение.Теперь докажем, что неоднородная задача (2.1), (2.2) имеет решение для любых правых частей /о(^), •••, /т(^). Решение этой задачи ищем в виде

= + » I м(ФЬ, (2.9)
]=о ■'Г, ։ ” 2ау = / д(*м«» ; = 2,...,т, (2.10)

где ц(։) - искомая вещественнозначная функция, удовлетворяющая условиюГёльдера на Г.



43Задача Римана-Гильбертн и односторонняя задача Гильберта в...Подставляя у>(я) и а} из (2.9) и (2.10) в (2.1) и (2.2), для определения функции д(х) получим следующее интегральное уравнение Фредгольма .м(*о) = ^Я(*оЛ) + /(«о), «о С Г. (2.11)
• н I)где К(«о,4) = -——~ вещественнозначное ядро, функция у до влет в о-п “ <оГряет условию Гёльдера по <о и I на Г, а 0 < 6 < 1 - постоянная.Теперь докажем, что однородное уравнение (2.11) (при / = 0) имеет только нулевое решение. Действительно, пусть р(1) - решение однородного уравнения (2.11). Тогда (<р{г),а2, ..чат), определённая формулами (2.9) и (2.10), является решением однородной задачи (2.1), (2.2). Следовательно. = 0, а, = 0.

у = 2, ...,тп, т.е.
м(*М*
I - г

(2-12)г Е Я.

(2-13)
Пусть Лд - ограниченная, односвяэная область с границей I . л Я' - неограниценная область с границей Г?, = 1....... тп. Так как ^>(г) = 0. то имеем

Г *!!!* = 0, гео՜. > = 1....... т. (2.14)Г, <֊*Подставляя ?>(г) из (2.9) в (2.14). получаем£ Г АЙЛ_0։ ге0- ,-=1.......т. (2.15)
Из (2.12) и (2.15) вытекает— [ [ р(«)сй = 0, х€Л.+ - (2-16)*» Ло ։ ” 2 ^Г։Из (2.15) и (2.16) следует (см. [1], стр. 271), что

д(0 = 0, < € Го, = <€Г„ 7 = 1....... тп. (2.17)
д(<) = 0, (2.18)

где с7 - действительные постоянные.



44 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянИз соотношений (2.13), (2.17) и (2.18) получаем, что р(1) = 0. Следовательно, однородное уравнение (2.11) имеет только нулевое решение. Позтому неоднородное уравнение (2.11) имеет решение для любой правой части /(<). Теорема 2.1доказана.Теперь рассмотрим более щую граничную задачу
Яе [ч, ?(*)] =/(*), * € Г,, 5 = 0,1, (2.19)

R« (Ъ-г" ¥>(*)] = Л*) +<*;• 5 = 2,.„тп, (2.20)где п - целое. Здесь все остальные величины те же, что и в задаче (2.1), (2.2),То = 1, ф 0.Случай натурального п. Пусть (у>(г), оог, —• <*0т) ~ решение задачи (2.1), (2.2). которое является также решением задачи (2.19), (2.20) тогда и только тогда, когда = лго;, ] — 2,.., т и
Из (2.21) имеем

у>(г) х" = ^о(г), г € О. (2-21)
^*'(0) = 0. к = о, (2.22)Если выполнены условия (2.22), то из (2.21) получаем <^(г) = ^>0(г)г~п. Такимобразом, мы доказали следующее утверждение.Теорема 2.2. Если п > 1, то задача (2.19), (2.20) имеет единственноерешение тогда и только тогда, когда выполнены условия (2.22) и

Н2) = ^о(г) г~п, а, = а0,, / = 2, ,.,тп. (2.23)
Случай п < — 1. В задаче (2.19), (2.20) сделаем замену переменной

-п-1
?(*) = 22 (ск 4- ։</*)«* + г~п ф(г), 

к=0
(2.24)

где с*, и <4 - действительные постоянные, а ф(г) аналитична в области £> и непрерывна в Д.Сначала рассмотрим однородную задачу (2.19), (2.20). Подставляя <^(я) из (2.24) в (2.19), (2.20) при / = 0, получим
Ле[7;^)] = ^(«), *6 Гу, > = 0,1, (2.25)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта а... 45R« [7; ^(х)] = + «п х € Г >, ] — 2,т, (2.26,1где Г?(я) = -Яе Ъ хп £ (с* + *<й)хь
к=0Таким образом, мы получили задачу (2.1), (2-2) относительно (^(я). а2,.... ат).Пусть (у?к(х),а։,1,...,акт) и (^к(։),/Эк2, ...,Дкт) суть решения задачи (2.1), (2 2|при Л(г) = Яе(7> г"+к) и /Дя) = -Яе(7,.гп+к »), } = 0,1.......тп, соответственно.Тогда общее решение задачи (2.25), (2.26) определяется следующим разом :

— л — 1^(х) = £2 (Ск^к(х) +(1к 0к(г)),
к=0

- л — 1а) = 52 (ск«к> + рк}), ] - 2,тп.к=0Подставляя ^(я) из (2.27) в (2.24), получим
-п — 1?(*) = 52 [ск (гк 4֊ г՜՞ ^к(х)) + ^ (։/ +г՜'1 </чИ)] • к=0

(2.27)
(2.28)
(2.29)

Из (2.28) и (2.29) вытекает, что однородная задача (2.19), (2.20) при п < — 1 имеет (—2п) линейно независимых решений (над полем вещественных чисел).Если (у>о(х), «оз, ••••«От) - решение задачи (2.1), (2.2), то (^0(г) г՜՞, о02........ «о֊п?будет частным решением неоднородной задачи (2.19), (2.20). Таким образом, мы получили следующий результат.Теорема 2.3. При п < — 1 однородная задача (2.19). (2.20) имеет -2п) линейно независимых решений, а неоднородная задача (2.19), (2.20) имеет решение для любого /(г), причем общее решение этой задачи определяется формулой -п-1¥>(х) = ¥>о(х)х-п + 52 [с* (2* + г"П ^*(х)) + <4 (։*к 4֊ г՜" Ы*))Ь (2 30) *к0
— л — 1а;=аОу+ (скак, + (1к 0к)), > = (2.31)й=огде ск и </к — произвольные вещественные постоянные.Теперь рассмотрим следующую задачу :1и[х"^)]=/(:)։ х € Г0| (2-32)ае(яХх)) = /(я)4֊а„ х € Г/, > = 1....,т, (2.33)где ^(я) - искомая аналитическая функция в области Р, непрерывная в /9, <»1, .... «т суть искомые действительные постоянные, п - целое, а /(г) - как и в (2.1), (2.2).



46 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянЗадача (2.32), (2.33) при п = 0 полностью исследована в [1], стр. 246. Используя решение, приведённое в (1), мы исследуем задачу (2.32), (2.33) в общем случае.Здесь мы приведём только результаты.Согласно (1), стр. 246 решение задачи (2.32), (2.33) при п = 0 ищем п виде
(2.34)

где д(<) - искомая функция, определённая в £> и удовлетворяющая условию Гёльдера на Г. Подставляя <^(я) и ал из (2.34) в (2.32), (2.33) при п = 0. получим интегральное уравнение Фредгольма вида (2.11). Как показано в [1], стр. 253, для любой непрерывной функции /(г) это уравнение имеет единственное решение. Следовательно, мы получим частное решение (^о(2), 001, е։Оп1) задачи (2.32), (2.33) при п = 0. Общее решение этой задачи определяется формулой (см. [1], стр. 246) у>(я) = ^о(я) + »с, а, = а0,, ; = 1....,т. (2.35)где с ֊ вещественная постоянная.Пусть п > 1 и (у>(я),ах, ...,ат) - решение задачи (2.32), (2.33). Следовательно, согласно формуле (2.35) получим
2П у>(д) = <р0(г) + ։с,

— ОО], ] — 1,.... »п. (2.36)
(2.37)Из (2.36) следует, что с = — 1ш$?о(0) и из соотношенийае¥>0(о) = о, ?£м(0) = о, * = 1.......т»-1 (2.38)

вытекает, что ¥>(*) = я՜” (¥>о(г) - <^о(0)). (2.39)Следовательно, в этом случае условия (2.38) необходимы и достаточны для разрешимости задачи (2.32), (2.33), при этом (у>(я), ах,..., ог,л) определяется формулами (2.37) и (2.39).Случай п < 1. Используя представление (2.24), аналогично доказывается, что в этом случае однородная задача (2.32), (2.33) имеет ровно (—2п 4- 1) линейно независимых решений, а соответствующая неоднородная задача разрешима для любой правой части /(я).



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 47§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ (1.1)В [3] (стр. 245) задача (1.1) сведена к той же задаче более час тного вида
Ml; ։>(։!] =/«(։). г € Г,, j = 0,т. 131)

где п = ^-△r(arga(z)), 7о = 1, 71----'7п| - отличные от нуля и зависящиетолько от а(т) и области D, △r(arga(z)) - приращение функции arga(z), когда точка г один раз описывает кривую Г в направлении, оставляющем область О слева. Целое число п называется индексом функции п(я) относительно границы Г. Поэтому ниже мы будем исследовать задачу (3.1).Путь сначала в граничной задаче (3.1) одно из чисел 7’1,....7т нс является вещественным. Нс умаляя общности предположим, что этим числом является 7г. Итак, пусть 70 = 1, 1гп71 0. Обозначим через к1} число линейно независимыхрешений однородной задачи (3.1), а через к'о, число условий вида 
которые необходимы и достаточны для разрешимости неоднородной задачи (3.1),где -01,..., ֊ некоторые линейно независимые вещественнозначные функции.Эти функции не зависят от /(<).В монографии [3], стр. 254 - 257. 2С1 доказаны следующие формулы :

ко — k'Q = — 2 a 4֊ 1 - m. при — m—1<п<—1,
jfeo = O. к'о — 2п + т — I при п > 0. (3.2)

ко = — 2п 4- 1 — tn, к'о = 0 при п < —т. (3-3)Если у>(я) является решением задачи (3.1), то (у>(г), 0,.... 0) есть решением задачи (2.19), (2.20). С другой стороны, компонента <?(г) решения (^(г),о?. ...,а„,) задачи (2.19), (2.20) является решением задачи (3.1) тогда и только тогда, когда
Qj — 0, ] — 2, 771. (3.4)

Следовательно, все решения задачи (3.1) суть решения (ip(-). a»...., o,n ) задачи (2.19), (2.20), которые удовлетворяют условию (3.4).Пусть п > 0 и (^о(«).аог։—.oom) есть решение задачи (2.1), (2.2). Из Теорем 2.1 и 2.2 следует, что задача (2.19), (2.20) имеет решение тогда и только тогда, когда 



48 Н. Е. Товмасян, 13. С. Закарянвыполнены условия (2.22), при этом решение задачи определяется формулой (2.23). Условия (2.22) можно записать в виде
ае^М(0) = 0, 1т4М(0) = 0, к —С,...,—п—1 (3.5)

(при п — 0 условия (3.5) отсутствуют). Из (2.23) и (3.4) имеем
огоь — О, к = 2,..., т. (З.б)

Таким образом, мы получили следующий результат.Теорема 3.1. Если -уо = 1» 1пз71 / 0, п > 1, то для разрешимости задачи (3.1) необходимо и достаточно выполнение условий (3.5), (3.0), при этом решение этой задачи единственно и определяется формулой у>(г) = <р0(г)г-п.Из (3.2) вытекает, что условия (3.5), (3.6) линейно независимы.Пусть теперь п < -1. Тогда общее решение задачи (2.19), (2.20) определяется формулами (2.30), (2.31). Подставляя (} = 2..... тп) из (2.31) в (3.4), для определения действительных постоянных и >4 получаем систему .ипгсбраических уравнений — л- 1
22 + <4Л>) = -аоп ; = (3.7)*=0Таким образом, задача (3.1) имеет решение тогда и только тогда, когда имеет решение система (3.7). Общее решение задачи (3.7) определяется формулой (2.30), где с* и (1^ (к = 0,...,—п+ 1) удовлетворяют (3.7).Выше мы показали, что условия (3.4), (3.5) линейно независимы. Отсюда следует, что функционалы а0^ (которые зависят от /) линейно независимы. Из формулы (3.3) следует, что при п < —тп неоднородная система (3.7) всегда имеет решение, а соответствующая однородная система имеет ровно (—2п + 1 — т) линейно независимых решений. Следовательно, при п < —тп ранг основной матрицы системы (3.7) равен тп — 1. Кроме того, если —1 < п < -тп - 1, то из (2.31) и (3.7) получим к0 = -2п - г, к(> = -тп - 1 - г.Пусть теперь в задаче (3.1) все - вещественные. Тогда, нс ограничивая общности, можем считать, что 7, = 1, У = 0, ...,тп. В этом случае эта задача исследуется, основываясь на видоизмененной задаче (2.32), (2.33).



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача 1 ильберта в... 49
§4. ЗАДАЧА (1.2)4.1. Пусть Р и Г = Го 0 ПО— и Гт как и во Введении. Положим

(> = 0, 1,...,т), п = тц> + П| + ... + пт, (4.1)
где △ г,(*П5«(*)) ~ приращение функции аг£а(х) (см. (1.2)), когда х обходиткривую Г;, оставляя область Р слева.В задаче (1.2) сделаем замену переменных

^(г) = (г ֊ г։)П|+1...(г - г,,.)"-*1 ^(г), .42)
где г* - некоторая фиксированная точка внутренности контура Г1- (к = 1, ...,т),а а»(г) ֊ аналитическая функция в Р. Подставляя из (4.2) в (1.2), получки

։։>(<։(*)) = 2' Мг)^(г) +а(г), (4.3)
где Ь(г) = а(г) (г - )”^1... (г - гт։։)м"т1 х1------- (4.4)
Из (4.4) следует, что р = п -ь т — 1. Н.5)

-^-△га(а^6(г)) = 1. ^֊Дг/^6(г)) =-1. ;=!.......т. (4.6)
4.2. Пусть х = /3^) отображение, обратное к I = а(г). Для исследования задачи(4.3) докажем следующую лемму.Лемма 4.1. Пусть <р(х) и ы(г) аналитичны в Р и удовлетворяют условию Гёльдера в И. Тогда существует единственная функция У(Х), удовлетворяющая условию Гёльдера на Г такая, что_1_ г м

1Г I /г I - х
2. [я֊։՜ /г &(*)(* - х)‘ 14.7)=Доказательство : Функции у?(х) и ш(х) единственным образом представляютсяв виде р(г) = у>о(*) +о/(х) = ыо(-г) 4- ^1(2) 4՜ ••• + ^,„(г), (4.8)(4.9)где ^о(^) и Уо(*) аналитичны в , а у?7(г) и ։*>;(*) {} = 1,...,т) аналитичны вД ’, У’Доо) = ы7(оо) = 0. Области Рд и определены в §2.



50 И. Е. Товмасян. В. С. ЗакарянКак показано в [7] (см. также [2]. стр. 240), функции ^(х) и иДх) можнопредставить в виде
Л (£(<)) Л , . _ _ I [ Л (О *

и,(г} *Лт,ь(Ы-4' 3 = 0........т. (4.10)
где функция /Дх) определяется через фДх) и и»)(х) единственным образом. Из(4.8) — (4.10) следует справедливость Леммы 4.1.4.3. Вернемся к задаче (4.3). Подставляя ф(г) и о>(г) из (4.7) в (4.3), получим

А(<о)/((о) + У + У к(«о, <)/(։)* = »(։о). <о € Г, (4.11)

где А(£о) = 1 + ^о* ^(<о) — 1 ~ $о>К1, а <*"•*>А( о’ |е-<0|‘ ’
(4.12)(4.13)

где функция К* (*0, <) удовлетворяет условию Гёльдера по *0 и I на Г, а 0 < 6 < 1 - достоянная. Сингулярный интеграл в (4.11) понимается в смысле главного значения по Коши ([1], стр. 50).Пусть число линейно независимых решений однородной задачи (4.3). а к'о -число условий вида
' $(1)ык(е)<Л = 0. А; = 1...., Ц.

которые необходимы и достаточны для разрешимости неоднородной задачи (4.3), где к = 1,..., - некоторые линейно независимые, непрерывные функциина Г. Числа Лг0 и 1с'о называются дефектными числами задачи (4.3). В этом параграфе линейная зависимость или независимость понимается над полем комп- лексных чисел.Из Леммы 4.1 следует, что число линейно независимых решений однородной задачи (4.3) и однородного уравнения (4.2) равны. Поэтому индекс задачи (4.3) равен индексу уравнения (4.11). Как следует из (4.12), индекс уравнения (4.11) равен (-р) (см. [1], стр. 222). Следовательно
~ к'о = — р. (4.14)

Пусть р = 0. Тогда А(*о) = 2, Я(*о) = 0 и уравнение (4.11) является уравнениемФредгольма.



Задача Р и маиа-Гильберт а и односторонняя задача Гильберза в... 514.4. Пусть р - натуральное число. Согласно Лемме 4.1 ан.клитические функции^(г) и можем представить в виде

гр =

г /№))Л
■к I /г I — г± [ ЛО*тг։՜ /г 6(4) (4 - г)'

(4.15)
(4.16)

*(*) =

Дифференцируя обе части (4.16) по г до порядка р—1 и подставляя 2=0, получим/^ = 0 4* 6(4) ...,р. (4.17)
И? (4.16) и (4.17) имеем

Г *֊р/ю* 
г 6(4) (4 ֊2)

= 0, к = 1....... р. (4.18)
Следовательно, аналитические функции у>(2) и у(з) можно представить а виде (4.15), (4.18). В этом новом представлении функция /(4) нс- определяется однозначно через р(х) и ы(2). Однако, для натурального р с помишью этого представления задачу (4.3) также можно свести к интегральному уравнению Фредгольма. Действительно, подставляя у>(г) и ы(х) из (4.15) и (4.18) в (4.3), получим

/(։0)=/кч։».։)/(։)Л + 1'4.19)
где К(4о,4) - функция вида (4.13).Пусть /о число линейно независимых решений однородного уравнения (4.19) (при д = 0), а - число условий разрешимости неоднородного уравнения 14.19). Ясно, что <0 = й. *» = Ч- <“-20>

Из (4.14) и (4.20) имеем
к'о = 1о, ко = 1о֊Р при р > 0. (4.21)

4.5. Пусть теперь р - целое отрицательное число. Представим ' п
ы(к) = со + с։ 2 + ... -I- с_р_1 г 1 + • 4‘(2), (4.22)

где со, ..., с_р_1 - произвольные комплексные постоянные, а -.(г) аналитична в области £).



52 Н. Е. Товмпсян, В. С. ЗакарянСогласно Лемме 4.1 аналитические функции и Ф(г) можно представить в виде ± [ в* Ф(։) = * Г . <4.
п I /г I - г Я- * /г 6(1) (С - х)Подставляя ы(г) из (4.22) в (4.3) и используя представление (4.23), получаем

/(։«) = [к Но, ։)/(։) Л + Г(։о). *о € Г, (4-24)где 2 Г(*о) = % 6(«0) (со + С1 «о + ... + С_р_ 1 Г*֊1) -г £/(<0),а Я((о.<) - функция вида (4.13).Вектор (/(<), со, ...,с_р_1) является решением уравнения (4.24). Если д = 0, то уравнение (4.24) называется однородным.Пусть 1о - число линейно независимых решений однородного уравнения (4.24), а /д число линейно независимых условий разрешимости (на функцию <?(/)) неоднородного уравнения (4.24). Из представления (4.22), (4.23) и Леммы 4.1следует. что (4.25)Из (4.14) и (4.25) имеем
^0 = ^01 = /0 т р при р< —1. (4.26)Уравнение Фредгольма вида (4.24) с неизвестными постоянными было рассмотрено в [1], стр. 290.Теперь уточним значение числа /о линейно независимых решений однородных уравнений Фредгольма (4.19) и (4.24) (при д = 0). В §6 мы докажем справедливость следующих формул :
ко = 0, = п + т - 1 при п > 1, (4.27)

ко = —п — т + 1, ко = 0 при п < 1 - 2тп, (4.28)О < к0 < —п 4- 1 при 1 - т < п < 0, (4.29)О < к0 < тп, при 2 — 2т < п < — т. (4.30)Из (4.5), (4.21), (4.26) — (4.30) имеем
1о = |р| при |р| > т. (4.31)тах(0, р) < /о < т при |р| < т. (4 32)Если область Д - односвязная, то из (2.22), (4.28), (4.31) получаем /0 = |р| = |п-1| при п = 0, ±1, ±2,..., к0 = 0, к'о = п - 1 при п > 1 и к0 = -п+ 1, к'о = 0 при п < 0.



Задача Римана Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 53§5. ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХПусть D - как и во Введении. Рассмотрим следующую задачу Пуанкаре : найти в области D решение уравнения Лапласа
д2и д2и
дх1 + ду1 15 1)удовлетворяющее граничному условию

ду
ди -£֊ +<12 
дхгде «И(z), hj(z) и g(z) - заданные вещественнозначные функции, удовлетворяющие условию Гёльдера на Г и aj(z)+a;(z) 0, z € Г. Предположим, что решениезадачи (5.1), (5.2) - вещественнозначное и первые его производные удовлетворяют условию Гёльдера в D. Задача (5.1), (5.2) в односвязных областях была сведена в [1] (стр. 298) к сингулярному уравнению нормального типа, а в С] для многосвязных областей. В настоящей работе эту задачу мы сведём к задаче (1.1) в многосвязных областях.Как известно (см. [1], стр. 256) функция, гармоническая в области D представима в виде П1u(z) = Re^(z) + У Alt In |z — zt1 + <r. (5.3)

Aslгде z\K...,zm - фиксированные точки, охваченные замкнутыми контурами Г 1,...Г„ соответственно, с, Ai,...,Am - произвольные вещественные постоянные, а ^(z) - произвольная аналитическая в D функция. удовл< творяющ.ш условию ч’(0) — I и единственным способом определяемая по u(z).Отметим, что если первые производные гармонической функции u(z) удовлетворяют условию Гёльдера в области D. то этому же условию удовлетворяет также функция ^>'(z). Подставляя u(z) из (5.3) в граничное условие (5.21. получим (1.-,, где a(z) = ai(z) + tajfz) и
m

<М = + 22
1 = 1Следовательно

(5.4)
(5.5)

с интегрированием в положительном слева). направлении (которое оставляет область D



54 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянТак как постоянные - вещественные, то из (5.5) имеем

Пусть выполнены условия (5.6) и (5.7). Тогда из (5.4) имеем
о

(5.6)
(5.7)
(5.8)

Пусть /(х) удовлетворяет необходимым и достаточным условиям разрешимостизадачи (1.1) Тогда общее решение этой задачи определяется формулой*о¥>(*) = у>0(х) + с, ?j(z), (5-9)
где у>о(х) - частное решение неоднородной задачи (1.1), (j = 1,..., Ло) - линейно независимые решения (над полем вещественных чисел) однородной задачи (1.1), а с} (j = 1,.... Ло) ~ произвольные вещественные постоянные.Подставляя p(z) из (5.9) в (5.7), для определения постоянных Cj (j = 1,...,Ли) получаем систему линейных уравнений. Таким образом, решение задачи (5.1).(5.2) свидится к задаче (1.1) в многосвязной области.5-2. Теперь рассмотрим следующую задачу Пуанкаре : найти в области! Dрешение правильно эллиптического уравнения

(5.10)
удовлетворяющее граничному условию

6։(z) — + 62(z) =/(z), гбГ,от оу (5.11)
где А. В. С - постоянные, а Ь1(х), /ь(г) и /(г) - заданные функции, удовлетворяющие условию Гёльдера на Г.Уравнение (5.10) называется правильно эллиптическим, если С 0 и корни А1 и А2 характеристического уравнения А + В А + С А2 =0 удовлетворяют условию 1тпА1 > 0, 1шАг < 0. Предполагается также, что

6j(z) + Aj 5j(z) / 0, Ц(г) + А2 b2(z) / 0. z 6 Г. (5.12)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 55В частности, если />х(х), Ь2(х) - вещественнозначные и )| -+֊ !62(х)| ± 0 при 
г 6 Г, то условия (5.12) всегда выполняются.Рассуждая как и при выводе формулы (5.3) получим, что общее решение уравнения (5.10) имеет вид и(х) = р(х 4- А։ у) 4֊ 4(х 4- А3 у)4-4- А* 1п[(х - Г1 + ^(у- у։))(х - х3 4- А3(у- уз))] + с, '5'13^к = 1где с, А1,....Ат - произвольные постоянные, <р(х 4- Ах у) и ф(х 4- А2 у) - аналитические функции при (х.у) € Р относительно аргументов х -г Аз у и х 4- А2 у, со- *о ветственно. и удовлетворяют следующим дополнительным условиям ^>(0) — 0, ^(0) = 0. Более того, функции <р(х 4- А1 у), ^(х 4- А2 у) и постоянные с. Ах, ....А™ определяются через и(х) единственным способом. В (5.13) точки х1 — т} — зу;, ] = 1...., п берутся из представления (5.3). Подставляя ч(т) из (5.13) в (5.11).получим Ф(х + А3у) = а(х)ы(х 4- Ах у) 4- <7(2), г£Г (5.14)где

н»Ф(х 4- А2 у) = ^(х + А3 у) - V------------- т--т--------- •
“ х - хк 4- А3 (у - ук >

“<1 + А, ,) = /(х -Г А, и ֊ £ ֊ 4 7, •
. , _ -(>■(») 4֊ А, ^.-)) . /(»>[г) Ьх(х)4-Аз^х) ’ 51 М«)-4-ЛсМ«)‘Из (5.15) и (5.16) при любом к = 1....... т имеем

—— [ и1х 4- А, и) 4(х -ь А, у). 2*»

(5.15)
(5.16)
(5.17)
*5.18)

j у(х 4- Ах у) </(т 4- А1 у) 4- у Ф(х 4- А3 у) (1(х - А2 у) — 0. (5.19)Пусть имеют место соотношения (5.18) и (5.19). Тогда из (5.15) и (5.16) получаемАх-- ~ Л ։ РхАх
С - хк - А2 ух (5.20)ЛЗ,

Следовательно, задача (5.10), (5.11) сводится к задаче Гилы>е|>та (5.14, с дополнительными условиями (5.19). Задачу (5.14) (без дополнительных условий (5.19)) можно решить аналогично задаче (1.2). Как мы видели выше дополнительны։условия (5.19) существенно нс влияют на метод решения



56 Н. Е. Товмас.ян, В. С. Закарян§6. ДЕФЕКТНЫЕ ЧИСЛА ЗАДАЧИ (1.2)В этом и следующем параграфах, если особо не оговорено, будем считать, что все функции аналитические в области О и принадлежат классу т.п.удовлетворяют условию Гёльдера в замкнутой области Д.Пусть к0 и к'о - дефектные числа однородной задачи (1.2). Разность к0 - к'о называется индексом этой задачи. В этом параграфе мы докажем соотношения (4.27) — (4.30). Вместе с задачей (1.2) рассмотрим также соответствующую союзную однородную задачу : найти в области Д аналитические функции Ф։(г) и Фз(^), удовлетворяющие граничному условиюФ1(о։(*)) = г € Г. (6-1)
где ог'(г) = <1а(х) 

(1з
в.2 \
(1з /Теорема 6.1. Задача (1.2) имеет решение тогда и только тогда, когда функция /(<) удовлетворяет условию

/ *»(«) {£) м = 0. (6.2) 
/г а($)где (Ф։(г), Фз(г)) - решение союзной задачи (6.1).В [3] доказана теорема о необходимом и достаточном условии разрешимости задачи (1.1) (Теорема 4.2. стр. 241). Теорема 6.1 доказывается аналогично, поэтому её доказательство опускаем.Пусть /о _ число линейно независимых (над полем комплексных чисел) решений однородной задачи (6.1). Из формул (4.5), (4.14) и Теоремы 6.1 следует, что

к'о = 10, —— /о — ~ п. т 4 1, (6.3)где п - индекс функции а(г) на Г. а (т -г 1) - связность области Д.Так как /о > 0. то из второй формулы (6.3), в частности, следуетко > — п — тп 4- 1. (6.4)Лемма 8.1. Если (^(х),^(г)) - нетривиальное решение однородной задачи (1.2) (при д = 0) и ^(*о) = 0 при некотором «о 6 Г, то для некоторого натурального р решение задачи имеет представление¥>(*) = ?/>(*) (^ ֊ <*(*о))Р, (6-5)- 1/>(*) (* ֊ М'.где функции ^р(х) и 0^(х) - аналитические а области О с у>р(<»((о)) г 6.
ФрМ # о.



Задача Римана-Гильберта и односторонняя дедача Гильберта в... 57Доказательство ։ Пусть (у?(х), ф(г)) - решение однородной задачи (1.2) и ^(*о) = 0. Из граничного условия (1.2) (при д = 0) следует, что у>(а(£<))) = 0. В монографии (2], стр. 30 доказано, что такое решение представляется в виде
<?(*) = ¥>1(г) (« ^(х) = 1Мг)(г-#о), (6.6)

где у?з(х) и ^1(*) аналитичны в области О.Подставляя ^>(х) и ф(г) из (6.6) в (1.2) при д = 0. получим
у>1(а(х)) = а։(г) ^1(г). г 6 Г. (6.7)2 — <огде Д1(х) = а(х) —т-г------ —г. Следовательно, (у?1(х), ^П*)) является решениема(х) - а(<0)граничной задачи (6.7). Если (<о) — 0, то, аналогично, получим

Р1(*) = ^з(*) (* - <*(*о)) и = ^’1«) (г - *о),
где у>э(х) и фг(х) обладают теми же свойствами, что и р<(х] и ։/;(х). Продолжая аналогично получим, что или имеет место (6.5), или же для любого натурального г имеет место представление

9?(х) = 9?г(х) (х - <о)г։ ^(*) = *>(*) (^ “ 1о) - (6.8)
где ^г(х) и фг(х) аналитичны в области Д.Пусть для некоторого натурального числа г имеет место представление (6.81.Подставляя у>(х) и ф(г) из (6.8) в граничное условие (1.2) при у = 0, получаем рг(а(г)) = аг(х)фг(г), г € Г, где

аг(х) = а(х) х - «ол(х) - а(*о)Рассмотрим следующую задачу Гильберта : найти аналитические в области Офункции ро(х) и 0о(2)» удовлетворяющие граничному условию
у>0(а(х)) = /Г(х) 1М Д г € Г, (6-9)где 0М = »и - «р.).Так как точка <о 6 Г, а( = а(х) взаимнооднозначно отображает I на себя, меняя направление обхода, то индекс функции (я) на Г равен (-г).Обозначим через 1Г число линейно независимых решении однородной задачи (6.9). Используя неравенство (6.41 для задачи (6.9), получим /г > г —
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т 4- 1. Если (^>о(*). Й(*)) является решением однородной задачи (6.9), то (^о(г) является решением однородной задачи (1.2). Следовательно, к0 > г - тп 4- 1. Таким образом, при г = к0 т т представление (0.8) не имеет места. Это означает, что возможно только представление (0.5). Лемма 6.1 доказана.Из Леммы 6.1 следует, что любое нетривиальное решение (у?(г), ^(2)) однородной задачи (1.2) имеет конечное число нулей в области О и оно представляется в виде

у>(г) = (х — а(<1))...(г - а(£Го))(х _ ~ а(С։))^о(г)> (6.10)
0(г) = (х - <1)...(я ֊ «го)(я - п)...(г - тГ։)^о(г), (6-11)где ЛГ(, и С1,...,Сп П|—»Тг։ ~ некоторые фиксированные точки на Г и в области

О. соответственно, а <ро(х) и тЩх) - аналитические в области О функции, причём
<?о(г) # 0, ^о(г) 0, г 6 £>. (С.12)

Отметим, что в (6.10) и (6.11) фиксированные точки зависят от (ф(г),^(2))- Подставляя р(г) и ^(*) из (6.10) и (6.11) в граничное условие (1.2) при д = 0,получаем ^о(а(я)) = ао(яН’о(Д (6.13)
Где ( \ = г՜*1 _±2-Ь— . (^-п)...(г-<г;)д(я)а(я) - а(11) ” а(г) - а(«Гв) (а(я) -<։)...(а(я) ֊ С»)Отметим, что функция ао(я) непрерывна на Г, ^о(^) 11 при я € Г и индексфункции ао(я) на Г равен г0 + гх 4- Т* -г п.Так как ^о(г) и у»0(я) являются аналитическими в области О и удовлетворяют условиям (6.12), то согласно принципу аргумента ([5], стр. 84), индексы функций у>о(*) и 0о(*) «а Г равны нулю. Приравнивая индексы на Г левой и правой частей соотношения (6.13), получаем г04֊гх 4-г2 4-п = 0. Это равенство невозможно при п > 1. Следовательно, при п > 1 однородная задача (1.2) не имеет тривиального решения. Это означает, что при п > 1 имеем к0 — 0. Аналогично, из (6.1) имеем (о = 0 для п < 1 — 2т. Отсюда следуют формулы (4.27) и (4.28) (см. формулу (6.3)).Пусть 1 — тп < п < 0. Представим -ф(г) в виде

^(«) = с0 4֊ с։ г 4- ... 4- с_п г (6.15)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 59где с0...... С-п - произвольные постоянные, а у(х) аналитична о И Подставляяиз (6.15) в граничное условие (1.2), при д = 0 получаем
— л¥>(<*(■։)) = Ь(г)ы(х) 4 £ ск а(г)гк,*=о € Г, (6.16)где Ь(х) = а(х) х՜*41.Искомым решением в (6.16) является (?(х), ш(ж), с0.......с_я), где ^(х) и ы(х)аналитичны в области Р. Индекс функции Ь(г) на Г равен 1, Следовательно, задача (6.16) при ск = 0, к = 0,.... -п имеет только нулевое решение. Рассмотрим следующую однородную задачу, союзную к задаче (6.16) :

г е г. (6.17)Используя (4.28) находим, что задача (6.17) имеет ровно т линейно независимых решений (Фц(г), ФзЦх)),..., (ф1т(х), Ф2т(х)). Согласно Теореме 6.1. задача (6.16) относительно имеет решение тогда и только тогда, когда
^ск / Ф21.(х)2п-1+к<й = О, к = 1....... п. (С. 18)ь=о *'гПусть г0 - ранг основной матрицы системы (6.18). Тогда эта система имеет ровно —п 4- 1 — линейно независимых решений. Подставляя общее решение системы (6.18) в (6.15) и (6.16). и решая задачу (6.16) отно» ительно £>(х) и ^(г), получим, что однородная задача (1.2) имеет ровно -п — 1 - п, линейно независимых решений. Следовательно. О < ко < —м 4 1.Пусть теперь 2 — 2т < п < — т. Представим ф(х) в вид--

♦Ю = («Л«)где Ф(х) аналитична в области Р и удовлетворяет условиям
40,(о) = о, ] = 0,1,..., 2т — 2 4 п. (6.20)Подставляя из (6.19) в (1.2) при д — 0, получим

¥>(<*(*)) =
Л

(6.21)
Согласно формуле (4.28). задача (6.21) имеет ровно >п линейно независимых решений (у>!(х), Ф1(х)),...1 (рт(х), Ф,н(г)). Общее решение задачи (6.21) определяется формулой ^>(х) = С1 ^1(-г) + —Ст ^гн(г), (6.22)



60 Н. Е. Товмасин, В. С. ЗакарянФ(г) = с, Ф,(։) + Ф,..(г), (6.23)где со.......ст - постоянные.Подставляя Ф(х) из (6.23) в (6.20), для определения постоянных получаем систему алгебраических уравнений
С1Ф^(и) + ...,+ся։Ф’')(к), 1 = 0,1,2т - 2 + п. (6.24)

Пусть го - ранг основной матрицы системы (6.24). Подставляя общее решение системы (6.24) в (6.22) и (6.23), получим, что однородная задача (1.2) имеет ровно т-г0 линейно независимых решений. Следовательно, в этом случае, имеем I) < 1-0 < т. Таким образом, мы доказали справедливость формул (4.27) — (4.30).§7. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯПусть О - та же, что и во Введении, и пусть О С О. Рассмотрим следующую задачу : найти в области Д аналитические функции ^>(з) и ф(г) из класса Н(£>), удовлетворяющие граничному условию
у>(г) = а(х) (7.1)г€ Г,

где а(з) и д(г) - как и в задаче (1.2), а — комплексное сопряжение к ^(г).Задачу (1.1) всегда можно свести к задаче (7.1). Действительно, граничное условие (1.1) можно записать в виде
а(г) + а(г) у>(х) = 2 /(х), г € Г. (7-2)

Рассмотрим задачу
а(г) тЩх) + а(г) у>0(*) = 2 /(г), г е г (7.3)

для неизвестных аналитических в области И функций у>о(г) и ^о(*). Ясно, что задачу (7.3) можно записать в виде (7.1).Если (у>о(г), ^о(^)) ~ решение задачи (7.3), то легко проверить, что функция
?(*) = т(?о(*) + ^о(г)) £ (7-4)

является решением задачи (7.2). С другой стороны, если <р(х) - решение задачи(7.2), то. очевидно, что у?о(*) = 'р(г) и = <?(*) является решением задачи(7.3). Следовательно, общее решение задачи (1.1) определяется формулой (7.4),



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача 1 ильберта в... 61где (у>о(^)1 ^0(2)) ~ общее решение задачи (7.3). Таким образом, задачу (1.1) всегда можно свести к задаче (7.1). Обратное нс всегда верно. Следовательно, задачу (7.1) можно назвать обобщением задачи (1.1).Нашей основной целью является сведение задачи (7.1) к интегральному уравнению Фредгольма, которое имеет единственное решение в некоторой системе алгебраических уравнений. Сначала рассмотрим задачу (7.1) в каноническом виде :
^1(г) = +5о(*), * € Г। 7 — 0,1, .м мц (7-5)где 7о = 1« ~ некоторые отличные от нуля постоянные, п - индексфункции а(к) на Г и до(г) Е Н(Г), а и ^\(г) - искомые аналитические в области £> функции. Для того, чтобы показать, что задача (7.1) всегда сводитсяк задаче (7.5), мы рассмотрим следующую видоизменённую задачу :

У>о(*) = </’о(г) +/о(г), г € Го, (7-6)
<Ро(г) = ч/’о(г) + /0(2) *€Г,, ; = 1....... т, (7.7)где /0(2) € Я(Г) - заданная функция. а1,...,а„, суть комплексные постоянные. Здесь решением является вектор (^о(^), ^0(2)-«!.-• *.«») где />о(г) и - аналитические в Р функции.При /о = 0 задача (7.6), (7.7) называется однороднойЛемма 7.1. Неоднородная задача (7.6), (7.7) всегда имеет решение. Общее решение соответствующей однородной задачи имеет вид ф — с, 

гр = с, = 0, } = 1,... ГП, где с - произвольная постоянная.Доказательство : Выделяя действительные и мнимые части (/.6) и (<■<).получаем ДеФ^д) = А(х), ДеФ2(г) = /2(2), г € Г1,ДеФДг) = Д« + Де а,, ДеФ2(г) - + 1п»а2. 2«=Г,, ; = 1,...,т,где Л(к) = Де/0(х), Д(ж) = 1т/о(х). = ?о(*) ֊ ^0(2). ‘Ы*) = ֊Ч^з(з) +
Следовательно, задача (7.6), (7.7) сводится к видоизменённой з.щачс (2.32). I- 33), а утверждение следует из (2.35). Лемма 7.1 доказана.Не ограничивая общности, граничное условие (7.1) можно записать в виде

р(х) = 00(2) я” 0(х) + ГГо(х), (7-3)



02 Н. Е. Товмисжн, В. С. 3акарлнгде Оо(л) # 0 пр« ж € Г. индекс функции п0(х) на каждом контуре Г, равен нулю, ап- индекс функции а(я) на Г.Пусть (^0(х), 0о(ж),<*1....... От| - частное решение зндвпи (7 6), (7.7) для/о(х) = 1пао(х). (7.9)Здесь под 1па0(х) понимается непрерывная ветвь на Г. Так как а0(х) / 0 при я € Г и индекс функции а0(х) на каждом контуре Г, равен нулю, то такаянепрерывная ветвь существует. Из (7.6), (7.7) и (7.9) имеем«Р (0о(^)), х € Г, ] = 0,.... т, (7.10)
где то = 1, Ъ =Имея в виду (7.10), граничное условие (7.8) можно записать в виде (7.5) :¥>1(х) = 7? х" + <п(х), ж € Г,где Р1(х) = ?(х) ехр(-?0(х)),^1(х) = ехр(֊^’о(х)), 51(х) = '/о(х) ехрТаким браэом. задачу (7.1) свели к аналогичной задаче более частного вида17.5).Лемма 7.2. Пусть <^о(х) аналитична в открытом круге < Л, а 0о(х) аналитична вне этого круга. Пусть ^о(пс) — 0 и непрерывнопродолжаются до окружности |х — Хо| = R. Тогда

[ ^)/(х)ах = о, [ ^7)^^)՛^ = о- (7.11)
*|ж-»в|=ЛДоказательство : Разлагая в ряд Тейлора функцию $Ро(х) В круге \г - Хо| < Л и в ряд Лорана функцию ^о(х) пне этого круга и подставляя а левые части (7.11), доказываем равенство (7.11). Лемма 7.2 доказана.Рассмотрим следующую видоизменённую задачу : найти о области О аналитические функции ф(х) и постоянные а։,..„ п,„, удовлетворяющие граничным условиям ¥>(х) = 0(х) + д(г), х € Го,?(х) =71 ^(х) +$(х), ж 6 Г1, ¥>(х) = 7, ^(х) + д(х) + а}, х€Г?, ; = 2,

(7.12)(7.13)(7.14)где д(х) - заданная функция из класса Я(Г), а71,...,у„1 - заданные, отличные от нуля постоянные, 7г # 1.Задачу (7.12) — (7.14) при д = 0 будем называть однородной.



Задача Ри мни а-Тальберта и односторонняя ֊задача Гильберта в... 63 I еорема 7.1» Задаче (7.12) — (7.14) имеет единственное решение.Доказательство : Не ограничивая общности, иы д >. к> -5; _^,.Ь1 -н ■><> шения этой задачи для случая, когда контуры Го, Гь. ,Гт являются окружностями. Пусть (<₽(*), Ф(х). а-2........ат) является решением однородной задачи (7 12)— (7.14). Докажем, что <р(х) = 0, +(х) = 0. а, = 0 (/ = 2........ т). Для этогорассмотрим функцию и(я) = ф(х) +Со^(х), (7.15)где со > 0 мы выберем ниже. Ясно, что в области О имеет мести (5.1 - . По формулеГрина (см. [4], стр. 309) имеем
3

/г ну
ди(*) 

дх
Зн(х) (7.16)

где - внешняя нормаль к границе Г в точке х € Г <£• м> р. .--ины Из (7.15) следует на Г.
ди
ЗУ

дх
ЗУ

дх 3 ՛
ЗУ " д~а да

.7.17)где х = х +» у, х = х - « у. Из граничных условий 17.12 " 14 ти у = •) имеем
¥?(*) = 7, 0(*) + «г г€Гг ) = 0.......т.

И«)/=Ъ*'(х)֊.

.7-181
(7.19)где ао = о>1 — 0, 7о — 1- Из (7.17) — (7.19) получи м ■«,г — г - , -Ь-

= «коТВ ֊ 1) х€Г, ;зИ,. ,м.
О!У изСлсдоватс^лько

= * 52~ и(со^ + 11 [ ..2”»Г 'Г*1 ^=0Представим функцию ф(х) в видеф(х) = фо(*) + ... 4-^«(я). (..21)
где 0о(х) аналитична в области /?□ , а ^з(я), ..., аналитичны в Д,........Р՜ (см. 52), соответственно, и фДоо) = 0. Подставляя "г из I > 21 в '< 20' и используя Лемму 7.2 и формулу Грина ([2], стр. 261). подучим

[ ^^<), = ։ у՝(сог-1)(еог + ։) / <722>
Уг ЗУ
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f М*) d* = 2։ f IV'oWI2'Ь-dy, 
г, JD*
f ^j(*) = 2« [ |<';(Л)Г dx,llJ-

r> J°;

(7.23)
Выберем положительную постоянную Co, удовлетворяющую условию

Со iTj I > 1, (7-24)
Из (7.22) — (7.24) следует, что

du(z)
dN

(7.25)
Выцелип в (7.16) действительные и мнимые части и используя неравенство (7.25),получаем (7.2G)

j = 0, ...,тп.

Неравенство (7.26) возможно только при и = const. Используя (7.15) получаем
^(z) = cx, ^(z) = с2, (7.27)

где С1 и с2 - постоянные. Из (7.12) — (7.14) и (7.27) следует, что в однородном случае имеем ^(г) = I), ф{г) = 0, = 0. у = 2,.... га. Таким образом,единственность решения доказана.Теперь докажем существование решения задачи '7.12) — (7.14). Будем искать решение задачи (7.12) — (7.14) в виде
(7.28)

Q} ~ /г f^da-

(7.29)
(7.30)

где f(t) - искомая функция из класса Н(Г).Аналогично (4.7) можно доказать, что если у>(г) = 0, ^»(г) = 0, = 0, у = 2,..., т,то /(<) = 0.Подставляя и ау, у = 2, ...,т из (7.28) - (7.30) в (7.12) — (7.14),получаем интегральное уравнение Фредгольма вида (2.11). Из единственностирешения задачи (7.12) — (7.14) и (7.28) - (7.30) следует, что соответствующее уравнение Фредгольма имеет единственное решение. Теорема 7.1 доказана.



а в... 65Можно показать. что задача (7.5) сводится к задачам (7.6) - 1.7,7) и (7.12) ■ (7.14), т.е. к интегральным уравнениям Фредгольма, которые имеют единственные решения.
ABSTRACT. The paper studies Riemann - Hilbert and one-sided Hilbert problems for some classes of analytic functions. The aim of the paper is to reduce both problems to Fredholm equations. In the case of Riemann- Hilbert problem the corresponding Fredholm equation has unique solution. Some results for the deficiency numbers are obtained.
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ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ 
ОБЛАСТЯХ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X» 6. 2000

В статье показано как задачу Римана-Гильберта для неправильных 
эллиптических уравнений можно свести к задаче Дирихле для пра
вильных эллиптических уравнений. Доказывается однозначная разре
шимость задачи Дирихле для правильных эллиптических уравнений 
второго порядка в многосвязных областях.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Р - (т+ 1)֊связная ласть на плоскости, ограниченная гладкими кон

турами Ляпунова Го-Г1,..., Гт. Предположим, что кривая Го охватывает все

остальные контуры Г1,...,Гга, и область И содержит начало координат. Введём 
тп

обозначение Г= Г*.
к=о

В работе рассматриваются краевые задачи для эллиптических дифференциаль

ных уравнений вида

д2и
дх2

д2и 
дхду

0՜ и
+ С —■ = 0, 2 = з; -г гу € Д, 

ду- (1-1)

где А. В. С - комплексные постоянные, С^Ои и = ч(г) искомая комплекс

нозначная функция. Уравнение (1.1) называется эллиптическим, если С 0 и 

характеристическое уравнение

А + ВХ + СХ2 = 0 (1.2)

не имеет действительных корней. Пусть Ах и А? - корни характеристического 

уравнения (1.2). Уравнение (1.1) называется правильно эллиптическим, если 

1п1 А։ • 1гп А2 < 0, и неправильно эллиптическим, если 1ш Ах • 1։п А? > 0.
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Как показано в [1], стр. 183. в односвяэных областях задача Дирихле для пра

вильного эллиптического уравнения (1.1) однозначно разрешима решение су

ществует и единственно). Напомним, что граничное условие для задачи Дирихле 

берётся в виде

(1.3)

где /(я) - заданная непрерывная функция на Г.

В монографии [2] (стр. 88) на примерах показано, что задача Дирихле для не

правильного эллиптического уравнения (1.1) не является нормально разрешимой. 

В частности, при = А3 = * соответствующая однородная задача Дирихле в 

любом круге имеет бесконечное число линейно независимых решений. Поэтому 

для таких уравнений рассматриваются другие краевые задачи, в том числе за

дача Римана-Гильберта (см. [3]). Здесь мы граничные условия задачи Римана- 

Гильберта берём в виде

Де и(г) = /0(х),
ОУ = Л(2). (1.4)

где /о(х) и /1(х) - вещественнозначные функции на Г, .V внутренняя нормаль 

к Г в точке г 6 Г.

Пусть я - дуговая абсцисса, соответствующая точке г € Г Предполагает» я. что

функции /(г), /0(г). /1(2), (1з
#о(г) и  ;—- удовлетворяю .2*»□..Ю 1\1лЬДСр& На

Г (см. [41. стр. 20). Мы ищем решения, которые дважды ч г.; рызяо дифферен

цируемы в области Л. а первые производные непрерывны в т ...кнутий области

Задачи (1.1), (1.3) и (1.1), (1.4) при /(х) = /о(г) = /1(«) = •» называются одно

родными. Как показано в 3] (стр. 176), в одноезязных областях неоднородная 

задача (1.1), (1.4) всегда разрешима, а соответствующая однородк-и։ задача име

ет четыре линейно независимых решения (над полем действительных чисел).

Аналогично можно показать, что в многосвязных областях однородная зада (а 

(1.1), (1.4) также имеет ровно четыре линейно независимых решения. Эти реше

ния не зависят от области и могут быть построены в явном виде в ՛ рминах ко

эффициентов уравнения (1.1) (см. [3], Теорема б.С). В частности, для А։ = А, - *
этими линейно независимыми решениями являются ։. »г, ։у и ։(г + у5).

В этой статье рассматриваются краевые задачи (1.1), ։ 1-3) и (1.1), (1-4) в 

многосвязных областях. Основная трудность связана с н< <. < дован.д м задачи 
Римана-Гильберта для аналитических функций в мной »связных областях (см.
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'41, стр. 174 и [5], стр. 162). Для того, чтобы сформулировать основной результат 

работы, рассмотрим также следующую задачу Дирихле

£1^ = 0, гбО,

И7(я) = /0(«). г € Г, (1.5)
аиф)

ЗУ
г е г,

где £ - дифференциальный оператор из (1.1), £ - тот же оператор £ с комплекс

носопряжёнными коэффициентами. /о(г) и /х(г) - правые части условий (1.4).

Отметим, что первое уравнение в (1.5) является эллиптическим уравнением 

с действительными коэффициентами, в которое входят только производные 

четвёртого порядка. Решение задачи (1.5) будем считать вещественнозначным. 

Как доказано в [2], стр. 114. задача (1.5) в многосвязных областях однозначно 

разрешима и сводится к интегральному уравнению Фредгольма.

В данной работе получены следующие результаты.

Теорема 1. Задача Дирихле для правильно эллиптического уравнения 

(1.1) однозначно разрешима.

Теорема 2. Однородная задача (1.1), (1.4) для неправильно эллиптичес

кого уравнения (1.1) имеет четыре линейно независимых решения, а 

соответствующая неоднородная задача имеет решение тогда и только 

тогда, когда функции /0(х) и /х(г) удовлетворяют 4»п линейно незави

симым условиям вида

^/о(<)1Ао*(<) Лз + /1(г)^н(*) = 0. к = 1,...,4»п, (1.6)

где ^о*(<), и,1к(^) - некоторые непрерывные, вещественнозначные функ

ции. не зависящие от /о(^) и /х(х).

Ниже мы сводим задачу Дирихле для правильно эллиптических уравнений (1.1) 

к интегральному уравнению Фредгольма, которое имеет единственное решение. 

Решения задачи (1.1), (1.4) для неправильно эллиптических уравнений и условия 

разрешимости (1.6) запишутся в явном виде через решения задачи (1.5).

§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.1) В 

МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Не ограничивая общности, в дальнейшем будем считать, что А1 = ։ (в противном 

случае делаем замену переменной ж + Аху = £ + 1т/). Тогда уравнение (1.1) можно
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записать в виде 
дУк ЭЦ 
дх ’ ду ~°’ (։’^€£)’ (2.1)

где
V _ $и ди

(гг)

Пусть уравнение (1Л) - правильно эллиптическое, т.е. Тш А2 < 0. Как показано 

в [1], стр. 134, из ( 2.1) следует, 1то 11(£) произвольная нНгьлитическая функция 
в области И. Следовательно

И։(^) = ₽!,(«>+ ё— • . (2.3)
*Й 2 - **

где <ро(г) - аналитическая функция в области Д, Л,„ - постоянные, а 

«1,2т ~ фиксированные точки, охваченные контурами Г։..... Г„,, соответствен

но. Из (2.2) и (2.3) имеем

ди ди у- Л
дх °У

Легко проверить, что при = хк 4- 1ук функция
т

¥>о(г) +
к=1

.2-4)

^2 Лк 1п[(г - г*)(т 4֊ А2у - ц - Х2ук)] <2.5)

является частным решением уравнения (2.4). Общее решен и ’ч(я) однородного 

уравнения (2.4) (при ^о(^) = 0. Лк = 0. А- = 1..... т) ощм д< ляс-тся формулой см.

[1], стр. 134)

“։(*) = 1М* + А2У)> « = » + «»€ Р. (2.0)

где ^о(С) — произвольная аналитическая функция, определённая на образе С

области О при отображении

< = х 4- А2у, г = я 4- ։у 6 Д С = ‘ 4֊ ч) € С. (2.6')

Из (2,5) и (2.6) получаем, что общее решение правильно эллиптического уравне

ния (1.1) определяется формулой
ГП

и(г) - у>(к) - ^(х 4- А2у) 4- £ Ак 1п[(я - г*)(я 4֊ А2у - хк - А2у*)], (2-7)

где у>(г) и ~ произвольные аналитические функции, а .41,...,Дт - произ

вольные постоянные. В (2.7) берётся некоторая непрерывная в области Д ветвь 

логарифма. Подставляя и(к) = 0 в (2.7), получаем

= ф(х 4- А2у) — С, А, = О, к = 1..... т. (2-8)
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Не ограничивая общности предположим, что ^>(0) = 0. Тогда из прокт.чвлсния 

(2.7) функции ^(z), V*(C) и постоянные Аь....А,„ определяются через u(z) един

ственным образом.

Аналогично, если Im А2 > 0 и А2 ^ ։, то общее решение уравнения (1.1) задаётся

формулой

m Z -
X + *2У - Хк - ХзУк ’

(2.9)

где у?(я), и А!......Ато как и в (2-7). При условии <р(0) = 0, функции у>(։),

0(0 и постоянные А,п определяются единственным образом.

При Аз = ։ общее решение уравнение (1.1) задаётся формулой

u(z) = y>(z) + z0(z), Z = X - iy, (2.10)

где <^(z) и 0(z) - произвольные аналитические функции в области D, опре

делённые единственным образом (без дополнительного условия р(0) = 0).

Лемма 2.1. Однородная задача (1.1), (1-3) для правильно эллиптичес

кого уравнения имеет только нулевое решение.

Доказательство : Пусть Aj и А2 - корни характеристического уравнения (1.2) 

и | 1m Ai| < | Im Aj|. Не умаляя общности мы можем предположить, что

Ai = », А2 = о - ։Д fl > 1.

где о и (3 - вещественные постоянные. Этого всегда можно добиться при помощи 

подстановки ( 4- ։т? — х -г Аху. Пусть и(х,у) - решение однородной задачи (1.1), 

(1.3). По формуле Грина имеем

f[(dVx(z) ^(z)\ — ffutx 0u(z)\ . , ._1П
JJ (_â^_։_ârrw<il<'s'=՜//V1(l) Нг_,_аг) dzd,J՝ (211)

D D ՝ ' 

где Vi определяется no (2.2), a u(z) - комплексно сопряжённая к u(z). Из (2.1) и

(2.11) имеем

где

iï H(z)V։(z) dxdV = О,

D
(2.12)

V2(z) = du(z) .0u(z) 
dx + dy (2-13)
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Продолжим функцию и(х,у) вне области Р, полагая и(ж,у) = 0. Тогда И(г) и
Г3(х) также нули вне области Р. Известно, что

ахау. (2-14)
й

где Е - плоскость (х, у), а - преобразование Фурье функции У;(х) :

'Лл (6п)ехр[»(1^ 4- ут,)) сЦ^т], у = 1,2. 
О

12.15)

Так как и(х) = 0 на Г, из (2.2), (2.13) и (2.15) получаем

ИМ*) = -»(г - ау + 10у)и>(х), 1У2(х) = -Цх + ։у)ы(х), (2.16)

где ш(х) - преобразование Фурье функции ч(г). Из (2.12), (2.14) и (2.16) получаем.

что
УУ (х - ау + ։/Зу)(х - 1у)|и>(х)|' с/х с/у = 0. 

Е
Отсюда следует, что

(2.17)

- аху + ^у2)|и;(х';|2//хг/у = II, (2-18)

УУ((/3 - 1}ху + ау2)]|и>(г)Л/х4у - 0. 

Е

(2.10)

Подставляя а = 0 в (2.18), получаем ш(г) = 0- Пусть <» 0 и 3 — 1. тогда из

12.19) следует, что = 0. Пусть теперь о^0и3> 1« тогда из (2.18) и (2.19)

получаем
|и>(х)|*4хЖ/ = 0,

т.е. ш(х) = 0. Следовательно, во всех возможных случаях им* л ш(х) = 0. Лемма 

2.1 доказана
Пусть область Р и контуры Го, Г1 • • •, Г1Л определены как и в §1. Пу« .ь Ру

- область ограниченная 

] = 0.1,....т до полной 

функция в области Ро,

а р՜ - дополнение замкнутой области Р7 и Г;, 

комплексной плоскости. Пусть ¥>о(г) - аналитическая

^(х), j = 1,...,т аналитичны в бластях Р и

удовлетворяют условиям

^(оо)= 1։то«(։>ж0- > = 1..... "*•

Предполагав« т«же, что фунши» Юпр.рыв»ы а гоотоптотоуюших «шккутых 

областях.
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Лемма 2.2. Если

*>о(*) + ?1(*) + ••'+ Рп.(*) = 0» * € Д, (2.20)

то ^(г) = 0, } - 1,...,т.

Доказательство : Из (2.20) следует, что

1 Г У.(0 + У|«) + - + ?^) л = т (
2лч 1-х

Применяя формулу Коши и теорему Коши ([б], стр. 45, 54), получаем утвержде

ние леммы.

§3. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ

В этом параграфе задача (1.1), (1-3) сводится к интегральному уравнению Фред

гольма и доказывается Теорема 1. Пусть Ах = » и А2 - корни характеристического 

уравнения (1.2) и 1пз А2 < 0. Пусть о(л) = т + А2у, а г — /3(() ~ обратное к ото

бражению (2.6’) : • С,

0(C) = С + -T-Th а = Re А*, О
Ь — Illi z\ 2 i С = ч +

Пусть С - образ области Д при отображении (2.О’), а £ - граница области С.

Ясно, что С (т + 1)-связная область и £ = и £г где - образ контура Г;
4=0

при отображении Г2.6')» 3 — 1......гп-

Решение задачи (1.1), (1.3) мы ищем в виде (2.7), где

*>(*) = ֊. [ ֊ dt — — f zED, (3.1)
7Г» Jr t - Z 7Г» УГо t

<■«) = -±iJL (EC, (3.2)

Ai = ֊ [ ֊֊ dt. j = 1..... m. (3.3)

В (3.1) - 13.3) zi,...,zm - фиксированные точки, входящие в представление

(2.7), а ,(։) - искомая функция на Г, удовлетворяющая условию Гёльдера.

Отметим также, что в (3.1) - (3.3) интегрирование ведётся по положительному 

направлению (которое оставляет область Д слева).

Пусть + 117о € Г. Согласно формуле Сохоцкого-Плсмеля (см. [4], стр.

66), граничные значения ^(<о) и 0(£о + А21?о) интегралов типа Коши (3.1) и (3.2) 

изнутри области Д определяются при г Ч г 6 Д по формулам

?(*о) = д(<о) + Д [ -֊- Л - — [ «о € Г, (3.4)
т /р г — Со тг1 '/Г'*
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*<<»> = Со = «о + (3.5

В (3.4) и (3.5) сингулярные интегралы определяются по главному значению (см 

[4], стр. 50). Делая в (3.5) замену переменной г = а(1), получаем

^(Со) = -0(<о) +
(<о) ж, Со е г (3.6)

(заметим изменение направления бхода). Рассмотрим функцию

Я\(Со, С) = 1 «'(*)
С - Со о(С)-а(С0)

Как показано в [4], стр. 573. при С, Со € Г имеем представление

Я1(Со,С) =

где Ко(Со, С) удовлетворяет условию Гёльдеру на Г относительно С и Со. Подстав

ляя п(г) из (2.7) в (1.3) и используя формулы (3.3), (3.4) а (З.С), получаем

<7(Со) = ^К(Со,С)!7(С)(/С = /(Со). (3.7)

где К = + Кз и ^(Со.С) - некоторая вполне определенная. бесконечно

дифференцируемая функция от С и Со.

Таким образом, для определения функции д(1) мы получаем интегральное уравне

ние Фредгольма. Для того, чтобы доказать, что это уравнение имеет единствен

ное решение, достаточно показать, что соответствующее однородное уравнение 

имеет только нулевое решение.

Пусть д(С) - решение однородного уравнения (3.7) (при /(С) = 0). Тогда и(г), 

определённая по (2-7) и (3.1) - (3.3), является решением однородной задачи ՛ 1.1). 

(1.3). Согласно Лемме 2.1 имеем и(я) = 0, г € Р. Отсюда и из (2-7) получаем 

(2.8). Подставляя у>(я), ^«) и из (3.1) - (3.3) в (2.8) и используя Лемму 2.2. 

получаем
1 [ Ж Л - 1 [ Л = с. X 6 Оо, (3-8)
*1 /Го * ~ * Г։ ■'Го *

— — [ —— (1т = с, х = х + ‘У € Ро, (3.9)
И /£о т - х - А3у

Г Жл = о. 13.10)
‘ -1

/• _ЖЖаг=0. ։ = ։ + «»€ о;. (3-11)
- т ֊
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( -2^<Д = 0, ; = 1,...,т. (3-12)
г, 4 -

Подставляя х = 0 в (3.8), получаем с = 0. Из (3.8) - (3.11) (см. [7] и [4], стр. 240)

следует, что

</(0 = о, ее Го, </(0 = 9, *е г7, у = 1,...,т, (3.13)

где Ст - некоторые постоянные. Из (3.12) и (3.13) получаем с\ = ... = ст = 

0. Следовательно, однородное уравнение Фредгольма (3.7) имеет только триви

альное решение, а соответствующее неоднородное уравнение всегда разрешимо. 

Теорема 1.1 доказана.

|4. ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В этом параграфе мы исследуем задачу (1.1), (1.4) для неправильно эллипти

ческого уравнения (1.1) и доказываем Теорему 2. Для простоты предположим.

что область Д - двусвязная, т.е. тп=1иГ = ГоиГх. Пусть А2 и А2 - корни 

характеристического уравнения (1.2). удовлетворяющие условиям 1т Ах > 0 и 

1т А2 > 0. Сначала рассмотрим случай, когда Ах А2.

Пусть го = то 4- »1/0 ~ фиксированная точка, охваченная контуром Г։, а ^о» 

<1 - фиксированные точки на контурах Го и Гх, соответственно. Пусть у — 

непрерывная, гладкая кривая с концами <о и без самопересечений. Тогда

бласть Д7 = Д \ 7 является односвязной областью. Аналогично формуле (2.7) 

можно показать, что общее решение первого уравнения из (1.5) определяется 

формулой 

1У(1,1/) = аОо + аюх 4- апу 4- а20х’ 4- а^ху + а22у’ 4- Ке [у>1(х 4֊ Аху)-
з 2

+ х2у) + ^2 - То + АДу - у0))* 1п(х - г0 + АДу - у0))
Д=О )=1

(4-1)

где х 4- ։у € Д, а7ь - произвольные вещественные постоянные, у>х(6) и ^(Сз) 

- произвольные аналитические функции относительно аргументов (у = х 4- Ауу, 

} = 1,2. удовлетворяющие следующему условию :

¥’(1‘)(0) = 0, ^“(0) = 0, к = 0,1.2,

а - комплексные постоянные, удовлетворяющие условиям

1т (сцА, + е„А^) = 0, > = 0,..,*, к = 0,1,2. (4.2)
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В (4.1) мы берём непрерывную в области ветвь логарифма. Условия (4.2) 

необходимы и достаточны, чтобы функция вида (4.1) была бы бесконечно диф
ференцируемой в области Р.

Как было отмечено во Введении, задача (1.5) однозначно разрешима. Пусть 

1У(х) является решением этой задачи, которое представлено в виде (4.1), и пусть 

задача (1.1), (1.4) имеет решение и(г). Согласно (2.9) действительная часть и(г) 

представляется в виде

Яе и(г) = Ьоо + Ьют 4- Ьцу + &2о։2 + + ^2з!/2 + (4-3)

+ Яе [^о(*+А1У)-1М* + -Ч!/)-М1п(*-*о + >ЫУ-!/о))-41п(։-хо+Л2(1/-Уо)))։

где г = х -Ну € Р, - вещественные постоянные, А - комплексная постоянная, 

а ^о(С1) и ^о(Сз) суть аналитические функции относительно = 1 + А;у, 
] = 1,2, удовлетворяющие условиям <^^(0) = 0, ^1)(0) = 0, к = 0,1,2. Из 

представления (4.3) следует, что Яе и(г) является решением первого уравнения 

в (1.5). Из (1.4) следует, что Яе и(х) удовлетворяет граничным условиям (1.5). 

Из единственности решения задачи (1.5) следует, что

1¥(я) = Яе и(г). (4.4)

Следовательно, если при заданных /0(г) и /1(г) решение задачи (1.11, (1.4) 

существует, то решение задачи (1.5) представляется одновременно в виде 

(4.1) и (4.3). Из единственности этого представления следует, что

сох = А, Соз = -А с}к -0, 4 — 1,2, >-1,2- 14 51

Из (4.5) получаем

Яс (сох + «оз) — 0,

Яе (сцА1 + с^А։) — 0,

Яе (си + с։з) — 0’

1т (сз1А| + С22А;) = 0.
(4.6)

Следовательно, условия (4.6) не холимы для разрешимости задачи (1-1), (1-4).

Теперь докажем. что эти условия также достаточны. Предположим, что услов.я 

(4.6) выполнены. Тогда и, (4.2) и (4.6) получаем уравнения (4.5) с постоянной 

А. Представим полином а 20 %՜ + в31хУ՜^ 0 ви ՝'

аи։։ 4 о„։р 4 = + А,»)։ 4 В,(» 4 А, у)֊’ 4 В,(х 4 А„)։, Н- ’»
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где jB;, j = 1.2,3 - постоянные, удовлетворяющие системе уравнений

£?i А* 4- ДгА* 4- В^Х^ — ûîfc, k = О, 1,2. (4.8)

Так как А2 / А2, Im Aj > 0 и Im Aj > 0, то At Ai, A2 / Ai, и система 

(4.8) однозначно разрешима. Так как а2о, аз։ и а22 вещественны, то (4.7) можно 

переписать в виде

а20։2 + a2irj/4-аз:!/2 = Re [Bi(i 4- А։у)2 4- Д4(х 4֊ А2у)2], (4.9)

где В4 = В2 4֊ В3. Из (4.1), (4.5) и (4.9) следует, что функция VV(z) представима 

в виде (4.4), где

u(z) = а<ю 4- аюх 4֊ апу 4֊ Вх(х 4- Ац/)2 4-Д^(х 4֊ А2у)2 +

-t֊¥>i(z 4- Ац/) ֊ ^i(z 4- А3у) 4- cOi 1п -—■'М*'—^4- (4.10)
Z - Xi) + \>{y - уо)

Из (4.10) следует, что u(z) является решением уравнения (1.1). Из условий 

(1.5) к (4.4) получаем, что u(z) удовлетворяет условиям (1.4). Следовательно, 

условия (4.6) достаточны для разрешимости задачи (1.1), (1.4). Таким образом, 

мы доказали следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть Иг(г) - решение задачи (1.5), представленное в виде 

(4.1). Тогда задача (1.1), (1.4) имеет решение тогда и только тогда, 

когда выполнены условия (4.6), при этом частное решение этой задачи 

определяется формулой (4.10).

Таким образом, для окончательного решения пост., о лен ной задачи достаточно 

найти функции Р)(х 4֊ Агз/), ^>1(х4-А2у) и постоянные, входящие в представление 

(4.1) через решения №(х) задачи (1.5). Для этого перепишем представление (4.1) 
в виде

IV(z) _ аоо 4- ащ® 4- ацу 4֊ а2ох* 4՜ aji^y 4- аггу՜ 4- (4.П)

где w(z) - функция в квадратных скобках в (4.1). Положим

W. (4.12)

Подставляя W(z) из (4.11) в (4.12), получаем

2
HMz) = BO^3|(X + А,у) + £

fc=0

_______ ____________
(։ — ։<>+ А,(у - уо))1-ь ’ (4.13)
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где Во и 4ц ֊ некоторые вполне определённые, отличные от нуля постоянные 

Из (4.13) имеем

С1Мц = 2֊; / И^1(г)(х + А1у)а-‘ </(® + А1У),
к = 0,1,2, (4.14)

ВоУ’Их 4-А1у) = - у {х + Х1у- £ - Хгт))2 ____ сцЛц_____
4 - ։о + Хх(т1 - 1/о)

(4.15)
причём £ = £ + й). В (4.15) интегрирование идёт от точки 0 до точки г -

т + € В по кривой, которая целиком находится в области В. Равенства (4.14)

обеспечивают однозначность функции Во<р\(х + Хуу).

Аналогично, заменяя в формуле (4.12) А1 на Аз и Аз на А^, получим функцию 

и постоянные с2ь, А = 0,1, 2. Следовательно, в (4.11) мы можем считать функцию 

и»(х) как известную. Из (4.11) единственным образом определяются постоянные 

а}к, ]՝к — 0,1,2 через частные производные функций И'|?) и ы(г) до второго 

порядка в точке г = 0.

Так как задача (1.5) однозначно разрешима, то из (4.14) следует, что постоянные 

с;к, 3 = 1. 2, к = 0, 1, 2 - линейные, ограниченные функционалы от (/о(О*/1(*))> 

и линейно независимые условия (4.6) можно переписать в виде (1.6). Обозначим 

через к число линейно независимых решений задачи (1.1), (1.4). а через к' - 

число линейно независимых условий разрешимости вида [ 1.6) для разрешимости 

соответствующей неоднородной задачи. Разность к — к' называется индексом 

задачи (1.1), (1*4).
Используя представление (2-9), эту задачу можно свести к задаче Рлмана

Гильберта для аналитических функций. Такие задачи исследованы о работах 

[2], стр. 162 и [8], стр. 1081. Из результатов этих работ следует, что

и - к = 4 - 4т. (4.16)

где тп + 1 число связных компонент бласти О. Так как >с = 4 (см. Введение),

из (4.16) имеем к' = 4т. Следовательно, в двусвязных областях число линейно 
независимых условий разрешимости равно 4. Этч> означает, что условия .4.6) 

линейно независимы.
Пусть теперь А< = А2 = ». Общее решение первого уравнения из (1.5) в 

двусвязной области О представляется в виде (см. .

1У(я) = ао + Д1Х + а2у + а3(т՜’ + у2) + R« г) + г^о(-)] +
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Ч֊[со+е1(«-хо)+с։(у-Уо)+сз((®-®о)а+(у-։Л))։)]։п((т-жо)2 + (у-!Л։)2)], (4.17) 

где г = I + ։'у. а* и с*, к — 0,1,2, 3 - произвольные вещественные постоянные, 

а <ро(л) и 0о(*) ~ произвольные аналитические функции в области Р, удовлетво

ряющие условиям у>о(0) = ^о(О) = 0, 0о(О) = ^о(О) = О- Причем все величины в 

правой части (4.17) определяются через IV(г) единственным образом.

Пусть И'(г) - решение задачи (1.5), представленное в виде (4.17). Тогда анало

гично Теореме 3 доказывается следующее утверждение.

Теорема 4. Если Ах = А) = », то задача (1.1), (1-4) имеет решение тогда 

и только тогда, когда выполнены условия

с*=0, к = 0,1,2,3, (4.18)

при этом общее решение этой задачи определяется формулой

[7(х) = ^о(г) + 2^о(г) + со + с1х+с2у + сз(т2 + у2)-Н(2от-։г/1г + /Л2у + йЛ(*2 + 1/2), 

где (1^, к — 0, 1, 2, 3 - произвольные вещественные постоянные.

Рассуждая как и выше, можно доказать, что условия (4.18) линейно независимы.

ABSTRACT. The paper shows how Riemann-Hilbert problem for non
regular elliptic equations can be reduced to a Dirichlet problem for regular 
elliptic equations. Unique solvability of Dirichlet problem for second order 
regular elliptic equations in multiply connected domains is proved.
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