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ФУНКЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ СЕМЕЙСТВА ОПЕРАТОРОВ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ
Т. Н. Арутюнян, Э. Р. Навасардян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, № 5, 2000
Функция определена так, что её значение в любой положительной точке = а + яп, a Е (0, я], п = 0,1,2,... совпадает с собственным значением д„(а) задачи Штурма-Лиувилля — j/' 4֊ g(z) у = д у, j/(0) cos or 4֊ j/(0) sina = 0, 1/(я) = 0, пронумерованным определённым образом. Найдены необходимые и достаточные условия того, чтобы некоторая функция обладала бы указанным свойством при действительном q 6 £2[0, я).
§1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВМы рассматриваем задачу Штурма-Лиувилля

-у" + ч(*)У = МУ» х 6 (0, я), д € С, (1.1)
1/(0) cos a 4֊ j/(0) sin a = 0, а€(0,я], (1.2)

i/(t) cos/? 4֊ j/'(”՜) sin/3 = 0, (0,ir), (1.3)где 7 - действительнозначная функция из £2[0. я] (будем писать д € ■^т.0’ *])• Обозначим через Цд,а,(3) самосопряжённый оператор, порождённый краевой задачей (1.1) ֊ (1.3) (см. [1]). Известно (см. [1]), что спектр оператора £(д, а,0) дискретен и состоит из простых собственных значений, которые мы будем обозначать Дп(д,а,/?), п = 0. 1,2,..., подчёркивая зависимость д„ от д, а и /3. Имея целью изучить зависимость собственных значений от параметра а, зафик­сируем /3 = я/2 и рассмотрим семейство операторов (£(д, а, я/2), а € (0, я]}. Ниже мы также используем обозначения дп(д,а,я/2) = дп(а), п = 0,1,2,....Вначале пронумеруем собственные значения /а»(я) = М»(?» к/2) ° порядкевозрастания индекса
До(’г) < /*։(”■) < - < Рп(я-) < Мп + ։(*) < ••• (14)



в Т. Н. Арутюнян, Э. Р. НавасардянТак как собственные значения операторов £(9, я՜, тг/2) и £(9,0, %/2) при а 6 (0, я) перемежаемы (см. §2), то собственные значения £(9,0, я-/2) можно перенумеро­вать так, чтобы имели бы место неравенства
мо(о) < Мо(*) < Мз(о) < М1(*) < ••• < Мп-1(») < Мп(а) < Мп(л-) < .... (1.5)

Из (1.4) и (1.5) получаем однозначную нумерацию собственных значепий опера­тора £(9, а,гг/2) для каждого а € (0, л՜]. Разобьём положительную полуось на отрезки (0, я՜], (я, 2л՜],..., (я-п, ։г(п + 1)],... и заметим, что каждое положитель­ное число 7 попадает в один из этих отрезков, т.е. 7 =о + 1гп, где а £ (0, л՜],п = 0,1,2......Определение. Функция м(7), определённая на (0,оо) по формуле
м(*г) = м(<* + *п) = Мп (а), а € (0, л՜], п = 0,1,2,...,

где Мп (а) суть собственные значения оператора £(9, о, л-/2), пронумерованные согласно (1.4) и (1.5). называется функцией собственных значений (ФСЗ) семей­ства операторов {£(9, а, */2), а € (0, я՜)}.Обозначим через Ьп(а) решение трансцендентного уравнения1— arccos 2’ л = 1,2....... (1.6)
Нетрудно видеть, что — - < 6„(а) < - для всех п 1,2,.... Следующие тритеоремы являются основными результатами статьи.Георема 1. Функция собственных значений семейства операторов ' £(9,0, я-/2),О( £ (0, я-]} обладает следующими свойствами :а) м(7) ~ строго монотонно возрастающая функция, определенная на (О, ос). Область значений м(֊) есть (—00,00).Ь) Для каждого 7 > 0 существует комплексная окрестность , в которой определена аналитическая функция /!(•), совпадающая с д(-) при действительных значениях аргумента.с) Имеет место следующая асимптотическая формула :

м(7) - м(а + "'n) = (n + 6,t(a))2 + А + гп(а), при п-> оо, (1.7)



Функция собственных значений ... Xгде А - некоторая действительная постоянная, а £ т-’Сог) < ос равно- яаОмерно по всем а € (0, я՜] (т.е. существуют постоянные ап, не зависящиеООот а такие, что |гп(а)[ < а« и V а„ < оо).
лхОс!) Для любых а и О1 таких, что 0<а<ах<яи любого п — 0,1,2,..

тт д(ах +*&) -р(а-Игп) 
Г=о + * М - р(<* + ’ п) 
* х лТеорема 2. Пусть функция р(-) обладает свойствами а)—<1) Теоре- мы 1. Тогда существует единственная функция д € £^[0, ’’’] такая, что р(-) есть функция собственных значений семейства операторов {£(д, о, гг/2). а € (0. я-]}, т.е. для любого а € (0, я]} и п = 0,1. 2,... значения р(а + 7гп) суть собственные значения операторов £(д.а,я/2), а € (0. тг], пронумерованные согласно (1.4) и (1.5).Теоремы 1 и 2 можно объединить в следующей формулировке :Теорема 3. Свойства а)—<3) Теоремы 1 необходимы и достаточны, что­бы функция р : (0,оо) •-> ( — ос, ос) была бы функцией собственных зна­чений семейства операторов {£(д, о, я/2), о € (0. тг]} с действительными д 6 £’(0, гг].Отметим, что формула (1.7) даёт асимптотическое разложение для собственных значений дж(сг) задачи £(д, а. тг/2) и по существу совпадает с классическими асимптотическими формулами (см. §2).Зависимость собственных значений р„(д,л,Д) от параметра /3 можно исследо­вать аналогично. Зависимость д,։(д.а.Д) одновременно от а. 0 и д изучена в серии работ [2-4].§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. ФСЗ ДЛЯ СЕМЕЙСТВА С НУЛЕВЫМ ПОТЕНЦИАЛОМОбозначим через и ^(х, ц) решения уравнения (1.1), удовлетворяющиеначальным условиям^(0,р,а) = зша, у/(0,/4,ог) = - соза

И

^(я,/х) = 1, ^'(’Г'М) = 0’соответственно. Для каждого х Е [0,я՜], ^(г,д,а) и <р'г(х, ц,а) являются целымифункциями двух комплексных переменных р и а, а ^(х,1к) и целые 



8 Т. Н. Арутюнян, Э. Р. Навасардянфункции параметра я (см. (5|). Собственные значения р„(г/, а, я/2) = Яп(а) оператора £(д,а, тг/2) совпадают с нулями (относительно д) целой функции
Х(а, д) = т/'(0. д) соя а 4- </»'(0, ц) з։п а,которую называют характеристической функцией оператора £(д,а, к/2).Рассмотрим мероморфную по д функцию, _ х(а,д) _ У»(0,д) соаа 4- 0'(О,д) з'та ГПол М ~ х(7,м) ^(0, д) сов 7 4֊ 0'(О, д) ЗШ7 (2-1)

Очевидно, что нули этой функции совпадают с собственными значениями дп(а) задачи £(д,а, тг/2), а полюса с собственными значениями дп(7) задачи £(д.7, тг/2). Нетрудно доказать (см. [б]), что
1։п{тппл(д)) = в1п(о -7) |У>(х, д)|2 с/д|^'(0,я) сов7 4- 1/г(0«м) 8Ш7р 1тпд. (2.2)

Отсюда следует, что 1п1{тпп(д)} — 0 при 1п1д = 0. Таким образом, при з։п(а — 7) > 0 мероморфная функция тпап(д) переводит верхнюю полуплоскость в себя. Доказательство нижеследующей теоремы можно найти в [7].Теорема 2.1. Для того чтобы мероморфная функция переводила бы верхнюю полуплоскость в себя, необходимо и достаточно, чтобы онапредставлялась в виде■ . , Я ֊ «о т(7) = с----- —Я ~где с > 0 и
к = 0,1,2....... (2.3)Если в (2.1) взять пгг>о(я), где а € (0, л-), то э։п(я — а) = виза > 0, и из (2.2) следует, что к тго(д) применима Теорема 2.1. В частности, из (2.3) следует, что нули и полюса функции тГ1О(я) перемежаются и имеют место неравенства (1.5). Если 0 < а < сц < тг, то поскольку зт(о1 — а) > 0, Теорему 2.1 можно применить к тпО1>о(д). В этом случае перемежаемость нулей и полюсов функции гпа։,о(д1 приводит к неравенствам

до(а) < яо(а1) < до(к) < ... < Яп(а) < Дп(с*1) < Мп(<) < М«+1(<*) < (2-4) из которых следует, что все собственные значения д„ (а), п = 0, 1,2,... - строго возрастающие функции на (0, тг]. Отсюда и из Определения ФСЗ следует, что 



функция собственных значений 9ФСЗ /4(7) есть строго монотонно возрастающая функция как на каждом из утреэков (тт А:, яг(А: + 1)], к = 0,1,2,..., покрывающих всю полуось (0, ос), так и я* всей полуоси (0, оо).Докажем теперь, что ФСЗ есть аналитическая функция в каждой точке по­луоси (0, оо). Для этого воспользуемся теоремой о неявной функции в следующей формулировке (см. [5]).Теорема 2.2. Пусть 7 £ С, р Е С и 7) : I/ >4 С - аналитические , I “ тг / » д£(ро,7о) ,функции в некотором окрестности и точки (ро,7о)» причем ---- /1 др0. Тогда равенство К(р,7) = ^(ро,7о) единственным образом определяетфункцию р = /4(7) : V •-> С, аналитическую в некоторой окрестности V точки 70 и такую, что при 7 Е V, (р(7)»7) € (7, р(7о) = Ро и ^(м(7),7) = ^(мо.7о) для всех 7 Е V.В качестве Р(р, 7) мы возьмём характеристическую функцию ^(р, 7) = х(р-7) = 0(0,р) СО87 + 0'(О,р) зш7, которая является целой функцией двух комплексных переменных р и 7. Пусть 70 - произвольное положительное число, которое мы представим в виде 70 = о0 + пт, где ао € (0,тг), а т - неотрицательное целое. Пусть ро = р(7о) = р(«о + тпз) = р„1(ао) есть значение ФСЗ в точке 70.Тогда х(мо,7о) = 0. В силу простоты собственных значений задачи £(9,70. тг/2)производная ду(Мо-7о) др / 0. Отсюда, по теореме о неявной функции, следует,что существует некоторая комплексная окрестность И,о действительной точки 7о. на которой определена однозначная аналитическая функция р<7) такая, что м(7о) = Ро» Х(д(7),7) = *(До,7о) = 0 Для асех 7 6 И,о. В частности, для действительных 7 Е ^”7о имеем /4(7) = р(7). Поскольку 70 € (0,ос) - произвольная точка, то доказана аналитичность ФСЗ р(7) на всей полуоси (0, ос).Для доказательства свойства с!) заметим, что имеет место тождество (см. [1])
В [р(7 + Д7) - р(7)] [ у>(т,р(7 + Д1),7+ △7)^(։,Р(7),7) = 8Ш Д7-■ ■'°Разделив обе стороны на △'у и устремив 2X7 -4 0, получаемЯ / ^2(«»м(7)»7)^ = 1»07 Л
или др(7) (2.5)где а(а + жп = а„(а) = [” р„(а), а) (1х, п - 0,1,2,... называются нормиро- зочными постоянными оператора £(д,а, г/2). Заметим, что тождество (2.5) дает



10 T. H. Арутюнян, Э. P. Нанасардяхнезависимое доказательство монотонной возрастаемости ФСЗ д(7). Кроме того, тождество (2.5) указывает на связь между ФСЗ д(7) и спектральными функ­циями р„(д) (ступенчатые функции со скачками 1/о,։(а) в точках д = каждого из операторов L(q,a, я/2), a Ç (0, я].Учитывая известное представление нормировочных постоянных через два спект­ра (см. [б]) из (2.5) получаем
дц(у) _ 1 _ д(а 4֊ я п) - 4- я п) -Д- ц(а\ 4- я fc) - д(а 4- я п)^7 -,^+гп а'«(а) ein (а - а,) Ц д(а 4- irk) - р(а 4- яп) ’***где - произвольная точка из (0, я] такая, что 0 < а < сц < я-.Для доказательства асимптотической формулы (1.7) для собственных значений д^д.а, я/2), вначале изучим асимптотическое поведение собственных значений д„(0. о.я/2) операторов £(0.а, я/2) (с нулевым потенциалом), порождённых краевыми задачами ~У" = Я У,2/(0) cos а 4- 2/(0) sin а = 0, /(л֊) = 0. Q € (0, тг]

Собственные значения задачи £(0, а. тг/2) суть корни характеристического урав­нения Хо(а>д) = \/д вшя^/д shier 4- cos яу/д cos а = 0. (2.6)При а _ т уравнение (2.6) принимает вид — 0. Откуда следует,что д,,(0. я, я/2) = (п 4- 1/2)2, п = 0,1,2,.... При а — я/2 получаем, что М,,(0. я/2, я/2) = п2, п = 0,1. 2.......Далее, обозначим д — А2 и запишем уравнение(2.6) в виде А ein Ая sina 4-созАя cosa = 0. (2.7)Поскольку левая часть уравнения (2.7) - чётная функция от А и для п > 1 соб­ственные значения д„ (0, а, тг/2) = А2 (а) > д0(я) = 1/4 > 0, то будем рассмат­ривать только неотрицательные корни уравнения (2.7). Так как дп(0,я, я/2) = д.,(я) = (п + 1/2)՜, то из перемежаемости собственных значений (см. (2.4)) сле­дует, что строго возрастающая функция Л(7) = \Zh(?) = \/д(а 4-яп) = \/цп(а) = Ап(а) для а 6 (0, я) п — 1,2,.Иудовлетворяет неравенствамп" 9 = Ал-1(тг) < Лп(а) < Ап(я) = п+ -, л — 1,2,...



Функция собственных значений ...Поэтому положим А,։(а) = п + />я(а), где строго возрастающая функция 6п(ск) должна обладать свойствами
Ьп(0)»--, 6„ (тг/2) = О, Ьп(я) = (28)для всех п = 1,2,.... Заметим, что (п + 6„(0))2 = А2(0) = /^,(0) = Мп-1(я) = м(0, я л, я/2), определяют значения ^(0), Ал(0), 6п(0) при п > 1. Более того, если определим Ья(-£) = 6л_1(я - е) - 1, Ьл(я4֊с) = Ь„ + 1(г֊) 4֊ 1. (0 < € < я/2), то точки 0 и я можно считать внутренними точками области определения функции 6„(а). Подставляя А = п + Ъп(а) в (2.7), получаем(л + Ь„(а)) зш пЬп(а) 81110 4֊ совкЪ^а) соза = О, (29)которые можно записать в виде

где
^/( л 4- !>л (о))2 81п՜ а 4- сое2 а соз(тЬп(а) - 6п(а)) = О, (2-Ю)

6п(а) = агссоя соя а л = 1,2.......
Из (2.10) и неравенства —1/2 < Ь„ (а) < 1/2 получаем, . 1 соя а 1о»(а) = - агссоз . —...... - ■ - -* у (л т (а))2 зш2 а 4-соз2 а п= 1-2....... (2.Ц)
Из трансцендентного уравнения (2.11) следует, что Ь„(а) является как строго возрастающей и ограниченной —1/2 < Ь,։(а) < 1/2, так и удовлетворяющей свойству (2.8).Продифференцировав (2.9) по а, получаем

ЬМ =
со8яЬ„(а) йа - (п 4֊ Ьп(а)) зш я М<>) соз°_____________ЯП» Ъп(а) 8П1 о 4֊ (л 4֊ Ьп(а)) я созя6„(а) з1п а - п яп я Ьл(а) сова в частности, получаем

4'.(0)=1(п-1)=^_։«, 
'Гу *- / К(»1 == -Отсюда видно, что если п возрастает, то производные стремятся к нулю в окрестности точки тг/2, и они растут линейно по п в окрестностях 0 и ?г.Заметим также, что при ьша / 0 из (2.9) следуетсо! а со! а 6„(а)со!а со! а .!апяЬп(а) =--------=----------------- 4- —֊——гг —---------- 4 гп(ал4-Ь,։(а) п л(л4-Ьп(а)) л



12 T. H. Арутюнян, Э. P. НапасардянЕсли а € [f, я - с), (0 < € < я/2), где cota равномерно ограничен, то имеем
г,» (а) = 6n(a) cota n(n 4- bn(a)) =°фи из (2.11) получаем, что Ьп(а) —♦ 0 (п —> оо) равномерно по а € [е, я—е]. Поэтому для а 6 [е, я-е] имеем 1апя6„(а) ~ яЬп(а), а для достаточно больших и = п(г) можно записать 6„(а) =------ cota + О( —).

7Г Л л*Таким образом, вне отрезка (0, я], ФСЗ /1(7) = д(0,7,я/2) семейство операторов (1(0, а, я/2), а € (0, я]} имеет вид д(а 4- яп) = (п 4- Ьп(а))2, а € [0, я), п = 1.2  Это равносильно тому, что для любого а, а 0, а я имеет место асимптотическая формула
pn(a) = д(0, а 4֊ я п, я/2) = п2-----

7Г ППри a = 0 имеем М„(0) = /1(0, яп, я/2) = (п- |)2, п = 1.2,....
Функция /1(7) растёт на отрезках (яп-е, jrn + г) и з точках 7 = я п имеем

дц _ (2п 4-I)2,=ж. 2îr n = l,2,...
Используя операторы преобразования и асимптотический анализ собственных значений из (8) (см. также [1], (б]), получаем /•»Мп (9, а. я/2) =/х,։(0, а, я/2) 4-— / g(f) А 4֊ r„(ç, а, я/2), * JoЭО 1 Г ггде |гп(д. а, я/2)) < ап и £ а2 < ос. Это равносильно (1.7) с А — — I д(4)А.

П=0 Я УдОценку |гп(д, а, я/2)| < ап, где ап > 0 не зависит от а, можно получить аналогично Лемме 1.4.3 из [8].Таким образом, формула (1.7) является асимптотической формулой для собст­венных значений семейства операторов {£(д, а, я/2), а € (0, я]}. При каждом фиксированном а € (0, я] она совпадает с классическими асимптотическими фор­мулами (см. [1], [б]) :
/Л. (а) = п2 - 2 1 Г- cota 4֊ - / g(i) dt 4֊ rn, 

n * Jo
(2-12)
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(1Лг I Г’ °°П+2/ +*/ «(*)<*+ гШ| £г’<ос. (2.13)0 п=ОАсимптотическая формула (1.7) более предпочтительна : она позволяет учи­тывать аналитическую зависимость собственных значений от а. Например, Ьп(а) —> 1/2 при а —> ж, и из (1.7) получаем (2.13). Отметим, что класси ческие асимптотические формулы игнорируют зависимость ц„(а) от а. Отметим, что из (2.12) предельным переходом при а тг, невозможно получить (2.13). Ясно, что область ФСЗ д(0,7, я/2) семейства операторов с нулевым потенциалом есть вся действительная ось. Тот же факт для ФСЗ Д (<?, 7, г/2) можно доказать, используя то, что любое действительное число д есть корень характеристического уравне­ния V*(0, я) cos a + ^'(О,Р) «’па = 0 : если ^(0, д) 0, то cota = ^'(0, д)/у(0, д), если же V>(0, д) = 0, то берём a = тг.Заметим, что это утверждение можно доказать также исходя из обшей теории расширений симметрических операторов (см. (10]). Теорема 1 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2Пусть a и ai - произвольные точки из (0, тг] такие, что 0 < a < ai < тг. Рассмотрим последовательности дь = д(а 4- и* = д(ах 4- тг к), к = 0,1,2,.... Так как согласно Свойству а) функция д(7) строго возрастает, то последовательности (/ц) и (ta) перемежаются
/*о < < Д1 < И < ••• < /*»• < у» < Мп-Н < •••и согласно Свойству с) имеют асимптотики

Дх = (k 4- Ьк(а))՜ 4- А 4- rt(a), ОО

1=0

< ОС,

1/ь = (k 4- M«1))2 4- А Гк(ах), ^rk(ai) < о©- 1=0
(3.1)
(3.2)

Имеет место следующее утверждение.Теорема 3.1. Для того, чтобы две последовательности вещественных чисел (дь) и {1/4.}, к = 0,1,2,... были бы спектрами краевых задач 1(д,а,тг/2) и £(<ь а1։ тг/2) с вещественным потенциалом д € £*[0, ж], необ­ходимо и достаточно, чтобы они перемежались и удовлетворяли асимп­тотическим формулам (3.1) и (3.2).



14 T. H. Арутюнян, Э. P. НавасардянДоказательство аналогично доказательству Теоремы 3.4.1 из [8] (см. также [8], гл. 3. §4, Задача 3), и поэтому опускается.Из Теоремы 3.1 следует, что существует функция д^ € £щ[0, т] такая, что д* = дЦ<П,а,я/2), и = Дл(д1,аьк/2), * = 0,1,2,.... Величины ап = ап(д։, а, <г/2), определённые равенствами
sin(ai - а) 

vn - Мп »=0

Mfc ~ Мп 
Ч - Мп ’ п = 0,1, 2,...

суть нормировочные постоянные задачи L(qi,a, к/2), т.е. ап = J |^(т, дп, or)|2</z, огде ^>(г, д„(а), а) - решение уравнения — <?" + gi(z) <р = дп <^>, удовлетворяющее начальным условиям у?(0, д„,а) = sinQ, ^'(0. м>м ») = -соза, п = 0,1,2,... (см. [б]). В частности, при = тт, собственные значения M,i(gi, я, я/2) = м(*՜ + тгп), л = 0,1, 2.... и дп(<71,а, ^/2) = m(û + 7ГП) нумеруются согласно (1.4) и (1.5).Если вместо ai рассмотреть любую другую точку а2 такую, что 0 < а < а2 < тг. то аналогично, последовательности д*; = д(о + лк) и = м(а2 4- лк) перемежаются и для имеет место асимптотическая формула
ОСчд = (* + М<*з))2 + Л + п.(а2) где гЦа^) < ею.*=0Согласно Теореме 3.1 существует вещественный потенциал g2 € Z2[0, тг] такой, что Д4 = дк(у2, о, к/2) к = д»,(д2,а2, тг/2), к = 0,1.2,.... При этом, величины «n(î2. <»• *72)։ определённые равенствамиsin(a2 — а) ОС

> = 0

Mfc - Мп
£к - Дп ՛

л — 0,1,2,...,
являются нормировочными постоянными задачи £(д2, а, тг/2). В силу Свой­ства (1) имеем ап (дь а, тг/2) = ап(д2,а, я/2), п = 0,1,2....... Следовательно,Мп(дь а, *72) = Мп(д2,о։,1г/2), а„((п,а. я/2) = ап(д3, а, я/2), п = 0, 1,2,... При­меняя теорему В. А. Марченко о единственности спектральной функции (см. [9]), заключаем, что дДх) = д2(г) почти всюду. Аналогичное утверждение име­ет место для любой пары (а,ап) такой, что 0 < а < оп < л. Если последо­вательность а„ сходится к а, то из вышеприведённых рассуждений следует, что существует единственный вещественный потенциал д(т) = д։(г) такой, что Мк ($, а„, л/2) = д(оп + чг к), к- = 0,1,2,..., п = 1,2......  Отсюда следует, что насходящихся последовательностях ап + 1гк->а + лк при п оо, к = 0, 1,2,...,
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НЕНАСЛЕДСТВЕННЫЕ МОНОМОРФИЗМЫ В КАТЕГОРИЯХ 
ГРУПП НАД ОБЩИМИ КАТЕГОРИЯМИ

Г. Р. Асатрян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, № 5, 2000

Ненаслсдст венный мономорфизм в групповой категории над кате­
горией С определяется как мономорфизм £С с немоническим базовым 
морфизмом в С. В статье построены типичные примеры категорий С с 
ненаследственными мономорфизмами в и получены необходимые и 
достаточные условия для существования ненаследственных мономор­
физмов.

Многие из результатов классической теории групп перестают быть верными для 

категорий групп над объектами общей категории С. Например, для моничности 

гомоморфизма групп над категорией 5 множеств необходимо и достаточно, чтобы 

в основании гомоморфизма лежало бы инъективное отображение. Достаточность 

этого условия сохраняется при замене 5 произвольной абстрактной категорией 

С. В то же время, существуют категории С такие, что категория $С групп 

над С имеет мономорфизм, в основании которого лежит немоничный морфизм 

категории С. Такие мономорфизмы групп называются ненаследственными.

В настоящей статье строятся типичные примеры категорий С с ненаследствен­

ными мономорфизмами в £С (пункты 3, 5 и б) и выводятся необходимые и до­

статочные условия для их существования (пункты 4 и 5).

Существуют два разных подхода для определения групповой структуры на объ­

екте категорий С. Прямой способ предполагает существование конечных произ­

ведений в С (см. 1]). Этот метод был развит Ловером ([2], [3], см. также [4], [5]), 

который обобщил этот метод для алгебраических теорий. Но есть другой, бо­

лее общий метод, использующий контравариантные функторы из С в категорию 

теоретике-множественных групп $ (см. [6]). Второй способ не требует существо­

вания конечных произведений в С. Мы получаем наши результаты, для категорий 
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не имеющих конечные произведения. Тем не менее, они верны и для категорий с

конечными произведениями, но все конструкции в этом случае становятся более 

сложными. Сказанное может служить ответом на заключительную фразу главы 

III в [1], стр. 76, относящуюся к определению групповой структуры посредством 

контравариантных функторов : иЯ не знаю ни одного реального использования 

этой дополнительной общности'*.

1. Напомним, что для произвольной категории С и любого , ъекта Л из С

определяются стандартный ковариантный функтор

hA : С ֊> 5 | X С(Л, X), (u : X -> Y) w- hA(и)(v) = v о и,

и контрапариантный функтор

КА : С S | X С(Х, Л), (u : X ֊> У) —»■ hA(и)(и) = и о v.

Каждый морфизм и : А —> В категории С определяет естественное преобразова­

ние

: hA ֊> hD | X -> /iu(X) = fcx(u) для любого X € Ob С.

Пусть U Q 5 - стирающий функтор из категории групп в категорию 

множеств.

Определение 1. Контравариантный функтор <т : С —> £ называется групповой 

структурой в категории С. если существует объект А из С такой, что «т I = Ад. 

Такой объект А определяется однозначно и называется основой < труктуры а. 

Пара (А, и) называется С-группой.
Для определения групповой структуры на объекте А по контравариантноыу 

функтору а необходимо и достаточно задание групповых операций * на множес- 

твах АД(Х) для всех X € ОЬС таких, что для любого морфизма и : X -> У из С 

отображение /м(и) : КА(У) -► Лд(Х) было бы гомоморфизмом групп. Последнее 

условие означает, что

и ° (ч * П) = (« ° ч) * (“ ° для всех £, q € hA(Y). (1)

Определение 2. Гомоморфизм из С-группы (Л.гт) в С-группу (В, г) ес.ь ес 

тественное преобразование : о —> г. Основой гомоморфизма <р является

морфизм
!> = (?• IfrU(U) : А -> в, ‘^дгв1м. 

ЙЪ«1>
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где 1с -"тождественное естественное преобразование стирающего функтора С/, 

14 — тождественный морфизм объекта А и • - “горизонтальная композиция 

естественных преобразований.
Соответствие у> —> определяет биективное отображение между гомоморфизма­

ми из (А, а) в {В, т) и морфизмами V : Л -» В, удовлетворяющими следующему 

условию :

(£ * г}) о V = (£ о и) ★ (т, о V) для всех *7 € Лд(Х) = С(Х, А), (2)

т.е. условию гомоморфности отображения групп

(? • к-)х = Л.(X): М*) -» т.
Через $С обозначается категория, объектами которой являются все С-группы. а 

морфизмам։ - все гомоморфизмы С-групп. Стирающий функтор £7$ (С) : -» С

сопоставляет объектам и морфизмам из QC их основы. Функтор и$(С) является 

униваленткым. Как следствие, если основа гомоморфизма монична, то и сам

Определение 3. Будем говорить, что мономорфизм из £С — наследственный, 

если его основа монична в С, и ненаследственный - в противном случае.

Целью статьи является построение типичных примеров категорий С с ненаслед­

ственными мономорфизмами в $С. и вывод необходимых и достаточных условий 

для наличия ненаследственных мономорфизмов в категории £С.

2. Если А - основа групповой структуры сг в категории С, то через Одд мы 

обозначаем единицу групповой операции * на множестве Лд(Х) = С(Х, А), а 

через и’ обратный элемент к и.

Предложение 1. (а) Единицы Од-д являются постоянными морфизмами. 

Более того, и о Оуд = Од д для всех и € С(Х, У).

(Ь) Если V : А —> В является основой гомоморфизма С—групп, то

Од д о и = Од-д для всех X 6 ОЬ С.

(с) Все 0лд удовлетворяют (2), т.е. для любой групповой струк­

туры на А единица Одд является основой гомоморфизма групповых 

структур.

1<1) Если А - основа групповой структуры, то тождественный

морфизм 1д совпадает с Одд тогда и только тогда, когда А является 

терминальным объектом.
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Доказательство ։ (а) и (Ъ) имеют место, поскольку Ьд(и) и К„1Х} являются 

гомоморфизмами групп, (с) непосредственно следует из (а).

(В). Пусть А - основа групповой структуры. Тогда из 1д = Одд следует, что

ч = ( о1д ={о0дЛ = Од-д для всех X £ ОЬС и ( 6 С(Х. А),

поэтому объект А терминален. Обратное очевидно.

Замечание. Из Предложения 1 следует, что $С есть категория с системой 
нулевых морфизмов Одд (см. (7]).

3. Пусть <р : а -> т - ненаследственный мономорфизм в £С, и г : А -+ В - 

его основа. Так как г не является мономорфизмом в С, то существует объект С и 

морфизмы 1Ц, из € С(С, Л) такие, что и\ ф иг, их от = и2 от. Тогда для обратного 

элемента и? имеем

(их ★ «£) ° г = (их О г) * (и: о г) = (и2 о г) ★ (и$ о г) = (и2 Ж и^) о г = Осл О г.

Обозначая и = и2 * получаем

«^Осд, иэг = 0сл°г. (3)

Как следствие (3) получаем, что объект А не терминален, и согласно Предложе- 

нию 1. й), имеем 1д Одд. Если предположить, что г = Одд, то 1д о г = Одд о г. 

что противоречит мономорфности (отметим, что 1д,0дд и г являются основа­

ми гомоморфизмов). Таким образом, г Одд и поэтому объект В не терминален 

и 1д # Одд Таким образом, получили следующее утверждение.

Предложение 2. Если г : А —> В — основа ненаследственного мономор­

физма, то г ф Одд, Л и В не терминальны (следовательно. 1д # Одд. 1д / 

Одд), и существуют объект С и морфизм и : С —► А, удовлетворяющие 

(3).
Сейчас мы можем построить простейший пример категории С с ненаследствен­

ным мономорфизмом в $С. Эта категория имеет три объекта А, В, С и сле­

дующие множества морфизмов Л^2(Х, У) :
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Композиция морфизмов определяется следующим образом :

{
и, если V = 1;
О, если и / 1, у / 1; (4)
и, если и = 1.

Предложение 3. Категория Q^/շ изоморфна полной подкатегории кате­

гории с объектами А и В. Соответствующий изоморфизм задается 

стирающим функтором С/<?(Лз).

Доказательство : Так как Лз(А՜, С) = 0 при X = А, В, то на объекте 

С невозможно задать групповую структуру. На объектах А и В однозначно 

определяются групповые структуры, поскольку множества Л/^Х, У) содержат не 

более двух элементов и морфизмы 1д, 1в яс являются постоянными морфизмами 

( следовательно, Оду являются единицами групп Л/г(Х. У)). Когда X, У € {А, В}, 

то все элементы из Л/з(Х, У) являются основами гомоморфизмов : для Оду 

это следует из Предложения 1, (с): для г, а также для 1д и 1в Условие (2) 

проверяется непосредственно.

Следствие. Морфизм г не моничен в Л/у но соответствующий гомоморфизм в 

$ЛГ2 моничен. Поэтому Ла является категорией с ненаследственным мономорфиз­
мом в

4. Предложение 4. Категория уС содержит ненаследственный моно­

морфизм тогда и только тогда, когда существует функтор / : ЛЛ -> С, 

удовлетворяющий условиям :

(>) /(и) * /Юса) и

('п) /(г) является основой некоторого мономорфизма из £С.

Доказательство : Необходимость. Пусть С есть категория с ненаследственным 

мономорфизмом в $С. имеющим в основе немоничный морфизм г : А —> В (здесь 

возможно А = В). Из сказанного (перед конструкцией Л/2) в пункте 3 следует, 
что С имеет морфизмы

1а> Ола, Одд,г, Одд, 1д,0дд,0сл1«,0сн, 1с» (5)

индексированные объектами А, В. С € ОЪ С (некоторые из них могут совпадать). 

Более того, композиции этих морфизмов определяются согласно (4). Следователь­

но, отображения ОЪЛз —> ОЬС, М или ЛГ2 —> М или С, сопоставляющие бук­

вы жирного шрифта* тем же буквам обычного шрифта, определяют функтор 
/ • V։ С՝ По конструкции, / удовлетворяет условиям (1), (И).
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Достаточность. Морфизм /(г) не моничен в С, поскольку согласно Н) имеем 

/(и) # /(Оса) и

/(и) о /(г) = /(и о г) = /(Осв) = /(Оса о г) = /(Оса) о /(г).

Отсюда, учитывая (И), получаем, что /(г) является основой ненаследственного 

мономорфизма. Если некоторые из объектов 4, В, С равны, то некоторые из мор­

физмов (5) равны. Однако нетрудно проверить, что функтор /, определяемый в 

доказательстве необходимости, является унивалентным. Условие (1) выполняется 
для каждого унивалентного функтора.

Следовательно, можно дать новую формулировку Предложения 4.

Предложение 5. Категория $С имеет ненаследственный мономорфизм 

тогда и только тогда, когда существует ковариантный унивалентный 

функтор / : ЛД —> С такой, что /(г) является основой некоторого 
мономорфизма из £С.

5. Предложения 4 и 5 позволяют выявлять категории групп с неяаследст- 

венными мономорфизмами, но нс доставляют возможности построения новых 

примеров таких категорий. С. Г. Далалян видоизменил конструкцию типичного 

примера категории ЛД с ненаследственным мономорфизмом в таким обра­

зом. чтобы можно было бы факторизацией получать новые примеры категорий. 

Ниже приводятся эти результаты.

Пусть А, В. С суть объекты из а множества морфизмов М-к{Х. У) опреде­

ляются следующей таблицей :

Х,у А В
А ^АА 2ав 0
В {Ова} 2вв 0
С 22са {Осв} (1с)_______

где 2 - кольцо целых чисел, и 22 ду = {иду : п £ 22). 

Композиция определяется равенством

Г (тп)хг, 
I Осв.

тпд у о пуг =
если (X, У, 7)# (С, А, В); 
если (Х,У,Х) = (С.А,В).

(6)

Невозможно задать групповую структуру на объекте С, поскольку ЛДо(А, С) = 

0 Для любых X £ {А, В. С), У € {А, В) на множестве ЛДо(Х, У) определим 

коммутативную групповую операцию ♦ : зпд-у ★ пд-у = (т + п)д-у. Эта система 

операций удовлетворяет Условию (1) и. следовательно, определяет групповые 
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структуры а и г на А и В, соответственно. Очевидно, что морфизм 1дв не 

моничсн в Л'х: и удовлетворяет Условию (2). Следовательно, он является основой 

гомоморфизма из авт. Этот гомоморфизм моничен в Таким образом. 1дв 

является основой ненаследственного мономорфизма из

Теперь существование ненаследственного мономорфизма в $С эквивалентно су­

ществованию ковариантного функтора / : Х» -> С. удовлетворяющего следую­

щим условиям :

(») /Пса)#/(Оса),
(и) /(1дв) является основой мономорфизма из £С (отсюда следует, что даны 

групповые структуры а и г на объектах /(А) и /(В) категории С).

(ш) для всех X, У € ОБЛТ«, У С отображение /х,у : Л/’ОС(А՜, У) —> 

С(/(Х),/(У)) является гомоморфизмом групп.

Аналогичное отображение /дд- : Л/'г(Х. У) —> С(/(Х)./(У)) в общем случае не 

является гомоморфизмом групп. Другим отличием между ЛА и является то, 

что в этом случае полной подкатегории , имеющей в качестве объектов А и В, 

оказывается изоморфна не вся категория а полная подкатегория, содержа­

щая объекты (А.сг) и (В,т). Такой изоморфизм устанавливается ограничением 

стирающего функтора [7$(Л/ос)•

Атрибут ненаследственного мономорфизма у? : (А,<т) —> (В,т) категории $С 

состоит из <р, его основы г : А —► В и морфизма и : С —> А категории С, 

удовлетворяющий (3).

Если объекты А, В. С попарно различны, то образ Т> функтора / будет под­

категорией категории С. Категория Р имеет три объекта А. В. С. Для любых 

X. У € ОЬЛ/ос. У С отображение

Л-.г :Л4»(ХГ)-Ю(/(Л),/(У))

является сюръективным гомоморфизмом групп, где Л7СЯ(Х1У) - бесконечная 

циклическая или тривиальная группа. Следовательно, ■Д(/(Л՜),/(У)) изоморфна 

22/ид у 22, где уху ~ неотрицательное целое число, удовлетворяющее следующим 

условиям : (1) удА = усв — 1; (п) остальные целые 1/д-у 1 ; (щ) уАв пелит уаа

и Увв ; (»V) УСА делит уАА.

Если групповая структура а абелева (т.е. все теоретике -множественные группы 

С(Х, А) коммутативны), то из моничности получаем уАА — уав-
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Базз данных, состоящая из (а) трех объектов А, В, С, (Ь) системы множеств
морфизмов

Р(Х.У) = TLfvw 7L (X.Y е {А В,С},Y #С).

Р(Х. С) = 0,
{1с},

если X С, 
если X = С,

где иду - целые неотрицательные числа, удовлетворяющие (i)-(iv) и (с), и закона
композиции морфизмов

(а + fa y22) ° (b+ vyzTL) = Осв, 
аб — ид-£2,

если (Х,У,2) = (С,А.В), 
если (Х.У, Z) ± (С, А. В)

образует категорию. Для групповых структур <т и г, определённых на объектах А 

и В естественными циклическими групповыми структурами множеств Р|Х. У), 

морфизм является основой гомоморфизма : <т —♦ г. Этот гомоморфизм мо- 

ничен (следовательно, будет ненаследствснным мономорфизмом) тогда и только 

тогда, когда vAA = иАд. Категории ЛА и Л'«, можно получить из этой общей 

конструкции, если взять в качестве всех иду 1. соответственно, два и ноль.

в. Используя идею композиции морфизмов (6). можно предложить следующую 

общую конструкцию категорий С с ненаследственными мономорфизмами в $С, 

основанную на понятии почти-кольца (см. '8]). Алгебра R = (Я.*, о) с двумя 

бинарными операциями называется почти-кольцом, если (1) И< - группа отно­

сительно операции ★. (и) 111 - полугруппа относительно операций о. и (ш) П< 

удовлетворяет правому распределительному закону (1).
Пусть почти-кольцо R удовлетворяет следующим дополнительным условиям : 

1) оно имеет единичный элемент 1. 2) Оот — 0 для нулевого элемента 0 почти- 

кольца R и любого х 6 R. Тогда заменяя кольцо 77 на такое почти кольцо R в 

таблице множеств морфизмов категории ЛА; и в (б), получаем категорию А R.

Теорема. Для произвольного нетривиального почти—кольца R, удовле­

творяющего условиям 1) и 2), категория содержит ненаследствен­

ным мономорфизм.

ABSTRACT. A non-hereditary monomorphism, in a group category QC 
over a category C, is a monomorphism of QC with a non-monic base mor­
phism in C. The present article constructs typical examples of categories (.’ 
with non-hereditary monomorphisms in QC and gives necessary and suffi­
cient conditions for existence of non-hereditary monomorphisms.
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НАИЛУЧШЕЕ КВАДРАТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 
д.Л. Григорян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, К* 5, 2000
В статье рассматривается одна из задач теории приближения функ­ций. Пусть ^(г > 0, а € IR.) - класс периодических, непрерывных функ­ций /(х), представимых в виде свёртки f(x} = с + -я-՜1 f** Dx(t) <p(t)dt,ООгде Dl(t) — 52 Г 4- атг/2), а измеримая, периодическая функция 

к = 1^>(t) удовлетворяет условиям sup։ 1у>(*)| < 1 и dt = 0. В насто­ящей работе приближение берётся по тригонометрическим многочле- 21,-1нам Тт(х, /) = - У2 /(х/) Д(х-х/), где т, > 2т являются натуральными, 
9 1=0{х/} — {2'^l/q}’, И P„,(t) - ядро Дирихле. Доказано, что асимптотическое поведение величин Cm(x,r) = sup /(х) — Tm(x, /)| зависит от арифмети-ческого характера предела /3 = Jim m/q.

§1 . ВВЕДЕНИЕПусть И^(г > 0, а € 1Й-) - класс периодических непрерывных функций /(х), представимых в виде свертки
1 Г/(х) = с + ж-1 / лх(е)¥>(е)Л,

где Д'(«) = ։ СО8(А.< + отг/2), а ?(«) - измеримая периодическая функция,удовлетворяющая условиям
вир|^(<)| < 1 и У у>(*)Л = 0. (1)

В статье рассматриваются тригонометрические многочлены
(г,/) = | £/(*<) ֊ *г),

Ч 1=0
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где т, V > 2т - натуральные числа, {хг} = {—} и !>„,(<) - ядро Дирихле.

ЯОдна из важных задач теории приближений является асимптотическое поведение верхней грани Сп,(х. г-й) = ?иР/€И’; 1/(г) -Х»(«,/)|. А. Н. Колмогоров [1] доказал,-что если Т„,(х) является частичной суммой Фурье порядка т, то для функции / € имеет место следующая точная асимптотическая оценка :
4 1пт гн - 
֊2------ 4 От
к2 т

(2)
М. Д. Калашников и Г. П. Губанов (см. [2], (3)) получили асимптотическую формулу для / € при дополнительном условии, что2т+1 является делителем для д. В настоящей статье получена асимптотическая формула для Ст{х, г, ог) без этого дополнительного условия.В данной работе յ казано, что аналог соотношения (2) для Ст(х,г, а) зависитот арифметического характера предела 0 = Нтт-,,» —. А именно, если /3 = 0 

Яили иррационально, то Ст(х,г. а) обладает пределом вида (2) и он вычисляется, а если 0 # 0 ֊ рациональное число, то для Сгп(х,г, а) предел (2) не существует.Однако, если /3 # 0 рационально, получены нижний и верхний пределы последо- шгвательности ;----- Сто(х, г,а) и показано, что любое число между двумя значени-1п тями является предельной точкой этой последовательности. Ясно, что величинаСт(х, г. л) имеет период 2х/д, и поэтому мы будем изучать величину Ст(х.г. а) при х € [0.2я/д). Основными результатами этой статьи являются следующие две теоремы.Теорема 1. При г > 1 справедлива асимптотическая формула
соа((пд - ;)< 4- ]х + оя-/2)

<Н + О (т՜'),
(пд- j}r

где остаточный член равномерно ограничен по пц д, х, а иОО7(£,х,т,а) = £ 1ГТ &* = 'Л+ 1 соа((4 - х)к 4- ап/2.

При условия Иш — = 0 / 0 обозначим
ОО

А(1,а,0) = ^2 п-о к'ш(п< 4- 4 4֊ атг/2 -01 
(п+\~0У
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эо

= £

л =0

coe(nf + t + ая/2 - 0t

a.0) = arccoe
(* + l-0)r

X(t,a,0) = (X’(t,a„9) + B’it.o,/?))1'’, Bit, а. в)

M(o.0)=^ /’ N(t.o.(?) fl-jf' Л.% Jo \ . w ~ 1 /\ tel /

A։(a,/3) = .Vf(a.0) + Af(-a,0), A։(a,j3)= (W(t,e,3)+X(t-ft.^)) dt.

где * означает, что 2 vs = O(modp), s,p€ IN.
Теорема 2. Пусть г > 1. Тогда. _ n 0.(0, И?) 4а) если p = 0, то hm ------ —:-------= —г,n»-»co m Inm я2b) если 0 € [0, 1/2] иррационально, то lim = АДа.Д],п»-»эс m~r mmг) если 0 = s/p € (0,1/2], а,р£ IN, (а,р) = 1, то

■u-»co т r Inm lim »up m-*oc Ст(ОЛ^) 
m~r In т < Л2(а,Д),

и для любого 7 € [Л1(а,/?), Aj(a.0)j существуют rr^.q, £ 14 такие, что
Нт — = я/р и ПтЛ| -aCQ <У(0,И?) m„r lum,,

52. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2
Доказательство Теоремы 1 : Так как T,n(z. S,u(z, f]) — S^ir.. fj, то получим

/(X) -Tn, («, /) = /(z) - Sw (z, f) - Tm(z. / ֊ S„.) = ’ (3)
где 2 ’"l 

Gm(x,t) = 7(t,x,m,a)-----V D’“„ l(t - zf)Dm(z - zf).
Иэ (3) следует, что C,»(x,VV„r) < ֊ [

(4)
(5)

С другой стороны, легко видеть, что 2тг-периодическал функция
V>o(t) =

8ignG„,(z.«),
-^o(t - я),

при
при



28 А. Л. Григорянудовлетворяет условиям (1) и следовательно
Cn(x,W'} > - Г 

п J-я

Докажем, что / |Сп։(хЛ)|Л = О(т-г) (7)Л/2<|«|<»равномерно по тп, д, х, а. Используя преобразование Абеля, получим (см. [5])
cos((t — x)k +А/2<|»|<г л=“ сс<2 £

•Имеем также2 ос 9-1Лп(*.г)=- У к~Г У С0$((9 6хт+1 /=0□© / п» . ._ / 5Г- СО$((п<? - ]}1 + ~\ п “ У)Гп = 1 \ 1=0 4 ' 9

к' М

■ (*+!)") Г = Ст’.•'»Г/2 sin ------2
t - rf)k -<֊ or/2) Dm(x - t։) =
•Q^/2) А соя ((ng 4- j)t - jx 4- атг/2) )“f (ng4-j)r )

Применяя преобразование Абел!
Г A cos (j

я. находим
(z -t) -ь ngt 4- air/2)Л/2<|»|<г («7 -< / 1___________________ 1“ \ (пд - 1)г (пд — т 4- 3Следовательно, из (9), (10) получаем

/ |/т(«, х)|Л•'*/2<|»|<*•т.е. опенку (7). Доказательство эавсрше!Доказательство Теоремы 2 : Из Тео
с„,(о, и^) < - [ нг.о.п

-;)г (10)
— - 1 1 \ г1)г ’ (пд-т)г (пд)г )

но.
[>смы 1 следует, что
з,а)|Л4-Н?..Ы 4-О(т-П.

7Г 

cm(o,w;)> 1

- Г #1 гм Ч-- / f ~ \---- />
;; (и»

/ |т(1,0, т, о)|Л - я,’(а) + О(т-Г),
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Н!№ =

сов()4 — пд4 — атг/2)(пд ֊ 5)г соя( ;4 4- пд1 + ак/2) (пд + )У
(Н.

Докажем, что
Н‘Ца) = О(д-г 1птп). (13)Полагая = (пд - ;)“г, Ь, = (пд + ))-г, Да; = ау - а7+1, Д’, (л, 4) =(а> сов()4 — г) + Ьу соа(/4 4- г)), т = пд 14-а тг/2. Д6, — Ь} - Ь; + г и применяяпреобразование Абеля, получим

։п — 1 
ВХ(п.<) = £ д“> 

>=1

8т((у 4֊ 1/2)4 — т) - зт(4/2 — т)2 зш4/2з։п((пг 4- 1/2)4 - т) - в1п(4/2 - г)2 5Ш4/2 (14)п։֊1

П|

;=1

зт((] 4- 1/2)4 -г т) - з։п(4/2 4- т)2 6Ш4/2вш((т 4- 1/2)4 — т) — 8т(4/2 4- г) 2 31П4/2
Заметим, что Д|<г/т 1Е“=1Щ.(п.<)|Л = 0(7՜') и Д' „ —= 0(1пт).Таким образом, из (14) получим (13).Пункт а) вытекает из (12). (13) и теоремы С. А. Теляковского (см. [5], стр. 293). Для доказательства пунктов Ь) и с) получим асимптотическую формулу для величины Ст^(О. И'а). Заметим, что

соз((лд — })4 4- ая/2) (пд - ;)г соз((лд 4֊ (д - }))4 4- д*/2) (пд 4֊ (д - Л)г
соз((пд 4- (д — )))4 4- счг/2) _ у՝ сов((пд 4-))4 4- ог?г/2) ("» + («֊>»' (։Ч + ,Г

следовательно, из Теоремы 1 получим
С,.(0.^) сов((пд 4- ))4 4֊ а*72)(пд 4֊ ))г <44 4-О(т-г).

Так как
</—п։—1 оо

j агп+1 п=0|»|<2ж/,

со.ч((пд 4- У)4 4- ая/2) (пд + >)г <Ц - 0(т~т)у



30 А. Л. Григорянто получим требуемую формулу
С„.(0, Ыаг) = ГП|(а) + 7т(—а) 4֊ О(т-Г), (15)

где со8()4 4- пд4 + ак/2)(™7 +У)г (11.

Дважды применяя преобразование Абеля, получим* уСХ.со»(;4 4- г) ,Д., <"«+»' 14зт2 4/2 д-т-357 △ 2Ь?(созт - соз((; 4-1)4 4-т))-
./=п»+1- △Ьт+1(соз г - соз((т 4֊ 1)4 4- т)) 4- △6,_т_3(соз т — соз((д - т - 1)4 4- г))- , вт((т 4֊ 1/2)4 4-г) х з1п((д - т - 1/2)4 4- г) п,+1 2«п4/2 7”"՜1 2зш4/2

Замечая, что при R = —- 
тг՜

ОО 1 зт2 4/2 9 — т - 3

;=т + 1
(И = О(Я),

Л = О(Я),получим
2’г ^2к/ч ։»։п4/2 зт((д ֊ т - 1/2)4 4- г)

(пд 4֊ д — т — 1)г зт((т 4-1/2)4 4- г)

(пд 4- т 4- 1)г с/4 4՜
4-О(Я) = 1»7Г 14 4- 2?г I- . 2тг<-т „ . . 2тг 1стд(4,о) соз------------- В„(4,а) я։п-----------9 д

<444-
+ о(ЯЕгде ят((п 4֊ 1 - т/д)4 4- ап/2) (п4- 1 - т/д - \/д)г

Я1п((п -г т/д)1 4- а?г/2) (п 4- т/д 4- 1/д)гсоз((п 4- 1 - т/д)4 4- ояг/2) (п 4- 1 - т/д - 1/д)г
зш((п 4֊ т/д)4 4- атг/2) (п 4- т/д 4- 1/д)гДалее, используя ряд Фурье для функции зш х, имеемг~<“) - 75^7 у/л;(‘.“) + В;(',<։)х

10,-2£ г = 1\
/о и СО84я֊ кутп д \соз(2 V ^,(4, а)) £ --------- ------- IX

____________________ 1 = 1_________2________41/3 - 1 <44 4-О(Я), (16)



Н а и л У ч шее квадратическое п р и бл и ж е я и с ... 31arccos .0,(1, а)где - / 'Ул?(«.а) + В,2(«,а)Ясно, что аналог асимптотической формулы (16) имеет место для Гт(-а).Докажем пункт Ь). Пусть ß иррационально. Убедимся что
cos 4тг kvm/qHinГН — V In т (17)

Действительно, применяя преобразование Абеля, получимк/21 соз4тг kvm/q ] sin2irum/g|’1
и поскольку —- -------- ► 2и0тг 0(тос1т) при т -► оо, то получим (17).Доказательство пункта Ъ) следует из (16) и (17). Докажем теперь пункт с). Пусть 

з
т/д = - 4- £, где Е —> 0 при тп —> оо. Убедимся, что Р[»/3] Al! 1Zcos 4тг kvrn/q _ 1

к ~ P
—՝ Arvai > cos---------r p f M + O(^(f)).1 — in |e| + □(»?,(£)). припри kl? < 1 kl? > i.(18)где дв(£) = In v 4- | £*=1 ein 2r ve/| lu g + ein2* vp£ t| dt In7 4- 0(1). Следова-тельно, имеем

pу-» cos 4 л- vkm/q
к 1

< p

+ 0(1) = ֊ 52 cos Arvai cos Ar v p к £

(19)P

О I j У* »in 27Г vef) In 7 ։ 4- 0(1).
ГТ r x r^a-1 cos4rvpkeПолагая Z( и) = £/=1-------- ?—— имеем

/(։>)- [ SO8^Trt,pc< dt <У^т Г )sin2K vp€(t - 4֊ 0(1).Л * fTj *֊’ JtСледовательноZ(u) = у * °՜' ff c 2 dt 4- О |sin2«՜ vpet' dt In 7^ . (20)
Если |e|7 < 1, то .

/■' dt = Г”1'1 ’ Л + dt = in, + 0(1»vp), (21)1 Л»я<1 f *
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а если |г| 9 > 1. то

С08 7Г < созя< , Г4'՜* '*1 9 СОЗ 7Г< , ...
--------- (11+ / --------- <Й = - 1п |с| + О(1п ир) + О(1).

Г Лс|> * (22)Из (19)-(22) следует (18). Используя если 2гз = 0(то<1р),если 2г з 0(тос1р),из (16), (18) получим
Гт(а)

՛ 1п, {■’ у/л^+В^.а) (1 - 2£~ .‘^Гг) Л+ 
+О(Я), при |г| 9 < 1,ул’(։, а) + В’«, а) (1а , + 21а |е| £“ /Л+

„ +О(Л), при |г| ц > 1. (23)Так как (л, р) = 1, то
СОЗ 2с<рч 4и2 - 1

СОЗ 2лр«р,։
« ? 2 я
֊174- р — 1

соя 2пр9?а„=1 п2р- - 1 ’
при р = 1(тос12),
при р = 0(тос12).

Поэтому, учитывая, что -1п|£| < 1п г/ при е| 7 > 1, из (23) получим/•Зя -----------------------------ГП1(о) < 7Г " 7 ՜ 1п9 I Л2(*.а) + В2(г,а)с/< + о(д-г 1п$) + О(Я),
Г„(о)><-։,-’ 1п, У' у Л»(<, о) + В’(е, о.) (1-2£ 7? 7/ ) Л+■ \ »=1 /+ о(9-г 1пд) + О(Я).

(24)
Оценки, аналогичные (24), имеют место для Гп, (—а). Следовательно, из (15) и (24) получим оценки для С„.(0, И^) :

Ст(0։Иго) < 1г д 1п(] (■^/а*(<,о) + В-(<,о)4֊
+ у/А2(4|֊а)-|-В,;(<,-а))Л + о{д~г 1п7) + О(Л),

соя 2е^»ч4и2 - 1соз2ву>д(<, -о)4и2 - 14- 0(9 ' 1л 9) + (7(Л). (25)



Наилучшее квадратическое приблимение ... 33Разделив (25) на т~г 1пти переходя к пределу при т ч х, получим доказа­тельство первого утверждения пункта с). Докажем второе утверждение Если 7 = то положим пц, = па - 1, <?п = пр, а для 7 = А2(а,/3), положимпц, = п([1пп]я — 1), дп — лр[1пп]. Используя (15) и (23) к последовательности —, получим пункт с).Пусть теперь 7 6 (А1(а,/?), А2(а,0)). Для таких 7 имеем 7 = А2(а,3)(1 - 1) + *А1(а,0), 0 < < < 1. В этом случае положим пц = [п1՜*] (я [п‘| - 1), 
пп = [п1՜*] [п‘] р. Полагая |«| = - • [и*], получим Нт — = ֊!. Следовательно, ’ р »-»ос 1п тпиз (15) и (23) имеем

Нт ——--------= (1-«)Л2(а,0) + М1(а,0) =7.՛։-*«։ пг,։ 1п т,,Доказательство завершено.
ABSTRACT. The paper considers a problem of approximation theory. Let > 0, a € IR) be the class of periodic, continuous functions/(1) represented in a convolution form /(x) = c+ ir~1 D^t) ^(t) dt, 00where Dl(t) — £ k~r cos(fct 4-ott/2), while ^(t) is a measurable periodic 

k~lfunction satisfying supt [^>(t)| < 1 and f*ir<p(i)dt = 0. Approximation is by2 V-՝trigonometrical polynomials Tni(r, /) = - / /(xj) T>(x — i/), where zn, q > 2m /=0are natural, {x/} = {2zr//</}, and £>,„(£) is the Dirichlet kernel. It is found that asymptotic behavior of (7„,|.T.r) = sup l/(x) - T,„ (x, /)՛ depends onarithmetic character of 0 = lim zn/7. 
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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГИББСОВСКИХ СОСТОЯНИЙ 
И ПРИМЕНЕНИЯ

Мохамед Каррат

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К» 5, 2000

В статье доказано, что если Р — гиббсовское состояние со спецификаци­
ей П, удовлетворяющей условию Дынкина, то образ меры гиббсовского 
состояния Р является гиббсовским состоянием со спецификацией П*’*, 
которая определяется по П с помощью некоторого преобразования пе­
ренормировки. В качестве применения мы доказываем, что решения 
стохастического градиента, преобразованные посредством дискретно­
го градиента и операторов Лапласа, являются смесями специальных 
гиббсовских состояний.

§1. ВВЕДЕНИЕ

При определении основных решётчатых моделей и их динамик мы следуем работе 

81. В качестве микроскопической модели намагничивания рассмотрим систему 

X, € Ш-, ։ € 72,1 блочных спинов микроскопической системы. Всю конфигурацию 

спинов будем обозначать через X = (X, ),еИ <. X, интерпретируется как намаг­

ниченность единичного куба Е, с центром в ։ 6 Ж4. Предположим, что система 

находится в тепловом равновесии, и гамильтониан ячейки Е, равен

л,(Х) = а(л,) + 1 52 У(х,-х>). (1-1)

где и. V : 1Н >—> П< выпуклы. Химический потенциал п,, отвечающий X,,

определяется по формуле :

п. = д,Ь,(Х) = £ ИХ-ХД (1.2)

Мы интерпретируем Уь = X, — Х} как поток намагниченности вдоль связки 

Ь между соседними участками I. ] € 77.՛1. ;» — ;| = 1, ориентированными от } к 

*• С другой стороны, в тепловом равновесии интенсивность потока пропор­

циональна градиенту химического потенциала, а микроскопические воздействия
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описываются случайными потоками вдоль 6, которые, по предположению, имеют

вид

(?0)к = Д-^. (1.3)

где /3 = (Д)|’€224 семейство независимых стандартных броуновских движений.

Таким образом, стохастический дифференциал потока Ь ~ задается

формулой

</Л = -;(п. - п,) Л + <1(^0),. (1.4)

Следовательно, эволюционный закон потока Уъ имеет вид

<1УЬ 4֊ <и.ь = 0. (1.5)

Здесь У-ь обозначает поток намагниченности вдоль — Ь — О՜,։), т.е. в направле­

нии противоположном к Ь. Таким образом, процесс потоков У = (У*)ь удовлетво­

ряет следующему соотношению :

«*К(«) = 4{^(Х(0)֊а'(ХДП)+

Л + </(73Ь(*).
(1.6)

Здесь мы использовали обозначение хь = 1, уь = ]■ при Ь = (»,;). Если и имеет 

вид С7(х) = |ах2,а > 0. то 17'(Х.) - [/'(Л*) = оУь, и поэтому для К мы получаем 

стохастическое дифференциальное уравнение, которое также как и в [9] мы будем 

называть поверхностной динамикой Гинзбурга-Ландау

ЛУЛО = (^£1) [ ‘ *П(*) -г ֊

Предположим, что для некоторого класса гамильтонианов К = н началь­

ных состояний I/, исследуемый процесс X является решением бесконечномерной 

стохастической градиентной системы

(Сгас!)»
<од*) = ֊рЛ (%(«)) л+ «(«). 

Х(0) ‘ и. »€2г\ «€[0,1].

Нашей целью является изучение преобразованного процесса У — ^Х с использо­

ванием известных свойств процесса X. Основная идея заключается в применении 
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гиббсовской формы закона (У процесса X, описанного в [4] и [5], с целью опре­

деления гиббсовской формы закона процесса У и нахождения обратимых состо­

яний для У. В частности, в качестве примера, нами будет рассмотрена поверх­

ностная динамика Гинзбурга-Ландау. Далее, мы рассматриваем преобразование 

пространство-состояние для У посредством оператора дискретной дивергенции 

V', т.е. преобразование процесса X посредством дискретного оператора Лапла­

са △= ^’57. И в этом случае мы получаем точную информацию о гиббсовской 

форме закона оператора и его обратимых состояний.

Эти конкретные примеры преобразований пространство-состояние для гиббсов­

ских состояний стимулируют общую проблему : изучение преобразований гибб­

совских состояний, сохраняющих свойство гиббсовости. Этой проблеме посвяще- 

на первая часть настоящей статьи, результаты которой применяются для анали­

за вышеприведённых моделей. В том случае, когда мы рассматриваем преобразо­

вания пространства состояний, результаты статьи являются естественным обоб­

щением классических результатов для преобразований пространство-состояние 

марковских процессов, сохраняющих марковское свойство (см. [6]).

Общая постановка задачи следующая : задано преобразование (у>, ^»), которое 

преобразует данную конфигурацию ш £ П ■ заданную ограниченную область 

И с / в некоторую конфигурацию <*>’ = 6 (Г и область V" = ^(У) £ Г.

Если теперь Р является гиббсовским состоянием, определяемым спецификацией 

П = (Пу/у6/ на Д, т е. для любого V՜ € / и / € № имеем

Р(/|Л)=1М-,/) Р-а.е. (1.7)

<в этом случае мы пишем Р € £(П)), то мы можем рассматривать преобразо­

ванное состояние Р՛ = Р о <р~г = Рр и поставить следующий вопрос : будет 

ли состояние Р~ на ГУ гиббсовским, определяемым некоторой преобразованной

спецификацией ГГ = (Пу.)у.€/. ?

Таким разом, естественно искать достаточные условия на П. гарантирующие,

что Р‘ € £(ГГ). В настоящей работе приводится следующее достаточное условие,

обобщающее условие Дынкина [б] : для любых У € /, / € ЪТ и € П,

удовлетворяющих имеет место равенство

Пу («г, / о ^) = Пу (ы3, / о <р). (1-8)

Это означает, что образы ядер Пу (и», йу) относительно преобразования совпа­

дают на классах эквивалентности преобразования для следующего отношения 
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эквивалентности :

~ о у?(од) = у?(и»2), (1-9)

т.е. эти образы ядер совпадают для “граничных условий", эквивалентных отно­

сительно

В этой статье мы получаем некоторые следствия из условия (1.8) для преобра­

зований (<р, ^)> предполагая, что - сюръективно, а - биективно и сохраняет 

частичное упорядочение в I и Также будем предполагать, что <р - “бииз- 
^ч

меримо” относительно всех <т-полей Ту и событий, происходящих вне V 

и V” = соответственно. В этих предположениях условие (1.8) позволяет 

определить новую спецификацию 1Г = П’?՛*’ на П* по формуле

П^.*'(ы\.) = П<.-Чу.)(ы,.)о<11 ы'ЕЯ’, У'еГ, (1.10)

где и Е у>֊1({ы’}). Кроме того, имеет место следующая теорема : Если Р £ 

£(П), то его преобразование Р* = Рр относительно является

гиббсовским состоянием, определяемым по

Возникает следующий вопрос : может ли ГГ быть представлена гамильтонианом 

Н‘ — (Н^. )у-е/. и спецификацией П’ ° = (П^'!)у«€/« в предположении, что П 

имеет вид

2 у \н)
и Е П, / € ЬТ (111)

для некоторого заданного гамильтониана Н = (Ну)у$1 и заданной специфика­

ции П° — (Щ,)у€/ ? Мы показываем, что это имеет место в случае, если (Я, П*) 

таково, что
• П° удовлетворяет условию (1.8), (1-12)

• Я факторизуется относительно ^»), т.е. существует семейство (Яг. )»'•€/•

случайных величин на (О’, Т*) таких, что

Ну = УЕ1. (1.13)

При этих условиях существует так-называемое преобразование перенорми­

ровки которое на множестве пар (Я, П°), удовлетворяющих условиям

£(Я, П9) / 0, (1.12) и (1.13), определяется следующим образом :

(1.14)Я^(Я,П0) = (Я’.П’-9),
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ГД»՝ П’-° = (ГГ )*•*. Преобразование обладает следующим свойством : для 

всех (Я, П*) и Р £ £(Я, П°) имеем Р^ 6 Отсюда следует

коммутативность диаграммы (см. [21])

P r ? P* = 

Р€$(Я.П°) t 1 Э(Я-.П’10):Р- €Ç(H*tn*'°) (1.15)

(Я,П°) 7^ (Я’,П-), 

которая используется во второй части статьи для описания вероятностной струк­

туры законов и когда Qv является решением системы (<7rad)u.

Для получения этого решения мы поступаем следующим образом : вначале 

дезинтегрируем Qu относительно проекции Xq : Я —> Е, Xq(w) = wq՝ и получаем 

разложение
<Г = I (1-16)

Здесь Е = С([0. 1], 1Н.) и шо ’—» Q^„ обозначает регулярное условное вероятност­

ное распределение при условии Х$. Далее, из гиббсовского характера С)1՛ сле­

дует, что каждое также является гиббсовским состоянием с гамильтонианом 

и спецификацией, полученных из Н и П° простым сужением. Теперь рассмотрим 

преобразованное состояние

<&=Д<К.Л %.(•**>). (1.17)

Описание преобразованного гиббсовского состояния Q^^a более просто, чем 

С^. так как гиббсовское состояние сосредоточено на Я^о = {Хо = ^о}* 

Кроме того, преобразование V является борелевским изоморфизмом между Ои,о и 

Я* = Х7(Я). Теорема 3.1 позволяет нам точно описать гиббсовскую форму в 

терминах заданного гамильтониана Я и спецификации П°. Отсюда следует, что 

является смесью специального класса гиббсовских состояний, для которого 

мы определяем класс его обратимых состояний. В частности, доказанное в [9], 

Предложение 3.1 об обратимых состояниях для уравнения Гинзбурга-Ландау, мы 

доказываем другим способом. Преобразуем С}?՝ используя оператор дискретной 

дивергенции

V : П* Я, (V». = £ rjb, t € zzd. 
b:yk=i

Следовательно, Qv преобразуется с помошью дискретного оператора Лапласа

△ . Опять мы видим, что является смесью специального класса гиббсовских 

состояний, для которого мы определяем класс его обратимых состояний.
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§2. ГИББСОВСКИЕ СОСТОЯНИЯ
2,1. Спецификации и их гиббсовские состояния. Пусть (0,5՜) - измеримое 

пространство, а I - частично упорядоченное множество индексов, причём С 

обозначает порядок в нём. Предположим, что мы имеем верхнее направление 

порядка, т.е. для любых У^Уз € / существует V € I такое, что ЦСУ 

и Уг С V, причём оно счётно порождено, т.е. существует последовательность 

(Ук)п>1 из / такое, что если V 6 I, то V С Уп для некоторого п. Пусть
___

задана также фильтрация Г = (5у)у6/ под-а-алгебр Ту алгебры 5, которая 

предполагается убывающей, т.е. V С V => Ту՛ С 5у, V. V' € I. Назовём 

(0,5՜, 7, СР) измеримым базисом.

Рассмотрим для каждого V € I ядро Пу : О х Т •—> П<+, т.е. отображение Пу 

таково, что для каждого ш Е О, Пу (и», •) является мерой, а для каждого 4 6 7. 

Пу (4) = Пу(>,4) является 5-измсримой.

Определение 2.1. Семейство ядер П = (Пу)у6/ называется Е-специфика- 

цией, если для каждого V 6 I выполняются следующие условия :

1) для каждого и 6 П, Пу (ы, П) равна 0 или 1,
Л

2) для каждого 4 6 5՜, Пу(՛, 4) является ^у-измеримой, 
Л *

3) для любых 4 Е Т и 4 € Ту имеем Пу(-, 4 П 4) = И֊Пу (•, 4),

4) для каждого № Э V имеем Щу = П|уПу, где ядро П;уПу определяется 

формулой

П.уПу(ы,4)= / Пу(С4)П»у(ы,<К), Ы Е П. 4 6 Т.

Замечание 2.1. Обычно предполагается, что Пу(ы,-) есть вероятность. Кроме 

того, мы не исключаем возможность обращения в нуль ядра, однако безоговороч­

но исключаем случай, когда 7?у = {Пу (•, П) = 1} = 0 для некоторого V. Заметим 

также, что так как /?у € Ту, то Пу (•, Лу) = Иду-

Определение 2.2. Пусть П - СР-спецификация. Будем говорить, что вероят­

ностная мера Р на (П,5") является гиббсовским состоянием со специфика­

цией П, если для каждого V Е I и / € ЬТ имеем 

Ея(//5у) = Пу(Л Р-а.з, (2.1)

где Ъ? есть множество ограниченных ^-измеримых функций на П. Множество 

ги(>бсовсхих состояний, определяемых по П, обозначается через £(П).
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Предложение 2.1. Пусть П - IF-спецификация. Вероятностная мера Р 

на $1 является гиббсовским состоянием со спецификацией П тогда и 

только тогда, когда для каждого V € / имеем РПу = Р, т.е. для каждого 

/€ 6А
I f(u)dP(u) = I Пг(ы,/) dP(u>).

Замечание 2.2. Из определения (Яу)у€/ вытекает, что гиббсовское состояние 

Р € £(П) сосредоточено на каждом Ry, V € Z, и, следовательно, на множестве 
***

R = р| (J Ry՝, измеримом относительно хвостового поля 7^ — Q7уя. Здесь 
■ *>»| «*

(Vn)n ~ последовательность в I, порожденная порядком в I. Следовательно, 

P(R) — 1, и мы будем говорить, что мера Р умеренная.

Теперь определим понятие гамильтониана.

Определение 2.3. Множество Н = (Hv)ve/ отображений Ну : Q •֊—> IRU{+og) 

называется IF-гамильтонианом, если

а) для каждого V, Ну является ^-измеримым.

b) Н - IF-аддитивна, т.е. для всех V,V' £ I таких, что V С V', существует 

функция Ну՛ty : Q •—> IR U {+ос), измеримая относительно 7у такая, что 

Ну՛ — Ну + Ну\у.

Следующая теорема Престона позволяет построить спецификацию по заданным 

П° и Н.

Теорема 2.1. ([17], [18]) Пусть П° - IF-спецификация, а Н - IF- 

гамильтониан. Семейство Пя = (Пя)уе/ определяет IF-спецификацию, 

где

пЯ/ □ м / гЛл «р (-Яи(у'))П^(ы,</а;'), если 0 < 2$ (ш) < оо, 

(О, в противном случае,

2у(и) = /\хр(-Ну(ы'))ПИы,сЬ')։ ыеП.
Ун

В этом случае, мы используем также обозначение ${Н, Пс) вместо <?(ПЯ).

2.2. Решётчатая модель. Пусть А ֊ счётное множество и/ - набор непустых 

конечных подмножеств множества Л, направленных вверх и счетно порожденных 

последовательностью (А„)п с А|։ А. Для каждого а £ А пусть (Ео,£а) 

есть измеримое пространство. Положим П — ]֊[ £*о, 7 = Еа. Фильтрацию 
обЛ аел

П7 = (Х\)ле/ определим по формуле

= <т(Хо : а Л), Л € /, (2-2)
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где : П 1 > Еп проективное отображение. (П,/^,I,1Р') называется измери­

мым базисом, определенным по Л и (Ео,£о)о.

Палее определим 1Ь -спецификации П . Для каждого <з £ /1 зададим ^-конечную 

меру то на (Ео,£а), а также положим П^(ы,-) = ®о€Лтпо 8 Л 6/, и 6 0. 

Здесь ид« = (ша)а{д, если ы = (а»о)а€Д и та а-конечна. Построим теперь 1Е- 

гамильтониан. Для заданного потенциала ф, т.е. набора (^л)ле/ функций

Ф\ : Пл = Р1 Еа •—♦ 1Я и {+ос}, 
о€Л

измеримых относительно £д = [] Еа, Л € /, ассоцированный Г-гамильтониан 
а€Л

Нф = (Яд)ле/ определяется следующим образом :

Л'ПЛ/«^Л'(^Л'), если |$л«(«д')| < ос
в противном случае.

Из теоремы Престона, которая верна и в том случае, когда П° построена по 

<7-конечным мерам т„ вместо вероятностей, следует, что ядра ПА, Л € /, 

определенные по П° и Нф, определяют ^'-спецификацию. Поэтому имеет смысл 

рассмотреть $(НФ, П*), которое также будет обозначаться через $(НФ, (то)о€Д).

§3 . ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГИББСОВСКИХ СОСТОЯНИЙ

3.1. Состояние—пространство преобразования гиббсовских состояний.

Пусть (П,/\/, П*՜) и (П*. 7’уГ, 1Г') - два измеримых базиса.

Определение 3.1. (^, ф) назовём ПР/Ш'-преобразованием, если оно обладает

следующими свойствами :

р : (I >—► П* является /’//’‘-измеримым и сюръективным. (3.1)

Ф : / —» /* является биективным и сохраняющим порядок, т.е.

у с IV о ф(V) с ^(И'), V, ур е /, (3-2)

1Г и П*՝՜ совместимы относительно (<р, ф) в следующем смысле :

(3.3)
/3)

Здесь ' состоит из всех Л € ?У ՝ которые насыщены относительно отношения 

эквивалентности в 12, определённого по формуле (1.9). Это означает, что каждое

Л € ^уО1* представляет собой объединение классов эквивалентности. Используем

обозначение если А является под-<т-алгеброй алгебры Ниже мы часто

бУДем писать или ^(У) вместо или ^;(УГ
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Теорема 3.1. Пусть (у>, ф) - 1Г/1Е*-преобразование и П = (Пу)у€/ - 

спецификация, удовлетворяющая условию Динкина (1.8). Тогда набор 

П’”** = (ПуЛ)у*€/*, определённый формулой 

У’ег, (3.4)

задаёт ^'-спецификацию. Далее, если Р € £(П), то образ Р' = Р^ 

спецификации Р относительно >р есть элемент множества £(П*?Л).

Следующая лемма является обратной по отношению к лемме Дуба из [5].

Лемма 3.1. Пусть (9, Я), (П*,^') и (9', ^') - измеримые пространства и 

<р : 9 >—> 9’ - отображение такое, что

(3-5)

Если / : 9՛—► 9' является ^/^'-измеримой алликацией такой, что

/=Г’?, (З.б)

где /’ - аппликация из 9* в 9', то /’ — ^’’/^'-измерима.

Доказательство : Для А € У определим множество В = {о/ € 9 : /• с <р(ш) € 

.4}. Из измеримости / и условия (З.б) получаем В Е Следовательно,

из (3.5) имеем С — <р(В) € У. Теперь заметим, что из В € следует 

В = уз՜1 (СТ), т.е. Ид = Пс ° <Р- С другой стороны Пд = Ил 0 /" ° ¥>• Поэтому 

из сюръективности <р следует, что С = (/*)-1(А) и поэтому /’ измерима 

относительно У. Лемма 3.1 доказана.

Доказательство Теоремы 3.1 : Используем обозначения ш" = ^(ы), У* = 

^'(У), и П* = П””•*. Отметим, что Пу. корректно определено, так как, есля 

/ € ЬУ՝. то Пу.(ы",/) = Пу(си,/оу>), и правая часть не зависит от выбора 

ш € у>-1({и/*}) (что следует из (1.8)). Для того, чтобы показать, что П* есть 

ЕЕ*-спецификация, прежде отметим, что Пу.(о>’,9’) = Пу(ы,9) € {0,1}. Теперь
Л 

покажем, что Пу,(/), / Е ЬУ - измерима относительно .Ту-. Для заданного 

V € /*, положим д = Пу(-,/оу>) и д' = Пу. (■,/). Заметим, что из (3.4) следует 

д = д* ° <р. С другой стороны, д - Ту-измеримо и ^(Т'у *) С Ту* (условие (3.3)- 

/?)). Используя Лемму 3.1 получаем, что Пу.(-,/) является Ру՝-измеримой.

Покажем, что условие 3) из Определения 2.1 выполнено для П*. Пусть заданы 

V* € /* и 6 9’, а также / € ЬР*, £ ЬРу. Тогда

щ.. (и-, т = Пу (и,а п о ₽)•
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Однако /' оу? Е Ь7у, и поэтому

Г (^М) • Пу (ш. / о р) = /'(у*). Щ-. («*, у).

Для того, чтобы доказать выполнимость условия 4) Определения 2.1 предпо­

ложим, что СК՛,/? Ь7” и и>* € П*. Тогда используя соответствующее 

свойство спецификации П, имеем

Пуа.Пу.(ы*,/) _ / Пу։.(р(т}). /)Пг,(ы,<й/) = 

= j Пу,(^,/о у>)Пу։(ы,£/т/) = Пу,(ы,/о р) = Пу։.(ы’։/).

Наконец, из условия Р € £(П) непосредственно следует, что Р՜ = р՞. б $(П’). 

Действительно, если / Е Ь7', V” 6 1Л. то имеем

1Ер.(Щл.(/)) = у Пу.(^(ш),/)Р(<^) = у Пу(«,/о^)Р((Ь) = 

’ = [ /офНР(и) = Р'(/).

Теорема 3.1 доказана.

3.2. Применения.

3.2.1. Преобразования экстремальных гиббсовских состояний. Пусть 

(П, 7 I, ВТ). (П*. 7' ,Г. Ш’) и (у?, те же. что и в Теореме 3.1. Допустим, что 

(П, 7) является стандартным борелевским [15] (т.е. оно - счётно порожденное 

борелсвское пространство и существует полное сепарабельное метрическое про­

странство У такое, что 7 изоморфна, как г-алгебра, борелевским подмно­

жествам пространства У). Пусть <?(П) 0 - выпуклое подмножество множес­

тва Р(П. Р) всех вероятностных мер. Для множества <?(П) интересно рассмот­

реть множество ££(П) его экстремальных точек. Известно (см. [16]), что если 

Р € £(П), то Р Е ££(П) тогда и только тогда, когда Р является тривиальным 

хвостовым полем 7Х. Это означает, что Р(А) Е {0.1) для А Е 7Х.

В условиях Теоремы 3.1 каждое Р Е ££(П) посредством (^, ф) преобразовывается 

в экстремальную точку множества £(П՝?՛*). Это следует из факта, что является 

-Т’Ъо/֊^-измеримым.

3.2.2. Гиббсовские состояния на границе Мартина спецификации. Пусть 

(П, 7,1, ПР) и П то же, что и в 3.2.1. Рассмотрим в контексте Теоремы 3.1 

(см. [7], [17] и [18]) хорошо известное представление гиббсовских состояний в
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виде выпуклой комбинации элементов множества ££(П). Так как <7(П) 0, то

существует марковское ядро П^ из (П, 7^) о (О, Л| такое, что Пх(и», •) € ££(П) 

для любого « € П. Это ядро определяет отношение эквивалентности ~ на П

и.'!~и)2, если П<х(ы1, •) = пэв(ы2, •). (3.7)

Предположим теперь, что существует стандартное борелевское представле­

ние (Т.г) отношения т.е. существует стандартное борелевское пространство 

(Т. Вт) и отображение г : П —> Т такое, что

и>1 ~ шз тогда и только тогда, когда г(шх) = т(ш2), (3.8)

Заметим, что 

подмножество СсТ борелевское тогда и только тогда, когда г՜1 (С) Е Л»-

(3-9)

Воспользуемся Теоремой 3.1 при 1.1' и когда 1Г. 1Г* ֊ синглетоны : II-' содержит 

Лоо, П7 ’ борелевское т-поле в Т. у- кс происходит. Принимая во внимание (3.7) 

- (3.9). можно Пж факторизовать относительно г :

П'ж(тЛ = Пзс(и./). тет, ыбг-^Ь}), (3.10)

Таким образом, определяется марковское ядро из (Т. Вт) в (П. Л), которое имеет 

следующие фундаментальные свойства : каждое П^>(7, •), 7 € Т принадлежит 

££(П) и
Р = ^Пгх(Г-)Рг(</7), Р€$(П)- (3-11)

Из Теоремы 3.1 получаем, что Рг Е <7(П^ о г-1) для любого Р Е £(П). 

Преобразование 

Р : 5(П) —» 5(П^ о г֊1), ₽(Р) = Р. (312)

является аффинной биекцией, относительно которой экстремальные точки мно­

жества £(П) соответствуют мерам Дирака на (Т, Бу) и, следовательно, элемен­

там множества Т. Отсюда следует, что каждая вероятность у на (Т, Бу) является 

гиббсовским состоянием, определяемым по П^ о г՜1. Действительно, определив 

в терминах V и П^ следующую вероятность

Р = ^П^(7,-)|/((/7) 6ЙП)
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на (9,^՜) (определение корректно так как П^(у, •) £ £(П)) получим

РПу = 1/(П^Пу) = 1/П^ = Р.

Таким образом, для любой заданной спецификации П на стандартном борелев- 

ском пространстве П таком, что С(П) 0 и таком, что отношение эквивалент­

ности ~, индуцированное спецификацией П имеет стандартное борелевское пред­

ставление (Т,г), преобразование р порождает взаимнооднозначное соответствие 

между гиббсовскими состояниями в £(П) и $(11^ о г՜1). В частности, соответ­

ствие между Т и ££(П) порождается по формуле (3.11), где Р £ Р(П) определя­

ется перенормированной спецификацией П^ о г՜1.

3.2.3. Спецификации, инвариантные относительно преобразования. 

Рассмотрим теперь частный случай, когда в Теореме 3.1 (9*, 7՜*) = (9.^՜), 

причём (/', П-'*) может быть отлично от (7, П7). Пусть П - 1Е-спецификация, 

удовлетворяющая (1.8), а П’’ * - соответствующая 1Е*-спецификация на (9. ^). 

определяемая по формуле (3.4).

Определение 3.2, [17], [18]. Будем называть П (у?, ^-инвариантной. если для 

каждого V £ I существует V* £ Г такое, что

П*А*Пу = П**. (3.13)

В частном случае, для каждого V € I имеем = Пу.

Предложение 3.1, [17], [18]. Если П является (<р, ^-инвариантной, то 

Р^ £ <7(Ц) для любого Р £ £(П).

Доказательство : Покажем, что Р^Пу = Р^ для любого 1.1ак как П является 

{<р, У»)-инвариантной, то существует V' £ /’ такое, что выполнено условие ,3.13). 

Из Теоремы 3.1 следует, что Рг, € £(П՝','<*). Следовательно. Р^Пз' = Р^Пу. Пу. 

Теперь результат следует из инвариантности П.

Пример. Трансляционно-инвариантные спецификации. (9, Р, 7, П7, из- 

меримый базис, порождённый А — 7Ь՝1 ДЛЯ некоторого <1 > 1 И

где (£<,,£„, та), а. £ 7ЪЛ суть копии одного и того же сг-конечного простран­

ства мер (£,£,тп). Решётка 71? индуцирует группу измеримых биекций

а £ К՛*, действующих на (9,/■) вместе с семейством а £ 77?, сохран 33

щах порядок биекций, действующих на I таких, что каждая является
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_ -ИК

допустимым Д/Д'-преобразованием, где Д* = (7^(л))л€Л и V»a определя­

ются следующим образом : <ра ((w/j)^e2ew) = (wfl-aj^a;«, V’a(A) = Л + а. Теперь 

если ф является потенциалом, а ГР - связанной IF-спецификацией. построенной 

по Ф и (mola, то мы можем рассматривать преобразованные ^’-спецификации 

Q g 2Zrf. Будем говорить, что П трансляционно-инвариантна, ес­

ли П,г,,,^в = П для любого а. Достаточным условием является трансляционная

инвариантность ф, т.е. фл — Ф?а(л.) ° У’а Для всех а € 7Ld, Л Е / (см. [10]).

3.2.4. Преобразования перенормировки. Рассмотрим другой частный слу­

чай, когда в Теореме 3.1 спецификация П является гиббсовской, т.е. специфика­

ция построена по Пс и Я, и мы ищем условия на (Я, ГГ), при которых имеет 

место условие (1.8), причём Р^ € 5((П^)***) при Р € £(ПЯ).

Теорема 3.2. Пусть (у>, V’) ~ Д/Д’-преобразование, Н - IF-гамильтониан 

и П° - IF-спенификация на (Q, JF). Если П° удовлетворяет условию (1.8) 

и существует набор (Я£-.)у«е/- функций Ну. : П* •—> IR U {+оо} такой,

что

Яу = я;(Ио<р, m (3.14)

то H' — является Д*-гамильтонианом и П'՛0 есть Д*- 

спецификация, где

я;.(ы*) = я^-.^До»), = (П° )£՛.♦, ые<х({иг}), ver. (3.15)

Кроме того, если Р Е £(Я,П°), то Р* е (7(7£ .^(Я. П°)) । где '£1?1^.(Я, П°) = 

(Я',П’-°).

Доказательство : Заметим, что функции (3.15) определяют Д'*-гамильтониан.

Действительно, согласно (3.14), (3.3)-/?) и Лемме 3.1 получаем, что Ну. является
Л __ ■
Тч՜«-измеримой для любого V* Е /*• Теперь покажем сё Д'*-аддитивность. Пусть

Ц С V». Так как Н является Д'-аддитивной и выполнено условие (3.14), то

Яи։.и, = (Н'у. - Н'у.) о у

измерима относительно Здесь как обычно Ц* = ^(^1)» Ц’ = ^(16 )• Опреде-
Л

лим функцию Ну. у. = Ну,. — Ну. и покажем, что она Ту--измерима.

Так как П’ 0 является Д’-спецификаци« й, то можно рассмотреть ТГ’-специфика- 

цию П’,я , построенную по П*1# и Я*. С другой стороны, легко видеть, что специ­

фикации Пн удовлетворяют условию (1.8), а ассоцированная Д’-спецификация
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(П՛^)’՜՛“ совпадает с П н . Следовательно, из Теоремы 3.1 получаем, что Р- € 

£(//*, П’։0), при Р € £(/ЛП°). Теорема 3.2 доказана.

3.3. Условные гиббсовские состояния. Пусть (9.5՜./, Г) - измеримый ба­

зис, построенный по А = 22 и по некоторой последовательности измеримых 

пространств (ЕО1 £‘а)о€д. Здесь I - набор непустых конечных подмножеств мно­

жества А. Приведём пример преобразования, сохраняющего гиббсовскую форму. 

Если Р - гиббсовское, то условное математическое ожидание состояния Р при 

условии, что зафиксирована спиновая конфигурация в некоторой заданной об­

ласти, остаётся гиббсовским. Это утверждение обобщает Предложение 2.25 из 

[221-

Пусть С - произвольное подмножество множества А — 71Р и рассмотрим про­

екцию Хс : 9 ►—* 9с = П,ес Е„ Пусть П = (ПЛ)л€/ -

^-спецификация и Р € 5(П). Прежде всего сделаем тривиальное замечание, 

что если заменить I на подмножество /, которое достижимо, т.е. упорядочено 

и счётно порождено, то Р остается гиббсовским состоянием относительно мо- 
*** Л

дифицированной фильтрации П՝՝ = (5\)\ё/ и модифицированной спецификации 

П = (Пд)Л6/.

Зафиксируем подмножество (7 С ТА1 ֊ и положим 1с — {Л € / : Л П (7 = 0}. 

Очевидно, что 1с допустимо. Пусть Пс = (Пд)д6/С.

Предложение 3.2. Если Р € £(П), в С 22а и /с : 9 —► 9' является 

измеримым преобразованием в измеримое польское пространство I. , 

зависящее только от Хс* т.е. имеет вид /с — / 0 Хс* где / : 9<; • > 9 

является £с/^'-измеримым = *(Х։» € (7) и Г ֊ борелевское а-поле 

в 9'), то Р,, 6 $(ПС), Р/о - л.м.ОД. Здесь т] —> Р„ обозначает регулярное 

условное вероятностное распределение Р при условии /с* 

Доказательство : С одной стороны мы имеем дезинтеграцию

Р = [ Р, Р/еМ)-

С другой стороны, так как Р € £(П), то

Р = [ Р„ПАР/о(^), Л€/.

Покажем, что Р„ПЛ = Р» почти наверное относительно Р/с, для всех Л € 

[с- Принимая во внимание единственность разложения (3.3) и счётность 1с



48 Мохамед Каррат

достаточно показать, что отображение г? »—> = Р,,ПЛ для любого Л 6

/с имеет все свойства регулярного условного вероятностного распределения 

состояния Р при условии /с- С этой целью заметим, что Р9(Я) = 1 почти 

наверное относительно Р/с, так как Р является умеренным (см. Замечание 2.2). 

Следовательно, Р/с-почти наверное

е,°(/с = 1) = [ ПЛ(о>, /с = ч) Р,(<м, л € 1а-

Так как С ПЛ = 0, то {/с = т?}> П € & является событием в /д. Следовательно, 

правая часть предыдущего равенства равна

I П(/а=п)(ы) •ПлСы.П) Р,Д</ы) = Р,,{/с = г?) = 1. 
-1л

Таким образом, Р,}' суть вероятности на О сосредоточенные на {/<; = ц}. 

Остальные свойства регулярного условного вероятностного распределения для 

Рпс непосредственно следуют из аналогичных свойств для Р,г Предложение 3.2 

доказано.

Таким образом, условия на гиббсовское состояние на (7 С изменяют только 

фильтрацию и спецификацию заменой параметрического множества I на 1с- Так 

как для данного т) 6 ГУ, Р$ сосредоточена на П, = {/<; = т)}, то мы будем 

работать только на П9. Рассмотрим ограничения

П° = (Пд)ле/С, где П’( = ЛезПиПл,

П=”' = <^)л€/с. где - Пч П РХ-

Очевидно, что П'' является ^''-спецификацией на П,։. Пусть (Я’,7',/',1Е‘) 

- измеримый базис, а 0 : I —* /*, сохраняющая порядок биекция, и <р - 

отображение из П в П*. Образ Р^ меры Р при отображении задаётся формулой 

Л = /г Р’’ Р'° (<!’’)՜ 1X161

Здесь - сужение отображения на Пп, а Р^' есть образ Р” меры при <рп. 

Это сводит задачу преобразования Р при отображении к преобразованию Рп 

при отображении Воспользуемся Предложением 3.2 и Теоремой 3.1 получаем 

следующее утверждение.

Теорема 3.3. В условиях Предложения 3.2 предположим также, что 

(У’»*» V») является 1Г - ^'-преобразованием для всех г) € П'. Если

') = Пд(ы2, •) на (Пп П /')*о։’> для любого ц»։ у2, т/ 6 ГУ, Л € /с»

(3-17)
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то ~ Р/а - п.н.[т/]. Кроме того, Р^ является смесью гибб­

совских состояний, задаваемых формулой (3.16). Здесь обозначает 

отношение эквивалентности в определяемое по и (Пп П ?)**** 

есть набор множеств А € Пт/ГЦ՜, насыщенных относительно

Таким образом, мы приходим к следующему утверждению : при вышеуказанных 

условиях образ гиббсовского состояния Р € £(П) относительно является 

смесью гиббсовских состояний. Отметим, что в важном частном случае, когда 

каждое <р,, : -» является биективным, (3.17) выполняется

автоматически. Ниже мы приведём конкретные применения этого результата к 

задаче преобразования слабых решений оо-мерных стохастических градиентных 

систем в слабые решения уравнений Гинзбурга-Л ан дау.

§4 . ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ ГРАДИЕНТНЫХ 

СИСТЕМ

4.1. Обозначения. Пусть Е - польское пространство С([0,1], 1И) с топологией 

равномерной сходимости и £ - его борелсвская а-алгебра. Рассмотрим произ­

ведение П = , которое также является польским. Для данного семейства

т = (т,),еИ.. а-конечных мер на [R. пусть Р"‘ = (»т,)^я- обозначает семей­

ство винеровских мер я”4 на Е с начальными мерами тп,.

В этой решётчатой модели, где П = Е՜3*, мы вначале выберем подходящий набор 

/ непустых конечных подмножеств множества А = Е</\{0}, который упорядочен 

сверху и счётно порожден следующим образом. Обозначим через 5е(.4) набор 

конечных, непустых подмножеств множества А и через |х|ес, |х||, х € № * нормы, 

определённые по формулам

<1
|х|х = У՝ |х,|, |х|со = тах |х,| х = (х։,...,х<<) 6 

' • = ! «
1X1

Рассмотрим следующее множество индексов I :

/={ле$,(Л)| У»€Л\Л, 3;€М(«)\{0 < л|, (4.1)

где И(») = {; 6 А : |» - >|х < !}• Очевидно, что I частично упорядочено свер- 

ху операцией включения и счётно порождено следующей последовательностью 

центрированных кубов в 4 : Л„ = {» € А : |։|оо < п}.

Определение 4.1. Подмножество Л С И'* называется выпуклым, если сущест­

вует непустое выпуклое подмножество С С ШД удовлетворяющее следующим
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условиям :

V* е 22*,- » 6 Л <=> ш£ |» - г|ео < «• 
х€С 2

Подмножество из А называется выпуклым в Л, если оно является следом в Л 
.1 некоторого выпуклого подмножества из £6 .

Нашей целью является преобразование решетчатой модели в стохастическую 

электрическую сеть. Для этого нам понадобятся следующие обозначения. Пусть 

(И*1)* - множество всех направленных связок Ь = (»,}) в 7ЬЛу т.е. если »,У € 22'* 

и I* ~ Л» = 1> то направление идёт от ] к ». Для заданной связки Ь = (»,У) 

обозначим хь = ։, = у и будем писать — Ь = (У, ։) для связки с противоположным

направлением. Для ։ € А положим У(») = {Ь Е (Ж^)’ : Хь = I или уъ — ։}, а для 

Л € ^е(А) положим Лм = {Ь € (22'*)’ : хь Е Л и уъ € Л}.

сЦА*"1) = (Ь Е (Я^)* :хьЕА или у» € Л} = □ К(У), 
\ 

е((Л) = (; е А: М Ь - <|. < 1} = 0 "(»•
>€Л

Лемма 4.1. Отображение : I •—> £е((2£'‘)я), ^(Л) = с1(Аьа), определяет

сохраняющую порядок инъекцию, причём порядком в (7£՛)’ является 

операция включения.

Доказательство : Очевидно, что сохраняет порядок. Покажем, что V* инъ­

ективно. Пусть Л1,Л2 Е I такие, что с/(Л$։/) = сЦА^). Отсюда следует, что 

Л1 = Л2 или что эквивалентно А\ = Л$. Действительно, пусть г £ Л2 и выберем 

У € М(») \ »} такое, что У £ Л2. Тогда соответствующая связка Ь = (»,У) не 

будет элементом множества с/(Л|11), и поэтому Ь £ с/(Л^). Но отсюда следует, 

что I £ Д2. Поэтому по предположению С Л$. Аналогично доказывается и 

обратное включение. Лемма 4.1 доказана.

Таким образом, мы нашли сохраняющую порядок биекцию

<.(Л) = сЦЛ1՛*). (4.2)

Для того, чтобы определить преобразование для решётчатых конфигураций, 

положим

<1- =Ъ ё Е(И‘>‘; £ у,),) = 0 для любого замкнутого контура в ТЬ՝1 > , 
I 6€С )

(4.3)
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где Уб : 1 »—> Е обозначает проективное отображение. Ниже мы преобразу­

ем гиббсовские состояния на О, которые представляют стохастические градиент- 

ныс системы с помощью преобразования где V определяется по формуле

V : Q —> Q , V(u») — г) — (nbliefzz1)-’ ы = M.iTZ't

r]b = u,-Ujt если b = (t, j) е (2ZJj*. (4.4)

Очевидно, что г) 6 О*. Если мы будем интерпретировать и,,։Е Ц* как потен­

циалы, приписанные к вершинам », то ту, = ш, — обозначает разность потен­

циалов между вершинами : и ] ребра Ь. Определение множества 0’ отражает 

закон потенциала Киргофа. Другая интерпретация этого была дана во введении. 

Определим теперь класс гиббсовских состояний, которые будут преобразованы с 

помощью (V, V*).

4.2. Стохастические градиентные системы как гиббсовские состояния. 

Пусть ф — (^л)ле/ *՜ парный потенциал на П<Е (т.е. Фл = 0, если саг^(Л) > 

3), удовлетворяющий условиям : ф,,ф,} € С3(1И. Ш.) и фч симметрична, т.е. 

Фу(Уч!Н) = Фч(1Ъ УЛ Для каждого у,,у} € 1И Гамильтониан А = (М.-щ-,

соответствующий ф имеет вид

Му) = Му.) + 22 Ф.ДУ.-!/;)» 
j€2ZJ

iezz՛', у = (у,), е .

Рассмотрим теперь связанную стохастическую градиентную систему (GraJ)„ 

(см. Введение). Через Qv обозначим решение вида X(t) = (-V, , t Е

[0,1], если оно существует. При нижеследующих условиях на ф и v существует 

единственное сильное решение градиентной системы (Grad),, :

(а) ЭК>0, sup[^(O)|< К и ф">-К, i € 7L1,
•

{ß) ф\ возрастает самое большее полиномиально со степенью р, t € 2Z ,

д d
(1)

(<9

(И

8UP fl—0ij(O,O) < ОС,

8UP

dzt
д2 

dxtdzj
д2

I/ сосредоточена на 5/(ZZ'<),

4ij > о,
(4-5)
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где - пространство всех быстро убывающих последовательностей на 72 \

и

ЛИ11) = {(и),еа. : 3, 6 14, 5>1 + 1)”1и1’ 
I

Далее, пусть процесс X = (Х,),€а5/ принимает значения в 5'(И'1) и непрерывен, 

т.е. имеет непрерывные траектории (см. (20), Теорема 4.2). При следующем

дополнительном условии

• €22*

ЗВ > о, х • <£' (аг) > Ах2 — В, х е пг, 7 е 22*

множество гиббсовских состояний 5т(Ф, ((71,),€Е.<), построенных по ф и лебего­

вой мере, сосредоточенной на 5'(И'(), является непустым подмножеством (см. 

[20]. Теорема 4.3).

Теперь рассмотрим стохастическую систему (Сгш!)*, где гамильтониан К по­

строен по потенциалу ф. удовлетворяющему условиям (а) — (<5) из (4.5), а на- 

чальное состояние V является гиббсовским состоянием множества ^т(^-(»7ч)|), 

где ф - другой потенциал такой, что 5г(^»(пз,)») 0, ат= ~ после­

довательность а-конечных мер на Ш.. Если потенциал ф удовлетворяет также 

следующим условиям (см. |2‘, условие 4.13) : для всех »,] Е существуют 

С,.С1? и р, такие, что 

!^'(х.),<С,(1 + |г.Г), (С,Д<В. е 5(22՛'),

д3
д7^аТгф',{г‘-Х1} < С,,(1 + |*.|'" + |г;|։"),

тогда имеет место следующее утверждение, которое характеризует решение (2* 

уравнения (СгаЛ)։, как гиббсовское состояние на П.

Теорема 4.1. ([2], Теорема 4.19) Пусть ф и ф — потенциалы на 

такие, что ф удовлетворяет условиям (а) - (<{) из (4.5) и $т(Ф, (тгч)>) т- 0» 

где т = (т,), есть последовательность <т-коиечных мер на 1Л. Пусть 

также 1/ £ 5т(Ф, (пт.,),). Тогда следующие утверждения эквивалентны :

*) Ф — Q' с начальным состоянием и € $т(Ф1 (’’п,),),

и) ОЕСтШ.Р"1),

где $т(Н, Р”‘) - множество гиббсовских состояний в </(77, Р՞*), сосредо­

точенных на С([0, 1],«$'(22'7)), а Н - 1Е-гамильтониан на П, определённый
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по ф и ф следующим образом : Нх(ш) = H'jf* (ы) + Л G Ц ы € Q, где

Ндуп(и) - f ^2 Рл՛ («(*)) ds, 

° А':А'ПА#ф, е<9г«М'а) ,Э,1

М"(1)) ֊
Л':Л'ПЛ#ф

Здесь у = (рд)л есть следующий трёхточечный потенциал :

PkM = -֊△t^k(rt) + |(V4^*)։(xk), 
и

^k,/(®k>®() = --(△*• + △<)^fc,f(«k,®l) + z<)+

+ + (V,<h,j)’](։»,։<).
О

(X1,Z/, zm) = -֊[VJt^..„l(it,zrn)Vl^t.((zk։z/)+

4"^/^к,/(®Ач xl)^l Фт,1 (^iih ) 4՜ т Фк,п։(®к ։ hi Фт,1 (^m i xl)] i

<Px =0, если carJ(A) > 3.
<^r

Приведём два примера гиббсовских состояний v в Sr(0t (<£*։)։c2z-)-

Пример 4.1. (см. 19]) Пусть ф - парный потенциал на IR такой, что

Ф, (х)
Ф*у (гп XJ )
Ф|_/ (®и Xj)

= Р(х), X Е IR. 1€2гЛ
= ±(xi-ij)\ для |t-j| = lT
= 0, в противном случае, 

где Р - выпуклый, ограниченный снизу потенциал, не равный константе. Хорошо 

известно (см. [19]), что множество £т(Ф, (^|).) содержит по крайней мере одно 

гиббсовское состояние и.

Пример 4.2. (см. (14)) Если а достаточно большое, то для потенциала

Г ^!О>(«|) =т*-ах;,

=1(®д -®<)3» если ։»->1 = 1»

( ф(°) =0, в противном случае

множество (Л(о։, (</*,).) содержит по крайней мере один элемент.

4.3. Градиентное преобразование ^,0). Рассмотрим польское пространст­

во П = совместно с 7,1 и 1Г = (А)лс/. определённым так же как и в 

(2.2). Мы намерены использовать преобразования V : П •—+ П* и ф : / —> I , 
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определённые по (4.2) - (4.4), л также Теорему 3.1 и результаты об условных 

гиббсовских состояниях (см. 3.3).

Пусть С = {0} й и>о € £ - заданная траектория. Рассмотрим подпространство

Я_о = {Ло = ыо), имеющее борелезское-а-поле = Я„о П 7. В качестве 

фильтрации выберем П7՜0 = (^в)л€Ь задаваемую по следу П- в Я^ и с 

множеством индексов /, определяемым как в (4.1).

Лемма 4.2. Сужение Vпреобразования V на является непрерыв­

ной инъекцией из Я^с в Е*®*1 .

Доказательство : Непрерывность Vочевидна. Докажем инъективность. 

Пусть ы,и' £ Я_и такое, что V(w) = Х7(и'). Следовательно, для любого 6 6 (Ж*)' 

имеем \7(и;)к = ^(и')*. С другой стороны, мы можем представить координаты 

следующим образом :

и». = 52 ^7(ы)ь+ы0, ы' = 5 , ^(ы')ь + ш0, »ей4,

где Со,. - пепь. соединяющая 0 и ։. Следовательно, ы,- = ш' для всех » €

Лемма 4.2 доказана.

Таким образом, по Следствию 3.3 из [15] имеем, что является изоморфизмом

Я_о на ^ы,|П_а). Последнее совпадаете пространством Я', определённым в (4.3).

Следовательно, (Я*. 7՜’) является стандартным борелевским пространством, а 

5՜* определяет след борелсвского-<т-поля в Я՛. Очевидно, что Т՝ — (В С

Я' : ^^(Д) € ^0) и не зависит от ыо- Поскольку : Я_,о »—> Я* есть

изоморфизм, то фильтрация 1Е՜ в (Я՛, 7՜’) задаётся по формуле

= {в С П-: ?;„■(/» е . Л- е г.

Фильтрация 1Г_о не зависит от ыо, и поэтому мы используем обозначение 1Е* 

вместо 1Е2в. Из конструкции также следует, что (У„а,ф} является ТГ“'°/1Г՛- 

преобразованием для каждого и© € Е.

Таким образом, мы можем преобразовать стохастические градиентные системы 

с помощью (V, V»)- Из Предложения 3.2 и Теоремы 3.3 получаем следующее 

утверждение.

Теорема 4.2. Пусть фиф — потенциалы на !ЯИ . Предположим, что 

ф удовлетворяет условиям (о) - (£) из (4.5) и $т{Ф, (»п,),) # 0. Здесь
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т = (т,), является последовательностью ^-конечных мер на [R. Пусть 
*

также и € ("ч)|)- Если (^' является решением системы (Сгш!)*

с начальным законом 1/, то преобразованное состояние является 

смесью гиббсовских состояний на (0‘,?’) :

<?№<>).

Здесь является гиббсовским состоянием, гамильтониан которого 

Н~1° и спецификация П-0'0 получаются из гамильтониана Н и специ­

фикации П° с помощью следующего преобразования перенормировки 

7г^о,0:(Я,Пв)—♦ (И-,1Г“»««) :

Я^А)(п) = Н«пИ0Ял(^(^)’

•) = КезЛ-3П<> (?-1(ч)Н о
г] 6 О', Л 6 Д

где И.е5г|_ обозначает сужение на ГД,0

Замечание 4.1. П՝՜“՛0 в действительности зависит от ^о. потому что винеров­

ская мера не является трансляционно инвариантной.

4.4. Класс гиббсовских состояний Фунаки и Шпона. Пусть У = Ш.

и У* = ?(>). Лля заданного т0 € ПЗ. положим УТа = {Хо = го}- Как 

и прежде, можно доказать, что сужение V,0 преобразования V на УГо есть 

борелевский изоморфизм и ^7Хг(УГо) — У*■ Пусть (X Зг, Д Ш) ֊ измеримый базис, 

построенный по 7111 и 1Я. и пусть I - подмножество множества /, заданное 

по (4.1). Рассмотрим также измеримый б«1зис О’*, 5՜’,1Г ). Здесь -г՜ есть 

след борелевского-гг-поля произведения 1И и на У. I — ^'(/)» а П7 есть

фильтрация, определённая следующим образом : 

^(А| лед

где то - произвольное действительное число.

Замечание 4.2. Если в качестве преобразованного начального гиббсовского со­

стояния взять и € $(А, (пц).), где А - гамильтониан, построенный на потенциале 

ф и на X то вновь получаем результат Теоремы 4.2. 3 аким образом, Рг является 

смесью гиббсовских состояний на У’ □ следующем смысле :

(4.6)
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где Угд.ъ ~ гиббсовское состояние, построенное по гамильтониану К'՝Та и специ­

фикации П'"г°'°. которые определяются следующим образом :

Здесь Пл*’* и Лд° суть сужения Пд и Ад на >’Го1 соответственно. В этом случае

ГГ,4Го,в нс зависит от то, если П° построена в каждой компоненте по лебеговой 

мере, так как эта мера трансляционно инвариантна.

Далее мы предполагаем, что П° построена именно так. Пусть ф - потенциал, 

рассмотренный Фунаки и Шпоном в [9] : 

И® ~ V).
О,

если |1 - Лх = 1, 
в противном случае, (4-7)

где V принадлежит С2(1Я. R), чётен и строго выпуклый, т.е. существуют числа 

сь с; > 0 такие, что

СХ < V" < с2. (4.8)

Рассмотрим на 1Н гамильтониан /1, построенный по ф. Ясно, что для любого 

ч € У и Л £ I имеем ^'^(^ч) = ^д(£). Следовательно, можно определить на 

не зависящий от то. П-՝՜-гамильтониан /Г по формуле

9 6 Г. Л€/.

где го ~ произвольное действительное число. С другой стороны, так как П**в,в 

не зависит от хо. то на >" можно определить ^'-спецификацию П*՛0 следующим 

образом :

= ,ег, ле/.

Следовательно, гиббсовские меры с 1Я, заданные в (4.6), определяются

по той же спецификации П’, которая построена по Л’ иП'՛*. Поэтому для каждого 

/ € ЪГ’ и каждого Л € I имеем

^(п;(Л,(•,/)) = у ^о.^(п;.(А|(«։/)) рЛо(г2хо) = / ^о^(У) »хо(‘1хо) = »М/)-

Как следствие получаем следующую лемму.

Лемма 4.3. Если у — вероятностная мера в П°), то её образ ьт отно­

сительно V является классом Фунуки-Шнона гиббсовских состояний, 

т.е. д(л%п*-ф).

Теперь нашей целью является доказательство обратного утверждения.
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Лемма 4.4. Пусть ц - вероятностная мера на У’ такая, что £(>։’. ГТ՛’). 

Тогда она является образом относительно V некоторой и Е Пэ). 

Доказательство : Пусть ц Е £(/»*, П*՛6) и г0 Е Ж. Напомним, чти 7Жо - 

борелевский изоморфизм между и Следовательно, из определения 1Е* и 

Теоремы 3.1 получаем, что для каждого го Е Ж., образ и,0 меры д относительно

является гиббсовским состоянием, т.е. у10 Е £(ЛХ°, ПХо,в). Определим на 5՜

функцию 

^а()р(^о),У

где уХа, Хо € Ж)- гиббсовская мера, р - вероятность на 0(Ж). Мера у корректно

определена, так как для заданного А 6 7 мы полагаем АГо = Так как 

уГо, го 6 Ж сосредоточена на Уг то

Р..(А) = = я( 7„(А,.)) = р(А-),

где А* = \7Х()(АТо) Е 7‘ для любого 1о 6 Ж. так как 7’ не зависит ст го. 

Понятно, что у является вероятностью на 7.

Пусть Пх° - спецификация, построенная по /г1" и ПХо,°. Простыми рассуждениями 

можно доказать, что для каждого х0€ Жи каждого А Е / имеем П^Пд = Пдв. 

Докажем, что у - гиббсовская мера, определённая по П. Так как уХо Е £(ПХ°), то 

для каждого го Е Ж имеем

Р<ПЛ(., /)) = / ^.(П'СПл(../))р(</10)= / ■'».(/)) Р(^0) = И/>. 
Ут -/пч

где / Е Ь7.

Осталось показать, что р. есть образ р относительно V. Полагая / Е , имеем 

м(/о7) = У »/„(/о ?)р(<*го) = У^0.г(/)р(^о) = Р(^о = м(/)-

Лемма 4.4 доказана.

Используя Леммы 4.3 и 4.4 получаем следующее предложение, которое ос надо­

бится для определения класса обратимых состояний поверхностного уравнения 

Гинзбурга-Ландау (см. [9]).

Предложение 4.1. Если ф — потенциал, заданный по формуле (4.7), то 

класс Фунаки и Спона гиббсовских состояний $(/1 ,П I является точ­

ным образом р(Л, П°) относительно дискретного градиентного опера­

тора V.
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4.5. Преобразование дивергенции. Преобразуем по следующему закону :

Г V : Я* —> Я, V (г?), = Е6:гь=< Т)Ь, з £ 22*.

( V1' : Г •—> /, V»'-----обратное к ф.

Мы интересуемся гиббсовской структурой где △ = - дискретный опера­

тор Лапласа. Здесь рассмотрим случай (1 = 1, а также вместо непрерывной сюръ­

екции V будем рассматривать польское подмножество из Я’, которое являет­

ся инъекцией и. следовательно, борелсвским изоморфизмом. Выберем следующее 

подпространство из Я* : фиксируем связку е £ (К4)*, определённую по уе = О, 

= 1, и пусть т}е £ Е - заданная траектория. Рассмотрим Я',։ = {Уе = т)е}. В

Я* выберем след Я,'։ = Я* П^՜’. Очевидно, что сужение V** на есть 

инъекция и, следовательно, является борелсвским изоморфизмом. Лапласиан △

становится непрерывной инъекцией △и101Ч<1 если ограничиться борелевским под­

множеством Я^оЛ, = {(Хо. Х1 - Хо) = («О|Пе)}> и поэтому А^о,9. : Я^л. I—► Я

будет борелевским изоморфизмом. В качестве фильтрации в Я^о>4։ выберем след

вПи։Л., где Г = {Л £//Л ? 1}.

Теорема 4.3. В условиях Теоремы 4.2 преобразованное состояние 

является следующей смесью гиббсовских состояний на (Я, Т7) :

% = / ОГ..,„,,й<?Гх..г.) (<и. <*Ч.).

где (ыо. т)е) ।—> С^г и — регулярное условное вероятностное распределе­

ние при условии (Хо, К), а его образ д при △ является гибб­

совским состоянием с гамильтонианом и спецификацией П,и'0՛’’*)՛0, 

полученных из Н и П° с помощью преобразования перенормировки

пк“"л-мК.-) = П1 (д;*,.«),•)»
где Л £ Г 2 £ Е Я^.,,.

§5. ПОВЕРХНОСТНОЕ УРАВНЕНИЕ ГИНЗБУРГА-ЛАНДАУ.

ГИББСОВСКАЯ СТРУКТУРА И ОБРАТИМОСТЬ

Преобразуем стохастическую градиентную систему в систему, состоящую из 

уравнения Гинзбурга-Ландау в соединении с уравнением для переменной Хо- 

Возникает вопрос : в каком смысле хорошо известные свойства предыдущего 

уравнения переносятся на последнее и наоборот. Мы рассмотрим также частный 
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случай так называемого поверхностного уравнения Гинзбурга-Ландау и опишем 

класс его обратимых состояний. Мы используем следующее непрерывное преоб­

разование Тх и его измеримое обратное Г։ :

Г Ti : П »—♦ Е х (Г, Tx(w) = (w0, V(w)), ы = (ы.).€И<,
1 Гх : Е х ।—+ П, Г1(ыо>1?) = w»

где = wo + 52 Пь для любой цепи Со.ь соединяющей 0 и ». Мы будем упо- 
Ь€Са>(

треблять строчные буквы тх и 71 для этого преобразования, если пространство 

траекторий Е заменяется на IR.

Из следующей леммы вытекает, что можно отождествлять градиентную систему 

с системой Гинзбурга-Ландау в соединении с переменной Xq.

Лемма 5.1. Пусть ф,ф и (т,-), задаются как в Теореме 4.1, а дх - 

вероятность, определяемая соотношением рх = 1/Г|, где и €

(1) Если X = (X,), является решением стохастической системы 

(Grad),, с начальным распределением ։/, то преобразованный процесс 

7\(Х) = (Хо,У), Y — является решением поверхностного уравне­

ния Гинзбурга-Ландау, связанного с Хо и имеет начальный закон рх : 

f dYb(t) = -l(Va/i)b(rx(X0,y)(t)) di + d[Vß)b(t),
(GCIXo)^ dX0(t) = ֊Ja0/i0(rx(Xo,r)(t))Ä-»-dA)(t), ь € (2Z")’,t € [0,1] 

UXo,r)(0) f px,

Здесь dh = (dth,),еИа и ß = (Д)<€И<.

(2) Обратно, если (Х0,У) является решением (<?£/X0)P։, то X = 

Гх(Хо,У) является решением (Grad)».

В частности, вероятность Q на Е х Q* является законом распределения (Xq, У) 

и решением для (££ГХо)Я։ тогда и только тогда, когда Qr։ = Q*, что эквива­

лентно условию Q = В этом случае мы будем писать Q = QH>.

Используя хорошо известные свойства (Grarf)F (см. [2]), получаем следующий 
результат существования и единствен ноет* и для (££ZX0)Ml : если 0т(Ф՝ (™Л) г 

0 и дх = рг, для некоторого v Е £?т(^» 70 Q1*' является единственным

решением {QCIX0),tl. Кроме того, так как и —► Q* является биекцией между 

дт(ф, (тп,),} и GT (Я, Рт), то дх является биекцией между

{pi = {фу ("*«)<) } и {<?"' =С^; :(Г €дт(Я.Р՞’)}-: v €

Эта лемма даёт характеризацию обратимых состояний из (^£/Х0) в классе 

начальных состояний вида рх. Пусть - преобразование обращения времени
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в пространстве траекторий Е х 9* :

Хо : Е х 9' —♦ Е х (Г, хг((«о(«))., (ч(<)).) = ((«о(1 -1))., (ч(1 - «))>)•

Лемма 5.2. В условиях Леммы 5.1 следующие утверждения эквива- 

лентны :

(1) р։ обратимо для (££/Хо)> Т.е. С)1*. = С}1*1.

(2) р1 = иГ։, где I/ € $т(Ф, (^,)։).

Доказательство использует следующую характеризацию обратимых начальных 

состояний и (Оас/)>, в классе $т(Ф, (пг,),) : “ обратимо для (Сга</), т.е. = С?" 

тогда и только тогда, когда и Е $т(Ф՝ (^1)»)- Здесь х обозначает обращение 

времени на 9. т.е. (ы(<))։ »—> (ы(1 — *))։•

(1) => (2) : Мы должны показать, что и € <7т (ф, («/т,)и, следовательно, 

= (у. Имеем

° х) = <?'“(/« (х ° Г,)) = <?- (/ о (Г, о х;>) = <?- (/ О г,) = (Г(Л.

Здесь мы использовали обратимость /ц и коммутативность следующей диаграм­

мы : _
9 2 Е х (Г

Й

х I I Хо 
т,

9 р Е х 9’

(2) => (1) : Если р € £т(^. (Лх,),), то аналогично, получаем

<?<։՛ (/о х’) = (?"(/о (7։ о Х)) = (?^‘(/)•

Лемма 5.2 доказана.

Рассмотрим следующее не связанное уравнение Гинзбурга-Ландау из [9]. Пусть 

V действительная, чётная С2-функиия, которая строго выпукла (см. (4.8)). 

Для любого заданного а > 0 и любого и € рассмотрим процесс

У = (Уб)б€(2г<)., являющийся решением следующего уравнения :

ЙП(1) = -О 4(1) - I £ ИМ«))֊ Е И^Ю) (Н+

+<1(7ДМ1),
4(0) £ б€ (Я')', 16 (0,1).
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В этом случае исходный гамильтониан /1 = (Л.,), задаётся по формуле

М®) = ах; + £ И«« ֊ х = (г,), € \

для которой УдК о Гх является функцией только У, но не Хо. Легко видеть, что 

потенциал ф определяет А и, следовательно, поверхностную динамику, задавае­

мую по формуле
ф,(х<) = ах;, 

Ф>1 (։«= У(х1 ~ (5.1)

Указанная динамика удовлетворяет условиям Теоремы 4.1.

Нашей целью является описание класса обратимых состояний для У, »Там ения

для <ЭС1 ИЗ класса состояний и' вида и? с и € $т(ФЛ™»)<)- Из Леммы 5.2 

вытекает следующее утверждение.

Лемма 5.3. Если и - вероятностная мера в (ф, (</!,),), то её образ и? 

относительно V является обратимым для У решением уравнения $С1 

таким, что (у* = инвариантно относительно обращения времени

X՝ на О’, т.е. С’ о(х’)՜1 =(?^.

Следовательно, Пример 4.1 даёт нам примеры обратимых состояний для соответ­

ствующей поверхностной динамики. В частности, возникает следующий вопрос : 

Пусть ф - потенциал, заданный по (4.7) (т.е. а = 0 в (5.1)), тогда $£1 соот­

ветствующее этому потенциалу, совпадает с уравнением введённым Фунаки и 

Шпоном в [9] :
1= -1 ИИ֊(*)) - ИЧП (*}>] Л + <*(*ДМ0.

I У(0) ь € (22 ')-,/€ (0,1].
(5-2)

Согласно Предложению 4.1 и Лемме 5.3 получаем следующее утверждение (см. 

Предложение 3.1 из [9]).

Теорема 5.1. Любая вероятностная мера в £(/»’, П՛ “) (см. Н>4) явля­

ется обратимым состоянием для поверхностной динамики Гинзбурга 

Ландау, определяемой по (5.2).

§6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДИВЕРГЕНЦИИ ПОВЕРХНОСТНОЙ 

ДИНАМИКИ ГИНЗБУРГА-ЛАНДАУ
В заключение преобразуем (Хо?^) решение уравнения (^£/Хо)>*։» с

I/ € &т(Ф, (тп,),), посредством непрерывного преобразования

Т2 : Е х (Г <—► Е2 х П, Т2(ы0,п) = (^о, ^*п).
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Здесь е обозначает связку в (И'7)’, определённую по ։е = 1, у, - 0. В одномерном 

случае (1 = 1, Т2 является биекиисй и мы можем рассмотреть сё непрерывное 

обратное отображение Г2, определяемое по формуле 

Г2 : Е2 х О —> Е х (Г, Гг(и?о,Ыс, г) = (а>о,т?),

где и является единственным элементом в Я", который является решением 

следующего уравнения :

Г 2| — 52ь:у»=1 1 £
I ъ =

Пусть Т = Т2 о Т1 к Г = Г1 о Г2. Как и выше мы используем строчные буквы 

т2, т.73,7, если Е заменено на П1 в определении преобразований Т2,Т и т.д..

Лемма 6.1. Пусть ф, ф и (тп,), определены как в Теореме 4.1 и р = иг» 

где у € £т(Ф.(»М.-)-

(1) Если X — решение уравнения (Сгас/)„, то преобразованный

процесс Т{Х) = (Ло,Уе,£), 2 — является решением следующего 

уравнения:

/ dz.it) = -1(дал),(г(х0.К,2)(<)) л + </(Д/3).(»), • € гг՞*, 
] йГ։(։) = -}(7вм.(г(Хо,г.,г>(е))л + <<(У|9).(0.

’ "՛՛՛ ] (/Хо(։) = -|а>Ло(Г(Хо.П.2)(О)Л + </(Д)о(։), <е[о,1],
I (Хо, у., 2)(0) с. Д.

(2) Обратно, если (Хо,Уе.Е) — решение уравнения (/ХоЮр» то 

X = Г(Хо>К-2) является решением уравнения (СгаЛ)*.

Таким образом, если £т(^։ (»**»)») 0 и д = для некоторого у £ 5т(ф< (ггч)»)’>

то = 0^ является единственным решением уравнения (1ХоУе )я и мы получа­

ем следующую характеризацию обратимых состояний для динамики (1ХоУе)ц-

Лемма 6.2. В условиях Леммы 6.1 следующие утверждения эквива­

лентны :

(1) р - обратимо для решения (Хо,Уе,2) уравнения (1ХоУе) в том 

смысле, что (У. = С)1', где у« г обозначает обращение времени в

пространстве траекторий Е2 х 0.

(2) р = уг, где у € $т(Ф, (Лх,),).

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 5.2.



Преобразовании гиббсовских состояний ... 63

Теперь рассмотрим парный потенциал ф, введённый в (5.2) с У(а:) = г2. В 

этом случае легко проверить, что процесс 2 является решением следующего 

стохастического дифференциального уравнения, которое представляется новым ;

fdz.it) = (△„£),(։) л + ։ДД0),((), .ей, ։ 6 (о,։],
I 2(0) 1/Д. <6 ։>

Здесь Да - а-возмущённый оператор Лапласа, т.е.

△а : Ш.'Д —> IR22, — (а + 2) X, + Xi-i-

Отсюда следует утверждение, описывающее класс обратимых состояний для 

вышеприведённой динамики.

Предложение 6.1. Если I/ принадлежит то его образ г/д

относительно дискретного оператора Лапласа △ является обратимым 

состоянием для динамики (6.1).

Я благодарен профессору Престону за обсуждение проблемы границы Марти­

на для спецификации. Автор выражает также свою благодарность профессору 

Цессину за помощь в работе и вдохновляющие дискуссии.

ABSTRACT. The paper proves, that if P is a Gibbs state with specifica­
tion П that satisfies Dynkin condition, then the image measure of P is a 
Gibbs state specified by П*’՛*, which is obtained from П by means of some 
renormalization transformation. As an application, we transform solutions 
of stochastic gradient applying discrete gradient and Laplace operators, 
and prove that the transformed states are mixtures of special Gibbs states.
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СРАВНЕНИЕ ДЛИН ВЫВОДОВ В СИСТЕМАХ ФРЕГЕ И 
СИСТЕМАХ ФРЕГЕ С ПРАВИЛОМ ПОДСТАНОВКИ

А. А. Чубарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика 
том 35, К։ 5, 2000

В статье сравниваются длины выводов в системах Фреге и системах 
Фреге с подстановками. Описывается случай, когда выводы в системах 
Фреге с подстановками моделируются из выводов системы Фреге с 
полиномиальным ростом.

§0. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1-3] изучалась связь между сложностями выводов в системах Фреге 

(^-системы) и системах Фреге с подстановками (5^-системы). Было доказано, 

что существуют тавтологии, выводимые в системах Фреге с подстановками за 

п шагов, в то время как количество шагов их выводов в системах Фреге без 

подстановок были не менее, чем 2СН для некоторой постоянной с. Также было 

доказано, что при переходе от выводов в 5^-системе к выводам в ^-системе, 

в этих примерах наблюдается лишь квадратичный рост длины вывода 4], [5]. 

В общем случае установление оценки роста длины вывода является открытой 

проблемой (см. [4]).

В настоящей статье описывается специальная конструкция выводов в в систе­

ме Фреге с подстановками, для которых при переходе к аналогичным системам 

без подстановок достигается максимальный (экспоненциальный) рост количест­

ва шагов выводов, хотя рост длины вывода при указанном переходе полиномиа­

лен (есть надежда, что рост длины вывода максимален). В статье выявлен ряд 

важных свойств выводов с подстановками, обеспечивающих не более чем поли­

номиальный •Ист при переходе к системам без подстановки.

§1 . ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Вначале напомним понятия системы Фреге и системы Фреге с подстановками.
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Система Фреге 7 использует некоторое конечное, функционально полное мно­

жество пропорциональных сцязок и определяется конечным множеством схема­

тически заданных правил вывода или диаграммами вида {А1 Аз ...А*)/В (при 

I- = 0 соответствующее правило определяет схему аксиом); 7 непротиворечива 

и полна, т.е. для каждого правила вывода (А1 А2 ...А*)/В, если все А2 А2 ...А* 

принимают значение “истина", то и В принимает значение “истина", и всякая 

тавтология выводима в 7.

Система Фреге с подстановкой 87 получается из 7 добавлением правила 

подстановке («-правила), с выводами вида А/(Асг) для любой подстановки <т, 

состоящей из отображения, ставящей переменным соответствующие формулы (в 

частности, переменные). А ст обозначает результат замены в А каждой перемен­

ной на соответствующую формулу.

Мы будем пользоваться общепринятым определением вывода (вывода из посы- 

лок) в данной системе как конечной последовательности формул, каждая из ко­

торых является аксиомой данной системы, или получается из предыдущих по 

одному из правил вывода.

Вывод в /’-системе (5/’-системе) будем называть /-выводом (5/-выводом). Ко­

личество вхождений в формуле / называется длиной формулы / и значает-

ся через /(Г). Длина подстановки ст —
Р1

определяется величиной

1(<т) = шах/(у>,). Сложностью вывода называется сумма длин всех формул 
!<•<>

вывода.

В работе Т был описан метод преобразования заданного ^/-вывода в /-вывод.

Опишем этот метод : пусть некоторая формула ф из ^/-вывода получается из 

<р по «-правилу, т.е. существует подстановка ст такая, что ф = <р а. Для вывода 

формулы ф в 7 повторяют вывод у?, используя подстановку о во всех формулах 

этого вывода.

Так как множество всех подстановок замкнуто относительно композиций, то в 

описанном выше методе максимальное число различных формул в /-выводе мож- 

но получить следующей конструкцией 5/-вывода : каждое применение «-правила 

к некоторой формуле должно чередоваться с /-правилом, применённым и 

к у? и к результату подстановки. Кажется естественным ожидать, что именно 

для таким образом построенного 5/-вывода, мы получаем максимальную слож­

ность преобразованного /-вывода, /-вывод, смоделированный из некоторого 87- 

вывода описанным в [1] методом, называется моделирующим /-выводом.
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§2 . СПЕЦИАЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

Вышеупомянутые “плохие” формулы, имеющие О(п) строк в ^-выводах и

(7(2П) строк в Г-выводах. выводятся в 5Г-системе. причем з-правило исполь-

зуется чередованием с правилом (сил-правило). Мы будем рас-
сматривать конструкции, имеющие 5Г-выводы.

Мы будем изучать только ^-выводы, имеющие полиномиальный рост, с помо­

щью перехода к ^-выводам. Таким образом, предположим; что заданы Г-система 

и соответствующая ЗГ-система. Доказываемые в этой работе результаты не за­

висят от используемого языка, тем не менее, мы предполагаем, что вместе с 

другими логическими символами в нашем языке присутствует —

Определение. Последовательность формул Го. Л, ■••• ^2к (к > 0) называется Го- 

порождённой сил-цепью (с.ц.) если :

1) для каждой формулы Г2,г1 (0 < * < к — 1) существует подстановка а, такая, 

что Г2,+1 = Г21 сг,,

2) каждая формула Г2,+2 (0 < ։ < к — 1) получается из Г21 и Г2, + 1 по некоторому 

сил-правилу.

Отметим, что любой концевой отрезок Г2р. Г2р+з,.... Г2* (0 < р < к) некоторой 

с.ц. Го, Рх...., Г21 также будет с.ц., порождённой формулой Г2р. Целое число к 

назовём протяжённостью сил-цепи Го, Г),.... Г21 (к > 0). Отметим, что если 

с.ц является 5/'-выводом, то к - число применений з-правил. В дальнейшем с.ц 

протяжённости к будем обозначать через к-с.ц., а если к-с.п. Го-порождена. то 

будем обозначать Го — к-с.ц. Через Ьга-к обозначаем сумму длин всех формул в

Го — к-с.ц.

Отмстим, что не каждая формула может породить с.ц., и существуют формулы,

порождающие к-с.ц. любой протяжённости (например, формулы р\ -> (рз —*■

Р1), Р1 -> Р2 V Рх, Р! -> -'-■Р1 и Т.Д.). Следует отметить, что 5Г-выводы 

вышеназванных “плохих” формул являются с.ц., по ждённые именно этими

тремя формулами, причём эти с.ц. являются минимальными выводами для 

названных “плохих" формул [1-3].

Формула называется с.ц.-порождающей формулой (с.и.п.ф.). если она может 

породить к-с.ц. для любого к. Очевидно, что с.ц.п.ф. должна иметь вид А —► В 

для некоторых формул А и 23. В дальнейшем, для любой формулы вида А —> В 

через (А -> В)о и (А —> ВЦ будем обозначать формулы А и В, соответственно.
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С.ц.п.ф. Го назовём минимальной, если с.ц. Го, Г1, ..., Гз* не является концевым 

отрезком какой-либо иной с.ц. Г°, Г1,..., Г2*( = Го), Л,..., Гз*.

Лемма 1. Если формула Го = А -4 Во является с.ц.п.ф. и 1(А) = а, 

/(Во) = Ь, то

1) при Ь > а 4- 1 существует постоянная ко (зависящая от а и Ь) такая, 

что для любого к > ко имеет место неравенство Ьр0-к > (1 + д ; |Г ;

2) при Ь = а существует постоянная ку (зависящая от а) такая, что для 

любого՜к > ку имеем Ьрв-к > 2“+г (2а 4- !)•

Доказательство : Пусть Г). Г1։.... Г21 является Го - Л-с.ц. такой, что для 

любого ։ (0 <։<!•“ 1) Г2,+1 = В, -> В, + ь где В, = А<т, и В,+1 = В, а, 

для некоторой подстановки <т., а Г21+2 = Л -> В,+1. Если /(В,) = п,, то

Ьра-к = (к 4- 1) а 4- 2Ь 4- 3(тц 4- п2 4-... 4- п^-_1) 4- 2пь 4- 2к 4- 1. (1)

1) Пусть Ь > а 4֊ 1. Число различных переменных формулы с I логическими 
Ь — а

выводами не превышает /4-1. Нетрудно убедиться, что /(<то) > ----- г. и Дляа + 1
и, — и

любого ։ (0 < г < к — 1) 2(<т,) > —^-у-, и поэтому

п, *)•

тогда

П1 4- п2 4-... 4- > Ьс — с14- Ьс2 — <1(с 4-1) 4- Ьс3 — с/(с2 4- с 4- 1)4-

. , Ь — 1 лк — 1 к — 1 ,. . с1 ֊ С . с — 1 — ск 4՜ к
4-.-4-Ьс* ‘ ֊ с/(с ’4-С1 ։ 4-... 4֊ с 4֊ 1) = Ь-------  - й----- ------ —----- .

с - 1 (с — 1)-
(2)

Подставляя (2) в (1), получаем

Подставляя значения с и (1, находим

Ьго-к >(14- —^—г)к{Ъ - а)(3а 4-5)4- к(4а 4- 2) 4 1 4- За3 4- ба - Ь (За 4- 4). 
а 4՜ 1

Если к > Ь(3а 4- 4) — За3 — ба 4- 1
4а 4-2

и Ь- а > 1, то ЬГо-к > (1 4-
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Пусть ко =
Ь(3а 4֊ 4) - За2 - 6а 4-1 

4а 4- 2 , тогда для любого к > ко, учитывая, что

Ь > а 4- 1, получим >(14-

2) Пусть а - Ь. В этом случае оставшееся правило, не возможно построить к­

с.п. для достаточно больших к. Тогда = (2к 4֊ 1)(2а 4- 1) и для 1, = 
2«+1(2а -|- 1) — 1
---------- - имеем Ьро-Яц = 2в+1(2а4- I)2, и поэтому для любого к > 4։

имеем Ьр0-к > 2<։+1(2а4- 1)’. Лемма 1 доказана.

Описанным выше методом моделирования преобразуем с.ц. /Ь>А. —. А* так, 

чтобы ^/‘-выводы переходили в /‘-выводы. Каждый вывод можно представить 

в виде графа следующим образом : каждой формуле взаимно однозначным соот­

ветствием ставится некоторая вершина; если формула <р выводится некоторым 

правилом из формул V», 7> то вершина, маркированная <р связана с вершинами, 

отмеченными и 7. Каждая подвешенная вершина этого графа соответствует 

некоторой аксиоме. Этим путём с.ц. и её преобразованная последовательность 

представлены Рисунками 1, 2.

Формула <тЛ1<тр...<г^/ является результатом последовательного применения

Пусть Ьр0-к обозначает сумму длин всех формул последовательности, получен­

ных в результате описанного моделирования из с.ц. /о, /34. Очевидно, что

каждая формула любой с.ц. является тавтологией, и поэтому Гц выводима в 

любой /'-системе. Пусть - сложность кратчайшего вывода в /.

Лемма 2. Если Ро = А —> Во является с.ц.п.ф., 1(А) = а и /(Во) = Ь, то 

1) при 1> > а 4- 1 сушествуют постоянные с и £ (0 < £ < 1) такие, что для 

любого к > А:о < с( Ь_к)1+1о|։*1 +<11, где к0 — постоянная из Леммы 

2) при и = Ь и для каждой системы Фреге / существует постоянная 

с такая, что для любого к > к\ < с- £г0-*1 где ~ постоянная из 

Леммы 1.

Доказательство : 1) При Ь > а 4- 1 рассмотрим граф на Рис. 2. На каждом 

уровне этого дерева каждая формула (кроме /о) получается подстановками из 

каких-то, находящихся левее. Следовательно, формула (отмечена

*) является самой длинной. В этом дереве число различных формул есть 2 и 

поэтому

£/•„_* < 24+1-/(ГоаосГ1...ак-1).
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Рис. 1 Рис. 2.

Пусть а - подстановка, являющаяся результатом последовательно применённых 

подстановок <то. <ть..., сг*_1. Следовательно, Ро<т = (А —> Во)<т = Асг —> Во <т —

Асг —► Вк. т.е. 1(<т) < пк и ЦГо<т) < ЦА <т) + 1 + тц < (а+1) п* + Ц-тц, < (<з + 3) пк.

Поэтому имеем Ьрс-к < 2*+1(а + 3) пк <

<(а+3)2*+1-£Го_к<(а + 3)2

Для к > ко, полагая с — (а + З)2 и £ = (а + I)՜1» получаем Ьр0-к < с • *+* * ՝

Доказательство пункта 1) завершено.

2) При Ь = а, т.е. а-правило состоит в переименовании переменных, то число 

различных переменных каждой формулы Г, (0 < » < 2к) нс больше чем 2(а + 1) 

(число различных переменных формулы Го). В [7] доказано, что любая тавто­

логия <р может быть выведена в 7 нс более чем за 2т I шагов, где С] - по- 

стоянная, тп - мощность характеристического множества тавтологии </>, а I 

- длина тавтологии <р, причём длина самой длинной формулы этого вывода не 

превышает Сз I для некоторой постоянной С3. Переменная принадлежит харак­

теристическому множеству, если она имеет и положительное и отрицательное 
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вхождение ь формулу. Следовательно, мощность характеристического множес- 

тва некоторой формулы не превышает половины вхождений всех переменных в 

эту формулу, т,е, £р31г < с •2<։ + 1(2<*4- 1)՜ для с = С1 -с?. а для к > Л| будем иметь 

££ < с • Ьга-ь- Лемма 2 доказана. 
•

Лемма 3. Для любой системы Фреге 7 существует постоянная </ такая, 

что сложность 7-вывода формулы А —► С из формул А-+В и В ->С не 

превышает сЧ, где I = гпах(/(А), ЦВ)Л(С)}.

Доказательство можно найти в [7].

Определение. 57-вывод А1, А},.... называется каноническим, если можно 

указать подпоследовательность формул А,о, А,,,..., А,„ (А,„ = Ат), которая 

является с.ц., порождённой формулой А,о такой, что ЩА1о)х) > Ц(А,0)о) 4-1.

Число применений «-правила в 5 7-выводе называется протяжёностью 57- 

вывода. Если 57-вывод - канонический, то максимальную протяжённость со­

держащейся в ней с.Ц., назовём с-протяжённостью.

Определение. 57-вывод называется с— ^-каноническим, если его с-протяжён- 

ность равна к.

Лемма 4. Для любого к > 0 в любой 57-системе можно указать с - к- 

канонический вывод, протяжённость которого линейно зависит от к.

Доказательство : Рассмотрим следующие утверждения :

а) Для 7-системы (57-системы) одна из аксиом есть с.ц.п.ф.;

Ь) сил-правило есть одно из 7-правил (57-правил),

1. Если оба утверждения а) и Ь) выполнены, то доказательство очевидно.

2. Если Ь) выполнено, а а) нет, то прежде надо вывести с.ц.п.ф. с постоянной пр

тяжённостью. Это даёт возможность построения требуемого с— ^-канонического 

вывода.

3. Если а) выполняется, а Ь) нет, то порождаем с.ц. Го, 71,.... 7зь вставляя между 

каждой парой формул 72, + 1 и Гз.+з (0 < «'■ < к - 1) ■‘моделирующее сил-правило 

(см. Лемму 3). Пусть р - число использованных я-правил подстановки во встав­

ке” (отметим, что р не зависит от а, но зависит от 57-системы). Следовательно, 

57-вывод, имеющий с-протяжённость к, будет иметь протяжённость 4*(1 + р)֊

4. Если же не выполнены ни а) ни Ь), то поступаем сначала как в пункта а 

затем как в пункте 3., получая вывод протяжённностью с + Л(1 -»• р)- Лемма 4

Доказана.
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Теорема. Для произвольной системы Фреге 7 существует полином р(՛) 

такой, что для достаточно большого к, если £1 является сложностью 

с — к-капонического вывода некоторой формулы Р, то Ь? < р(Ьъ).

Доказательство : Из Леммы 4 следует, что для любого к существует канони­

ческий 5Р-вывод, с-протяжёкостью равной к. Пусть А\, А2,Ат есть с — к- 

канонический вывод, его подпоследовательность Ро, Р1> •••> где Рз* = Ат, яв- 
ГП

ляется с.ц. максимальной протяженности, и Ьк = £2 Преобразуем этот 5Р- 
в=1

вывод в Р-вывод следующим образом. Если Ро является минимальной с.ц.п.ф., 

то выпишем Ро в 7. Пусть /о ~ сложность этого кратчайшего вывода Ро в 

Р. Теперь между любой парой формул Рз,+1 и Р2,+2 (0 < ։ < к - 1) вста­

вим Р-вывод минимальной сложности формулы Р314.3 из формул Р21 и Рз,+1. 

Согласно Лемме 3, сумма длин формул “вставки" не превышает с'/,, где /, = 

П1ах{/(Р2^),/(Р2,+1),/(р21+2)}. Теперь преобразуем полученную последователь­

ность методом, описанным выше («$Р-вывод в Р-вывод). Согласно Лемме 1 су­

ществует число ко = ко(Га), зависящее от длины формулы Ро такое, что для 

любого к > к0 имеем £* > £/•„_* > (1 +-------г)* при до = ^((Ро)о)>
До + 1

Пусть / = шах{/о,с^1| —Очевидно, что I <</ • Ьь- Повторяя доказатель- 

ство Леммы 2, нетрудно убедиться, что при тех же к^, до, и для любых к > ко 

имеем

< 2‘c'£t Lk < c'(l + 1
1 4- До

)* ։oei-M/r։4-.o)alJ < c'£2+bg1+։/(l+.o) 
Jr

2

Если же Ро не является минимальной с.ц.п.ф., то тогда мы берём минимальную 

с.ц.п.ф. Р° такую, что последовательность Р°, Р1,.... Р2*°(= Pq), Pi,...» Рп также 

является с.ц.. Естественно, что зо = зо(Ро)- Преобразуя эту последовательность 

вышеописанным методом, получим, что для каждого к > к0 4- «о и до = Ц(Р°)о) 

будем иметь ту же оценку для £^.

Пусть теперь - множество всех минимальных с.ц.п.ф.. Взяв д = max Z((^)o),
*€П

к = max ко (у*) и з = тахзо(у>) для всех к>к+зиР = Р2к будем иметь

Lp < г£^+,°в|+’/(։+-> Теорема доказана.

§3. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА КАНОНИЧЕСКИХ ВЫВОДОВ

В заключение приведём основные свойства канонических выводов, которые иг­

рают существенную роль в не более, чем полиномиальном росте сложности при 

переходе к Р-выводам.
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Естественно, что важным является наличие с.ц., со свойствами :

1) экспоненциальный рост длины формул в каноническом ^/-выводе;

2) наличие в с.ц. формулы, аккумулирующей в себе результат всех последова­

тельных подстановок л-правил из с.ц..

Если /-вывод, моделирующий некоторый 5/-вывод протяженности к. то 7- 

вывод содержит 0(2*) формул, и, следовательно, его сложность не меньше, чем 

0(2*). Поэтому свойство 1) обеспечивает достижение этой-оценки, а свойство 

2) ограничивает возрастание этой оценки полиномом. Оба свойства не являются 

характеристическими для сил֊правила.

Очевидно, если на основании некоторого /-правила с этими свойствами можно 

построить соответствующую цепь, то и утверждение теоремы будет выполнять­

ся для соответствующего канонического вывода.

В работах [6], [8] было выведено понятие существенной подформулы тав- 

тологии Г, как неэлементарной подформулы, повсеместная замена которой на 

некоторую новую переменную превращает формулу Г в нетавтологию. Как до­

казано в [6], [8], если формула В выводится из формул Аь Аз,..., Ак некоторым 

/■-правилом, то множество существенных подформул формулы В имеет толь­

ко ограниченное число формул, нс принадлежащих множествам существенных 

подформул формул Ах, Аз,..., А^. Если формула А а выводится 5-правилом из А, 

то каждая существенная подформула формулы А а является результатом под­

становки в некоторую существенную подформулу формулы А. Следовательно, 

если В выводится некоторым /’-правилом из А и А<т, то мощность множества 

существенных подформул формулы В может быть в два раза больше мощности 

множества существенных подформул для А. Итак, для некоторой с.ц. мы име­

ем экспоненциальный рост не только для длин формул, но также для мощности 

множеств существенных подформул.

Важно отметить, что модель ./-выводов оптимальна для ^/-выводов. В [8] дока­

зано, что если существенные подформулы некоторых тавтологий не получаются 

одна из другой по 5-правилу, то такие тавтологии имеют одну и ту же сложность 

как для '5/-выводов, так и для /’-выводов.

Отсюда следует, что гипотеза об экспоненциальном росте длины выво^л при 

переходе от 5/-системы к /-системе является неверной.

ABSTRACT. The paper compares proofs in Frege systems w։th and 
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without substitution. A case is outlined, where substitution Frege proofs 
can be polinomially simulated by Frege proofs.
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
Р. Л. Шахбагян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, № 5, 2000
В статье доказана теорема о единственности решений смешанных граничных задач для некоторого класса параболических уравнений четвёртого порядка с переменными коэффициентами.

§1. ВВЕДЕНИЕПусть П С 1К - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = дП.В цилиндре <2 = $2 х (0.Т) рассмотрим уравнение четвертого порядка вида
+ △"«+£ и — »п(х, 2) и = /(х, 2), (1)

где Д2 ֊ бигармонический оператор иэ
Ьи= - £М=1 »ч

ди
дх, ’

Поставим смешанную (начальную и краевую) задачу :
ц(т, 0) = 0. х Е П, (2) 

(3)где Е = Г х (0, Т), а I/ - направление внешней нормали к границе Г.Пусть ||а,Дг)|| - симметрическая матрица, ич € С1(П)> и пуст*» лля любого 
х Е П, £ € R3 «,>«• (4)|'и = 1В статье исследуется вопрос о единственности решений задачи 111 (3) при предположении (5)



76 Р. Л. Шахбагянобусловленном тесной связью задачи (1) — (3) с задачей существования опти­мального управления нелинейной системой с распределенными параметрами ви­да (см. [1]) и< 4- Д2и 4- Ь и — и3 — V. (б)Фактически, доказательство существования оптимального управления для зада­чи (б), (2) и (3) существенно опирается на теорему о единственности решенийсоответствующей линейной задачи (1) — (3) при условии (5).При более жёстких ограничениях на тп(г,<) и при отсутствии младших членов,доказательство единственности для уравнения четвёртого порядка вида (1) при­водится в [2].§2 . ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВАОбозначим //'(Я), л € 2^ пространство Соболева функций ц(т), определенныхна О. с нормой
пгде а = - мультииндекс, П° = ————|а| = V ак.

дх^дт»' &Я’(^) = замыкание в норме Я'(П) множества финитных, бесконечно дифферен­цируемых функций Я_’(П) = пространство, сопряжённое кН*(П).£'(0.Т;Я*(П)) = гильбертово пространство функций н(х,<). наделенное нормой
11 1Н*)Н>

£’՝((), Т: £°(П)) = пространство функций «(։,<) с нормой
11и(011ь»(П)

Определение. Пусть / € £2(0, Т; Н~2(П}). Функцию и е £2(0, Т;Я2(П)), и, € 
Ь (0. Т\ Н ”(П)), и(х,0) = 0 назовем решением задачи (1) — (3), если для любого £2(0,Т;Я2(П)) имеет место интегральное тождество

У^(и‘ “ и) 4- Дu•Дvdzdt+

и,. dx
(7)

Тот факт, что тпи € £2(0. Т; Н *(П)) будет доказан ниже. Сходимость осталь­ных интегралов в (7) очевидна.



О е ДИнетвенности ре шеяи й параболич е с к и х уравнений 77§3 . ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИТеорема 1. Пусть функция ц(х,{) является решением однородного уравнения + Д2и 4- £ ц — т(х,<) и = О,удовлетворяющего условиям (2) и (3), а коэффициенты оператора £ и тп(х,£) удовлетворяют условиям (4) и (5), соответственно. Тогда и — 0. Теорема 1 вытекает из априорной оценки для решения задачи (1) — (3).Предложение. Пусть функция и(г,<) есть решение задачи (1) — (3), где коэффициенты оператора £ и тп(х,1) удовлетворяют условиям (4) и (5), соответственно, а / £ £3(0, Т; Я-2(П)}. Тогда справедлива априорная оценка
Пп1к»(0,тЛ’(П» ֊ С (8)Доказательство Предложения : Пусть и(т,I) - решение задачи (1) — (3), принадлежащее пространству £2(0, Т:£/2(П)). Рассуждая как и в доказательстве, приведенном в [2], умножим тождество (1) на и(х,4) и проинтегрируем обе его части по области П. Интегрируя по частям и используя условие (3), получим

֊֊ [ 2 dt Jn u(x, t)|2dx 4-
= I m(r, t) u2 dx 4- I f(x,t)udx.

Jn Jn• • Из условий u(t) 6Я2(П), свойств пространства Я*(О) (см. [1]) и положительнос­ти матрицы ||au(z)|| следует двусторонняя опенка
Ci - / (!△ up -*֊ £<ч(*) «х, ur, 1 dx < с2 ци(*)н^<п> (1°)

с некоторыми положительными постоянными С\ и С2. В дальнейшем через С,, i > 2 будем обозначать различные постоянные. Оценим в отдельности интегралы, входящие в (9). Имеем
!</•“>!< П/(*)Ня-»(П)- Сз + с< М<)11£а(П|՛ (п)где < означает распределение. Постоянная > О будет выбрана ниже. Имеем

m(x.t) ч2 dx

— Нт(<)114»/«(п) ՛ 11и(0111м/»(пр
(12)
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/ |и|и<а(Ь= / |иГ • |и|2/3</ж <Уп Уп— 11и(<)111։(п։ ՛ Ни(ОП/։(Л)՛ (13)

При п = 3 имеем непрерывное вложение Я։(П) С Ьб(П), в силу теорем вложенияСоболева т.е. Я1 (И) С Ь6(П) (см., например, [1]), т.е.
1М01|£*(П) < С |М*)||я«(пр (14)

В силу известного интерполяционного неравенства для пространств Соболева(см. [3]) ;|и|1н.(п> < сц«пйП) (0<з<2),при 3=1 имеем
П«(։)11я'<ч> < С> ||и«)|1н/;|П| • ||и«)||^п, (15)

Теперь, учитывая (13) — (15), неравенство (17) можно записать в виде А т(т, 4) и (1т < 1МП1|£^(пг 11^)111%) • !1и(01|/։(л) ֊< Со ||™(0||дт/«(П) ■ Им(£)Н^а(П) II ,4( 0|1 £,*։ (П| *

По неравенству Юнга получаем
П

и2 (1х 1М‘)Н^|П| + Сг||т(<)11[/Д(П| 1М‘)ПЬ(П|. (16)< €

где £ > 0 будет выбрано ниже.Подставляя оценки (10), (11), (16) в (9), получим
2 + (С։ ~ С< - е) Пи(г)Г^։(п) -< С,||т«)||^<(П1 ’ 1|я(0|։1»(П| + Сэ ||/(<) Пи -։ (пр

Выбирая Сч > 0 и е > 0 из условия Со = 2(С1 — Сц — с) >0, получаем следующую оценку : 
^Ни(г)Нд»(П) + с<> 11и(<)11^|П| < Сю 1',п(<)1|/Г/«(П) • НпЮН1։(П) + СиП/(011н-з(п)*(17)



О единственности решений параболических уравнений 79Согласно неравенству Гронуолла, поскольку и(0) = 0, т £ / ££2(0,Т;Н-2(П)), то из (17) получим 
||<*(<)|11>(П) - С„ ехр (с,о |!т(т)||[/Д|п|</г I х
х 2 П/(’-։|11г->(П1 «Р (֊С,о ||тк)И74.(П|<ь) <1г< С„||/||’,(0Т;„-,(П||.

(18)В частнрсти, из (18) следует, что
Ни1|£-(О,Т;£’։ПП < С12 ||/|1х։(0,Т:Я-»(П)|-

Интегрируя (17) по < £ [О, Г] и учитывая оценки (18) и (19), получим
НТ)||1.(П, + С, ||«||’ т;Л < с,о [ ||т«)||^4(П) ■ ||и(<)|Ц,<П| а+

•/о
+ С11 П/111»(0,Т;Я-։(П)) - С։з 11/Н1։[О,ГЦУ-»(П) ’ 11ГЛН£Т/«(О)'+՜

(19)

(20)
+ Си Н/1!1»(01Т.Я-3(Я) < Си ||/Н1։(0,Т.Я-։(П|)-

Итак, приходим к искомой оценке 1М|£а(0 г,^3)П)) < С։5 ||/1|£»(о,Т;Я֊’(П))- кото­рая непосредственно следует из (20). Доказательство Предложения завершено. Теперь, полагая в уравнении (1) / = 0, в силу линейности, из оценки (8) следует единственность решения задачи. Таким образом, Теорема 1 также доказана.Докажем теперь корректность задачи (1) (3), т.е. что из условий и €£2(0.Т:Я2(П)), т € £7/,*((?) следует ти £ £2(0.Т; Я"2(П)). Действительно.имеем
- 11т(*)||£т/«(Я) • 1Ы<)1к»(пг (21)

Интегрируя обе части (21) по I € [0, Т] и применяя неравенство Гёль дера.получим
Г ||т «тиХ\(П, л < /Т моиЯп,л $ 

/г \ / гг \ 7/31< ( [ и(0117Д(я)ш) Д 11и(^!'®.(п)л1 >

\Уо / V0 /что равносильно неравенству
|рп- НГ7|11ьг,4(<?) 1иНьв(<?г (22)



80 Р. Л. ШахбагянИз оценки (19) следует, что для решения и задачи (1) — (3) имеем
и € Z2(0,Т:Я2(П) П £°°(0,T;Z2(Q)).

Поскольку при п = 3 имеем непрерывные вложения Н2(П) С С(П) и Н1(£Г) С 1б(П), то и е ьв(<?).Из (22) и (5) получаем тли € 142/зх((?). Следовательно, из очевидного вложе­ния Я2(П) С £42/хх(П) = (£42/зх(П)) (♦ означает сопряженное пространство) следует, что £42/зх(П) С Н~2(П). Но для сопряжённых пространств имеем вло­жения 1«/11(0,Т;1^Э1(П)) С £42/х։(0,Т;Я-а(П)) С £2(0, Т; Я-’(П)). Иными словами, ши 6 £2(0. Г; Я”2(П)). Доказательство завершено.
ABSTRACT. A theorem on uniqueness of solutions of mixed boundary 
value problems for some class of fourth order parabolic equations with 
varying coefficients is obtained.ЛИТЕРАТУРА1. Ж. - Л. Лионс. Управление Сингулярными Распределенными Системами, Москва, Наука. 1937.2. Р. Л. Шахбагян, “Единственность слабых решений эволюционных уравне­ний”, Изв. НАН Армении. Математика, том 34, № 3, стр. 75 - 84. 1999.3. J. - L. Lions, Perturbations Singulières Dans les Problèmes aux Limites et en Contrôle Optimal, Lecture Notes iu Mathemacics, Springer, 1973.3 марта 200(1 Ереванский государственный университет



КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О ЕДИНСТВЕННОСТИ ОБЩИХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ

Г. Г. Геворкян, М. П. Погосян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К* 5, 2000

Вопросы единственности ортогональных рядов остаются одними из важнейших 

вопросов в теории ортогональных рядов. Основной литературой в этом направ­

лении являются работы [1 - 12). Известно, что для тригонометрической системы 

существует ряд. который п.в. сходится к нулю, и при этом не все коэффициен­

ты равны нулю [11]. Возникает следующий вопрос : при каких дополнительных 

условиях из п.в. сходимости ряда к нулю следует, что все коэффициенты равны 

нулю.

В [3] доказано, что если для ряда по тригонометрической системе имеет место

равенство

Пт 
А-♦ +

А/х{т : 5'(г) > А} = О,

где 5* (г) — мажоранта ряда, то из п.в. сходимости к кулю частичных сумм ^того 

ряда следует, что все коэффициенты равны нулю. Это утверждение было дока­

зано для систем Хаара, Уолша, Радемахера и Франклина. Возникает вопрос :

можно ли обобщить это утверждение для рядов по произвольным *рт. •֊•՛/мл- 

рованным системам ? настоящей заметке доказывается, что тахое обобщениеВ
невозможно, а конкретно, доказывается следующее утверждение.

Теорема 1. Для любой функции ?(х), х £ (0.1), удоалетворяющей 

условиям

1° у>(х) > о, х е(о,1),

2° у>(х) убывает на (0,1),

3° <р(х)(1х = 4-ос,
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существуют ортогональная система {/„(х) }^=0 на Ч и последователь-

ность {а„}^=0 такие, что
£>.. I > О- 

н=0

(1)

п=0

= 0 п.в. на [0,1),

р{х £ [0,1]: S"(i) > А) < м(* € [0,1]: fM > А),

(2)

(3)

где S*(t) := sup 
N n=0

- мажоранта ряда ^2 ап /м(х). 
п =о

Доказательство : Будем определять функции /,։(х) по индукции. Пусть

cio f0(x) = во1|/оП(х) = V2 ' ^(1/2) (функция ранга 0),

(функция ранга 1). Тогда

:= ОО Мх) + <!,/,(!) =

Интервал [0. 1/2] назовем интервалом порядка 1 и обозначим через := [0,1/2]. 
Функцию 02/2(1) = о?1/?’^) определим следующим образом : пусть оз/з(х) = 0 

при х £ ^։>, <33/2(2) = -5(0|(х) на правой половине /^^ а на левой половине 

<»2/2(1) определим кусочно-постоянным на конечном числе интервалов так, что

€ [0,1] : S10՛(х) 4֊ о2 /2(х) > А} < д{х € [0, 1): у>(х) > А)

при А > у?(1/2). Так как <р(х) (1х = +оо, то этого всегда можно достичь. 

Интервалы постоянства функции 5(1> := 5<0’ + 03/3(1) назовем интервалами 

порядка 2, а функцию а2 /з(х) назовем функцией ранга 2.

Пусть построены функции ранга меньше п, обладающие свойствами :
функции /^'’ и /,2' ортогональны при (&,») / (т,/);

функция Д кусочнопостоянна на конечном числе интервалов ;

для функции 5,п) = 52 а['' /['' имеем ц{х £ [0,1] : 5(п)(х) > А} < ц{х 6 [0,1] :
*<•

?(х) > А}.
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Интервалы поптовнства функции $(•> вмооеы „нарвалами порядка п - 1 и 
обозначим их через £>, i = 1..... „нумеровав елева направо. Положим

м = «(од]51''1*1)’ Тогла ОПР««'ЛИМ функцию /1"(х) И ЧИСЛО al'1, i = I,...,*.-! 

следующим образом : пусть а2"Д"(х) = 0 при х £ 4'2,, al" = -$<•>(։) 

на правой половине 4'2։> « па левой половине al"/l"(x) определим кусочно- 

постоянным на конечном числе интервалов так, что

а!"Д"(х)<(х = О,

")(х] + а,1," 4"(х) > М при х € supp /1"(х) Г։4'2 , ,, 

е 4'2, : $<“’(։) + a|."4'>(x) > А} < ;-Lp{x € (0,1]: у>(х) > А}

при А > М где - левая половина интервала 4'2 ։. Можно выбрать Д'^х) и 
(»>а” , удовлетворяющие приведенным условиям, так как V| <p(z)dx = +ос.

Если перенумеровать функции последовательности {а„ /п'^х)}^-։ последова­

тельно, то для полученной последовательности {<*,. А (х))£^ будут выполняться 

свойства (1) - (3). Теорема 1 доказана.
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