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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА
Общие системы Франклина, порождённые квазидвоичным разбиением отрезка 

[0. 1], были введены самим Франклином в 1928 году. Однако их систематическое 

изучение началось несколько лет назад, в основном усилиями ереванской школы

по ортогональным рядам. Настоящий сборник статей содержит наши последние

результаты в этом направлении. В статье Г. Г. Геворкяна и А. А. Саакяна 

доказана безусловная базисность для общей системы Франклина в пространствах

Мо. ։]) (1 < р < ос), удовлетворяющей условию, которое слабее, чем слабая 

регулярность. Несколько теорем единственности рядов Франклина получены в 

статье М. П. Погосяна.

В своей статье А. А. Талалян указывает на класс линейных регулярных методов 

суммирования ортогональных рядов, обладающий тем свойством, что из сумми

руемости почти всюду ортогональных рядов одновременно всеми методами этого 

класса следует их сходимость почти всюду.

Две статьи М. Г. Григоряна посвяшечы свойству универсальности ортогональ

ных рядов. Построен ортогональный ряд, который универсален относительно пе

рестановок или в смысле частичных рядов как по метрике пространства Ьр ([0, 1]) 

(1 < р < 2), так и в классе всех почти всюду конечных, измеримых функций в 

смысле сходимости почти всюду. Предложен алгоритм построения квазиунивер- 

сального ряда по любой полной, ортонормальной и ограниченной в £₽о([0,1]), 

ро > 2 системе.

Ереван, август 2000 Г. Г. Геворкян



О БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИСНОСТИ ОБЩИХ СИСТЕМ 
ФРАНКЛИНА

Г. Г. Геворкян, А. А. Саакян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К» 4, 2000

В статье изучаются общие системы Франклина, которые распростра
няют построение Франклина на произвольные множества узлов, и вы
водятся условия, при которых общая система Франклина является без
условным базисом в пространствах 1 < р< ос.

ВВЕДЕНИЕ

Классическая система Франклина, введённая им в 1928 году [1], как первый при

мер ортонормированного базиса в пространстве С([0,1]), является полной орто- 

нормированной системой непрерывных, кусочно-линейных функций с двоичны

ми узлами. Система Франклина полезна в изучении различных функциональных 

пространств, таких как 2/(0,1), Нр или В МО. С. Бочкарёв [2] доказал, что 

система Франклина является безусловным базисом в пространстве 2/(0.1) при 

1 < р < ос. П. Войтащик [3] получил характеристику пространства В МО в

терминах разложений по базису Франклина и доказал, что система Франклина 

является безусловным базисом в вещественном пространстве Харди Я1.

В настоящей статье из /чаются бшие системы Франклина. которые расширяют

конструкцию Франклина до произвольных узлов. Выводятся условия, при кото

рых общая система Франклина является безусловным базисом в пространствах

при 1 < р < оо.

§1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть Р — - последовательность разбиений отрезка [0.1] :

Л = {<>,.-:0< <<2*}, 0 = ^,0 <*м <•••<«,> = 1. У = 0,1....... (1)

такая, что

^2+1.2։ — ^,1> »=0,1,...,У, > = 0,1....... Нт шах |</,»+1 - <>,»| = 0. (2) 
;->о©О<1<2>
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ПОЛОЖИМ 7Г1 = Ро и

7ГП — {^>■♦■1,21 — 1 • 1 < М при п = V + Л, 1 < к < 2< (3)

Через Ьп = Ьп(Р) обозначим пространство непрерывных, кусочно-линейных 

функций на [0,1] с множеством узлов тгп, п > 1. Ясно, что разбиение тгп полу

чается из ■я'п-! добавлением единственной точки 1п = Следовательно,
£„ —) — 1 И (11111 £ п “ <111X1 £<> — 1 "Г Г

Определение 1. Обшей системой Франклина, соответствующей Р

Р’ЯХо» называется система функций Рр = {А)^_о, где /о(®) = 1։ Л(*) ~
2 Л (г - |), х € [0,1], а при п = 2,3,... функции /п определ тся (единствен

ным образом) условиями /п € Ь НАНа = А (А) > Общие
системы Франклина были рассмотрены в [4], [5]. Ясно, что при любом разбиении 

Р вида (1), (2) Рр является полной ортонормированной системой в £2[0, 1], а при 

tյ,, = уу система Рр совпадает с классической системой Франклина.

Так как ортопроекторы на Ьп равномерно ограничены в С(0,1) ([б], см. также 

[7], гл. б. Теорема 5), то при любом разбиении Р вида (1), (2) соответствующая 

общая система Франклина Рр будет базисом в пространствах (7(0. 1) и £Л[0, 1], 

1 < р < зс (см. [7], гл. 1, Теоремы б и 8).

Свойство безусловной базисности общих систем Франклина в пространствах Н1 

и Р*, 1 < р < ос было исследовано Г. Геворкяном и А. Камонтом [5]. Следуя [5], 

разбиение Р вида (1), (2) назовем слабо регулярным, если оно удовлетворяет

условию

и сильно регулярным, если

(4)

(5)

где 7 - положительная постоянная, не завис хая от ։ и

Г. Геворкян и А. Камонт [5] доказали, что сильная регулярность последователь
ности разбиений Р является необх мым и достаточным условием для базиснось—л

ти и безусловной базисности общей системы Франклина Рр в пространстве Н1, 

а при слабой регулярности из (4) следует, что Рр является безусловным базисом 
в пространстве £^(0,1) при 1 < р < оо.
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В настоящей статье рассматриваются последовательности разбиений Р вида (1), 

(2), удовлетворяющие следующему условию :

(*) Существует постоянная М > 0 такая, что для произвольной после

довательности ։^, 1 < < 2^, ] — 1,2,...

(6)

где Д>։< = [«>,։-и р - мера Лебега.

Легко проверить, что из слабой (и тем более сильной) регулярности последо

вательности разбиений Р следует (*), однако существуют последовательности 

разбиений Р, удовлетворяющие (*), но не условиям (4) и (5). Всякая последова

тельность разбиений Р. для которой существует натуральное число Г, облада

ющее свойством

если 72 > 71 + / И С ։ 70 < 2 (**)

удовлетворяет (*). Цель данной работы - доказать, что при выполнении условия 

(*) общая система Франклина Гр является безусловным базисом в пространстве 
£р(0.1) при 1 < р < оо. Отметим, что методы, приведенные в [2] и [5], не 

пригодны в этом случае (даже если Г = 2). Поэтому здесь предлагается как 

новый подход, так и использование некоторых результатов из [2] и [5].

Начнём с некоторых свойств общих систем Франклина при произвольных разби

ениях. Для п = 2’ 4֊ к, к = 1,...,2Л ) = 0.1,... точки разбиения обозначим 

через т” в возрастающем порядке :

0 = То < т" < •••< Т* — 1, г"к-1 — — <>+1,2*-1։

и пусть г"х = 0, т”+1 = 1. Положим также

{п} = (гз*-а> гп)» {” } — (г2*-3’г"*-1) > {п } — (гз*-1’гз*+1) *

В следующих двух леммах числа ; и к определяются из представления п — + к

с 1 < к < 2-’ и 1 6 {0,1,...). Доказательство Леммы 1 можно найти в [5].
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1-1
Лемма 1. 1) ||/„||₽ х Мп *, 1 < р < оо, где ап х Ьп означает существование 

постоянных 1) < с։ < сг < оо таких, что с։ |ап| < Ьп < £2)0«|, п = 1, 2,...,

3) если ։ < 2к — 2, то

|/«)|* -moi. w

4) если i > 2fc, то

1/(О1<|~^֊--|/«-1)|. (10)
° ri + l ~ 4-1

Для формулировки следующей леммы нам понадобятся обозначения :

А" — т," — An — Tjk_2 — т^_3 — '△J+i,2*-2|, — T2*+i Tik — !△>.*-•֊ 11»

p(A,B)= inf |z-у), при А. В С [0,1], (11)

dn(x) = количество узлов разбиения тп, лежащих в интервале (zjn).

Лемма 2. 1) Если г/‘_1 < х < г", : < 2к — 2, то

։ > 2k, то2) если т," < х < тД.։»

3) если J = (а, 6) С (0,1), то

f |/n(z)r dx<cJ-] 
J

dn(J) = min dn(x).

Доказательство ։ Для доказательства пункта а) применим индукцию по । = 

2к — 2,2к — При 1 = 2к — 2 результат непосредственно следует из 
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утверждения 2) Леммы 1. Предположим, что а) имеет место при т"_։ < х < г".

С учетом (9), при т£_, < х < г։’*_1 имеем

1/.(х)1 < |/.(<-1)1 < \ • 1/п«)|<

где последнее неравенство следует из неравенства

с — Ь 1
(d — b)(c — а) ~ d — а

0<a<b<c<d.

Неравенства в Ь) и 3) следуют из (см. (9))

ГЛ- а г Г
У 1л.(*)|р<^ < “р у 1А(®)Г^> 

п’-> гГ-»
i < 2k - 2,

где ар, 0 < Оу < 1 - постоянные, зависящие только от р. Неравенства в с) и <1) 

доказываются аналогично. Лемма 2 доказана.

Для любого интервала I обозначим через / интервал длины 3|/| с тем же 

центром, что I.

Лемма 3. Пусть Р — последовательность разбиений, обладающая свой

ством (*), и пусть р€ (1.2)- Существует постоянная Л/р > 0 такая, что 

для произвольного Г С (0,1)

Е (V • H/"C((o.i)\z) - м?՝

где
-• + - = 1, n(I) = min {п : П / 0}. (12)
Р 9

Доказательство : Пусть I = (а./З), I = и пусть г = 1В(/) € / ~ узел,

принадлежащий всем яп при п > п(1). Положим

֊<■=ш
Р<*п(Л

Н/Ж«(л ■ ^nlL»((0.i)\7)

где

Н/п||£,</) • Н/п '
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!•(/)

Докажем, что существует постоянная Мр > 0 такая, что
ОО

п == Е А-<МГ 
•»="</)

(13)

со
(сумма $2 

п=п(/)
А+ оценивается аналогично). Положим

Г1 = {п : п > п(/), 

Г2 = {п : п > п(/), 

Г3 = {л : п > п(7), 

Г< = {п : п > п(Г), 

Г5 = {п : п > п(/), 

Гб = {п : п > п(7), 

Г7 = {п : п > г»(7), 

и обозначим

{п}С[0,а))։

а € {п}, а £ {п}, саг<1 (яп П (а, а)) = 1} , 

{п} П (3, а) / 0, саг<1 (кп П (а, а)) > 2),

{п}Э(а.а)},

а £ {п),а€ {п}, саг<1 (яп П (а, а)) = 1} ,

{п} С [а, 1], {п} П <*■0 #0},

(14)

Для доказательства (13) достаточно показать, что

О, < Л/р, £=1,...,7. (15)

При п € Г., г = 1, 2 из неравенства с) Леммы 2 следует

(16)

Поэтому из неравенства 1) Леммы 1 при п € Г,, ։ = 1,2 получим

- ЧЗ? {п}) + А+)>

= с д“‘ (А*Н1Л,-‘
ЧзУ <₽(/, {»л + а:’ 

при этом (см. (8), (11))

(17)

‘ < пйп {։/„,։/♦} , (18)

Для доказательства оценки (15), в отдельности рассмотрим случаи ։ = 1,...,7.
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Доказательство оценки (15) для । = 1. Положим

П1(т) = £ А՜, Гг(т) = {п € Г> : <М/) = т}, т = 0,1,- (19)
пег,(т)

Отметим, что при фиксированном тп множество Г,(т) содержит не более одного 

номера из каждого двоичного интервала (21. 2}+1), ] — 0,1,— . Из (17) - (19) 

следует, что при т = 0,1, ...

П1(т) < Ср

(20)

где
Г,(т,() = {п е Г,(т) : 2*1/1 < р(/, (п)) < 2,+'|/|} (21)

((20) вытекает из того, что р(1, {п}) > |/|, если п € Гх).
Так как при п = 27" 4- кп € Г։(т./) интервал А;.+1,2к. лежит в (а - 2'*г|/|,т), 

то в силу свойства (*) и (8) получим

/ИЗД) ֊ ^\1\»

Ш

Отсюда и из (20) вытекает опенка

(»\тр/2 ос . /2\тр^2
з) ■ т1-г < сг

Следовательно, учитывая (14) и (19), получим

□о ОО / 9 ч тр/2

Пх = 52 «1(тп) < Ср 52 ֊1 , (22)т=0 т=0 ՝
что доказывает (15) для ։ = 1.

Доказательство (15) дли ։ = 2. Для п € Га имеем 4п(Г) =!,»'+> |/|. Согласно 

(17) и (18), имеем
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Следовательно, в силу (14), имеем

1=0 п€Г։(1)

V

№)р' (23)

где Г։(0 = {п € Га : 2»|/| < < 2'+1|/|}. Если п = 2'- 4֊ кп € Г2(/), то

в силу (8), полуним V* = |{п+}| = )△>.+!,2*,| + |△>.>k.+l|, и {п+} П / 0,

{п+} С (а - 2/+1|/|,т). Поэтому, согласно свойству (*)

Е 

■6Г։(О

< 1 V-
(р*)р - 2'я|7|*V ' 11 п€Г։(П

I + kn+ll) <

< 2Af^47r2,+a|/| =
2'р|/|я 1 1

8М

Отсюда и из (23) полупим

< Мр < оо, (24)
/=0

что и доказывает оценку (15) для i = 2.

Доказательство (15) для ։ = 3. Согласно утверждению 3) Леммы 2, из п € Гз 
следует

/2\ (d„(a)+rf.(£))P/2 /2ч..р/2

~ \3/ - Ср уз J ’ (2$)

где u„ = card (ля П (а, а)). Легко проверить, что

card {п € Г3 : 2'< и, < 2'+1} < 2'+1> 1 = 0,1,... (26)

Из (25) и (26) получим

°° /2\^а՛
Пэ < с„ У - 2,+l < мр < оо. (27)

z=o

Доказательство (15) для » = 4. Положим Г<(1) = {п € Г< : <п < о), Г<(2) = 

{п € : а < < а}, Г^(3) = {п € Г< : > а}- В силу оценок 2) Леммы 1 и с)

Леммы 2 при п е Гч(1) имеем

l/n(z)| < С х 6 /.и (28)
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Следовательно, в силу 1) Леммы 1 имеем

< и/.и;• Ц1/.(։)г <ь| < ад'1՜1 (^ + иг* <

<Ср^-И’-1 + С,^.|/Г1. П€Г,(1). (29)

Если п € Г«(1), то (5,о) С {п) П {п+}. Следовательно ип — |{п)| > |/|, и* =

|{п+)| > |/|. Пусть Г4(1,0 = {п е Г4(1) : 2'|/| < |{п}| < 2‘+1|/|}, I = 0,1..... Так

как {т} С {п} при п < т и п,т £ Г<( 1), то применив свойство (•), получим

п€Г«(1) <=ияЕГ«(М)

1001
2'р|/|р

1=0 4
(30)

Оценивая аналогичным образом сумму вторых слагаемых в (29), получим

52 А՜ < С. < ос. (31)
п€Г«(1)

Из условия 1) Леммы 1 имеем

||/.11,11/.|1,<с#4"М_^=с<«>. п=1.2.... (32)

Множество Г<(2) содержит не более одного элемента. Следовательно

£ а; < £ 11/.1? • или; < С, < ». (33)
п€Г42) "€ГДЭ)

Далее, для всех п € Гч(3) кроме, быть может, наименьшего номера п € ГДЗ), 

для которого величину 4՜ можно оценить, используя (32), имеем

{п+}С(а,г)С/, {п) С {п՜} и /, {п՜} Э (а.а),

(34)

Следовательно, дп 1 < у и в силу 2) Леммы 1 и а) Леммы 2.

получим

-1/а 1Л>/։

-1/а 
Дп

-1/а
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Из пункта 1) Леммы 1 и Ь) Леммы 2 при п € Гц(3) имеем

(35)

В силу (34) имеем рп > |/| при п € Гч(3). Поэтому, оценивая сумму 52 ֊ 
п€ГДЗ)

так же, как в (30), получим 52п€г4(з) < Ср < <х. Из этого неравенства вместе 

с (31) и (33) получаем

з
= 52 52 А՜ < Мр < ос.

1=1 П€Г«(/)
(36)

(37)

Доказательство (15) для » = 5. При п € Гз интерзал (а,а) содержит только 

один узел из множества тгя. Следовательно, < а < т"к_2 < а < т2к_1. 

Рассуждая как в (35), получим

а г>*->
л; < Ш'I Л: < с, ■ 4՜ ‘ I |/„(։)рх<С,|/|'-‘-2£-, 

О г*

откуда получим 

п5 = 52 а; < < оо.
«ег.

Доказательство оценки (15) для ։ = 6. Для п 6 Г$ имеем

д;1<2|/|, р(а,{п})>|/|,

и согласно пункту 1) Леммы 1

Н/.|И.<л < ад*՜1-

(38)

(39)

Обозначим через (7п,7п) интервал линейности функции /я, содержащий а. В 

силу (38) и пункта а) Леммы 2, при п 6 Гб, х € (7ш7п) будем иметь

1А(х)1 < С < с И1'» .
” \3; р- р(7п,{п}) ֊ \з) р(7л,{п})

Следовательно, в силу (39) и пункта Ь) Леммы 2

>•; < с,ЦАЦ'.,,, 7\f.Mfdx < с,(|),<1'(°)|Л>-1 .7-՜/՞ ■ (40)
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Положим
Гб(тп) = {n G Гб : dn (о) = тп} , П«(т) = V Ап ,

пег.(т) (41)
Г6(т,/) = {п€ Гв(т) : 2'|/| < р(7п,{п}) < 2,+ l|/|} , тп,1 = 0,1,...
В силу (40) и свойства (•) нах о.

(а - 2*+1|/|,Д) < С,

п£Г,(т,1)

2'^-1)-

Отсюда и из (41) и (38) получим
ОО

Пв(т) = £я։(т,1)<С, 
/=0

т = 0,1,...,

Следовательно
ОО

«в = 22 П6(т) < М, < ос. (42)
т=О

Доказательство (15) для ։ = 7. В силу пункта 3) Леммы 2 при п € Гт имеем

(43)

где ип — card (тгп А7). Так как card {пб Гт: 2' < u„ < 21*1} < 2'+1,1 = 0,1.....

то из (43) получим

(44)

Из (22), (24), (27), (36), (37), (42) и (44) следует (15). Доказательство Леммы 3 

завершено.

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Теорема 1. Пусть последовательность разбиений Р = {Р7)^10 обладает 

свойством (*). Тогда общая система Франклина Р = Гр является 

безусловным базисом в пространствах //(0,1), 1 <р< □©•

Для функции / € £1(0, 1) обозначим через Р(/, х) её функцию Пэли :

( 30 ) 1/3

(п=О )

где а„(/) = /о /(«)/п(ж) </*, п = 0,1,.... Для доказательства Теоремы 1 доста

точно (см. [7], гл. 1, Теорема 11) доказать следующую теорему.
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Теорема 2. Пусть последовательность разбиений Р — обладает

свойством (*). Тогда для произвольного р, 1 < р < оо существуют 

постоянные Ср, ср > 0 такие, что

с, 11/11, < ЦР(/)11, < с, 11/11,, /е£’(0.1). (45)

Достаточно доказать Теорему 2 для 1 < р < 2 (см. [7], гл. 1, Следствие 3 и

Теорему 11). Доказательство вто[ го неравенства в (45) основано на следующих

результатах. Через у/ обозначим характеристическую функцию множества I.

Лемма 4. Пусть I = (а,/3), и пусть функция Г/(/. г) равна нулю при 

г € (0, 1) \ I и совпадает с ортогональной проекцией функции /(х)\/(х) 

на пространстве линейных функций на /. Если |/(х)| с1х < у|/|, то

«) ЦТг(/)ц; < у’|/|, Ь) ||Т,(/)||,<Л,||/||€.(/). (46)

Доказательство : Положим

?1(«) = И’
, . 1 ( а + 0\ .^<։) = даН’' ’ ։ 6

Легко видеть, что функции и образуют ортонормированный базис в

пространстве линейных функций на I. Следовательно

Tj(f) = cx^i 4- с2^>2, с< = J dx, i = 1,2. (47)

Имеем |c,| = Ц/llj • ||?i||0o < ï/|/|1/2, » = 1.2- Отсюда вытекает пункт a) 

формулы (46). Второе неравенство в (46) следует из неравенства Цс^Л 

11/11, • II?.II, • II?.Пр < Лр -П/П,, ։ = 1.2. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть последовательность разбиений P = {/j)J^o обладает 

свойством (*) и 1 < р < 2. Существует постоянная Ср > 0 такая, что 

для произвольной функции /€ //(О,!)

д {х € (0,1) : Р(/, ։) > у) < ֊ П/Il; . у > 0՛ («)

Доказательство : Пусть / € ZZ(0,1), 1 < р < 2. Не умаляя общности можем 

считать, что ||/||, = 1 и у > 1. Рассмотрим множество С, = {х € (0,1) : 

АГ(/. ։) > у} = 0* . где ~ непересекаюшиеся интервалы из (0,1). Хорошо 

известно (см. [7], Приложение 1), что

Я«?,) < II/IC (49)
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а) |/(х)| < Л/(/,х) п.в к = 1.2,... (50)

Функцию / представим в виде

где

/(х) = Л(*) + *(*), (51)

Л(г) = /(х)х(0,։Л<;(т) + £Тд(/,х). 
к

(52)

Согласно пункту а) из (50), |Л(х)| < у п.в. на (0,1) \ (?, и применяя Лемму 4.
получим

11*11։ = / /։(։) <*х + У} [ Ц, г)Лг<
Ао,1)\С » /'•

<!?՜' / |/(х)Г +^(0)5 С,»3-’’Н/ПГ

Поэтому

а{х:Р(*,х)> |}< ±||Р(Л)Ц; = £ и*й < £ н/п; ■ * «г. .
Следовательно, для доказательства (48) достаточно показать, что

м{х:р^.х)>|}<^ц/н;.

(53)

(54)

Так как р < 2, то имеем

/ ч р/2
|р(#.х)Г = (£<■;(*)/.’(։)) <£м#>/..(’01'- 

\ п / п

Полагая С = Д, запишем

А {» : Р(ф,х) > |) < А (<5) + А (х е (0,1) \ б : Р(^.х) > |} <

<За(6) + ^ [ \р(ф,х)Гах< ^||/п; + £Е / |о.(*)/-(х)Г<ь-(551

(О,1)\в (0.1)\С?

Докажем теперь, что

(56)

(0.1)\С

откуда, в силу (55), будет следовать оценка (54). Положим

Фк{х) = Ф(х)х/Й (х).
30

^(х) = Фк{х}. 
к=1

(57)
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Из (52) следует, что для произвольной линейной на Д функции /(г)

/ ♦(։)'(։) ах = о.

В частности, ап(фк) = 0, если п < п(Д). Следовательно, в силу (57), имеем

52 
Дт>п(1»)

1<М4)| =
Д::п>п(1ь)/|>

к:а>я(7ь) к:п>я(/ь)

!1/р / \ 1/«

(к:п>п(1ь) )

Если п > п(Д), то интервал Д содержит по крайней мере один узел разбиения

Следовательно, для любого натурального тп равенство (ЩЬ) = т может 

выполняться для не более двух значений к, удовлетворяющих условию п > п(Д).

Следовательно

где С - абсолютная постоянная. Из предыдущих двух оценок вытекает

1«.(*)1<С,( Е 11**11?

Следовательно

КМАФГ <1х <

< с; Е и**С (л/з72)и-|'-> НАп;.и.) • •
к:п>п(/»|

Применяя Лемму 3, получим

п
(0.1)\с

(Л)... «л и;.<о,х)х7.
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с' 12 ИМ 1И4К.(ад • 11/-и',(0Д|Л <

< с, 12 нм;=с, ц<. *
Отсюда следует оценка (56). Лемма 5 доказана.

Лемма 5 показывает, что оператор Р(/) имеет слабый тип (р,р) при 1 < р < 

2. Так как Р(/) ограничен в £’(0,1) (точнее |[Р(/)||2 = ||/||2), то в силу 

интерполяционной теоремы Марцинкевича (см. [7], Приложение 1), получим

II Р(/)Н, < Ср Н/Н,, /€2/(0,1), 1<Р<2. (58)

Для завершения доказательства Теоремы 2 остается установить обратное нера
венство при 1 < р < 2 :

<=,11/11, <1|Р(/)11„. /££'(0.1). (59)

Эта оценка непосредственно вытекает из нижеследующей леммы. Для функции 

/ 6 £1(0. 1) положим

аир
ГП

22 “•(/)/.(։) п=О
Лемма 6. Пусть последовательность разбиений Р = {Р}}/2_0 обладает 

свойством (*). Тогда для произвольного / € £’(0, 1)

а) 5*(/,«)>А}< £||Р(/)||։, А > 0.
'А (60)

ь) 11^(/)1(,<Ср||Р(/)||р, 1<р<2,

где постоянная Ср не зависит от /.

Доказательство : Не умаляя общности можно считать, что / - полином : 

! = 52 ап/п- Для Л > 0 рассмотрим множества Ех = {х € (0,1) : Р(/, х) > А}, 
п - 1

В\ = {х : М(хЕх । х) > {}• Из свойств максимальной функции следует, что

Вх =ик4, р(Вх) < Ср(Ех), (61)

где /*, к = 1,2,... — непсресекающиеся интервалы. Если хо € (0.1) \ Яд, то 

М(хе^ хо) < Следовательно, для любого отрезка Д, содержащего хо. имеем

д(£лПД)<|м(Д). (б2>
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Положим П = ик Гц. Гц = {п : <п € /*, саге! (тгпПЛ) > 2}, Г2 = {1, ...,ЛГ}\Г1, 

и пусть ф, - £„€г, о-п/п> »=1.2. Докажем, что неравенства в (60) вытекают из 
следующих свойств а) и Ь) :

а) [ " |оп/я(®)| < Со I Р(/»®) Ь) |!Р(^2)||С(0,1) _ СоА, (63)

(ОЛ)\Вх

где В\ — \Jkh- Из (61) и (63) имеем

д : Г(^,г) > | < д (вА) + д е (0,1) \ ВА : 8я(ф^х) > <

< Зя(-Вд) + ֊ / 5*(*1. х) Лх < ЗС^Е.) + £1 / Р(/,х) Лх < ֊ ||Р(/)||։. 

(0.1)\В* в»
(64)

Так как 5* (/) < С • М(/) (см. [4]), то из неравенства Ь) в (63) следует

д {х : 5֊(фг.х) > ֊} < А ||ЛГ(^)||| < £ 11^11’ = £ ||Р(^)||’ < £ ||Р(/)||, .

\ (65)
Так как У = + Фз. то из (64) и (65) получим пункт а) в (60).

Для доказательства Ь) в (60) заметим сначала, что из (61) и пункта а) в (63) 
имеем

У1(А) :=д|։е(0,1):5'(^1։г)

< Сд(Еа) + Сд (ВА \ Еа) + £ у 

£а
В силу (65) получим

^2(А) :=д|ге(0,1):5’(^,х)>

Следовательно

>֊}<Сд(£а)+֊ / Р(Л*)<1Х<

Вь

Р(/, х) ах < Ср(Ех) + £ у Р(/, х) ах.

Ез.

||<сд(вЛ)+£ у р2а,х)Лх.

(0,3)\£а

'РШ ■■= я{х е (0,1): 5-и, х) > А} < «։(А) + ф,(Х)

<Сд(£:а) + т у Р(/1։)</х + 11 у 

£* (О,1)\Вх
Отсюда получаем (см. [7], Приложение 1)

ОО ОО
и^(/)н; = рУ А'>-11/>(А) ах<ср у Л*- 

о 0

Р’(/. х) <1Х

‘д(£д)аА+
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ОС ОО

+С, / А'՜’ / р</.х) Лх ах + с,1 Д’-’ I р'у,։) ах ах = 

0 0 (0,1)\£*
1 Л/л)

= С, ||Р(/)|{ + с,у Р(/,X) у А'-’ ЛХ Лх+ 

о о
1 оо

+С, у р’(/, х) у А'-’ лх лх < с, IIР(/)|{.

0 ■**(/.*)
Для завершения доказательства Леммы 6 остается установить неравенства (63).
Пусть I = (а.0) = 1к при некотором к. Положим

Г2д = {п : саге! (*„ П /) < 1, 1 < п < .V},

Г2.2 = {п : саг<1 (япП/) = 2, {п)П/^0, 1 < п < ЛГ},

Гг.з = {п : «п > 0, сага (хяП/)>2, 1 < п < ДГ},

Гзл = {п : и < а, сагс! (1гп П /) > 2, 1 < п < ЛГ},

Фз,։ = Пя/п» * = 1,2,3,4.
п€Га.<

(бб)

Пусть 71, 7з в 7з - узлы разбиений 1г„, п 6 Г2.х такие, что 71 < а < 72 < 0 < 73 

(если / нс содержит узла из тгп, считаем, что 72 = 73). Так как Р(/.а) < А. 

то из (62) имеем д{х 6 (71,72) : Р(Ф1Л, г) > А} < |(7з - 7։)- Учитывая, что 

х)]2 ~ полином второй степени на (71,72), имеем

ЛФзл.х) < СХ, X € (71,72)- (67)

Аналогично получим (67) при х € (73,7з)> т.е.

Р(02.1,х)<СА. т€/. (68)

Если множество Гз,2 непусто, то оно содержит не более трех элементов.

71,—,74 ~ умы разбиения тгп такие, что 71 < а < 72 < 73 < £ < 7<- Так же 

как и в (67), имеем Р(ф2,2}х) < СХ, х € (71.72)^(73,74)- На (72,Тз) функция

02,2 является суммой не более трех функций обшей системы Франклина. Таким

образом, получим

Р(ф2,2,х)<СХ, х € I. (69)

•Уценим теперь функцию Пзли для 02,з- Положим г»1 = пипГ2,з, и пусть 01 € 

%», а < 01 < 0, (01,0) П = 0, Гэ.3,1 = {п € Га,з (02,0)Пкп = 0}.
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Далее, возьмем п2 = тшГ2,з \ Г2։зд, и & < Р1 < 0, Г2։з։э =

{п С Г2,з : п > п2, (р2,Р) П пп = 0}. Если множество Га,з.>-1 и узел 0к_1 

известны, то полагаем пк = ։шпГ2,з \ Г2,з,к-1, 0к Е 7Гпц Рк-\ < Рк < Р, 

Г2,з.к = {п € Г2|3 : п > Пк, (0к,0)Пяв = 0}. Обозначим ^2>3>* = Еп€Г,, ь апЛ»- 

Если п 6 Г2,з,к, то /п линейна на (Рк,Р)ч и Р2,...,Рк-1 являются узлами из тг„. 
Следовательно, Р Фз.з.к, х) < СА, х € (Рк,Р)- Так как 1„ > /3, то имеем 

Р(^2.з,*о’х) < С (1)*°՜* А, * < *0, х 6 (а,/?к). Отсюда получаем, что

ОО
Р2(4з.з,х) = £>2(Фз.з.».։) < СА2, 

4=1
Аналогично доказывается, что

Р{$2Л> х) < С • А, х € I.

(70)

(71)

Из (68) - (71) находим Р(ф2, х) < С £*=1 Р(/ад, х) < С- А, х е Вх, откуда следует 

неравенство Ь) из (63).

Для доказательства неравенства а) из (63) достаточно показать, что

k = 1,2,... (72)

Пусть I = 1ка при некотором k0, и

Г = Г1։к0 = {п : 1П € /, card (irn П/) > 2}. (73)

Покажем, что
1
I Y, KA(։)I dx<c [ P(f,x) dx. (74)

а »€Г 1

Интеграл по интервалу (0, а) оценивается аналогично. Рассмотрим разложение 
Г = и^.0Гд, Г, = jn € Г : dn(J3) = jj. Из (73) следует, что при п € Г по крайней 

мере один из интервалов {п+}, {п}, {п՜} лежит в I. Наряду с этим выберем один 

интервал, близкий кои обозначим его через и,,. Если п 6 Tj, } = 0,1,..., то имеем

в
(75)

В силу (8) интервал ип состоит из двух интервалов линейности функции Для 

одного из этих интервалов (скажем йп), имеем

|пп/п(х)| <1т < 2 / |ап/„(z)| dx. (76)
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Обозначив через й; левую половину интервала йп, с учетом линейности функдии 
/п на ип получим

(77)

Из (75) - (77) следует, что при j = 0,1,...

1

(j) 52 jt_ Л/.z) dz.
•ег; *•

(78)

В силу свойства (*), при фиксированном у количество пересечений интервалов 

и՜ ограничено сверху числом, зависящим от М. Следовательно,

Р(/, z) dx < С (£ Р(/,։) dx < С Q)' P(f.x) dx,

где и = 0 «й- Суммируя эти неравенства по ; = 0,1,..., получим (74), а 
«€Г,-

следовательно и (72). Этим завершаются доказательства Леммы 6 и Теоремы 2.

ABSTRACT. The paper studies general Franklin systems, that extend 
Franklin's construction to arbitrary sets of knots and derives conditions, 
under which a general Franklin system is an unconditional basis in the 
spaces Zp, 1 < p < oc.
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ОБ ОДНОМ УНИВЕРСАЛЬНОМ ОРТОГОНАЛЬНОМ РЯДЕ
М. Г. Григорян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, X* 4, 2000
В работе построен ортогональный ряд, который универсален относительно перестановок или в смысле частичных рядов как по метрике пространства £р([0,1)) (1 < р < 2) так и в классе всех почти всюду конечных, измеримых функций в смысле сходимости почти всюду на (0.1].

$1. ВВЕДЕНИЕНачнем с необходимых определений. Эти определения зависят как от пространства 5 функций, определённых на отрезке [0.1], так и от типа сходимости Т : типичные примеры суть 5 = £*[0.1] или 5 = класс всех измеримых функций на [0,1], Т — сходимость по метрике £*[0,1], Т — сходимость почти всюду на отрезке [0,1] и т.д.Определение 1. Ряд
ЭС (1-1)

называется универсальным относительно перестановок в 5, Т, если для каждой функции /(г) € •$ члены ряда (1.1) можно переставить к •—> <т(А:) так, чтобы ряд
ОО

к = 1
(1-2)

сходился бы к функции /(х) в смысле Т.Определение 2. Ряд (1.1) называется универсальным относительно частичных рядов в 5,7՜, если для каждой функции /(х) € 5 существует частичный ряд ОО (1-3) к = 1ряда (1.1), который сходится к /(г) в смысле 7՜.
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Определение 3. Ряд (1.1) называется универсальным в обычном смысле в 5, 7՜. если для каждой функции /(и) € »5 существует возрастающая последовательность натуральных чисел тц такая, что соответствующая последователь- ность частичных сумм а}^Ах) сходится к /(х) в смысле Т.>=1Вопрос существования различных типов универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду или по мере был рассмотрен в [1] - [11]. Приведем несколько результатов из этих работ, которые имеют отношение к утверждениям, доказанным в настоящей статье.Первые тригонометрические ряды, универсальные в обычном смысле 5 = все измеримые функции и Т — сходимость почти всюду, были построены Д. Е. Меньшовым [1] (см. также [2]). Этот результат был обобщён А. А. Талаляном [3] на произвольные ортонормированные полные системы. Он также установил [4], что если {¥>п(х)}^р г € [0,1] является произвольной ортонормированной ООсистемой, то существует ряд V Ок<рк(х), универсальный в смысле частичных 4 = 1рядов в 5 = класс всех измеримых функций и 7՜ = сходимость по мере на [0,1]. Тот факт, что существуют функциональные ряды, универсальные относительно перестановок в 5 = класс почти всюду конечных измеримых функций и 7՜ = сходимость почти всюду, был отмечен Орличем [10]. Отметим, что Риман доказал (см. [11], стр. 317), что всякий неабсолютно сходящийся числовой ряд является универсальным относительно перестановок в 5 = все действительные числа.Поставим вопрос : для любого фиксированного р > 0 и произвольной ортонормированной полной системы {^я(х)}^։, существует ли ряд по этой системе, который универсален относительно перестановок (в смысле частичных рядов) в классе //[0,1] в смысле сходимости по метрике //[0,1]? Ответ существенно зависит как от числа р. так и от системы {рп(®))“=1-Сначала пок&жем, что при любом р > 2 (р > 1) и по произвольной ортонормированной (ограниченной ортонормированной) системе {<рп (®)} не существует ряда.который был бы универсален либ относительно перестановок, либо в смысле частичных рядов в 5 = //[0, 1] и Т = сходимость по метрике //[О, 1] (при р > 2 предполагается, что ^„(х) 6 //[0,1], п= 1,2,...).Действительно, если при некотором ро > 2 (ро > 1) и по некоторой ортонормированной (ограниченной ортонормир ванной) системе {^*(*)} существует ряд(1.1), универсальный относительно перестановок (в смысле частичных рядов) в
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5 = 17[0,1] и 7՜ = сходимость по метрике 17[0,1], то по Определению 1 (или 2) для функции (|а։| 4- 1)^>1(х) существует перестановка к >—► <т(к) (или возрастающая последовательность п* Т ос) такая, что

lim m—► оо

lim m—*зо

rn52 а<г(*(х) ֊ (|aiI + 1)^1(х)1 = 1или m52«ЧаУ»пЛх) ֊ (|<*1| + l)V’l(x) k = l
Так как ^>i(z) € £,о[0,1], (— + — = 1 при ро > 1, в до = оо при ро = 1), то в до Ропервом случае имеем ai = 1 + |ai|, а во втором случае

1 + |°1|={о1 припри
Это противоречие завершает доказательство.В [12] автор доказал, что существует ортонормированная система {о^(;г)}, х € [0.1], по которой можно построить ряд Гс^х), универсальный в смысле частичных рядов в 5 = £р[0.1] и 7՜ = сходимость по Р’-нормс при любом фиксированном р в [Г 2).Теперь сформулируем наши основные результаты.
Теорема 1. Существует ортогональный ряд, обладающий следующими свойствами 1), 2) и 3) :1) универсальный одновременно как относительно перестановок, так и относительно частичных рядов как в каждом Р[0,1], р € (1,2), так и « А ^(0.1), 1<р<22) универсальный одновременно как относительно перестановок, так и относительно частичных рядов в классе 5 = всех измеримых функций и в смысле Т = сходимости почти всюду на [0,1],3) для любого € > 0 можно найти такое измеримое множество Е С [0,1] с лебеговой мерой > 1 — е, чтобы имела бы место универсальность ряда одновременно как относительно перестановок, так и относительно частичных рядов как в каждом 5 = 17(Е), р > 2 и Т = сходимость по //(К)-норме, так и для класса 5 всех непрерывных функций на Е и 
Т — равномерная сходимость на Е.



Об одном универсальном ортогональном ряде 29Теорема 2. Существует ортонормированная система {шд(х)}, х <= [0,1] и последовательность коэффициентов с/,п такая, что двойной рядос52 ск,п^к(х)шл(у) (1.4)
обладает следующими свойствами :1) для каждого р € [1,2) и любой функции /(х,у) € £/{0,1]2а) члены ряда (1.4) можно переставить так, чтобы новый ряд сходился бы к /(х,у) в метрике пространства £*[0.1]2 относительно как сферической, так и прямоугольной частичных сумм,Ь) существует частичный ряд ряда (1.4), сходящийся к /(х,у) в метрике пространства £*[0,1]2 относительно как сферической, так и прямоугольной частичных сумм ;2) для любой измеримой на [0,1]2 функции /(х.у)а) члены ряда (1.4) можно переставить так, чтобы новый ряд сходился бы к /(х,у) почти всюду относительно как сферической, так и прямоугольной частичных сумм,Ь) существует частичный ряд ряда (1.4), сходящийся к /(х,у) почти всюду относительно как сферической, так и прямоугольной частичных сумм.§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫЛемма 1. Существует ортонормированная система {о>к(х)}, х € .0-1] такая, что для любой функции /(х) € £^[0, 1], р > 0 и для любых чисел Ро 6 (1,2), £о € (0, 1)» No > 1» существует измеримое множество Е С [0,1] 

Яи многочлен вида (?(х) — ^2 040,4(1), удовлетворяющий условиям к=.У0I) ||/(х)-(?(х)||,0<£о. |Я|> 1-ео,
гл2)

3)
4)

щах Р € [Ьро].
шах ЛГ0<*<ЛГ

< 211/11,, 
р

шах
А'0<гп<Л'

т52 а*и'*(х)
к=1Ч0

<1/(*)1 + со, х € Е,
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5) тах 

.У0<к<У
|а>Шк(х)| < «о. х € Е.

Доказательство 1 Пусть (2.1)
последовательность алгебраических многочленов с рациональными коэффициентами. Пусть {/3* (։)}*с=1 ~ последовательность функций, удовлетворяющих условиям Л(т) = 0, г £ Дк = г » /Дй |/Мж)|2^г < Р» Л(®) £ и,>2 1]»в як > 1, ж положим дк(х) = Л(т) + Дк(х), х € [0,1], к > 1. Очевидно, что сис- тема функций {?4(х))^:=1 линейно независима, замкнута в £2[0,1] и для любой -Vпоследовательности чисел с V |а*| > 0 имеем4=1

0 £’[°- Ч- 4=1 д>2Ортонормируя эту систему на [0, 1] получим, что система {^п(х))^°=1 обладает следующими свойствами :а) {<рп(х)} - полная ортонормированная система в £2[0,1],Ь) для любой последовательности чисел оц,, ...,а4у с V |ог*. | > 0 имеем4=1
52 ®т(х) £ и Ь’[0,1]. 
к=1 <?>2Теперь покажем, что для любого /V > 1 система 1 '»амкнута во всехпространствах 1^(0,1] для любого 1 < р < 2. Предположим противное, что при некотором ро € (1,2) и No > 1 система {у>к(х)} не замкнута в 1^°[0, !]•Тогда она не полна в £7° [0,1], где — 4- — = 1 при ро > 1. и до = оо ПРИ Ро = 1.9о РоТаким образом, существует функция д(г) 6 ЬЧп(0,1] с ||д(х)||2 > 0 такая, что

9(х)<рк(х) Их = О, к > No 4- 1.
Следовательно, для всех п > 1 будем иметь

где
у>п(х) Их - О,

1 < к < No.



Об одном универсальном ортогональном ряде 31Так как система {<рп(*)}1 полна в £2(0,1], то
No No .х

= д(х) е 1,о(0,1], 22*4= / <72(г)</х^О. 4 = 1 к=1Это противоречит свойству Ъ) системы {^п(х)}*=1.Пользуясь только что доказанным свойством, по индукции выберем попарно неперссекающиеся многочлены
N։<M-1*!*)= 12 <W(Z)»J=^’։ 1 < i < v(k),

1 = N^} < N[k} < ... < N™ = ЛГ<‘+1) < ... < N^\

так, чтобы для каждой /к(х) из (2.1) при к > 1 выполнялись бы соотношения
/»(»)֊ /»(»)֊*!*’ 1 <•< И»). (2.2)

где
И*) = max |/(։)| + 1, »€(0.1) (2-3)

и [у] - целая часть числа у. Согласно (2.2) имеем
Л(*)- < 2֊2(к + 1)

Определим орто нормированную систему {^(z)}^֊! следующим образом :
j = Mk-i + »» 1 < » < ^(Ь), *>1,

где mМо = 0, Mn, = ^2u(Är), m = l,2........4=1и покажем, что (2.4) есть искомая система. Пусть ро € (1.2) и /(z) Ь2[0,1].Возьмём функцию /ko(z) из (2.1) такую, чтоН/(х) ֊ Ло(®)11ро < е’. f = min (у՛ Mb).
feo>l°«jV» Pko>Po, M4O-1 > №■

Отсюда и из (2.4) следует
(2.5)

(2.6)
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шах

1<т<И*о)

у *!*•'(»)
£ им + ПЛ.(։)||, < 

р

<։ + П/(х)П, <2-||/(։)1|р. Рб[1-₽о), (2.7)
тах 1<|<Н*о) Р°

■■■ ч тах ИМ Л0(®)-Л!*0,(г)

+ ,(.о)11Ло(1)11- < 2՜2 Ь° <£ (2-8)Положим Ео = {г € [о, 1]: |/(г) - /*0(։)| < е),
{х 6 [0,1]: !/».(«) ֊ М‘‘’(Х)| < 2-*’} 1 < I < «/(Ло),

и(ко)

Е= Г) В,.
1=0

(2-9)
По неравенству Чебышева, из (2.3) и (2.5) следует |Е0 > 1-е, |Е,| > 1-2-<‘°+։\ 1 < » < «/(Ло). Следовательно, из (2.5) и (2.9) получаем |Е| > 1—Е. Согласно (2.2),(2.3), (2.5) и (2.9) имеем

тах 1<гп <1/(ко) А.

+1Ао(®)1 < |/(х)| -ь е, х е Е. (2.10)тах 1- «/(М Ло(։)-Л!‘”)(х)|+^|Л.(։)|<

—- шах |/(х)| < £о,
*€(0Д]

х € Е. (2-11)Используя ортопормироаавкую систему (2.4), определим

где = дко + 1 иГ ^Ьу11Л|*0,(®)11а» при j = дко_х +», [О, при ; € (М).Р*в-1]. 1 < « < «/(Ло),
В силу (2.4), (2.6) (2.8), (2.10) и (2.11) многочлен С)(х) и множество Е удовлетворяют всем утверждениям Леммы 1. Следовательно, {с*^ (։)}^։ является искомой системой. Лемма 1 доказана.



Об одном универсальном ортогональном ряде 33Лемма 2. Пусть {си к (х)) , х € [0,1] — ортонор мированная система, построенная в Лемме 1. Тогда для любого квадрата △ = х СТ = 0.1]։ и любых чисел 7 0, 6 € (0,1), ро € (1,2), > 1 существуют измеримоемножество Е С Т и многочлен
м22 СЬ'ЪНк(т)ып(у),

обладающие следующими свойствами 1) - 6) :
1) |£[> 1-6,
2) П7Ха(*,у)-3(*.у)1Ь>о = / \ 1/РоI УУ ИгХд(®, у) ֊ <?(*• у)|Г0<*Е Лу 1 <6,

где хд “ характеристическая функция множества △,
гпахЛГ<*.п<М к. л22

к,п=Я

шах
>/2У<Я<у/2М

с*,л^(т)а;п(у)
2№<1’+п’</Р< 9|7| • |△|1/Fв, Р 6 [1,Ро].

шах
#<к,п<М5)

гпах7¥<*,Я<Л/ *,1Г52 Ск1Па»*(т)уп(у)к,п=Х тах Ск.^4(г)уп(у)
< 2|7|Ха(®,у) + 6, (т, у) € Е,

6) „Л1**&<к,п<М
(х.у) € Е.

Доказательство : Применим Лемму 1, полагая /(х) = 7 • Ха, (*)• ^6 = €о = ֊. Тогда существуют измеримое множество Е\ С [0, 1] ■ многочлен <?1(г) = ак^к(^)1 удовлетворяющие следующим условиям
1°) |£1|>1-֊, 2°) ||7-ХД1(*)-<М*)11яо < ֊.
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3°) тах

Х<к<ЛГ։

к

1=Х

<27-|Л1|1/'. Р€ [1.ро],
4») тах ! 1*4^4 (х) (|ро < ,

5°) тах
к

22 <։*“*(։)
к=.У

< М-хдД«) + р Г 6 £1»

6°)
Положим

хпахЛГ<к<ЛГ1 х € Ег.

Мо = 2 • + 1).
Снова применим Лемму 1, полагая /(у) = ХД։(у)< М) — Мо, £ — Тогда существуют измеримое множество £? С [0,1] и многочлен 52п=лг0 Удовлетворяющие следующим условиям :

(2-12)
4.|д,|‘/»о
4 (711+1) ՛

Qշ{y) =

з00)

400
500)
б00)

100) 1^1 >1-5.
Лл

тах 
м0<ж<м

200 Нхд,(т)֊<?2(*)11яо<

шах
Мо<п<М

?€ [1,ро],
та* 116п‘*'п(у)11го < <^-|А2|1/,’% 

.•I О X П V .»/
п

22 Ьп01п(у) 
п=М0

У € £*2,

гпах
М0<п<М

1*п“п(!/)| < У € Е2.

ь2|1Р1Н,0 +

Положим теперь
Е = Е\ х = <?1(^)^2(у) = 22 ск.па/*(х)а>п(у), 

к,пхЛ/о
(2.13)
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( акЬп, при У < к < Мо < п < М, I 0, при к $ [ЛГ, ЛГ։], п £ [ЛГо, М].Отсюда и из 1°), I00), 4°), 400), 6°), 600) вытекает, что \Е\ > 1 -

шах -У<к,п<Л/ ||ск.пык(х)ыя(у)||я, <
шах 

;У<к,п<М
(։.«) ЕЕ,

||<?(։.») -1 ■ хд(*,»)!!,. < ||<?։(у) - ха.(»)11,. • |Ю։(1)Н,»+
+11<?1(х)-7Хд,(»)11я-|1хл,(»)1и<ЛВернемся к утвержде ям 3) и 5) Леммы 2. Если №+М02 < R3 < то длянекоторого гл© имеем то < R < то-г1. Из (2.12) следует, что R2> (то-1)2.Следовательно, из 5°), 500) и (2.13) при (г, у) € Е получимfc.1T52 ск,яа>к(т)ып(у)

к ,п=.№ 5^ "»о —152 52 (։)"«(»)
1г=Л’ п = т0

+ шах *52 Ск,т0^к(х)шт^у) к=.У
+ 1^0^П»0 (у)1 шах

< (1ч1-хд։(*)+ ‘М(хл։ +<М + <ЫМ-хд։(х) +М < МЫм)+
Аналогично, в силу условий 3°), З00) и (2.13) для всех р € [1, ро] получимгпах

^2У<Я<у/2М
Ск,пшк(х)ип(у)2№<>’+п’<Я>

Считывая соотношения 3°), 5°), З00)^00) и (2.13) при 5 М, п <получим
п т52 Ск,я^к(х)ып(у)*л52 с*,«^к(»)ыв(у)>yлz^Этим завершается доказательство Леммы 2.

(г. у) е е.

Р € [1. ро)-<4М-|Д|‘".

< 5Ы • |Д|1"-
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Лемма 3. Существует ортонормированная система {сид(С)}, < € [0,1] такая, что для любой функции /(т, у) Е £2(7) и для любых чисел р € (1. 2), с > 0, ТУ > 1 можно найти измеримое множество Е С Т — [0, I)2 и многочлен м<?(*-у) = 22 с4<по;*(х)ып(у),
удовлетворяющие условиям :

I) |£|>1-е, 2) ||/(х,у) - <?(х,у)||ра < С
3) шахЛГ<*Л<М Ск.„ик(т)и>п(!/)

тах.¥<?»• <М

тах ч/2-У<Я</2Л/
тах

ЛГ<*,п<МЛ,пV ск,п^(г)^п(у)*.п=ЛГ

с*|Па>*(х)ып(у)
1к*.^к(х)^п(у)||р

тах ч/2Х<Я<’/2ЛГ ск'Пшк(х)ип(у)
21'П<к*+п*<Л*

*.п=4У

2№<*’-Ьпа<Я3

< 2||/(ж, у)||р + £,
р

5) < 4|/(®, у)| + £, (х,у) е Е,

н<к^<м^Ск՝ли,^Шя^ < е' (х. у) € Е.

Доказательство : Рассмотрим ступенчатую функцию*0 р(*.у) = 22 7м 'Ха^(х,У) н=1 (2-14)
такую, что

(^1 • Iд-11/') + 11/(«.»> - н«. »>11, < ֊, (2-15)где 1 < и < */0 “ прямоугольная область постоянства функции <р(х, у). Пусть< Е [0,1] - ортонормированная система, построенная в Лемме 1. Пусть1 р ~ заданное натуральное число и 6 — —-—. В силу Леммы 2 16уосуществуют измеримое множество Е„ С Т и многочлен
{“'*(*) )Г=

22 ^’^(х)^п(у), (2.16)
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П'У.'-ХаДг.!/) -<Мх,у)Няо <

шах
Уз^<Я<՝/2ЛГи 52

2ЛР<1Р+п’<Я>•г

тах ЛГИ<*Л<АС
ТЛЯХ 

^<к,п<Л<и
ск^^к(х)^я(у)

шах
У2^<Я<\/2Л/И

2Х’<кэ+ша<Яа

гпах к.п 4*1**
2 |^о ($1 у) € £?•

шах 4Уи<*,п<.УЛ, 4^"* (»)"•(>) < е, (х,у) Е Еу.

Положим
Во = 1(х,у) ЕТ : |/(®, у) - р(х, у)| < ֊}• V - 1,....Ро.
В силу (2.15) и (2.18) имеем

1Д.1 > 1 ֊
г4ро ’ 1 < и < ц>-

(2.17)
(2.18)

(2-19)
(2.20)

(2.21)
(2.22)

(2.23)

(2.24)

< 9Ы • |Дк|։'’.

|Во1 > ։ - =.Таким образом, для фиксированного и, 1 < V < Мо определяются множество Е* С
Т и многочлен (^{т, у), удовлетворяющие условиям (2.16) - (2.22). Отметим, что можно взять = У, = Ми-х + 1, 1 < у < ^о-

Определим теперь множество Е и многочлен (?(т,у) следующим бразом :
(2-25)
(2.26)
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где
р0 М= V = 52 ск,пык(х)^л(у), М = М„а,р=1 к.п = Х (2.27)

с: .> при < ас, п .О, при к, п [ЛГ,,, Л/^], 1 < и < р0-
Из (2.15) - (2.18), (2.20) и (2.24) - (2.27) следует, что |£| > 1 - е,*0||/(®.у) - 9(х,у)||Ро < ||/(г. у) - ¥>(*, у)||р0 +52П'7«'ХАр(®’У) “ Зр(®1 !/)||*> < е, р=1||с*.„и;к(г)^„(у)||р0 < £, |с*,,^к(®)ып(1/)| < е, (®,у) € Е. Таким образом, утверждения 1), 2), 4) и б) Леммы 3 доказаны. Для доказательства утверждений 3) и 5) сперва заметим, что для всех р € [2<Ро] и и £ [1, ։аэ] имеем (см. (2.14) и (2.15))р-152117.хдД®,у)||р < |И®,у)||Р < ||/(®.у)11р +С, 1 = 1

р-152|7.ХД։(х,у)| < М®,у)| < |/(х,у)| + е, (х,у)еЕ. (2.28) 
1=1Для R 6 >/2М] и некоторого I/ € [1> И)] имеем \Z2Ni, < R < л/2Мр.Следовательно, из (2.27) будем иметь

р—152 ск>пилк(х)«,(у) = 52<?«(х.у)+ 52 ск,пык(х)ып(у). (2.29)2№<*»4֊п»<Я։ /=1 2№<к»+п’<ЯаИз (2.15), (2.18), (2.19) и (2.29) для всех р € [1,Ро] получим
52 ск,пык(х)шп(у) 1Х’<Р+в’<Я’

р-1

< 5211^«(х’У) -7.хд,(®,у)||р+
•=1

р

»л — 1527*Хд.(®,у)
>=1

< П/(х,»)11, + 5- 
р

>. ск,пи*(х)о/п(у)
Для любых (х, у) Е Е. всех R € [з/2^, у/2М^ и р € (1, ^о], из (2.21), (2.23), (2.28)и (2.29) вытекает

Ск,п^к(х)й/„(у)
1№<Р+п»<й’

р-1
< 521<2Лх’։')“Тг*хд-<х’1')1 +# = 1

р-1
527»ХД.(г’У) 
• = 1

р—152 ск,ж«*(х)ыж(у) < 2 4- 52 1ъхд.(®,у)| + 2|7рХдЛ®<у)1+
2№<ка4֊п։<Я։ 4 , = 1
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2иоАналогично, для всех к £ [ЛГ, М], п £ [АГ, М] получимАг,п52 ск,„ык(х)ип(|/) fc,r»=^ Р€ [1,Ро],

р52 ск,п^(х)о/п(у)
Д,Я=^Г

(г, у) € Е.<2|/(։,»)|+|.
Этим завершается доказательство Леммы 3.§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВДоказательство Теоремы 1. Пусть

{"։(1)}“=п ։= € (0,1] (3.1)
- ортонормированная система, построенная в Лемме 1. Последовательно применяя Лемму 1 к функциям Д из (2-1), находим последовательность множестви последовательность многочленовХь-1(Д(։:) = 52 а^ы1»(х)։ 1 < А/о < — < № < АГк+1 < .—♦ £ = 1,2........  (3-2)
которые удовлетворяют следующим условиям (3.3) - (3.8) :

|1Л(х) - 0*(*)11„ < р»=2-т. *>!- <хз>
тах

Л\-1 <

тах
Г<1,-1<:т<Нь

< 2||/к||р. р € [1-Рк],
р

гпах Л\_։<П»<М. <1Л(։)1 + 2*г‘,
тах
<т<ЛГк

— 2к

<2՜“, ։ёЛ.
|£»| > 1 - 2՜’*.

(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)

г €

Определим ряд по системе (3.1) следующим образом :
ОО ОО оо52 ак^к(х) = 52$‘(*) = 52*Я1 *=1 к֊1 ап=а!.*1, (3.9)



40 М. Г. Григорян
Покажем теперь, что ряд (3.9) удовлетворяет требованиям Теоремы 1. Пусть /(х) € Пкр<2^[0.1]. Предположим, что определены числа 2 < 1/1 < ... < «/,֊1,1 = я(д - 1), функции а,(,_ !) и многочлены-1<?„.(։) = V а!и’'ц/։(х),п = 1,..., т — 1 (3.10)
и для р 6 [1.р,] и 1 < у < т — 1 удовлетворяют условиям

/(*) - 52[<?е. (։) + а,(.(и,(.)(я)] < 2-0+3> + ||а.0|«.Ь)(։)||р,
тах < 2*; + 

р

з()) = пйп : {^еь-Ь •••»~ 1 }£ = 1 и {$(п) }„-!
(3-11)

-(1) Н 1-Рассмотрим функцию /Рт(х), 1/т > ^т-1 из (2.1) такую, чтоГП- 1/(х) - £ [<?•/.(*) + а|(п>ы|(п)(х)] - Л,(х) п=1 (3.12)
Для выбранного числа ит > 1/т_1 и соответственного многочлена (х) вида(3.10) положим

а(т) = пйп < п € -V : п £ - 1)Г=1 и {>Ж}։71']}-(3.13)Из (3.11) и (3.12) следует, чтоНЛЛх)Ц, < 2 • 2т+4 + ||а,(т-1)^(т-1)(х)||„ р € [1.Рт].
Отсюда и из условий (3.3), (3.4) и (3.12) при р€ [1.рт] будем иметь

шах (З.Н)

т-^(х) ~ + <։*(«)и,*(*)(®)] п = 1 ‘ (3.15)
Таким образом, из ряда (3.9) можно выбрать последовательность многочленовУ^«(г) вида (3.10) и последовательность функций {а։(т)Ш,(т)(х)}^_։, удовлетворяющих условиям (3.13) - (3.15) для всех т > 1. В силу выбора (^„(х) и а>(п։|‘*'*(т)(х) (см. (3.11), (3.13)). заключаем, что ряд

(3.16)



Об одном универсальном ортогональном ряде 41получается из ряда (3.9) перестановкой его членов. Ввиду (3.5), (3 9) и (3.13) имеем = °> Р € I1-2)- Отсюда и из (3.14) и (3.15) вытекает,что ряд (3.16) сходится к /(г) во всех метриках Ь>, 1 < р < 2. Следовательно, получаем требуемую универсальность ряда (3.9). Аналогично можно доказать, что ряд (3.9) является универсальным относительно перестановок в любом пространстве 5 = А^[0. 1] и 7՜ = сходимость по метрике Р*[0,1], 1 < р < 2.Пусть р 6 (1,2) ~ фиксировано. Легко видеть по индукции, что для каждой функции /(г) € 1/(0,1] из последовательностей (2.1) и (3.2) можно выбрать последовательность многочленов вида (3.10) и последовательность функций {/*,„ удовлетворяющих условиямп — 1/М֊Е <?֊.(«) ֊/►.(«)к=1Отсюда и из (3.3), (3.4) для всех п > 1 получим

зир .V
Следовательно, ряд (3.9) является дов в смысле 5 = 17[0, 1] и 7՜ = универсальным относительно частичных расходимость по метрике Р*[0, 1]. Аналогичнодоказывается, что ряд (3.9) универсален относительно частичных рядов в смысле 5 — Г11<р<3 £^[0.1] и Т = сходимость по Р’-нормс при л; бых р € [1,2). Этимдоказывается утверждение 1) Теоремы 1.Для доказательства утверждения 2) рассмотрим произвольную измеримую функцию Р(г), определенную на [0,1] и положим А = {х € [0,1]: |Г(х)|<оо),А+ = {хб[0,1] : Г(х) = +оо), А՜ = {х е [0,1]: Г(х) =-оо}. Предположим, что определены числа 2 < < ... < ^-1, 1 = з(1),..., л(? - 1), функциии {А(®)}£Г11, множества {С*}^=՜/ и многочлены ф>,й(х) вида(3.10), и для всех к = 1,..., т — 1 они удовлетворяют условиямГ /(*) - Е/=1[^и/(*) + а«0)ы*0)(։)Ь х € Л'Л(®) = ] ГП “ а»(*)"4*)(х)» ®€А+, (317)*֊ “Гм ~ а’(*)<*'«(*)(*)’|С*|>1-2-։*, |£*(х)| = 2"(*+,) + |<Ык)“'«(к)(*)1 + 1€С?к’ ՝318>
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тах

.V

ЯО

< Т + 2՜*+21а»(к-1)‘‘'»(к-1)(®)1»•V х € Ск-хПС*.
Рассмотрим функ > Рт-1 иэ (2.1) такую, что

хе [0,1]: |Гт_ < 2֊2(п» + 1) (3.19)
Выберем число рт и множество

л(т) = тт < п € Лг: п

полагая
{№.-1, Х,._, + 1........IV,. - 1)Г=1 и {»(*)}Г=՜!՛]} .(3.20)

Сй> = {։ € [0.1):Сй* = {։ е [0.1]: (3.21)
С„ = Е,. П сй> П ей»,

где множества были определены в начале этого параграфа. Из (3.3), (3.8). (3.19) и (3.21) следует, что
|(?т|>1֊2-՞1. (3.22)

В силу (3.17), (3.18) и (3.21) имеем
1Л .(»)1 < + 2-<"«> + 2|«.(„->|И.(т_1)(«)| + -1-,т — 1 X € Ст-1. Г1 Ст.

Отсюда и из (З.б), (3.21) вытекает
шах <2-‘ + 1Л.М1<

- т + т + 2|а»(п»-1)^*(т-1)(х)|, хССт-хПСп», (3.23)
Гто(х)| < ——у 4 2՜"* + |а,(„,)Ы,(т)(х)|, х € Ст, (3-24)

где Г„,(х) определяется согласно (3.17). По индукции можем определить последовательности {^т)^=1, {л(тп)}^’_։ И множества И следовательно можем выбрать функции }™=1 и многочлены {С?»/т(х)}*=1 иэ ряда (3.9),
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удовлетворяющие условиям (3.20) и (3.22) - (3.24) для всех тп > 1. Ясно (см. (3.2) (3.19), (3.20), (3.23)), что ряд

(3.25)
получается из (3.9) перестановкой его членов. Этот ряд сходится к Е(х) почти всюду на [0,1]. Положим С = иГ=1 П“=к(^т И Ет). Тах как э(т) —► ос при т —> оо (см. (3.20)), то из (3.7) - (3.9) будем иметь

Нт |а,(т)и1(т)| — 0, х 6 С. т-Юо ' ' ՝ ' (3.26)
Ясно (см. (3.8), (3.22)), что |(7| = 1. Если I 6 Л ПС. то существует число то такое, что х € А Л (7 т Л , т > то. Отсюда и из (3.23), (3.24) для всех тп > то получим

Учитывая (3.26) заключаем, что ряд (3.25) сходится к Г(х) почти всюду на А.Осталось доказать, что ряд (3.25) сходится к 4-ос почти всюду на А՜. Сначала заметим, чго в силу (3.17) и (3.19) - (3.21) имеем
т > 1. (3.27)х 6 А՜*՜ Л ,

Ясно, что для каждой точки х € А+ Г) Ст существует натуральное число то(х) такое, что х 6 А+ П Ст Л Ет при т > то- Для заданного произвольного положительного К, ввиду (3.26) возьмем натуральное число иц > то(х) такое.что |а,(т)ы,(гп)(х)| < 1, т > то

Следовательно, в силу (3.23) и (3.27), для всех .V € (ЛСт-1,М-.) и т > т։получим
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+ |а։(4)и,»(к)(а:)|] ~ Г71 ~ 3|а,(т_1)Ы,(т_Х)(г)| Iа«(то)ш»(то)(Х)I
Отсюда и из |(7| = 1 вытекает, что ряд (3.25) сходится к 4-оо почти всюду наА+. Подобными рассуждениями можно доказать, что ряд (3.25) сходится к —оо почти всюду на А՜.Вернемся к утверждению 3) Теоремы 1. Положим

Нк = [ж € [0,1]: |/*(ж) - Qk(ж)| < 2՜*]. (3.28)
В силу неравенства Чебышева и (3.3) будем иметь

|Як| > 1 ֊ 2-(*+2к (3.29)
Пусть В С [0. 1] - измеримое множество с лебеговой мерой |В| > 1 — | для некоторого £ > 0 такое, что все функции {ы*(г)}%-х непрерывны на В. Положим

ОО
D = П (£.ПЯ,)РВ. 

Л =flQ
(3.30)

где по - целая часть числа ^1/2£. Из (3.7), (3.29) и (3.30) получим |2?| > 1 - Пусть ЕС О - некоторое замкнутое множество с мерой |Я| > |Д| — |. Очевидно, что |2?| > 1 — £. Неравенства (см. (3.28) и (3.30))
maxjQk(z) - Д(ж)| < 2՜*,

шах
♦V ь -1 < m <

max
1 <rn<_Vb

< + 2՜’*. к > по,

х € Е, к > по
х 6 Е,

завершают доказательство утверждения 3). Теорема 1 доказана.Доказательство Теоремы 2. Идея доказательства аналогична доказательству вышеприведенной Теоремы 1. Разница лишь в том. что здесь мы используем Лемму 3 вместо Леммы 1.
ABSTRACT. An orthogonal series is constructed, which is universal simultaneously with respect to rearrangements and in the partial series sense. This property holds for convergence in every space I?[0, 1], p € (1, 2) as well as in the class of all measurable functions for almost everywhere convergence on [0, 1).
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ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ И КВАЗИУНИВЕРСАЛЬНЫХ В 2/(0,1] ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДАХ
М. Г. Григорян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, № 4, 2000
Пусть ~ ортонормирование* и полная в пространстве £2[0,1]система такая, что ||^я||^0 < const, п > 1 при некотором ро > 2» В работе построен ряд который квазиуниверсален в пространствеZ/[0,1] для любого р € [2, Ро] относительно перестановок, т.е. для любого £ > 0 существует измеримое множество Е С [0,1) с мерой Лебега |£| > 1-е такое, что для любой функции f(x) G Ь^(Е) члены ряда можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы к 
f(x) в метрике пространства IS(E)..

§1. ВВЕДЕНИЕНачнём с некоторых определений, касающихся перестановок функциональных рядов, подпоследовательностей их частичных сумм или подрядов.Определение 1. 1) Функциональный ряд□С12 /*(«), /*(х)€Р’(0,1], р>0 (1.1)
Аг = 1называется универсальным относительно перестановок в пространстве £*[0,1], если для любой функции /(х) 6 £*[0,1] члены ряда (1.1) можно переставить к > а (А:) так, чтобы вновь полученный рядООУ?. /.(*>(«) (1-2)к=1сходился бы к /(х) в метрике пространства £*[0, 1], т.е./1 п Я$2 Л(*)(ж) - /(к) <2г = 0. - *=12) Ряд (1.1) называется универсальным в обычном смысле в пространстве £^[0,1], если для любой функции /(г) € £/*[0,1] существует возрастающая



Об универсальных и квазиунивереальных ... 47последовательность натуральных чисел пк такая, что соответствующая после- довательность частичных сумм V (х) сходится к /(г) в метрике пространства 7=1
27[0.1].3) Ряд (1.1) называется универсальным относительно частичных рядов в пространстве £^[0, 1], если для любой функции /(л) € £^[0, 1], существует частичный ряд ряда (1.1) ОО

52 АЛ«)» (13)
4=1который сходится к /(г) в метрике пространства Р*[0.1].Определение 2. Функциональный рядОО

£/»(։)■ /*(։)€ П ^[0,1] (1.4)
4=1 1<р<2называется универсальным относительно перестановок (или частичныхрядов) в пространстве р| £*[0,1], если он универсален в смысле Определения 
1<я<21 во всех пространствах 17[0,1], 1 < р < 2.Определение 3. Функциональный ряд

ОС£>(=). /։(։)€ 1=1,2.... (1.5)
*=1называется квазиуниверсальным относительно перестановок (или частичных рядов) в пространстве 17[0.1], р > 1. если для любого с > 0 существует измеримое множество Е С [0. 1] с лебеговой мерой |£| > 1—€ такое, что ряд (1.5) универсален в пространстве 17 (Е) в смысле Определения 1.Определение 4. Система {фп(г)}^֊1 обладает свойством Г7, если все ненулевые многочлены по системе (фп(г))^:1 не принадлежат £’[0.1].В настоящей статье изучаются вопросы существования рядов по заданной ор- тонормированной системе {<^п(х)}*=1, которые универсальны или квазиунивер- салъны в пространстве 2/(0,1], р > 0 относительно перестановок, относительно частичных рядов или в обычном смысле. Вопросу существования различных типов универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду и по мере посвящено много работ (см. [1] - [И]). Первые универсальные в обычном смысле тригонометрические ряды в смысле сходимости почти всюду были построены Д. ЕМеньшовым (1] и В. Я. Козловым [2]. Они построили ряды вида

ОО а* сов кх 4- Ь* вт кх *21 (1.6)



48 М. Г. Григорянтакие, что для любой измеримой на [0,2тг] функции /(х) существует возрастающая последовательность натуральных чисел п* таких, что последовательность частичных сумм ряда (1.6) сходится к /(г) почти всюду на [0,2л]. (Отметим, что этот результат не имеет места для /(х) € 2*1 [0, 2г и сходимости по метрике пространства £»1[0. 2ж)). Этот результат А. А. Талаляном (см. [3]) был распространён на произвольные ортонормированные полные системы. Им же установлено (см. [4]), что если {фп (х)}£°=1 является нормированным базисом пространства 2/(0. 1], р > 1, то существует ряд вида
ОО 

^акфк(х), ак -> 0. (1-7)
который обладает свойством, что для любой измеримой функции /(х) члены ряда (1.7) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы к /(х) по мере на [0,1].Отметим, что Риман доказал (см. [5], стр. 317), что всякий неабсолютно сходящийся числовой ряд является универсальным относительно перестановок в классе всех целых чисел. В работе автора [б] установлено, что для любой полной ортонормированной системы {^ге(х)}£°=1 в пространстве £2[0, 1] существует возрастающая последовательность натуральных чисел и ряд

ОО ОО

^Ъкфк(х), |Ы* < ОО| q>2*=1 к=1такой, что для всякой измеримой на [0,1] функции /(х) можно найти числа Ек = 1 или 0 такие, что 1։т Е,6|^,(х) = /(х) п.в. на [0,1].
1г-»ос 

«=1Отметим, что в примере построенном Б. С. Кашиным (7), невозможно заменить^k на к. Заметим также, что для любого р > 1 не существует тригонометрического ряда, который был бы универсален относительно перестановок, частичных рядов или в обычном смысле в пространстве 2/[0. 2тг]. Кроме того, имеем следующий общий результат.Предложение. Пусть р > 1 и {<^п(х)}*=1 ” ортонормированная система на [0, 1] (для р > 2 предполагаем, что фп(х) Е 2^ [О, 1]). Предположим, чтосуществует ряд (18)



Об универсальных и квазиуниверсальных ... 49который универсален либо относительно перестановок либо относительно частичных рядов, или в обычном смысле в пространстве 27г0. 11.Тогда {^п(х)}*=1 обладает свойством Г’ при д = ~ .р- 1Доказательство : Пусть ряд (1.8) универсален в пространстве Р*[0,1] относительно перестановок. Покажем, что система обладает свойством Г’.Предположим противное, т.е. существует ненулевой многочлен
No(?о(х) = £;ь^к(х)б1,(0,1].

к = 1Положим
Согласно Определению 1, существует перестановка А ►—> <т(£) натуральных чисел такая, что

п
У^с<г(к)^(к)(^) - А<2о(х) 

4=1
(1х = 0.

Так как фо(х) 6 £’[0,1], то
ЛГо .1

с* = А / Фо(г)
*=1

No
(1т = У2 + 1.

к=1Пришли к противоречию. Аналогичными рассуждениями рассматриваются случаи универсальности ряда (1.8) относительно частичного ряда или в обычномсмысле в о:странстве 2Л[0,1]. Предложение доказано.Следствие 1. Для любого р > 2 и для г бой ортонормированной системы{0п(х)}”=1 ие существует ряда $2ск^*(г), который был бы универсален в пространстве 2/(0,!] ли относительно перестановок, либо в смысле частичногоряда, ли ычном смысле.Следствие 2. Пусть р 6 [1.2) и {^п(*)}£°=1 " ортонормированная [0,1]. Если при некотором натуральном п<ь ^По(х) € £^[0, 1] для д =

система на
р——, то несуществует ряда V с*0к(я)։ который был бы универсален в пространстве 2/(0,1] либо относительно перестановок, либо в смысле частичного ряда, либо о обычном смысле.Отметим, что в работах автора [11] и [121 были доказаны следующие результаты :



50 М. Г. Григорян1) Существует ортогональный ряд У2ск<^к(х), который универсален относительно частичных рядов как в пространстве 2/(0, 1] для любого р £ [1, 2), так ив П 2Л[0,1]. . •
i<p<2 * * - •

2) Если полная d Z/[0, lj ортонормированная система (^•(s)}£=i с՝ ладаетсвойством Г* для некоторого д > 2, то по этой системе можно построить ряд, который универсален в обычном смысле в пространстве 2/(0,1], где - + - = 1.
Р 9В связи с этим, было бы интересным изучить следующий вопрос : пусть 

[фп(х)}*=1 - полная ортонормированная система, обладающая при некотором
q > 2 свойством Г9. Можно ли по этой системе построить ряд который был бы универсален относительно перестановок в пространстве //[0,1],
Р 9В работе доказаны следующие теоремы.Теорема 1. Пусть {<^„(х)}^°=1 - полная в пространстве £2[0, 1] ортонормированная система такая, что1Ы1£ = [ Iv’n(г)|Podz < const, п > 1 

Joдля некоторого ро > 2. Тогда существует ряд
ОС՛ ОС

]>2|<։кГ<ос, г >2, 
к=1 fc=l

(1.9)
обладающий следующими свойствами :1) для каждого р 6 [2. ро] ряд (1.9) квазиуниверсален в пространстве £*[0, 1] относительно перестановок ;

2) члены ряда (1.9) можно переставить так, что вновь полученный ряд был бы квазиуниверсален относительно частичного ряда в пространстве 2/(0,1], р € [2,ро]-Теорема 2. Для любой полной в пространстве £2[0, 1} ортонормирован- ной системы {Фп(х)}^=1 существует ряд вида (1.9) со свойствами :1) для каждого р > 1 ряд (1.9) - квазиуниверсальный в обычном смысле в пространстве 27(0,1];2) ряд (1.9) — квазиуниверсальный в обычном смысле в р| £^[0, 1], ж>1т.е. для любого € > 0 существует измеримое множество Е С (0, 1] с лебеговой мерой |2?| > 1 —с такое, что ряд (1.9) универсален в обычном смысле в пространстве £*(£), р > 1.



Об универсальных и квазиуниверсальных ... 51Известно (см. [16], [17]), что много классических результатов {например. Теоремы Л. Карлссона. М. Рисса, А. Колмогорова [13] - [15]) невозможно перенести с одномерного случая на двумерный. В этом случае сферические, прямоугольные и квадратные частичные суммы резко отличаются друг от друга в вопросе сходимости в пространстве Р*. р > 1 (детали в обзорных статьях Л. В. Жижиашви- ли [18], Б. Голубов [19] и М. Дьяченко [20]). Имеет место следующая двумерная версия Теоремы 1.Теорема 3. Пусть {фп(г)}1 — полная в пространстве £2[0.1] ортонор- мированная система такая, что ||у>п||р/ < сопл<, п > 1 при некотором р* > 2. Тогда существует двойной рядОО ос52 кк.аГ < ОО, г >2. (1.10)Й=1 = 1обладающий следующим свойством ։ для любого е > 0 существует измеримое множество Е С [О, I]2 с лебеговой мерой |Е| > 1 - е такое, что для каждого р 6 [2.р'] и для всякой функпии Цх.у) (Е ^(Е) члены ряда (1.10) можно переставить так, что вновь полученный ряд сходится к /(х,у) в метрике Р*(Е) как по сферическим, так и по прямоугольным частичным суммам (т.е. ряд (1.10) квазиуниверсачен в пространстве £*[0,1]2)относительно перестановок.
§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫОбозначим через хе характеристическую функцию множества Е. Мы будем использовать следующее неравенство А. Гарсия (см. [21], стр. 72) :

где суммирование производится по множеству всех перестановок {1........ .У}, асуть действительные числа, Ар - константа, зависящая только от р.Лемма 1. Пусть {^п(х)}^:1 — полная в пространстве £'[0,1] ортонорми- рованная система такая, что для некоторого ро > 2 имеема1 х ։/»•кп(х)Г0^ <Вр,=соп^ п>1. (2.2)Тогда для любой функпии /(х) € £**0 (0.1] и для любых Со > 0 11Уо > 1 существуют измеримое множество Е С [0,1], многочлен (^(х) =



52 М. Г. ГригорянУ^*=Ло °*^*(®) и перестановка <т(п) натуральных чисел No, удовлетворяющие условиям
1) |Я|>1֊£0, 2) ^2 |а*|2+<0 < Со, 

к=.у0

Доказательство : Рассмотрим ступенчатую функ ю?(х) = 12 *5' •£=1 (2.3)
где Дк, 1 < I/ < ю ~ интервалы постоянства функции у?(х) такие, что

II?֊ /Про + V = 1,1/0, (2.4)где {Со «о 1
’ 4(11/11,. + 1) / ’причём АРо и ВРо суть постоянные из (2.1) и (2.2). Положим (2-5)

и пери
при х € [0. £о/2], при х € [со/2,1], (2-6)

гчески продолжим эту функцию при любом фиксированном 1/ = 1,...,рона всю ГО с периодом 1. Нетрудно убедиться, что существует натуральное число
а1 > 2^о такое, что
Положим

/ 71(2'1х)хд1(х)^п(х) 4х ■/о п = 1,..., No. (2-7)
д1(х) = /1(21։х)хд։(г), £1 = {х 6 (0,1] : д1 (х) = 7։). (2.8)

В силу (2.6) и (2.8) получим
|£1|> (1-Со)-|Д1|. (29)



Об универсальных и квазиуниверсальных ... 53Так как система {^п(х)}*_։ полна в Ь2[0,1], то можно найти достаточно большоенатуральное число такое, что
2

где
Отсюда и из (2.7) и (2.8) 4‘> = / ./ополучим фк(х)д1(х) <1х.

Хх-1 2 Г*о 1/2 (2-ю)
Предположим, что определены числа < ... < Хи-1, функции ^(х)множества Е։,..., Ек-1 и многочлены Рх(х) (?։,_1(х). Возьмем достаточнобольшие натуральные числа и такие, что

где
и положим (2.11)

(2.12)Рассуждая как и выше (см. (2-9), (2.10)) заключаем, что функция р^(т), множество Е„ и многочлен
V -1 

<?е(х)= £ <£>*(») 

к=.Уг-։удовлетворяют условиям
|Я„|> (1-со)-|Ан|. О вне △*.,

Положим
Г1 Г2/ |<М®) ֊ <** < Т'

-»О(?„ = {х € [0,1]: |(?,(х) ֊ <М*)1 < |}.
/ н° \ ( •'О \

Е = ( □ Е Л п ( Р1 С „ I .
\|/ = 1 / \м=1 /

(2-13)
(2.14)
(2-15)
(2.16)



54 М. Г. ГригорянИз (2.5), (2.15) и (2.16) следует, что |С7*,| > 1 -е > 1 - Следовательно, ввиду (2.15) и (2.16) имеем |£| > 1 — Го- На основании неравенства Бесселя из (2.3),(2.6) и (2.11) для всех и € [1, ио] имеем
(2.17)

Из неравенства Гарсия (2.1) следует, что существует перестановка <7„(п) натуральных чисел ^-1,..., — 1 такая, что
Рошах Их <

В силу неравенства Минковского из (2.4), (2.12), (2.13), (2-16) и (2.17), для всех
и € [1, ио] имеем

1/роп.ах
АГ,,— > < Л <

(2-18)ы • !△ „|х"° + в,0
< А,.с + ֊Лр.виы • < -

го 2Теперь определим перестановку сг(к) натуральных чисел <т(/с) = <7,, (Л) для<Л</У, 1<и<иои положим
(2.19)
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*0

шах 
Х։<к<Л/

где ак = ак Для Уи (2.19) следует, что
шахАГ0<1г^

(И
е = 1к=Ы

Принимая во внимание (2.3) - (2.5), (2.12), (2-14), (2.16) и (2.19), получим
1/ро

Таким образом, утверждения 1) - 3) Леммы 1 доказаны. Для доказательства утверждения 4) заметим, что при фиксированном п € [Мь •№] существует и' € [1, ио] такое, что < п < Следовательно, из (2.19) имеем
.V «/-1 ЛГи-1 П

52 а*(к)^(к)(а:) = 52 52 а?’<М®) + 52 ^к А<к>(*)-

*=.ув к=.\„_։ к=х^_։Учитывая (2.3) - (2.5), (2-14), (2.16) и (2.18), для каждого р € [2,Ро. получим։/р
։/р

Е

2

к=.Х’о

Лемма 1 доказана.Замечание. Из доказательства Леммы 1 следует, что мы воспользовались пр։д- положением (2.2) только при доказательстве утверждения 4). Отсюда вытекает следующее утверждение.



50 М. Г. ГригорянЛемма 2. Пусть {^п(х)}£°=1 — произвольная полная в £*’[0.1) ортонорми- рованная система. Тогда для любого р > 1, любой функции /(х) 6 ^[О, 1] и любых чисел € > 0 и No > 1, существуют измеримое множество 
Е С [0. 1] и многочлен <2(х) = Дк^к(х), удовлетворяющие условиям

.V

1^1 > 1-е,
*=АГ0

(/’ !<?(»> -/(»)!' <*։) "

Обозначим через Т плоский единичный квадрат Т = [0,1]а.Лемма 3. Пусть {^п(х)}“=1 ~ полная в £2[0, 1) ортонормирование* система, для некоторого ро > 2 удовлетворяющая (2.2). Тогда для каждого квадрата Д = △1 х С Т и любых 7 0, <$ € (0, 1), /V > 1 существуютизмеримое множество Е С Т, многочлен•VРОМ/) = £2 ск'Пфк(х)фп(у) к,п=Л (2.20)
и перестановка <т(п) натуральных чисел .... М, обладающие следующими свойствами :

1) |£| м

к,»=:У

3) 1/РоI/) - 7 * хл(х, у)1₽0^г ^У

ро 1/ро4) тахАТ<Г,п<М (1х (1у

Ро 1/Рошах I //\ /У 
\ Е 2№<Р<н’<Я’

(у) ։1у

Доказательство : Применяя Лемму 1, полагая в её формулировке
№) = 7 ■ ХЛ, (I), No = М, со = ■»|71-|Д.11/'|° 2(|7| + + 11’



Об универсальных и квязкуниверсальных 57определим измеримое множество Е\ С [0,1], многочлен (?։(։) = у а4^>) иперестановку <Т1(п) натуральных чисел 14,14г, удовлетворяющие условиям

7 • Хд։(«)Г0<^
тахАГ<п<ЛГХ

*1

»/ро 62|Д։р/ло’
22 а<пОН^1(М<х) < гм • 1Д111"՛-

Теперь используя Лемму I для
/(у) = *△,(!/), No = Мо = 2(141 + 1), <5|Д3|1/*°

2||<?1(я)||,. + Г (221)
определим измеримое множество Е3 С [0,1], многочлен С)2(у) —и перестановку <т3(п) натуральных чисел Мо,...,М, удовлетворяющие условиям

I00) |Я։| > 1 ֊ ֊, 
£

3ОО) 0г \1/1,0 6Е։ 1^(11)-ХД.ЫГМр) <2||<}1(։)||,.+Г

4°°) тах
М0<т<М

ро ։/ло < 2|Д3|1/Го.
Положим при 14 < п < 14^, при < п < Мо, при Мо <п<М,

м
Е = Е1хЕ31 Q(z,y)=Q1(z)Q3(y)= с*.п^(у)^(г),*,.=х

(2.22)
(2.23)

где
( аьЬп при У < < М» < п < М, ,п (0 в противном случае.Из условий 1°), I00), 2°), 200) и (2.23) следует, что|£| > 1 - У, |«..|։+< = Е ю»1’+< Е М’*' < *■



58 М. Г. ГригорянВ силу 3°), З00) и (2.23)

1/Ро

Теперь проверим выполнение утверждения 4) Леммы 3. Пусть IV2 4- М2 < R2 < АГ2 + М2, тогда для некоторого то > Мо будем иметь тпо<Я<то+1.В силу (2.21) имеем R2 — 1Ч2 > (то - I)2. Следовательно, из 4°), 400), (2.22) и (2.23)
№+А/’<к’+п։<Я։

^(к).<г(п)^<г(к)(х)^<г(п)(1/)

тах Х<|<.У։ с<г(к),<г(п)0<7(к)(։)0<г(п)(у) 
.V

Ро \ V»

<1у

Ро та — 1 Ро 1/Ро

л =ЛЛ>

+ 1^.1 |М(")Ы|₽О
։/ро тах

ЛГ<п<ЛГ։

л Ро 1 1/Ро
<1х< 12|7|-|Д|1/,’а.Аналогично, для Л/ < я < и Мо < т < М получаем

М*)1<г(")^(к)(*)^(п)(1/) с/г с!у

1/р <4|7|-|Д|1"«.
Доказательство Леммы 3 завершено.Лемма 4. Пусть (^п(х))г^;=1 — полная в £2[0, 1] ортонормированная система, удовлетворяющая при некотором ро > 2 условию (2.2). Тогда для



Об универсальных и квазиунинереальных 59любой функции /(х.у) € Ь2(Т) и любых е > О, ЛГ > 1, существуют измеримое множество Е С Т, многочлен <2(х, у) вида (2.20) и перестановка (т(п) натуральных чисел .V,М, удовлетворяющие условиям
1) |Я|>1֊£, 2)

3) )1/Хо

1 <

4)
։/>

тах 
ч/5.У<Я<л/2М

, С*(Ь),г{п)Ф9(к)(х)Ф^я)(у) ^х (1у
п»<Я»

Доказательство :
УУ 1/(«.У)1р ^х Лу р€ [2,Ро].

: Рассмотрим ступенчатую функцию <р(х, у) —такую, что
1/Р0

УУ ֊ /(х,у)1ро^ Лу п- (2.24)
где 1 < |/ < Ц) — прямоугольное множество постоянства функции у»(х, у).Если и - заданное число и 6 =------ , то в силу Леммы 3 существуют измеримое1биомножество Е* С Т, многочлен вида

ЗЛ®.У) = £ с^^(х)фп(у) 
к,»=Я

(2.25)
перестановка <т„(п) натуральных чисел обладающие следующимисвойствами : 21/0 ’ т

1/Ло

(2.26)
|<?л«.у) -7- •ХА.(**у)ГМх

е16|^о ’

и

е

О

(2.27)
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Ия

Ъ,*=М„
(2.28)

тал
^^<Я<У5т„

С<2(*),гг(я |^*֊ (*)(®)Ф»»(|»)( У)
>/ро

< 1б|7к| • |Дк|,/,<’Пусть определены = /V. = пЧ-1 + 1, множество*0
Е = П Е„Г=1 (2.29)и перестановка а(к) натуральных чисел <т(к) = а„(Д։) при < к <1 < I/ < и многочлен*0 М<2(*. у) = 52 ФЛ*, у) = 52 смММ(։)| Л/= т„, (2.30)•*=։ *,п%^где при < к, п < т„, в противном случае.Из (2 24) - (2.30) получаем, что

Ю(х.») -/(։,»)!'•<&</»

։//,

1/ра|<2<Дх, у) -у„ -ХдЛж.у)^1 <*У

1/ро

Таким образом, утверждения 1) - 3) Леммы 4 доказаны. Для доказательстваутверждения 4) сначала заметим, что для всех р е [2,ро] и и £ [1, *х0] из (2.24)имеем

€ 4
(2.31)



Об универсальных и кващуниверсальных ...Если у27У < Я < у/2М, то >/2М„ < R < >/2^+1 для некоторого V € (1. ь*о)-Поэтому из (2.30) получаем
((у)

мр<*Ч»։<й’и—1= £ <?.(*.и) + Е
Отсюда и из (2.27), (2.28) и (2.31) длм всех р€ [2, Ро] имеем

<1х с!у

!<?*(*. У) - 7» ՛ Хд.(։,у)К Лх <1у

Нх <1у

иг
(р)

И* №*Л"И у) <1х йу

1/(2’У)1* <1у1б^о 16 -Аналогично, для всех р € (2. ро] получим
шах
( // ах ау

Лемма 4 доказана.53. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВВсе алгебраические многочлены с рациональными коэффициентами можно представить в виде последовательности
(11)



62 М. Г. ГригорянДоказательство Теоремы 1 ։ Пусть (фв(х)}£°=1 - полная в £2[0, 1) ортонормиров анная система, удовлетворяющая (2.2) при некотором ро > 2. Последовательно применяя Лемму 1 к / = /* из (3.1), определим последовательность измеримых множеств {£„} и последовательность многочленов
гп,-1 тш — 1— У^ = УУ °* (1)’ ГПк' > тае-1» (3'2)

к —тв-1 к^гт*.!где {<тп(£)} • некоторая перестановка натуральных чисел ти_1,удовлетворяющие условиям

шах
Рассмотрим следующие ряды :

где а* = адля всех з

|Е.| > 1 - 2՜’",
։/ро

(3.3)
(3-4)

<1х

р € [2, ро].

А» — гп — — ■ /

и <г(к) = ап(к) для тПп-1 < к < пц. Из (3.3) имеем £ |а*|

(3-5)

(3.6)
(3.7)

Теперь покажем, что ряд (3.6) удовлетворяет условиям Теоремы 1. Пусть е > О- произвольно и л© - целая часть числа Полагая
(3.8)

из (3.3), (3.4) и (3.8) находим |Е| > 1 - е. Пусть /(х) 6 Р’(£) для некоторогоР€ [2,ро]. Рассмотрим функцию Л,(х) из (3.1) такую, что
11/(х)֊Л։(х)||£И£| = Г \ х^рЧЛ*) -А. (*)Г <*։) <2-«'+».

1/р

Е * — 1

<’<Ы*) ,



Об универсальных и квазиуниверсальных ... 63Используя (2.2), (3.4) и (3.8), полуласм
Н/(») “ Ю*։(*) + “1^1(։)]||£,(£) < 2՜2"1 + 2՜* + Вро|ах|.

Предположим, что члены
а<г(т.,-1)^<7(т.։_| )(г), а<г(п1п։-1)^<г(т.1 _ХДх), ....

а*(т.ь>.։)^<у(т.и_,)(а:),...,а<у(п1п^-1)^4г(тв։г-1)(։)
(3.9)

ряда (З.б) или (3.7) выбраны так. чтобы
У/(*) - 52 + в»А(«)]

>=։
<2-”' + 2-|<‘'«»+Вм|а..1. (ЗЛО)

(З.Н)
Для функции /пи+։ из (3.1) такой, что

/.,..(։) ֊ /(*) + 52 [<?-,(։)+».,#.,(*)] 
>=! ЬЦЕ}из (3.10) находим ||/пи+1 (г)||£,(£։ < 2-2(1'+х) + ВРа |а,и|. Следовательно, согласно(3.2), (3.5) и (3.8), имеем

тахтЧ-М‘1 а,(Ь>^<г(4)(։) <2֊(^П + Вро|а^|,
Ь'(£)

У

(») - /(X) + 52 [<?.,(։) + а.,*.,(։)] 
7 = 1После выбора функций (см. (3.2) и (3.7))

<2-4(*'+։) + 2-4«-и, (3.12)

выбирается функция а,^ + 1 (х) с наименьшим номером, отличным от номероввсех функций системы (3.9). Согласно (3.12) получаем
<2-’(*+1> + ВРо|а,^։|.



64 М. Г. ГригорянТаким образом, по иядук и из ряда (3.6) получим некоторый переставленныйряд
ОО ОО

52 * (*)(*) = 52
к=1 1'ж1

“<н* )^(*) (2) + аЪ^*ЛХ) 1 (3.13)
члены которого удовлетворяют условиям (3.10) и (3.11) для всех р > 1. Следовательно. ряд (3.13) сходится к /(х) в метрике £^(^). Утверждение а) Теоремы 1 доказано. Подобными рассуждениями, из (3.2) выбирается последовательность многочленов (см. (3.7))

<?и.(») 3 = 1,2,...,
удовлетворяющая условиям

/(։)- Е <?•/(») 

1=1
У = 1,2,...,

тгпах
к =гп

** •

Ь’1Е)Следовательно, ряд
ГЛ

где о при к € (шу.-ьтп,,, - 1), в противном случае,сходится к /(х) в метрике т.е. ряд (3.7) квазиуниверсален относительно частичных рядов в 2/(0,1], р € [2, ро]- Теорема 1 доказана.Доказательство Теоремы 2 : Пусть {^п(х)}^_1 - произвольная полная в 1*[0,1] ортонормированная система. Последовательно применяя Лемму 2 к функ- чиям /*(х) из (3.1), определим последовательность измеримых множеств {Еп}, и последовательность многочленов вида (?п(х) = , ^п|</>к(х), >огп_1, удовлетворяющих условиям
|Еп|>1-2՜", (3.14)



Об универсальных и квазиуниверсальиых ... 65I/ А(։)֊52<?,(х) <1х ] <2՜՞, (3.15)\ "• • = ! /где {Рп) - монотонно стремящаяся к бесконечности последовательность положительных чисел. Покажем, что рад °° оо / тш —1 \= 12 а1п|0к(х)|։ (зле)‘=1 "=։ /(•) где а* — ак для гтц,.! < к < пц, квазиуниверсален в обычном смысле вП ^[0,1]. Пусть t > О произвольно и по - целая часть числа logjy2 €. Полагая
Е= П В., 

п = л0+1
(ЗИ)из (3.14) и (3.17) имеем |Е| > — с. Для каждой функ и /(ж) € П £₽(£) из(3.1) выберем последовательность {/п^(х)}^=։ такую, что• I1

Отсюда и из (3.11), (3.15), (3.17) вытекает

Так как рп | оо, то в силу (3.16) для всех р > 1 имеем
lim ь*-*оо М, /(х) - ^акфк(х) 

к-1где N„ = гпПи — 1. Аналогично доказывается, что ряд (3.16) квазиуниверсален в обычном смысле в пространстве Р*[0, 1] при любом р > 1. Теорема 2 доказана.Доказательство Теоремы 3 : Идея доказательства аналогична доказательству вышеприведенной Теоремы 1. Разница лишь в том. что здесь мы используем Лемму 4 вместо Леммы 1.
ABSTRACT. Let {¥>n(x))~=1 be an orthonormal complete in £-[0.1] system, such that ||y?n||p0 < const, n > 1 for some po > 2. In the paper a series 52ckVk(x) >s constructed, which is quasiuniversal with respect to rearrangements in //*[0, 1] for any p € [2,po]- This means that for any £ > 0 there exists a measurable set E C [0,1] with Lebesgue measure \E\ > 1 -f, such that for any function /(x) € ^(E) the series ^CkWt(x) can be rearranged, so that the new series converges to /(x) in U(E) metric.
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о СУММИРУЕМОСТИ ПОЧТИ ВСЮДУ ОРТОГОНАЛЬНЫХ
рядов

А. А. Тал ал ян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, № 4, 2000

В статье указывается класс линейных регулярных методов суммиро
вания, обладающий тем свойством, что из суммируемости почти всю
ду ортогональных рядов одновременно всеми методами этого класса 
следует их сходимость почти всюду. Доказывается также, что сумми
руемость числового ряда всеми методами указанного класса не влечёт 
сходимости этого ряда.

51. ЛЕММА

Лемма 1. Пусть ~ последовательность положительных чисел,

удовлетворяющая условиям

1 < о>( 1) < <ш(к) <•••» Нт = ос.I: —*ос

Тогда существует последовательность {Мп}г такая, что

2 < Д! < ••• < цп < •••, 1пп = ос, Мп=о(п). п-#оо

(1-1)

(1-2)

< схы(*),  £с-։1к/"Г• < с2Ш(к), к > 2, 
п =

(1.3)

где Сх и С2 — постоянные, не зависящие от к.

Доказательство : Пользуясь условием (1.1) выберем возрастающую последо

вательность {Л>}7 = натуральных чисел таких, что

> р при и > к,,

Положим

«(*)  > V При ; = 1,2э —

Мп = 2"^ при 2" < п < 2ми, I/ — 0,1» •••>

(1.4)

(1-5)

(1.6)
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где

^=2-> при ; = 0,1,..., Ло = 1. (1.7)

Из (14), (1.6) и (1.7) следует, что

Дп = 2*'е у > I/ при */>* ь 2*  < п < 2*' +1. (1.8)

Так как г», = 1 при и < *1,  то имеют место следующие неравенства :

Дп = 2|/£», > и при 2Р < п < г1՜4՜1. (1.9)

Из (1-4), (1.6) и (1.7) следует, что д*  удовлетворяет (1.2). Далее, если и удовле

творяет условиям 2*  < * < 2*'+ 1, то в силу (1.7) имеем

при 3 =0,1,... (1.10)

Из (1.5) - (1.7) и (1.10) следует, что — < 2ш(*)  для всех *,  2*>  < к < 2*>+ ‘. С
Дк ~
4-

другой стороны, если 1 < к < 2* 1, то — < 2 < 2о>(А:). Этим доказывается первое 
М*

неравенство условия (1.3). Для доказательства второго неравенства заметим, что

к-1
£ехр
п = 1

-2 к > 2. (1.11)

Имеем

(1-12)

где 2- < к < 21'+‘, к, < „ < *>+1, , - 1,2... и при к = 2*՜  второе слагаемое в

(1.12) отсутствует. В силу (1.6) и (1.7) имеем

Так как п < к — п < 2*, то из неравенства (1 + а)1/0 > 2 при а < 1 следует

(1.14)



о суммируемости почти всюду ортогональных рядов 69

Легко видеть, что из (1.13) и (1.14) следует

*-2*  а*
Лэ < е՜1 + 52 ехр (-2"г֊) < Со + 52 е*р(֊2п£,1  < ^֊.

(1-15)

Пусть

Лз = (1.16)

Используя (1.8), получим

<1+ё^<£֊<с. 3=0 п=о (1-17)

Далее,

Из
2*՜  ֊ п , 
--------- < 1 имеем

п

Следовательно, получим

2“
(1.18)

где согласно (1.7), £„_1 > 2£*,.  Суммируя (1.12), (1.13)» (115) - (118), получим

2' < к < р=1,2.... (1-19)

Таким образом, из (1.5), (1.7), (1.11) и (1.19) вытекает (см. также (1.10))

*-1
52 ехр 
л = 1

< С,«(*),

Лемма 1 доказана.



70 А. А. Тал ал ян

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим ряды
ОО

*=о
□с, (2.1)

где {у>п (^)}7-1 “ ортонормированиям система на отрезке (а. Ь]. Для заданной 

последовательности {мп}^°=1. удовлетворяющей (1.2), рассмотрим средние

Тд.(т) =
ООк=0 о*^к(։)» п = 1, 2,... (2.2)

Ряды в правой части (2.2) сходятся почти всюду, и почти всюду на [а, 6]

выполняются равенства

ОО

к=0

ОО

Т,.(«) = £(4 + 1)Д£1)(я.)<г»(х),
*=0

(2.3)

где $*(։)  = Е* =ов^^(х), <Тк{х) = £* =0 $(х), ^’(Мп) = △1М(Мп) ֊

△к-Ь 1 (АЧш ) ։

△?*(Яп) = ехр — ехр

Равенства (2.3) получаются последовательным применением преобразования

Абеля, которое возможно, поскольку

ОО

л1<р1(х) < оо п.в. на [а, 6].
*=о

С ледова тел ь но

5т (х)| < з/т + 1
т22«к^к(^) = О(з/^)к = 0 п.в. на [а, Ь].

Имеем т
к=0 к=0

5к(х) + ехр

откуда следует

Нт ехр
Д-фоо

п.в. на (а, 6].

Из последних двух равенств следует первое равенство из (2.3). Второе равенство 

из (2.3) доказывается аналогично.
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Линейный метод суммирования, определяемый матрицей ||ая*||,  где апк = 

△к1 ‘(Мп) и Удовлетворяют условиям (1.2), является положительным регуляр

ным методом суммирования, обладающим свойством

Пт шах |ап*|  = 0. п —♦ ОО 1с (24)

Действительно, имеем

0<*<1, (2-5)

и согласно (1.2) остается проверить, что функции х**՜ 1 ехр[-1я*]  равномерно 

ограничены на (0,оо). Максимум функции х*'"՜ 1 ехр[—г*՝]  достигается в точке 

г0 = (Дп-1/Мп)1/р"- Следовательно

тах (хя" <1 п > 1. (2.6)

Теорема 1. Если средние ТМш(х) сходятся почти всюду для любой 

последовательности {мп}п_р удовлетворяющей условию (1.2)» то ряд 

(2.1) сходится почти всюду.

Доказательство : Согласно (2.1) существует последовательность ш(к). удовле

творяющая условию (1.1) такая, что

а^и/(к) < оо. (2-7)
*=о

В силу Леммы 1 существует последовательность {мп}я=1՝ удовлетворяющая 

(1.2) и (1.3), где и(к) удовлетворяет (2.7). Положим

п

И.1

к=0

(23)

Ясно, что

1Ю.,.(») ֊ 5.11’ = /

||Л.„. (։)!!’ =
а

(2.9)
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Так как 1 - е՜*  < х, то получим

Е ЦЯ.,,.(։)||։ < £>(*)<»’ < оо- (2-12)
п = 1 к=2

Из (2.12) следует, что

Нт Яп,Мш(г) = 0 п.в. на [а,6]. (2.13)
п —♦ос

Из (2.2), (2.8), (211) и (2.13) получим

1йп (ТЯв(х) — 5п(х)) = 0 п.в. на [а, Ь). (2.14)п —>оо

Так как по условию Теоремы 1 средние Т^Дх) сходятся почти всюду при п —► оо, 

то из (2.14) следует сходимость почти всюду на [а, 6] ряда (2.1). Теорема 1 

доказана.

>=1 4 7
ОО ОО ОО / , \ ОО ОО -I

Е11<?-.,.м-5.(х)п։<Е“!Е М
п = 1 *=1  п=*  ' * = 1 »»=*

Имеем также

п2*“ - (2рк - 1)(к - I)2"

к2"-
(2Мк-1)(*-1) 2^֊1 2дк֊1

52^ехр

Учитывая (1.1) и (1.2), получим
ОО ОО
Е 11Сп.».(։) ֊ 5»(։)П։ < с£«(Ь)а; < ОО.

л = 1 Л=1
(2-10)

Из (2.7) и (210) следует, что

Пт ((?п,И1,(х) - 5п(х)) = 0 п.в. на [а, Ь]. (2-11)»—♦ОО

Используя (2.9), имеем

оо оо Л —152||Яп.я.(х)п2 = 52а* 12ехр -2(п) 
п=1 *=2  л = 1 \ / и

Следовательно, согласно выбору последовательности {дп} (см. второе неравен- 

ство в (1.3)), получим
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Теорема 2. Если чезаровские средние <Тк(х) ортогонального ряда (2.1) 

сходятся к /(г) почти всюду на [а, Ь] со скоростью 0(1/к), т.е. для почти 

всех г 6 [а, Ь] существует постоянная С(х) > 0 такая, что

֊ /(х)| <
С(х) * = 1,2...... (2-15)

то ряд (2.1) сходится почти всюду.

Доказательство : По Теореме 1 достаточно доказать, что из (2.15) следует 

почти всюду на [а, Ь] сходимость средних ТМв(х) к /(х), для любой последова

тельности {дп}п=1, удовлетворяющей (1.2). Заметим, что вторая производная 

функции ехр(—хя"] положительна справа от точки хп = ((рп - и от

рицательна на (0, хп). Обозначив через кп наибольшее натуральное число, для

которого кп < пхп, получим

< 0 ПРИ
△к2*(М") > 0 ПРИ

(2.1б)

Так как /(х) = ^д’”(м.)(*  + 1)/(х), *=0
то из (2.3), (2.15) и (2.16) получим

|Г,.(х)-/(։)|<С(։)
к =0

+КМ + £ *=4я+1 △1”(/М ■ (2.17)

Из (2.16) следует, что

(2.18)

(2.19)

С другой стороны, из (2.5) и (2.6) следуетд'хМ<£. I п (2.20)
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Из (2.17) - (2.20) получим

|Тя,(г)֊/(г)|<7С(г)^.

где — —> 0 при п -> оо согласно (1.2). Таким образом, для любой после- 
п

довательности {мп}п = 1» удовлетворяющей (1.2), почти всюду на [а, Ь] имеем

ТЯш(г) —► /(г). Теорема 2 доказана.

Замечание 1. В Теореме 1 исключительное множество меры нуль, на котором 

средние Тм>к(г) могут расходиться, зависит от {рп}. Кроме того, нетрудно

видеть, что для числовых рядов Теорема 1 не верна. Например, расходящийся 
ОО

ряд ^3 (-1)*  суммируется к 1/2 одновременно всеми методами Обозначим

*п(х) = (2г)р'~1ехр[-(2х)д"],

и заметим, что у>ч(т) возрастает на (0,ап) и убывает на (ап,оо). С другой 

стороны, имеем Ап = рп/п։ где

через Ап - средние указанного ряда. Имеем

где 2к < 0(п, 4) < 2к 4- 1. Положим

(2.22)

Так как 2к < 9(п, к) < 2к 4- 1, то

£ < < *+  1 
п ~ п ~ п (2.23)

Далее, имеем

2Мп’ (2.24)

Обозначив через кп наибольшее натуральное число к, для кото[ го

получим
///
п ’п —

&

о

/// (2.25)
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где

е՛ ■и 
л

•III _  _
П п

«'(пД-)

(к. + 3)/п

(к.-И/п

Из (2.22) и (2.23) заключаем, что

НтП-+ОО = Нт |/п-В„|. п-»оо (2.26)

Достаточно доказать, что

(2.27)

О
»

1
2

п

Из (2.24) и (2.25) следует, что

|в„ - /. । < |в; - /; । + |в;-| + п"1+|вг - (2.28)

и ввиду (2.24) получим

(2.29)

Так как функция фп(х) убывает на интервале (£п + 1)/п. оо), то из равенств (2.25)

следует
//> Г(п,кп1 г//

и поэтому

п

Так как на интервале (0,ая) функция (х) возрастает, то

п \ п ) - /о

С ледовател ьно

Рп (г)

Так как (к,-2)/п
А»(х) <

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

1
П

(к.-1)/" 2 
по

то из (2.31), (2 32) получим

Из (2.28) - (2.30) и (2.33) вытекает (2.27).
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Замечание 2. Следуя Д. Е. Меньшову, линейные регулярные методы суммн-

Т*-методами.

Теорема 3 (Д. Е. Меньшов [1]). Пусть ~ ортонормированиям

система на отрезке (а, Ь]. и М = М(Т1) - любое счетное множество Т*-  

методов. Существует перестановка (^».(Я)(х)} системы {^„(х)) такая, 

что любой ряд 
00 ОО52°^00 *=0 >ж!

суммируется почти всюду на [а, 6] одновременно всеми методами, при

надлежащими множеству М.

В Теореме 3 перестановка и(п) натурального ряда такова, что если (х)} явля

ется системой расходимости. то {^к,я)(х)} также является системой расходимос

ти Поэтому, вообще говоря, ряд (2.34) расходится на множестве положительной 

меры.

Ках было покатано выше, методы Т„л при р*  = о(п) являются 7*  - методами. 

Следовательно, из Теорем 1 и 3 получим, что для заданного счетного множества 

М методов ТЯж существует ортогональный ряд (2.1), суммируемый почти всюду 

одновременно всеми методами из множества М. Вместе с тем, этот ряд не 

суммируется почти всюду всеми методами Тд,.

Замечание 3. Для числовых рядов Теорема 2 не верна, поскольку чеэа вские

средние <т. частичных сумм расходящегося ряда £Z(—I)4 сходится к 1/2 со 

скоростью 0(1/п).

ABS I R.ACT. The paper describes a class of linearly regular methods of 
summation possessing the property : almost everywhere summability of 
an orthogonal series simultaneous by all methods of the class yields almost 
everywhere convergence of the series. Summability of numerical series by 
all methods of the class does not necessarily yield convergence of a series.

ЛИТЕРАТУРА

1. Д. E. Меньшов. *Сумми[ вание рядов по ортогональным функциям линейными
методами , Изв. АН СССР, серия Математика, стр. 203 - 207, 1937.

2 июня 1999 Институт математики 
НАН Армения



О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО ОБЩЕЙ СИСТЕМЕ 
ФРАНКЛИНА

М. П. Погосян

Известия Национальном Академии Наук Армении. Математики,
том 35, X* 4. 2000

В статье исследуется единственность почти всюду сходяшихся радов 
□о обшей системе Франклина.

Определение 1. Квазидвоичмым разбиением отрезка [0,1] называется после

довательность {Р3 : ) > 0} конечных подмножеств Р; = {1<։» : 0 < 1 < 2*}.

где Ро - (0; 1} » Р} С для всех ; > 0; 0 = < <у.я < ••• < <,.>* = 1 ■

когда }। > 0, к - 0......У. т.е. Рм։

по одной точке из каждого интервала («,.*_ и«,.») для всех к = 1... ,2>. Точка 

множества Р, + 1 \ Р} называются точками порядка у + 1-

Положкм -.Б= (Л* : 1 < к < 2^} я I = Элсмеитм

множества 1} называются интервалами порядка Положим также - 1«® = 0.

гх = «од = 1 и при п = 2> 4֊ к, к = 

{т„ :п>0} = {«,.! : 7 > 0;0 < . < 2П

Пусть 5» = {/ € С[0,1]: /"(») = 0 при

1,2,...,У, Г. = тая что

X < {п }>=<>} " лжиенное простран

ство кусочно-линейных фукк й. Тогда размерность 5» равна п + 1, 5» С

а коразмерность + 1 : 5*] = 1. Следовательно, су шествует едняс I в*’

пик /п+х € + 1 такая, что /.41 ± 5. ■ смысле ^(0,1). |1А*1111,<о.м = 1

/.»♦»(■П. + 1) > 0- Положим /о = 1-

Определен». 2. С.етем. фуидши {/.(») . «><>} »«ы»стс* »««к*

Франклина, соответствуюшей квазидэоичному разбиению {^) ■ 7 ®)

[0,1].
Обозначим через Ам = |/М1 = Для п = 2' + к, к = обозкачим

через (п} = ■ Ы = /- {*} «азьтается «ттркалом пика фуикц«
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Определение 3. Квазидвоичное разбиение {Р? : ) > 0} отрезка [0, 1] называется 

сильно регулярным. если существует 7 > 1 такое, что

< 7 для всех к = 1

Через Со, Сх, Са,... обозначим абсолютные постоянные, а через Ее - множество 
+ 00 п

[0,1] \ Е. Для ряда £ а* обозначим через $„(х) = £ а* Л(®) и 5"(х) =
*=о к-о

supn |SB(x)|. В [1] доказано, что если точки разбиения {Р} : ji > 0} всюду 
+ <х> **

плотны в [0,1] и 5? />(х) “ РЯД Фурье по общем системе Франклина функции
4=0

$п(/,х)-/(х) (1)

п.в. на [О, Г при п —> +ос и
п

зир|/*(х)| <
П а А

(2)

где Л4(/. х) - максимальная функция Харди Литтлвуда (см., например, [2]), а С

- абсолютная постоянная.

Нам нужна следующая оценка (см. [3]) : если {Pj : j > 0} - сильно регулярное

разбиение отрезка [0, 1] и {fn (х)} - соответствующая общая система Франклина.
то

ИДИ« <соуцп}г1. (3)

Как увидим ниже, п.в. сходимость частичных сумм Sn(x) нс гарантирует един

ственности ряда. Следовательно, для получения теорем единственности для п.в.

сходящихся рядов по обшей системе Франклина нужны дополнительные условия 
ОО

на ряд 52 а* /к (х). Ниже приводится условие на функцию распределения мажо- 
ь=о

ОО
ранты 5’(х) ряда V <ц /*(х).

к=о
Прежде, чем перейти к формулировкам теорем, рассмотрим следующий пример.

Пусть {/п(я)}£°=0 - классическая система Франклина. Тогда имеет место следу- 

юшая опенка :
п
Е/»(«)/-(*) 

4=0
_ С1 • П • q , (4)

где 0 < q < 1.

Л- й-твительно, поскольку /„(£) /п(х) — Кп(1,х) - ядро Дирихле, то имеем 

Кп(*,х) < С, п д" Отсюда следует, что ряд 52^.оД(0) /в(х) име<гт сумму 

нуль всюду, кроме точки х = 0. Легко проверить, что из (4) следует

Я({х: Г(х)>А}) = О(1). (5)
А
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Впредь мы будем рассматривать только сильно регулярные квазидвоичныс раз
биения отрезка [0,1].

Теорема 1. Если 5п(х) -> /(г) п.в. на [0,1) и

Um inf А • я( (х : S' (х) > А}) = О, (б)

ОО
ТО 22 ап /п(х) - ряд Фурье функции /. 

п=0
Из (5) следует, что (6) минимальное условие на функцию распределения 

мажоранты ряда, обеспечивающее единственность ряда.

Теорема 1 следует из более щего утверждения.

Теорема 2. Пусть Sn(x) сходится п.в. к функции f(x) при п —* эс, Ад f 4-ос 

и lim А* • ^({х : S’(x) > А*}) = 0. Тогда lim J1 [/(х) • /п(х)] <«, dx = ot,

где

(p(t)h =
<7(0,
0,

когда
когда

117(01 < А,
117(01 > А,

Л1Я) = Со • А» • у/|{п}Г’,

С ПОСТОЯННОЙ Со из (3).

Напомним, что функция д(х) называется А-интегрируемой на [0. 1], если д({< € 
[0,1] : |р(0| > А}) = и существует Нт /ОХ[^(0]Д<Й = (Л) £дЩ<И. 

\ А } А-*ос
Отметим, что из условия

lim
А-4 + ОС

А.д({х: Г(х)>А)) = 0 (7)

ОО
следует п.в. сходимость ряда 22 /п(х) (см. [4]). Следовательно, из Теоремы 2

л=0
вытекает

ОО
Теорема 3. Если ряд 22 ап/п(х) удовлетворяет условию Нт А д({х : 

п=О Л—» + эс
5* (г) > А}) = 0, то он является рядом Фурье по обшей системе

Франклина некоторой функции /(х) в смысле А-интегрирования.

Известно (см. [5]), что если / € Ь1(0,1), то

lim А-Я({х: M(f, х) > А}) = 0. 
А—►□о

(8)

Следовательно, из (1) - (4) и Теоремы 1 вытекает

Теорема 4. £ ап /п(х) является рядом Фурье по обшей системе Фран-
И = 0

клина функции / € Ь։(0, 1) тогда и только тогда, когда выполняются
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следующие условия ։ Нт 5„(г) — /(։) п.в. на [0.1] и Ппйп{Ад({г Е [0. 1]: 
* ’ R—* 4- эо А-♦4’00

5'(») > -')) = О-
Теоремы 1-4 являются обобщениями теорем Г. Г. Геворкяна [б] для классичес

кой системы Франклина.

Для доказательства Теоремы 2 нам понадобятся несколько лемм.

Положим Ед = {4 £ [0,1]: 5'(4) > А} и Вл = {г Е [0,1]: М‘(Хв„։) > 1/2}, где

.М-(Л։) = »»р4| / 1/(01 Л- 
|Л ],

Ясно, что Ед С Вд и д(Вд) < 2 • м(Ед).

Лемма 1. Для любого А > 0 справедливо неравенство

ап /п (01 Р( )•

Лемма 2. Для любого А > 0 имеем

(10)

Доказательство Леммы

V/ = /V \ л/г\ где N -

1 : Положим V* = {п Е Ы 1 {п} С Вд}и 

множество неотрицательных целых чисел. Пусть 

с < • А. Действительно, из п Е А\А получим

{п) / Вд, и поэтому р({п) П Ед) < ֊ и((п}). Кроме того, на множестве Е
—

имеем аир д' | п=0 ап /п(01 < и. следовательно, |ал /п (4)1 < 2 • А, когда 4 Е Е£.

С точностью до счетного множества точек имеем Вд , где

квазидвоичный интервал порядка к (см. [4]). Положим

О,
ап /<»(*)1»

когда 4 £ Вд, 
когда 4 Е /!{՛'

Тогда

0.А) ) = САр(Вд).

Представим множество где интервалы не имеют

о
*0

ших концов. Зафиксируем некоторое д и рассмотрим наибольший квазидвоичный
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интервал, содержащийся в 1д. Пусть это будет интервал Через /Р°;А^ обо- 

значим наибольший интервал с концами порядка к, содержащийся в I*. Положим

°П /в (0 - 

ггС/о.М

(*)■*•
•*< т [•1-‘

Последнее равенство выполняется, поскольку если существует п € Л/՜/ такое, 

что {п} С , то {п} £ Вд. Это противоречит условиям {п} С и 
4::/’ с в*.

Следовательно, |5')0,к0,к.т(<)| < - А при I Е где У - интервал порядка 4,

ближайший к справа (см. [4]). Пусть

[О,

^*о (т) = । 12к=к0 таХтп !57.*в1*>т(г)|1 

՝ £2к=к0 таХ™ !^',*о,к.т (։)|,

когда и € /?'А\

ПР" « е /?. '1 \ , (р > 4о)

где х 1 ий,

Тогда /0‘ У#*’« * < С • А •

Имеем также зиРлг | £ {ЧсВд ц, /я(<)| < ^'А|
п <

(<) при I £ Вд. Тогда

С-Ам(Вд).

Лемма 1 доказана.

Доказательство Леммы 2 : В [1] доказано, что Оп/п(<)1 < С • А-г
■ < и

^1(Л)(0 + ¥>*/*(<) ПРИ * е Вх’ Следовательно

вир| Дп Л (01 < С • А -Ь ?1(А)(0 4- 57 <4* *(*) 
(»>СЯх

при * 6 Вд, т.е.
' аир | £ дп/-(01<С1о А-р(^).
Ва (.}<■*

-<*
Доказательство Теоремы 2 : Пусть Нт А» • д({< € (0,1]: $"(<) > Ак}) - О 

■ £,(։)-»/(։) пр> п -» +ое п.։. на [0.1]. Тогда

(/(«)А(‘)1л'->л
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где Л

' (/(<) /. (<))*<•> л 
в».

• я(Вл.) < Со • А* • |(п)Г*'։ я(Вл.) <

<СоА։.|{п}|-1/։.м(Я1.)-»0.

Следовательно

Г[Д<)Л.(*))А<-)<* = / [/(0/п(П]А«)Л + о(1), *->+оо. (11)

О ‘ Jb^

При х 6 Вдь имеем х € Вд։ (поскольку из Е\ С Вд вытекает Вд С Вд), 

следовательно, зир,у | <4 /п(х)| < А*, и наконец, |/(г)| < А*. С другой

стороны. |/„(С)| < Со • |{п}|~1/2 для любого п, и из (11) получим

^(/(*)/п(<)]А<мЛ= [ *֊►+«.
О fc Jb\

(12)

Действительно, на множестве Вех* имеем / •/я = (если х € ВАй, то

|/(х)/п(х)| < Аь - Со - |{п}|-1/2 = Л<՞»). Учитывая Лемму 1, из (12) получим

/1(/(0/п(01А(-)А= / { 52 а™ /",(<)+ 52 «m/n.(t)}-/n(t)dt +
7° ‘ •'ДЧ {т)свч {"Оеяч

+ о(1) = / ( 52 а-/«(<))•/»(О Л+ 0(1).
(rn}<ZB*fc

Из Леммы 2 следует, что

1/(0/■(։)]*.֊> Л • + о(1).

Так как ряд 52|гп}2֊д։ «т /т(4) имеет интегрируемую мажоранту, то он являет

ся рядом Фурье-Франклина некоторой интегрируемой функции. Следовательно, 

взяв к достаточно большим, будем иметь {т} Вдк. Таким образом, получим

Um [ [/(t)/„(t)] (Я)Л = 
k-»+ooJ0 Лк о™ fm(t)) ■/,(()<«

Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates uniqueness of a.e. convergent series 
by general Franklin system.
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