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КВАЗИПОЛИНОМЫ В ПОДПРОСТРАНСТВЕ
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

Г. В. Арутюнян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X* 3, 2000

В вещественном и комплексном анализах хорошо известна теорема 
Мюнца о плотности множества квазиполиномов в пространстве Ск[а, 6] 
непрерывных, действительнозначных функций на замкнутом интерва
ле [а, Ь], а > 0. В настоящей статье исследуются версии теоремы Мюн
ца в случае, когда квазиполиномиальные коэффициенты берутся из 
заданной возрастающей последовательности положительных чисел.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {Ап - строго монотонно возрастающая последовательность положитель

ных чисел. Конечная сумма р(х) = £27=0 Р*1*' с произвольными вещественны

ми коэффициентами рп, п = 0,1,..., т называется квазиполиномом по систе

ме функций {хл-}о° (Ао — 0, х > 0). Обозначим через Су? [а. 6] подпространство

С[а, Ь], сост ее из всех вещественнозначных функций. По известной теореме

Мюнпа [7], множество всех квазиполиномов по системе {1Аж}о° плотно в Су?[о,6]

(а > 0) тогда и только тогда, когда

(1)

Возникает естественный вопрос относительно версий теоремы Мюнца при раз

личных ограничениях на коэффициенты рп. В настоящей статье рассматривает

ся случай, когда эти коэффи и енты берутся из множества {±ап}“, где {МГ

- строго монотонно возрастающая последовательность положительных чисел,

удовлетвор ЕЕщих условиям

Пт ап = оо, л-юо (2)Чп + 1 - ап < Л/.

где М > 0- постоянная. Частный случай этой задачи, когда {ая}?0 С А/ (А/ есть 

множество всех натуральных чисел) был рассмотрен в (1), (4), (5), [8].
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Основными результатами являются Теоремы 1 - 4, касающиеся аппроксимаций

в Сд[а, 6] = функ к [И / е Ся[а, 6], удовлетворяющие условию /(0) = /(1) = 0, 

если [а, Ь]П {0,1}) # 0. Заметим, что С*л{а, 6] = Сд[а,6], если [а, 6] П {0,1} = 0.

Теорема 4 обобщает и усиливает некоторые результаты из [2], [4].

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Пусть {А„}?° ~ строго монотонно возрастающая последова- 

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условию (1). Тог

да системы функпий

(3)

(4)

плотны в пространстве Сд[0, Ь] для каждого Ь > 1.

Доказательство : Дадим доказательство для системы (3). случай системы (4)

доказывается аналогично. Пусть I/ - функ я ограниченной вариации, удовле

творяющая соотношению

/ (гАэ— I _ гА’-)^и(х) = 0, п = 1,2,.... ’• (5)
У о

В полуплоскости Де г > 0 рассмотрим голоморфную функцию

Ф(г) = [ хгЛи(х). (5а)
/о

Из (5) следует, что ^(А։п-1) — <р(^2п) при п = 1,2,... . Следовательно,

существуют числа € (А2п_։, А։п) такие, что

= 0, п = 1,2......... (б)

Так как последовательность {Ап}^° монотонна, то из (1) получим

ОО
52 м;1 = оо. (7)
л = 1

При Ле г > 0 имеем неравенство

|жк*>1овх| < -А—, 0<»<1.
1 е Яс х “ ~ .

Тогда производная <р'(г) — является голоморфной функцией,

удовлетворяющей неравенству

1*Ф)1 < С(6՝Ь)Ь**\ Яе х > 6 € (0, >1), (8)



Квазиполиномы в подпространстве непрерывных функций

где постоянная С(6,Ь) > 1 не зависит от г. По теореме единственности ограни

ченных функций, голоморфных в полуплоскости, из (6) - (8) следует у/(к) = О 

при Ее г > 6. Следовательно, по теореме единственности аналитических функ

ций, получим = 0, Ее к > 0. Таким образом

= Сь Ее г > 0. (9)

Положив в (9) 1т к = 0 и перейдя к пределу под знаком интеграла при Ее г —► 
+0, получим <й/(х) — С1. Итак, (9) запишется в виде £ (ж1 — 1)(й/(х) = 

0, Ее г > 0. Так как система {г՞ — 1}плотна в Сд[0, Ь], то доказательство 

Леммы 1 следует из Теорем Хана-Банаха и Рисса.

Лемма 2. Пусть - положительные числа, причем Аз,֊! < А2, <

... < А2п < А2п+1. Для ։ = 1, ...,п — 1 положим

•Ча.Г.’гМ-г я -И 4՛ М

где {с7}”=|+1 — вещественные числа, а || • || - норма в пространстве

Сд[0, Ь], ь > 1. Тогда справедливы неравенства

{п
- А £ а;,1 ), 

>=»+1 )

С 4 1 '
ЬЦХЪ^ - А3|)ЬА’<+1 ехр > -(А3։ - £ А;Д։ I,

•’ ՛ *•. *.» I ./=1 + 1 )

где 6 € (0, Ах) — произвольное число.

Доказательство : Докажем первую оценку (вторая доказывается аналогично).

Как показано в [3], стр. 25, имеем

Л,,„ = вир А.,п(р), 
(е)

А.п (^) —

где I/ - функция ограниченной вариации, для которой

р(0) = и(1) = 0,
о

- х>ъ)<й,(х) = 0, п.У = । + 1,
о
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Рассмотрим функцию (5а). Рассуждая как и в доказательстве Леммы 1, получим 

неравенство (8). Следовательно, у>'(х)6-х = В(г)/(г), Ле х > 0. где В(х) =

, а /(2) голоморфна в Ле х > 0. Так как

+*>1’ = п, п.

то получим

!/(«)!< с(М) П *'*>*•
*'*1X1

Отсюда следует, что

|1/(х)|<С(О)ЬМВМ1 П Нех >4. (10)

Имеем

Л.п (у) = И^2«-1) “ ~ ^2»-1)1 *. € (А21-1, А2|).

Используя (10) и элементарное неравенство

Я
А...М < С(М)(А։, - А2,-1)6։՛ П 

>=•+1

1 — х < е՜*, х > 0. получим

\р} - 0.) <
- 6)(^ + 0,) “

< С(М)(Аа1-А3._։)6*‘ехр М,(0. ֊*) 
(М; ֊ <Ж/Ъ + Ь)

Следовательно

)
п

-(А«-։֊*) £ АЧ

>=•+1

Остается отметить, что правая часть последнего неравенства не зависит от р.

Лемма 2 доказана.

Для функции / € Сд [0, 6), Ь > 1 положим

/(։)-£е,(хл’'-' -хл«) 

2=1

Еп(/) = пи п 
ид:

где {с,}" - вещественные числа.
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Лемма 3. Пусть {оп}^° - строго монотонно возрастающая последова

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условиям (1), а г, л 

(г < л) - произвольные натуральные числа. Для произвольной функ

ции / е Сд[0,Ь], ь > 1 и 0 < А։ < А2 < ... < А3։ существуют числа ...,Ь,

такие, что {|6,|К С {вл}?0 и

г
<е:(Л+ *£&...+

1=1

+ М тах

1

> = 1

Доказательство ։ Пусть с,(», з) - последовательность, на которой А,,, дости 

гает своего максимума, а с;,о ~ последовательность на которой £",(/) достигает

своего максимума, т.е.

ЕЛП =
>=1

Определим числа , Ьт по индукции. Обозначим чер 6} ближайший элемент

к числу С10 из последовательности {±ап}^с. Далее

Тогда

9,1 = 9.о + (С1,о - ^1)9 (!»•)» 2 < ; < л-

/(х) - 129.о(^ъ-։ ֊ «Аад) + (9.о - Ь) (®А‘ ֊ «А։- 
>=1

<Г,(/) + МАм.
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и, 5к определяются из условия

к
< £.(/) +

4=։

Обозначим через 6к + 1 злемент из {±ап}^°, ближайший к числу с*+1,*, и положим

<£,(/) + м 22 А,., + мл։+1, = £,(/) + .V 22 л,.,.
>=։ 4=1

Таким образом, числа 51,...,ЬГ определены. Теперь определим 6г+1,

ший к числу с])Г. Так как при х € [0,1]

значим через 6,, ) = г 4-1,..., з элемент из последовательности {±ап}^°, ближай

а при х € (1, Ь]

1=г+1 >=г+1

< хА’* — хА”՜*1 < (Аз, — Азг+1)6Л’։ 1<^ Ь,
то имеем

9

4=1

< Я,(/) + м 22 Л,., + М шах ( , (А։, - А,г+,)»*.. |ов6
4 = 1 I А3'

Лемма 3 доказана.



О псевдодифференциальных операторах ... И

следует оценка

ПЛИ <
А»т

1 + 1612т*---кп|2՞’-

Следовательно, если Зл+ За.™)/ = 0, то / = 0. Кроме того, оператор (1.10) - 

самосопряжен. Так как ограниченный самосопряженный инъективный оператор 

всегда имеет плотную область изменения, то заключаем, что 4- т)^

плотно в £-2- Легко видеть, что (/4- Зл.т}^ является пространством Волевича- 

Панеяха (см. [12]), а функции из плотны в нем [12]. Множество (Ш.")

плотно в £2 по норме (№."). Имеем

= л о?"՛ (1.11)

где И, = --—- - обобщенные производные. Так как £)2п։| • • ■ С

Фг(1Я'‘), то из (1.11) следует, что множество За$г плотно в ^(П^”).

Докажем теперь последнюю часть Теоремы 1.1. Оператор (1.7) по непрерывности 

продолжается на функции из 5, ортогональные полиномам р € Р^~ва- Последние 

образуют замкнутое множество в и следовательно, сопряженное простран

ство можно отождествить с фак тор-пространством 5'Так как область 

изменения оператора За плотна в £2, то пространство линейных непрерывных 

функционалов на ней можно отождествить с £>2. Переходя к сопряженным, полу

чим ограниченную инъекцию (1.8). Доказательство завершено.

Определение 3. Пусть Л - произвольный набор векторов с неотрицательными 

компонентами, имеющий точки на каждой координатной оси П?.” + . Простран

ство «^(Ш.11) является образом оператора За на пространстве £.2( 1НП) с нормой

= 1ЬПг- (1-12)

Очевидно, если А = {0), то — £>з- По Теореме 1.1, пространство (Ш. ) = 

Зл (£2) является подпространством фактор-пространства 5*/Рр՜*0. Если 0о > 1 

(т.е. если ЛУ'(Л) является допустимым многогранником), то й)? С 5', если же 

0 < 0О < 1, то элементами будут классы, в которых функции, отличающиеся 

на многочлен р € Р?՜*'*, отождествляются.

Норма (1.12) на С™ имеет удобный эквивалентный вид

IIЛ «"2*|| = /€СО°°(1НП). (1.13)
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Теорема 2. Пусть {ап}?0 и О»)?0 ~ строго монотонно возрастающие 

последовательности положительных чисел, {о,}^° удовлетворяет усло

виям (2), а удовлетворяет условию

(15)

и 6 > 1. Произвольную функцию / € Сд[0, 6] можно равномерно аппрок

симировать на [0,6] квазиполиномами вида (11).

Доказательство : Положим = Ля/1о5п, п = 2,3,... . Тах как числа 1п > 0 

удовлетворяют (15), то существует (см. [б], стр. 40, 107) последовательность 

натуральных чисел {п,}*; такая, что

Иш — 0, 1П| < /,, з — 2,3,...,тц — 1, з — 1,2,.... 1-Ю©

Не умаляя гаш ноет и можем считать, что п,- = 2 л, (з, - натуральное число).

Определим последовательность натуральных чисел {т, }“х, где т, = 2г, + 1 =

п» - [ у/гц] или п, - ~ 1, а [а] ~ пелая часть числа а. Так как А* монотонна,

то для достаточно больших ։ имеем

(16)

где С > 0 - постоянная. Докажем равенство

1ш1 6Л,-'(А։<, -А„,+1) = 0. (17)

Так как А„ монотонно возрастают и

Нт = Нт 

-»ОО |-»ОС
= 0,

то достаточно показать, что

(18)

Легко проверить, что

- (^2г, -Ь,,)^2г<.

Так как /2Г( — 11^ > 0, то получим

о < А2,։ - А2г< < /2,41ог(1 -|- (2я, - 2г;)/2п), » = 1,2........ 
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откуда следует (18).

Заметим теперь, что в силу условия (15), {А»}>° удовлетворяет (1). По теореме 

Мюнца при л —► ос имеем -> 0. С учетом (16) и (17), для произвольного 

е > 0 существует натуральное число л, такое, что

(19)

<
֊(А։ - <$) £ а;/ I < е, (20) 

/»։+« J

(A2fj - Ajr<+i) max(Ay/|։ logЪ) < е. (21)

Согласно Лемме 3, существуют числа 61,...,Ь,( из {±ап}1° такие, что

J=i

<£„(/)+Л/£>.„+ 

k=l

+Af(A2<j - A2ri+i)max(A"x ,bA’‘i log 6).

Отсюда и из (19) - (21) получим

< (2М 4֊ 1)е.
/=։

Доказательство завершено.

Замечание 2. В частом случае Пшп-.ос Ал < ос, Теорема 2 непосредственно 

следует из (14).

Теорема 3. Пусть и (Ап}$° - строго монотонно возрастающие

последовательности положительных чисел, {ал}“ удовлетворяет усло

виям (2), а {Ап}1° условию 

An/lognj а при п —> ОО,

и Ь < е1^*. Тогда любую функцию / € ^[0.6] можно равномерно 

аппроксимировать на [0,6] квазиполиномами вида (11).

Доказательство ։ Положим

An - a log п 
logn



Г. В. Арутюнян14
ч։г

Так как 1Л > 0 и Кт,,-«» /п = О, то существует, как и в доказательстве Теоремы

2. последовательность {п,}°2։ натуральных чисел такая, что

Нгп э — 2, 3,..., тц 1.
I->оо

Не умаляя общности можем считать, что п, = 2«, (\ - натуральное число),

i = 1,2,..- Рассмотрим последовательность натуральных чисел где

m, = 2r, + 1 = г», - [п,1 Ро] или n, - [n,1 Fo] - 1, alogb<po<l.

Так как Ап монотонно возрастают, то для достаточно большого ։ получим

. г-С2*)1՜'0 
log 2л,

где С > 0 - постоянная. Чтобы доказать (17) заметим, что для достаточно малого

€ > 0 имеем

ь£(<•+«) log 2,, 

(27F ֊ (2з,)яо
(2Л|)(-+«) ։°8

(2*,)'”
-+о,

Поскольку An MOHOTOE то достаточно доказать, что

lim (2з, )Ро(А2։< А2г<) < оо.
I—»ОО

(22)

Легко проверить, что

О < Aj,4 — А2г< = /2։, log — — (12г,- — h»i) l°g 2r< + ° log —• 
г i г.

Так как i2r< - 12,( > 0, то получим

О < А2,(-А2г< <J2։i log —+alog — = (/2o+a)log(l-b(2e.-2r<)/2rj), i = 1,2,..., 
П г»

откуда вытекает (22). Остальная часть доказательства совпадает с заключи

тельной частью доказательства Теоремы 2. Теорема 3 доказана.

Замечание 3- Условие b < е1/<։ в Теореме 3 является точным (см. [5]).

Теорема 4. Пусть {An}i° - строго монотонно возрастающая последова

тельность положительных чисел, удовлетворяющая условиям
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lim Ап = оо, 1 — An/An+i О при п —► ос. П -fÛO

Тогда любую функцию / € Сд[0, 1] можно равномерно аппроксимиро- 

вать на [0,1] квазиполиномами вида (11).

Доказательство : Согласно Лемме 3 из [4], для любого € > 0 существует число

по такое, что

х е [о, 1]. (23)

По Лемме 2 из [4] существует многочлен с действительными коэффициентами

N .. , 
P1(«) = 52 Ся(«А“ - 2«Аж+։ + хА’+։)

такой, что |/(z) - Pi(z)| < |, z € [0,1]. Заменяя числа 1с„|, п = по, ...,N 

соответствующим ближайшим элементом последовательности из pi(z)

получим квазиполином р(г) вида (11). Так как имеет место (23), то получим

|p(z) - Р1(։)| < М £ L ii' '

я = *0 •* ’3.R . • ■■՛.

Следовательно, |/(z) — p(z)| < е. Теорема 4 доказана.

՛՛ ч .иг.՛; ,՛—• «

ABSTRACT. Muntz theorem on density of the set of quasipolynomials in 
the space Сд[а, b] of continuous real-valued functions on a closed interval 
[a, 5], a > 0 is well known in real and complex analysis. The present paper 
studies the question about versions of Muntz theorem in the situation, 
where quasipolynomial coefficients are taken from a given increasing 
sequence of positive numbers.
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О ПРОБЛЕМЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПЕТРЕ
А. Г. Багдасарян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, X- 3, 2000
В статье доказываются некоторые утверждения, относящиеся к проблеме пересечения Петре. Для произвольной интерполяционной пары получены некоторые условия на пространство, обеспечивающие выполнение равенства Петре. Объясняется роль равенств, дуальных к равенствам Петре.

ВВЕДЕНИЕИнтерполяционное пространство, полученное методом вещественной интерполяции (см. [2], [3]) обычно обозначают через (-,•)♦.«• В [1] Петре поставил вопрос : при каких условиях справедливо равенство
(А, Ло П А1)#л = (А. Ао)я,9 Г1 (А, О < 9 < 1, 1 < ч < оо. (1)В той же статье [1] (см. также Теорему 1.12.1 из [2] и литературу в [1], [2]) указаны некоторые достаточные условия для выполнения равенства (1) в терминах “квазилинеаризуемости՜’ соответствующих интерполяционных пар. Равенства (1) изучались в [4] - [б].В настоящей статье вместе с равенством (1) и его дуальным равенством

(А, Ао 4- А1)а., = (А, Ао)я|? 4- (А, А։)#>в, (2)рассматриваются также следующие с отношения :
А-НАоИАх) = (А + А0)П(А + А։), (3)
А П (Ао 4֊ Ах) = (А П Ао) 4- (А П Ах). (4)Оказывается, что существует тесная связь между равенствами (1), (2) и (3), (4). Равенства (1) и (2) будем называть равенствами Петре, а (3) и (4) - равенствами типа Петре.



О проблеме пересечения Петре 17§1 . О РАВЕНСТВАХ ТИПА ПЕТРЕОпределение 1 (см. [2], [3]). Интерполяционная пара {А0.А։} является парой банаховых пространств Ао и Ах, линейно и непрерывно вложенных в линейное топологическое странство Т. Аналогично определяется интерполяционная тройка.Теорема 1. Пусть {А, В, С) — интерполяционная тройка. Если одно из пространств тройки вложено в другое, то равенства типа Петре (3) и (4) выполняются.Доказательство : Ясно, что для произвольной тройки имеем вложения
(А П В) + (А П С) С А П (В + С),

А + (В П С) С (А + В) П (А + С).

(5)
(б)Обратные вложения к (5) и (6) легко проверяются при С С В (или В С С). Кроме того вложение, обратное к (5), очевидно при А С В (или А С С), а вложение, обратное к (б,) очевидно при В С А (или С С А).Пусть теперь В С А. Тогда вложение, обратное к (5). имеет вид

АП(В + С)СВ+(АПС). (7)
Докажем (7). Пусть а 6 А О (В + (7), тогда а € А и а = ао+ а1, оо 6 В. в! 6 С. Так как Д1 = а — во, ио € В С А и а € А, то имеем ах Е А и, следовательно, ах Е А П С. Таким образом, а € В + (А П С). Вложение (7) доказано.Для доказательства непрерывности вложения (7) заметим, что при В С А имеем

Беря нижнюю грань по всем а = ао + а'1( Е В, а'х Е С, получим (7). Аналогично можно доказать вложение, обратное к (б) при А С В (или А С С). Теорема 1 доказана.Теорема 2. Пусть {А0,Ах} - интерполяционная пара, А = (А0,Ах)в,,,О < 0 < 1, 1 < <? < оо. Для тройки {А, Ао, Ах} имеют место равенства (3) и (4), т.е. (Ао, Ах)ял = [Ао + (Ао, Ах)«,<] [^1 + (А), А)<л], (8)



18 А. Г. Багдасарян(Ло. = [Л> И(Ао, А>)#,9] 4֊ [Aj П (Ao, Ax)*ifl]. (9)Доказательство ։ Согласно следствию 3.6.2 из [3], для функционала Петре
К(з. а; Ао, А։) 8 > О

имеем
K(t,a; Ао. А)

»/(»-•)

K(t,a;A,A з-в’А'?(з,а; А0,АХ)
(Ю)
(И)

Здесь знак ~ означает двустороннюю оценку. Суммируя (10) и (И), при 4=1 получим
11а11(л+Ло)п(л+А։) ~ На+Ло +UeilA+Al - А'(1,а;Ао.А) + Л'(1,а;А1,А)~

Равенство (8) доказало. Теперь докажем (9). Так как Ао Л А С А, то применимТеорему 1 к тройке {АоПА, АХ,А}. Применяя равенство (3) к этой тройке, получаем (АоПА) + (АПА1) = [(АГ1Ао) +AijnA. (12)
На основании (8), из (12) получаем

(АоЛА) + (АЛА1) = ([Ао П (А 4֊ Aj)] 4֊ Ах) ПА. (13)
Так как Ах С Ах 4֊ А, то к тройке {Ах, Ао, Ах 4- А) можно применить Теорему 1. Тогда из (13) получаем (Ао П А) 4- (А П А>) = (Ао 4֊ Ах) П (А 4֊ Ах) П А = А. В последнем равенстве использовали свойство промежуточности пространства А, т.е. А С Ао 4- А1. Доказательство завершено.
§2 . О РАВЕНСТВАХ ПЕТРЕОпределение 2. Пусть {Ао, Ах} - интерполяционная пара. Банахово пространство А обладает свойством (Р) относительно {Ао, Ах}, если для всех 0 6 (0,1) и q € [1, оо] имеют место равенства Петре (1) и (2).



О проблеме пересечения Петре 19Предложение 1. Пространства Ао, Ах обладают свойством (Р) относительно {Ао,А1}.Доказательство : Как отмечено в [6], равенство (1) выполняется, если А совпадает с Ао или Ар Достаточно проверить, что равенство (2) также имеет место. По Следствию 3.6.2 из [3] имеем
11°11(л.^.),.,+л1 = (Ло՛ Л1)‘” Л1> ~ (14)

Используя Теорему 2 из [7] и обозначая Е = Ао 4- Ах, получим

Следовательно, (Е. Ах)»., С (Ао, Ах)»., 4- Ах- Так как обратное вложение очевидно, то равенство (2) выполняется при А = Ар Аналогично, можно доказать (2) для А = Ао. Предложение 1 доказано.
• • • ■ I «1Теорема 3. Пусть {Ао, Ах] - интерполяционная пара. ПространстваЕ = Ао + Ах и △ = АоПАх обладают свойством (Р) относительно {Ао. Аг}.Доказательство : Докажем, что (2) выполняется при А = △. Используя (1) при А = Ау, ] = 0.1 и Теорему 3.4.1 из [3], получим (Ао.Д)»,« + (Ах,Д)»_, = Ао П (Ао, Ах)»,, 4- Аг А (Ао, Ах)х_».,. Из Теоремы 2 вытекает

(Ао, △)»,» + (Ар △)»., — (Ао А [(Ао, Ах)»,, 4- Ао1 ՛ ' [(Ао, Ах)»., + Ах]) -г
4- (Ах А [(Ао, А1)х_0,д 4- Ао] А [(Ао, Ах)х_»., 4- Ах]) — (15)= (Ао А [(Ао, Ах)»., 4- Ах]) 4- (А։ А [(Ао, Ах)1-»., 4֊ Ао])•

Применяя Теорему 1 к тройке {Ао А ((Ао, Ах)»,, 4֊ Ах] , Ах , (Ао, Ах)х-»., 4- Ао}и используя (3), из (15) получим
(Ао, △)»., 4-(Ах, △)»., = ( Ао А [(Ао.Ах)»., 4֊ А1] 4-Ах1А

А ( Ао А [(Ао, Ах)»,, 4՜ Ах] 4՜ [(Ао, Ах)х-»,, 4- Ао (16)
Ао А [(Ао, Ах)»,, 4֊ Ах] 4- А։ ) А ( (Ао. Ах)1-»л 4- Ао



20 А. Г. БагдасарянПрименяя Теорему 1 к тройке {Ло, (Ао, Д1)я։< + ^1, А1}, из (16) получим
(До, Д )я ,д 4՜ (Д1, △ ~ [( -^0- Д1) Я, д 4՜ А1 ] П [( До, Д X ) Л-Я,д 4՜ До] •

Применяя (2) при А = Дд ] = 0,1 и Теорему 3.4.1 из [3], находим
(До, Д)я,д 4- (Д1» △)₽,« = (2, ^л)я,д п (Е, А))в,д Э (Е, △)«.«•

Так как обратное вложение очевидно, то приходим к равенству (2) при А = △. Равенство (1) при А = Е было доказано в [6]. Для завершения доказательства заметим, что
(Е, Д1)ял + (Е, До)я,д = До + (До, Д1)в,д 4֊ Д1 4- (До, Дл)я,д — Е — (Е, Е)ял.

Следовательно, (2) имеет место при А = Е. Аналогично получаем
(Д. Д1)#,? 4- (Д. До)*., = До П (До, Дх)я,д А Дх П (До, Дх)я,д = △ = (△, А)®,,.

Следовательно, (1) имеет место при Д = △. Теорема 3 доказана.Определение 3 (см. [2], [3]). Пусть {До, Д1} - интерполяционная пара. Банахово пространство А принадлежит классу В(ц, До, Д1), если
(До, Д1 )ц,1 с д ' ֊ (До- Д1)п,с©։ 0 < т/ < 1. (и)

Предположим, что Ду € В О', До, Дк)» 3 — 0,1.Теорема 4. Пусть {До, Д1} ~ интерполяционная пара. Если пространство А € В(т}, До, Д1), 0 < г) < 1, то А обладает свойством (Р) относительно пары {До, Д1}.Доказательство : Имеем
(Л>, А).., Э ((Л Л Л») + (Л П Л։), А), ։ Э (Л П Ло, А).., + (Л Л Л„ Д),.„ (18) 

и поскольку А Е В(г?,Д0,Д1), то (До, Д),.! = До П (До, Дх)п,х С До П Дь(До, Д)П։Х> = До П (До, Д1)|у,оо Э До И Др Следовательно
До С А Е В(гу, До, Д), О < < 1. (19)

Аналогично получаем
Д1 П А Е В(т), Д. Д։), 0 < п < 1. (20)



О проблеме пересечения Петре 21Соотношения (19), (20) и вложения △ € В(1,А0.Д),Д € Д(О,Д,АХ) показывают, что можно применить теорему реитерации (см. Теорему 3.5.3 из [3]). Из угон теоремы и (18) имеем
(А, △)*., Э (Ао, △ ),(1-*)+»л 4- (△, -А1)ч(1-я)։<. (21)

Применяя равенство (1) к правой части (21), получим
(А △ )•., 3 [Ао А (Ао, А)п(1-*)+а,д] 4֊ [Ах А (Ао, А1)р(1_#)л]. (22)

Согласно Теореме 3.4.1 из [3] имеем
(Ао, △)|?(1-0)+0,з С (Ао, △ ),(!-*),< — Ао О (Ао, С (Ао, А1)(уц_*|Л. (23)

Итак, можно применить Теорему 1 к {АоА(А0. Ах)ч(|.*)+#><, А1։ (Ао. А1)ч(х_#)><}.Из (9), (22) и (23) следует, что
(А. △ )*., Э I [Ао П (Ао. Ах)п(х_в)+в ,] 4֊ Ах I П ([Ао А (Ао, ^։)мх-*н*,,]4֊

4-(Ао. Л1)9(1-«)Л) — ( I Ао А (Ао. ^։),(Х-*)+*.,] 4֊ Ах I А (Ао. Ах)9(1_*)л 3 (24)
Ао А (Ао, АХ),(Х_*>+,Л] 4֊ [Ах А (Ао, Ах)П(Х_,]+в ,<] I А (Ао. А1)ч( !֊•).«= (Ао, АХ)П(Х_*)+*Л А (Ао, Ах)ч(х_*)л.

Ещё раз используя реитерационную теорему, получаем
(Ао, △ )*., Э (А, Ао)*., А (А, Ах)*л.

Так как обратное вложение очевидно, то приходим к равенству (1). Равенство (2) доказывается аналогично. Теорема 4 доказана.Теорема 5. Пусть {Ао, Ах) — интерполяционная пара, Д плотно в Ао иАх. Если А - Интерпол • I ионное пространство типа т) Е (0,1) (см. [2], [3])относительно пары {Ао, Ах}, то А обладает свойством (Р) относительно этой пары.Доказательство : На основании Теоремы 3.9.1 из [3] заключаем, что А € 
В(т), Ао, Ах). Остаётся применить Теорему 4.



22Теорема 6. Пусть {Ао, Ах) - интерполяционная пара. Положим
Во — (Ао, А1)а,уо1 (или [Аф, Ах]а ), О < а < 1, 1 < <?о < оо,
Вх = (Ао. Ах)^,д1. (или [Ао, Ах]^ ), О < /? < 1, 1 < чх < оо.Если А - интерполя он ное пространство типа г/ € (0.1) относительнопары {Во, Вх}։ то А обладает свойством (Р) относительно {Ао, Ах}.Доказательство : Согласно реитерационной теореме

(Во,Вх)^.г — (Ао. .4х)а(Х-։|) + 0։|,г, (25)Теорема 3.4.2 из [3] (Теорема 4.2.2 для метода комплексного интерполирования) утверждает, что АоПАх плотно как в Во так ивВ։. Тогда пространство ВоПВх плотно в Во и Вх - Из Теоремы 3.9.1, [3] следует, что
(Во, В1)п.1 С А С (Во, Вх)7.х>. (26)

Учитывая (25). вложения (26) можно переписать в виде (Ао, ^1)а(1-п)+^7,х С А С (Ао, Ах)о(х_,)+дП1ЭО. Следовательно, А € В(а(1-т1)+@т}, Ао, А1). Теперь Теорема 6 следует из Теоремы 4.В заключение приведем одно следствие равенства (1), которое ращает класси•11ческий »■ ультат о вложении интерполяционных пространств (см. Теоремы 3.4.1я 4.2.1 из [3]).Теорема 7. Пусть {Ао, Ах} - интерполяционная пара. Если для некоторого ч € [1, ос] и т/. 0 £ (0,1), т? < 0 имеет место одно из вложении
или

(Ао.Ах)^,д С (Ао, Ах)п,д
[Ао. Ах]в С [Ао, Ах]п,

(27)
(28)то Ах С Ао.Доказательство : Пусть имеет место вложение (27). Тогда из (1) при А = Ах (см. [6]) имеем

(Д, Ах),_, = Ах Л (Ао, Ах)«,., С Ах П (Ао, Ах)„,9 = (△. Ах)п><. (29)
Так как 1 — 0 < 1 — т? и △ С Ап то согласно Теореме 3.4.1 из [3] получим

(△, Ах)^л — (АпД)։-^ — (△, А1)^^. (30)



О проблеме пересечения Петре 23Из вложений (29) и (30) вытекает (△, А։)₽>, = (△. Ai),.,, следовательно (см. §3.13
Теперь пусть имеет место вложение (28). Используя Теорему 1.10.3/2 из [21, получаем

(Ao. Ai)(i+f)/z, - ([Ло, A J«, Л1)х/2 ? С ([Ao, AJ,, Ах)1/2 ? _ (Ао, А1)(։+,уХг
Следовательно, А1 С Ао- Теорема 7 доказана.Используя Теорему 7 и Теоремы 3.4.1 и 4.2.1 из [3], получим следующее утверждение.Предложение 2. Для выполнения каждого из вложении (27) и (28) необходимо и достаточно, чтобы А) с Ао*
ABSTRACT. The paper proves some assertions concerning Peetre intersection problem. For any interpolation pair some conditions on the space, which guarantee the validity of Peetre equality, are obtained. The role of equalities dual to Peetre’s is revealed.ЛИТЕРАТУРА1. J. Peetre, “Lieber den Durchschnitt von Interpolationsrâumen", Arch. Math., vol. 25. pp. 511 - 513, 1974.2. X. Трибель. Теория Интерполяции Функциональные Пространства. Дифференциальные Операторы, Мир, Москва, 1980.3. Й. Берг, Й. Лёфстрём. Интерполяционные Пространства. Введение, Мир, Москва. 1980.4. Р. Grisvard, “Interpolation non commutative", Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., vol. 52, pp. 11 - 15, 1972.5. J. Peetre. “Non-commutative interpolation", Le Matematiche, vol. 25, pp. 1 - 15, 1970.6. L. Maligranda. “On commutativity of interpolation with intersection , 13th Winter School on Abstract Analysis, pp. 113 - 118, 1985.7. L. Maligranda, “The A’-functional for symmetric spaces , Lecture Notes in Math., vol. 1070, pp. 169 - 182, 1988.22 октября 1998 Ереванский государственный университет



АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНЫЕ ГРАНИЦЫ ДЛЯ МИНИМАКСНОГО РИСКА ОЦЕНОК ЛИНЕЙНЫХФУНКЦИОНАЛОВ
М. С. Гиновян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, К« 3, 2000
Для вещественнозначного стационарного гауссовского процесса Х(4), 4 € % с нулевым средним и спектральной плотностью /(А) рассматривается задача непараметрического статистического оценивания линейного функционала £(/) на основе выборки Х(1),..., Х(Т). Для спектральных плотностей, принадлежащих классам Гёльдера Нр(/3), получены асимптотически точные оценки для минимаксного среднеквадратического риска △].. Доказано, что △£. X Т~а (а > 0) при Т —> оо, где число а определяется параметрами р и 0.

ВВЕДЕНИЕПусть Х(4), 4 € % = {0, ±1, ±2,...} - вещественнозначный стационарныйгауссовс процесс с нулевым средним и спектральной плотностью /(А) с /( — А) = /(А), А Е [—х, т]. В работе рассматривается следующая общая задача непараметрического статистического оценивания ([2] — [4], [6] — (9)). Пусть наблюдается конечная частная реализация Хг = (Х(1),..., Х(Т)} процесса X(4) с неизвестной спектральной плотностью /(А) € 2, где Е - некоторый заданный класс спектральных плотностей, причем Е С Ър = Ьр[-х, х], р > 1. Пусть £(•) - линейный функционал, определенный на пространстве Ьр. Задача состоит в следующем : на основе наблюдений Ху оценить значение £(/) функционала £(•) в точке /ЕЕ.Предполагается, что функционал £(•) непрерывен в Ьр(—х, х], р > 1 и поэтому допускает представление (см. [11])£(/) = /'ДА) в(А)<Ы,
где 0(А) € Ь9[—х, х]; 1/р 4- 1/д = 1 и ||£|| = ||^||9. Здесь и ниже || • ||д обозначает норму.



Асимптотически точные границы ... 25Дл« заданных чисел 1 < р < со, 0 < а < 1 и г 6 ИЧ0, где И\о обозначаетмножество неотрицательных целых чисел, положим 0 = г + а, и обозначим через Н,(£) класс Гёльдера, т.е. класс функций ф(Х) € Ьр, обладающих г-ыми производными В Ьр и удовлетворяющих условию
+ А) - ^>(.)|| < с |Л|".

Здесь и ниже буквой С обозначаются различные положительные постоянныеПусть Ер(/3) - множество всех спектральных плотностей, принадлежащих классу Нр(/?). Статистическая оценка функционала £(/) определяется как измеримое отображение Ь? — Ьт(Хт) : 1Н7 -> П11. Качество оценки Ь? функционала £,(/) измеряется риском
Дт(Ьт, Л = Е,|2т ֊ £(/)!’,где Е/{՛) - математическое ожидание относительно меры, порожденной спектральной плотностью /. Пусть Д^, обозночает минимаксный средней вад рати-Лческий риск статистической оценки Ьт, т.е.

△т == аир т£аир Е/|2т - £(/)|3. ||£||=1 Ът /€£В настоящей работе получены асимптотически точные оценки для риска Д^.при Т —»• оо. Эти оценки зависят от свойств функционала £(/) и множества Е.Доказано, что Д|. х Т “ (а > 0), где число а определяется параметрами р и 
0. (Здесь и ниже ат X Ьт означает, что отношение а^/Ът асимптотически (приТ —► оо) отделено от нуля и бесконечности).Отметим, что эта задача ранее была рассмотрена автором в [3] (см. также [4]),где были получены асимптотически верхние границы, аналогичная задача для плотности вероятностей была рассмотрена Ибрагимовым и Хасьминским в [7].§1 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ()сновным результатом работы является следующая теорема, которая содержит асимптотически точные границы для риска Д^,.Теорема 1. Для Е = Ер(/3), 0 > 0, и любого непрерывного линейного функционала £(/) в пространстве Ьр[֊я, я), 1 < р < оо имеют место следующие утверждения :А) Если р > 2 и 0 > 1/р, ТО
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Соответствующие верхние границы были получены в [3] (см. также [4]), где была доказана нижеследующая Теорема 2.Теорема 2. При условиях Теоремы 1 имеемС1 • 
СгТ~1в, 
Сз-Т՜2^ 
С<Т֊\

для 
для 
длядля

р>2, 0> 1/рР > 2^ < 1/р 1<р<2, /з<1/2 1 < р > 2, /3 > 1/2,где Ск, к = 1,2. 3,4 суть положительные постоянные.Следовательно, для доказательства Теоремы 1 нам необходимо доказать соответствующие нижние границы. С этой целью нам понадобятся некоторые вспомогательные результаты, которые приведены в следующем параграфе.$2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫОбозначим через ^л(А) сингулярный интеграл Дирихле, определенный для всех ^(А) € я՜] (1 < р < оо) по формуле (см. [1], [10])
^д(А) = зш А(А - х) 8Ш(А — X) |/>(т) Их. (1)Заметим, что ^д(А) является тригонометрическим многочленом степени не выше А. В лемме 1 приведены свойства функции ^л(А). Ниже через С(/ц,..., Л*) обозначяются различные положительные ограниченные постоянные, зависящие от параметров /ц,..., Л*.Лемма 1. Имеют место следующие утверждения :а) Пусть ^(А) € Н,^), 1 < р < оо, 0 > 0. Тогда

1КМ, < <Лр) ||*||, и II*-Мг <С(р.0)А՜».

Ь) Пусть *(А) ё Ц, р > 1. Тогда ||*_,||, < где р<
с) Пусть *( А) € Н,(0) с 0 = г + а, г е ГЧ0, А < о < 1 и р > 1. Тогда ||*01||,, < с < оо для ] = 1, г.



Асимптотически точные границы ... 27а) Пусть ^(А) € Нр(0) с р > 1, 0 > О, ц > р п 0 ± 1/р- \/ч. Тогда
||^х||< < С • шах{1;

Доказательства утверждений а) - с) можно найти в [10] (см. также [1]), адоказательство И) - в работе [7].Следующая лемма является теоремой вложения типа Хар ди-Литтл в уда для классов Н,|/3) (см. [10], стр. 232).Лемма 2. Имеют место следующие утверждения :а) Пусть ф(Х) Е Нр(/3), р > 1 с 0 < /3 < 1/р и р < рг < р/(1 -/Эр). Тогда
^(А)€НР1(^-1/р+1/Р1).

Ь) Пусть 1р(Х) Е Нг(/3) с р > 1 и 0 > 1/р. Тогда ^(А) непрерывна и 1№1<» < «>•§3. НИЖНИЕ ГРАНИЦЫВ следующей теореме приводятся нижние границы для рискаТеорема 3. Для Е = Ер(/Э), 0 > 0, и любого непрерывного линейного функционала <р(/) в пространстве Ь|>[—л՜, я], 1 < р < ос имеют место следующие утверждения :А) Если р > 2 и 0 > 1/р, то
* \ . “т- :: ।В) Если р > 2 и 0 < 1/р или 1 < р < 2 и 0 < 1/2, то> С2Т՜23;С) Если 1<р<2и/?> 1/2, то> СзТ-1,где С*, (А = 1,2,3) - некоторые положительные постоянные.ЛДоказательство : Рассмотрим статистическую оценку Ътл линейного функционала £(/) (ср. [2] - [4]э (8), [9]) :



28 М. С. Гиновянгде А = А(Т) < Т, Л(Т) -> оо при Т -> ос, ^д(А) - сингулярный интеграл Дирихле (1), порожденный функцией «у(А), а /т(А) - периодограмма процесса*(<) : /Т(А) = 1
2*Т 1=1Положим £р(/?) = {/ € Ер(/3); /(А) > С > 0} и

Лл(А) = 9-а(А)
т»/’||/Рл НГ (2)

Пусть /(А) 6 2р0^) - некоторая спектральная плотность, удовлетворяющая условию /(А)ЛЛ (А) £ Ня(/3). Тогда для достаточно больших значений Т функция
0(А) = ^тл(А)—/(А) (1 + Лл(А)), А = А(Т)

является спектральной плотностью из классаПусть Рт,« ~ вероятностное распределение гауссовского вектора Хт = {Х(1), .Х(Т)} со спектральной плотностью 0(А). Согласно Теореме 1 из [5] (см. также пример 2.3 в [9]) семейство гауссовских распределений {ТРт.я, <9 € Ер(^)} локально асимптотически нормально (ЛАН) в точке / в направлении пространства Ь3(—и, и]. Следовательно, используя Теорему 4.1 из [9], для функции потерь и?(1) = х2 получаем
»“₽ тПЕ,|£т -£(«)(’>§ [ /»(А)(А) <4А, (3)

где Ьт - произвольная статистическая оценка фун: •I ионала Цв)՝ построенногона основе набллюления Хт. а Со - положительная постоянная.Следовательно, для завершения доказательства Теоремы 3 нам остается подобрать А = А(Т) так, чтобы были выполнены следующие условия :1) /(А)Ал(А)€Нр(^);2) правая сторона (3) имеет вид Т՜®, где число а определяется Теоремой 3. Доказательство утверждения С) тривиально, поэтому мы доказываем только утверждения А) и В).Пре. сложим, что /(А) £ Ея(/3), гдс р > 2 и /3 > 1/р. Покажем, что /(А) Ад (А) £где Ад (А) определяется формулой (2). Пусть = а + г, где г 6 ГЧо и0 < а < 1- Используя формулу Лейбница для вычисления производной (/Ад)<г\



Асимптотически точные границы ... 29получаем
(/М|'>0 + *)-(/М|г’()

ж=0
(4)

Сперва рассмотрим случай г > 1. Имеем
(М՜*’) (• + ')֊ (а!.’՜*’) (•) =

= /(•+о к’(-+<) - <’(•)] + [/(•+л - /(-и
» «

И

/՛*>(• + - /“՛ (-)Лх (•) =
= /•*’(•+<) к'՜*’ (• + <)֊ /£-‘>Применяя неравенства Минковского и Гёльдера (см. [10]). из (4) получаем

(5)

Так как /(А) € Нр(/?), 0 = а 4֊ г, то согласно лемме 1 с) имеем
||/<‘>||, < С < ОО, к = 1,2. ...,г. (б)

Далее, так как г > 1, имеем 0 > 1/р. и из леммы 2 Ь) получим
11/11«» < С < оо. (7)

Функция Лд(А) является тригонометрическим многочленом степени .4. Следовательно, по неравенству Бернштейна (см. [1], стр. 100), имеем
и^’и. < 2‘Л‘НМ., 1 < 3 < ос. (8)

а по неравенству (см. лемму 1 Ь))
11М1. < ел1"-"’||М.. (9)



30 М. С. Гиновянимеем
11*!։‘|Н~ < 2‘*‘НМ- < ։‘А‘+։/’П*л11,. (10)Из неравенств (8) — (10) для > д и к < г получаем

(И)

Следовательно, для дг > д и к < г имеем
(12)

Согласно (5) — (7), (10) и (12), для г > 1. имеем
(/м(г։(+*)-(/м('’(-) < С-ГЛ'>+‘/»-»/»||Ах||<. (13)

Пусть теперь г = 0. Имеем
||(/М(- + *)-(/М(-)11, < 11/1Ы1М- + <)-М-)И,+

+ ЦЛл||«||/(- + «)-/(-)11, < СЧ11М- + *)֊Ы011₽+ПМ-Ь
(14)

По неравенству (12) имеем
НМ- + <9֊М')Н, < С-<5вЛ^-1/яцЛл||г (15)

Принимая во внимание условие (3 > 1/р, из (10) получаем
ЦЛл||«= < С-Л^пм, < с гал1/’+3-։/’||/>л||,. (16)

Комбинируя (14) — (16) находим
||(Лл)(- + <) - (/М()Н, < С-ГЛ'’+1'’-*"||М։- (17)

Из (2), (13) и (17) следует, что для всех г С Г^о, р > 2 и Д > 1/р справедливо неравенство
где < с-мт6а. (18)

р

(19)



Асимптотически точные границы ... 31Следовательно, утверждение /(А)/1Л(А) £ Н/>(/3) будет заведомо выполнено, если мы сможем подобрать А так, чтобы сделать величину Мл задаваемую по (19).столь малой, сколь нужно. Положим
5л(А) = л->/,. вш АА 8Ш АТак как “УД* </А = 2*А, то из предположения /(А) > С > 0 следует

Г »!(>)/*(*)" = л֊1" Г ,1-* 8Ш Л
_ Г зш’АА _ (20)81П2 АПолагая А = и учитывая, что | = 1 - из (19) и (20) находим

Мт < С-
Т-1/1 . у(3+1/я-1/р

А^Гт (21)Из пре.III сложения р > 2, и из (18) и (21) заключаем, что У(А)Лл(А) 6 Нр(/3).Далее, полагая А = Т’Р/1р-2+2р^), иэ р) и (20) находим
Ат > ֊ Г > С • т՜1 Ах~2/р > Т՜ 2я0(2^+г-2)՜1

Это завершает доказательство утверждения А).Прейдем к доказательству утверждения В). Пусть /(Л) € ~р(/?)» где р > 2и /3 < 1/р. Вначале покажем, что /(А)Лл(А) € Нр(Х?)։ где Ал(А) определенапо формуле (2). В этом случае необходимо г = 0и/3 = а<1. Поэтомунам необходимо оценить только величину ||(/Лл) (• + £)- (/Лл) (-)Ц^- Обозначаячерез /Л(А) интеграл Дирихле спектральной плотности /(А), из неравенствМинковского и Гёльдера получаем
11(/М(- + <)-(/М(-)Н, < ИМ- Н/(- +1) - /(-)Н, +

+ 11/()-/л(-)11,11лл(- + <)-М-)11оо + 11Л11-ИЫ-+*) - М-)П,-
(22)

Используя неравенство (9) для а = оо и I = д. получаем
||Лл||- Н/(- + ■։) - Я-)!!, < С • ^л'/’НЛлИ,. (23)

Согласно второму неравенству из леммы 1 а) имеем
11/(-)-Л( )11, < С А-‘ = с А-“.



32 ՛ • i; ՛ M. С. ГиновянСледовательно, используя неравенство (11) для к — 0 и = сю, находимll/( ) - A0II, 11Ы-+ *) - М<0 <
< с • a- inin (<Л1+1/’||М,. 2Л1/։1|*л1|,) < с ■ ГЛ։/»||М,- (24)

Согласно лемме 1 d) имеем Ц/дН^, < С • A։/F = С • Ах,р °. Следовательно,применяя неравенство (11) для k = 0 и qi = р, получаем
11/д11оо11М- + *)֊Ы-)11, < (25)

Комбинируя (22) — (25), находим
||(Л>) (■ + <)֊ (Ли )(-)Н, < сгл*/’||лл||,. (26)

Следовательно, из (2) и (26) получаем
Н(Ли)(+*)-(/М()11, < с Мт6а, (27)где (28)

ГТ /чч 4 A SU1AAПолагая рд(А) = А“а • —:-----sin А/(А) > С > О, находим и учитывая соотношения *-&£dX = 2пА и 11D л

[’ SJ(A)/’(A)dA= Л"’« [" /։ (4) >/-г J-r sin А \А/
>С А-га Г = С А1-г».

J-* sin А (29)
Полагая А = Т, из (28) и (29) получим

Мт < С = С .Т2^-։/^+(2-р)/(2л) (30)Учитывая, что по предположен р > 2 и 0 < 1/р, из (27) и (30) заключаем/(-Ч ^л(^) € Нр(/3). Вновь полагая А = Т, из (3) и (29) получаем
~ Г ji(A)/J(A)dA > С ■ Т֊1 Л1֊“ > С • Т-».

Таким бразом. утверждение В) для р > 2 и 0 < 1/р доказано.

• «

Теперь докажем В) для 1 < р < 2 и < 1/2. И1 предыдущих рассуждений следует, что нам нужно доказать лишь аналог неравенства (26).



Асимптотически точные границы 33Используя неравенства Минковского и Гёльдера, получаем следующий аналогнеравенства (22) :
1К/Ы (• + <>֊ (/М ( )Н, < ИМ« !!/(• + <)-

+ И/(-) - IM- + i) - +

+ IM' + <) - М')11з — Л + Л + Jj.
(31)

Величины Л и совпадают, с тветственно. с первым и вторым слагаемымииз (22). Слеи ва тель но, из (23) и (24) имеем
Л < с ■ f . Л < с ■ ГЛ‘/«|М1,. (32)Теперь оценим J3. Полагая имеем д։ > р = Следовательно

Поэтому по лемме 1 <1) и лемме 2 а) имеем
ИЛИ,, < С Л1"-1'«֊-». (33)

Далее, так как д > 2, из (9) для з = 2 и < = д получаем
1МЬ < (34)

Используя неравенства (33), (34) и (8) для а = 2 и к = 1, нахо.
Л = ||/а||* HM- + *) - АЛ(-)||2< C-A^-^-^nnB^lla^llAAlh) <

< C 1)||Мз <

< С-< С-*вЛ1,ТД. (35)Комбинируя (31), (32) и (35) получаем (26). Оставшаяся часть доказательства повтаряет предыдуюий случай. Теорема 3 доказана.Доказательство Теоремы 1. Комбинируя Теоремы 2 и 3 получаем требуемый результат.
ABSTRACT. For a zero mean real-valued stationary Gaussian process ■^(t), t 6 Z possessing a spectral density /(A) the paper considers the problem of nonparametric statistical estimation of a linear functional £(/) on the basis of a sample X(1),..., X(T). For spectral densities from Holder classes Hp(/3) we obtain asymptotically exact bounds for the minimax mean square risk We prove that Aj- X T~a (a > 0) as T —♦ oo, where the number a is determined by the parameters p and /?.
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ СОЛЕНОИДАЛЬНЫХ ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ
Г. Г. Джебеян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, К’ 3, 2000
В настоящей статье рассматривается пространство соленоидальных вектор-функций, определенных в конечной трехмерной области (1, граница которой обладает плоской частью Е, содержащей ортогональный базис двумерных вектор-функций, определенных на Е. Показано, что каждый элемент этого базиса порождает пространство трехмерных соленоидальных векторов в О, и соответствующее пространство соленоидальных векторов допускает ортогональное разложение по этим индуцированным пространствам.

$1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДЛОЖЕНИЯПусть (X, У. 2) - трёхмерная декартова система координат, а Е - ограниченное подмножество в плоскости ХОУ с достаточно гладкой границей I. Обозначим через ^(Е) гильбертово пространство двумерных вектор-функций. интегрируе- мых с квадратом на Е, с метрикой
(и,У)Е= / (и,у; 4- и,и^) Ла.

Ниже будем использовать следующие обозначения : -■*■1А/(Е) = линеал градиентов гладких на Е функций. •АГо(Е) = линеал градиентов функций, гладких на Е и обращающихся в нуль на контуре I,А^1(Е) = линеал градиентов функций, гладких на Е. нормальная производная которых равна нулю на контуре /,*(Е) — линеал гладких на Е двумерных соленоидальных векторов,Уо(Е) = линеал гладких на Е двумерных соленоидальных векторов, нормальная компонента которых равна нулю на контуре /,



36 Г. Г. Джебеян?Л(Е) = линеал гладких на Е двумерных соленоидальных bcktoj в, касательнаякомпонента которых на I равна нулю, {7(E) = линеал градиентов гармонических на Е функций,Af (Е), Af*(E), 2V(E),7Vk(E), (7(E) = замыкания на L3(E) линеалов Af(E), Affc(E), 2V(E), Nk(Е), С7(Е) соответственно, к = 0,1.Имеем следующие разложения, см. [5] :
L2(E) = Мо ф М Ф Ut Z2(E) = Afj ®N0®U. (1.1)

Из (1.1) следует, что в общем случае, гладкие векторы и из £2(Е) имеют на контуре I ненулевые нормальную и касательную компоненты, которые обозначим через un и ur. Через и иг|։ обозначим сужения этих компонент на I.Лемма 1.1. Всякие гладкие вектор-функции u.v € Е, удовлетворяю е• • • 5на I условию vn|z = 0, = 0, допускают представления в виде
U = U14֊U2| Ui Ç Mo, Uj G Ni и v = vl+v3, vx £ Afi, v2 € No (1.2) 

с попарно ортогональными ui и u2, как и vj и v2.Доказательство î Пусть tpo ~ решение двумерной задачи
△xV> = div u, ^|f = О,

где и ֊ гладкий двумерный вектор на Е. Имеем uj = grad^tpo 6 Mq. Рассмотрим вектор u2 = u — uj. Так как div u2 = 0, получим представление u2 =Zo х Sra<^x^ii где zo ~ единичный вектор, ортогональный ։ Е и - гладкаяфункция. Пре оложим, что <pi является решением задачи
△ 1У* = div (и х zo),

где п - нормальное направление к I. Легко проверить, что (и2)г |, = 0, следовательно и2 € АМЕ), что доказывает первое представление из (1.2). Аналогично доказывается второе представление.Теперь проверим ортогональность построенных вектор-функции щ и и2. Так как = 0, то имеем 
I

Зу>о/ \ I I ^гО(Ui)r , = 0 и из <ро , = 0 следует -х— 1 ” от

(ui,uj)e= / grad^ipoigrad^i х zo) da = / div(grad±<po x ^l’o) dcr = 
Jz Jz



Ортогональные разложения пространств ... 37= Ф(дга<у>о х ^1К0)п (11 = / сП ~ О У/ Л ОтАналогично проверяется ортогональность у։ и у3. Лемма 1.1 домазанаВ подпространствах Мо(Е), -М1(Е), ^Q(E), ^(Е) существуют [5] ортонормированные базисы, состоящие из элементов
Гт = агалит Е Мо, С'т = ։0 X $гаа,7т е No, 
ст = Р^Ст Е мъ Е* = дта/ЦСт х ։0 € ЛГ։, где {7т)1° и {ч*т}1 ~ системы собственных функций мембранных задач

△17т + р^7т = 0, 7т|; = 0. ТП=1,2, ..., (13а)
△±Ст + — О, т = 1,2,..., (1.3Ь)соответствующие собственным значениям {д^, и {^т}?0- Собственные функ-ции нормированы следующим образом : Е = Р'՜3, обеспечивающие нормировку базисных элементов |(Г^А||е = 1 и ||С^*|[е = 1.Пусть П С Ш.3 ֊ ограниченная область с гладкой границей 5. и - цилиндр с

т||£ Рп» । |'0п

бесконечно малой высотой <1 и с базисами Е С 5 и Е4, Е^ П О = 0. Рассмотрим область 01 = П и Области такого типа часто встречаются при постановкезадач в теории волноводных систем, см. [6].Выберем декартову систему координат (X, У, 2) так, чтобы Е С ХОУ, а ось 02была направлена во внутрь области 0.Лемма 1.2. Пусть / - достаточно гладкая функция, определенная в 0и удовлетворяющая условиям
дг # 0 и = 0 или

Если функция /° = /I удовлетворяет условиям
(/°>7к)г # О,

(АС*)в#о, то имеем
(Ат.)1 = о, ПРИ = 0, (1.4а)

(/°,<т)1: = 0. т#*, при (1.4Ь)
т/ к, ПРИ /|$\£ = °’ (1.5а)

т Ф к.
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#0. тп к, при (1.5Ь)

гл։ ("г™ >1“ “ {<-}Г - системы собственных функ мембранных гадам(1.3а) и (1.3Ь).Доказательство : В 0^ рассмотрим функцию /, удовлетворяющую граничнымусловиям при т к

<э/д! (7,7*)£4^0< (7»7т)։,=0, (1.6)

где - боковая поверхность цилиндра Функцию / можно представить в виде / = ф(г)ф(х, у), где ф ֊ достаточно гладкая функция поперечных координат, равная нулю на контуре, охватывающем поперечное сечение Е. Следовательно, 
ф допускает разложение в регулярно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям мембранной задачи (1.3а) :

= Мп7п-
Из краевых условий (1.6) следует, что

(7-7к)£4 = ^(-^)ск / 0, (7.7п»)е, = ^(-^)Ст = о, т^к,

откуда следует, что сгп = 0 при всех т к. Следовательно, всюду в имеем
7 = М*)ск7к, • I . . • • IТаким образом, выполняются краевые условия

= # 0,
141» -1 О. V

Вычисляя предел при </—>■() (П1 -4 П, Е), получим (1.5а). Аналогично можно доказать (1.5Ь). Лемма 1.2 доказана.
•'Ъ’.'я.Отметим, что при /|Е # 0 имеет место и обратное утверждение, т.е. из (1.5а), (1.5Ь) следуют (1.4а), (1.4Ь).



Ортоговальвые разложения прострянств ... 39§2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ СОЛЕНОИДАЛЬНЫХ ВЕКТОР ФУНКЦИЙПусть П С 1 - ограниченная область с достаточно гладкой границей 5 и Е, и пусть - гильбертово пространство трехмерных век тор-функций, определенных на П и интегрируемых с квадратом в П с метрикой
(и, *)п = / (и»«; + и,«* 4- <1и.7пИспользуем обозначения из [1] - (3) для следующих линеалов :

7(П) = глад е векторы и, у которых div и = О,Ji(fl) = гладкие векторы и, у которых div и = 0 и = О,= гладкие векторы V, у которых div v = 0 и vn . = О,= гладкие векторы v. у которых div v = 0, v2 = 0 и vn L — О,[71 (Q) = градиенты гармонических функций, обращающихся в нуль на S,

и. (Q) = rpaj II* енты гармонических функций, нормальная производная которыхравна нул на S.Далее, пусть J(Q), Л(П), Jo(ft), - замыкания в £а(П) линеалов 7(0),Л(П), 7а(П), 7о(П), Й(0),С7а(Я), с тветственно.Имеем следующие ортогональные разложения, см. [3] !
J — Л Ф — Jq Ф (2.1)

В Q рассмотрим гладкую вектор-функцию и € J(Q), удовлетвор шую услови»,5 = 0, где и։ - поперечная компонента вектора и на Е. Если предполагать, что касательные компоненты непрерывны на границе I между 5 и Е. то получимусловие иет'։ = 0, где т - касательный единичный вектор в I. Согласно Лемме1.1 имеем (2.2)
Так как П является предельной областью, то продольная компонента удовлетво-ряет условию ц։ | = 0, Следовательно

где 7П — нормированные собственные функции мембранной задачи (1.3а).



40 Г. Г. ДжебеянГраничные значения на Е поперечных компонент гладких вектор-функций V € 7։(Я) удовлетворяют условию у։п|; = 0. Следовательно, в силу Леммы 1.1. имеем
т •

Для продольных компонент предполагаем, что они удовлетворяют условию
дт,—— = 0. и тогда они могут быть представлены на Е в виде регулярно сходя |дяшихся рядов

«ж

где Сп - нормированные собственные функции мембранной задачи (1.3Ь).Из (2.1), (2.2) следует, что в случае когда вектор и € 7(Я) и и, | в € ^(Е), тои € Л (О). Следовательно, в Л (0) существуют, по крайней мере, два множества гладких вектор-функций 7։ (Я) и 7* (Я), поперечные компоненты которых на Е принадлежат Мо(Е) и М(Е), соответственно. Аналогично, в 7о(Я) существуют два линеала 7^(Я) и 7ф(Я), поперечные компоненты которых на Е принадлежат Л/1(Е) и 7Чо(Е), соответственно.Линеалы 7*(Я), 7* (Я), 7? (Я) и 7д(Я) будем рассматривать как множества гладких соленоидальных вектор-функций в П, индуцированные ортогональными линеалами А70(Е), Л1(Е), Л/1(Е) и Л/о(Е) соответственно.Рассмотрим следующие множества :7е (Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции и. для которых и(|г € Л/о(Е), 7* (Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых у<|е £ А/ДЕ) и = О,7 ,е(Я) = гладкие соленоидальные вектор-функции и, для которых и, |г € Л/0(Е),
7**(Я) _ гладкие соленоидальные вектор-функции и, для которых иа I = О, ՛

^2 (^) — гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых гп I = Е ~
7^’ (Я) ~ гладкие соленоидальные вектор-функции V, для которых V

обозначим замыкания в (О) соответственных множеств,։ = 0,1,2.



Ортогональные разложения пространств ... 41Ортогональные разложения (2.1) для индуцированных подпространств имеют вид J* — ф Uit J* — Jq Ф U^. (2.3)Теорема 2.1. Пусть 7m - гармонические функции в П, удовлетворяющие граничным условиям I£ ~ I 7п»|5 — 0. (2.4)Система вектор-функций {wm = grad 7m) образует ортогональный базис в индуцированном подпространстве U\ со свойством
Ш —4 ОС, (2.5)где - собственные значения мембранной задачи (1.3а), отвечают •г.собственным функциям 7^. Для Ui имеет место разложение

ОО

fc=l
(2.6)где — подпространства, индуцированные вектор-функпиями Г*.Доказательство : Как показано в [5], функции линейно независимы и система полна в и±. Так как 7т удовлетворяют условию (1.4а), то поЛемме 1.2 имеем

т / п,
т — п.Следовательно. {wm) является ортогональным базисом в U\. Чтобы получить (2.5) рассмотрим гармонические функции 7т, удовлетворяющие граничнымусловиям (ср. (1.6))

Так как в функция 7т допускает разделение переменных, то решение уравнения Лапласа в этой области, удовлетворяю шее краевому условию (2.7), имеетвид7m(®, JA х) =/т(х)7т(*.у) = [(e-'ir"W - 2*’п4)е р”>/ + Ьте*т• (г, у).где Ьт - некоторые постоянные. Легко видеть, что /т(—Подставляя 7т в (2.7) и вычисляя предел при </-4 0, получим оГ



*
Г. Г. Джсбеян42где дп = 1 - 2Ьт • Следовательно

(2-8)
Рассмотрим теперь функцию у>, гармоническую в (1 и равную нулю на 5, а на Е принимающую значение <р°. Пусть у>° - достаточно гладкая вектор-функция,

= 0. Тогдаобращающаяся в нуль на I = 5 П Е. Далее, предположим, что на Е нормальная производная непрерывна. Так как = ^>°|; = 0, то имеем —дг ,Шт)П= = ЦтЯт [ ¥’°7т (2.9)/Е <« >Е С'х Уео На Е граничные функции уг и —— допускают разложения в регулярно сходя- Ешиеся ряды по ортонор мированном у базису {т^, = Мт “Г™ } 1° • Так как этот базис является полным, то имеют место равенства Парсеваля
Следовательно, получим минимально возможные оценки • • • 0 < £ < 1, тп ос.
Из (2.9) следует, что дт « ^тх, а из (2.8) вытекает (2.5).Обозначим через линеал градиентов гармонических функций ^>, для которых ¥>|$ = °, (¥>°,п£)е # 0, (¥>°,7т)Е = 0,Очевидно, что вектор V* = дгаЗ<р € С/£(П) удовлетворяет условию

з*г|5 = 0, (мг։,Е;)е^0, (мгь Е^)е = 0, т^к.

Согласно Лемме 1.2 любые векторы из [/^(П) и С/Д(П) взаимно ортогональны, и поскольку система полна (см. (5)), то получим (2.6). Теорема 2.1 доказана.Так как 7' С 3 и 7д С То. то в силу теоремы единственности представления 3 и 7о (см- [3]), имеем
и = гсЛ V, т?м|5 = 0, вж|Е = 0, и € 7е(П), (2.10а)
V = гсЛ й, й;|5 = 0, й7|г = 0, V € 75(0). (2.10Ь)



Ортогональные разложения пространств ...Из (2.10а) следует, что для всех з*4 6 С/։ С 7е, удовлетворяющих зу) г = Р*. существует соленоидальная вектор-функция р* 6 70(П) такая, что
= р*|։=р‘|։ = о, 4>1. (211)

Так как Q является предельной ластью, то можно доказать, что
(P*tGk)r#0» (pk,G^)E = 0, m^k, (2.12)

т.е. р* € 7?’в(П). Ввиду (2.10Ь) для вектора рк € ^*(П) С 70(П) существует соленоидальная вектор-функция дк такая, что
rot q‘ = р‘, qj |s = q* | = о, 1>1. (213)

Имеем
(р^-ст)г = J^roi Ч* т<л ("U ։о) der = у rat (7^z0)[q4 х n>] dl+

+ [ <S[grad div (7° z0) - ։0Дх7° ] da = - [ da = /£(gj,7«)s.JE • JeСогласно (2.12) получим qk G 7k,e(fl).Рассмотрим теперь краевую задачу
ro<g‘ = p‘, g,‘|J=e, к>1, (2.14)

где рк - решения задачи (2.11). Общее решение задачи (2.14) можно представить в виде gk = qk + Cwk, (215)
где qk - частное решение задачи (2.14), удовлетворяющее краевым условиям (2.13), а С - постоянная. Нетрудно видеть, что §к € 7к,е(П).Пусть Ьк - решение краевой задачи 

rothk = gk, hi|5 = Ai|։ = 0, *>1, (2-16)
где gk - решение задачи (2.14). В силу (2.15) получим gtk|s = CFJ, Следовательно, ьк е



44 Г. Г. ДжебеянТеорема 2.2. Системы вектор-функций {Ь*}^ и )Т°, которые являются решениями задач (2.16) и (2.14), порождают ортогональные базисы в и 7е, соответственно. Индуцированные подпространства 7£ и 7е допускают представления вида
л = Ё ® 4*. ■>' = Ё ® <21Т>

4=1 4=1Доказательство : Сначала рассмотрим вектор-функпии {р*}$°. Используя (2.11) и (2.13), получим(р‘,р"*)п = р'Чп ֊ / (ч* хрп’)п^ = (ч‘'.мг°‘)п = (9‘,7°)Е.7По опрепепепито 7ke(Q) заключаем, что векторы {р*} попарно ортогональны.Пусть теперь V 6 7о(П) допускают представление (2.10Ь) и
(2-18)

В силу (2.10b) и (2.13) имеем
(v, р*)п = (rat и, rot q*)n = (u. rot rot qk)n 4֊ f [u x rot qk]n da = 

= (u, wk)n = (u։.7*)i: = РГ2(У*> GDl = 0, * > 1.Следовательно, =0. С другой стороны, из (2.10Ь) вытекает ||уг||е / 0 (см.[2]). Таким образом, равенства (2.18) будут иметь место только в случае V = 0,что означает полноту системы {р*} 1° в 7о. Таким образом, мы доказали, чтосистема вектор-функ й {pk)i° образует ортогональный базис в 7q.Рассмотрим теперь вектор-функ и qk Е 7k e(Q), удовлетворяющие (2.13). Согласно (2.10а) имеем
q*=rofh։, fcj|4=o, ÄJ|։=O. (2.19)

Вектор-функции bk € 7/е(П) удовлетворяют уравнениям rot rot hk = pk. Всилу (2.13) получим dhk 
dz

= 0. Используя ортогональность линеалов 7*’е(О) и7™'*(П), получим(q‘,q"’)n = (h‘,rofqm)n- [ (Ь*хч”‘)пЛ7=(Ь‘,р"‘)п=(7sur 1^0, т = к,



45Ортогональные разложения пространств ...т.е. система {ч* }$•* ортогональна. Имеем(и,Чк)п = (у,го< ч*)п - / (ухчк)п.й=(у,р*)п. -/$иЕСледовательно, ортогональность и 6 У"(П) ко всем векторам ч* е у*-« эквивалентна ортогональности V € Уо(П) « базису {рк}“, т.е. и = 0 Мы доказали, что система ортогональных вектор-функций {ч*)1° полна в 3е, т.е. {4* )з° является базисом в ]*.Вернемся теперь к функциям gk 6 Ук'*(П), которые являются решениями задачи (2.14). В силу (2.15), имеемВ‘=с,ч‘+с։«‘. 5‘ = ^. ж‘ = п^, (2.20)
где С1,Сз - некоторые постоянные. Тогда

(g‘, gm) = (с.с; + + с>с;(ч‘. *")+c;c։(w‘,4"').где 6к>гп ~ символ Кронекера. Так как_ (9«*Тт)д _ ( = °’ т ± *’
14 ’ ’ Ия^И -11^^11 ||ч*|| • 11^-11 “1# о, т = 4,то система {й*}?0 ортогональна. Для произвольной вектор-функции и € /€(П)имеем ОО ЭС1Ы1։ = £i(«.g‘)p = £|(u.cI4‘+c։w»)|։ <

< 2С?£|(и, ч‘)|։ + 2С? £|(и.ш‘)|։ < =0.4=1 4=1Согласно равенству Парсеваля система {кк}1° полна в 7е. Следовательно, ортогональное разложение (2.17) для .]е доказано. Аналогично можно доказать ортогональное разложение (2.17) для Уд. Теорема 2.2 доказана.Рассуждая как в Теоремах 2.1 и 2.2. можно доказать следующие утверждения для индуцированных подпространств У*, У* и 17].Теорема 2.3. Пусть Ст - гармонические в Q функции, удовлетворяющие граничным условиям z I -(О =‘‘"‘IE Чп*’ dz сСистема вектор-функций {wm = grad <то) базис в индуцированном подпространстве
0.образует ортогональный 
Uj- Справедлива опенкаHamlin « I'm1 при m -юс, где i/Д - собственные значения мембранной задачи (1.3Ь), отвечающие собственным функциям =где 7/.А — подпространства, индуцированные вектор-функциями G4.



46 Г. Г. ДжебеянТеорема 2.4. Индуцированные подпространства 7* и допускаютпредставления вида
ей статьи.емТеперь докажем основной результат настоТеорема 2.5. Пространства соленоидальных вектор-функции У и У2 можно представить в виде ортогональных сумм индуцированных подпространств 7 = 7е ф 7?, 72 = 70е Ф 7а, (2.21)где 7q, 7е и 7*, 7* удовлетворяют условиям Теорем 2.2 и 2.4, соответственно.Доказательство : Для доказательства первой части (2.21), достаточно проверить. что линеал 7(П) можно однозначно представить в виде прямой суммы линеалов 7*(П) и 7А(П), 7е П 7* = 0. Пусть и € 7(П) - гладкая вектор-функция, касательная компонента которой обращается в нуль на SUE. Линеал таких функций является плотным в 7 (см. [4]). Положимu=u'+u*,' и'е?(П), и* €7?(Л), (2.22)и допустим, что и — 0. Согласно Лемме 1.1 имеемч,'|вем0(Е), u‘|j. g JV,(E), u*|slu‘|J!,откуда следует u‘{^ = u*|r = 0. Таким образом, uA 6 Н — линеал гладкихвекторов и € 7А(П), для которого и = 0 и и,|_ = 0. Линеал

Н является плотным в 7A(fl). Однако, Н является подмножеством 7*,Х(П) Оj"» A(Q) для любых m, к > 1, пересечение 2.4. Следовательно, uh = 0, и поэтому ие которых пусто согласно Теореме= 0. Мы доказали однозначностьпредставления (2.22).Ортогональность подпространств 7е и 7А эквивалентна ортогональности их базисов {pk)j° € J* и (qk}i° 6 7А, где р* - решение краевой задачи, ,rotpk = wk, pj|s =pJ|T = 0, k > 1,a qk допускают представление (2.19). Тогда(p‘.qn*)n = (hk,wm)n- /(hkxq2)zo^= [ da - (FJ, F^)r.
JT2 JsuZ



Ортогональные разложения пространств ... 47Первое слагаемое в правой части равно нулю в силу краевого условия Кк /»*|_ = 0, а последнее слагаемое равно нулю согласно Лемме 1.1. Следовательно.(p*,qm)n = 0 при всех к и т. т.е. {р*}^ и {qm)“ ортогональны. Первое разложение в (2.21) доказано. Аналогично доказывается справедливость второго разложения. Доказательство завершено.
ABSTRACT. The paper considers the space of solenoidal vector-functions defined in a bounded three-dimensional domain fl, whose surface possesses a planar part E. The latter contains orthogonal basis of two-dimensional vector-functions defined on E. We prove that any element of the basis generates a space of three-dimensional solenoidal vectors in fl, and the corresponding space of solenoidal vectors admits an orthogonal expansion by thus induced function spaces.ЛИТЕРАТУРА1. Э. Б. Быховский. “Решение смешанной задачи для системы уравнений Максвелла в случае идеально проводящей границы”, вестник ЛГУ, том 13. стр. 50 - 66, 1957.2. Э. Б. Быховский., “Оценка вектора через его ротор и начально-краевая задача электродинамики в случае смешанных граничных условий’. Вестник ЛГУ, том 19, стр. 161 - 164, 1961.3. Э. Б. Быховский. Н. В. Смирнов, “Об ортогональном разложении пространства вектор-функций. квадратично суммируемых по заданной области, и операторах векторного анализа”, Труды МИАН СССР, том 59, стр- 5 - 36, 1960.4. Г. Г. Джебеян. Э. Р. Цекановский. “Об одной несамосопряженной краевой задаче в теории волноводов , Изв. АН Арм.ССР, Математика, том 1, X* б, стр. 359 - 373, 1966.5. Г. Г. Джебеян, “Об операторе Максвелла в ограниченной области при некоторых краевых условиях’. Изв. АН АрмССР. Математика, том 2, X* 5, стр. 318 - 328, 1967.6. В. В. Никольский. Т. И. Никольская. Электродинамика и Распространение Радиоволн, Наука, Москва, 1989.28 марта 2000 Ереванский физический институт E-mail : rjh@armmco.com



СРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ МНОГОЧЛЕНОВ ИХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИ ПРОСТЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ
Г. Г. Казарян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, № 3, 2000
При изучении локальной разрешимости дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами возникает естественный вопрос описания характеристически простых многочленов. Для (негипоэл- липтического) многочлена Р(£) = Р(£ь •••,£.») с постоянными коэффициентами описывается набор {а} мультииндексов, для которых Р(£) мощнее чем О°Р. Как следствие получен критерий простоты для характеристик многочленов.

§1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ
Об значим через IR՞ n-мерное вещественное евклидово пространство точек( = (^1։ -ап) € IR", и через IN՞ - множество п-мерных мультииндексов, т.е. последовательностей а = (ai,.,.,an) целых неотрицательных чисел. Для ( G IR՞, а ё INJ положим Da = где D, = j - 1,...,п.Пусть P(D) = 52a7aDo является линейным дифференциальным оператором с постоянными коэффициентами и Р(£) = 7а£а ~ отвечающий ему характеристический многочлен (полный символ). Сумма берется по конечному набору мультииндексов (Р) = {а : а € INq, 7в 0}.
Определение 1.1. Пусть Pi(D) и Pj(D) - дифференциальные операторы с по-стоянными коэффициентами. Будем говорить, что оператор Р1 мощнее оператора Рг (многочлен Р1 мощнее многочлена Рз) и писать Рз < Р։, если для некоторой постоянной с > 0 и для г бой точки ( € IR՞ имеем |Pj(£)l < с |Рi(£) + 1|.
Определение 1.2. (см. (1], Определение 14.3.1). Оператор P(D) (многочленР(^)) называется характеристически простым, если для некоторой посто II ои



Сравнение мощности многочленов и ... 49с > 0 и для любой точки ( Е IR" имеем
£ |D-p«)|<£ £ |DPP(£)I +1>1<1где М = 12,”=1 И» р е доопределение 1.3. (см. [2], Определение 8.3.5). Однородный оператор R(D)порядка т называется (вещественного) главного типа, если £и,,_. ,О^Н^)| О при 0 £ Е П<*.Из формулы Эйлера для однородных функций следует, что если Я(В) не явля-ется оператором главного типа, то R.(D) не эллиптичен. Очевидно, что г • г* эллиптические операторы и операторы главного типа являются характеристически простыми. Если порядок локализаций на бесконечности многочлена Р (см. [1], ;3]) есть единица, то оператор Р является характеристически простым.Цель настоящей статьи - нахождение алгебраических условий, при которых DVP < Р для всех и Е 1NJ и при которых негипоэллиптический оператор Р неглавного типа является характеристически простым. Нам понадобятся веко- торые вспомогательные предложения, и мы часто будем ссылаться на [4], где есть много полезных результатов. В частности, в [4] содержатся алгебраические условия, при которых оператор Р является почти гипоэллиптическим, т.е.DPP < Р для всех и Е INJ. В настоящей статье рассматривается случай, когда соотношение О*՜? < Р выполняется для множества мультииндексов {к՜} и не выполняется для других.Определение 1.4. Многогранником Ньютона или характеристическим многогранником набора мультииндексов {а1, ...,ал } (см. [5] — [7]) является наименьший выпуклый многогранник, содержащий все точки аЛ}. МногограНьютона V = V(P) набора мультииндексов (Р) U {0} назовем многогранникомНьютона оператора Р (или многочлена Р).Многогранник X/ с вершинами из INJJ называется полным, если А имеет вершину в начале координат и отличные от нее вершины на каждой оси координат. Пусть V - полный многогранник. Множество Г С А называется гранью V, если существуют единичный вектор А = (Aj,..., А„) и число d — d(X) = d(X, Г) > 0 такие, что (А, а) = A։oi + ... + Апа„ = d для всех точек А € Г, и (А,0) < d при /3 Е \ Г. Вектор А называется внешней нормалью (ЛГ-нормалью) грани Г. Множество всех Л^-нормалсй грани Г обозначим через А(Г).



50 Г. Г. КазарянОпределение 1.5. Грань Г многогранника V называется главной, если существует вектор А Е Л(Г), хотя бы одна координата которого положительна. Если в множестве Л(Г) существует вектор А с неотрицательными (положительными) координатами, то грань Г называется правильной (вполне правильной). Многогранник Л/ называется правильным (вполне правильным), если V - полный ивсе (п — 1)-мерные некоординатные грани V правильны (в лне правильны).Пусть V = V(P) - многогранник Ньютона многочлена Р и V* - А-мерныеправильные грани V (։ = 1,..., Л/д, А = 0,1,...,п — 1). Каждой такой грани сопоставим подмногочлен Р'*({) = 52 Легко видеть, что Р1՛* являетсяАоднородным для любого А Е А* = А(А/Г|*), т.е. существует число </(А) = <Дд(А) такое, что Р‘,к(() = 52 7о 4а- Кроме того, если грань А/՞* - главная, то
(А,а)=4(А)</(А) > 0.Определение 1.6. Грань АГ/ многогранника V(P) называется невырожденной (см. [5]), если Р։,*(£) / 0 при £ Е IR”0 = {rç: rj Е IR", 7ji,...,Tjn / 0}. Если(г?) = 0 для некого]: й точки т) Е IRn 0, то грань А/^* называется вырожденной.С каждой (вполне правильной) вырожденной гранью многогранника А/"(Р) многочлена Р свяжем некоторые точки и множества.Пусть р Е IR”, fij >0 (j = 1,...,п). Положим |{|п =R(() ~ ^֊однородный многочлен и È 161’"“

.1 = 1

1/2 . Пусть
E(R) = Е(^, R) = {,: Ч € BV-0, |п|, = 1. R(n) = 0}.

Очевидно, что если Н(О) - полуэллиптический оператор (эллиптический в однородном случае), то Е(И) = 0. Пусть Е(И) ф 0 и т/ Е £(Я). Положим
△ (П.К) = А(д,П,К) = ппп{(д,р): и Е INJ, D'Rfo) # 0}. (1.1)

Предположим, что Г = А/,к - вырожденная грань многогранника Ньютона V(P). Для любого д Е А(Г) существуют натуральное число М — Г) и числа Г), do > dj > ... > djif > 0 такие, что многочлен Р представаляется в виде суммы д однородных многочленов
рю = £₽«)=£ £ .. .,(1-2)

/=0 >=0(^,a)=</jОчевидно, что Ро = ₽••*..



51Сравнение мощности многочленов и ...Для М € Л(Г) а п € Е(р, Р7) обозначим
О'»р(() = £о3р>«) = £ £ 7,лС.

>=° )=0(я,о)=^-(я,и)Рассмотрим теперь лишь “двуслойные’’ многочлены, т.е. многочлены, для которых Р1(т?) # 0 при г) € Е(/1, Ро)- Для таких многочленов слои (/*,а) = 4,, I = 0,1 являются главными. В добавление к теоремам 3.2 и 3.3 из [4], докажем следующий результат.Теорема 1.1. Пусть |Р(£)| —> оо при |£| —► ос. Пусть все правильные грани правильного многогранника Л^Р) невырождены за исключением (п—1)-мерной вполне правильной грани Г = Пусть р - Л/'-нормаль этой грани (которая определяется однозначно) и Е(Ро)Г։Е(Рх) = 0. Тогда а) если Е*(Ро) = (п : П € Е(Ро), 4о - △(*?» Ро) > = 0, то Б3 Р < Р длявсех р € ;Ь) если Еа(Р0) * 0, (д,0) > 4о - 4г, то Б^ Р < Р ;с) если Е’(Ро) = 0, < 4о - 4Х и для некоторой точки тр € Еа(Р0),О*Р0(77°) # 0, тоБ^Р/Р; ...............................44) если Еа(Р0) = 0, (р,0) < 4о - 41, Бл Р0(п) = О ДД< вс«х П € Еа(Ро) " № некоторой точки гр € Е*(Ро), △ (т7°. П3Ро) = △(п°, Ро) — то Б՜’ Р / Р.Замечание 1.1. В Лемме 2.1 из [4] доказано, что многогранник Ньютона почти гипоэллиптического многочлена может иметь лишь вполне правильны»՛ вы рож- денные грани.Замечание 1.2. Из Леммы 2.1 работы [8] следует, что при п = 2 с тношсние△ (т/, В3Р0) = Д(п. Ро) ~ (д,0) справедливо для любого мультииндекса такого, что (я,/?) < Д(П. Ро). Следовательно, при п = 2 утверждение Теоремы 1.1 можно перефразировать так :Теорема 1. Г. Пусть п = 2 и |Р«)| -> «> ПР* £1 °°* П*сть всеправильные грани правильного многогранника .У(Р) невырождены за исключением одномерной вполне правильной грани Г = Ы с Л ֊ нормалью я и Е(Ро)ПЕ(Р1) = 0- Тогда справедливы утверждения а), Ь) Теоремы 1.1 и кроме того։') если £.(Ро) = в, (М) < <<о-<Л « (я-0) < Л«՛)0- ро) ап. не.старой точ.и 1°ё Е‘(Ро), то О'* Р К Р.



52 Г. Г. КазарянДоказательство Теоремы 1.1 : а) следует из Леммы 1.1 работы [12]. Так как (р,/?) > (А) ֊ и 7¥(О3Р) С 1Ч*(Р) = {а : а € ГМ(Р), (/х, а) < <Л}, то из Леммы2.1 работы [9] следует Ь).Пункт с). Положим ( = 4* • т)° ((, = 4*“ •»!?.»= 1, —* > 0)- Тогда из простых геометрических соображений следует, что при 4-4 0 имеем
|РЮ1 = ։<-|Р1(ч<>)|+ <>(<'■). |DJР(()| = • |D/’Po(t>°)| 4֊
Так как ОаРо(п°) / 0 и <А) — (д. 0) > при 4 -4 ОО, ТО полулим |(| —> ОО и |О‘3Р(()|/[1 + Р(х<)] оо, т.е. П^Р < Р.Докажем пункт <1). По определению числа △(ту0. В3Ро) можно выбрать вектор
Ь 6 IR՞ такой, что

А= £ [DJP0(,0)] #0.
(р,а)=Д(п° ,DeP0)

(1.3)
При к > 0 и t > 0 положим

4 = £(։) = ։" (4° + bt՜*“), 6 = <" (ч? + Ы-‘*‘), i = i........n,
и рассмотрим поведение многочленов Р и В,ЭР на множестве {((<)} при 4 —> оо.Из формулы Тейлора имеемРо(() = 4*° ■ Po (т? + = 4rf° • £г*(я'к) ^DaP0(Tj°) =

а
_ tdo-ka(4B.pe)

(M»A(i|o.Po)

E

(Я.а)=Д(»1о.Ро)

^D"P,(1?։)+ а!4-*<*<e>^DQPo(r?O).
Тогда, существует число С\ > 0 такое, что для достаточно больших 4 имеем |Р0(()| < С14*° *А^ ,։>0\ а также число Сз > О такое, что для всех 4 > 1 имеем|Р1(()| < Сз1*'. Выберем число к > 0 так, чтобы - ^Д(^°, Ро) = </1. При4 -+ оо, |Р(() - Ро(() - Р1(()| = о(4<,‘), из двух после.1Г. их оценок получаем

|Р«)| <C3tJ‘ (1.4)
для достаточно больших 4 и некоторой постоянной Сз > 0.Аналогично, при t -4 оо имеемID^Pq«)! = |А| ■ ^о-йх./П-АДИ’.Ро) + о ^/в-(р,4)-*Д(«>в.Ро)ID^Pff) - Ро(4)]| < С,

(1.5)



Сравнение мощности многочленов и 53некоторой постоянной > 0.Тах как т] € Е (Ро), то <^о — Лз > △(^°, Ро)- Следовательно, из условияД(п»,П'’Ро) = Д(ч°.Ро)֊(д,0) и из определения числа к имеем
а = <<о ֊ (Д. 0) - *А(ч°. О^Ро) = <(0 - (д, 3) - Л(1Д Р-’Ро) А(по,Ро) (<*о - <М =А(п°.Ро) (Д՝<3) *д’^ + а* > а>’

Так как А / 0, то из (1.5) для достаточно больших < получим |В3Р(£)| > Сз-«°. где С5 > 0 - постоянная. Так как а > </։, то из (1.4) при 4 -> ос получим (| -> ос и |О’эР(£)1/[1 + |РИ)1] ֊► оо, т.е. ОаР < Р. Теорема 1.1 доказана.52. ОБОБЩЕННО-ОДНОРОДНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИ ПРОСТЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХОднородный многочлен В.(£) = К(£ь£г) порядка тп > 0 с вещественнымикоэффициентами можно представить в виде (см. [10] или [8]).V я(о=’-(е)П«> л=1 (2.1)
где т} - попарно различные вещественные числа, а г(£) - однородный многочлен порядка пг - (/1 + ... + /д/)՛ при этом г(£) 0 при 0.Лемма 2.1. Пусть И(ч) = И(£1.£з) ~ характеристически простой однородный многочлен порядка тп неглавного типа. Тогда в представлении (2.1) имеем М — 1, т.е.

R«) = о- (41 -тбГ. (2.2)
где а / 0, г 0.Доказательство : Пусть М > 1. Представим R в виде

К(4) = г.«)«! ֊ пб)'՛ ֊(41 - 4։)'՛. (2 3)
где 0 / 0 и Г1,/а > 1.Пусть € ПР, ֊4^ = 0. ] = 1, 2. Тогда п(^) # 0. По формуле Ньютона-Лейбница и из (2.3) имеем

п'.‘К(е) = »։!п(4)-(41֊п4։)'՛ Г1(£) -(6 “г16)-



54 М. Г. ГригорянИз (2.5), (215) и (2.16) следует, что |<7И| > 1 - с > 1 - Следовательно, ввиду (2.15) и (2.16) имеем |£| > 1 — ео- На основании неравенства Бесселя из (2.3),(2.6) и (2.11) для всех V 6 (1, Мо] имеем

|0р(т)|Ро(/х • |д,|1/”
*0

(2.17)
1/Яо

Из неравенства Гархия (2.1) следует, что существует перестановка <тр(п) натуральных чисел — 1 такая, что

В силу неравенства Минковского из (2.4), (2.12), (2.13), (2.16) и (2.17), для всех
V € [1, ^о] имеем

шах

<Л,.е + ֊Лр.В,о|7,|.|Д,|1'»«< ' со 2Теперь определим перестановку а(к) натуральных чисел <т(Л) = <тр(1:) дляМ/-1 < к < IV, 1<р<иои положим
'У Ро

$(*) = 12 ОкФк(х} = 52 ^(х),*=Х0 .. ^=1 (2.19)



Сравнение мощности многочленов и ... 55Если 0 Ф 0, то легко показать, что в многочлене т*«) коэффициент при ~1 не зависят от (2. Пусть при |а| < 1 имеем т) £ R2՛0, О°Я(^) = 0. Рассуждая как и выше, но заменяя на В/'+‘,։֊1И придем к противоречию. Доказательство завершено.Из Леммы 2.2 следует, что характеристически простой и обобщенно-однородный многочлен является однородным, а из Леммы 2.1, такой многочлен имеет представление (2.2). Очевидно, многочлен вида (2.2) является характеристически простым. Таким образом, мы доказали следующее предложение.Теорема 2.1. Обобщенно-однородный многочлен Я(£) = Н(&,£2) неглавного типа является характеристически простым тогда и только тогда, когда он имеет вид (2.2).§3. ОБОБЩЕННО-ОДНОРОДНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫМНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХСначала рассмотрим обобщенно-однородные (А-однородные) многочлены, много- нгранники Ньютона которых являются полными. Если М — Л/"(Н) - многогранникНьютона многочлена И(^) из этого класса и Ау > 0, } = 1,...,п, то1) V - вполне правильный ;2) V имеет только одну (п — 1)^ мерную главную грань Г = Ау՜ , на которойсосредоточены все мультииндексы а € (Я);3) многочлен R имеет вид
R«) = £ То«“.

(А,а)=4
(3.1)

где а2 • а2...ап 0, 1у - натуральные числа, Ау = <1/1,, (] = 1,.... л), в. являетсяА порядком многочлена R.Далее, для определённости будем считать, что > /2 > ... > 1«». Следующее предложение является п-мерным аналогом Леммы 2.2.Лемма 3.1. Пусть R«) = Я(6,.- А-однородный многочлен неглавного типа вида (3.1), а (п - 1)֊мерная грань Г, содержащая все мультииндексы а € (R)։ нерегулярна. Если R характеристически простой.то = 12.Доказательство : Так как многочлен R неглавного типа и грань Г нерегулярна, имеем 11 > 1 и для некоторый точки т/ € R'’’0 получаем О Л(п) — для всех



56 Г. Г. Казарян|р| < 1. Пусть, обратно G > G. Тогда коэффициент при 1 в многочлене (3.1) является постоянным. Положим = т] • яА, з — 1,2....... Тогда для |«/| < 1,D*'R(C) — • Dk R.(ту) = 0, в то время как при з —► оо имеем D1*՜1 R.(£') =ai . + const —► оо. Полученные соотношения противоречат тому, чтомногочлен R характеристически простой. Лемма 3.1 доказана.Пусть теперь Г = А/Д - некоторая fc-мерная (0 < к < п - 1) вполне-правильная грань многогранника A/'(R). За счёт возможной перенумерации можно считать, что многочлен Rm,fc(f), отвечающий грани Г, имеет вид
R"*«) = а,«1,՛ + ... + а.+։ ('*♦• + 52 тГ* ■ С. 0.2) 

(>,а)=Ягде а, < j = 1, ...Д + 1,1Г՛* = 0 для «к+2—# 0 и = уо - в противном случае.Следующее предложение обобщает Лемму 3.1.Ле.м.ма 3.1'. Пусть R - А—однородный многочлен неглавного типа, имеющий вид (3.1), а грань Г = А/Д, 0 < к < п — 1 многогранника Л4(К) нерегулярна, и подмногочлен К՞*՛* имеет вид (3.2). Если R характеристически простой, то l\ = Zj.Доказательство : При к = п — 1 следует из предыдущей леммы. Пусть 
к < п — 1. Тогда из (3.1), (3-2) следует, что подмногочлен Кт’*(^) зависит только от переменных 6»—,6+1, т.е. Иг">(^) = Я(^, 0,...,0). Так как граньГ нерегулярна, то множество Е(Г) = {г? = (щ....... т}к+1) € R*4՜1, »?1,...,Лк+1 /0. Rr”•* (ту) = 0} непусто. Так как R - многочлен неглавного типа и R(т/) = О для любой точки т? = (^ь..., 0,..., 0) € Е(Г), то существует точка г,0 =(>У1,...»туд+1,0, ...,0) € Е(Г) такая, что О‘^(г,°) = 0 для всех и € и |р| < 1. Далее, если то коэффициент при ^‘~1 в многочлене (3.2) не зависитот Ъ» —։ &+։• Рассматривая для |р| < 1 поведение многочленов иО*R на последовательности — г/° • з*, как и выше придём к противоречию.Доказательство леммы завершено.Следствие 3.1. Если нерегулярны (п — 1) одномерных граней многогранникаV характеристически простого многочлена R неглавного типа и вида (3.1), то



Сравнение мощности многочленов и ... 57§4. НЕОДНОРОДНЫЕ ДВУСЛОЙНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫПусть Г — V, , 1 < / < Мк, 0<£<п—1- некоторая правильная нерегулярная грань правильного многогранника Ньютона V = АУ'(Р) некоторого многочленаР(£) — ?(&♦•••։£»)• Используя д € А(Г), представим многочлен Р в виде (1.2)Как и в работе [4], многочлен Р назовем двуслойным, если Р։(п) / 0 при любом€ Л(Г) и г) € Е(Ро)- Таким • 1» разом, для двуслойных многочленов в (1.2)основную роль играют лишь два слоя (д, а) = Ло и (д, а) = многогранника V.Лемма 4.1. Пусть |Р«)| ֊> оо при |(| -> оо, и Г = V* - правильная нерегулярная грань правильного многогранника V = ЛГ(Р) характеристически простого многочлена Р, д € Л(Г), т] Е Е'(Ро) = {<: ( € Е(Р0), В,Ро(<) = О, 1 = 1,..., п}. Тогда ֊ △(*?, Ро) < аНд). (4-1)Доказательство ։ Предположим обратное, т.е.
<Мм) ֊ Д(^Ро) > <*1(м)- (4-2)

По определению множества Е'(Ро) и числа △ (»?. Ро), существует мультииндекс 
0, |/?| > 1 такой, что (д,/3) = △(»}, Ро) и В^РоМ / 0- Тогда для последовательности {£*} = {я*4 • т]}, при з —> эс и У = имеем

|Р!(п)|+ »(»՛'՛).|Р«')1 = »* |О,Р«')| = И‘-'1'|О,Р1(1()|+ »(»'■-"),
[О 3 Р (4* )| = |ОЛРО(Ч)| + о .Так как В3Р0(^) # 0, (д,0) = △(»/, Ро) и д, > О, У = 1.......п. то эти соотношения вместе с предположением (4.2) показывают, что при з —> оо имеем £'| —► ос и|Р"Р(Г)1 ■и1<.|о֊'Р|е)1 + ։что противоречит характеристической простоте многочлена Р. Доказательство завершено.Следующее утверждение даёт критерий характеристической простоты для одного класса двуслойных многочленов.Теорема 4.1. Пусть Р(4) - двуслойный многочлен, |Р(61 “* 00 ПРИ '1 оо, и пусть регулярны все правильные грани правильного многогранника Ньютона Л/^Р), за исключением (п - 1)֊мернои правильном грани



58Г = V? 1. Пусть /4 ֊ Л/'-нормаль этой грани и Ро({) = Р<40Ю = Р1,*“х(() - мГмногочлен с изолированными характеристиками (см. [4], Определение2.1). Для того, чтобы многочлен Р был бы характеристически простым, необходимо и достаточно, чтобы для всех г) € Е'(Ро) выполнялось бы неравенство
ь֊ * »? ЯГ. ** ՛ ’ * ‘: ЙО $ -* •.4о - △(*?, Ро) < <4- (4.3)Замечание 4.1. Напомним определение многочленов с изолированными характеристиками. Пусть /х 6 К", Р1 > М2 > ••• > Мп - М однородный многочлен R имеетизолированные характеристики, если для каждой точки т) € Е(Я) существуют окрестность [/(г?), гладкие ^֊однородные функции д(£) = д(^, гу), г(£) = г(Сл) и натуральное число тп = т(^) такие, что Я(£) = [^(£)]”* г(£), £ £ Щт)), при этом ? 0- ^пЯ(г),т)) ± 0.Замечание 4.2. Из Леммы 2.1 работы [8] следует, что при п = 2 любой обобщенно-однородный многочлен Ро(£) имеет лишь изолированные характеристики. Следовательно, в двумерном случае ограничения на характеристики многочлена Ро(С снимаются. С другой стороны, изучение многочленов, обладающих (п — 1) мерными вырожденными гранями по существу не умаляет общности.

Л < г» • • •Доказательство Теоремы 4.1 : Необходимость следует из Леммы 4.1.Достаточность. Предположим обратное, что в условиях теоремы существуют мультииндексы 0 Е и последовательность {£*} такие, что |£'| —> ос при
|РДР(Г)| ։ + Е|И<11Р‘'р«,)1 (4.4)Не умаляя общности можно предположить, что > 0, * = 1,...,п, в = 1,2,....Положим

-1/2

Сосредоточимся на случае, когда при л —> ос имеем X* -4 ос и г]‘ = —► 1) 6Е(Р0). Все остальные случаи рассматриваются как в Теореме 2.1 работы [4], так и в Теореме 2 из [8] и Лемме 1.1 из [9] с надлежащими модификациями.Рассмотрим многочлены Р(<), В;Р(<), } = 1,..,,п и О^Р(^) на последователь- пости (С) — По условиям теоремы Ро(£) - многочлен с изолированнымихарактеристиками. Тогда (см. [4]) для точки т} Е Е(Ро) существуют окрестность



Сравнение мощности многочленов и ... 59У(,), глмжие д-однородные функоии = ,((.,). г({) _ г(( ,) , итуральвое число m = ш(г/) такие, что
Ро(<) = [дЮГ г(<), (4.5)при этом г(т),т)) /Ои опд(»),^) 0 если М1 > Рз > ... > /х*.Положим ф(£) — Р(£) ~ РоИ) ~ Р1(£). В силу (1.2), (4.5) и р—однородности многочленов Ро(() и Р1(£) имеем

Р((') = Р1° [?(Ч')Г >֊(,’)+;>?՛ Р,(ч') + Q(f-), 1 = 1,2,..., (4.6)D,P((') = />*-« («(НГ՜1 • D,P,(4') + D,<?(«•), j - 1,п.(4-7)где гД{) = rar(() Dj4(() + 4«) D,r((), r„(tj) / 0 в
DJP(C) = D3P0(Tf) + D^Pito') + D3Q(C). (4-8)Из простых геометрических соображений следует, что при л —> эс имеем

Ю((')| = °(Р?՛). |D34?(f‘)l = (4.9)
|О,<?(4')| = о(р?'-"). 1 = 1....... «• (4.10)Возможны два случая :1) т) € Е(Р) \ Е'(Ро), тогда т = 1 и 2) т> (= Е'(Р0).Если для всех я = 1,2,..., 71 = г;, то а случае 1). из (4.6) — (4.10) при з —> осследует |Р(«’)| = Р?‘ |Р1(Ч)1+ <>(»?■). (4.11)Ё Ю>₽«')Г > с> />*-*• |г.(ч)|+<>(₽;•-'■), (4.12)

где С\ > 0. Существует постоянная Сг > 0 такая, что
|D3P(C)l<C’jP?e_(M). * = 1’2....... (4-13)

Так как гп(^) 0 и (/х,0) > дп, то статношения (4.11) — (4.13) противоречатпредположению (4.4). В случае 2), из условий Теоремы и Леммы 1.2 работы [4] существует постоянная Сз > 0 такая, что для всех з 1,2.... |Р(Г)1 >Сз |Р1(^)| • Р?՛. Имеем также
|Di>P(C)l < ID-’PcWlpf.-1'՛« + |D'’Pl(»)lrf‘-<''” + |D'W)|.



60 Г. Г. КазарянЭти соотношения противоречат (4.4) : если В4РУ(^) 0, то имеем (р, /3) >Д(п.Ро) и поэтому <А) - (д,0) < <1о - △(»?, Ро) < ; если В^РоМ = 0, то противоречие очевидно.Пусть теперь г/* и для некоторого з. Взяв подпоследовательность можно
••а сложить, что т)։ т) для всех з = 1,2 При з —> ос имеем г,(г?*) —> Гу (ту),) = при этом гл(г)) 0 (см. (4.7)). Следовательно, в случае 1), т.е. прит = 1, из (4.7) для всех з имеем

п

£|О,р(4')1>С«р;՛’-''-.
}=1

(4-14)
где Сц > 0 - постоянная. Используя (4.8) — (4.10), получим

|о‘’р(Г)|<с։р7”-՛»՛՛”, . = 1,2....... (4.15)
где С$ > 0 - постоянная.Тах ках |/3| > 1. то в случае 1) (я-^) > /А. |/?| > и соотношения (4.14), (4.15) противоречат (4.4). В случае 2) имеем т > 1. Разобьем этот случай на дваподслучая : 2.1) |/3| < т и 2.2) |/3| > тп. В случае 2.1), согласно (4.5) имеем

|ОвР(ч')| = |4(ч-)Г'. = 1,2....... (4.16)
где тпа > тп - [/3|.По условию, |Р(()| —> ос при з —> оо, и следовательно (см. Лемму 1.2 из [4]), длядостаточно больших з (например, з > з0) Р0(г/') > 0, Рх(ту*) > 0 и г(т/') / 0.Таким образом, из (4.6), (4.9) имеем

1 + |Р«')1> С, [1 + /^> !,(,*)!"+р?՛], (4.17)
где Се > 0 - постоянная. Из (4.8) и (4.16), при |/3| < т получим|В3Р(Г)| < с7 [/•-<'• •') 3 = 1,2,..., (4-18)

£ > 3()|

где С7 > 0 - постоянная. Из (4.17), (4.18) следует, что|Р*Р(Г)1 .1 + 1Р(е)1 - 1 + р»’ 1»0НГ* + />?՛
3 > 30, (4.19)

где С8 > 0 - постоянная. Теперь применим Лемму 1.3 работы [4] при х = р,,
У — 1?(,7*)|» а — ^о — (д,/3), Ь — тпд > тп — |/3|, с = (/о, (I = тп, е = <1\ к правой части



Сравнение мощности многочленов и ... 61(4.19). Из (4.5) и условия Оп9(П,г?) ф 0 следует, что О?Р0(л) 0, и поэтому.△ (Л՝ Ро) = Мп • гп. Используя предположение Д1 > д2 > ... > рп получим, что условие (4.3) эквивалентно — р.п т < <1\. Следовательно(я^) > (д-£) > |£1 
- dl ~~ т ~ ти числа (а, Ь, с, (1, е) удовлетворяют условию (1.1) Леммы 1..3 из [4]. Следовательно, правая часть (4.19) ограничена числом Се для всех з > 80, в противоречии с (4.4).Доказательство для случая 2.1) завершено.В случае 2.2) наряду с (4.17) рассмотрим следующее очевидное неравенство : |1)^р(^)| < СдР»9 1я ֊3' я — 1,2,..., где Сд > 0 - постоянная. Тад как <^о —(д,/?) < с/о~ Дп |/3| < <4)-Дп т < <й, то (4.20) и (4.17) противоречат (4.4). Доказательство случая 2.2) завершено. Теорема 4.1 доказана.Теорема 4.2. Пусть многочлен Р удовлетворяет условиям Теоремы 4.1, при этом Е(Ро) = Е'(Ро). Тогда многочлен Р является характеристически простым тогда и только тогда, когда ОРР < Р для всех р £Доказательство : следует из Теоремы 4.1 и Теоремы 3.1 работы [41.§5. МНОГОСЛОЙНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫПусть Г = - правильная вырожденная грань многогранника Ньютона .V =А/^Р) многочлена Р({) и д € А(Г). Для вектора д представим Р в виде (1.2) суммы дсднородных многочленов.В Определении 1.2 характеристически простых многочленов участвует аддитивная постоянная с > 0. Следовательно, можно предположить, что в 1.2) <V = 0 и Р.у(£) = сопя1 ф 0. Тогда для каждой точки х\ € Е(Ро) существуют числа т = т(г)) нт' = тп’(л) (1 < т < М, 1 < т' < т) такие, что РоМ = Р1 (г?) = ... = Рт-1(п) = 0. РМ # 0 И

|Р>Ь)| + |8га<1 Р7(п)| = 0, ] — 0,1, тп 1, |Рт'(п)| + |«га<1Рт'(п)1 0-
В предыдущем параграфе (и в [4]) мы изучали двуслойные многочлены. т.е.многочлены, для которых т(^) = 1 для всех г] 6 Е(Ро)- В этом параграфепредполагаем, что т(п) > 1 Дл* 9 € Е(Ро).Пусть д € Л(Г), 0 < 1'.< М. ПоложимЕ. = Е,(д) = {17: 9 € R՞՛0, Ро(^) = Р1Ы = - = Р.(П) = 0’ Р.+1(П) # 0), (5Л)



62 Г. Г. КазарянЕ- = Е'(я) = {»?: »?€ ИС1,0, |Pj(n)l + |gradP>(n)| = 0, j = 1,|Р.+j(»7)1 + lgra<1 P.+1(^)1 # °}- (5.2)
Следующее предложение обобщает Лемму 4.1 и Лемму 1.4 из [4].Лемма 5.1. Пусть Г = V* - правильная вырожденная грань (правильного) многогранника Ньютона V = ЛГ(Р) многочлена Р :а) если D^P < Р для всех и 6 INJ}, р. £ А(Г), т] £ Ет(м)» 0 < j < т, то

— △(»}, Д, Pj) < (lrn + 1 , (5.3)
Ь) если Р является характеристически простым многочленом, р £ А(Г),
tj £ Е^(/х), 0 < j < т, то имеем (5.3).Доказательство : Допустим ратное

6 = dj - △(tj,/x. PJ > dm+x, (5-4)
и для /1. г) обозначим через ] наименьший номер, для которого выполняется неравенство (5.4). Очевидно, ] определяется однозначно. Пусть мультииндекс м выбран так, что

D-РДч) # о, (я,И = Мп,И-Р։)- • (5.5)
Рассмотрим поведение многочленов Р и О^Р на последовательности • г),

з = 1,2,.... Согласно (1.2) и определению номеров ]нгп имеем '՛*’՛•։•/«. л,г п.. V. •!Р(С)1 = «<'’+1-|Рп։+1(т?)| + о(л<,’-к), D"P(H = ^■(''-F,-D"Pj(i?) + ..., (5.6)
с точностью до бесконечно малых членов высокого порядка. Используя (5.5) при
з —► ос получим Ю’Р«')| = »'.|О'РЯч)| + 0(/). (5-7)Из (5.6) и (5.4) следует, что при з —> оо|РУР(Г)1 I + |Р(е)| ֊> ос, (5.8)
т.е. |DPP / Р. Таким образом, пункт а) доказан и мы переходим к пункту Ь).Пусть как и выше, при р € А(Г) и г) € Е'т(/х) выполняется соотношение (5.5), при этом номер j выбран наименьшим. Тогда для последовательности {£*} имеем

Р(С) = »'֊» • |Рт + 1(ч)| + Рга+։(Ч) + ....



Сравнение мощности многочленов и ... 63DIP(C) = *<U+*-'“ D,pm + 1(7j) 4֊ . Pn, + J(r?) + .... t — 1, ...t n.Следовательно, для всех достаточно больших s

|Р(Г)1 +£|О.Р(Г)1 i = l (5.9)
где С > 0 - постоянная. Пусть мультииндекс I/ выбран как в (5.5). Тогда многочлен ОИР удовлетворяет (5.7). Используя (5.9), (5.4), при я -> ос получим|Р*Р(Г)|1 + L|«|<1 |D~P(e)|что противоречит характеристической простоте многочлена Р. Доказательство завершено.Переходим теперь к достаточным условиям выполнимости соотношений О*Р < Р (для всех и 6 Е^'о) и как следствие, характеристической простоте многослойных многочленов. Для простоты рассмотрим случай п = 2. Общий случай получается аналогично, если Р;((), } = 0,- многочлены с изолированными характеристиками.Пусть V = ^(Р) - правильный многогранник Ньютона многочлена Р(£։Лз) и Г = Л/| - некоторая одномерная правильная вырожденная грань .V с нормалью р. Для некоторого вектора д представим многочлен Р в виде (1.2). Наложим следующее условие.Условие А. Для каждой точки т/ 6 существует окрестность U(r?) такая, чтоРЖ) > 0(< 0) для всех £ 6 и(т?) и j = 0,1, ...,m + 1.Замечание 5.1. Согласно Лемме 1.2 работы [4], двуслойные многочлены, для которых |Р(£)| —> ос при |£| -* оо, удовлетворяют Условию А. С другой стороны (см. [11]), для возрастающих на бесконечности многослойных многочленов существуют у, 0 < У < т такие, что условие Р;(£) > 0(< 0) выполняется в некоторых окрестностях характеристических точек. Следовательно, достаточно требовать вариант Условия А лишь для некоторых номеров ), 0 < 7 < т+ 1. Однако, будем предполагать, что Условие А имеет место для всех } — 0, 1,.... т+ 1. Согласно Лемме 2.1 из [8], при п = 2 и для каждой точки т] € Е« многочлены Р7 можно представить в виде

р,(4) = (4). (5.10)J — 0,1,



64 Г. Г. Казарянгде к} - натуральные числа, д>«), Г;«) ~ гладкие функции (при /ц = р3 многочлены), г7(т/) 0, Б.дДп) # 0, » = 1,2; ) = 0,1,...,т. Используя этопредставление, условие можно перефразировать так : числа к} в (5.10) четные и г>(^) > 0, > = 0,1,...,ти, Ри,(ту) > 0.Теперь докажем основной результат этого параграфа.Теорема 5.1. Пусть V = ,Л/\Р) ~ многогранник Ньютона многочлена Р«) = Р«1«з)» Г = V* ~ единственная вполне правильная вырожденная грань V и /х — ЛА-нормаль этой грани. Если при этом Р удовлетворяетУсловию А, то В1՜? < Р для всех и € тогда и только тогда, когда для всех точек т] € 53т и ] = 0,1,...,тп выполняется неравенство (5.3).Доказательство : Необходимость следует из Леммы 5.1.Достаточность : Предположим обратное, т.е. что при выполнении условий (5.3) существуют мультииндекс 0 и последовательность } такие, что при а —> ос выполняется |£*| —> оо и (5.8) при м = 0. Положим • т)‘, где р, > 0,|7*1я = 1. : = 1,2, з = 1.2,.... Очевидно, что {’7-} имеет предельную точку. Взяв подпоследовательность можно предположить, что т]‘ —> т]. Случаи т? £ Е(Р0) и 71'72 = 0 аналогичны соответствующим случаям Леммы 1.1 из ’9], поэтому рассмотрим лишь случай т) £ Е(Р0).Если для всех з = 1.2,... имеем г? = т), то РДт?) = 0, ; = 0, 1,...,т, Рт-ы(7) # 0 и из (1.2) следует|Р(С)1 = 1Р™+1(ч)|-^-‘ при з —> ОС. (5.11)(1+о(1)),Если для некоторого 7, 0 < ^ < т имеем ОЭР;(^) 0, то по определению числа△ОъРД > Д(г/, Ру). Выбирая ] наименьшим номером, удовлетворяют им условию В ’Р;(т?) / 0. из (1.2) для достаточно больших з и постоянной С\ > 0 получим |О5Р(Г)| < С1 • 10^(17)1 •Вместе с (5.11) и (5.3) это противоречит (5.8). Пусть теперь т/’ / т) для бесконечного множества {я}. Не умаляя общности можно предположить, что 
г}1 г) для всех з = 1,2....... Так как = 0, } = 0,1....... т, то по Лемме2.1 из [8], многочлены {Р,} можно представить в виде (5.10), при этом 91«) = 92«) = ... = 9™«) = 9«). Из (5.10) следует, что для всех ; = 0,1,..., гп, з - 1, 2,...

В'Р>(1') = [«(ч'))Ъ0”-<?,.(>(7‘)> (5.12)



65Сравнение мощности многочленов и ...где Лу(Д) > Л, |Д| при |^| < к} и к}(Р) _ 0 - в противном случае, О] — 0,1,...,тп. Согласно (1.12), (5.10) и д-однородности многочленов Р}(£) и(4)» 3 — 0,1| •••» М имеем
ГПр(4‘) = £ Р>«') + ₽„«({') + R«-) =

>=0т= 12^Ш)Ъг;(77')+р'~м Рт+։(С)-Ь Я(С),1=0 (5.13)
тИ^Р«') = Ер^’<’,''” ОлР7(։)') + р;-.-1-'’1.О'։Рт+1(Т;-) + П3Н(С). (5.14) 1=0Из очевидных геометрических соображений следует, что

|и(е)| = о(р?-*‘). |п*я(г)|=о(р;-+‘(5.15)
Так как многочлен Р удовлетворяет Условию А, то для достаточно больших зи постоянной С3 > 0, из (5.13), (5.15), г,^) 0, ; = 0,1,...,ти Рп,+1(л) # Оследует 1 + |Р«')1 > С2 ■

т

Ер?'1Ф‘)1ъ + р?-‘7=0 (516)
Далее, из (5.12) и условий В1^(^) 0. В^^г?) 0 следует, что о?'р,(Ч) # о,поэтому △ (»/, Р7) = /10 • при ։ = 1, 2, ] = 0,1,..., т, где д0 = тах{д1, д2}. Тогда (5.3) можно переписать в виде

<^7 ~ Мо ՛ к} < <4пт1, ) = 0,1,...,т. (5-17)
Из (5.16), (5.12), для достаточно больших з и постоянной Сз > 0 получим

10^(01 . с £7* • 1«(’>*)1>'<*> (518)1 + |Р(4*)|- ’ I + +/— ՝Применим к каждому слагаемому правой части (5.18) Лемму 1.3 из [4] с обозначениями х = р,} у — |д(»?')|, а = Н} - ь = к}(/3), с = (1}, (1 = к;, е = <и+ь 
з = 0,1, ..., тп. Если *>(£) = 0, т.е. |/3| > к,, то (р,0) > △(»/. Р>) и в силу (5.17) получим ^ -(/!,/?) < (^-△(!/, Р,) < Лт+1. Для таких) соответствующие слагаемые в правой части (5.18) ограничены. Однако, если к}(0) 0, то к;{0) > к^ — |/?Ки из (5.17) следует, что числа (а, Ь, с, е} удовлетворяют условиям Леммы 1.3 работы [4]. Таким образом, получаем, что правая часть (5.18) ограничена. Это противоречит (5.9). Теорема 5.1 доказана.
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о НЕКОТОРЫХ АЛГОРИТМАХ И СВОЙСТВАХ ГРАФОВ СРАВНЕНИЯ
С. Е. Маркосян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35. 3, 2000
Если граф и его дополнение являются графами сравнения, то при любой транзитивной ориентации этих графов существуют вершины minmtn, mtnmax, maxmin и тахтах (mtnmin — вершина, которая mtn в графе и в его дополнении, minmax — вершина, которая mtn в графе и max в его дополнении , и т.д.). Из этого свойства следует теорема Пнуели, Лемпела и Эвена о графах подстановок. Разработаны алгоритмы решения для таких задач как нахождение максимального числа попарно непересекающихся максимальных независимых множеств и наибольшего g-хроматического подграфа.

§1. ВВЕДЕНИЕПусть G = (V. Е) - обыкновенный неориентированный граф и G' = (V, Е') - дополнение графа С. С будем называть графом сравнения, еслн его рёбра можноа<ориентировать так, чтобы полученный ориентированный граф С = (V. Е) был бы транзитивен Будем называть G графом ко-сравненжя. если его дополнение G' является графом сравнения. Для удобства иногда будем использовать следующие обозначения : (7 = (V, Г) и (?' = (V, Г'), где Г и Г' - многозначные отображения в смысле Бержа [1], а Г՜1 и (Г*)՜1 суть обратные отображения.Вершина v € V называется minimal (min), если Г 1х — 0. Она называется maximal (max), если Гх = 0. Аналогично, эти понятия определяются для G'. Вершина v € V называется minmax. если она min в G и max в G'. Вершины.называемые maxmin, minmin и maxmax определяются аналогично.В параграфе 2 доказывается следующая теорема :Теорема 1. Пусть С - граф сравнения и ко-сравнения. Тогда при любой транзитивной ориентации графа С — (V, Е) и его дополнения С — (У.Е7) • • • - существуют вершины тахтш^ ггнптш, тахтах, ппптах.



68 С. Е. МяркосянСледствие 1.(см. [10]) Граф С является графом подстановок, если как С, так и его дополнение С. являются графами сравнения.Если через Т, Т и Р обозначим классы графов сравнения, ко-сравнения и подстановок, соответственно, то из Теоремы 1 следует, что Р = ТАТ*.В параграфе 3 рассмотрены следующие задачи : 1) нахождение наибольшегогг»:независимого множества; 2) нахождение наи льшей клики; 3) нахождение мм-нимальной раскраски ; 4) нахождение минимального покрытия вершин кликами ;5) нахождение максимального g-хроматического п ՝рафа (максимального q не-тмэависимого множества); 6) нахождение максимальных д-клик, т.е. таких непс- ресекающихся д клик, имеющих наибольшее число вершин ; 7) нахождение максимального числа попарно непересекаюшихся а-независимых множеств, где а - число независимости графа (сг-независимое множество содержит а вершин) ;8) нахождение максимального числа попарно непересекаюшихся ы-клик, где ш - плотность графа (мощность наибольшей кликиЗадачи 1 ֊ 8 в общем случае КР-трудны. Однако для решения большинства из этих задач разработаны эффективные алгоритмы для отдельных п :лассов гра-фов. Для графов интервалов в работах [9], [11] были разработаны эффективные алгоритмы для решения Задач 15, а для решения Задачи 8 (в §3 настоящей статьи). Задача 5 впервые была сформулирована и решена для графов интервалов в [9], [6*8]. В дальнейшем аналогичные алгоритмы были предложены в работах [13], [15]. Как вытекает из следствия, для графов перестановок все Задачи 1-8 имеют эффективные алгоритмы решения.Для графов сравнения общеизвестны эффективные алгоритмы решения Задач 1 - 4. Для Задачи 6 в работе [4] разработаны некоторые алгоритмы, а для Задач 7, 8 приведены алгоритмы в §3 настоящей статье. Задачи 1, 4 решаются на основе теоремы Дилворта, применением алгоритма нахождения максимального потока (см. [3]). Все эти алгоритмы эффективны, так как их порядок не превосходит |V՜)2 или |У|3, когда применяются потоковые алгоритмы. Пока не известен эффективный алгоритм для Задачи 5. Однако, Задача 5 для графа подстановок сводится к Задаче 6 для дополнения этого графа, и поэтому эффективно решается, так как дополнение также есть граф сравнения.В параграфе 3 мы опишем эффективные алгоритмы для оптимального решения Задач 7 и 8, и алгоритм решения Задачи 5 для графов сравнения. Для последнего алгоритма оптимальность не доказана, и поэтому важно выяснить Задача 5 НГ-



О некоторых алгоритмах и свойствах ... вотрудна или нет. Также неизвестно, эта задача ЫР-трудна или нет даже для совершенных графов.§2 СВОЙСТВА MAXMIN, MINMIN, MAXMAX И MINMAX
Доказательство Теоремы 1:1. Вначале докажем существование ггнпт'т Пусть <5 = (V, Е) = (V, Г) и (3' = (V, Е') = (У, Г') - транзитивно ориентированные графы, полученные после ориентапии графов С и б', соответственно.Разобьём V на подмножества Хь Х2,..., Х_(С) следующим образом :

Х1 = {х/тЕХ, Г-Ч = 0},
Х2 = {х/хбХ\Х։, Т-1хСХг},

Xj},

где и>(б) - плотность графа. Каждое Х} - независимое множество. РазбжениеХ1, Х2,..., Хш(с) является минимальной раскраской графа, и для любой вершины можно построить наибольшую клику Q — {х^ф, xw(c)-i» 
...,Х\/ Xj € XJ. Любой подграф С' = G'(Xj) (j = 1. 2, ....w(G)), порожденный подмножеством X., является полным. Так как G' - транзитивно ориентирванный граф, то вершины подмножества Х} образуют ориентированную цепь —<д =: (rjf Zj,). Предположим, что дуги графа G окрашены красным, а дуги 
G' синим цветом. Докажем, что вершина z} € -Vi является minmin. Очевидно, все вершины подмножества Х\ являются min в графе G. Остаётся показать, что является min в графе G', т.е. (Г')՜1 х{ = 0, или в не входят синие дуги. Покажем более общее утверждение : если р < q < w(G), хя € Хч, то не существуетдуги (x,,zj). Если мы пре-III оложим. что такая дуга существует, то из построения множества Xj (j = 1,2........ w(6)), для z, существует z,_։ € Х,-1 такая.что z,_i 6 Г՜1 zfl (в противном случае х9 € X* для k < q). Таким образом, Г՜1 г^ПХр / 0, т.е. существует красная цепь между множеством Хр и вер • II*. НОЙ

хч. Но по предположению существует синяя дута (х,,х*). а соединена синей дугой с любой вершиной х^ € Хр. Так как граф С транзитивно ориентировав, то любая вершина х}р € Хр соединена синей дугой с х,- Это противоречит с существованием красной дуги между множеством Хг и вершиной г,. Таким образом.вершина zj является minmin.



70 С. Е. Мвркосжн2. Существование minmax.Покажем теперь, что последняя вершина х|։ цепи, индуцированная подмножеством Xj, является minmax. Как и в предыдущем пункте можно доказать, что из х|х не выходит синих дуг. Это означает, что х|х в G' является max. Из z|j G Хх следует, что zjx является min в G, т.е. вершина хХ1 является minmax.3. Существование maxmin.Пусть х™ - первая вершина из х{ (j = 1,2, ...,w(G)), из которой не выходиткрасная дуга. Покажем, что вершина zj* является maxmin. Для этого нужно показать, что г™ есть min в G', т.е. в г™ не входит синяя дуга. Из доказательствапункта 1 мы знаем, что в г™ не входит синяя дуга (х^х™), где ху € Ху, ] > т. Остаётся доказать, что в х™ не входит синяя дуга (ху,х7*), где ху £ Х}, } < т. Предположим, что в х™ входит синяя дуга (х^х")» где х» € ■%/, « < т- Тогда ясно, что (г'рГ՞) также является синей дугой. Предположим, что к являетсяпоследним индексом, для кото х™) является синей дугой. По выборувершины х™ из вершины х‘х выходят красные дуги. Если (։'х, у) - красная дуга, то у 6 Ху, где i < ] < т, так как (х\,х*) - синяя дуга для любого х-’ £ Х} 
(j = m, m 4֊ l,...,w(G)) (следует из того факта, что дуги (х\,х™) и (xj’.zy),ху € Ху, ; > тп - синие). Пусть (zi,xf), z‘ G Xt, i < t < т - последняя краснаядуга, выходящая из го дуга (zi,z‘) -красная. Следовательно, х* и х™ соединены синей дугой (х‘,х™), а не (х™,х*). Так как (х'.х?1) является синей дугой, то (х^х") также является синей дугой. Но ։ является последним индексом, для которого (г^г™) является синей дугой. Это противоречие доказывает, что в х™ не входит синяя дуга, т.е. она является maxmin вершиной.4. Существование тахтах,

ч.ж ГОНГПусть х™т ֊ первая вершина из из которой не выходит красной дуги (х^ - последняя вершина цепи /1у = (т{, х\,..., х^), индуцированная множеством Ху). Как и в пункте 3 можно доказать, что из не выходит синей дуги, т.е. г£‘т является maxmax вершиной. Теорема 1 доказана.Вышеприведенное доказательство Теоремы 1 является конструктивным, т.е. вдоказательстве явно отмечено, какие вершины maxmin, minmin, minmax,maxmax. Можно привести б лее короткое доказательство Теоремы 1, но онолишено этого преимущества.



О некоторых алгоритмах и свойствах ...Второе доказательство Теоремы 1 ; Даллы новое доказательство только для одного и։ пунктов. Пусть Са и С^ суть ориентированные графы, полученные из транзитивной ориентации а и 0 гра в С и С. соответственно. Предположим. что известно существование пйпт!п вершины из вышеприведенного доказательства, и пусть мы хотим найти вершину ггнптах для ориентаций а и 
0. Возьмем ориентации а и /З՜1, соответствующие С и С (Д՜1 ֊ обратная ориентация к 0). Существование пшшнп вершины для ориентаций а, 0՜* следует из первой части этого доказательства. Вершина пинтах для ориентаций а и 0. Существование тпахггип и тахтах доказываются аналогично. Доказательство завершено.Доказательство Следствия 1 : Пусть транзитивно ориентированные С и С суть С и С'. Построим подстановку, граф которой изоморфен С. Первую строку (»1, »2,.... *п) этой подстановки строим следующим образом : первый элемент ц есть вершина ттпнп для графов С и С', элемент ъ - вершина тштт для подграфов С— {»1} и (7' — {ч}, элемент - вершина пнптт для подграфов С — {11.1*2} И ^-{йлз}, и Т.Д. Вторую строку (л, >2. этой подстановки строим аналогичным путём только каждый раз вместо т։пт«п выбираем тахтт.Нетрудно проверить, что граф подстановки [*1’\Л> *2, Л.изоморфен графу С. Следствие доказано.§3. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 5, 7, 8 ДЛЯ ГРАФОВ СРАВНЕНИЯ3.1. Алгоритм для Задачи 7.Задача 7 для графа сравнения С находит наибольшее число попарно непересе- кающихся независимых множеств мощности а = о(С) = число независимости (стабильности) графа <7. Аналогично формулируется Задача 8 для максимального несмежного ы-клика и алгоритм решения которой приведен в пункте 2 этого параграфа.Алгоритм решения Задачи 7, описанный ниже, включает алгоритм решения Задачи 4, т.е. задача минимального покрытия. Алгоритмы транзитивной ориентации обычно имеют сложность О(п’), где п - число вершин. Однако разработаны более экономные алгоритмы, имеющие сложность О(тп* △ ). где тп - число рёбер, 



72 С. Е. Маркосяна △ - максимальная степень графа. Сложность нашего алгоритма имеет тот же порядок. Прежде чем перейти к описанию алгоритма, приведем некоторые факты для транзитивно ориентированных графов, которые будут служить теоретической основой алгоритма. ՛Пусть С — (V. Е) - граф сравнения и С = (V. Е) - транзитивно ориентированныйграф, полученный из С с помощью некоторой транзитивной ориентации. Если △ = {(?1, ...»(?а) (где <։ - число стабильности) - минимальное покрытиеграфа С, то каждой клике ] = 1,2, ...,а соответствует ориентированная цепь д = (ж^, х^,.... т.е. вершины клики упорядочены. Вообще, вершины графа 67 частично упорядочены, скажем х > у, если (ж, у) является дугой в С.Опишем простой алгоритм нахождения наибольшего независимого множества (а-независимого множества) графа С из покрытия △ = {Ф1, .... фо}- Назовём х а-верш иной, если х содержится в некотором а-независимом множестве. Рассмотрим 5 = {хх,жх,..., ж®). Если (г£, х’) является дугой, то вершина х[ соединена со всеми вершинами клики и она не является а-вершиной. Следовательно, а-независимое множество можно получить с помощью следующего алгоритма.Алгоритм А. Положим 3 = {ж2, ж2........ж“}.1. Проверяем, содержит ли 5 дугу или нет. Если нет, то 5 является а- независимым множеством.2. Если 5 содержит дугу то вместо х^ берём х^+1 и переходим к 1.Для получения максимального числа попарно непересекающихся а-независимых множеств Алгоритм А изменим следующим образом.
Алгоритм В. Начинаем с 5 = {жх, ж2,..., х® }. Пусть текущее состояние 5 =
1. Проверяем, содержит ли 5 дугу или нет. Если да- переход к 2, а если нет - переход к 3.2. Пусть 3 содержит дугу (г'р.х’Д тогда берём 3 = (5 \ {ж^}) и если
1р 4- 1 < то переход к 1, в противном случае конец.3. Берем 5 = х,23,Х1"} как очередное а-независимое множество. Еслий + 1 < *», * = 1,2,..., а, то переход к 1, приняв 3 - •••» в

•Ктивном случае конец.Теперь мы можем полностью описать алгоритм решения Задачи 7.Алгоритм 7. Пусть дан граф С = (V, Е).



О некоторых алгоритмах и свойствах ... 731. Транзитивно ориентируем С и получаем (7 = (V. Ё).2. Находим минимальное покрытие графа (7, △ = 0"о}.3. Применяя Алгоритм В, находим максимальное число попарно непересекаю- шихся «-независимых множеств.
Теорема 2. Алгоритм 7 даёт максимальное число попарно непересека- ющихся «-независимых множеств.
Доказательство ։ Мы должны показать, что применяя Алгоритм В к некоторому минимальному покрытию △ = {<?х, рв) графа (7, получаем максимальное число попарно непересекающихся «-независимых множеств. Легко убедиться, что для этого достаточно показать, что если 5» = 1х\,х\.......ха Уи 52 = {։}։» •••» ~ два произвольных «-независимых множеств графа в, то подмножества Зм - {х2пх’2....... х?о) и $т = {х,\,х,22,....х“о}, гдех** = тах(х*к, х*к) и х*к = пйп(ж*к, х*к) также являются «-независимыми множествами.Покажем, что две произвольные вершины в 3,м несмежны (для 5т доказательство аналогично). Предположим, что вершины ®Г1 и *г2 смежны. Если эти две вершины принадлежат или или 52, то. очевидно, они не смежны. Пусть х^х = х-2и х22 = Ху2. Это означает, что < х։\ и х*3 < х22. Тогда (х'1։х22) не является дутой, так как из существования дуги (х,\,х’2) следовало бы существование дуги (х,\,х’3), что противоречит условию (х,\,х,32) С $х. Аналогично, (х22,х^) не есть дуга, так как из этого следовало бы, что {ху1։ х2,} С 52. Поэтому, Зу к Зп являются независимыми множествами. Теорема 2 доказана.Из доказательства Теоремы 2 видно как можно построить максимальное число попарно непересекающихся а-независимых множеств. В каждой клике пронумеруем а-вершины натуральными числами : максимальные а-вершинь: в каждой клике получат номер 1, следующие а-вершины - номер 2, и т.д. Ясно, что число а-вершин в каждой клике одинаково, оно равно числу попарно непересекающих- ся а-независимых множеств. Все а-вершины с одинаковыми номерами образуют а-назависимое множество.3.2. Алгоритм решения Задачи 8. Доказательство оптимальности для Задачи 8 легче, чем для Задачи 7. Здесь опять используются алгоритмы транзитивной ориентации, ранжировки и максимального потока. Порядок алгоритма ранжировки меньше порядка алгоритма транзитивной ориентации и максимального 



74 С. Е. Маркосянпотока. Поэтому сложность этого алгоритма равна сложности последнего алгоритма. Известные алгоритмы максимального потока имеют сложность О(п3), где п - число вершин.Пусть С = (У.Е) - граф сравнения, а С — (V, Ё) — (КГ) - транзитивно ориентированный граф, полученный из С некоторой транзитивной ориентацией.Пусть Х։. Xj,- подмножества вершин, полученные после ранжировки(см. §2). Пост! им граф (7\ = (V, Ej) из графа G = (V, Ё), где Ёх — {(г, у)/ х £Х,,у Е Х»+1,»= 1}, Т.е. G\ содержит те рёбра графа G, соединяющиесосе, е множества X, и X1 + i- Ясно, что все iu-клики содержат только дугииз Gj. Построим транспортную сеть N = Е\ U {я, (} U Л) на G\, добавив двевершины : в: <•»1 L з и выход t сети N, и пусть А = Е\ U (в, Xi) U (Xw,t), т.е. зсоединена со всеми вершинами Xi, а все вершины Х^ соединены с t. Пропускные способности с(е) и c(t>) дуги е € Л и вершины v G V мы полагаем равной единице и с(а) = c(t) = ос. Ясно, что если найден максимальный поток в /V, то каждая цепь, по которой идет поток, является az-кликой в G (без i и t) и они не пересекаются. Число этих az-клик максимально. Задача 8 решена.
Алгоритм 8. Пусть С - граф сравнения. — ***1. Транзитивно ориентируем граф С, получаем граф С = (V, Е).2. Нелаем ранжировку и строим подмножества Х1։ Хз,..., Хи>(с).3. Строим граф (о и сеть /V.4 Используя максимальный поток, строим ал-клики. Это тс цепи из а в ( (без з и () по которым идет поток.
3.3. Алгоритм решения Задачи 5.Предложенный нами алгоритм на каждом шаге работает как алгоритм решенияЗадачи 8, описанный в пункте 2 этого параграфа. Но на каждом шаге вместо максимального потока нам нужен минимальный вершинный разрез У*. Всегоимеем ш - <] шагов, где о» = ш(С) - плотность графа Пусть на текущем шаге 
к = — 1,...,д+ 1 получены графы (7*, Ск и минимальный вершинныйразрез У*, а — С получен транзитивным ориентированием графа С. Граф 
Ск получается из (7* и содержит только те дуги из (7*, соединяющие вершины соседних подмножеств после ранжировки <7* (см. Алгоритм 8). Добавляя две вершины в и (, получаем сеть !Ч'к из Ск как это сделано в Алгоритме 8. Вход а 
соединен со всеми вершинами первого подмножества вершин ранжировки 



О некоторых алгоритмах и свойствах ... 75а все вершины последнего подмножества вершин ранжировки соединены с t. Пропускные способности с(1) = c(t) = оо, c(v) = 1 для € G'k, а для всех дуг пропускная способность равна 2. Для нахождения минимального вершинного разреза в сети Мк, как обычно это делают, нужно построить новую сеть Nk . где вершины заменены дугами. Тогда найдём минимальный разрез на Nk, состоящий из рёбер, которым будут соответствовать вершины.Н<1 к-м м«иин<>< ть клики графа — С — не больше чем к. В конце работы алгоритма получим граф (7?, который можно раскрасить д цветами, так каки(С,) < д. Множество вершин этого графа есть У, = У\(1 Ук. Теперьоп *.т ем алгоритм решения Задачи 5.Алгоритм решения Задачи 5.1. Построим транзитивную ориентацию графа G и получим граф G^ — G.2. Определим к = ш.3. Сделаем ранжировку графа С к.

4. Построим С [ из С к.5. Построим Щ из С'к.б. В найдем минимальный вершинный разрез Уь7. Построим Ск-1 = Ск ~ Н-
) Ж| А»» 1 Г1

8. Если к = д + 1. то заканчиваем, в противном случае к = к - 1 и переходим к 3. Пункты 1 и б определяют сложность Алгоритма 5. Сложность алгоритма транзитивной ориентации есть О(п3) [10], [14 , где п — число вершин графа. Сложность нахождения максимального потока и минимального разреза есть О(п3) (хотя для графов сравнения порядок - О(п2)). Следовательно, сложность Алгоритма 5 зависит от сложности потокового алгоритма, т.е. если последний имеет сложное ть /(п), то сложность Алгоритма 5 есть О((ы - д - 1) • /(л)).
. . •3.4. Примеры. Для иллюстрации работы Алгоритма 5 примеров. Вначале сделаем несколько замечаний. приведем несколько

>и» »я* .чо. ч’лД

Возьмем например к = Алгоритм 5 выбирает минимальное л T.J разделяющеемножество вершин К, в графе <, т.е. из каждой я ֊ * цепи выбираем хотя бы • * ........... „ , . • »’Iодну вершину, отличную от з и /. Из теоремы Менгера следует, что число вершин в К, равно наибольшему числу попарно непересекаюшихся (по вершинам) • цепей в С՜^. Важно, что Алгоритм 5 выбирает нс произвольное з - * разделяющее множество, а такое, которое получается с помощью потокового алгоритма.



76 С. Е. МаркосжнМинимальный разрез состоит из “первых старших вершин" (“первая старшая"означает, что для любой вершины ? € 2«, где 2^ - произвольный минимальный з — ։ вершинный разрез, существует у 6 К», У > х, т.е. существует [у — х) цепь). Это следует из факта, что если (У2), минимальный разрез, полученный из максимального потока, то для любого минимального разреза (У^, к^), VI С V/ [3]. Этот факт и является главной причиной того, что Алгоритм 5 все таки можетбыть оптимальным.

Рис. 1. Дуги графа С ориентированы слева направо. Для простоты на рисунке дуги (։„։>), (хщ/у), (ЗД, 3/>)> (х^х^) опушены.
Пусть С - транзитивно ориентированный граф, заданный на Рис. 1. Пустьнужно найти максимальный (ы — 2)-хроматический подграф.Если возьмем минимальный разрез У^ = {х^} в = С, то в графе Си — {х։} минимальным разрезом У^-х будет подмножество {х^х^}. Полученный (ы —2)- хроматический подграф будет С — {х2,Х1,хи}, т.е. не максимальный (ы — 2)- хроматический подграф графа (7. На ы шаге Алгоритм 5 выберет У^ = {хх) в качестве “первой старшей вершины4. После удаления которой не остается и>-клик. На втором шаге У^-х = {х^} и полученный (ы - 2)-хроматический п графС— {хх, х^} является максимальным. В [2] введено понятие связанного семейства кликов, из существования которого следует оптимальность ^-раскраски.Пусть С — (V, Е) - обыкновенный граф, 5 = {5х,5г,..., 5,} - множество
Ч независимых подмножеств, т.е. некоторая частная раскраска ц цветами, аС = {С}/ некоторое семейство клик. Будем говорить, что 5 и семействоклик С разуют связанное семейство кликов, если
(А1) 5, П 5, =0, ։ / ].|А2) (Ц<,5.)и(икуС.) = И.



О некоторых алгоритмах и свойствах ...(АЗ) S, ПС7 # 0 для любых i и ].Существование связанного семейства кликов для ?-раскраски. полученное Алгоритмом 5 (ранжировкой графа С,) доказывает оптимальность Алгоритма 5. Для
ЭТОГО J статочно найти такое семейство кликов в графе G, что1. С, П С, = 0. , #2- (Щ/С>)эУ,у = (и։+։р<„п.
з. |с) \У| = ,,}елДля графа (7 на Рис. 1 связанное семейство кликов для получения (?ы_а Алгоритмом 5может быть С = {Сх}, где Сх = {։1։ха....... хи} или С = {Сх,С։}, причём

~ {гъ Уз» •••։ Уи-х}» = {хх։ *2, • ••, Хш-2, Хы}.

Рис. 2. Ориентация и некоторые дуги графа С на рисунке опушены.
Рассмотрим пример на Рис. 2. Пусть ы = 6, д = ы — 2 = 4. Алгоритм 5 на шаге ш даёт = {6}, хотя {8} и {10) также являются минимальными разрезами в С». На (ш - 1)-м шаге Алгоритм 5 даёт К,-х = {1, 2), хотя {4,10} и {7,10),... также ойявляются минимальными разрезами в С?ы-1.Для полученного У = {1,2,6} связанное семейство кликов будет С = {Сд.Сх}, где Сх = {1,3, б, 8,10,12} и С2 = {2,4,7,9,11}.
ABSTRACT. If a graph and its complement are comparability graphs, then for any transitive orientation of these graphs there exist a nunmin, minmax, monntn and maxmax vertices (minmin is the vertex that is min in both the graph and its complement, mmmar is the vertex that is min in the graph and max in its complement, etc.). From this property the theorem of Pnueli, Lempel and Even about permutation graphs is obtained. Some algorithms are developed for the problems of maximal number of pairwise non-intersecting maximal independent sets and of maximal g-chromatic subgraph.
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КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О ПОДВИЖНОСТИ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

П. С. Геворкян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X» 3, 2000

Понятия М-доминирования и М-эквивалентности были определены в [1] для мет- 

ризуемых компактов. Дж. Олендский [1] использовал эти понятия при изучении 

различных типов подвижности (А-, п— и Я-подвижности, где Л - семейство 

метризуемых компактов).

В настоящей статье эти понятия рассматриваются для топологических про

странств и обобщаются некоторые результаты из [1]. Кроме того, для некоторых 

классов топологических пространств даётся положительный ответ на проблему 

(3.9) из [1] (см. Проблему ниже).

Пусть X - топологическое пространство и (Xo.poo», А} ֊ спектр, ассоциирован

ный с X (в смысле Мориты [2]).

Определение 1. Топологическое пространство X называется подвижным.

если спектр {Х<*, А) удовлетворяет условию : для любого а € А и а" > а 

существуют а' > а и непрерывное отображение г° ° : Ха> »—► Ха՛՛ такое, что

Раа' - Ра а " °

Определение 2. Топологическое пространство X называется п-подвижным.

если спектр {Xa,paa<, А} удовлетворяет условию : для любых а € A, a > a, 

спектра Р (dim Р < п) и отображения f : Р —> Ха> существуют а' > а и 

отображение f": Р •—► Ха» такие, что раа- of- Paa" ° f- 

Если в Определении 2 потребовать, чтобы Р принадлежал семейству 7? то

пологических пространств (без условия dim Р < п), то получим понятие К-

подвижности. Если семейство 7с состоит из единственного пространства А. то 

мы приходим к понятию А-подвижности пространства X. Как и в ,1], для то

пологических пространств можно определить понятия доминирования и эквива 
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лентности.
Определение 3. Семейство топологических пространств К называется доми

нируемым к семейству Я' (пишем 72 < 72'), еслж иэ 72'-подвижности простран

ства X следует 72-подвижность пространства X. Семейства топологических про

странств 72 и 72' называются эквивалентными (пишем 72 — 72'), если 72 < 72'

Топологическое пространство А можно рассматривать как одночленное семей- / г. •
ство {А}. Следовательно, предыдущее определение определяет обычную экви

валентность топологических пространств. Последнее обеспечивает непересекае

мость классов эквивалентных топологических пространств. Через зК А обозна

чим шейп пространства А.

Теорема 1. Пусть 72 и 72' - семейства топологических пространств.

Если для всякого пространства А 6 72 существует пространство А' Е 72' 
з. : \ ■ I

такое, что зК А < зК Д', то 72 < 72 .

Доказательство : Пусть X - произвольное 72'-подвижное пространство. Дока

жем. что X 72-подвижен. Пусть {Ха,рао',А} - спектр, ассоциированный с X.

Так хак X 72'-подвижен, то для любых о € А, а" и отображе

ния : А' •—► Ха՛ существуют а' > а и отображение /" : А' >—► Ха» такие, 

что раа> of — Paa" ° f- Теперь докажем, что этот а' удовлетворяет условию 

72-подвижности, т.е. для любых о" > а, А Е 72 и : А »—► Ха՛ существует 

отображение /" : А »—> Ха>> такое, что раа> о f 2 раа" ° f- В условиях Теоремы 

1 существуют шейповые морфизмы з' : А •—»• А' и з : А' »—► А такие, что

з о з' = «, (1)

где 1 : А •—► А - тождественный шейповый морфизм. По определению шейпового

морфизма (см. [3]), каждому отображению А >—► Ха> с помощью морфизма з

соответствует от . Следовательно, отображению f : А •—►
Ха' С • I».тветствует отображение 8(f) : А' Ха>. Так как X 72'-подвижен, то

для s(f) существует отображение д : А' •—> Ха" такое, что

Раа» од 2 Раа' О 8(f). (2)

Поэтому имеем л'(д) : А •—► Хо». Отображение /" = з'(д) является искомым 

отображением, так как в силу (1) и (2) имеем раа> о /' 9! раа,. о Теорема 1 

доказана.
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Следствие 1. Если аК А < зН В. то А < В.

Теорема 2. Шейпово эквивалентные пространства эквивалентны.

Из Теоремы 2 следует, что [Л]>Л С [А]м, где [А]м ֊ класс пространств, экви

валентных А, а [Л- класс пространств, шейпово эквивалентных А. Ниже мы 

докажем (Пример 1), что это вложение является строгим, т.е. Теорема 2 не допус

кает обращения. Тот лее пример показывает, что эквивалентные пространства 

могут иметь неизоморфные группы гомологий.

Теорема 3. Существует метризуемый компакт А такой, что Л-под- 

вижность произвольного топологического пространства эквивалентна 
подвижности.

Теорема 4. Существует метризуемый компакт А с dim А < п такой, что

Л-подвижность произвольного топологического пространства эквива

лентна п-подвижности.

Доказательства Теорем 3, 4 по существу повторяет доказательства соответ

ствующих Теорем для метризуемых компактов (см. [1]), и поэтому опускаются. 

Теоремы 3 и 4 сводят вопрос п-подвижности к изучению Л-подвижности для 

метризуемого компакта Л. Возникает следующий вопрос : можно ли изучение 

^-подвижности свести к изучению Л-подвижности ? Точнее говоря ; для любого 

семейства 7? топологических пространств существует ли топологическое про

странство А такое, что Я. ~ {Л} ? Этот вопрос был поставлен для метризуемого 

компакта (см. [1]. Проблема (3.9)). Поставим этот вопрос в более общем виде.

Проблема. Пусть К - класс топологических пространств и Я С К. 

Существует ли пространство А Е К такое, что Я ~ {Л) .

Следующая теорема дает положительный ответ для классов топологических про

странств. которые замкнуты относительно операции Ц несвязной топологичес

кой суммы

Теорема 5. Пусть К - класс топологических пространств, замкнутый 

относительно несвязной топологической суммы. Для произвольного 

семейства Я С К существует топологическое пространство Л такое, 

что Я ~ {Л).
Доказательство : Обозначим через Т<։ • € 7 элементы семейства Я. Рассмот

рим несвязную топологическую сумму R = Ц,€/ Т, всех элементов Т, € Я. Имеем 

ЛЕ К. Для завершения доказательства нам нужна следующая Лемма.
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Лемма 1. R — {Г, : * € /}•
Доказательство : Так как sh Т; < sh R, » € Д то согласно Следствию 1

имеем {ТЦ < R. Остается доказать обратное утверждение R < {Т1,}. Пусть

X - произвольное {Т, }-пЗП||1 ижное пространство и {Хо, роа՛, Л} - спектр, ассо-

пиирлаАявый с X. Докажем, что X является Я-п ижным пространством. Из

{Г,}-подвижности пространства X следует, что для любых а € Л, а" > а и 

всякого отображения /' : Т, »—► Ха>, i € I существуют а' > а и отображение 

/" : Т, •—* Ха„ такие, что рао՛ о f роа.> о

Теперь покажем, что для любого а € Л элемент а' > а удовлетворяет опреде

лению Я-подвижности. Пусть f ten, отображение f : R »—> Ха>. Рассмотрим

отображение = /' | t 6 /• Из (Т,)-подвижности простран

ства X следует, что для f' существует отображение : Т, »—> Ха» такое, ч՛ 

Раа՛ ° Г - Раа" ° Г’- Легко установить, что отображение /" = Ц, /"|т : Т. •֊ 

Хо» будет искомым, т.е. раа՛ ° Г — Раа" О f". Лемма 1 и Теорема 5 доказаны.

Пример эквивалентных пространств, имеющих неизоморфные группы гомо

логий (и. следовательно, различные шейпы). Пусть А и В - тополог и чес -

е пространства, имеющие неизоморфные группы 4-гомологий : Як(Л)

Нк(В). Рассмотрим несвязные топологические суммы ЛЦЛЦВ и Л Ц В Ц В.

Ввиду Леммы 1 получим ЛЦЛЦВ ~ {Л, Л, В) ~ {Л, В}, Л Ц В Ц В ~ 

{Л. В, В} ~ {Л, В). Следовательно, имеем ЛЦЛЦВ ~ Л Ц В Ц В. Однако 

Нь(А [] Л Ц В) Нк (Л 1] В Ц В), так как Нк (Л Ц Л Ц В) ~ Я* (Л) ф Нк (Л) ф 

Нк(В), Нк (ЛЦВЦВ) - Як(Л)фНк(В)фЯ*(В) и Як(Л)фЯк(Л)фЯк(В) /

Нк(А)^Нк(В)фНк(В).
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