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О ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА СОБОЛЕВА
А. А. Давтян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, К» 2, 2000
В статье рассматриваются семиэллиптические псевдодифференциал ь- ные операторы с постоянными коэффициентами в некоторых пространствах типа риссовых потенциалов. Выводятся несколько оценок в пространствах Соболева и доказывается теорема о гладкости решения.

ВВЕДЕНИЕПространства риссовых потенциалов (см, [1]) и их анизотропные аналоги пригодны при изучении однородных (квазиоднородных) эллиптических (семиэлл ■ Iтических) псевдодифференциальных операторов с постоянными коэффициентами (см. [2], 3 ). Более общие пространства естественно возникают при исследовании граничных задач эллиптического типа, т.е. когда функция в праг вой части принадлежит анизотропному пространству (см. ,4). Пространства введены в [4], где они интерпретировались как фактор-пространства по полиномам произвольного порядка.В данной работе указывается несколько иная интерпретация пространств (§1), основанная на точном виде полиномов, которые возникают при определении пространств типа риссовых потенциалов (см. [15]). В §2 рассматриваются семиэллиптические псевдодифференциальные операторы с постоянными коэффициентами в пространствах В §3 выводятся априорные оценки в пространствах Соболева и приводится доказательство анонсированной в [4] Теоремы 2 о гладкости решения.
§1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВ й?Эти пространства зависят от Л = {г1}/ = конечного набора векторов 



А. А. ДавтянЕ ГО* с неотрицательными компонентами. Наименьший выпуклый многогранник, содержащий точки г։,...,гЛ, называется многогранникомНьютона набора Л и обозначается через ЛГ(Л). Предположим, что ЛГ(Л) имеетотличные от нуля вершины на каждой оси коор.•ш։ат, и что многогранник Ньютона ЛГ(ЛО {0}) является правильным, т.е. все внешние нормали (п — 1)-мерных некоординатных граней многогранника Л/(Ли {0}) имеют неотрицательные координаты.Через 5 обозначим пространство Шварца быстро убывающих функций, а через 5' - пространство медленно растущих распределений. Случай, когда ^(Л) содержит начало координат приводит к пространствам Соболева см,[5), [6]. По определению, / € 5' принадлежит Иг2*4( [R"), если ее норма

конечна. Здесь и ниже / = Т/ означают преобразование Фурье функции /.П. И. Лиэоркиным были введены пространства Ф (см. [7], [8]), состоящие из функций € 5. ортогональных пространству многочленов. Пространство Ф инвариантно относительно дробного интегрирования, дифференцирования и риссова потенциала. Рассмотрим подпространство 8, состоящее из функций, ортогональных многочленам конечного порядка. В этом случае используем С^-функции. Аналогичные построения использовались в [9].Пусть Л4 - полный многогранник в П1՞, т.е. Л4 имеет вершину в начале координат и отличные от нее вершины на каждой оси координат. Через Рд<(ГО.") обозначим пространство полиномов вида
Р.м(ГО") =

где - множество п-мерных мультииндексов.По аналогии с пространством Лизоркияа Ф определим
Фл<(ГО*) = «е С^(1ЯП) : / и(х)р(х) <1х = 0, р € Рл<(ГОп) !> . (1.1)I упч՛՝ )Обозначим аЛ4, з > 0 многогранник с вершинами яг°,, где г°, ...1глг- вершины правильного многогранника Л4.



О псевдодифференпиальных операторах ... 7Определение 1. Объединение компактных граней выпуклой оболочки множества U (г + IR; + ) называется диаграммой Ньютона Г(Л0 многогранника
r€V(V)V. где V(V) - множество вершин многогранника М иJR+֊+ — {z — (zi,..., zn) E Ш. Xj >0, j — 1,n}.Через дг обозначим каноническую функцию диаграммы т.е. [10]

0гК) = Е1£1Г1---16.1г-.
г

(1.2)где сумма берется по всем вершинам г выпуклой оболочки диаграммы Г(Л’).Лемма 1.1. Пусть Г — диаграмма Ньютона многогранника V, имеющего вершины на каждой оси координат IR[J,+ . Пусть функция / аналитичнав окрестности полидиска △ (0,1) = {z€Cn l2j I S 1» J ~ 1’ •••’n}’и в разложении в ряд Тейлора функпии / показатели всех ненулевых мономов лежат не ниже Г. Если |/(х)| < М при г € △ (0,1), то |/(к)| < сМдг(х), где с не зависит от /.Доказательство : Пусть/3’ = (0,0, /3,, 0,..., 0),» = 1...., п- вершина выпуклой оболочки Г, лежащая на г-ой координатной оси. Разложение функции / в ряд Тейлора имеет вид/(2) = £аогв+ £ ао2°, /3=031,..../3П), о (о:0)>&где первая сумма распространена на мультииндексы о, лежащие не ниже Г и ниже гиперплоскости, проходящей через точки /?։,...,/3* и
(a:/J) = _ + ... + _.Функция f(z) - ^aQz° аналитична, поэтому имеем

/(2)-£a^» <|/(։)| + £|a«|<eM, г € Д(0,1), 
а а

где с не зависит от /. Используя Лемму 1 из [11], получим
/(z)“ZLooz° <cM 

a 1 = 1Так как (см. [6]) za оценивается через 52|х7|, где у - вершины многогранника, ограниченного диаграммой Г и гиперплоскостью, проходящей через /З1,...,^, то доказательство завершено.



8 А. А. ДавтянСледствие. Если у аналитической в Д(0,1) функции / в разложении в ряд Тейлора показатели ненулевых мономов лежат не ниже (1 — 0)Г при некотором 0 € [0,1), то при условиях Леммы 1.1 имеем |/(х)| < Л/др-*(я).Заметим, что, вообще говоря, имеем д^1 £ ^2.1ос’ Однако существует число 
6 Е [0,1) такое, что д?в е Ьз./ое-Определение 2. Наибольшее число 0О € [0,1), при котором д?9 € Ьз./ое для любого О < во, называется предельным числом многогранника. Если 0Г* € £ 2,1 ос (т.е. 0о = 1)՝ то многогранник называется допустимым.Приведем некоторые примеры. Для многогранника ЛГ(Л), где

Д — {(е110< .»м 0),...»(О,О, еп) }> > о» 3 = 1*.-, П (1.3)
предельным числом является при□ри
Суммой Минковского двух наборов Л1 и Д2 является множество
Каждому вектору а = (ах,..., а„) с положительными компонентами сопоставим набор {а} вида (1.3) и число а* =
Предложение 1.1. Пусть е = (ех,...,еп) и г = (г1։ ...,гп) - векторы сположительными компонентами. Если е’ 4֊ т* < п/2, то многогранник ^({с} + {г}) будет допустимым, в противном случае число0О = -------------2(е* 4- г*)является предельным для многогранника + {г}).Доказательство : Положим рА({) = |6|1/А‘ +•••+ Кп|1/А*, = |611/я‘ +•• •+ |£пгде А; = г'/г,, д, = е"/еу, > = 1, ...,п. Тогда |А| = Ах 4- •• • 4- А» = п и 1м1 = АЧ +■•• +Дп =п.Пусть Г - диаграмма Ньютона многогранника {е) 4- {г}). Вер • влой оболочки диаграммы Г являются точки

(^1 + 10, ...,0), •••> (0, «•., О, еп + гп),
1ами выпук

(1.4)
и еше не более п(п - 1)/2 точе! вилл (0,.... 0. ։,. 0........0, Гу, 0,.... 0) или



О псевдодифференциальных операторах Ы(О,...,О,г,, 0,..., О, е/, 0,...,0), которые расположены ниже гиперплоскости, проходящей через точки (1.4). Согласно (1.2) существует постоянная сд такая, что
ра(ОД'(^Х^гЮ,

когда £ лежит в шаре радиуса R с центром в начале коор, II [нат. Если е*л/2, то существует с 6 (0,п/2) такое, что
(1.5)

п пИспользуя неравенство Гельдера с показателями р = ----- — и д = —, получимп — £€
' мог1^ < ск / <
1«1<я ^1։кя

/>;’'■ £,(|«| < я) • £,(|£| < Л) •Как следует из условий (1.5), из г* < — и е* < —- вытекает конечность 2рпоследних двух норм. Аналогично доказывается вторая часть Предложения 1.1. Пусть Г - диаграмма Ньютона многогранника Л/’(Л) с вершинами на каждой оси координат 1Я"+. Рассмотрим пространство Лизоркина (ср. (1.1))
(1.6)

для любого мультииндекса сг, лежащего не выше (1 — 0о)Г, где 0о ~ предельное число для многогранника Л/Х). Заметим, что если V - допустимый многогранник, то 0о > 1 я Фг(1П-՞) — с^ш.”).Очевидно, если / € ФГ(П<՞), то /€ 5 и Р°7(0) = 0 для любого мультииндекса а, лежащего не выше (1-0о)Г. Пространство ФГ(П<П) - линейное топологическое с топологией, индуцированной топологией пространства Шварца 5.Пусть Уд - оператор с символом рд({) = £ |ЪГ1 те- ~
Теорема 1.1. Оператор

Уд: ФГ(ПГ) —>Ь2(ПГ) (1-7)
ограничен, и множество {Уд^ : € Фр} плотно в £2. Уд также ограниченкак оператор Уд: 13 >—► $7/г՜*0- (1Л) 



10 А. А. Давтянгде Рр՜*’ — пространство полиномов, показатели ненулевых мономов которых лежат не выше (1 — 0о)Г«Доказательство : Функции из класса Фр ортогональны многочленам, ненулевые показатели которых лежат не выше (1 — 0о)Г. Однако диаграмма (1 — 0о)Г может не содержать мультииндексов. Обозначим через наибольшее действительное число строго меньшее 90 такое, что (1 - 01) Г содержит хотя бы один мультииндекс. Через 9] обозначим наименьшее действительное число такое, что 
9] > 90 и (1 - 0։)Г содержит хотя бы один мультииндекс. Тогда, если / € Фг, то / с1х = 0 для любого мультииндекса а. лежащего не выше (1 —0з)Г.>1Н*Следовательно, Д°/(0) = 0 для таких а. Тогда, согласно Лемме 1.1 имеем

7(0 <м^'*։(0. 4еп1։ (1.9)
где П1 = {?/ € П1П : |9,| <1, ։= и М = аир4бП։ /(^) < ||/,£1(1ЯП)||.Положим е = 02 — 8\, 6 = 0л — 0о. Так как 0х < 0о < 02, то имеем 0 < <5 < е. В силу (1.9)н^/н?= [ яо’*< [ («г«»՜’ >1Н- /Пх

< М / л тр------+ 11/112 сМ + № < 0(11/112 + ||/||2).Лт. 10г(С)1Здесь мы использовали, что при £ € 1ЯП/П1 выполнены неравенства > рг(^) и м(£) > 1- Первое утверждение Теоремы 1.1 доказано.Для доказательства плотности ЛдФг в выберем натуральные числа 7П1,..., тп„ такие, что 2тп, > г,, 1=1,..., п для любого г € А и рассмотрим оператор
(110)где - оператор с символом

МО = £ 101 ЮГ--’"-а I - тождественный оператор. Символом оператора I + т является
п

мо = Е ГВ1+«?)’1/։(1 + Ю1”"‘ • • ■ 1О1”"-)-1. 
г€«4 <=1Оператор (1.10) ограничен, так как 62/61 < с. Он инъективен, поскольку из очевидного неравенства

7(0 - 7(0 (1 + 161’"։--|«.|։”-)՜1 < гтн7(О



О леев ДОД ифференциальных операторах ... Иследует оценка
ил|»< + /(О

Следовательно, если Л.т)/ = 0, то f = 0. Кроме того, оператор (1.10) -самосопряжен. Так как ограниченный самосопряженный инъективный оператор
плотно в £2. Легко видеть, что (/4-7д,т)£2 является пространством Волевича- Панеяха (см. [12]), а функции из С%° плотны в нем [12]. Множество 7д 1тС™(Ш.՞) плотно в £2 по норме £2(П1"). Имеем

(1.11)1 дгде Dj = t дх}
- обобщенные производные. Так как Dlm' • • • D2m՝ 1 flФг(П^-г*)» то еэ (1.11) следует, что множество J^r плотно в £2(ER.n).Докажем теперь последнюю часть Теоремы 1.1. Оператор (1.7) по непрерывности продолжается на функции из 5, ортогональные полиномам р € Р/~9,>. Последние образуют замкнутое множество в 5', и следовательно, сопряженное пространство можно отождествить с фактор-пространством 5'/Рр՜*0. Так как область изменения оператора плотна в £2, то пространство линейных непрерывных функционалов на ней можно отождествить с £2. Переходя к сопряженным, получим ограниченную инъекцию (1.8). Доказательство завершено.Определение 3. Пусть А - произвольный набор векторов с неотрицательными компонентами, имеющий точки на каждой координатной оси ЕК."+. Пространство м^ПС) является образом оператора 7д на пространстве £2( ПС) с нормой

||/дР»й£|| = llv’lh- (1.12)Очевидно, если А = {0}, то = £2. По Теореме 1.1, пространство Ф2 (ПС) = 7д(£2) является подпространством фактор-пространства З'/Р? ~9°. Если #о > 1 (т.е. если Л՜ 1.4) является допустимым многогранником), то й)? С 5'. если же 0 < 0О < 1, то элементами будут классы, в которых функции, отличающиеся на многочлен р Е Р/~₽о, отождествляются.Норма (1.12) на С™ имеет удобный эквивалентный вид
II/» ^2*11 Е П г€Л * = 1

/€С0°°(ПТ). (1-13)



12 А. А. ДавтянМожно показать, что ./^Со1 плотно в где Уд1 - оператор с символом Мд1(4)- Поскольку Уд является обратным к УД1 на С£°, а оператор Уд : —>- изоморфизм, то пространство С£°|1НП) плотно в по норме (1.13).Следовательно, йз^ есть пополнение Со°(1И’‘) по норме (1.13).Из определений пространств И^К՞) и то^(П1п) следует вложение
И^ПС) —► й^(1Ип), (1-14)

которое является непрерывным и плотным, т.е. любая функция из И'/ принадлежит некоторому классу из йз^ с соответствующей оценкой норм. Заметим, чтовложение (1.14) строгое. Если / € йу (Ш.п), то, в бще говоря, / £ £3. Однакоможем утверждать, что Р*՜/ € Ь? для любого мультииндекса и 6 А^Л), причем
(1-15)

Опенка (1.15) следует из неравенства (см. [6])
м

1Г1<сЕ1бИ—к.г1.

где ех,...,еч € Отсюда получим
С если Л/^Аа) С У(Лх). (1.16)

Отметим также, что на функциях /, равных нулю вне некоторого шара, нормы н/н^ и ||/||^л эквивалентны (локальная эквивалентность пространств и и)2*). Ниже мы воспользуемся очевидным соотношением
И^ГПГ) = и^(ПГ) Л £2(ПГ). (1-17)

§2. СЕМИЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИПрежде, чем перейти к этой теме, рассмотрим пространство и^УН’’) в случае 
А — (е) + {т)> гДе в = («1»•••»еп) и т = (иц, гтц,) - векторы с положительными компонентами. В силу Предложения 1.1 и Теоремы 1.1 С 5', еслив' + пГ < п/2. Обозначим через У* А-анизотропный потенциал порядка ев, т.е.

Ф =
¥>(у)

п-рГ'(։-у)
<1у, 0 < е‘ < п,



О псевдодифференциальных операторах ... 13а через 7՞* - соответствующий д-анизотропный потенциал порядка тп*. Интегральный оператор = 7ГТ17е<р (2.1)определен, т.е. соответствующий интеграл абсолютно сходится на функциях 
<р € £з. если е* 4֊ т‘ < п/2. Действительно, оператор 7е определен на £3 прие’ < п/2, и по теореме В. П. Ильина (см. [13]) 7*у> Е £р, где р = —. По этой п — 2е*же теореме имеем
Во всяком случае для € Ф (2.1) дает )^(ртп>т )£. Напомним, что по определению7г(7{в}+{т)у>) = 52 161Г1---КяГ^(0.

Поскольку величины
)^(р;’+т'

- ՝ — 1
£ П1ЬГ [^(р.’"+։‘)^(р™ +”')]/€(«} + {<"} 1=1ограничены, то имеем 7(е}+{п») (£з) = 7'7гп(£з). Следовательно, для е’ + т' < п/2 имеем С £,. В противном случае пространство й4',+(т} содержитполиномы, порядки которых определяются Теоремой 1.1 при во =•(*}+("»} -ж+к 7711Замечание. Легко проверить, что и/2 _ , если Ч1,...,п. Однако, если — — для некоторых ։ # согласно (1.16) имеем€| Сус Каждое из этих пространств содержит полиномы В частности, и/?*' (Ш.п) содержит мономы где

п2(е* + т9) ’

с,

Рассмотрим действие псевдодифференциального оператора Ф < обобщенно однородным символом Ф(ч) на пространства , Предположим, что существует вектор е = (еь ...,еп) с положительными компонентами такой, что
Ф(<1/вЧь...31/е\с») = <ф(^)- (2.2)



14 А. А. ДавтянЛемма 2.1. Пусть г = (г։.......гп) - вектор с положительными компонентами. Псевдодифференциальный оператор Ф с непрерывным символом ^(4) при £ # 0 удовлетворяет оценке||Фи, ы;(ПГ)|| < С ■ («}+{•■} и, ‘ * ибС0~,и следовательно, продолжается по непрерывности до ограниченного оператора Ф: й<вЖг)(ПГ (ПГ).Доказательство : Согласно (2.2) и непрерывности Ф(£) имеем
|*«)1 = £1йГ'

7=1Для завершения доказательства заметим, что если и € Со°(1И"), то

Исследуем теперь вопрос о разрешимости в уравненияФи = /. (2.3)Псевдодифференциальный оператор Ф с символом Ф(£), удовлетворяющий (2.2) (условию обобщенной однородности), называется семиэллиптическим, если Ф(£) / 0 при 0.Теорема 2.1. Пусть Ф - псевдодифференциальный оператор с непрерывным символом Ф(£) при £ 0, удовлетворяющий (2.2). Следующие утверждения эквивалентны :1) уравнение (2.3) разрешимо в (Ш?) при любом / € ш$(1Ип),2) уравнение Фи = 0 имеет только тривиальное решение в и>2*Жг\ 3) оператор Ф - семиэллиптический.Доказательство : Утверждения 1) и 2) эквивалентны существованию правого и левого обратных операторов к оператору Ф. Пусть - псевдодифференциальныйоператор с символом
««) = ф(<)



О псе в дод и ффе ре нциальных о ператорах ... 15Тогда С}(£) - е-однородная функция нулевого порядка. Заметим, что оператор ссимволом V |^|е> изоморфно отображает гЬА на й>2. Действительно, опе-ратор с символом ^2 К«1 1^; I ; является обратным к оператору с символом 
и осуществляет изоморфизм между ’ и Ь2, а оператор

г>с символом является изоморфизмом между Ь2 и ^(ПС). Следовательно, их композиция, т.е. оператор с символом V |е> осуществляет искомый>=1 изоморфизм.
пТак как оператор с символом V ||е/ - изоморфизм, то Ф обратим слева (справа) тогда и только тогда, когда С] имеет левый (правый) обратный оператор. Пусть Ф - семиэллиптический оператор. Ввиду непрерывности существует постоянная с такая, что |С?(ч)1 > с при ( 0. Следовательно, обратнымоператором к С? будет псевдодифференпиальный оператор с символом (Р(£)]“։. Таким образом, <2 - изоморфизм, т.е. доказано, что 3) => 1) и 3) => 2).Предположим, что 2) => 3) не выполняется. Тогда существует точка т) £ 1И'։ \ {0} такая, что = 0. Выберем неотрицательную функцию у € Со0 (ПР \ {0}), удовлетворяющую ||р||2 = 1 и <^>(£) = 0 при |{| > 1. Пусть € > 0. Положим

Тогда ||и, ||3 = 1, однако||<?«,1Й= [ |<?(е)5({)|4 < ’“Р 1<?(«)|->0 пр« ։-+•>.
т.е. нарушен критерий существования левого обратного оператора. Следовательно, 2) => 3).Оператор ()*, сопряженный к С}, является псевдодифференциальным оператором с символом (?(£), Поэтому С)’ имеет левый обратный оператор тогда и только тогда, когда (?(£) / 0 при £ / 0. Следовательно, 1) ==> 3). Теорема 2.1 доказана.§3. КОЭРЦИТИВНЫЕ СВОЙСТВА СЕМИЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИИспользуя результаты §2, установим априорные оценки в 1К для семиэллипти- ческих дифференциальных операторов Р(Д) с постоянными коэффициентами и 



1в А. А. Давтянсимволами вида Р(4)= $2 т.Г, (3.1)
(«:•)<!где е = (ei,...,en) - вектор с целыми положительными компонентами, определяющий “порядок"’ оператора Р, а а - мультииндекс. ПоложимРоЮ) = 52 ^(O) = P(D)-P0(D).

Ir) ՛Заметим, что И 2 1 = ИТ - классическое анизотропное пространство Соболева.Теорема 3.1. Пусть Р - семиэллиптический дифференциальный оператор с символом вида (3.1). Существует постоянная с > 0 такая, что и,^(։>+(г’ <с(||Р(О)и.И^||+|М|։) (3.2)для любой функции и 6 носитель которой содержится в шаре
В С ПГ.Доказательство : Сначала докажем, что для каждого е > 0 существует постоянная с« > 0 такая, что

HAU»«. и^ц < f и. lV2{e,+{r} u € W2{eH{r)(IRn).Ввиду очевидного неравенства
1Г1<Се (а : е) < 1,получим

||Д“и,И7|| =
Так как

п
irS(4)l52(i+#'</։>=1
IIPou,H';il<llPu.ir;il + IIAu,H';ii,

u՝W±e}+{r}

то достаточно получить неравенство (3.2) с Ро вместо Р. По Теореме 2.1, длялюбой функции u € Cq°(B) выполнено неравенство

< C« 1Ы13 + f

2

u, wj < с ||Pou, wJH .Однако, на финитных в В функциях нормы пространств wf и Wf* эквивалентны(см. §1). Следовательно
и, w}e}+{r} <c||Pou,^||, о°(В).Теорема 3.1 доказана.



О псевдодиффсренциальных операторах ... 17Теорема 3.2. Пусть Р - семиэллиптический дифференциальный оператор с символом (3.1). Если и € 1։(Ш.П) и Ри е ^(ПТ1), то и е где г — (Г1,...,ГП) - вектор с положительными компонентами.Доказательство : При г = (0........ 0) утверждение доказано в (14). Вообщеговоря, оно следует из условия Рои € Действительно, если Ро - обобщенно- однородный оператор, то по Теореме 2.1 имеем
и, й) (е) + {г) 

2 ~ црои, .
Следовательно, и 6 и согласно (1.17) получим и € + П Ь? =И^г* + *г). Покажем теперь, что Рои 6 иЭДПГ). Имеем

аю = Е ъг " • (о:*)<1-4для некоторого 6 > 0. Положим
з0 = шах < 0,1 — 6 пип, е,шах, г,Если Зо = 0, то согласно упомянутому результату работы (14), и € И՜’/. В случае зо > 0 предположим, что и € Покажем, что из Ри € №3 следуети € Как отмечено выше, достаточно показать, что Рои 6 Так как

и € то имеем Рхи € . Объяснение : величины
ЫЯ = Г

ь(«) = Ё(1+«?),,/’

1 = 1ограничены и при (а : е) < 1 имеем
||Л“и.и'{|| =

Ь։«)*։К) Ё (։ + 

м=։С другой стороны, из Ри 6 ^2 получим Рои — Ри-Р^и € Из• Так как С то Рои € и>5( Ш.՞), и следовательно и € И'”} 'Чтобы показать, что и е И'2{,)+”{г), предположим, что и € Иг3{')+ъ{г|, где
31 = зо 41 ах



18 А. А. ДавтянЯсно, что «1 < 5о Повторяя вышеприведенные рассуждения для и € через конечное число шагов приходим к предположению и € И^е* + **^г\ где
{6 min, е, 10,1------------------- г = 0, 3k < я*-х < • • • < s0,

5 к - 1 П1ЛХ, Г, Jт.е. и € И7*. Но это предположение выполняется согласно отмеченному резуль-тату работы 14]. Рассуждая теперь в ратном порядке, приходим к требуемомурезультату. Теорема 3.2 доказана.
ABSTRACT. The paper considers semielliptical pseudodifferential oper
ators with constant coefficients in certain spaces of Riesz potential type. 
Some estimates in Sobolev spaces are derived and a theorem on smooth
ness of solutions is proved.
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КОСОЭРМИТОВЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ПУЧКИ ОПЕРАТОРОВ :
ОПЕРАТОРНЫЕ УТЛЫ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В. Л. Л алл ак ян. А. Г. Руткас

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X* 2, 2000

В статье показано, что класс функций, позитивных и аналитических в 
открытой правой полуплоскости, совпадает с классом характеристи
ческих функций косоэрмитовых линейных пучков операторов в гиль
бертовом пространстве. Таким пучкам операторов ставятся в соот
ветствие операторные узлы, вводятся понятия эквивалентности для 
пучков и операторных узлов.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Спектральная теория операторов и аналитическая теория сжимающих и /- 

сжимающих матриц-функций нашла применения в анализе и синтезе электри

ческих цепей, фильтрах и других физических системах. Сжимающая функция 

рассеяния з(А) и /-сжимающая передаточная функция м(А) отождествлялись ли

бо с характеристической функцией оператора (М. С. Лившиц [1]), либо с пучком 

операторов (А. Г. Руткас [2], [3], [5]), отметим также работы (10), [11], [14].

В аналитической теории цепей наиболее важными были функции сопротивле

ния (импеданс), проводимости (адмиттанс) и гибридного отображения, которые 

позитивны или неванлинновы в правой полуплоскости [1], [8], [12], (13), [15]. Ин

терпретация позитивной функции х(А) как характеристическая функ: я косо-И

эрмитивного оператора В = -В* была получена М. С. Ливш ом лишь для

функций, аналитических вне конечной области комплексной плоскости, включая 

точку А = ОО. Такая функция я(А) называется характеристической функ

цией /-узла. и при Де А / 0 она определяется резольвентой косоэрмитивого 

оператора В, окаймленной постоянными каналовыми операторами

В настоящей работе показано, что класс позитивных и аналитических ф>нкций в 
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открытой полуплоскости совпадает с классом характеристических функций ко- 

соэрмитовых линейных пучков операторов в гильбертовом пространстве. Опера

торные Е-узлы, соответствующие пучкам операторов, рассматриваются наряду 

с преобразованиями, не выводящими операторные узлы из класса эквивалентнос

ти.

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть X, У. £ - гильбертовы пространства с индефинитными метриками ]х, 

Ус, соответственно. Для х Е X, у Е У, е € £ положим

[г, г] = Ох®»®)» [У,!/] = ОуУ.у), [<»«] = (»7?е,е)

(пространства Крейна). Пусть Ух = X ф X ф £ - гильбертово пространство с 

индефинитной метрикой, задаваемой оператором Грама

О
>х 

О

~ЗХ 
О 
О

О 
О

Ус

Гильбертово пространство Уу — У фУф£ определяется аналогично. Рассмотрим 

ортогональные проекторы в пространствах Ух я Уу :

Рх : ?х -> X ф X, Qx■Px-^^l Ру:^у->УфУ, С)у'Уу->£-

Определение 2.1. Оператор 

В 
И 
У

А

М
V =

с ограниченными операторными блоками называется операторным узлом, а 

оператор-функция комплексной переменной А

и(У. А) = К ֊ (ХМ + М)(ХА -г В}~1Ь

называется характеристической функцией пучка АА4-В и операторного узла 
V.

Функция и>1У\Х) рассматривается на множестве

{А : А нс является собственным значением пучка ХА + В} П

П {А : функция Г(А) = (АЛ 4- В)՜1 Ь голоморфна} А

{А : функции (дА* 4- Д4՜) ’Л/’՜ и (дА՜" 4֊ Д+)-1.У+ голоморфны по д = А}.
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Характеристическая функция ш(V, А) операторного ума V голоморфна в области 

регулярности р — р(А, В) операторного пучка АЛ + В. Пусть П_ = - левая 

полуплоскость ( Яс А < 0)иП+ = - правая полуплоскость ( Яе А > 0). 

Предположим, что пучок АЛ + В имеет хотя бы одну регулярную точку в П_ 
и хотя бы одну в П+ (см. [3]).

Будем говорить, что линейная система Фу = {(/,х,д)} с вектором входа / € £, 

вектором выхода д Е £ и внутренним состоянием х Е X связана с операторным 

узлом V, если векторы ее состояния удовлетворяют уравнениям

(АЛ + В)х = I/, $ = X/- (АМ + 2У)т. (2-1)

Из (2.1) следует, что при любом А Е р(А,В) отображение / »—> д линейной 

системы Фу совпадает с характеристической функцией и>(У. А) операторного 

узла V. 
лч УЧ

Система Ф = {(/, х, д)} называется [1] диагональю системы Ф = {(/. х.д)) 
Л

используем обозначение Ф = </($)), если векторы состояния этих систем удов

летворяют соотношениям

7=Л(/+?).
V ** (2-2)X = X.

V Лл

Заметим, что диагональ системы с/(Ф) совпадает с исходной системой Ф. Нетруд

но доказать следующую теорему.

Теорема 2.1. Характеристические функаии операторных узлов V в V, 

связанных с системами Ф = Фу и Ф = с((Фу), удовлетворяют соотноше

нию

ш(Й, А) = [/ + А))-‘[/ - »(V, А)). ■ 2.3)

Определение 2.2. [3] Операторный узел V : Тх —> ^у называется П—узлом, 

если он (К/Л , ,7г)-унитарен :

V = I, Р+Р = /, (2.4)

Системы рассеяния и передачи, как и электрические цепи и волноводы, связаны с 

линейными пучками операторов, а спектральный параметр А имеет физический 

смысл частоты колебаний. Функции рассеяния з(А) и передачи ш(А) совп та-
А

ют [2] - [5] с характеристической функцией линейного пучка АЛ В и опера

торного П-узла V. Если уравнение А = / (при X = У 1 и условия нормировки
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lim w(V, А) = I выполняются, имеем операторный П-уэел

Л
Vo =

О

L 
О
I

а соотношения (2.4) эквивалентны одному равенству : В + В+ = ££+. Тогда 
Л

функция ?(««/՛) = ад(Рщ является характеристической функцией одного опе

ратора Т = гВ в пространстве X с индефинитной метрикой [б]. При

дефинитной метрике (]х = I) она является характеристической функцией неса

мосопряженного оператора [1], [7].

Линейная система Фр = {(/»£»?)}» связанная с П-узлом V, называется [3] 

системой рассеяния или прохождения волн и ее состояния определяются 

из соотношений

л л л л
(AA + B)î= Lf, g = Kf-(XM + N)Î. (2-5)

Для системы рассеяния Фр = {(/, х, <?)} вектор f играет роль амплитуды 

падаюшей волны, вектор g - амплитуды отраженной волны, а х представляет

внутреннее состояние системы. В случае радиофизических систем операторные 

коэффициенты в (2.5) явно выражаются (см. [4], [8]).

§3 . ОПЕРАТОРНЫЕ Е-УЗЛЫ

Определение 3.1. Операторный узел V : ?х —► Fy называется Е-узлом. если 

относительно индефинитных метрик Jx и выполняются соотношения

VQy+QxV+ = VPxV*-Py, V+Qx + QyV = V^PyV-Px. (3.1)

В терминах блочного оператора Е-узла V, соотношения (3.1) эквивалентны 

следующим :

1) AD+ 4- ВС+ = I,

2) АВ+ + ВА+ = О,

3) С£>+ + DC+ = О,

4) MD+ +ХС+ = ֊Я+,

5) MB* +NA* = ֊L\

б) л/n+ + nm + = -(к + к+

Последние

7) Р+А + В+С = /,

8) С+А4- А+С = О,

9) D+B 4- D = 0,

10) D+L + B'R = -N+,

11) С+£4֊Д+Я= -М*,

12) Я+£4- L*R = -(К +К+).

шести.

(3.2)

), 

три соотношения следуют из предыдущих
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Линейная система Фу = {(/, х,^)}, связанная с Е-узлом V, определяется уравне

НИЯМИ

(АД + В)х = I/, <7 = Я/ ֊ (АЛ/ 4- ЛГ)х. (3.3)

В зависимости от типов входного и выходного векторов, передаточное отображе 

ние

к(А) = ш(У, А) = К - (ХМ + Ы)(ХА + В)~1Ь (3-4)

имеет физический смысл импеданса, адмиттанса или гибридной матрицы элек- 

трического многополюсника [8]. Поэтому, линейную систему Фу = {(/, 

связанную с Е-узлом V, будем называть импедансной системой.

Частным случаем Е-узла является оператор (где 3' = 3~х — 3. В' — В)

Уо = О 
о

Характеристическая функция этого узла равна

она совпадает с передаточной функцией диагональной системы (диагонального 

операторного узла) М. С. Лившица [1]. Функция х<*(А) является неванлинновской 

в П+ и аналитической на бесконечности.

Импедансная система с входом / = I и выходом д = [/ является моделью 

электрического 2п-полюсника с вектором внешних токов I и вектором внешних 

направлений й. Она является системой рассеяния, если в качестве входа и выхода 

выбраны векторы / = ^(/ 4- б] и д = ~ ^)> соответственно.

Теорема 3.1. Пусть система Фр = {(/, х,д)} соответствует некоторому 

П-узлу V и оператор I 4֊ К имеет ограниченный обратный. Тогда
Ж.

существует однозначное преобразование △(V), отображающее 1 в Е- 

узел V - Д(У). Система Фу является диагональю системы Фр. Верно и 

обратное утверждение.
Доказательство : С помошью соотношений (2.2) перейдем от состояний систе

мы Фр к состояниям системы Фу = </(Фр). Тогда уравнения (2.5) примут вид 

(3.3) для системы Фу, где

л = л-2(/ + К)-֊м. в = в -1(1 + К)-'Я,
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£ = л/21(/ + К)-1, м = -Л(/ + кг։лл (3.5)

^ = -У2(/ + Х)՜1^, А = (/ + £)-’(/-А').

Положим

С= С-Я(/ + Я)-։А/. Д = Л֊Я(/ + К)-։£, R = >/2Н(1 + К)՜1. (3.6)

Рассмотрим блочный оператор

В 
о 
ы

А 
С 
М

ъ 
R 
К

(3-7)

Начиная с V и применяя (2.4), (3.5) и (З.б) можно получить (3.2). Следовательно, 

V является Е-узлом, и соотношения (3.5) и (З.б) задают преобразование V — 

△ ( V). В силу симметрии существует преобразование V = Д(У). П-узел V связан 

с диагональной системой Ф = </(Ф). Так как Д = Д՜1, то композиция ДД 

является тождественным преобразованием. Теорема 3.1 доказана.

Соотношения 10, 11 в (3.2) эквивалентны следующим двум — М = R* А + 

Ь*С. —N = Я+В + £+О. Следовательно, характеристическая функция Е-узла 

может быть представлена в виде

я(А) = Н + £+(АС + Д)(АА 4- В)՜1!. (3-8)

где Н = К * Я4 Ь и оператор Н. согласно соотношению 12 в (3.8), удовлетворяет 

условию Н т Я* = 0.
•1 Л

Лемма 3.1. Воспроизводящее ядро

Ф(А,я)
*(А) + 

А + р

характеристической функции Е-узла представляется в виде

Ф(А?д) = Г+(Я)Г(А), Г(А) = (АА +Д)-1£

Доказательство : следует из представления (3.8) и соотношений 7 ֊ 9 в (3.2).
Ядро Ф(А,д) называется эрмитово-положительным власти р, если при
всяком п и для любых Х} € р, (} € С, € £ (у = 1,..., п) квадратичная форма

Л

£(*(а»,а>)л,/>)^
* .7 = 1

является положительно пол/определенной.
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Лемма 3.2. В случае (дефинитный случай) ]Х = I, ]у = Ц = I 

воспроизводящее ядро Ф(А,д) характеристической функции л(А) Е-узла 

эрмитово—положительно при А, д из области определения р функции 

2(А). Область р содержит обе открытые полуплоскости Ие А < 0 и 

Яе А > 0.

Доказательство : В дефинитном случае имеем Г+(д) = Г’(д), и эрмитово 

положительность ядра Ф(А, д) следует из Леммы 3.1. Каждая из пучков имеет 

хотя бы одну регулярную точку в П+ и в П_. Тогда, с учетом соотношения 2) в 

(3.2), пучок АА + В является косоэрмитовым и, следовательно, все точки А € П. 

или П_ являются для него регулярными [3], [9]. Лемма 3.2 доказана.

Теорема 3.2. В дефинитном случае характеристическая функция х(А)

Е-узла V позитивна всюду в П+ и негативна всюду в П_

я(А) 4֊ г*(А) > 0 при Яе А > О,

я(А) + Г(А) = 0

я(А) + г’(А) < 0

при

при

Яе А = 0,

Яе А < 0.

Доказательство : следует из Леммы 3.2.

Теорема 3.3. Голоморфная в окрестности точки оператор-

функция я(А) является характеристической функцией дефинитного Е- 

узла тогда и только тогда, когда воспроизводящее ядро Ф(А, д) эрми- 

тиво положительно при А,д € или, что эквивалентно, я(А) имеет 

аналитическое продолжение до позитивной функции в П+.

Доказательство : Эквивалентность эрмитивой положительности воспроизво

дящего ядра
. я(А) + Г(д)

-">= А + р '

и позитивности аналитической функции х(А) при Яе А > 0 является известным 

фактом в теории неванлинновских функций. Итак, необходимость следует из 

Леммы 3.2.
Достаточность. Пусть я(А) - аналитическая и позитивная в П+ оператор- 

функция. Преобразование

я(А) = [/ — *(^)][^ + 
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существует л приводит к сжимающей всюду в П+ оператор-функции з(А) :
Л

||в(А)|| < 1. Но тогда существует П-узел У, характеристическая функция ко- 

торого совпадает с з(А) в П+ [3]. Перейдя от П-узла V к Е-узлу V = △(V), 

заметим, что характеристическая функция ш(У, А) последнего совпадает с х(А). 

Теорема 3.3 доказана.

§4. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ УЗЛОВ

Рассмотрим преобразосания над пучками и над Е-узлами, которые не меняют 

характеристическую функцию х(А), и соответствующие свойства импедансной 

системы.

Определение 4.1. Пучки АА 4- В, ААх 4- В\ : X —> У называются унитарно 

эквивалентными, если существуют ограниченно обратимый оператор (^ : У -+ 

У и унитарный оператор и : X -+ X такие, что при любом А

ААХ 4-Дх = (}(ХА + В)и\ (4.1)

Спектры таких пучков одинаковы, левые резольвенты унитарно эквиваленты :

(ААх 4- В1)-1Ах = ЩАА 4- В)^Аи\ (4-2)

и поэтому совпадают их системы собственных и присоединенных векторов и 

других инвариантов.

Определение 4.2. Операторные Е-узлы V, Ух ' ?х —> Ту называются унитар

но эквивалентными, если их блоки удовлетворяют соотношениям

А1 = (?АС/в, ВХ=(?ВСГ, £х = 3£,

ЛЛ = М1Г, М = МГ, Кх = К,
(4-3)

где С):У —к У - ограниченно обратимый оператор, а Ц : X -> X - унитарный 

оператор.

Определение 4.3. Линейные системы Фх = {(/1,*х.Р1)} и Ф2 = {(/з,т2,р2)} 

называются эквивалентными (Фх ~ Ф2), если из равенства векторов входных 

состояний /х 2 /з следует равенство векторов выходных состояний д\ и д2. Они 

называются унитарно эквивалентными, если из равенства /х = /з следует и 

01 = 92 и х2 = где [7* = С/՜1.

Очевидно, что если Е-узлы V и Ух : Хх —> -^у унитарно эквивалентны, то пучки 

ХА + В и ААх4-Вх, составленные из их внутренних системных блоков, унитарно
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эквивалентны. Кроме того, их характеристические функции совпадают, а свя

занные импедансные системы Фи = {(/, х.«?)} и Фу, = {(Л,х։.^)} унитарно 
эквивалентны.

Определение 4.4. Операторные Е-уэлы ч и V : 7V назы
ваются эквивалентными если их характеристические функции совпадают :

w(V, Л) = w(Vi, А), А е р(А< В) = р(Л1. BJ. (4-4)

Импедансные системы Фу и Фу,, соответствующие эквивалентным Е-узлам V и

Ц, имеют одинаковые передаточные функции и эквивалентны (Фу ~ Фу,).

Определение 4.5. Операторный S-узел V называется нормированным в точке

у, если vM 4֊ N = 0.

Заметим, что угловой блок К нормированного в точке у Е-узла V совпадает со

значением характеристической функции в этой точке : К = z(y).

Определение 4.6. Представление оператор-функции z(А) в виде характеристи

ческой функции операторного узла V

х(А) = К - (АМ 4- N)(XA + B)’lL, Re А > 0 (4-5)

называется реализацией функции х(А) в правой полуплоскости, а пред

ставление функции 0(0 в виде

0(() =$ + <(?(/-СГ)-1Г, |С| < 1 (4-6)

называется реализацией в единичном круге.

Существует преобразование х» переводящее коэффициенты реализации (4.5) Е- 

узла V в коэффициенты реализации (4.6). Для этого произведем замену перемен

ной
С=^. € п+ П р(Л. В).

А 4- v

Используя представление (3.8), получим

0(0 = z

Тогда имеем

0(0 = Х4֊Л,14-£’К(17С'-р)'ь(։,С+£,^/+<(։/Л + В)'1(рЛ_В^
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Обозначим

Т =-(рА 4-В)-Х(РА - В). (4-7)

Тогда

= А' +Л’£ + £’[С(17С-Д) + (иС+Р)(СТ + /-<Т)][/-<Т]-1(рА4В)-Ч =

= х(1/) + (Ь*[уС -В + (уС + Р)Т)(/ - СТ]-Х(1/А 4- В)~1Ь.

В силу АВ* 4֊ В А’ — 0. имеем

(ГА - В)(уА' - В*) = (1/А 4- В) (ГА՛ + В՛), (4.8)

откуда следует Т'Т = I и ТТ* = I, т.е. оператор Т является унитарным. Кроме 

(4.7), имеет место представление

Т = -(ГА* 4֊ В’)(рА* - В')՜1. (4.9)

Кроме того, выполняются равенства

/ - т ֊ (и 4֊ у)(уА 4- В)-1 А = (р+ Г)А'(рА' - В')’1, 

у! 4ч/Т = (1/ 4- Г)(иА 4- ВГХВ = (р 4֊ у}В*(уА* - В")՜1,

I 4- Т = (у А 4- В)-х((р - у)А 4- 2В] = [(*✓ ֊ Г)А' - 2В’](уА* - В՛)՜1, 

у!-уТ = (уА 4- В)-Х[2^А - (у - Г)В] = [2ууА* 4- (р - Г)В’)(1/А' ֊ В')՜1,

и. следовательно, получим

уС - В 4- (уС 4- Р)Т = ֊(у+у)(уА* -В')”1. (4.10)

Пологая

(т = у/у +у, С = -<т£*(уА* ֊ В’)՜1, Г =<т(уА + ВУ1Ь, (4.11)

получим требуемую реализацию для в единичном круге |С < 1. Таким

образом, преобразование 

у = х(И =
‘-(уА 4- В)~1(уА - В)

-<тЬ*(уА* - В’)՜1

<г(уАЧ- В)-Ч

г(у)
(4-12)

переводит коэффициенты реализации (4.5) в коэффициенты реализации (4.6).

Используя (4.8), представления (4.6) и (4.9) и Лемму 3.1, получим доказательство 
следующей теоремы.
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Георема 4.1. Блоки оператора У — ) Е-узла V удовлетворяют
соотношениям

TG" = F, GG' - F'F = S + S*. (413)

Рассмотрим реализацию в круге некоторой функции 0(<). коэффициенты которой 

образуют блочный оператор

X ф£ X ф£ (4.14)

и удовлетворяют соотношениям (4.13). Если и € П+, то блочный оператор

С D
М N

А В
(4.15)

задает реализацию в правой полуплоскости для функции z(A) 

и является Е-узлом. Е-узел V (4.15) нормирован в точке и, и и А + В = I.

Таким образом, построено преобразование т. которое блочный оператор V (4.14) 

переводит в нормированный в некоторой точке v Е-узел У = ir(V) : Fx -► Fx-

Определение 4.7. Операторный Е-узел V называется простым, если линейная
ОО

оболочка Хо = V (ТпР£), получаемая с помощью операторов Т = —(»'А +
п = — о©

B)-1(FA - В) и F из (4.11), совпадает с основным внутренним пространством

Е-узла : Хо = X.

Лемма 4.1. Операторы всякого косоэрмитового пучка АА + В : А' —* У 

допускают включение в некоторый простой нормированный Е-узел. 

Доказательство : Для точки ь՜ Е р(А. В) положим Г = —(иА 4֊ В) 1(уА - В). 

Из условия косоэрмитивности пучка АА + В следует унитарность оператора Г.

Пусть Хо - подпространство в X такое, что

30

В частности, если спектр оператора Т простой, то в качестве Хо можно ззггь 

оболочку циклического вектора и dim Xq — 1. В качестве £ выберем любое 
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гильбертово пространство, допускающее изометрическое отображение С/о : £ —>

Хо- Пусть Х1 = X © Хо и

и»'
о : £ —► X = Хо ф Хх, в = ГТ,

Эти операторы удовлетворяют соотношениям (4.13). Следовательно, оператор 

тг(У) = V՜! : Тх -* Лх, полученный с помощью оператора

У = >

является Е-узлом. Основные операторные блоки Е-узла равны

—? = (рА4-В)’1Л,
Р + I/

= (։/А + В)՜1 В, (4-16)

и ясно, что при любом ограниченно обратимом операторе (} : X У преобра

зование ЩфС}’ * Ф /г) переводит Е-узел в Ц = тг(У) Е-уэел V. Следовательно, 

полагая С} = (иА + В), получим искомый Е-узел V, основные блоки которого 

совпадают с исходными операторами А и В :

Е-уэел V нормирован в точке и по построению. Его простота вытекает из 

равенства ТпР£ = Т"Хо и того факта, что после преобразования х над Е-узлом

V, получим оператор

V = х(И) =

Лемма 4.1 доказана.

Теорема 4.2. Пусть функции

х(А) =ш(У, А) = К - (АМ + /У)(АА + В)՜՝ Ь,

г,(А) =ш(Ц, А) = К, - (АМ, + Х,)(АЛ, + В,)՜1!,

являются характеристическими для косоэрмитовых пучков ДА 4- В и 

АА1 4- В1 : Гх —> Гу, построенные по простым Е-узлам V и Если 

я(А) = 21(А) ( Яе А > 0), то пучки унитарно эквивалентны. Если, более 

того, Е-узлы V и Ц нормированы, то они унитарно эквивалентны.
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Доказательство : Применяя последовательно преобразования (4.12) и (4.15) к
Е-узлам V и У1. построим эквивалентные им Е-узлы V = (*°Х)У иЦ = (1гоХ)Ч.
Узел V имеет вид (4.15), где операторы Т, Г, в, 5 выражаются через узел V

формулами (4.12). Представляя х(А) по формуле характеристической функции 
Е-уэла V. получим

х(А) = К - (ХМ + к)(ХА + В)՜1! = г(р) -

Аналогично, получим

^(А) = хг(1/) -

Из Хх (А) = х(А) при А 6 П+ следует, что для всякого целого п > 0 имеем 

СГп Р — С1Т^ Р\. Так как согласно Теореме 4.1 коэффициенты этих представле

ний удовлетворяют равенствам С = Р‘Т, 01 = Р[Т^ и

ГТ = 00* = 5 + 5' = ж(*/) + х» = 010; = г;гь

то при всяком п > 0 имеем

(4-17)

Далее, учитывая унитарность оператора Т. получим

ггпг = г’т*՝г = (гттг = (г;тгГ1Г = р;т;'р1 = г;т։՜ "л,

и следовательно, при всяком целом п имеет место равенство (4.17).

Покажем теперь, что из условия унитарной эквивалентности (4.1) следует су

ществование унитарного оператора V : X —> X и ограниченно обратимого опе

ратора : У -> У. На векторах € X вида

п
•с = Е т‘/’е։- 

к= —п к = -п
«к € £■=

определим отображение и равенством и<р — ф- В виду простаты Е-узлов 1 

и У1, область определения и область значений преобразования Сг плотны в X. 

Рассмотрим скалярное произведение (ф,^). В силу (4.17) имеем

(тМ) = = (А,Л).
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Следовательно, отображение U является линейным, однозначным, сохраняет ска

лярное произведение и допускает продолжение по непрерывности до унитарного 

оператора, который мы будем обозначать той же буквой (7. По построению имеем

UF = Fi, UT = T\U и поэтому

U[vA + B)~lL = (pAi + Bi)՜1!!, (Z±Ti) = U(I±T)U\

Из (4.16) и T — —(pA + B)-1(pA - В), Ti — -(vAi -1֊ - Bx) получим 

равенства

Ai = QAU*, B}=QBU', Lt = QL, (4-18)

где Q = (vAj + Bi)U(yA 4֊ B)՜1 : Y —> Y. Итак, пучки AA + B и AAX + Bi 

унитарно эквивалентны.

Предположим теперь, что узлы V и нормированы в точке V. Тогда К1 = К, 

X’ = —Т/М*, = —иМ^, и из соотношения 5) из (3.2) вытекают равенства

L = —(ВМ* + АЛ”) = (ГА - В)М*, L\ = (га> -Bj/w;.

Следовательно, третье соотношение в (4.18) можно представить в виде

(PAi - Bi)M; = (vAj + Bi)t/(uA + В)՜1 • (ГА - В)М՜,

откуда получим М{ = -TfUTM*.

Окончательно имеем соотношения М\ = MU', Ni = NU“ и К\ — К, т.е. 

нормированные в точке и S-узлы V и Ц унитарно эквивалентны. Теорема 4.2 

доказана.

Введенное отношение эквивалентности операторных Е-узлов разбивает множест

во всех S-узлов на классы эквивалентности. Рассмотрим некоторые группы пре

образований над S-узлами, сохраняющие эквивалентность классов. Сначала рас

смотрим преобразование (я о х)՝ определенное формулой

(яох)И = (яоу)

<-хв

L-£-(uA* - В*)՜1

Г^рйА - ^.В)

В 
D 
N

Г1!

t~lL

К - (vM +

(4-19)С
М

i/L*(i/A* - В՛)՜1
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где 4 = и А + В.

Для произвольного ограниченно обратимого оператора (? : У -> У и унитарного 

оператора Ц : X —► X преобразование {(?, 17}, определяемое формулой

{(}, Ц) V = (3 ф (?՜' ф 1е)У(и Ф и Ф 1е), (4.20)

является преобразованием унитарной эквивалентности. Если (Зх, <3? : У —► У

суть ограниченно ратимые операторы, а «А. СЛ : X —> X унитарны, тоам

суперпозиция {Ф1, [71} о {ф?, С/]} = {Ф1фз, [/^СА} являетсА преобразованием того

же типа. Следовательно, преобразования {(?,[/) разуют группу относительно
операции суперпозиции.

Пусть : У —> У - произвольный косоэрмитовый оператор = 0. Определим 

преобразование < V» > над Е-узлами по следующему правилу :

0 
I
о

в ь'
И R 
К К

< V > V = (421)
О

Легко проверить, что оператор < 4> > V является Е-узлом. унитарно эквива

лентным Е-узлу V. Кроме того, суперпозиция < > 0 < > 

и множество преобразований этого типа образуют коммутативную группу отно

сительно операции суперпозиции.

Для произвольного оператора У £ определим преобразование [^] на

множестве Е-узлов по формуле

I
о

о
I
о

в 
£> 
N

0 
0 
о

А В Ь
С О Я - ¥>+

М -1֊ у»А М + <?В К + <рЬ
(4-22)

Нетрудно проверить выполнение соотношений (3.2). Тогда оператор \ являет

ся Е-узлом, эквивалентным Е-узлу V. Характеристическая функция Е-узла 

равна 

ы([р] V, А) = К + <?Ь~-(ХМ + ^(АЛ + В)‘1£-^(АЛ + В)(АЛ + В) 1Ь = т(У,А).

Ясно, что при определении операции суперпозиции [^»1] о — [^1 +<Рз]» множес- 

тво преобразований этого типа образует коммутативную группу. Заметим, что

< 0 > М = М < 0 > •
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Рассмотрим теперь преобразование над классами эквивалентности Е-узлов. Ха

рактеристические функции эквивалентных узлов совпадают. Для заданного клас

са эквивалентности Z, характеристическую функцию г(А) = w(V, X) некоторого

узла-представителя V € 2 назовем характеристической функцией класса 2

и обозначим через х(2; А).

Пусть Уг - унитарный оператор в пространстве Е. На множестве классов 

эквивалентных Е-узлов оператор Уг задает преобразование Х1- По определению,

класс Zi = Xi (2) с представителем

= (/у ф 1у Ф Je)V(IX ф Zx Ф Jè) =

соответствует классу 2 с представителем V.

А

JeM

в lj; '
D RJè

Je N JeKJl.

Теорема 4.3. Характеристические функции классов 2 и Х1(2) связаны

соотношением

։(Х1(г);А) = Лг(-г:А)Л֊- (4.23)

Доказательство î

z(Xi(2); А) = JeKj; - (XJeM + jeN)(XA + B)-lLJ£\

Пусть Пх.Пу.Пг “ операторы сопряжения в пространствах X. У, 2. Операторы 

сопряжения Од- = Пх Ф Пх Ф П^, Пу = Пу ф Пу ® С1£ на множестве классов 

эквивалентных Е-узлов задают инволютивное преобразование хз> ставящее в 

соответствие классу 2 с представителем V класс с представителем У2 = Пу УП^. 

Теорема 4.4. Характеристические функции классов 2 и %г(2) удовле

творяют соотношению т(хз(2);А) = Пг֊т(2;А)Пг. В заключение заметим, 

что аналитическое представление в виде (4.5) реализации на плоскости для гиб

ридного оператора (матрицы) линейной структуры на графе изучено в (8). Ра

бота [12] посвящена изучению дробно-линейных представлений таких матриц- 

функций и вопросам их реализаций. Вопросы аддитивной реализации рациональ

ных вещественных симметрических матриц-функций исследуются в [13], [15].

ABSTRACT. The paper shows that the class of functions positive and 
analytical in the open right half-plane coincides with the class of char
acteristic functions of skew-Hermitian linear operator pencils acting in a 
Hilbert space. The basic tools are the operator knots that correspond to 
operator pencils and equivalence relations for pencils and operator knots.
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ОБ УРАВНЕНИИ ex - xb= с В КОМПЛЕКСНЫХ БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ
М- И. Караханян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, К« 2, 2000
В статье получено необходимое и достаточное условие для разрешимости уравнения ах — хЬ = с в комплексной банаховой алгебре А с единицей.

1. Разрешимость уравнения
ах — xb = с (1)для операторных матриц рассмотрена в [1] — 3]. В. Рот [3] показал, что условие 

с (a о \разрешимости матричного уравнения (1) и условие подобия матриц « и \ О оу/ Q Q \
( I равносильны. М. Розенблюм [4' и А. Швайнсберг [5] показали, что для самосопряженных и нормальных операторов разрешимость операторного уравнения (1) в алгебре ВЦН) всех ограниченных линейных операторов, действующихв комплексном гильбертовом пространстве Н, равносильна подобию оператор- а 0\ /а с

о ь; и \0 Ьб] на случай операторной алгебры В£(Х), где X - слабо полное (в частности,ных матриц . Эти результаты были распространены автором
рефлексивное) банахово пространство.В настоящей статье обобщаются и уточн тся результаты (1) — [б] для задачикомплексной банаховой алгебры А с единицей.План работы таков. В пункте I исследуем вопрос, когда эрмитово разложимый элемент является эрмитово нормальным, и получаем строгую версию теоремы С. Путнама [7]. Пункт II посвящен вопросам разрешимости уравнения (1) в алгебре 
А. пологая, что а. Ъ € А - квазинормальяые элементы.I. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей. Напомним, что если элемент а € А таков, что ||1 — а|| < 1, где 1 6 А - единичный элемент, то



Об уравнении ах - xb = с в комплексных банаховых алгебрах 37а € А где Д՜1 - группа обратимых элементов алгебры А. Следовательно, Л՜1есть открытое множество в А. Обозначим через 5(Л) единичную сферу в алгебре 
А. Элемент а € А называется топологическим делителем нуля, если mf{||axl[ + ||та||: х € 5(Л)} = 0 или, другими словами, существует последовательность элементов {xn} С 5(Л) такая, что Нт ||ахп|| = Нт ||х„а|| = 0. Легко видеть, Л—*оочто если а £ ЗЛ՜1, то а - топологический делитель нуля (см. [8]). В частности, если число А £ 5р(а) - граничная точка спектра элемента а, то элемент а1 — а € дА~х является топологическим делителем нуля.Комплексная банахова алгебра В се. >1 нипей называется расширением алгебры Л.если А - подалгебра в алгебре В, единичный элемент алгебры А есть единичный элемент В. и норма на А эквивалентна сужению на А нормы алгебры В. ПустьSing (Л) - множество всех сингулярных элементов алгебры А Элемент а £ Sing(A) называется наследственно сингулярным, если он остается сингулярным в любом расширении алгебры А- Легко видеть, что если элемент а Е А - топологический делитель нуля, то он является наследственно сингулярным.Следовательно, все элементы дА՜1 обладают этим свойством.Отображение а —> а' называется инволюцией в комплексной банаховой алгебре
А, если

1)(а + Ь)’ = а +Г; 2)(Аа)’ = Аа՜, А £ С; 3)а 4)(аЬ)

Элемент а Е А такой, что а = а’, назовем самосопряженным и множество всех таких элементов обозначим 5ут(А). Ясно, что 5ут(Л) - линейное вещественное подпространство в А. Заметим, что для а Е А элементы а + а’, ։(а — а*), аа‘ принадлежат £утп(Л), и (а*)՜1 = а՜1, 5р(а՛) = 5р(а), р(а’) = р(а), где р(а) - спектральный радиус а.Вообще говоря, инволюция в алгебре Д может не быть непрерывным отображением. Банахова алгебра Л называется инволютивной, если она обладает днволю- цией. и называется инволютивно-нормированной, если она обладает непрерыа ной инволюцией. Инволюция непрерывна тогда и только тогда, когда 1— замкнутое подпространство в Д. Будем считать, что -А - мнволютжвно- нормированная банахова алгебра. Ясно, что ^4 — 5утп(Д) ф |£ут(в4). Элемент а € А называется нормальным относительно данной инволюции^ .еслиLrat a’] = aa՛ ֊ a‘ a = 0.Будем говорить, что нормальные элементы а, Ь Е А удовлетворяют условию фон



38 М. И. КараханянНейман-Фугледе-Путнама (НФП), если при z Е А из условия ах = xb следует а* х = i‘ Ь. Как отмечено в [9], [10], условие НФП не выполняется для каждого нормального элемента инволютивной банаховой алгебры.Пусть Д’ - сопряженное пространство к А. Положим И(А. 1) = Е А* : ||у>|| = <^>(1) = 1} и заметим, что 1)(Д, 1) является множеством нормализированных состояний на Л. При а € Л множество У (а) = {^(а) • ф € И(А, 1) С С (числовой образ элемента а) есть непустое, выпуклое, компактное подмножество в С. Оно допускает представление У(а) = Г|дес||^ 1 ~ а11)» гДе △ (Ау||А 1 - а||) = {£ ЕС : к - А| < ||А 1 - а||), откуда следует, чтоi) V(al+0a) = a + 0V(a), У(а + Ь)С V(a) + m а.0Е С;ii) $р(а) С У(а) С {А € С : |А| < ||а||} ;ш) И < V(a) = sup{|А|: А ё V(a() < ||a||.Пусть Sp(h) - спектр элемента h. Элемент h E Syrn(A) называется слабоэрмитовым. если Sp(h) С IR и называется ела -положительным, если Sp(h) СIR., (h > 0).Элемент h, Е Sym(A) называется эрмитовым, если V(h) С IR. Это равносильно условию ||exp(»t/i)|| = 1 для всех t Е IR Множество 'W(X) всех эрмитовых элементов алгебры А есть вещественное подпространство в Sym(A). Легко видеть, что если h, к € 'И(Д), то 1(Л, Л] € Н(Д). Элемент к Е А называется положительным. если V(k) С IR+, (к > 0). Множество всех положительных элементов А, которое обозначив через Р(Д), есть конус в 'Ч(А). Элемент а Е А называется эрмитово-разложимым, если a= h + ik, где h. к Е И(А). Если хроме этого [h. Jk] = 0, то а называется эрмитово-нормальным. Алгебра А называется эрмитово-разложимой, если она допускает представление А = А)ф: 'Н(Д). Как показано в [8], для эрмитово-нормального элемента a Е А числовой образ У (а) совпадает с выпуклой оболочкой спектра элемента а, т.е. У (a) = co(Sp(a)).Напомним (см. [11], [12J), что элемент h Е 5ут(А) называется квазиэрмито- вым. если ||exp(it/i)|| = o(|t|^2) при t -> ±оо. Пусть W^A) и Н<М,>(Д) - множества квазиэрмитовых и слабо-эрмитовых •элементов алгебры А, соответственно. Имеем Н(Л) С ‘Н<9>(Л) С "H<W>(A) С Syrn(A). Легко видеть, что если Д. есть В -алоебра, то Н(Д) = 5утп(Д). Обратное тоже верно, т.е., если инво- • :'---=---цная банахова аиггебра А такова, что “Н(А) = 5утп(Д), то в силу теоремы Видава Пальмера Гем. Д есть В՜-алгебра относительно сильно-эрмитовом инволюции a=h-kik>-¥ а* = к -



Об уравнении ах - xb — с в комплексных банаховых алгебрах 39Отметим, что если К Е ^<в>(Д), то 5р(Л) С хотя числовой образ У(Л) может выйти за числовую ось П<. В пространстве 5утп(Д) множество 7^<’>(Л) есть максимальное подмножество, порождающее нормальные (квазинормал ьные) элементы а = Л + I к, [Л, к] = 0. к, к Е (Д), удовлетворяющие условию НФП. Условие квазинормальности элемента а Е Д равносильно условию ||ехр(Аа — Аа*)|| = о(|А|1/2 при |А| -> оо, А Е С.Для данной последовательности {сп} элементов алгебры А будем говорить, что $р(сл) —» 0 при п —> оо, если для каждого £ > 0 существует натуральное число Г • такое, что 5р(ся) С {А € С : |А| < г} при п >Отметим, что отображение а >֊> $р(а) непрерывно. Действительно, если Д = В£(Р(2)) и {а*} С Д - операторы двустороннего взвешенного сдвига (т.е. ак(еп) = ев+։ при п ф 0 и ак(е0) = |е։, — = 0), то 5р(ак) = Т = {А Е С : |А| = 1}, ак -> а» Е ВД(/2(2)) при к —> оо, однако 5р(аос = △ = {А Е С : |А| < 1} (см. [14]). Это означает, что существует оператор с “жирным՜ спектром, в каждой операторной окрестности которого находятся операторы с относительно малым спектром. Интересно также заметить, что можно построить последовательность нильпотентных операторов {ап} таких, что а,, —* а при п —> оо, однако р(а) > 0. Первый пример такого типа указал Какутани (см., например, [14]). Тем не менее имеет место следующий результат.Теорема 1. Пусть Д - комплексная банахова алгебра с единицей, и пусть a, b Е Д - такие элементы, что коммутант с = [а, 6] удовлетворяет условию [а.с] = 0. Тогда существует последовательность элементов {сп} С Д такая, что сп —► С и Sp(cn) —> 0 при п —► оо.Доказательство : В силу теоремы Клейнеке-Ширкова (см. [15]) имеем р(с) — 0.Следовательно, Sp(c) — {0} и значит с Е га^(Д) I радикал алгебры Д). С другой стороны, условие [а, с] = 0 не изменится, если заменить а на а 4- А1. Поэтомуможно считать, что а Е Д х. Из условия [а.с] — 0 следует [ап,Ь] — 
ab а-я (ab՝

с длявсех натуральных п. Следовательно, с — сп — —» где сп ——> 0 при п —> ос, то имеем сп —* с. Учитывая Sp(cn) = Sp( 
пчто Sp(cn) 0. Теорема 1 доказана.

п аб.—) заключаем, 
п

Теорема 2. Пусть Д - комплексная банахова алгебра, и пусть а Е Д - эрмитово-разложимый элемент, т.е. а = Ь 4- »А, где А, к Е ^(,Д). Если [а, [а, а*]] = 0, где а' = Л - »А, то а - эрмитово-нормальный элемент.



40 М. И. КараханянДоказательство : Так как с = [а, а’] = 2* [Л, Л] € 'М(Л), то в силу теоремы Кацнельсона (см. [16]) имеем р(с) = ||с||. Так как р(с) = 0, то (а, а’] = 0. Теорема 2 доказана.Инволютивная банахова алгебра А называется слабо-эрмитовой, если каждый самосопряженный элемент а 6 5ути(Л) - слабо-эрмитовый. Для банаховых алгебр имеем 'К<*>(Л) = 5ут(А), и согласно результату Птака (см. [17]), действительнозначная функция э(а) = ^/р(а’а) на А есть В*֊полунорма. В силу теоремы Ширали -Форда [18], для каждого элемента а слабо-эрмитовой банаховой алгебры А имеем аа‘ > 0. Заметим, что если инволютивная банахова алгебра А обладает свойством з = т, то А есть слабо-эрмитова банахова алгебра.Для слабо-эрмитовых банаховых алгебр имеем следующий результат.Предложение 1.1. Пусть А — слабо-эрмитова банахова алгебра и пусть 
К € А — слабо-эрмитовый сингулярный элемент. Тогда А является топологическим делителем нуля.Доказательство : Пусть А 6 '4<,в> (А)Г\5։пд(А). Имеем А------ € Л՜1. Поэтому

пА Е 5Л՜1. Утверждение доказано.II. Линейный оператор Р : А —> А называется дифференцированием на алгебре
А. если В(аЬ) = (Ра) Ь + а (РА). При а Е А оператор 6а(х) = [а, г] - дифференцирование на А, называемое внутренним дифференцированием. Имеем 
6а Е ВЦА) и ]|£в|| < 2 ||а||. Заметим, что если дифференцирование Р : А А непрерывно и Р2(а) = 0, то Р(а) Е га</(Л), где а Е А.Обозначим через Мг(А) алгебру матриц а — | °11 ] второго порядка.

\<»21 <»22/где а,; Е А. с естественными операциями и операторной нормой. Ясно, чтоМз(Л) - инволютивная банахова алгебра относительно инволюции а —> а*, где - I ап ®21 1 „ “Л
\ а12 а23,Обратимая матрица а Е ЛГз(Л) называется сильно-обратимой, если +

а22 <»22 € Л х.Если алгебра Л является эрмитово разложимой банаховой алгеброй, то каждая обратимая матрица а Е Л/з(А) сильно обратима. Две матрицы а и Ь называютсясильно подобными, если существует сильно обратимая матрица д Е Л/2(Л), длякоторой да= *Ьд. 1Г <՝Л .'ч , л о 1< .« лГеорема 3. Пусть Л - инволютивно-нормированная банахова алгебра над полем С с единицей, и пусть а. Ь Е Л - квазинормальные элементы.



Об уравнении ах - хЬ= с в комплексных банаховых алгебрах 41

Тогда для разрешимости уравнения (1) в А, где с € Л, необходимо и

достаточно, чтобы матрицы аО были сильно подобны.

Доказательство : Необходимость следует из тождества

Пусть матрицы
1О

сильно подобны, где д — емид).Имеем да—ад = ел, гЬ—аг = ст, 8а = Ья и тЬ = Ьт. Используя обобщенную теорему фон Неймана Фугледе-Путнама (см. [11], [12]), получим )а' = Ья л, т Ь* = Ья т 
п а зя = зя Ь, Ьт" = т* Ь. Так как Ъз з* = заз* = зя зЬ и Ьття — тЬтя = ття Ь,то [л л* + т т՝, 6] = 0. Следовательно с (л ? + т т’) = (д а - а 7) я* + (г 6 — аг)т' =а{-(дл‘+гт,)}-{-(««' г’)} Ь. Умножая обе части полученного сдатношениясправа на (лл’ + тт')՜1 и учитывая равенство [ля’ + тт*,Ь] = 0, получим
с = а {—(7 л’Ч-г т*) (л я։+т т*)՜1} — { — (7 з' 4֊г т") (я л"4֊т т*)՜1} Ь. ДоказательствоТеоремы 3 завершено.Сделаем следующие замечания.а) В силу доказательства необходимости Теоремы 3, если уравнение (1) гдеа, Ъ, с € А. разрешимо в А то матрицы а0 с

6
912 \ _ I 1 19зз / \ 0 1

подобны, причемэлементы дц, дгг матрицы подобия д = удовлетворяютусловию ди, 722 Е А՜1. Таким образом, для разрешимости уравнения (1)в А необходимо и достаточно, чтобы существовала обратимая матрица д = 
. , ~ (а 0\ (а с\, где 7ц, 722 Е А՜1 такая, что 7 I 0 Ьу = (0 Ь ) Я-Ь) Пусть Н = Р(2+) и и Е ВЦП) - оператор одностороннего сдвига, т.е. £7(6,6,...) = (0,6»6»-)- Тогда £7’(6,6,-) = (6» 6»-)» а оператор и Vя ֊ проектор и и ия = 1. Рассмотрим уравнение (1) при а = £7, Ь = 0, с = р, где

р = 1 - иия - одномерный проектор. Это уравнение не имеет решения, так какв противном случае г = £7* £7 х = £7* р = 0, что невозможно. С другой стороны.матрицы сильно подобны, так как полагая д = £7 00 иполучим 7 . Отметим, что матрица д сильно обратима,однако £7* £ В£-1(Н). Этот пример показывает, что условие квазинормальностив Теореме 3 существенно.с) В случае Н = £3(2), оператор одностороннего сдвига есть нормальный оператор и условие Ь) нарушается.

Чл



42 М. И. КараханянСледствие 2.1. Пусть А - инволютивно-нормированная алгебра с единицей иа. Ь € А - эрмитово-нормальные элементы. Тогда разрешимость уравнения (1), 
. к (а 0 \ ( а с\где сЕ А. равносильна сильному подобию матриц , I и I I.Следствие 2.2. Пусть Л - инволютивно-нормированная банахова алгебра с единицей и а е А - хвазинормальный (в частности, эрмитово-нормальный)элемент. Для того, чтобы элемент с € А принадлежал образу 1т(6а) оператора5в необходимо и достаточно, чтобы матрицы О\ (а с\ а/ “ \0 а/ были сильноподобны ми.Теореме 4. Пусть Я(Л) - множество пар элементов (а, 6), а, Ъ 6 А, длякоторых разрешимость уравнения (1) равносильна сильному подобию матриц и , Тогда из (а, Ь) Е П{А) следуета) € Я(Л), если и 61 подобны а и 6, соответственно;Ъ) (Л-,а-)€Я(Л);с) (а՜1,6՜1) € Я(Л), если а, 6 Е Л՜1 ;<1) (а-»-А*1.6+А1)€ 'Я(Л) для всех А € С.Доказательство : а) Пусть элементы з, т 6 Л՜1 таковы, что = а,с21 ОО 6. , где матрица д 9и

921
912
922Осильно обратима. ИмеемОО т~ д сильно обратима, так как + УцУ^ = г“1(д21д;1 4-

^2^2)(т-1Г € Л՜1.

V = О и
Из предположения (а, 6) € Я(Д) разрешимо з А. Следовательно, с следует, что уравнение з ах — хЬ

= а1(зхт 1) — (зхг 1)Ь\У откуда получим(«1. *։) £ Ж А).Ь) Если матрицы Ь* с \ Ь' О а* ) И ( О сильно подобны, то матрицыобладают тем же свойством. Это означает, что с* = ах — хЬ разрешимов А Следовательно, с= Ьл (—х*) - (-2’)а\ откуда получим (/>*, а9) £ 7?(Л).I Пусть а, Ъ € Л х. Как и в Теореме 3, из сильного подобия матриц I а 2\ 0 6следует сильное подобие матриц О Ь ) ■ Тогдаиз разрешимости уравнения — асЪ — ах — х Ь следует с = а-1т — х Ь՜1. Следова-тельно,(аУтверждение б) очевидно. Теорема 4 доказана«

а ОО Ь

О
-\Ь֊')€Я(А).

О О



Об уравнении ах - xb= с в комплексных банаховых алгебрах 43Для инволютивной банаховой алгебры А дифференцирование на А симметрично, если Р(а’) = Р(а)*. Как показано в [19], если А - алгебра фон Неймана и 
О - ограниченное симметрическое дифференцирование, то существует элемент 
К € "ЩА} такой, что ЦЛЦ < -||Р|| и £>(<։) = ։4П(а) = ։(Л, а]. Таким образом, имеют место такие следствия.Следствие 2.3. Пусть А - алгебра фон Неймана и О - симметрическое дифференцирование на А Тогда для того, чтобы элемент с принадлежал 1т(^В)

_ К (hнеобходимо и достаточно, чтобы матрицы I , и \ 0 п )
h с \А , были сильно noil п /добны.Следствие 2.4. Пусть А есть В*-алгебра и D - симметрическое дифференци-рование на Л. Пусть П(Л) - представление алгебры А. Тогда для того, чтобыоператор с € В£(Н) принадлежал образу -П(£>). необх • НГ мо и достаточно, чтобы операторные матрицы h 0\О h J и

h с\
q I были подобны, где h = h’ 6 П(А) и П(Л)“ - второй коммутант для П(А).Отметим, что в случае В’-алгебры А имеем have 'Н(А) = 5утп(Л), и подобие и обратимость матриц равносильны сильному подобию и сильной обратимости, соответственно. Следовательно, для В՝-алгебр из Теоремы 3. квазинормальность и сильное подобие можно заменить эрмитово-нормальностью и подобием, соответственно.

ABSTRACT. The paper obtains necessary and sufficient condition for solvability of the equation ax - xb = c in a complex Banach algebra .4 with unit.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Ф. Э. Мелик-Адамян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 35, X* 2, 2000
В статье рассматриваются так называемые канонические дифференциальные уравнения и дается описание их спектральных функций и ортогональных спектральных функций.

§1 . ВВЕДЕНИЕ1. Пусть N = С՞ - п-мсрное унитарное пространство, а 7 - сигнатурный оператор в Я : 7* = 3 = 7՜1. Его можно представить а виде 7 = + зР_, гдеР± = (1п яр ։7)/2 суть взаимнодополнительные ортопроекторы : Р^ = Р± = Р* 1- Начнем с ортогонального разложения Я = Р+Я ф P-N = Рх-^), и рассмотрим операторы Я в виде двумерных блочных матрип. Например
Л. о \ / >р+
о р.) ՛ \ оКаноническими дифференциальными уравнениями порядка п являются уравнения вида ^г(г) О < г < I, лес, (1)

7ггде Я(г) - п х п самосопряженная (т.е. Я’(г) = Я(г)) матрица-функция (м-функция), суммируемая на интервале (0./) : £ 1|Н(г)1Мг < ос; х{г) Е Я и/(г) ЕЯ- п-мерные вектор-функции (э-функции), а А Е С - комплексный параметр.Заметим, что к уравнению вида (1) приводится более общее уравнение
ру-(г)7 А(1У(Г)х(г)) - У(г)х(г) - АЯ(г)х(г) = /(г), 

аг
(2)

где Ж-(г) 1 ИЧ»О = V» = И«1) Д'1* вг“ г « Это »гтигаетг. с помощью преобразования ։(г) = СЫН ։(г), где %(г) - У-уяятарное решеяяе



46 Ф. Э. Мелик-Адамянзадачи Каши :
ф-1.г)յ ^-(И'(г| %(>•)) - ИН СМИ = 0: %(0) = /«. 

агрезультате прихВ м к уравнению (1) с Я(г) = и^(г)Н(г) 17о(г) и /(г)
и; /(’’)•Работы [1] г. [2] являются основной литературой канонических уравнений с элементами спектральной теории.В этой статье лается полное описание всех спектральных функций канонического дифференциального уравнения (1) вместе с описанием ортогональных спектральных функций.Эта задача связана с задачей описания спектральных функций самосопряженных операторов [3].В частном случае каноническое уравнение преобразовывается в уравнение струны. Описание спектральных функций одномерного уравнения струны дано в [4]. Аналогичная задача для оператора, порожденного дифференциальным выражением 77(Иг(г) х(г))/<1г рассмотрена в [5], [б].Мы основываемся на описании матрицанта Ц{г, I) канонического уравнения (1), т.е. на матричное решение задачи Коши :

7 - А Я(г) 1/(г, А) = 0, С/(О,А) = /„.
ЭСКак показано в [1], [/(г, А) = £ А* Ак(г), где к=0

А<(г) — —У / //(а)Ак_1(з)сй. (к — 1,2,...); Ао(г) =
Матрицант Ъ'(г,Х) является целой функцией экспоненциального типа относительно А € С : ||С/(т-, А)|| = 0(ее|А|). С другой стороны, при г € [О,/], С7(г, А) удовлетворяет тождеству

и՝(г,^ /Щг,А)- 7 = (А-Д) [ и՝(г,ц)Н(г)и(г,Х)<1г.7оОтсюда непосредственно следуют характеристические соотношения
и* (г, А) J и (г, Х) = ; = и(г,Х)ЛГ(г,Х), (А € С), (3)Щг,А) 7 [/’(г, А)- 3

>0, (*А=—֊ #0). (4) £ 1



Спектральные функции канонических дифференциальных 47В дальнейшем предполагается, что эрмитиан Я (г) положительного типа. т.е. выполняются условия1) (Я(г) х, х) > О, 2) /'(Я(г)х, х)</г > О, х€Я.ЛоКак показано в [1], отсюда следует, что
I [/‘(г, А) Я(г, А) Я(г, А) с£г > О, о 1ес.

2. Пусть Ся(0,/;ЛГ) - пространство п-мерных непрерывных в-функций со скалярным произведением
(/.<?)я= [ (Я(г)/(г),д(г))х<*г.

Его можно пополнить до гильбертова пространства £^-(0,1: Я). Рассмотрим “линейное отношение" XV в пространстве (0,/;/V) Ф (0,/: Я), определенное следующим образом. Пара {х, /), х, / £ £^(0,/; Я) принадлежит тогда и только тогда, когда ж (г) абсолютно непрерывна и
у^ = Н(г)/(г). аг

Если {я,/} и {у. р) принадлежат XV. то

Следователкттп, задача описания симметрических, диссипативных и аккумулятивных сужений линейного отношения сводится к описанию Л-нейтральных лили Л-дефинитных подпространств в индефинитном Л-пространстве Л = Л Ф Лс
Известно (см. (7]), что такие подпространства задаются с помощью нерастягивающих “угловых՞ операторов

К<. : -> Я_ Л
(,У± = РХЛГ;или А'_ : №֊ —* ■№+։ Р, = |(Ь.±Л))-

Это привадит к следующему утверждению.



48 Ф. Э. Мелик-АдамянПредложение 1. Каждое максимальное диссипативное или аккумулятивное сужение XVх линейного отношения XV определяется граничными условиями
(Р_г(0 4- Р+х(0)) 4- Л’+(Р+х(/) 4- Р_х(0)) = 0 диссипативное, л.о.,

(Р+х(/) 4֊ Р֊г(0)) 4-А-(Р-х(0 4֊ Р+х(0)) = О аккумулятивное, л.о., (5) 9где (К_) — нерастягивающий оператор, действующий из простран- ства (ЛА.) в пространство (•№+). Если А՜ унитарен, то эти условия определяют самосопряженное линейное отношение к.В дальнейшем, будем рассматривать операторы А՜, принадлежащие единичному матричному кругу 0 или окружности 0о :
О = {К е [Ы]/К’ К < /„); 0о = {К € ДО/ТС К = 1п}.

Для каждого элемента / € определим преобразование Фурье
о

(б)

Для / € £д(0,1; №) эти образы бразуют пространство £ целых в-функций.если скалярное произведение определить по (Р(А,/), £’(А,^))ь==(/, р)//. Ниже мы докажем, что X является пространством де Бранжа с порождающим ядром
Ф(А.р)= / и (г. А) Н (г) и (г, я) <1г =—1. 

Л А (7)
Определение 1. Неубывающая матричная мера <т(£) (—ос < £ < оо) называется спектральной функцией канонического уравнения (1) или линейного отношения ^У. если для всех / € £^(0,Г^) выполняется тождество Парсеваля :(/.?)> = [ (Л{,/),<М0ЛСр))-

■/ — ооПусть Ь2(—ос, - гильбертово пространство в-функций Г(£), -оо < £ < оо со скалярным произведением
(^С)£э= [ (Г«,/),^)Г^,р)).■/ — осИспользуя пространство £2(—оо, оо; (1сг) можно дать эквивалентное определение.



Спектральные функции канонических Дифференциальных 49Определение 2. Неубывающая матричная мера <т({) (-оо < ^ < оо) называется спектральной функцией канонического уравнения (1) (или линейного отношения \¥), если оператор сужения функций Г(/,/) на вещественную ось является изометрическим вложением Ь2н(0,ЦЫ) в £^(֊оо,оо;АГ). Если это вложение является унитарным оператором из £^(0,/; АГ) на ^(-ос, ос; АГ), то а(^) (-оо < ч < ое) называется ортогональной спектральной функцией.3. Рассмотрим теперь краевую задачу
7 - - Л ЯН ։(п А) = И (г) /(г)(Р+х((,А) + Р_։(0, А)) + Я(Р_։((,А) + Р+х(0, А)) = 0.Ее решение можно представить в ваде

®(г»А)= / Як(т, в,А)/(я)(й, Уо

(8)

(9)
где Лк (Л я, А) = | Щг, А) НА)-/) и-(вД)Н(в) 

и(г, А) (ы(А)+ 7)и՝(з,\) Н(з) (Ю)Здесь м-функция ы(А) определяется дробно-линейным преобразованиемы(А) = ыК(А) = [(Р+и(1, А) + Р_) + К(Р.и(Ц А) + Р+)]-»хх [(Р+С/(/, А) - Р_)У 4֊ К(Р֊Щ/. А) - Рт)У] (И)
и является матричной Я-функцией. Вышеописанная конструкция сохраняет смысл, если нерастягивающие операторы К заменить нерастягиваюшими м- функпиями К(А), аналитическими в верхней полуплоскости С + : Я(А) 6 0(С+). Дробно-линейное преобразование ык(А) м-функции А՜(А) € 0(С+) является матричной Я-функцией и допускает интегральное представление с некоторой матричной мерой а(£) (—оо < 4 < оо). Эта мера называется спектральной функциейм-функции ^к(А). В §3 доказана следующая теорема.Теорема 1. Множество всех спектральных функций каноническогоуравнения (1) совпадает с множеством спектральных функций др нелинейных преобразований ых-(А), отвечающих м-функциям А (А) - 0(С+). Спектральная функция ортогональна тогда и только тогда, когда К'(А) Е 0(С+) является постоянной унитарной матрицей.В §4 рассмотрим краевые задачи с распадающимися краевыми условиями. В случае полуоси спектральные функции блапают определенной симметрией, что



50 Ф. Э. Мелик-Адамянпозволяет “навое” понизить размерность их спектральных функций. Теорема 2 дает соответствующее описание.В заключение укажем на связь наших рассмотрений с теорией пространств де Бранжа.Пусть С7(А) - (п х п) целая м-функпия, удовлетворяющая условиям1 ) при всех вещественных А, £7(А) есть ./-унитарная матрица : (7* (А) 7ЩА) = 7, 2) при всех! €€4., и(1) является 7-несжимающей матрицей : СЛ*(А)(-£ 7) С7(А) > 
(֊»/)•Тогда С7(А) порождает пространство де Бранжа В(Ц) с порождающим ядром Ф(А, д), определенное формулой (7) (см. [9]). По теореме Потапова (см. [10])м- функцию СГ(А) можно рассматривать как значение матрицанта [/(/, А) некоторого канонического уравнения. Тогда В(С7) = Ъ - пространство преобразований Фурье, введенное по формуле (7).Это позволяет описать все матричные меры, решающие задачу о равенстве Парсеваля в пространстве В(1Г).

§ 2. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА И ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ1. Докажем теперь, что решение краевой задачи (8) представляется формулой (9) (см. также (10) и (11)). Легко установить, что решение х(г,1) уравнения/^-АЯ(г)։(г,А) = Я(г)/(г) (12)
допускает представление . 4 «ХФ

х|г, А) = А)(с -7 [ 1Г(з.Х)Н(з)/(з)аз) (с 6 X). (13)
Граничное условие (8) запишем в виде[(Р+(7(<, А) + Р-) + А) + Р+]с == (Р++ЯР-)Я((,А)7 [ Я֊(л,А)Я(։)/(։)<Ь./оТак как при К р 0 и А 6С+ оператор слева обратим, то

с = Ф(/,А)(Р++ КР_)Щ/,А)7 [ /огде Ф(/, А) = ЦР+и(1, А) 4- Р_) 4- К(Р_Щ/, А) 4- Р+)]՜1-



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 51Следовательно, решение г(г, А) краевой задачи (8) можно представить в виде
х(г, А) = Щг, А){ф(|, А)(Р+ + КР.) Щ1, X).!-.)} [' и‘(г, А) Н(.) /(,) <й+ 
+ Щг,А)(Ф(/,А)(Р+ + КР_)[/(1,А) 7} [ и’(8,Х)Н(з)/(а)^.

Легко проверить, что выражения в скобках можно представить в виде (ы(А)-/)/2 и (о>(А) 4- /)/2, соответственно, где и(А) - дробно-линейное преобразование (И) оператора К € 0.Обозначим через П(А) (По(^)) образ единичного матричного круга 0 (окружности 0о) при дробно-линейном преобразовании (11), А 6С+.Через ЩС^.) обозначим образ множества нерастягивающих аналитических в С+ м-функпий К(А) Е 0(С+) при дробно-линейном преобразовании (11). Через Яо(С-ь) обозначим образ унитарных м-функпий К.Рассмотрим дробно-линейное преобразование (11). Исходя из матрипанта Щг, А), введем •‘основную’1 (2п х 2п)-матрицу А(А) по формуле
А(А) = АП(А) Ал(А) АП(А)\ Агз(А) / Р+Щ1,А) + Р_Р_Щ/,А) + Р+ (Р+[/(/.А)-Р_)7\ (Р_Щ/,А)-Р+)У;

Положим У(ц, А) = (17* (I. м) ЛЛ1. А) - /)/2. Непосредственным вычислением получим
У(ц, А) = Ия- И + И*. А) - 2У(д, 7 И*. А). (14)

Следовательно У-1{А, А) + У֊։(А. А) = 2 7.
Из тождества

... . /։/„ 0 \ 4Ш /0 -М . ( ИМ) ИМУ \
А (р)( о -Япу)л(А)=\Л о /Л ֊ЛЧМ) -м^хк)

(15)
(16)

следует
а֊Ча)=(“ о)^)(^ О \ _ ( *А1а(А) 

—Ип/ \ ~’^^(А) -։А52[А) \ 1А2Х(А) / (17)
Из (17), (3) и (4) вытекает [ >0А^А) Ац(А) - А;х(А) А21 (А) = »У(А, А) = О А € С+, 

хе R, Аес_.



52 Ф. Э. Мелик-АдамянПредложение 2. Пусть при А £С+ существуют операторы А21(А) А^1(А) и А22(А) А^3Х(А) и являются строго сжимающими. Тогда для всех К €б операторы (Ац(А) + К А22(А)) и А12(А) + А' А22(А)) обратимы. Кроме того, операторы (Ац(А) + К А22(А))՜’ и А22(А) 4- К А22(А))-1 равномерно ограничены относительно К Е 0. При А Е С_ аналогичные утверждения справедливы относительно операторов А22(А) А^‘(А) и А22(А) А^21(А).Таким бразом. при всех А ЕС+ и для всех К Е 0 существует дробно-л инейноепреобразование (11) :«(А) = Д(К) = (А1,(А) + К Л„(А))՜ * (Л1։ (Л) + К А22(А)).
Из (17) следует, что оператор К однозначно восстанавливается :Л- = -(д;г(А) - Ш(А) л;,(А))-*(л;։(А) - «(А) л;։(а>). (18)Предложение 3. При каждом А €С+ дробно-линейное преобразование (11) взаимно-однозначно отображает единичный матричный круг 0 и окружность 0о на образы П(А) и По(А), соответственно. Множество П(А) = {о>(А) = △ (К)/Х Е 0} является матричным кругом (окружностью П(А) = {ш(А) = Е Фо}), лежащим в верхней матричной полуплоскости Эы(А) = — »(о»(А) — о»*(А)) > 0, и определяется соотношениями29ы(А) > (ил* (А) + У){-» У(А, А)}(и/(А) ֊ 7),(23«(А) = («’(А) + У){-> Г(А, А))(ы(А) - У)). (19)Круг П(А) (окружность П0(А)) допускает параметрическое представле- ние и*(А) = С + (-. У(А, А))֊*/’ ИА, А))-1/։,
где е (гее0) и с = у-‘(а,а) = у-։(а,а)-лДоказательство : В силу (11) имеем 

Л(А) = ( Л ) (ЛИ(А) - Л։։(АМА)).
\ *п /Поэтому

= / ֊‘■'(А) V / / О -/.V/ П/*,А> Ия, А)У / -Ш(А) \ _ (20)V I. ) Ц/. О ; + ^-7У(я,А) \ 1„ )-= (и՛ (А) - А)) + (и,՛ (А) + У) У(А, А)(<м(А) - У).



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 53С другой стороны, имеем
= (А22(А) - А21(А)ы(А))*»(К*К - /П)(А22(А) - А21(А)ы(А)).Отсюда следует соотношение (19), причем для К € 0О имеет место равенство. Обратно, пусть и(А) удовлетворяет соотношению (19). Тогда в силу (20) для всех I € имеемЛ ( а 12(А) - Ап(А)ы(А)х \ V X Л22(А) ֊ А21(А)ы(А)а։ ) А12(А) - Аа(А)ы(А)х \ \ А22(А) - А2х(А)си(А)х / )

Обозначим через -К нерастягиваюший оператор /-неположительного подпространства Аа(А) - Аа(А)ы(А)х \ , 1
Л։։(А) - Лп(АМ*> Л /Лпространства ТУ. Тогда -Я(А22(А) - А31(А)ш(А)) = А12(А) - Аа(А)«(А), т.е. о>(А) определяется преобразованием (И). Заметим, что равенство в (20) дает /- нейтральность рассматриваемого подпространства. Тогда его угловой оператор унитарен, и а;(А) € По(А).Из Предложения 3 следует, что м-функпии и/(А) 6 П(С+) являются матричными Я-функциями. Следовательно, они допускают представление (см. [11])

и/(А) = А 4- ХВ +

где А эрмитова, В - положительная матрица, а <т(£) ( — оо < £ < оо) - неубывающая м-функция, удовлетворяющая условию
Матричная мера <т(() называется спектральной функцией Я-функции ы(А). Множество спектральных функций <т(^) Я-функций о’(А) € П(С+) обозначим через 
Т. Пусть также То = (<т(^) € Т/ы(А) € По}« §3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ КАНОНИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙЛемма 1. Пусть а«) - спектральная функция Я-функнии ы(А) € ПС+) и оператор Яд определяется соотношениями (12) и (13). Тогда для



54 Ф. Э. Мелик-Адамянкаждого фиксированного / 6 £2(О,/;7^) функция (Яд/,/)Я является Яо-функцией (см. [11]) и (21)Доказательство : Для в-функцми х(г, I) = (Яд /)(г), которая является решением краевой задачи (8), имеем(/, Я*/)я = (Л *)я = Дя(г)/(г),х(г,А))аг= / (7х'(г,А),х(г,А))^-А(х,х)я. /оСледовательно»(Л*/,/)„ = ЭА(х,х)в + ;[(/։(», А),։(», А)) - (7х(0, А),х(0.А))).В силу краевого условия получим»/2((А), х(1, А)) - (7х(0, А), х(0, А))] > 0.Следовательно, 9(Яд/, /)я > $А(х,х)я. Это означает (см. [11]), что (Ях/,/)н является Яо-функцией и(Лх /, /)я = Г гае Г аг,«) = Ишп1ш(Л,/,/)я < (/,Пи- 7-00 ч - А п/оОтсюда, в силу формулы обращения Стилтьеса, для каждых двух точек непрерывности а и Ъ функции ту (£) имеемг/(ь) - г/(а) = 7Г՜1 1(т [ ЩЩ+ьЛЛ» (22)г »и Jа
С другой стороны, из представления (10) следует(Ях/.Ля = (|чА)^(А./),К(А,/))я + (Сх/./)я. (23)
где (7д ֊ оператор в £2(0,/;Я). действующий по формуле(Са/)(г)= С(т, в, А)/(в) <й,

-1о где С(г а л = 1 / ֊и(г, Х)ЛГ(», А)Я(в), я < г’ 2 ( Щг,А)ЛГ(в,А)Я(в), » > г.Легко установить, что (<7д /, /)я) является вещественной целой функцией. Используя обобщенную формулу Стилтьеса (см. [10]), из (23) получим’’’И“/ 9(Л{+,,/,/)<«= Лг«./),^и)Р(С/)), (24)
где а и Ь - произвольные точки непрерывности функции <т(£).Сопоставляя равенства (22) и (24) и учитывая, что общие точки непрерывности функций ту(£) и <т(£) плотны на вещественной оси. получим

г/(Ь) - т,(а) = [ а, Ь ё (-оо.ас),
которое равносильно равенству (21). Лемма 1 доказана.



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 55Замечание 1. Из равенства (23) следует, что при таких А Е С+ и / Е £2(0,/;Я) множество (ЯА/./) описывает круг П(А,/) (окружность По(А,/I) в верхней полуплоскости, когда и*(А) пробегает множество П(С + ) (П0(С+)). Параметрическое представление круга П(С + ) (П0(С+)) имеет вид(ЯлЛ/)я = ֊((-^(А,А)-1^2(։У(А.А)-1/2Р(А.Л.Р(А,/))х+ X+ |(^-1(А.А)К(А,/),Г(А,/))к- X
- и-(>, А, )Я(։)/(.)</»,Я(г)/(г))</г.

/о -'О2. Рассмотрим гильбертово пространство £ целых в-функпий Г(А, /) (/ Е £2(0, /;.№)). Так как £ является пространством с порождающим ядром ф(А,д), определяемым формулой (7), то для всех Г Е £ и г € Л имеем(г(А),ф(А,я)х)4 = у (Я(г)/(г),а(г.^)։) =/ .1 \ (25)
= ( / 1Г(г,£)Н(г)/(г)<1г,х\ = (Р(ц),х)н.\^° / .VВ силу тождества (14) (см. [9]) £ является пространством де Бранжа. Из (25) следует, что линейный оператор из £ в N. отображающий Г(А) —> Г(д), непрерывен. Тогда множество (Ф(А, дп)х} при х Е N и д* ос (д, Е С) плотно в £. Таким образом, множество {£Г(г,цп)х} плотно в £2(О,/:ЛГ). Из (25) следует также, что многообразие Ми = {Г Е £/Г(д) = 0} является подпространством и

М; = Иц = {Ф(А? р) х/х Е ЛГ}.Следовательно, £ = ф Ntl, и ортопроектор Рми на подпространство имеет вид рм Р(А) = Г(А) ֊ Ф(А,д)с, где с = Ф“1(д, д) Г(д)(Е Я).Таким образом» имеет место следующее утверждение.Предложение 4. При произвольном Р(А) Е £ и д Е С+ функция С(А) = (Д _ д)-1 р(/) _ ф(А,д)с принадлежит £. Точнее, (?(А) = Г(А,д), где $(г) определяется равенством$(г) = -Щг.д^У €Г(я,Д)Я(«)(/(«)-У(«»Д)с)^ = 
гг и(г» А) ~ (Г1 м)= -С/(г,д)/у -----------"с-Функция (А - м)-1£’(А) принадлежит £ тогда и только тогда, когда ГЕ Л£м.



Ф. Э. Мелик-АдамянДоказательство : Непосредственно проверяется, что в-функция д(т)} определенная равенством (26), является решением уравнения (12) при А = д с правой частью Я(г) (/(г)-[/(г, д) с). Кроме того, имеем д(0 = 9(0) = 0. Это равносильно равенству б(А) = (Р(А) - Ф(А, д) с)/(А — д).Обратимся теперь к рассмотрению множества \ всех спектральных функций канонических дифференциальных уравнений (1) и его подмножества Ео ортогональных спектральных функций. Отметим, что если <т(£) 6 £, то обратное преобразование Фурье имеет вид/(г) = Г 17(г, А) </<т(А) Г(А,/).7 -ооДействительно, имеем(/(’-),Щг,д)х)н = (^(А,/).Ф(А,д)х)ь = [ (Лт(А)Г(А,/). Ф(А, д)х) = 7—ос= Л (У(т, А)а<г(А)/'(А, /), Я(г)1/(г. д)х)Л- = 70 7-оо= ( /“ (С/(г,А)аа(А)/'(А,/),1/(г,м)1)я. 7 — 00Зафиксируем некоторую спектральную функцию <т(£) и д ЕС+. и в пространстве £2(Я1:Лсг) рассмотрим оператор умножения на (( - д)/(< - д). Этот оператор является унитарным и отображает на Л/д. Функция (£ — д)/(£ — д) Ф(С д) х € ортогональна подпространству Мц, так как если Г Е Мд» то (I — д)/(1 - д) Г(1) € Мя. Следовательно = (*(А, д)х, ЛА))1 = 0.
ч — Д Ч — Д , Л — ДОбозначим через Рд ортопроектор из £։{Я1;</<7) на £. Тогда для каждого х Е Я существует элемент у € М такой, что—-Ф(А, д) х = Ф(А, д) у (х,уЕЛГ).А ֊ дСопоставим каждому <т Е 2 оператор Ср((т), действующий в Л по формуле Ср(ст) х = у. Тогда имеет место неравенство!|Ф(А,д)Сд(<7)х||<||Ф(А,дМ1 (27)в смысле норм пространств £։(/?1;с/<т) и Ь. Для всех неравенстве (27)имеет место равенство тогда и только тогда, когда а(А) является ортогональной спектральной функцией. СледовательноЛя(г) (7(г, д) ся(<7) X, и(г. д) Сд (а) х) Иг < /' (Я(г) £/(г. д) х. С/(г, д) х) (/г. 70 70



Спектральные функции каноническихдифференциальных ... 57Таким образом, в силу (7) и (25) получимСр(<*) ♦(м.А)Ся(<Н < Ф(д,д). (28)
Последнее неравенство определяет круг Е(д). Окружность Ео(д) получается в случае, когда в (28) имеем равенство. Параметрическое представление круга Е(д) (окружности Ео(д)) задается формулой

Е(я) = с,(») = {ф- ։'։(а. а) г Ф։'։(м. м) / г е »(2 € е»)).

3. Обозначим через Е(^,ц) (Ео(Г, д)) множество функций
получаемое при фиксированных Г € Ь и д € С+. а а(£) пробегает множество всехспектральных функ й (ортогональных спектральных функций) каноническихдифференциальных уравнений.Лемма 2. При произвольном и д€С+ множество Е(К д) (Ео(/՞. д))совпадает с множеством П(д./) (По(д,/))•Доказательство ։ Используя Предложение 4. представим /р.я(с) в виде

.^И)/*«),/) = (Г(А.р),/’(А./))1 = (д.Пн =
оо \ £ - М

- Ля(г,д)7 [ Я*(«,д)Я(я)/(я)<Ь.Я(г)/(г))</г-
7о -/о

-_2_ Ля(г,д)со,Я(г)/(г))</г+т^- / (Щг,д)с0.Я(г)/(г)) = 
д - д ./о Р՜™

= -{ (Ц{г,цР У ил(а,р)Н(9)/^в,Н(г)^г^г^

+ ~—т(со. Р (Я. /)) + гЧ(с<" Г(А ,))֊ 
д - Д Д - МДалее

_2_ Г ^(ф(4,^)£(>.<<аи)Яи,/)) =
д - Д 7-00 € -Ц
_ (Ф(А,д)Ся(<г)со.Г(А, /))£ = (Ся(д)со,Г(д,/))х 
- А ֊ Ми наконец

— Г (Ф(4.яко,^«)С({./)) = тга^՛г։*• 
д-А 7-00 р



58 Ф. Э. Мелик-Адамян—Таким образом/г,я(<г) = ——т(С,м(<г)со> +   -(«о. /))“д - М Я “ Я
Параметрическое представление Ся(а), равенствасо = Ф-1(д,д)Г(д), Ф((д,д) = д » г ги параметрическое представление (Яд/,/)я из Замечания 1, взятые вместе, завершают доказательство.Рассмотрим теперь м-функпии ш € П(С+) и а Е £, определенные параметрами »2 € 0 и 7 € 0, соответственно. По Лемме 2 выражения /уд(<7) и (Яд/,/)я совпадают. Следовательно, их спектральные функции также совпадают. Отсюда вытекает следующая теорема.Теорема 2. Множества спектральных функций Я-функций о>(А) € П(С + ) и канонических дифференциальных уравнений (1) совпадают. Спектральная функция ортогональна тогда и только тогда, когда ы(А) С Оо(С+).4. Из Теоремы 1 следует, что ортогональные спектральные функции порождаются краевой задачей _>И(Г)И(Г. А) = 0 (29)I (Р+и(/, А) + Р_и(0, А)) +К(Р_и(/,А) + Р+и(0, А)) = О, где К - унитарный оператор (К*К = 1п).Число Ао €С. при котором существует нетривиальное решение и(т, Ао) краевой задачи ’28), называется собственным значением этой задачи, а ц(г, Ао) - собственной функцией. Множество собственных значений задачи (29) обозначим через 
ЗрЖк. Собственные значения задачи (29) вещественны и собственные функции, отвечающие различным собственным значениям, ортогональны в £^(0,/; ГУ). Ясно также, что А* € П< будет собственным значением задачи (29) тогда и только тогда, когда существует нетривиальное решение СоЕМ уравнения((Р+У(<, А,) + Р.) + К(Р.и(1, А,) + Р+))1о = 0.Таким образом, Яр\¥я определяется условием<Н(Р+17(/, Ак) + Р_) + К(Р_и(1, Хк) + Р+)] = 0.



Спектральные функции канонических дифференциальных ... 59Собственные функции и(г, Ао) определяются равенством ц(г, Ак) = [/(1,Ак)г0. где ։0 € Пк = Кег((Р+(/(/, Ак) 4- Р-) + Я(Р_[/(/, Ак) + Р+)],
кратность значения Ак € SpWк равна хк = dimllk.Базис подпространства Пк можно выбрать так, чтобы собственныефункции uF(r, Ak) = U(r, Ak)rkj> (p = 1, 2, ...,xk) были ортонормлроваяы (см. [2]). М-функция w(A) £ Qo(A), определенная преобразованием (11) при унитарном Я, удовлетворяет условию ы’(А) — ы(А). Следовательно, мероморфная м-функпия и (А) имеет простые полюса в точках Ап t SpW к и может быть представлена в виде

ы(А) — (А - Ak)~lPk + члены, регулярные в окрестности точки Ак.
Матр а Рк эрмитова, поэтому А можно устремить к Ак по вещественнойоси. Далее, [(Р^{7(£, А„) 4- Р_) 4- K(P-U(l, А„) 4- Р+)]РП = 0. и. следовательно.rankPk < ик. Можно доказать (см. [2]), что

где базис подпространства Пп удовлетворяет условию
(17(г,Ак)1кр,^(г,Ак)гк7)н =

Предложение 5. Ортогональные спектральные функции сг(£) уравнения (1) имеют вид »«) = Е р».
АИ€$р'*к)<€Система в-функиий {ир(г, А*) - Сг(г> А*)*^ ; р = А* 6 а }образует ортонормированный базис вДоказательство : Мероморфная в-функпия ы(А) € «о(С+) вещественна : ы"(А) = ы(А). Тогда она имеет аналитическое продолжение вдоль интервалов (А*,Л*+1) (Ак € 5рАУк). Следовательно, м-функция а«) является шаговой функцией, которая постоянна на интервалах (Ак,Ак+1) (Ак € к) сиши + 0) - а((. - 0) = Л в тоях« А. € 5?™«). Тождество Пар«^.



eo Ф. Э. Мелик-Адамянвершает доказательство :
(/,л«=Г’(ле.л,<меи(«.Л) = £ (^*,л.лла»,л) =

J-°° Xbespw*

= Y (y Aa7r,Ak)H(r)/(r)dr,xkpx;^\[/-(r,Àfc)^(r)/(r)dr

Ab€$pWx V=1 jç> °
* 11

)»eSpvvKp=\§4. ОПИСАНИЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С РАСПАДАЮЩИМИСЯ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИПредположим, что dim.V+ > dimAf_. Граничное условие является распадающимся, если в (5) оператор К удовлетворяет Р+ К Р+ — Р~ К Р- = 0, т.е. в разложении N = ./V+ ф ЛГ_ имеет место представление
К,'ОТогда (5) принимает следующий вид :

Р+ x(l) + К, Р. х(1) = 0: Р_ х(0) + Ко Р+ ж(0) = 0.
где Ki : N_ —► N+ и Ко : У+ —> N- - произвольные нерастягивающие операторы. Отсюда следует, что распадающиеся граничные условия определяют самосопряженные расширения в том и только том случае, когда dim/V+ = dün.V_, а оба оператора Ко и К( унитарны. В этом случае

ы(Л) =
X

Un(l.X) + K,Un(l,X) Uh(1,X) + K,U„(1,X)\ *
\ Ко Р-)

( <(Ы А) + K,Un(l, A)) -i(U13(l, Л) + KjU32(l, А))I -iKo iP.Положим
Т(А) = А) + K,CZ։1((,A)]-։[Crn(/,A) +K,l/J3(/,A}]. (30)

Из свойств матрицы [7(/,А) следует, что для произвольного нерастягивающего оператора К/ : —> ^+. дробно-линейное преобразование (30) хорошо определено. и Т(А) является нерастягиваюшим оператором из в Теперь функцию ы(А) можно представить в виде
ы(А) = »

Ко
T(A)V‘ ( Р+ -Т(А)А
р. у Ук<> а )■
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Л- ’’(А)'\՜1 / (Р+- Т(Л)КоГ1 -Т(А)(Р.-К,Т(А))-‘АКо Р- ) УКо(Р+֊Т(А)Ко)-* (Р--КоТ(А))֊1 )•
ТО

и “+(А)-Ко((Р++и+(А)) -Т(А)(։Р_ + и_(А)) И.(А)где (Л) = |(Р+ - Т(А)К„)֊1(Р4. + Т(А)Ко),и._(А) = ЦР. - КоТ(А))-‘(Р. +КоТ(А)). (31)Ясно, что ш±(А) являются матричными Я-функциями, действующими в К±.Зафиксируем некоторое граничное условие в нуле, задав изопериметрическийоператор Ко : —> IV.. (КоКд = Р_), и рассмотрим задачу описания спектральных функций линейного отношения \¥л0 С действующего на многообразии 2>(\УКо) = {х € Я(\¥)/Р_х(0) + КоР+х(0) = 0: т(1) = 0}.Так как ы_(А) = Л’о^+(А)Я’о, то имеем (Р_ ± ХоТ(А)) = Ко(Р+ ± Т(Х)Ко)К^. С другой стороны-2Т(А)(Р_ - ХоТ(А))-1 = -2(Р+ - Т(Х)Ко)-хТ(Х)КоК-о = (.Р^ - у+(А))^.
Следовательно 0

֊гК0
^о 0 (32)

Для нахождения соответственного резольвентного ядра рассмотрим следуют} ю(2п х п) матрицу-функцию :
ф(г, А) =
Ф(г, А) =

Ф1(г, А)\ 
Фз(г,Х))А) \ 
4>2(г,Х)]

= Щг,А)
= и(г, А) (33)

В силу (32) имеем
ц,(А)

Из (33) получим
Як{г,а, А) = (Ф(г,А) + Ф(г,А>+(А))Ф’(э,А))Н{з) з < г, Ф(г.А)(Ф’(л.А) +а/+(А)ф-(э,А))Я(з) з > г.

(34)



62 Ф. Э. Мелик-АдамянМножество П(Л) матриц w(A) (À 6С + ) описывается неравенством> («'(А) + Л [' U-(r,A)W(r)ü(r,AMr(w(A)-J). 
1тл JoСледовательно, ш+(А) заполняет круг Пл*0(А), задаваемый неравенством

21ты+
1тА

— > /’'(♦(г,А) + Ф(г,А)и.+ (А))-Я(г)(Ф(г,А) + Ф(г,А)ш+(А))<*г. 
JoОтметим, что если (11ш^ = (НтА/_ и Ко является унитарным оператором, то окружность По(А, Ко) задается соответствующим равенством, когда К/ пробегает множество унитарных операторов. В силу (32) соотношение (23) в этом случае представляется в виде(Да/. /) = 2-’(«+(А) Л(А, /), Л(А, /))„+(*°) F(A,/),F(A,/)) +(Сл/,/)я, 

где А(а,/) = [р+ -ÄJJ f v՝ (г. à) н (г) / и dr feL3(o,i;N). 
JoОтсюда следует, что

(/,/)= [ (Л(С/),^+К)Л(<./)).J — ООгде с+({) - спектральная функция матричной Я-функции и+(А). Таким образом.мы доказали следующую теорему.
Теорема 3. Множество спектральных функций линейного отношения хс совпадает с множеством всех спектральных функций <т+(^) матричных Я-функций ы+(А), задаваемых дробно-линейным преобразованием (30), когда К|(А) пробегает множество всех нерастягивающих функций, аналитических в верхней полуплоскости. Ортогональные спектральные функции существуют в том и только том случае, когда dimAL = dimA/_, а матрица Ко унитарна. В этом случае они определяются постоянными унитарными матрицами Kt (A'j(A) = Kt).

ABSTRACT. The paper considers the so-called canonical differential 
equations and gives a description of their spectral functions as well as 
of orthogonal spectral functions.
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СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ РЯДОВ ПО ОБШЕЙ 
СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА

М. П. Погосян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, К* 2, 2000

Получен критерий почти всюду сходимости рядов по обшей системе 
Франклина, обобщающий результат Г. Г. Геворкяна для классической 
системы Франклина (Analysis Math., том 16, стр. 87 — 114, 1090).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Определение. Последовательность {Р; : ] > 0} конечных подмножеств Р, =

: 0 < » < 27} отрезка [0.1] называется квазидвоичным разбиением этого 

отрезка, если Р^ = {0; 1} ; Р; С Pj + l для всех ] > 0 : 0 = <у о < </,1 < ••• < ^,2/ = 1 

и <л-1.2к = когда ; > 0. к = 0,..., 2Д, т.е. Р;+1 получается из Р, прибавлением 

по одной точке в каждом интервале Для всех к = 1,..., 21. Положим

Л * - Т) = {<М : 1 < * < 2'} и Т = Элементы множества

Т} называются интервалами порядка ]. Пусть {тп : п > 0} = : ) > 0; 0 <

» < 27}. где т0 = *о.о, тх = «од = 1 ■ при п = 2* + тп, т = 1, 2 2*. к = 0,1,..., 

гп = ^4 + 1,2т-1-

Обозначим через Sn линейное пространство кусочно-линейных функций

S. = {/ е С[0.1] :/"(։) = 0 if ։{№.)•

Тогда размерность Sn равна n + 1, Sn С Sn+i и коразмерность [Sn+i : Sn] = 1.

Отсюда следует существование единственной функции /п+1 е S„+i такой, что 

/п+1 1 Sn в смысле L2(0,1), ЦЛ+iIIl,(o,i) = 1 и /„+i(rn+1) > 0. Ниже положим

Определение. Система функций {/п(х) : п. > 0} называется обшей системой 

Франклина, соответствующей квази двоичному разбиению {Р} : } > 0} отрезка 

0, 1]. Классическая система Франклина получается, если {Р; : у > 0) совпа

дает с двоичным разбиением отрезка [0, 1]. Она впервые была рассмотрена Ф.
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Франклином [1], который доказал, что эта ортонормальная система является ба

зисом в пространстве непрерывных функций С[0, 1]. 3. Чисельским [2], [3] были

получены так нл*1ыва^мыс экспоненциальные оценки для функций КЛАССИЧЕСКОЙ

системы Франклина. Эти оценки сыграли фундаментальную ль почти во всех

исследованиях классических систем Франклина. Используя систему Франклина.

С. В. Бочкарев [4] построил первый базис в пространстве функций, аналвти- 

ческих в единичном открытом круге и непрерывных в его замыкании. Система 

Франклина обладает многими свойствами системы Хаара (см. [4]-(7], [9]). В 1990 

Г. Геворкяном [5] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть Е С [0,1] - множество положительной меры Лебега
ОС

р(Е) > 0. Для почти всюду (п.в.) сходимости на Е ряда 52 а, /„(г) по 
п=0

классической системе Франклина необходимо и достаточно, чтобы ряд 
30
^2 а„ /„(г) п.в. сходился бы на Е.
п =0
В работах [8], [10] многие результаты, касающиеся классической системы Франк

лина, были обобщены на общие системы Франклина. Однако, для функций общей 

системы Франклина отсутствуют экспоненциальные оценки. В работе (8՜ были 

введены понятия слабого и сильного регулярного разбиения отрезка [0,1].

Обозначим Лу,* = |/>Л| = «у,* - Для п = 2> + Л, к = 1.......2} обозначим

{п} = И [п] = у. {п} называется интервалом пика функции /,

Определение. Квазидвоичное разбиение : ] > 0} отрезка [0,1] называется 

сильно регулярным, если существует 7 > 1 такое, что

1 < < 7 для всех к = 1,..., У - 1 и } > 0.
7 ”

Напомним (см. [8]), что общая система Франклина {/п(х)}^=0 является базисом 

в Н1[0,1) тогда и только тогда, когда она порождена сильно регулярным разби

ением отрезка [0,1].
В настоящей работе Теорема 1 распространяется на общие системы Франклина, 

порожденные сильно регулярными квазидвонпнымв разбиениями отрез« [0,1].

Теорема 2. Пусть {Я, : } > 0} - сильно регулярное разбиение отрезе. 

[0.11 и {/п(в)}Г=о ” соответствуюшая система Франклина. Тогда ряд 

£ а./„(я) п.в. сходится на множестве Е С (0,1) с р(В) > 0 тогда в 

только тогда, когда ряд Ё «5 ЛЮ " «• «одится иа Е.
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§2. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Предложение 1, [8]. Пусть {Р, : ; > 0} - сильно регулярное разбиение 

отрезка [0,1] с коэффициентом 7 > 1. Тогда

1. для всех ] > 0 и к = 1,..,, 27

» = 2к — 1,2к;

2. если 1т,1 С />,к Для некоторых к, т, то

IA.il;

3. для всех } > 0 и 1 < к < , 1 < I < 27

<’(1‘ - 'I +1)՜1”-’ IA.il < IA.il < 1՝ (I* ֊ '1 +1)10՛“1 IA.il-

Предложение 2, [8]. Для сильно регулярного разбиения {Р} : ; > 0} 

отрезка [0.1 и для п = 2-' + к ; 1 < к < 2}

/.(«7+1..) = (-1)“-‘-'|А(А+1>)1: 1/п(А+1,.-1)1< 11/п(А+1֊')1 при։ < — 2.
£

и (для ։ > 2к и г = 2/)

Л(А+и) = (-։)*-‘-‘/։1А(А+м)1; 1А(а+1,.+2)|<||/„(а+1,.)1-

Предложение 3, [8]. Пусть {Р} : ] > 0} — квазидвоичное разбиение

отрезка [0,1], п = 4-к и т = 21 +/, где 1 < к < I < 27. Тогда существуют

числа а, /3, зависящие только от п и т такие, что

/.(и) = аД.'и) при и<^+1,2*-2 и /п(ц) = Р /т(и) при и > <3+1.21-

Предложение 4, [9]. Для любого натурального числа т и любого 0 < 

€ < 1 существует постоянная С(т,е) такая, что для любого полинома 

Р(т} степени тг», для всякого множества А С [а, Ь], удовлетворяющего 

условию д(А) > € (Ь — а), имеем

тах |Р(и)| < С(т, с) аир |Р(и)|.
«€(а,6]
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§3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ЛЕММЫ 

Определение. Функция 

Л4*(/, г) = аир

называется максимальной функцией, соответствующей / и квазидвоичному раз

биению {?) : ; > 0}.

Положим Ее = [0,1] \ Е, Е° - внутренность множества Е, а = Хе(х) ~

характеристическая функция множества Е.

Предложение 5. Пусть М > 0, 0 < 6 < 1 и А С [0,1] - множество, на 
Лг

котором вир £ ап/п(г) < М. Положим В = {г € [0,1] : ЛС(Х[о,1]\л»«) > 
X п=0

1 — <$}. Тогда

а) В = где Т^ Е Тк имеют непересекаюшиеся внутренности;

Ь) для любого к имеем ПА) < где - множество из 

пункта а) ;

с) если {п}°ПВ = 0, то ||ап Л(х)||гвв(0,1> < Со(М.<$)•

Доказательство : а) Пусть х0 £ В. По определению максимальной функции,

существует То € 1 такое, что Го € То и гут д(7о И ([0,1] \ А)) > 1 - 6, т.е для 
Ро1

любого х Е То имеем Л4*(х[о,1]\а» »)>!-£•

Ъ) Так как Т^ С В. то имеем П ([0. 1]\ А)) > (1 -<5) Следовательно.

Д(4П ПА) = Д(/^) ֊ д(4Л П([0,1] \ А)) < Д(4П) ֊ (1 ֊ <ЯМ(4Л) =

с) Так как вир|ап/п(ж)| < 2 М и {п}°ПБ = 0. то имеем р((п}ПА) > М{п)) и в 

силу Предложения 4, ||ап /п(®)||£ов({л}) _ Со(ЛГ, А). Следовательно, с) вытекает 

из Предложения 2.

Лемма 1. Пусть Т Е 1]9 и IV = {п : {п} П 1° = 0; [п] > ]о\ ||ап /.(ж)|к_(о,1) <

С} для некоторого постоянного С > 0. Тогда существует такое.

ЧТО

' V |ая /п (®)1 < см • |/|. 
1

Доказательство : Пусть I = Т^. Положим к > к0 и оценим интеграл
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Если {n} С /j0.fc, то п s± 2J 4- т (j > jo) и {nJ = Так как

{n} С I)a,k = то 2>~Ja(k - 1) < m < Пусть 

г е 1},1 С ^o.Jto И։ Предложения 2 следует, что

Z |а„/.(!)!< С £ 2-1—л < с։ . 2-l։J-'։‘-n.

•»€ W

Следовательно

|<ч < Сг • ИЛ||2-1։"',‘-Л. (1)

И>о.*о1 for Ля с Ло.*.» то из (1) получаем

К /п (z)l dx

2-|2>-J0k-p|

lan fn (։)| dx

2J_j°fc0 z
Так как k > k0, получим

2-*~Jo к»
2-|2^--’Ok-j»| 2P < C3 • 2֊2?'>O(‘֊*o)

Следовательно

ОС

|a./.(։)|d։<C4.|Z>։,։.|
j=>0

< £5(7) • !Ло.*оI-

Аналогично имеем

|an A(x)| dx < Ce(7) • |J/ot*o|.

Лемма 1 доказана.

Пусть А и В - как и в Предложении 5. Из представления а) множества В выте

кает. что существуют некоторые замкнутые интервалы Iq = удовлетво

ряющие условию 1Я П /,< = 0 для q / q' и В = IJ^j 7,.
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Лемма 2. Пусть т/ > 0 и пусть 7' - интервал концентрический с 7, 

такой, что дЦ) = (1 + 2п)д(1,), £> = [0,1]\Ц£։7;. Тогда

[ £ |ап/п(х)Нг<+оо.

Доказательство :

где к0 - минимальное натуральное число, для которого 7^* С 7, и $к(х) =

Пусть 7, = [<,, 1'] и 1к'Р £ Тк - ближайший интервал слева от и удовлетворя

ющий условию 1к,р <£ В. Ясно, что д(7к,рАА) > & Так как |ап /„ (ж)| < 2М 

при х € А и ап /п(х) является линейной функцией на 7к.р (при [п] = Л), из Предло

жения 4 получаем |дп /п (х)| < С7(М, 6) на 7к.р, когда {л} С 7, и [п] = к. Отсюда 

следует, что 5* (г) < С7(М, 6) 2*՜*° для х € 7*>р.

Следовательно, 5к(х) < С7(М. 6)2к~к'1 для х € 7*.,: V = 1......р (см.

1
Так как мы имеем аналогичную оценку для 1' 5к(х)7х, то из неравенства

Предложение 2). Теперь мы хотим показать, что

. . 1 k-u.Fl С՞;՛)՜*
Зк(х) < С7(М,&)2к~ко (-) 7+1 =:Я(х) для х < (2)

£

Из Предложения 3 следует, что оценку (2) достаточно доказать для г —

V = 1,..мр.

Неравенство 5к(<*.р-1) < следует из |<*^—+ р - котоРое

является одним из свойств сильно регулярного разбиения (см. Предложение 1).

Пусть 7' = [<7; %]• Имеем

< С7(М,6)2к-к°

5к(х)с/х< С7(М,6)2к~ко
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вытекает

Теперь покажем, что $3 2՜*0 < +°°- Обозначим через {Р,' : ; > 0} двоичное 

разбиение отрезка [0,1]. Тогда существует непрерывное и взаимно-однозначное

отображение <рп : [0.1] «-* [0,1], линейное на интервалах из Тп, сильно монотонное 

и ¥?п(«п.к) = Если или ко ± или к0 - ки но не ;0 #= Л» то Рко^0') П 

^*,(7^^) = 0 (так как 9?о ~ сильно монотонное и 1^'1 П/^1’ = 0. Следовательно, 

из к0 = з ]о ф следует, что ¥?ко(/^оо)) П = 0.) Пусть теперь

ко # кг. Предположим, что ко > Если 7^°' лежит слева от 7^1’, и(0- левый 

конец интервала 7^/’, то ¥>ц-0(х) < ^ко^о) Для х е 7^в1 и (±0) < Фк^У) Для 

у € 7^։|. Так как <р*о(*о) = ¥>к։(*о)» 70 необходимо ^ко(7^о)) П у>*։(7^‘*) = 0. 

Имеем д(и/и։^к0(7^о>)) = £ Д^Рко^’)) = Е «»г < 1- Лемма 2 доказана.
*« кои *о4 £

Следствие. $2 |оп /п(х)| < +оо п.в. на [0,1] \ В. 
{п}св

Доказательство : Следует из Леммы 2 при г) -+ О

И-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

ОО
Доказательство Теоремы 2. Достаточность : Пусть Еап/п(г) < +00 

п = 0
п.в. на Е и д > 0. Тогда существуют множество А С Е и М > 0 такие, что

Я(А) > д(£) — ди

$2 ап /’(«) < М < +оо, 
п =0

х € А. (3)

Очевидно, что (0,1) \ В С А, где В определено в Предложении 5. Пусть Л\ = {п : 

п = 0,1,...; {л} С В}, и = дополнение к ЛГ։ в множестве неотрицательных 

целых чисел. Далее, если {п} £ Д, то |ап /п (х)| < >/М дляг х 6 А. Следовательно, 

из Предложения 4 и Леммы 1, при 7 = 7^ получаем

I X агп^(Х)^<Со(М,{) £ |а./.(։)|<<։<

(4)

<С,(М,«,7)|4')|.
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Так как [0,1] \ В С А, то имеет место (3) при [0,1]\ В. Следовательно

а* /п(х)(1х < М + У а2п К(х) <1* =; М + V. (5)

Используя (4) получим

(б)

Пусть 7*В1> - интервал порядка к0 — 1, удовлетворяющий условиям /Р* С Л Ж О ’/
и 7 = Лв4։ \ 7^. Тогда 7*0,у £ В и 7 £ 6. и имеем д(7 ПЛ) > <Уд(7), 

д(Ли>; А) > 6 д(Л0,;)- Следовательно. а* /‘(х) является квадратичным

трехчленом на 7. Из Предложения 4 и (3) получаем 

* € >3

“п /п (։) 1к«(7) < Сю(М,6).

Аналогично, из ||У'[,]=ко-։ а2п /~(х) Лх||, и». < Сю(М.Л) и 
00' *о '

-II У <։*/£(«) <Ь|к«.(.Г)

•С .*э

вытекает

II У А2(։)^11Гов(/<;») - Сп(ЛЛ^-

Таким образом, из неравенств (5), (б) и (7) получаем

[ 'У а„ /*(х)7х < М + Св(ЛГ,Л,7) + Сп(М^) < +оо.

0 •»€№

Так как рассматриваем сходящуюся систему, то йп?»|г) сходится п.в. 
*€^з

со
[0,1]. Из следствия Леммы 2 получим, что ряд V ап /п(т) сходится п.в. на 
1 1 п=0

II У ^/»(1)^11£ав(/<») 
Ы«*о-> С

ОО
Устремив 5 к нулю, получим сходимость п.в. ряда £ ап /.(х) на множестве 

п - О

(7)

на

Необходимость : вытекает из следующего утверждения.
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Теорема 3. Пусть {Р, : ] > 0) — сильно регулярное разбиение отрезка 

[0.1] с коэффициентом 7 > 1 и {/п(х)}£°_0 - соответствующая система

Франклина. Если

аир 
.V

□ .в. на

то ряд 52 а„ /„(г) сходится п.в. на множестве Е. 
п=0

Доказательство Теоремы 3 х Из (8) вытекает, что для любого 6 > 0 

существуют множество Е^ С Е и число М > 0 такие, что

.V
|| 52 А (1)11гвв(£*) < м Для любого ЛГ,
п=0

(9)

а также ||ап /п (г)||£вв(£4) < М для любого п, и > ц(Е) - 6.

Положим В = {т : Л4"(х[о.1]\£4> *) > 1 ~ & — 0*,7 4^* Рассмотрим функцию

/п(т) с п € которая соответствует В. По Лемме 1 и Предложению 5, при 

любом ко имеем

и. следовательно

х£В

1 е

корректно определена. Поэтому имеем

|Оп /п(х)Мг <

< Си(М. 6) £ |/«»| < С1г(М, I) < +оо.
*0«/

Пусть теперь л € {л} С и [п] = к. Предположим, что - наибольший

интервал типа [I*.,; «*.,), содержащий 7^' и 7^'# С В. Обозначим 7 = [<*,<; «к,в+1]. 

Легко убедиться, что 7° П (и,<* и, 1^) = 0. Так как 7 £ 5, то из Предложения

4 получаем

!ап Л(г)| < С1з(М.6) при хЕЗ и п € М- (Ю)
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Следовательно

< Сп(Л/.<5) для х € 7. (И)

ГДе ֊5>;.к0.к.т(х) ~ ап /п(х).

Поэтому имеем \ С иЛ<к Ц, 1?' и

м(4о!*) < (73 + 7* + 7+ 1)м(/?в’). (12)

Положим

¥Ч0 (г) = | 52*=к0ГПаХгл • '^/•*о.к.»п (х)|, 
I 52к=котаХт |5мо.к.п»(®)1«

р> ко.

* е ЧТ-».#»
Следовательно

р- 1
Пусть Яр(х) = £ тахт |5Мо,*,т(х)|. Таким образом, имеем Я^+Нх) = Я,(х) 4֊ 

к=*о
гпахт |5>1*01Р,т(х)|. Для х € /?Дв+1 \/?Д. имеем Я4в+։(х) = тах |5Мв.ко.т(х)! < 

С1б( М, <5) и К>04.2(х) = /1д0+1(£) + тахп» 1 х I < ^ко+1(1 ~ ^131 ° <

2Сц(М,6) для х е /Ро^+а \ Ско+1- Аналогично, получаем Якв+Э(г) < 

2С13(Л/,<5) для х € 4°Ла+з \ вообше' ДЛЯ 1 €

Щ(х) < 2Сп(ЛМ). Следовательно, из (12) находим

Ц<2С.З(ЛГ,Л) Е м(С\/?Л-1)<2С>з(Л/ЛиС)(73+71+7 + 1). (13) 
р=*о+1

С другой стороны

тах |5>.к0,к,т(х)| ^х. т

Положим 4'Д = Пусть Л.„ V = 1....... 2‘ - “вт^рвалы порилхь к. и
пусть р уло^етиориет условие Ц.р П = 0 и С /£,. Таким образом.
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из (11) получаем, что тах |$МоЛ,т (г)| < С13(М,<5) на 1к-. Поэтому необходимо

тах|5Мв,*,п։(®)| < С^{М, Л) на V = 1,...,р. Имеемт *

тах|5м0,*,т(г)|ЛгГП
(И)

г = 1

Пусть 7*^ = /ко.то- Тогда из /*,я+1 с вытекает или С Л0,п»в-з или

^о.то- Предположим, что Д.г+1 с Ло.то-з. Тогда 
к — ко

о,то

Предложение 1), получаем

1А.р+1| - С14(А/,<У,7)
= С14(м.1,7) (—) *’ |4''|-

С другой стороны, по Предложению 1. « 1А..1 < т։(|» ֊ Р - 1| + !)՛’•’’|Д -+։| = 

73(р + 2 — о)՜“®31|Л,р+1|, V = I...... ...  получаем

14..|<С1։(М.^,7)
к-к0

(₽ +2 ֊»)՛’«” и“11. (15)

Подставляя (15) в (14), получим

тах |5;,*в,*,т(х)| ах < С1б(М, 6,7)

так как

£ (р+г - V)՛“«” < 2Ь«3’ +... + + ֊(₽+ +... < +оо.

1
Аналогичные неравеаства имеют место лля / шах ,т(и;)| Лх. Следователь

но
Ц<С։։(М.4,т)|/<’'| (֊) <С1Т(М,4,7)|/и>|. (16)

*=*0 Х7 ֊Г

Из (13) и (16) получим

(1)а1<с1։(м,^7) |/^|.

Обозначай р(х) = р,(т) + 22у>^’(х), имеем />р(х)Нх < +оо.
*7 о
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Теперь рассмотрим ряд ап fn(x). Для х £ В и любого т, из (9) получим

I У2 “п /п(®)| < I52 ап fn(i)i +1 52 on fn(и! < м +1 У2а՞/«С*)!’

Очевидно, из х $ В вытекает х $ ЦГ=к0 для всех Таким образом. 

В — ит 1т। где 1т имеют не пересекающиеся внутренности. Имеем = и„,{п : 

п 6 #15 {п} С 1т} и {п : п 6 AG; {п} С /«} = и*°=к0{п : » € № {п} С 

[и] = Л}, где к0 - минимальное пиело такое, что 1т = 0*^ Тогда из 
9 

неравенства

< X è max|SMo,*.m(x)| < У2^'(х) < ¥>(*) 

âroj к=4о *0ч1

вытекает, что

| £ о./.(։)|< М+ »>(։). х i В. (17)
n < m

Пусть теперь х € и т < 2*0*1. Имеем т < 2*° \ п € Ai и п < т, т.е. 

[n] < к0 ֊ 1- Откуда следует,что {n} С не существует. Пусть {n} С 1т, = 
02° t Тогда существует ро < ко такое, что {n} С /Ц՞' и 1^°՝ О 1^’ =

О * О 9
Следовательно, из х € и {п) С следует, что г Ç ^Рол0

и получаем

n< m

ko-l
< 52 max|Sjiko.k.n,(*)l < <₽р°0(г) 

• m
Р=Ро

для I е II . Если т < 2‘»-‘ « * € 4°?. то ФУ«“*» £ /•(*) ’ линейная

на интервалах порядна й0 - 1. Один ю этих интервалов не есть интервал типа 

4*>_։ (в противном случае не было бы интервала Для этого интервала 

иППЕП > <«(/), откуда получим | £ «п /.(։)1 < С1я(М,5) для г е 4, •

Наконец

< Ci9(A/,<î) + ^(։) при х е (18)
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Если же х 6 7? ’ и т > 2fc°"1, то

Таким образом, из (17), (18). (19) получаем

(19) 

bi(0,1).

Откуда имеем (см. [8])

и, следовательно.

(20)

Согласно Следствию, на множестве [0, 1] \ В имеем

(21)

2

.f>€ jVj

1 V2

Gli(0,l)

При 5 -> 0. из (20) и (21) вытекает, что ЕгГ=0 ап fn(x) < +°° п.в. на Е. Теорема

3 доказана.

Теорема 4. Следующие утверждения эквивалентны :
ОО

Е ап /п(х) < +°° пв- на Е * п=О
sup у < +оо п.в. на Е2.

3.

4.

ОС
Е а” Л»(х) сходится п.в. на Е ; 

п=0
ОС
Е an fn(x) сходится по мере безусловно на Е. 

п=0

Доказательство : Условия 1., 2., 3. эквивалентны Теоремам 1, 2. Эквивалент

ность 3. и 4. очевидна.

В заключение хотел бы выразить благодарность профессору Г. Г. Геворкяну за
1 и 

постановку задачи и ценные советы.

ABSTRACT. A criterion for almost everywhere convergence of series by 
generalized Franklin systems is derived extending a result for classical 
Franklin system proved by G. G. Gevorkian (Analysis Math., vol. 10, pp. 
87 — 114, 1990).
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КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С ВЫРОЖДЕНИЕМ

Г. С. Акопян, Л. П. Тепоян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 35, X’ 2, 2000

§1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение

Ли = -(»“(6 - о"и'«))' + a(t, и) = f(t), (1)

где а,/9 > 0, а,0 # 1, £ € (О, Ь), /(<) € £2,-0,-д, а функция а(<,() непрерывна по 

ч и при любых комплексных £ и г/ удовлетворяет условиям

|а((.{)1 <«*(6-<)’(! +141), (2)

(а(։,4) -а(«,’7)](4 -ч) > <*‘>(Ь-։)'’14-ч13)- (3)

Докажем, что при условиях (2), (3), оператор А является сильно монотонным 

и полунепрерывным (см. ниже Теорему 1). При f € W* основная Теорема о 

монотонных операторах (см. [5] или б]) гарантирует существование обобщенно

го решения уравнения (1) в классе Wa,fi (определения классов и см. 

следующий параграф). Теорема 2 доказывает единственность в классе Wap обоб

щенного решения уравнения (1) при / € W* В линейном случае с вырождением 

на одном конце уравнение (1) было исследовано в [1], [2].

§2. ПРОСТРАНСТВА Wo^

Пусть С1 - множество непрерывно дифференцируемых вещественных функций 

на отрезке [0,6], удовлетворяющих условиям

u(0) = u(b) = 0. (4)
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Обозначим через И71 пополнение С1 по норме 

и через пополнение И71 по норме

1«,
о

11
■ И'1' = [ |и'(«)1։ Л, 

^0

(5)

Очевидно, что РГ1 С элементы Йи являются абсолютно непрерывными

функциями. удовлетворяющими (4), и нормы пространств И'1 и И'а.д на отрезке

Ь — г)], г) > 0 эквивалентны. Следовательно, достаточно изучить свойства 

ц(4) € вблизи точек I = 0 и I = Ъ.

Предложение 1. Для элементов и(1) 6 №о<$ имеет место неравенство

|и(։)|։<с41-”(Ь-4)1-’|и,1Уо.а|։. (6)

Доказательство : Так как С1 плотно в то достаточно доказать неравен

ство (6) только при и 6 С1. Отметим, что для любого и € И^а,д существуют 

положительные постоянные сх,с2 такие, что

С1|шИгв,э|2 < к ^О,о(0. 6/2)|։ + |и, ^о.д(6/2,6)|2 < с2 |и, И'о.з!*- (7)

Оценим |«(012 в отдельности для 4 € (0,6/2) и I € (6/2,6). Пусть 4 € (0,6/2) и

а < 1. Тогда

- Т ° /о Гв|и (т)|3 ° |и’ ИЛа,0(0’6/2)|3 ’

Пусть теперь а > 1. Умножая равенство

(8)

на 4°^, получим

1 Гк/3֊ / |(“и(Ь/2)|2 Л <
УО

|Ги(«)Р +

Согласно неравенству Коши Буннховского. получим

</т

С другой стороны

тП»'(п)1’ <1^ < л՝- |и.и'<..о(о. >/2)1։ •
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Из (8) следует, что |и(*)|2 < 2
(М6/2)Р + | }'1г и'(т) (1т , и следовательно при

а > 1 получим

|и(<)|г<с41-“|и.И'„.о(0.6/2)|’. (9)

Таким образом, мы доказали, что неравенство (9) выполняется при любых а > О,

а 1. Аналогично, при < € (6/2, Ь) получим

|и(4) 1’ < с(6 - »)*-' |и, 1^(6/!.6)1’. (10)

Из (7), (9) и (10) следует (б). Доказательство завершено.

Из Предложения 1 имеем, что

из а < 1 и 0 < 1 следует (4),

из а < 1 и 0 > 1 (или а > 1 и 0 < 1) следует только «(0) = 0 (или и(Ь) = 0), 

при а > 1 и 0 > 1 значения и(<) при £ = 0, Ь могут обращаться в бесконечность.

Замечание 1. При а < 1 (или 0 < 1) в определении нормы (5) можно

взять только первое слагаемое.

Доказательство : Из равенства |н, И'а.з) = 0 следует, что и(<) - постоянное 

число. Так как и(0) = 0 (или и(6) = 0), то получим и(<) = 0.

Замечание 1 означает, что при а < 1 (или 0 < 1) пространство не содержит 

отличные от нуля постоянные функции. Однако, при а > 1 и 0 > 1, и(<) = 1 

принадлежит пространству №о.в’ Действительно, пусть иь(<) € С1» 0 < Л < 6/2

определяются согласно равенству

ил(<) =
42(3А - 2е)/Аэ
1
(6-Са(2< + 3/»-26)//»3

при 
при 
при

о <«< л, 
л < I < Ь — 6, 
ь ֊ к <«< ь.

Используя (7), получим

|1 - и„(4), иг.,1’ < с(|1 - «»(<), »'„.□(0,6/2)1’+

+|1 - ил(4).1Го.а(6/2.6)|’) < £,(6«-’ + К’-’).

Поэтому |1 — «л(С), И/а.р) стремится к нулю при К —► 0. Следовательно, ц(<) = 1 

принадлежит пространству
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Замечание 2. В пространстве существует эквивалентная норма

dt. (11)

Доказательство : следует из неравенства Харди. см. [3], [4]. 

Из Замечания 2 следует (ср. [2]), что

Wa<0=t-a^(b֊t)-^2Wl, W-0^ta'2(b֊t)^2W-\ (12)

где РУд 0 - пространство, сопряженное к Жа>0. Пусть Ьг.а.р ~ пространст

во функций с конечной нормой |и, £а>О։^|2 = / 1а(Ъ - «)4|и(1)|2Л. Вложения 
___ ,

Ьг,-а,-р С №а<р С Ьз.а.а и Ж1 С 1з(0,Ь) вытекают из (12).

§3. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЫРОЖДАЮЩЕЕСЯ УРАВНЕНИЕ

Определение 1. Пусть X - рефлексивное сепарабельное банахово пространство.

Оператор В : X •—► X’ называется сильно монотонным, если

(Bu - Bv, и - v) > m||u - v||2, m > 0. ИЗ)

и коэрипитивным. если

(Ви - Ви. и - и) > 7(l|ul|)||ul|. lim 'у(з) = +оо. J—>ос (14)

Замечание 3. Каждый сильно монотонный оператор коэрицитивен.

Доказательство : Из (13) при V = 0 получим

(Ви, и) > (ВО, и) 4- т||и||а > тп||и||2-||В0||.||и||=(тп||и||-ЦВ0||.)||и||.

Определение 2. Оператор В : X —I► X՛ называется полунепрерывным, если 

из хп —► х следует, что Вхп —*■ Вх (слабая сходимость).

Определим теперь оператор А : 1 * Жа 0 по формуле

ta{b - t)4и (Ф'(t) + “И*)] Л- u,t»€W«j. (15)
о

Теорема 1. Оператор А : Wa,fi —> является сильно монотонным 

полунепрерывным.
Доказательство 1 Сначала докажем, что оператор А определен корректно. 

Существование первого слагаемого (15) следует из и,« € И^д. Оценим теперь 

второе слагаемое, используя условие (2

2
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< с е{ь - <)*|«(<)|ал

Из условия (3) следует, что

(Ли - Л«, и - «) = (Ли. и - «) - (Ли, и — и) = [ 1а(Ь — <)^|и'(<) — «'(<)|2Л+ 
«/о

+ I *а(6-*Н<։(«,и) ֊ а(<,«)][и(*) - !>(«)] (И > с|и - и, И-^р. (16)
/о

Следовательно, Л - сильно монотонный. Докажем теперь, что Л полунепрерывен.

Пусть и„ -4 и в И'а,^. Тогда

|(Лип - Ли, V

— а(<, и)]и(<) Л
о

который стремится к нулю, так как а(1,{) непрерывна по Теорема 1 доказана.

Определение 3. Функция и 6 №а,а называется обобщенным решением 
л ___

уравнения (1), если для любого и € ^<*,4 имеем (Ли,«) = / /(<)и(<) (И.
Л։

Теорема 2. Для любого / Е существует единственное обобщенное 

решение уравнения (1).

Доказательство : Существование обобщенного решения уравнения (1) следует 

из Теоремы 1 и основной теоремы теории монотонных операторов (см. [5] или [6]). 

Докажем теперь единственность. Пусть и։, из Е №а,р ~ два обобщенных решения 

уравнения (1). Тогда при любых о Е имеем

П6 - ֊ и^(0Н(<) + (а(<, «1) ֊ а(*, и3))«(<) (И = 0. (17)

Подставляя «(*) = и>(<) — иг(0 в (17) и используя (3), получим

(Ь- ։)«!<(«) ֊ «ио 1’ + *“(»- |«,(*) - и։(е)р] л < о.

Следовательно, и1(<) = «։(<)■ Доказательство завершено.

Замечание 4. При а < 1 (или (3 < 1) условие (3)

(в(*» О-<։(<»։?)](^-П) > 0-

Доказательство : следует из (16) и Замечания 1.

можно заменить условием
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