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том 34, К» 5, 1999

В статье изучается однозначная разрешимость задачи Дирихле для не­
которого класса правильно эллиптических уравнений четвертого по­
рядка. Найдены как необходимые и достаточные условия, так и до­
статочные условия, при которых соответствующая задача однозначно 
разрешима.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Р = {г : |г| < 1} - единичный круг комплексной плоскости с границей

Г = {г : |*| = 1}. В области Р рассмотрим эллиптическое дифференциальное

уравнение

л‘ =0> € °֊ (1.1)

где А^ - произвольные постоянные, Ао 0. Мы ишем решение Ц в классе

четырежды непрерывно дифференцируемых функций в Р, которые вместе с 

первыми производными удовлетворяет условию Гелдера в Р и Г. На границе

Г функция и(х,у) удовлетворяет граничным условиям Дирихле

дЦ 
дг

(®, у) Е г,

(г, у) € Г,
(1-2)

где / и д - некоторые функции, определенные на Г, которые вместе с £
(1з

„ д
удовлетворяют условию Гельдера на Г, а — и

а
<1а

производные по радиусу

и по длине дуги Г соответственно. Предположим, что уравнение (1.1) правильно

эллиптическое, т.е. корни А։, А2,А3, А4 характеристического уравнения

АцА4 4- АхА3 + А2А2 + А3А + А4 = 0 (13)

^|г = /(։,!/)>
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удовлетворяют условиям

1т Ах > О, 1т Аз > 0, 1т Аз < О, 1т Ач < 0. (1.4)

Задача (1.1). (1.2) - фредгольмова, см. [1]. В настоящей статье мы получаем

необх мые л статочные условия, при которых задача (1.1), (1.2) однозначноVI и' •1Й

разрешгма. Наш основной результат относится к случаю Аг = ։. Случай Аг г

52. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Перепишем уравнение (1.1) и граничное условие (1.2) в комплексной форме,

полагая

х4֊ I _ г — г д _ 1 / 5 . Э \
~2~* У = -2Г’

а _ 1 / д_ ,д_ 
дг 2 \ дх + * ду

Уравнение (1.1) преобразуется следующим образом :

д ( д д\ ( д д\ ( д д\тт л
да (дт ’«да) (да -и-^йГ = 01 (2.1)

где

Отметим, что из условий (1.4) следуют неравенства |д*| < 1՝ к = 2,3,4. Из

граничных условий (1.2) получим 

ди х — ( с^/ \т֊ =Л(т,у)=-7֊Еи(х,у)-</(т,у)), 
О֊ Г а* у (13 /

„ . . х 4- гу ( . . .<!/, Л
= Г2(х, у) = —֊— д(х, у) + ։^-(х, у) , 

с \ аз )
^(1,0) = /(1,0).

ди 
дг

(х,у) е Г,

(х,у) 6 Г,

(2.2)

(2.3)

(2.4)

В следующей теореме положим д = д2дз и 7 = д2д4.

Теорема 1. Задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима тогда и только 

тогда, когда выполнены следующие три условия :

I) Р2 = 0,

II) д2 0, дз = Мч и

ак = ! + (/:-/0, к = 3, 4...... (2.5)

III) Д2 0, Дз ± Ц4 и

6к
6
1

*0, к = 3,4,... (2-6)7
1

Замечание 1. Из условия |д>| < 1 следует |<$| < 1 и (7! < 1. Следовательно, при 

любых д ж 7 условия (2.5) и (2.6) выполняются при достаточно больших к.
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Следствие 1. Если выполняется одно из условий

1- Мз = О,

2- Ы < 1/2,

3. Мз = М4 и |дэ| < 1/2,

4. мз = М4 и мзМз > О,

5. мз # М4, МзМч > 0 и маМз > 0.

то задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима. Если мз 0 или |мз| > 1/2, 

то существуют триады М2,Мз՝М4, при которых задача (1.1), (1.2) не 

является однозначно разрешимой.

Следствие 2. Пусть при рк = м°, * = 2,3,4 задача (1.1), (1.2) не 

является однозначно разрешимой. Тогда в любой окрестности точки 

(М?,МЗ’Я?) € С3 существует точка (м^Мз-Я«) такая, что при м* = М^ 

Ь = 2.3,4 задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима.

При доказательстве перечисленных утверждений используются представления 

аналитических функций в окрестности единичной окружности. Пусть м и и 

комплексные числа такие, что |м| < 1 и |м| < 1. Обозначим через и образы 

единичного круга Б при отображениях £ = 2 + р2и£ = г + 1/2 соответственно. 

Пусть функции и ^(0 аналитичны и непрерывны до границ в О\ и 

соответственно. Известно (см. [1]), что при ]х| = 1 функции ^(£) и допускают 

представления

<р(г + мг) = М2) + у(^). 4- иг) = р(г) 4- />(мж), 1*1=1, (2-7)

где О'(к) и р(к) - аналитические функции в единичном круге. В области О при

< 1 имеем

<р(г 4- М2) = ^(1/2(* 4-м2 + \/(г 4- м2)2 ~ 4м)) 4֊ы(1/2(к 4֊м2 ~ \/(2 + М2)2 - 4М)), 

^(к 4- иг) = р{ 1/2(г 4- мж 4֊ >/(2 + *՜2)2 - 4м)) 4- р( 1/2(г 4- мж - \/(х 4- мг)2 - 4м)).

Здесь выбрана ветвь функции \/(- — 4м, непрерывная вне отрезка [—2ч/М-2\/Р] 

и удовлетворяющая условию 4 ^/(^2 — 4р 1 ПРИ К1 ~* °°- Если функции у>'(0 и 

непрерывны до границы областей и Рз соответственно, то

/(г + м^) = ^) + ^И, 4>'(г 4- мг) = 2(г) 4- ^(мж), |*| = 1, (2-8)

где Х(г) и 2(к) - аналитические функции в О.
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Лемма 1. Пусть функции и V’ аналитичны и непрерывны вместе 

с производными первого порядка в замыкании областей Р1 и Р2 со­

ответственно. Если они удовлетворяют условиям (2.7) и (2.8), то в 

единичном круге Р имеем

</(։) = (1- 4) *(«)+ *(<>) + 4* (°) +-*'«>). 1*1 <։. (2-9>
\ 2л / 2Л 2

о'(։)=(1-4)г(։) + г։())+4Я<0> + 7Г<0>’ 1'1 <1- <21“)
К 2 / 2 л

Доказательство : Докажем (2.9). Для функции соотношения (2.7) и (2.8)

можно представить в виде

(2.11)

Так как х 4- 6 при у',м1 < |*| < 1« равенства (2.11) выполняются также в 

кольце у \ц\ < |х| < 1. Следовательно, дифференцируя первое равенство в (2.11)

по х. получим

Подставляя <р' из второго равенства в (2.11) в последнее соотношение, получим

(1 - 4) Х1(х) + ^Х'(0)+ (1-4) Х‘ (е)“*'(®) = «1(։)֊4"1 (֊) • <2-12) 
\ 2~ / 2 X 2* / X 2 / 2 2* х 2 /

где Хх(я) = Х(х) ֊ X(0), ыДя) = ы'(я) - 2Х(0).

Приравнивая слагаемые в (2.12), аналитические при |х| < 1 и при |х| > 1,

получим

Переходя к функциям и Х(г). завершаем доказательство (2.9). Аналогично

доказывается равенство (2.10). Лемма 1 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

I. Сначала предположим, что д2 = 0 и Общее решение уравнения (2.1)

можно представить в виде

V = Фх(я) 4- хФ2(х) 4- Фз(* 4- Мз*) + Ф<(^ + ач*), (3.1)

где ФДх) и Ф2(х) - аналитические функции в области Р. а функции Ф2(х) и Ф<(х)

аналитичны в образах области Р при отображениях £ = г 4- и £ = х 4-

соответственно. Подставляя (3.1) в граничные условия (2.2) и (2.3). получим

*'1(г) + г*'2(г) + Мз*'։(г + Мэ*)+ + М,*) = К։(®. 1/). (3.2)
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^2(2) + Ф'3(2 + Д32) + 4- щг) = Г2(х,у), г = х + гу, |*| = 1. (3.3)

Представим функции Ф'3 и Ф< в виде

фз(* + Д32) = ^э(?) + с^з(дз^), Ф^х + ^г) =0/4(2)+ и>4(Д4*)> Н = 1, (3.4)

где 0/3(2) и 0/4(2) суть аналитические функции в Д. Так как функции Рх и 

Рч удовлетворяют условию Гельдера на Г, то они разлагаются в равномерно 

сходящийся ряд Фурье [2]. Таким образом, при |х| = 1

Л(*,1/) = 61(2) + £3(2), ^з(х,у) = Я1(х) + Я2(я), (3.5)

* 
где функции 

оо ОО ОО ОО
= 5?с*2*> <?>(«) = ^2 С-»як, Я1(я) = У^х*, Я2(я) = У2</_кхк 

*=о *=1 >=о к = 1

аналитичны в Д и удовлетворяют условиям

С2(0) = с0 = Я2(0) = (/о = О, С'2(0) = с_։ = = Я[(0). (3.6)

Подставляя (3.4) и (3.5) в (3.2) и (3.3), получим

Ф/1(я) + -Ф2(я) + дзи’з(1/2) + Дз^з(дзг) + Д4^4(1/я) + д4а/4(д42) = С1(2) + С2(1/2), 
—

Фз(х) + ыэ(1/г) +ыз(р32) + 04(1/2) + 04(142) = Я1(я) + Я2(1/я), |х| = 1.

Выделяя слагаемые, допускающие аналитическое продолжение в Д и вне еди­

ничного круга и используя теорему Лиувилля, получим

-Ф'3(0) + дзиз(1/*) +/^4(1/2) = <?з(1/2) +сп |2| > 1. 
2
ыз(1/х) + ^4(1/2) = Я2(1/х) + са, |х| > 1,

Ф^х) + “(Фз(*) ~ $2(0)) + ДЗ^Э(Д32) + Д4«4(Д<2) = (2) - сь |х| < 1»
2

Ф3(х) + ы3(д3я) + 04(742) = Я1(я) - с2, |х| < 1,

где постоянные с2 и с2 будут определены ниже. С учетом (З.б) и (3.7) решение

задачи (1.1), (2.2), (2.3) находится с точностью до постоянного, а затем определя­

ется из (2.4) единственным образом. Таким разом, при предположении р2 = 0,

Дз # Д4 задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима.

ЕСЛИ /Х2 = 0 И Дз = Д4, то шее решение задачи (1.1) можно представить в виде

и = Ф։(х) + хФ2(2) + Фз(2 + Д32) + 2*4(г + Д32).

и однозначная разрешимость следует из аналогичных рассуждений.
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II. Теперь предположим, что ц2 / 0 и щ = /ц. В этом случае общее решение 

задачи (1.1) можно представить в виде

= Ф1(*) + $2(* + М2*) 4֊ 4- Мз*) + *Ф-։(* 4֊ Мз*), (3-8)

где Ф!(г) аналитична в О, Фз(х) аналитична вР։,а Ф3(х) и Ф4(х) аналитичны 

в Л։ (Р1 з О, - образы области И при отображениях ( = х + ц2г и £ = х 4- Мз* 

соответственно). Не умаляя общности, предположим, что Ф4(0) = 0. Подставляя 

(3.8) в (2.2) и (2-3), получим систему

♦։(*) 4- Ф2(ж 4֊ м։*) 4- Мз*з(г + Мз*)4-
4֊*М4*<(* + Мз*) + Фц(* + мз*) = А(х,!/),
М2Ф'2(г + д5г) 4֊ Ф'3(г 4-Мз*) 4֊ хФ'4(х4-мз*) = *2(*,у). * = * 4֊ »у,

Представим функции Ф2. Ф2, Ф4 и Ф^ на Г с помощью аналитических функций

ы*(х), к = 2. 3.4.5 :

Ф'2(г 4- Мз*) = ^(х) 4- о>3(м2*),

Ф«(* + Мз*) = оц(*) 4- оц(мз*),

Ф'3(х 4֊ Мз*) = о/3(х) 4- о>з(мз*),

ФчСх 4- мз*) = ^5(х) 4֊ о/5(мз*)-
(ЗЛО)

Из равенства (2.10) следует

"И*) — (1 - । оц(х) 4- иц(0) 4- ^|ац(0) 4- -у^<(0), |я| < 1. (3.11)
* %

Из условия Фч(0) = 0 следует, что о/5(0) = 0. Подставляя (3.5) и (3.10) в (3.9), 

получим

Ф1(*) 4֊ о>2(*) 4- а>2(мг/*) 4- Мз^зП/*) + Мз^з(мз*)4-

4-*мз«4(1/*) + *Мзоц(мз*) 4- ы5(1/х) 4- о>։(мз*) = <Л(*) 4- С2(1/х), |г| = 1,

М2^2(*) 4-М2^г(мз/*) 4֊и>з(1/*) 4֊о,3(мз*) 4- хы4(1/ж) 4֊ *^(мз*) = НХ(*) 4- Я2(1/х).

Выделяя слагаемые, допускающие аналитическое должение как в область Р,п

так и вне ее и используя теорему Лиувилля, получим

Фг(г) 4֊ ^2(х) 4֊ Мз^з(Мз*) 4- *Мз^ч(0) 4֊ хмзиМмз*) 4֊ ^։(мз*) = <?1(*), (3.12)

^2(мз/*)4- мз^з(1/*) 4֊ хмз(^4(1/*) - о/4(0)] 4֊ ^5(1/х) = С2(1/х), 
Мзи»2(мз/*) 4- *з(1/*) 4֊ х[ы4(1/ж) - ол4(0)] = Я2(1/х), 
М2О/2(х) 4- о»з(мз*) 4- хоц(0) 4֊ хоц(мз*) = Н1(*).

(3.13)
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Для того, чтобы решить систему (3.13), разложим аналитические функции ш* (г), 

к = 2, 3.4. 5 э ряды по степеням г. Из (3.11) и о^О) = 0 получим

ОО
^1՛ (2) — 2 । 1 — 2, 3, 4,

*=0

°° 1
и/։(г) = (2Ач,о - Дз^.з)* 4- -(Ач.ь-1 - МзЛм-м)2*• (3.14)

Подставляя (3.5) и (3.14) в (3.13), приравнивая коэффициенты при соответству­

ющих степенях г и используя (3.6), получим

Л?,о + Р3'4э,о 4- рз>Ц.1 = 0։ Мз^2,о+ ^з.о 4՜ -4ч. 1 = 0, Д»2>Ь.о 4֊ Лэ.о = С1, (3.15)

Мз-4з,1 + /^з-4з,1 + 2-4*,о = Мз^зд + <4з,1 + (3.16)

{Яз-4з,* + РзАз * 4- Д3Л0+1 4- |(А4д-1 - Д3А4Л+1) = с_*, 

/*2+1 А2<* + Аз,* + Ач,*+1 = </-*, Л > 2. (3.17)
^зА2,* + мз^зл 4- /4-1Ач.к-1 = </*,

Коэффициенты А2,о, А30 и Ацд можно однозначно определить из (3.15). Решая 

систему (3.17), получим

4ч'1 - д՜*) ('44'*՜1 ” к + ^ ~ С~к ~ ^~к
Яз(1֊^~х)

1֊? (3.18)

где а* определяются из (2-5). Если а* 0 при к

*_։ — дз.4^д + 1 определяются однозначно из (3.18).

> 2. то коэффициенты

Рассмотрим однородную задачу (3.15) - (3.17). При выполнении условий
Л е ш

(2.5) из (3.18) получим

(3.19)

Отсюда и из (3.15) следует, что А^зь+х = 0 при к > 0. Если А<,2 = с / 0. то 

из (3.19) получим Ач,з* = сЯз * ПРИ к - 1։ ^то невозможно, так как ряд а14(х) 

сходится при |х| < 1. Таким образом. 44,2* = 0 при к > 1, и следовательно из 

(3.17) имеем А2 * = А3_* = 0 при к > 2. Решая однородные уравнения (3.15) - 

(3.17), получаем *՝'

Аг о = А3,о = А«,! = 0, А3,* = Аз,* = А4.* =0, к = 2,3,...,

А4.0 = С, 2с/1г 4 2е
■*=Гй- Л։'‘ = -ДЙГ=7)-
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Используя полученные значения А,.* и однородное условие (2.4), в силу (3.12) 

и (3.14) заключаем, что при аь 0, к = 3,4,... однородная задача (1.1), (1.2) 

(при / = д = 0) не имеет нетривиальных решений. Следовательно, неоднородная 

задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима. "

Предположим теперь, что а* = 0 при к = к\,...}к,. Тогда однородная задача

(1 .1), (1.2) имеет s линейно независимых решений ,..., каждое из которых

является многочленом степени kj 4- 1, j = 1, ...,л, и однозначная разрешимость

неянюродной задачи (1.1), (1.2) не имеет места.

Замечание 2. Заметим, что из (3.18) следуют необходимые условия для разре֊

шимости неоднородной задачи (1.1), (1.2) :

с-к - d-k
д,(1 -

1 — - dk
- У 

1-6к
= 0,

Эти условия линейно независимы и являются также достаточными для разре­

шимости задачи (1-1), (1-2) (в этом случае однородная задача (1-1), (1.2) имеет 

точно в линейно независимых решений).

III. Теперь рассмотрим случай, когда /з2 0 и дз Общее решение уравнения

(1.1) можно представить в виде

С/ = Ф i (х) 4֊ Ф2(х 4- д2х) 4֊ Фз(* 4- Дз*) 4֊ ^(г 4֊ д^х),

где Фк(х), к = 1,2, 3,4 аналитичны в с тветствующих областях. Граничные

условия (2.2) и (2.3) примут вид

Ф1(х) 4- Ф2(х 4֊ Д2х) 4֊ МзФз(х 4- д3х) 4- /4^(2՜ + Д4«) = Л(х, у),

р2Ф2(г 4- д2й) 4- Ф'3(х 4- д3х) 4֊ Ф'к(ж-|- д4х) = Г2(х, у), х = г 4- гу, |х| = 1.
(3.20)

При х € Г функции Ф*, к = 2, 3, 4 допускают представление

Ф2(х 4֊ д2х) = ы2(х) 4- и2(д2х), Ф'з(я 4- щг) — о?3(х) 4- а»3(д3х),
(3.2!)

Ф^(х 4֊ Д4*) = и>4(2) 4֊ «ч(д4х), 

где шь(г) и Ф\(х) аналитичны в £>с разложениями Тейлора 
ОО ОО

•!(։) = 12 = ) = 2,3,4. (3.22)
к=О к=О

Здесь А}1к ~ комплексные постоянные, подлежащие определению. Подставляя 

^3.21) и (3.22) в 3.20) и приравнивая коэффициенты при соответствующих 

степенях х и х, получим следующую линейную систему относительно Aj.it :

{Л i.o + 2А2,о 4- 2д3А3.о 4֊ 2p4>h,o = со,
ЗмзЛз.о 4֊ 2А3|о 4- 2Л4.о = do,

(3.23)
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Л։,* = ск - А2 к - д}+1Аз։к - + 1 А4.*, к > 1,

Г Я2^2Л 4֊ д5Лз,к + Д*ЛЧД = Лк,

\ ^2^2,к 4- РзЛзл + Мч-Ацд = с_к, к > 1.
I Я2+1-4з։к + Аз>к 4- А4։к = сСк,

13

(3-24)

(3.25)

Отметим, что по (3.6) первые два уравнения в (3.25) совпадают при к = 1. Сле­

довательно, эта система, так же как и система (3.23) всегда разрешима. Эти сис­

темы однозначно неразрешимы, однако их решения дают только нетривиальное 

решение задачи (1.1), (1.2). Следовательно, для определения условий однознач­

ной разрешимости задачи (1.1), (1.2), достаточно рассмотреть (3.25) при к > 2. 

Детерминант этой системы равен Дк, к = 2, 3, ...

М2 Мз 
Мз 

1

1
1
1

(МзМз)* 
МэМз 

1

(М2М4)*
М2М4 

1

<5*
6
1

7
1

Как детерминант Вандермонда, Дз 0. Следовательно, при выполнении (2.6), 

для произвольных ск,^к можно однозначно определить А?։к, ] = 2,3,4 из (3.25). 

Отсюда следует однозначная разрешимость задачи (1.1), (1.2).

Для доказательства необходимости этих условий заметим, что если Дк = 0. то 

соответствующая однородная система (3.25) (при ск = </к = 0) имеет нетриви­

альное решение Алк, ] =■ 2,3, 4, порождающее одно линейно независимое решение 

(7к(х,у) однородной задачи (1.1), (1.2). Заметим, что С7к(х,у) является многочле­

ном по х и у порядка к 4- 1. (Например, если корни характеристического урав­

нения (1.3) удовлетворяют условию дз(дз 4-ач) = то Дз = 0 и функция 

Цз(х,у) — (т2 4- у2 — I)2 является нетривиальным решением соответствующей 

однородной задачи (1.1), (1.2)).

Таким образом, если Дк = 0 при к = &1,...,АП, то однородная задача (1.1), 

(1.2) имеет п линейно независимых решений. Этим завершается доказательство 

Теоремы 1.

Замечание 3. Аналогично Замечанию 2, если Дк = 0 при к = к1,...,кп, то 

для разрешимости неоднородной задачи (1.1), (1.2) необходимо и достаточно 

выполнение следующих условий :

<** - 7* , <Иг* ֊ 7<5к , к
'*։С֊‘ -угу + й-‘ {-1՜ =

где ск,^к - коэффициенты Фурье функций и Р2.
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И.ДОКАЗАТЕЛЬСТВА СЛЕДСТВИЙ

Доказательство Следствия 1. Предположим, что д2 0.

1. Пусть д3 = 0- Если д< = д3 = 0. то 6 = д2д3 = 0. и следовательно из (2.5) 

вытекает, что а* = 1 при к > 3. Поэтому однозначная разрешимость задачи 

(1.1), (1.2) опять следует из Теоремы 1. Пусть теперь д2 0 и д4 д3. Имеем 

6 — д2д3 = 0 и 7 = дздц 0. Следовательно, (2.6) можно записать в виде

△к = 7* “7 = 7(7*՜1 ֊ 1), * = 3,4,...

Учитывая неравенство |-у| < 1 можем заключить, что 0 при к > 3, т.е. 

задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима. Таким образом, первое утверждение 

Следствия 1 доказано.

2. Для доказательства второго и третьего утверждений Следствия 1 отметим,

что если д2 -ф. 0 и дц ф рз, то детерминант

отличен от нуля тогда и только тогда, когда

Р,М.7) = 1-(<։‘-1+^‘-:։7 + --- + 7к-1)+^‘-г+д‘-Э-г + •+7*-’)#0. (4.1)

Если |д21 < 1/2, то из |дк| < 1 имеем х = тах(|Л|, |-у|) < 1/2. При к > 3 имеем

|Рк(^7)|>/1(Л,т) = 1-^*֊1 ֊(М**- (4.2)

Далее

А(3,х) = 1 — Зх2 — 2х3 =
2’ (4-3)

При к > 3 имеем

дк " (31п2- 3/2) > о,
2*

Следовательно, при к > 3 и х € (0,1/2), функция К(к, х) возрастает по к. Из (4.2) 

и (4.3) следует, что

1р*(^7)1 > > /»(3.x) > О, * 6 (0,1/2). (4-4)

Таким образом, условия (2.6) выполняются и следовательно задача (1.1), (1-2) 

однозначно разрешима. Пусть теперь д3 = д<. Из (2.5) и (4.1) получим а* = 

Рк(6,6). Следовательно, если |д2| < 1/2 или |д3| < 1/2, то имеем |<5| < 1/2, и из 

(4.4) вытекает

|ак| = |Рк(<5,<У)|>/1(3.|<5|)>0, к > 3,

т.е. задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима.
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3. Для доказательства утверждений 4 и 5 Следствия 1 заметим, что в силу (2.5) 

и (2.6) имеем

а, = (6 - I)2[1 + 26 4- • • - + (Л ֊ 1)<5к-2], к = 3.4...... (4.5)

Д* = ^֊1)(7֊1)(^7)
к-1

1 + £(^-Ц»->7 + -—МУ-’+У) (4.6)

Следовательно, если = Дз и 8 = Д2Дз > 0, то согласно (4.5) получаем 

ак > (5 — I)2 #0 при к > 3. Если д4 ф д3, то 8 7, и согласно (4.6) получим

△к ф 0 при 5,7 > 0 и к > 3. Этим доказывается однозначная разрешимость 

задачи (1.1), (1.2).

4. Пусть д2| > 1/2. Если д4 = дэ = -1/2д2, то 6 = д2дз = -1/2 и |д3| < 1. Из 

(2.5) имеем аз = 0, и следовательно задача (1.1), (1.2) не является однозначно 

разрешимой. Вернемся к случаю дз ф Сначала рассмотрим Р2к+1(6,7) при 

отрицательных значениях 6 и 7. Отметим, что функция

Х(6) = Р2к+1(6,5) = 1 4- 2<-6п+1 - (2к + 1)62*

имеет единственный корень 5о на отрезке [—1,0]. Действительно, имеем

р2*+1(0,0) = 1, Рзк+1(֊1,֊1) = ֊4Л<0,

-^Р2к+1(6, 5) = 2к{2к 4֊ 1)<52*՜ х(5 - 1) > 0, 
а д

(-1.0].

Если «։ Е (“1, <5о) О (<о, 0), то

Р«+։№,0) = 1 - > 0, -1) = ֊2(1^1“ + Н11"՜1 + •• • + М) < О-

(4.7)

Следовательно, по теореме Коши существует точка 7 € (—1,0) такая, что 

Р2к+1(61,71) = Та* вак «1 / *о. то имеем 51 # 71. Отметим также, что 71 -► 60, 

если 61 -> 60, 7։ -»■ -1, если 51 -> 0 и 71 —► 0, если 5Х -► -1.

Пусть дз 0. Если 61 —> — |дз|, то 71 71 и |711 < 1» так как 0 < |дзI < 1- Таким

образом, если 6Х ֊► -]дз|, то предел отношения 61/71 существует и больше |дз1- 

Следовательно можно выбрать 61, удовлетворяющее неравенствам |51| < [дз| < 

|61|/|71|. Учитывая 71 61, получим |д2| = |<51 д3 1| < 1» 1ячI = |71Рз6։ | < 1.

дз ф ^4. Тогда, при таких д2 и дц задача (1.1), (1.2) не является однозначно 

разрешимой. Следствие 1 доказано.
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Доказательство Следствия 2. Предположим, что при я* = * = 2.3,4

задача (1.1), (1-2) не является однозначно разрешимой. Положим й0 = 

7о = г = |-уо _ *о|, л = пзах(|<$о|,|7о|). Из доказанных выше утверждений 

следует, что г>0и0<а<1. Поэтому для любой точки (<5,7) из окрестности

и — {(£, 7) € С2 : |<£ — <$о| < *» I? ~ 7о| < е). (4.8)

имеем |6 - т! < г/3- При любых (6,7) € V

△к(<5,7)#0 при к > (4.9)

где .V достаточно велико. Положим

Х-1
^(<5’7) = П

*=2

Легко п[ верить, что <р(<5,7) - отличный от нуля многочлен от комплексных 

переменных д. 7, обращающийся в нуль в точке (<5о,7о)- Следовательно, в любой 

окрестности точки (<5о,7о) (в частности в окрестности 17) существует точка 

(д’.7е) такая, что ¥?(<$*,7’) / 0. Отсюда, вместе с соотношением (4.9) вытекает

△к(<5’,7") ± 0, к = 2.3,4. Выбирая ц‘к, к — 2,3,4 так, чтобы 6* = 

7* = и учитывая, что число е в (4.8) может быть выбрано сколь угодно

малым, завершаем доказательство Следствия 2.

§5. СЛУЧАЙ Аг х

Рассмотрим теперь уравнение (1.1) в случае Ак к = 1,2, А։ Аг. А3 А4.

Уравнение (2.1) в этом случае примет вид

где |дь| < 1. к = 1,2, 3,4. и щр.2 £ 0. Общее решение уравнения

(1.1) можно представить в виде

= <р1(я -1֊ Д1Х) 4- ч>2(г 4- ц2г} 4- 4- рз*) + ¥>ч(г 4֊ Дч*), И < 1, (5-1)

где </>к(С) - аналитические функции в Р, г = х 4- ։у € О. Подставляя (5.1) в

граничные условия (2.2) и (2.3), получим

¥>1(2 4- дХ2) 4֊ ¥>'2(г 4- р2г) 4- рз¥>з(г + Дз*) + Рч/4(г 4֊ Рч*) = Л(х, у),

Д1^1(« 4- М1*) + М2¥?з(г 4- М2?) 4- ¥>э(2 4- рз«) 4֊ <р\(х 4- Мч*) = Л(г,у).
(5.2)
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Представим функции <р'к в виде

*>к(« 4- дкх) = шк(г) + шк(цкг), к = 1,2,

?к(* 4- ди) = шк(г) 4- шк(цкг), к = 3. 4, |х| = 1,

где ик(х) - аналитические функции в О. Разлагая ик в ряд Тейлора и,(х) = 

£2?=о А,,и*։ ] — 1,2, 3,4, и подставляя в (5.2), получим следующую линейную 

систему для коэффициентов Ау.к :

■<41,* + Аз<к + Дз + 1 Аз։к 4- д* + 1Л4,к = ск, 

Д1А1,к 4- ДзЛз.к 4- РзА3'к 4- д{А4к = <й, 
| Д1 А1.к 4֊ д2А2>к 4- ДзАз.к 4- ДцАц.к = с_к, 
I + 1 А1,к 4- Д2+1 Аз,к 4- Аз,к 4- А<> = <1֊к,

(5.3)

Учитывая (3 6), заключаем, что при к = 0.1 система (5.3) всегда разрешима.

Повторяя рассуждения доказательства Теоремы 1 заключаем, что условия

Рз

п* = А
Д1

дз 
„к /12

Яз
Дз Д<

(5.4)

необходимы и достаточны для однозначной разрешимости задачи (1.1), (1.2).

Отметим, что П2 / 0 при всех д* таких, что дх # д2 и д3 д< Предположим.

что |д1| < |д2|. Имеем |/?| > 1, где 0 = д2дх *. Детерминанты Пк можно записать

в виде

Ок =

Так как по предположению дх 0, то условия (5.4) выполняются тогда и только

тогда, когда

Рк(0,7,<П Ф 0, к > 3. (5.5)

Из (5.5) можно получить достаточные условия для однозначной разрешимости

задачи (11), (1.2), аналогичные пункту 2 Следствия 1. Пусть

X = тах(|<5|, |-у|) < - «, е > 0. (5-6)

Из (2.6) и (5.5) следует, что

9к(0,7^) = ~ (5-7)
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где

ufc =

Из (4.4) и (5.6) имеем |Дк| = И - т| • |Л(М)| > и ֊ 7|Л(3,х) >13֊ 7|2е.
Следовательно, согласно (5.7) имеем

|9»(0,1Г,3)|>|0|‘+։|Д»|(1 |£_7|^|0| (< _ 7|2t 101» |3|-Ы-|п-»|) 
и - 7|2е|Д|*+։ Л

Таким образом. |д*(Д 7,6)| > 0 при к > 3 и |/3| > Nt, где

N = ЗК
‘ |*֊7|2£։ К = max(|ù*|,|v*|).

Итак, если существует £ > 0 такое, что имеют место неравенства |яз^з| < 1/2—£, 

1^2Дч1 < 1/2|л*2| > ^с|Д1|, то задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима.

Автор благодарен проф. Н. Е. Товмасяну за постановку задачи и ценные замеча­

ния.
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lem for some class of fourth order properly elliptic equations. Necessary 
and sufficient conditions as well as some sufficient conditions rendering 
the corresponding problem uniquely solvable are found.

ЛИТЕРАТУРА

1. N. E. Tovmasian. Non-Regular Differential Equations and Calculations of
Electromagnetic Fields. World Scientific Publ.. Singapore, 1998.

2. A. H. КолмогогЛ в, С. В. Фомин. Элементы Теории Функций и
Функционального Анализа. Наука, Москва, 1989.

24 апреля 1999 Армянский государственный 
инженерный университет



ЛОКАЛИЗАЦИЯ СПИРАЛЬНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ 
СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

Т. Л. Гарибян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К* 5, 1999

В статье изучается локализация особенностей степенных рядов вне их 
круга сходимости. Получены достаточные условия на лакуны коэф­
фициентов степенных рядов, обеспечивающие наличие особенности в 
заданном спиральном угле.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Важный раздел вейерштрассовой теории аналитических функций, который при­

влекал внимание многих исследователей (см. [1], [2]), содержит результаты о 

локализации особенностей степенных рядов. В частности, описание локализации 

особенностей на окружности сходимости степенного ряда представлен а сравни­

тельно недавних работах Н. У. Аракеляна и В. А. Мартиросяна [3]. [4].

В связи с этим напомним знаменитую теорему Фабри и ее частные случаи [5].

Что касается вопросов локализации особенностей на внешности круга сх МОС-

ти степенного ряда, мы можем упомянуть только статью А. Яврян [б], в которой 

изучалась локализация особенностей на прямолинейных углах (радиальные осо­

бенности).

Цель настоящей ра ты заключается в изучении локализации особенностей сте­

пенных рядов на спиральных углах (спиральные особенности). Введем несколько 

необходимых обозначений.

Рассмотрим степенной ряд

1ш>«ир|/.|,'" = 1 (1)
П-4 00

с радиусом сходимости единица. Будем обозначать = (т € V :

0} = где /V - множество натуральных чисел. Для последовательности
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{пк}* С <? и чисел д > 1. 7 € (—г/2. я-/2) положим

1 ц,.«)
7) = 11т 1п{ — / /л . Аа . и

пк-»ос Пк 71 (с + а/ + Ь*
<11, (2)

ГЖ
д(д со$27 + соз 7) 
дI 2 — 2д соз 7 4- 1

I де И (д, 7) задается по (5), причем (7) < тг/б, ряд (1) имеет конечную

особую точку внутри спирального угла где а = -Ьап7.9

д| 8Ш7|(2^со87 - 1) 
д2 — 2д сое 7 + 1

и и՝к(1) - число членов конечного множества фП[п*,<Пк], < > 1. Спиральный

угол, зависящий от а Е 1И и 0 € (0.2я) определим следующим образом :

' аге* - а1о8|г|| < 0}. Основными результатами статьи являются

приводимые ниже две теоремы.

Теорема 1. Пусть для степенного ряда (1) последовательность {тц}“ С 

АЛ ги | оо удовлетворяет условию

НттГ |Дй|1/я* = р > 0.
—>ос (3)

Если существует число А Е (0,1] такое, что

Пт зир < А ^(2д соз

2 соз2 7
1ой - + ^(2 соз - агсЬап | со1271I

*3 = {г :

— агс!ап | со17|) , (4)

где 1У(д,7) задается по (2), ряд (1) имеет конечную особую точку 

внутри спирального угла Д®А, где а = — 1ап7-

Для последовательности С}. чисел п Е V, -у £ R. и д > 1 положим

5^(п.д)
Г 1 •т« €[п,2/1п солу]Г\()

Если [п. 2дпсоз7]рр = 0. то предполагаем, что 5^(п, д) = 0. Введем обозначение

^’(^7) (5)

Георема 2. Пусть для степенного ряда (1) последовательность {п^}С

Л , гц | ос удовлетворяет условию (3). Если существует число А Е (0,1]

такое, что

Пт зир < А 1о£(2д соз 7) + 11ап 7) I — — агс1ап | со1 27
Н-» + оо *֊ \ 2 ֊»'•(мл)} >

> х-----т— 1ов - + 1 + 11ап-г| (
2 сое2 7 р \ 2 — агссап I со1 2т|у (6)
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§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Через дЕ и Е об значим границу и замыкание множества Е С С. Нам понадо­

бится следующая лемма.

Лемма 1. Пусть дй(С(Ь) - функция Грина круга Д0 = {£ : |С - д| < 

д}» > 2соГ7 с полюсом в точке (о = ге՜’7, где г € (0,2дсоз7), пусть I -

внутренняя нормаль к дОр. Тогда имеет место следующая формула :

/ I Ьп (О‘Ч1-,1(£--<') 1<К| = 2 ^«е-’.Со) Л.
звь* о՝ За

В случае 7 = 0 Лемма 1 доказана в [3]. Общий случай доказывается аналогично.

Доказательство Теоремы 1 : Предположим, что утверждение Теоремы 1 не-
ОО

верно. Тогда степенной ряд £ (—1)п/п*п допускает аналитическое продолжение 
п —О

в спиральный уголС\Д?а, где (Т = тг(1 —А). Следовательно, согласно необхо. 24 ОЙИ

части Теоремы 1.1 Н. У. Аракеляна (см. [7]), существует целая функция у экс­

поненциального типа в правой полуплоскости и внутреннего экспонент II ального

типа а такая, что

^>(пе՜'7) = (—1)п/п, п€ЛГ, (7)

1*|.1т1<֊,
4*

М^) < <г|яш(0 + 7)|, 1ап7 = —а,

где - индикатрисса функции <р. Из стандартных свойств функции 

следует, что в произвольном угле Д23, 0 € (0, *72), где Д^ = Д^, имеем (см.

[8], стр. 97)

1о8 ^(С)| <<7| 1т (Се’7)|+^(К|)К| + с, (8)

где г’з(г) 4. 0 при гТоо, ас>0 - некоторая постоянная. В правой полуплоскости

Де <4 > 0 имеем

1о8МС)|<е(|С|+1). (5)

Для функции Грина др имеем

Рм(С<о) = 1ов
ЛК-Мо-я) 

я(С - Со)
(10)

Применим теперь формулу Пуассона Йенсена к функции 0*(С) — р(пь) и кругу 

Л(< в точке С = Со = е՜*7. С учетом (7) получим

1ов|/..| + В<^Л (11)
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где

52 — <7Я (тэ £о)|
1081МС)1д-^^- |<К|,

сумма берется по всем нулям (с учетом кратности) функции лежащим на 

луче а^С = -т, |<| > 1 круга

Опсенм сперва интеграл 7 сверху. Запишем J в виде суммы интегралов 71 и 

7: по кривым = дОй П (С \ Дз/») и 12 = П соответственно. Так как 

|< < 2ц соз 5 при £ € то из (9) получим

71 < с(2цпк соз/3 4- 1). (12)

Из (8) имеем

/11т 1:;;о 1 М<| + 2Дп»£Л(2дп»сое/?) + с <

Е - 52МТ’С°) = Рр(^“,1,,Со)

Л> = [ |1т — Ж-
-/ап °1

(13)

ъСП? ՛ <

(14)

Применял Лемму 1 и формулу (10), простыми вычислениями найдем

2(2дсов7 - 1)(дсоз7 - 1)
70 = --------5— ----------- —-------- 1ое(2дсоэ7 - 1)4-

ц* — 2ц сое 7 4- 1

2щ $Ш7|(2мсоз7 ~ 1) 
ц2 — 2рсо8 7 4- 1

агс1ап
ц — сое 7 

|з1п7|
— агсЬап

ц соз 27 — соя 7
| яш7|(2рсой7 - 1)

Учитывая (12) - (14), получим оценку

(2дсоз7 — 1)(дсоз7 — 1) 
ц2 — 2 ц соз 7 4- 1

1ой(2д СО87 — 1) 4-
р|з1П7|(2/*соз7 — 1) 

ц2 — 2 ц СО87 4֊ 1

ц — соз 7 
агс1ап ——----—

|яш71
— агс(ап

ц соз 27 — соз 7 
з’т71(2/4соз7 - 1)

4-2/ии£а(2дпь соз/З) 4֊ с(2цпк соэ/З 4- 2). (15)

Теперь оценим снизу сумму Е в левой части (11). Пусть тп(1) - количество нулей 

с учетом их кратности) функции фк(С) на отрезке [е՜'1, <е՜’7], где < € [1, 2/1СО87]. 

Можем записать сумму Е интегралом Стилтьеса

(16)
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Используя формулу (10) нетрудно проверить, что функция

Рм(*«“^|Со) ֊ (2/х соя 7 — 1)(д соз 7 — 1) 1
р2 — 2р сое 7 — - аге Гап —-

2 ьЬ

убывает на промежутке (1, 2/хсоз7] и

> ^-'-1)(Дсоз7֊1) 2 ц сое 7 4֊ а 
агсГап-------------------- агсГап

Учитывая (16) получим

Ъ

(2р СО8 ■> — 1)(/1СО87 - 1) 2р со« "у
агсГап — (1тп\1)+

О

(2МСО8 7 - 1)(дсоз7 - 1) 1
аге Гап

- 2^ СОЗ 7 + 1 Ь

_ (2цсов7 — 1)(^со87 —

Ь
2р сое 7

тп(2дсо8 7) —

т(4) <И
М2

Согласно Лемме 3 из 3] имеем

> (* ~ 1)пк “ - 2-

Поэтому из (17) следует оценка

(И)

(18)

(2^сов7 — 1)(дсоз7 —
-------- :--------- ---------г=-------- ат =

(2^соз7 -1)(мсоз7-1) Гп*
~ 1о8

4М

м<)

-ГЦ
2

бпд,
агсГап------- -о — агсГап (19)

Умножая (11) на (2гц) 1 и используя (15) - (17) и (19), получим

^֊1ой1/пЛ +
(2/1СО87 — 1)(/хсоз7 — 1) 

2(^2 - 2/хсо8 7 + 1)
-

2"со*“’ шь(*)А
(*4-а)а+62 Ь

(2рСО87 - 1)(ДСО87 - 1) 
2(р2 - 2дсо8 7 + 1)

агсГап

^(2дсоз7 - 1)

— агсЬап —-— I <

/х| 8^7|(2/хсо8 7 — 1) 
2(д2 - 2дсо8 7 4- 1)

х агсГап
и — соз 7 
---- ----- ------ аг с С ап

р соз 27 — соз 7
। 8Ш7|(2/1СО8 7 — 1).

при гц —* ос. Перейдя в обеих частях к нижнему пределу при п* —> ос, а затем 

устремляя 3 к 1г/2, используя (3) получим

А < 1о£(2/зсо«7 — 1) +
д|8Ш7|

/х соз 7 — 1
р - соз 7 аге Гап ——:---- —

|з։п7|
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- arct an
р cos 2"г — cos 7

|sin7|(2/icos7 - 1) ~ (2рсоз7 - 1)(рсо87 - 1) р

1 » (^^СО8<у ~ i)2[U + а)2 + ь2]
2 °® (2исоз7 4֊ а)2 + Ь2

M|sin7| 
р соз 7-1

или

х arctan
и — соз 7
—------------- arc tan

|зш7|
/4 соз 27 — cos 7

|si»7|(2pcos7 — 1)

arctan
/>

- arctan —-— I , 
Ъ /

A log(2^cos — arctan | cot 2-у|) — W(/i, 7)

4- log(2 cos 7) 4֊ I tan — arc tan I cot - arctan I cot 7И 4-o(l)

. ~ 2 cos2 7 p

при р —* ос. Если перейти к верхнему пределу в обоих частях при р —> оо, то 

получим противоречие с (4). Теорема 1 доказана.

Замечание. Из условия |7| < тг/4 следует, что а > 0 для р > до = соз 7/соз 27.

Поэтому интегрируя по частям получим

2 ц cos 7
IV (д, 7) < lirnjnf

Wk(t) 
nkt2

dt<W(p,y), (20)M > Mo-

В самом деле, при ограничении |7| < 1г/4 Теорема 1 справедлива с заменой 

величины 1Г(д.7) на W*(p. 7).

Доказательство Теоремы 2 : Предположим, что утверждение Теоремы 2 

неверно. Рассуждая как и при доказательстве Теоремы 1, получим уравнение

(11) и опенку (15) для интеграла 7. Для того, чтобы оценить снизу сумму з левой

части (11) будем действовать несколько иначе. Из формулы (10) легко следует, 
2(u cos 7 — I)2

что в случае 7 < тг/б функция Рд^е՜'1, Со) ֊ ֊֊^---- z----------֊7֊
t(p2 — 2/4СО8 7 4֊ 1)

убывает на

промежутке t € (1. 2рсоз7) для достаточно больших р. Следовательно

,у,Со)>
2(^со»7 - I)2 

р2 - 2р соз 7 + 1
1

2р соз 7
t € (1, 2/4СО8 7].

Учитывая (16) получим Е >
2(^cos7 — I)2 

р2 — 2р соз 7 + 1
di. Отсюда и из (18)

2/4 сое 7

следует

2(дсо87 — I)2
Р2 — 2рсоз7 4 1

пк iog(2/r соз 7) w*(t)
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\ 2рсову/
Умножая (11) на (2п*)-1 и учитывая (17), получим

х— log|AJ + Znj^
(дсозч - I)2

/i2 — 2jiCO8 7 + 1
log(2/r сов w»(i)

—=— at —

\ Пк / X 2pco87/J “ [
, .. u| sin7|(2u сову — 1)х log 2д cos 7 -14- \ -~

' 2(д2 - 2/1 cos7 + 1)

(2дсо87 - 1)(дсов7 — 1) 
2(д2 — 2д сов7 4- 1)

и - соз 7 
х arc tan —г֊:---- —

|81П7|

и cos 27 — cos 7
— arc tan 1------------------------

| sin7|(2p СО8 7 — i)J
Перейдем в обеих частях к нижнему пределу при п* —> оо, а затем устремим /3

к тг/2. С учетом (3) и (20) получим

А < log(2/icos7) 4- | tan7|
2(pcos7 - 1) 
2/i cos 7 — 1

ИПя,Т)}

< - 1-2— log ֊ 4- 2(ДС-Оа-7----- ֊ 4֊| tan 7| (у - arctan | cot 27|) 4-o(l),
~ 2cos27 p 2/icos7—1 '2 '

При Д —* ОС.

Переходя в обеих частях к верхнему пределу при р —► оо, получим противоречие

с (6). Теорема 2 доказана.

В заключение автор выражает благодарность профессору В. А. Мартиросяну за

постановку задачи и поддержку.

ABSTRACT. The paper considers singularities of power series beyond the 
circle of convergence. Sufficient conditions on the lacunae of coefficients 
are found, that guarantee the existence of singular points in a given 
logarithmic angular domain.
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О ВЫРОЖДАЮЩЕМСЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНОМ
УРАВНЕНИИ

Л. П. Тепояя

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К» 5, 1999

В статье рассматривается дифференциально—операторное уравнение 
(—1)т -ОГ + <о-2гп Р и = /(<), где т - натуральное число, / € (0. 6),
Ь < зс, о > О, / е £3,_а((0, 6),*И) = Н и Р - оператор, дейст­
вующий в гильбертовом пространстве Н и обладает полной системой 
собственных функций, образующих базис Рисса в Н. Приведены усло­
вия. обеспечивающие существование и единственность обобщенного 
решения. Доказываются некоторые теоремы вложения в весовых про­
странствах Собелева.

$1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧА

Основным объектом настоящей статьи является дифференпиально-опсраторное 

уравнение

Дц = (-1Г О™ и) + 1а~2т Р и = /(«), (1)

где т - натуральное число, < € (0.6), Ь < ос, а > 0, а 1,3,...,2т - 1,

Дг = d/dt. / € £2,֊а((0, 6), Н) = Н и Р - оператор, действующий в некотором 

гильбертовом пространстве V. и обладает полной системой собственных функций

бразуюших базис Рисса в 'Н.

Нас будет интересовать характер граничных условий при I = 0, 6, обеспечиваю­

щих существование и единственность решения уравнения (1) при любых / С Н. 

В работах 1], [3], [4] эта задача рассматривалась при 0 < а < 2т.

Наш подход, близкий к [1], основан на иследовании одномерной версии уравне­

ния ■' 1), когда Р является оператором умножения на число р. Описывается спектр 

одномерного оператора и доказываются теоремы вложения в весовых простран­
ствах Соболева.
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§2 . ПРОСТРАНСТВО IV™

Для простоты п этом параграфе предположим, что функция и(<) вещественна. 

Пусть Ст - множество т раз непрерывно дифференцируемых функций на [0, 61, 
удовлетворяющих условиям

«<*>(<) = 0, к — 0.1,т — 1. е=Ь (2)

Обозначим через 1¥,п пополнение С™ по норме, порождаемой скалярным произ­
ведением

{и, в} = (и<™>,1/™>),

где (•. •) - скалярное произведение в £2(0.6).

Обозначим через IV™ пополнение по норме

Скалярное произведение в IV™ обозначим через

{«,»). = («• и'"’, «։■">).

Очевидно, что вложение IV™ С IV™ - собственное и что пространство IV՞1 

совпадает С классом (тп — 2) раз непрерывно дифференцируемых функций и(<), 

для которых ։/™-1Ц<) абсолютно непрерывна и выполняются условия (2). Легко 

убедиться, что нормы пространств IV™ и IV™ эквивалентны на отрезке г), 6], 

Т) > 0. Следовательно, достаточно изучить свойства функций из IV™ при малых 

значениях I. Для доказательства нижеследующего предложения см. [4].

Предложение 1. Для каждого и € IV™ справедливы следующие опенки :

|в(*)(1)|а < Ск 12т-2к-1~а |и, IV™]2, (4)

где а 2п 4- 1, п = 0,1,..., т — 1, к = 0,1, ...,т — 1. При а — 2п+1, п — 

0,1, ...,тп—1 в (4) множитель«2՞1՜2*՜1՜0 надо заменить на (2т-2к~2п 2|1п<|, 

к = 0, 1,.... т - 1.
Из неравенства (4) вытекает, что при а < 1 (слабое вырождение) условия (2)

“удерживаются”, а при о > 1 (сильное вырождение) “удерживаются не все

граничные условия. Например, при 1 < а < 3. и(™ 11 (*)|г=о может гад:ращ&ться в

бесконечность, а при а > 2тп- 1 все и( 11 (<)|<^о могут бращаться в бесконечность

при к = 0,1,т — 1.
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Предложение 2. При любых а > 0, а 1,3, ...,2т- 1 имеет место

вложение

Ы™ С £2.а-2,п. (5)

Доказательство : Так как Ст плотно в И'՞ то достаточно доказать (5) в

случае, когда и £ Ст. Пусть т = 1. Имеем

Отсюда получим

и2(*)Л (и'(‘))3А-

Повторяя указанное действие т раз, получим

(а - I)2 (а - З)2 • • • (а - (2т - I))2 (б)

Предложение 2 доказано.

Замечание 1. Вложение (5) нарушается при а = 1,3...... 2т- 1.

Докажем это утверждение при а = 1 и т = 1. Рассмотрим функцию и(<) = 11п 1|^, 

I € (0, а), а < пйп(1, 6). В £г։_1(0, а) норма этой функции конечна при 0 < -1/2, 

а в И^ЧО. а) ֊ конечна при 0 < 1/2. Следовательно, при —1/2 < 0 < 1/2 вложение 

(5) нарушается.

Замечание 2. Вложение (5) не является компактным.

Для простоты докажем это утверждение при т = 1 и а = 2. Рассмотрим огра­

ниченную в 1У2։(0,а) последовательность ип(<) = п~1/2 <-1/2 11а*|~1'Г2-1/2’‘, где 

а < шт(1. Ь). Легко проверить, что подпоследовательность последовательности 

ц„(<) не сходится в метрике £}(0, а).

Замечание 3. При а > 0, а / 1.3,...,2т- 1 в пространстве Ж™ можно

определить норму

Л, (7)

эквивалентную норме (3).

Доказательство эквивалентности норм (3) и (7) следует из рассуждений, анало­

гичных рассуждениям неравенства (6) из Предложения 2 (см. [5]). Следовательно, 
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можем записать IV™ = Г°/’ IV™, т.е. если и € №т, то V = 1~а'2и е №™. От­

метим, что при а = 1,3, ...,2тп— 1 нормы (3) и (7) неэквивалентны. Обозначим 
О

через IV™ пополнение \Утп по норме (7). Из неравенства (4) следует вложение 

с ж™.

Обозначим через £2։О = 12։О(0, Ь) весовое пространство

Ьз.а = {и(0 : 1^Ьз,а|2 = [ <а |и(«)|2Л < оо}.

Предложение 3. При любых а > 0 вложение

(8)

компактно.

Доказательство : Сначала рассмотрим случай, когда а 1, 3,..., 2т—1. Из (4) 

вытекает, что |и(<)|2 < Ск 12тп՜1 ° |и. IV™ |2. Отсюда получим

|д,£3.о|<С1 |и,^™|. (9)

Для доказательства компактности вложения (8) используем неравенство (4) при

к = 1 для записи
2

’=7
Уо

и(е-гЬ)֊и(«)|2л= /
70

гг / г(2п»-3-а)/2
2
(Й =

<с|Л|2|и.ИТ|2.
О

где £ € [М + Л]. Следовательно

|и(< + К) - и(1), £2>а| < с |А| |и, И'г™|. (Ю)

Результат теперь следует из критерия предкомпактности в £2.о (см. [1], [3]). При 

а — 1,3,..., 2т — 1 доказательство аналогично.
§3 . ОДНОМЕРНАЯ ВЕРСИЯ УРАВНЕНИЯ (1)

Рассмотрим одномерную версию уравнения (1) :

Л и = (֊1)т д™(Г д,т и) + Ре-2т и = /(0. (11)

где а > 0, а # 1, 3,..., 2т - 1, /(«) € ар- постоянное число.
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Определение 1. Функция и € И'™ называется обобщенным решением уравне­

ния (111, если для любого и € IV™ выполняется равенство

{и, и}* + р(*°՜2™ и. у) = (/,«). (12)

Положим <1 = 4՜™ (а — I)2 (а — З)3 • ■ • (а — (2т — З))2.

Теорема 1. Пусть р > —с/, а > 0 и а / 1,3, ...,2т- 1. Тогда для

оно единственно.

существует обобщенное решение уравнения (11) и

Доказательство : Единственность обобщенного решения уравнения (И) сле­

дует из б| и (12). если положить / = 0 и и = и. Для доказательства существо­

вания рассмотрим функционал //(и) = (/, и), / 6 £2.-0 над пространством IV™.

Используя (9) можем записать

/(£) и(<) сП р(<) Л

< Л՜“ 1/(<)Р * / <’|»«)|’Л<с|/,Г։.-в|։|»,ИТ1։- 
70 7о

Следовательно, //(и) является линейным ограниченным функционалом над про­

странством И'™. Результат теперь следует из леммы Рисса о представлении 

таких функционалов (см. {!]). Теорема 1 доказана.

Замечание 4. Отметим, что обобщенное решение и(<) уравнения (11) принадле­

жит Ь-6) для любого д > 0. Следовательно, в каждом интервале (6, Ь — 6) 

обобщенное решение ц(4) совпадает с обычным решением уравнения (11).
Элемент / £ представим в виде

/М = 1°дЩ- (13)

Очевидно, что д € £2,0 и I/, £2,_о| = |$. Теперь, исходя из Определения 1,

определим оператор В : IV™ С [>г,а £2.о.

Определение 2. Будем говорить, что функция и(£) € IV™ принадлежит области 

Д(В| оператора В. если имеет место равенство (12) при некотором / 6 £2,-0* В 

этом случае мы будем писать В и = д, тле функция д определяется согласно (13). 

Из Определения 2 следует, что оператор В действует по формуле Ви =

{(֊1Г Р™(1° П™ и)+р1в՜2™ и} И для любых и € О(В), и € IV ™ и / € £а,-а 

имеет место равенство (Ви, «)о = (/, и), где (•,*) - скалярное произведение в 

£2,0-
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Теорема 2. При условиях 1 еоремы 1 В является положительным 

самосопряженным оператором в £2։О. При этом, В՜1 : Ь2а —> Ь2а — 

компактный оператор.

Доказательство : Симметричность и положительность оператора В следует 

из Определения 2. Самосопряженность симметрического оператора В следует из 

того, что согласно Теореме 1, при любых f £ Ьз.-а уравнение (1) разрешимо, 

т.е. для любых д 6 Lj.a вида (13) уравнение В и = д разрешимо. Используя (б), 

(12), полагая v = и и вложение £2,0-2™ С Ьг,а получаем

(d + p)c|u.£2,a 2 < (</ + р) |u,£2.o-2mP < |u, ^|2+p|u,£2,a.2rn|2 <

к l/i ^2, —ol ^2.ol — !!?» £?fal ^2.a|-

Следовательно В-10,12.а| < С1 £з.а1- Отсюда следует, что В՜1 ограничен. 

Для доказательства компактности В՜1 осталось заметить, что согласно Пред­

ложению 2, вложение Д(В) С И7"1 С £2,а является компактным. Теорема 2 до­

казана.
По стандартным свойствам спектров самосопряженных компактных операторов 

получаем следующее следствие.

Следствие. Оператор В имеет чисто точечный спектр, и система соответству­

ющих собственных функций плотна в £2,а.
Отметим, что если Л - собственное значение оператора В и и(£) ֊ соответству­

ющая собственная функция, то согласно Определению 2 имеем

(-1)՞1 D™(ta £)tm u) + pt0՜2՞* u = Àt° u.

§4 . ОПЕРАТОРНАЯ ВЕРСИЯ УРАВНЕНИЯ (1)

В этом параграфе рассмотрим операторную версию уравнения (1) :

AU = (-1Г £>Г(*Л W “) + t°-2m Ри = /(0» f £ н- <14>

Напомним, что если система {^к)Г^1 является базисом Рисса в Ч. то любой 

элемент г € И можно единственным образом представить в виде х = хк <^к> 

и имеет место неравенство

сз < 11®Н < ci
к = 1 к=1

где I • || - норма в 7£.
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Поскольку оператор Р в (14) обладает полной системой собственных функций 

{|£>к }£°=1, образующих базис Рисса в Н, мы имеем
ОС 00

«(*) = ^2 ик(«)у>*, /(<) = V Л(<) Р<Рк = Рк^к. к е -V. (1б)
4=1 4=1

Тогда операторное уравнение (14) расщепляется на бесконечную цепочку обык­

новенных дифференциальных уравнений

А. и։ =(-։)”• + ։а-гп,Р1 и» = /*(«). кем. (17)

Из условия / Е Н следует, что Д € при к Е АГ. Для одномерного уравнения 

(17) можно определить обобщенные решения ик, к € Я (ср. с Определением 1).

Определение 3. Обобщенным решением уравнения (14) назавем функцию ц Е 

И/^'((0. Ь), И) С 1/2.а((0. Ь),Н), определяемую равенством
30 

и(<) = 52^(0

где ик(<) ~ обобщенные решения одномерного уравнения (17).

Следующая теорема вытекает из общих результатов А. А. Дезина [2].

Теорема 3. Операторное уравнение (14) однозначно разрешимо тогда и 

только тогда, когда одномерное уравнение (17) однозначно разрешимо 

и равномерно по Е выполняется неравенство

^4 > Ь2,а ՛ < "**• I /к» ^2. — о | • (18)

Из Теоремы 1 следует, что достаточными условиями для выполнения неравенств

(18) являются

рк > -Л + е, е > 0, к Е IV. (19)

Следовательно, имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполняется условие (19) и а ф 1,3, ...,2т- 1. Тогда 

для каждого / Е Н обобщенное решение операторного уравнения (14) 

существует и единственно.

Отметим, что если и является обобщенным решением уравнения (14), то согласно 

неравенствам (15) и (18) имеем

|и.11,.((0Л),«)|։ = [ Г ||и(*)||’ Л < с։ Л» У’|и»(01*Л< 
'ООО *՜1 (20)

<С2^\/кЛ2.-а\2 <с\/,Н\2.
к = 1
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Аналогично равенству (13) положим / = д. Очевидно, что тогда д £ 

Ь2.в((0, &),?{) и |/, Н\ = |д, £2։<։((0, 6),'И)|. Неравенство (20) запишем в виде

1«. iU(0.b).*)|< с |».£։,.((0, £).«)!• |21)

Аналогично одномерному случаю обобщенное решение уравнение (14) порождает
оператор

В : W”((0, Ь),Я) С Ьг,о((0,к).Х) - £։,.((0.к).Я).

И. неравенства (21) следует, что В 1 : £2>в((0,Ь),"И) —• ^^*((0,6),К) С 

£2>о((0, 6), И) является ограниченным оператором. Следовательно, имеем 0 € 

р(В), где р(В) - резольвентное множество оператора В.

ABSTRACT. The paper considers differential-operator equation (—l)mx 
x£>Jn(t° D™u) + ta~2m Pu = /(t), where m is a natural number, t € 10,6), 
b < oo, a > 0, Dt = d/dt, f t ^2,-a((0, b), “ft) = H and P is an operator acting 
in Hilbert space Ti and possessing a complete system of eigenfunctions that 
form a Riesz basis in Conditions under which a generalized solution 
exists and is unique are derived. Some embedding theorems for weighted 
Sobolev spaces are proved.
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СЛОЖНОСТЬ ВЫВОДОВ В ОДНОЙ СИСТЕМЕ
КЛАССИЧЕСКОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ

А. А. Чубарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К* 5, 1999

На основе метода Кальмара выводимости тавтологий в классическом 
исчислении высказываний мы строим полную аксиоматическую сис­
тему С со следующими свойствами : 1) каждую тавтологию у? можно 
вывести в С не более, чем за С\2т1 шагов, где тп — |Л/<^|, Му — харак­
теристическое множество подформул I - длина а сх - некоторая 
постоянная: 2) существует класс тавтологий такой, что количество 
шагов выводов в С больше, чем Сз2т, где с? - некоторая постоянная.

51. ВВЕДЕНИЕ

В недавних обзорных работах [1] - [3], относящихся к сложности выводов в 

различных модификациях классического исчисления высказываний, указывалось 

на экспоненциальные нижние оценки сложностей выводов, полученные лишь в 

системах с резолюциями, а в системах Фреге наилучшие нижние опенки разве 

лишь квадратические.

В аастоягшей статье для произвольной тавтологии <р определяется некоторое ха­

рактеристическое подмножество М<р подформул. На основе метода Кальмара [4] 

установления выводимости извольной тавтологии в классическом исчисле­

нии высказываний, мы определяем систему аксиом С типа Фреге со следующими 

свойствами через TAUT обозначим множество всех тавтологий) :

а) система аксиом С полна;

Ь) каждую <р Е TAUT можно вывести в С не более, чем за Cj2mZ шагов, где

т = Му . * не превышает длины у>, а Сх - константа;

с) существует >р € TAUT с минимальным количеством шагов выводов в С, 

превышающих Сз2т, где cj - константа.

Перечисленные свойства позволяют указать € TAUT длину п и верхнюю
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[нижнюю) оценку числа шагов выводов п^+1 (пя). где 1 < р < log„ 2] для
достаточно большого и. [•] обозначает целую часть.

В заключительной части работы обсуждаются соотношения между сложностями 

выводов н С— и Фреге системах.

§1 . ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ

Согласно общепринятому понятию, пропозициональная формула является сло­

вом, составленным по следующим правилам

позициональные переменные х,. » > 1;
2) логические связки V, А, —>, -»;

3) скобки (,).

В дальнейшем под символом • мы будем понимать V, А, —> или Символ а> 

означает графическое равенство слов.

Известно, что каждой формуле можно сопоставить некоторое дерево с корнем : 

каждой подформуле ставится по одно-однозначному соответствию некая верши­

на ; если подформула имеет вид а*0, то вершины, которым приписаны формулы 

а ♦ 0. соединяются ребрами с вершинами а и 0 ; если подформула имеет вид -՝<։, 

то вершина -«а связана с а. Корнем считается вершина, которой приписана фор­

мула р. Дерево с корнем, соответствующее формуле <р, назовем «^-Деревом. а 

корень <р-корнем. Естественно, что каждой подформуле о- в соответствует а- 

дерево с а-корнсм в дереве. Каждой висячей вершине ут-дерева соответствует 

некоторая элементарная подформула формулы <р.

Единичный тп-мерный булев куб обозначается через Ет. Для каждого множества

.Y — {х],..., хт) И ДЛЯ ЛЮ ГО (У (<71,..., € Ет введем обозначение

X* = {х?..... х£г}, где
для а, = 1, t = 1,.... m. 
для ст, = О,

Мы назовем € TAUT минимальной тавтологией, если не получается 

подстановкой из более короткой тавтологии. Пусть - минимальная тавтология, 

.¥ = {х։, ...,хт} множество различных переменных формулы а - подформула

формулы <р. Пусть далее Хр = {х,։....,х,г} С X и а = (<7։։, € Е*.

Определение 1. Множество формул X՞ назовем о-определяюшим. если при­

писывая значения <г,-у каждой вершине хч, 1 < } < р мы индуцируем значение 

каждой вершины любого изолированного поддерева о-дерева. которое содержит 

о-кореиь и только те висячие вершины, маркированные переменными Хф
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Определение 2. «-определяющее множество X" назовем тупиковым, если ни 

одно собственное подмножество не является «-определяющим, «-определяющее 

множество X9 называется а — ^определяющим, если а(а,<7, )=։ е, е £ 

до­

определение 3. Множество переменных Хр назовем важным для формулы <£, 

если для любого а € Ер множество X9 является ^-определяющим.

Вообще говоря, важное множество переменных можно выбирать различными 

способами, причем число его переменных может быть гораздо меньше числа 

различных переменных формулы <р.

Пример 1. Для формулы

<?к = *1 (®з ֊>------ > (х* -> (хк ->• х!)•••), к>2

каждое непустое подмножество множества {хх.х*} является важным. 

Определение 4. Минимальное по мощности важное множество переменных 

минимальной тавтологии <р назовем характеристическим множеством для 

р и будем обозначать через М<р.

Отметим, что если М <р = {х,-։,..., х,т}, то переименованием переменных мож­

но добиться, чтобы М<р = {х1,....хт}. Из Определения 4 следует, что если 

Мр = {хь....хт). то для произвольного сг = (<7։...... <?„,) е Ет формулу мож­

но вывести из посылок др. ...,х*т, пошаговым построением подформул (или их 

отрицаний) соответствующего поддерева, содержащего ^-корень. Итак, метод 

Кальмара [4] можно применить не ко всем вершинам формулы а для пере­

менных характеристического множества минимальной тавтологии <р. Тогда 

выводится пошаговым исключением формул с помощью 2т различных посылок 

(согласно теореме о полноте классического исчисления высказываний [4]). Одна­

ко. для вывода минимальной тавтологии <р, не обязательно использовать все 2т 
■^-множества.

Пусть для минимальной тавтологии <р, М<р = {хх,хт}, и пусть для некоторого 

17 = (ог»1..... <т«») € Ег, г < т множество X9 — {хр,х*т} имеет минимальную

мощность среди всех тупиковых ^-определяющих подмножеств множества М9 у 

для всех а £ Е™. Очевидно, что <р можно вывести, исключая предпосылки из X9 

л ^-определяющих множеств, получающиеся из X9', <г' € Ег \ {а} добавлением 

максимум всех остальных т- г переменных степени <г" для всех ст7' £ Ет“г, т.е. 

не более чем 1 -ь (2Г — 1)2'”՜’՜ наборов посылок.
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Определение 5. Множество переменных минимальной тавтологии которые 

имеют минимальную мощность среди тупиковых ^-определяющих подмножеств 

множества Л!"у?, € Е'п называется ядром насыщения характеристичес­

кого множества Ми будет обозначаться через кМ<р. Если = кМ^. то 

характеристическое множество М<р называется насыщенным.

Пример 2. Для <рт а (А™ 1 ®Г) • то > 1 имеем М<рт = {х1։ ...,хж) и 

оно является насыщенным.

Пример 3. Для

<?/ = (*i -+ *г) -* />3

имеем Мщ = {zb..4zm} и кМщ = {zi} или кМщ = {z/}, т.е. M<fi не

является насыщенным, ^/-определяюшие множества, которые используются в

методе Кальмара для вывода р имеют вид

х?
*2

*1 
„О

или

о

о о о

о

1

2

х2
*2

х3
®3

X? ։?-։
х?.։о о

о л
о о

Пример 4.

кт
X^Рк.тп (1.1)

I

Формула рк.т утверждает, что в каждой 0-1-матрице порядка k х т. где m < 

2* _ 1։ строки можно выбрать так, чтобы записав 0 вместо 1, а 1 вместо О, 

получаем матрицу, в каждом столбце которой было бы по крайней мере одна 1. 

Множество Мрь.тп Для т = 2* - 1 содержит все кт переменные, но не для m < 

2к — 1. Оно не является насыщенным, но каждое <pk,m-определяющее множество 

содержит по крайней мере т формул (по одному из каждого дизъюнкта некоторой 

конъюкции). Следовательно ¥4,ml = то.
Если у? € TAUT не минимальна, то выбирается некоторая минимальная тав­
тология ip такая, что получается из t/’ подстановкой. Если Му = {*!» •••>£«} 

и получается из ф некоторой заменой переменных zj,..., zm соответственно 

формулами .. ........йт, то множество М<р = называется характе­

ристическим множеством формулы
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При различных выборах формул V», Мф могут быть разными (даже по мощнос­

ти). Ниже мы будем использовать этот факт при выборе 0 и следовательно М<0. 

Если Л<-Р = {«1..... От} Д-ля любого 0 € TAUT, то метод Кальмара приложим

и для множества {си, ...,ат}. Эти замечания позволяют нам применять метод 

Кальмара, используя :

1) не все переменные формулы <р,

2) не все наборы посылок,

3) некоторые подформулы или их отрицания вместо переменных или их 

отрицаний.

Ниже определяется некоторая специальная аксиоматическая система С, в которой 

получаются относительно близкие верхние и нижние оценки числа шагов выводов

тавтологий. Ниже мы также будем использовать несколько понятий, см. '6]. Глав­

ный логический знак формулы <р (если он существует) будем обозначать через 

Я| (р). Сама формула нумеруется последовательностью (1). Если некоторая под­

формула о = (а = ->а) занумерована последовательностью (<Т1, ...,<гп) € Еп, 

то а' нумеруется последовательностью (<Т1,.... <тп, 0), а а" последовательностью 

(<Т1...... 34« 1) 1а' нумеруется последовательностью (<Г1.сгп, 1)), Число логичес­

ких вхождений в <р. кроме отрицаний над переменными, называется логической 

длиной 'или просто длиной) формулы >0 и будем обозначать через 1>р. Для каж-

дой формулы если К =э ар Л ... Л а*”, а = (<ть ..., <тт) € Ет, то

множество {а**,.. т } будем обозначать через К՜*7, а множество {ах

через К.

Ниже будем использовать общепринятое понятие вывода в системах Фреге. 

Вывод формулы в некотором исчислении назовем кратчайшим, если он имеет 

минимальное число формул среди всех выводов формулы у>. Число формул в 

кратчайшем выводе формулы 0 в системе С будем обозначать через Т\;.

Вывод называется тупиковым, если после вычеркивания из него любой форму­

лы, кроме последней, он не является выводом. Очевидно, что кратчайший вывод 

необходимо тупиковый.

§2. СИСТЕМА КЛАССИЧЕСКОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

ВЫСКАЗЫВАНИЙ С

Аксиомами системы С являются формулы, задаваемые следующими схемами :

I ai А (а2 Л ... Л (orm_j Л am)...) -> a,-, т > 1, 1 < i < m,
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И 1. (Л а)((К-4-./J)((К-4/3))),

2. (Л' -4 -а) -4 (К -> (а -4/3)),

3. (X->3)->(/<■-► (а->/3))։

4. (X -4 а) -4 ((Я -4 0) -4 (К -4 а Л /3)),

5- чп(ал/3)),

6. (К 4-•/?) 4 (К 4-»(оЛ/3)),

7. (^^-а)->((Я^^)-4(К-4-.(аУ/3))),

8. (X->а)-ИХ-4QV/3),

9. (Х~>0) -+(K-+aV0),

10. (К ֊> а) -4 (Я -4 —а),

III 1. (£ Л К —> <р) -4 ((J л К —> у>) -4 (К -4 ^>)),

2. (7 -> у>) -4 ((7 -4 р) -» ^),

где

1) а, Д а», 1 < i < m некоторые формулы. ат £ TAUT и ат £ TAUT.

2) К я> 01 Л ... Л Зр, р > 1 для любых формул /3,, 1 < ։ < р. 0р £ TAUT. 

причем /Зр g TAUT.

3) для каждой подформулы вида К —> в аксиомах группы II. множество

К° является w — 1—определяющим.

4) в аксиомах 1. группы III 6 £ К. {<£} U К С и множество К не

является ^-определяющим.

5) в аксиомах 2. группы III формула <р не имеет вид -4 ун для некоторой 

^2 € TAUT,

G) в аксиомах 2. группы III, если все формулы М<р формулы р суть тавтоло­

гии. то 7 =։ ri. в противном случае 7 принадлежит М<р, £ TAUT и 7 £ TAUT. 
„ . Л А -4 В .Правилами вывода являются modus ponens : -----—----- (где А называется

малой, а А —► В большой посылкой), а также

А В , А В В А
AbB՝ AvB՝ AV B՝ А-+В А-+В

Ниже, если не оговорено иное, все выводы рассматриваются в системе С.

Теорема 1. Система С полна.

Доказательство : Пусть р е TAUT. М<р = {а։..... nm}. Если существует целое

i. 1 < i < тп такое, что о, TAUT, то “аксиоматическое моделирование" выво­

димости тавтологии методом Кальмара прилагается к ai,.... o։-i,a,+i,....am,a,
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по схеме, описанной в 5]. Если ai,om Е TAUT, то аналогичная схема прила­

гается к Qi, Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Для каждого р Е TAUT имеем Т^ < Ci2m/։ где m = |Л/<р|, 

I = a Ci -постоянная.

Доказательство : аналогично доказательству Теоремы 2 в (5).

Определение 6. Формула р называется правильной, если

a) р - минимальная тавтология.

Ь) для каждой аксиомы А системы С имеем р об -^(11)? а Для аксиом

1., 4.. 7. группы II. или для аксиомы 1. группы III имеет место р А(ш|,

с) р не имеет ни вида ни вида <piVy>j, где р\ € ТAUT или pt Е TAUT, 

или вида ^>i —> <р2, где 6 TAUT и^Е TAUT.

Очевидно, что для правильной тавтологии р по крайней мере одна из формул 

множества Мр не является тавтологией, также как отрицание этой формулы не 

является тавтологией.

Теорема 3. Для любой правильной тавтологии р имеем Т^ > Cj2r, где 

г = a Cj - некоторая постоянная.

Доказательство : следует из нижеследующих лемм.

Лемма 1. Каждая аксиома группы I может служить только малой 

посылкой modus ponens.

Доказательство : Из ограничения 1) следует, что aiA...Aam £ TAUT.

Лемма 2. Если формулы 0 < ii < к и

e -+ (Pj-i -> — ֊> ($₽i -4 Vo)-), 1 < j < *

выводятся по р Е TAUT, и — аксиома, то к < 2.

Доказательство : Предположим противное : к > 3. Формулы р{, 0 < t < к и ^}, 

1 S J выводятся по р Е TAUT, а^- аксиома. По Лемме 1 она не может быть 

аксиомой группы I. Она не может быть и аксиомой группы II или аксиомой 1. 

группы III потому, что по ограничению 2), рк-\ (фк-2 соответственно) не может 

быть конъюкпией. Она не может быть и аксиомой 2. группы III (что следует из 

ограничения 5)). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. В тупиковом выводе произвольной правильной формулы р, 

содержащей вывод 7 —> р и 7 —> р для некоторого 7 Е Мр, которая не 

является тавтологией и 7 TAUT.
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Доказательство : Рассмотрим всевозможные конповочные фрагменты вывода 

правильной формулы <р. Так как - правильна, то по ограничению Ь) она не 

может быть аксиомой, а должна быть выведена только по modus ponens из 

некоторых формул 01 и Vd (что следует из ограничения с)). Из ограниче­

ния Ь) формула 01 —► не может быть аксиомой, и не может быть выведена по 

правилу ---------

выводимости 01) и следовательно, должна быть выведена из некоторых выводи­

мых формул 02 и 02 —► (V*i <р) по modus ponens. Из Леммы 2 следует, что 

формула 02 —* (0i является аксиомой. Она не может быть

- аксиомой группы I (по Лемме 1),

- аксиомой группы II (по ограничениям 2) и Ь)),

- аксиомой 1 группа III (по ограничению Ь)).

Следовательно, 02 —* (V>i —> *?) должна быть аксиомой 2 группы III. Поэтому 

02 а 7 и у —► у>, для некоторого 7 6 М>р. где 7 £ TAUT и 7 £ ТAUT.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть формула К -> <р выведена в некотором тупиковом 

выводе правильной формулы <р. Если К — конъюкпия формул таких,

что К С но К° не является (^-определяющим, то необходимо
ММ 

вывести и д А К <р и д А К —> 9?, где 6 € М<р\К.

Доказательство : Рассмотрим всевозможные концовочные фрагменты подвы­

вода К —> <р. Так как <р является правильной формулой, то по ограничению

Ь), формула К —> не может быть аксиомой. К —► <р не может быть выведен по
(Л

правилу--------- ввиду тупиковости вывода) или по правилу
К —>

чения 2) следует, что К не является выводимой). Следовательно, К —> должен 

— (из огранз-

быть выведен из некоторых выводимых формул 01 и 01 -* (А՜ -> по modus 

ponens. Формула -> (К -> у>) не может быть

- аксиомой группы I (по Лемме 1),

- одной из аксиом 1., 4., 7. группы II (по ограничению 3)),

- одной из оставшихся аксиом группы II или аксиомой группы III (если Л 

является одной из упомянутых аксиом, то Я(Л(но>) ® “h но Л(К) » А).
К -> V

Формула 0! -4 (К -> <р) может быть выведена по правилу (ввадУ

тупиковости вывода), или по правилу (ввиду выводимости , ։;•

Следовательно, она должна быть выведена из некоторых выводимых формул г?
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v2 -> (-► (A' -+ ^>)) (2-1)

no modus ponens. По Лемме 2 формула (2.1) является аксиомой. Она не может 

быть аксиомой группы I или II (в силу рассуждений, аналогичных приведенным 

выше), или аксиомой 2 группы III (по ограничению 5)). Следовательно, формула 

(2.1) может быть только аксиомой 1 группы III. Поэтому =° А К —* <р, 

у. э 1 ЛК для некоторого J Е М<р \ К. Лемма 4 доказана.

Следствие 1. Пусть <р - правильная формула и кМ<р = {т,։,.... х,-г}. Тогда

для любого с 6 Ег по крайней мере формулы 

А ... А х'/ ֊> р, <7 = (ff!,...,(Tr) е ЕТ.

должны быть выведены в кратчайшем выводе формулы <р.

Доказательство : следует из Леммы 4 и ограничений 3) и 4).

Отметим, что если р представима в виде <р =э ♦ ••• * <pt, где <р, Е TAUT и 
(г \

53 2m,l<p ). Эта опенка может
•=1 /

быть существенно лучше известных верхних оценок.

53. ИЕРАРХИЯ ФОРМУЛ по сложности ВЫВОДОВ

В СИСТЕМЕ С

Результаты Теорем 2 и 3 позволяют указать на некоторую иерархию по слож­

ности выводов формул в С. Обозначим через Ф„ классы последовательностей 

€ TAUT таких, что log2/^ = О(п) и О(пр) < log27S < O(np+1).

Теорема 4. Для любого р, 1 < р < [nlogn2] и достаточно больших п, 

классы фг не пусты.

Доказательство : Рассмотрим формулы (1.1) Примера 4. Имеем |М<рП։т| < пт,

= т и 1<рп.тп = 2п(т(п - 1) + т ֊ 1) + 2" - 1 = 2”тп - 1,

с22т<75 < Cl2nrn2nmn = Ci2n(m+i]mn,

где ci. с2 - постоянные. Для тп = пр получаем

logj ^n,n» = О (log2(np2"n)) = O(n + (р + 1) log, n) = O(n),

log27^wM < 0 (log2(nF2n,n'+1,n)) = O(np+1 + n + (p 4- l)log2n) = O(np՜1՜1),

lo8։^. „ > О (log, 2"’) = O(n’),

Следовательно, <pn,nr E Ф„- Теорема 4 доказана.
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И- РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ СИСТЕМ ФРЕГЕ

Обозначим через С' систему, получающуюся из С снятием ограничения 5). Пусть 

Т ~ система Фреге с логическими символами V, Л, —♦> и -ч.

Теорема 5. а) Если для тавтологии <р имеем Т.£ < п, то < езп, где сз 

— константа.

Ь) Если 7^ < п, то Т? < с4п, где с4 - константа, зависящая только 

от мощности множества М<р.

Доказательство : а) следует из существования константы, ограниченной мощ­

ностью множества Мл для любой аксиомы Фреге А. Доказательство пункта Ь) 

очевидно.
,10

Следствие 2. С точностью до линейного слагаемого, верхние оценки 

числа шагов выводов в системе С выполняются для любой системы 

Фреге с теми же логическими символами.

Автор выражает благодарность участникам семинара под руководством И. Д. 

Заславского за ряд полезных советов.

ABSTRACT. Basing on Kalmar’s prrof of the deductibility of tautologies 
inside classical propositional logic, we construct a complete axiom system 
C with properties : 1) every tautology can be deduced inside C in less than 
C12m/ steps, where m = is the characteristic set of subformulas
of ip, I is the length of p and Cj is a constant; 2) there exists a class of 
tautologies, such that the number of deduction steps in C is at least cj?՞*, 
where Cj is a constant.
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ КОРРЕКТНЫХ ПО ПЕТРОВСКОМУ УРАВНЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
Р. Л. Шахбагян, Л. Г. Тоноян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 34, № 5, 1999
В статье исследуется задача управления системой, описываемой урав­нениями четвертого порядка с коэффициентами, зависящими как от пространственных, так и временной переменных. Для некоторого класса уравнений, корректных по Петровскому, доказано существо­вание точного управления, принадлежащего пространству £3.

0’ . В работе продолжаются исследования, начатые в 1], [2], посвященные прлеме управления системами, описываемыми различными классами уравнений в частных производных высокого порядка, корректных по Петровскому с коэффи­циентами. зависящими лишь от пространственных переменных.Рассмотрим теперь задачу управления для некоторого класса уравнений четвер­того порядка с коэффициентами, зависящими также от временной переменной.1’. Пусть П - ограниченная область пространства 1ЯП с достаточно гладкойграницей Г = д£1, и пусть С]т = П х (О.Т), 0 < Т < ос - открытый цилиндр,лежащий в прямом произведении К՞ х 1И4՜, где = {/ Е > 0} иЕ = Г х (0,Т). В цилиндре (?т рассмотрим уравнение видаи« + + £ и = О, (1-1)где
п£и=- ^2 + (&(*.<)«)« + с(х,0и,

М = 1
(1-2)

ит = ди/дх. Л2 - п мерный полигармонический оператор.Для формулировки краевой задачи мы используем следующие обозначения. Длялюбой точки х° = (х?,..., х°) £ 1ИЛ и х = (хъ .... хп) € ПГ положимт(х) = х — х°, тк(х) = х* - х£, к = 1, и. (1.3)



Задача управления для корректных... 45Пусть ։/ — |/п) - единичная внешняя нормаль к поверхности Г, =соз(р, г*). Положим
Г(*°) = {х е г. ЛV гпк 1/к > 0} иАг = 1 Г.(т°) = Г\Г(т°). (1.4)

Для уравнения (1.1) рассмотрим следующую краевую задачу :
и(0) = и0, и<(0) = и1 на П (1.5)

. п ди (V, на Г(х°) х (0, Т) иг = о, — = < « {161[0, на Г.(х°) х (0, Т), 'где функция V - управление.Точным управлением для смешанной задачи (1.1), (1.5), (1.6) является функцияУ(х,£) такая, что при некотором 0 < Т < ос решение и — и(г,4;У) и ее производная гх«(хЛ; V) обращаются в нуль при 4 = Т, т.е.
и(х,Т,У) = цг(х.Т,У) = 0. (1-7)2 . Точное управление можно найти одновременным рассмотрением основной и дуальной задач. Таким образом, рассмотрим следующие две задачи :

и)ц 4- Д"и> 4- Ь ш = 0, (2.1)

и соответственно
гс»(О) = и»°, ыДО) = ш1,

4֊ Д2я 4- £’ г = О,
(22)(2.3)
(2.4)я(Т) = я։(Т) = 0,

где
( Дю, на Г(г°) х (0,Т) (0, на Г.(х°) х(0,Т),Л£ х = — (а,у (т, <) — 5(ж, <) 4- с(х, <) я.м=1

|2.5)(26)
(2-7)

Предложение 2.1. Пусть функции ш(х,4) и я(хЛ) - решения задач(2.1) — (2-3) и (2.4) — (2.6), соответственно. Тогда справедливосоотношениеу[(/(О)-а(0)6(г,0))и^о֊я(0)и>х]^= у (2.8)
П Г(г°)х(0.Т)



46 Р. Л. Шахбагян. Л. Г. ТоноянДоказательство : Умножив тождество (2.1) на х(х,(), а (2.4) на ад(х,<), состав­ляя симметрическую разность и интегрируя по С)т, получим(х ад,г — ад хп) </х <Й +

<?т

УУ (х ДI 2 3ад — ад Д2х) (1х сП 
«т

I Гг{хЛ) (bw)t г-Ьw г։(хЛ)]дх(П = - j х(х, 0) Ь(х. 0) и)0Лх. <2т пЗаметим, что из (2.9) — (2-13) следует (2-8). Доказательство завершено.3 . Определим операторЛ{гх՛ ад1} = {х((х, 0) - х(х, 0) 6(х, 0), -х(х, 0)}, (3.1)действующий на множестве начальных данных {ад0, ад1} задачи (2.1) — (2-3). В (3.1), х(®Л) - решение задачи (2.4) — (2.6).Как установлено в 2], из обратимости оператора Л следует существование решения основной задачи (1.1), (1.5) — (1.7). Обозначим через < •,• > скалярное произведение в £2(О) х £։(П). В силу (3.1) и Предложения 2.1 имеем< Л(ад°, ад1}, {ад°, ад1} >= J |△ад|2dГdt.
Г(г°)х(0,Т)Для обратимости оператора Л покажем, что (/Г(г0|х (0։Т) |Аад|2 ЛГ Ж)1/2 опреде­ляет норму на множестве начальных данных задачи (2.1)-(2.3).

УУ (ад £’х-г Ьм) Лх </«. (2.9)
<?тПреобразуем обе части последнего соотношения, используя (2.2) и (2.5)

г и)։։ — ад Х") <1т Л = у

П

и՛0 — х(0) ад1) с1х. (2.10)
Далее, аналогично [1] имеем

(2-Ц)
х (0,Т)пПреобразуем V х(аЯ](хЛ) шХ|),; Их Л = • 4 = 1 <?гсилл’ (2.2) и (2.5) получим

п֊ Е Л (Х|(«Е э ։ (Их (И/. В М=1
(2(а»7 (®, О — и(а^(х, 4) 2т,)х;] </х</< = 0. (212)

Рассмотрим наконец у/ г (Ь(х, <) м)г <1х (И = -/[ Ь и) 2'(Нх & + / хЬимНх
Qт <1т пучетом ;2.5) имеем О

(2-13)

(3.2)



Задача управления для корректных... 474 . Для формулировки условий, налагаемых на коэффициенты оператора Л, введем “интеграл энергии՜.Пусть ш(т,<) - решение задачи (2.1) — (2.3). Умножив тождество (2.1) проинтегрировав обе части по получим на иц и
2 (4.1)

Преобразуем в отдельности слагаемые. Очевидно
dxdt = - у 

Ят ПВ силу краевых условий (2.3) получим
(4.2)

О

(4.3)
Qт п оИмеем (и։)х, о.ч(г,«) ш,. dxdtы։ (а«/(х, I) Шх.Ь, dx dt

(4.4)

Наконец
ЭЪ и Л— и; ич (Iх аг —

<?т (4.5)

Ят

и՛2 Лт “г & 111

ш2 dx (4.6)
Подставляя (4.2) — (4.6) в (4.1). получим

т

п о

с гл и?г Л = ֊ у п ю3 dx
о

(4.7)



48 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. Тоноян“Интеграл энергии՜' определим следующим разом :п
и>; + |Ды|а + £ ач шх< + дЪ \ 

д։ + с) (Лх. (4.8)
Теперь в точности опишем класс рассматриваемых операторов.а) Коэффициенты ам(х,1) оператора Ь принадлежат пространству С2(($т),матрица ||а»»-||Г>=1 ~ симметрическая и «г£ >0. £ > 0.

•\д = 1 »*7 = 1

для любых £ е ВЕС1, (х,<) € С)т-

(49)
Ь) Функции Ь(х, £) и с(х,1) удовлетворяют неравенствам

д 5х* (6, + с) + (п/2 ֊ 1) Ь։ < 0, Ь'(х,1) + с(хЛ) > О, (4.Ю)

П

(М®-<) + с(хЛ))։ > 0. 6(хЛ)<0 для любого (х. £)€^т.с) Существует постоянная С > 0 такая, что для любого I € [О, Т]Е(0) < Е(1) < С£(0). (4.11)5 . Введем функциональные пространства, в которых мы будем исследовать задачу' точного управления. Обозначим через Я2 (Л) пространство Соболева снормой |Я°и|2</х 1/2 (5.1)
Подпространство Я ՛ (О) пространства Я2(П) является замыканием в норме (5.1)множества финитных бесконечно дифференцируемых в П понадобится норма, эквивалентная (5.1) : функ й. Нам также

Введем, наконец, пространство
с нормой Г =Я2(П) х £2(П)

(5.2)
(5.3)
(5-4)где || • ||о - норма пространства £2(П).
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6 . Сформируем основной результат этой статьи.
Теорема 6.1. Пусть оператор £ удовлетворяет условиям а) — с) и Т > О достаточно велико. Тогда при любых начальных данных {и0, и1} £ Г существует точное управление V € £2(Г(х°) х (0,Т)), приводящая систему (1.1), (1.5), (1.6) с начальными данными и0, и։ в состояние покоя за время Т.Доказательство опирается на ряд вспомогательных утверждений.
Лемма 6.1. Пусть выполнены условия а) и с), и пусть ы(х,С) - решение задачи (2.1)—(2.3) с начальными данными {и0, и1} € К. Тогда сущест­вует постоянная с > 0, не зависящая от Т такая, что

(6.1)
Доказательство : Пусть функции € С։(П) удовлетворяют условиям

Ы®)1г = »<Ь ^ = 1, п. 56.2)
Умножим тождество (2-1) на /ц просуммируем обе части по к ~ 1.2,...,*։ ипроинтегрируем по цилиндру (}т. Получим
52 УУ ин и 52 // УУ £ ш Их = 0.

(6.3)Интегралы в (б.З) преобразуем по отдельности также как и в [1]. Имеемл Лх<и = Х+1-^Ц
дтк

(6-41
где

*=>п оДалее (ср. [1])
12 = V г» Кк = УУ Д(Лк

(6.5)

(6.6)



50 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. ТоноянРассмотрим теперь= Ё // △(ЛкшЖь) Ди;а®Л= ֊Ё У/ Ак(х)^-(Ди>)2(1т <И+

* = 1 >1 + 141 = 2

=4 ££1 Дш|։ * л+1 '99 
2 >

откуда следует, чтоЛ = 4'֊ ֊Ё // |֊^|А«»|2</х<Й- ֊ У |Ди;|2(/Е. *=» <?т £ (6-7)
Преобразуем

(а0-(хЛ) ^х.)г? dxdt =

(hts(x)wxJXյ ач(хЛ) ш9, dx dt

ач(хЛ) dx dt+
(6.8)

дКк 
дxյ

ач (х, <) шХ։ и>Х} dx dt = Г3 + Г3.

Рассмотрим, наконец= у? УУ кк(т)1лХ1' ((бил)« + cw)dxdt = У2 УУ Кк(х) илТь Ь(х. t)wtdx dt+2тУУ Ак(х)и>,ь (Ь։ + с) и; dx dt = 99

(6.9)Подставляя '6.4), (6.7)-(6.9) в (б.З), получим
1 £ // ("? - 1д“1’) * л ֊ 5 /1 ДшР + 1'3 + ^ + 1‘4к = Х «7 (6.10)Докажем теперь неравенство (6.1). В силу (4.7) — (4.10) имеем

Й//Й (6.П)
О



Задача управления для корректных... 51(здесь и ниже с,, г = 1,2,... суть постоянные). Далее
к-1 |о|4М1ж2

*=Цв|<1

п

Интегралы 1'г г оцениваются аналогично :

(6-12)

1А1 < свТЕ(0), |7£'|<с>Т£(0). (6.13)
Опеним, наконец, и
141 = X.

п
(6.14)

От

141= £ [/ А*(х)(Ь.+с)

|‘=1 <?т

п
Ш (£г (Д < С13 (6.15)

Оценка для X получена в [1] :
|Х|<с։։Я(0). (6.16)

Используя 6.10) — (6.16) приходим к окончательной оценке / |Дш ’ сП1 < с,т (1 + 
Т) • .Е(О). Лемма доказана.Следствие в.2. Пусть - решение задачи (2.1) — (2.3). Тогда имеет место опенка Е(0) < е||(Ш°. (6.17)
где с > 0 ~ постоянная.



52 Р. Л. Шахбагяп. Л. Г. ТономнДоказательство : Из (4.8), с учетом (4.10), (4.11), имеемF(0 < С Е(0) < е, /(w? + |Дw|’ + w’ + £ |w„ |’) dz < n *•»<с։ A|wT+ £ |O»w’|։)<fe < c։||{w°, w*}||J, n I°I=’и оценка (6.17) доказана.Лемма 6 2. При выполнении условий а) — <1), существуют постоянные с > 0 и То > 0 такие, что для решения ю(т,1) задачи (2.1) — (2-3) имеем оценку
I {△шрсГГЛ > с(Т - То) К(0). (6.18)Г(ж°)х(О,Т)Доказательство : Пусть ш(г.1) - решение задачи (2.1)-(2.3). Умножая обе части тождества (2.1) на пц ц/Т1|. суммируя по к = 1,2.......п и интегрируя пополучим

0
L w wJk dx dt —

Wtt dx dt + △ 2w tuj wIt di dt + (6-19)
+ J1 + J3.

Как показано в [1],
<?т

w2 dx dt. (6.20)
где

mk(x) wt wTfc dx (6.21)
Далее (см. (1))

mk wt„ dxdt = (1 - i) // \^w\2dxdt-
Qt(△wpdE. (6.22)

Подставляя (6.20) и (6.22) в (6.19), получим
Qr

w2 dx dt-h (2 — ff

Qt

[△w|2 dx dt — ֊ | A tp2 <YE 4-J3 = 0.

(6.23)



Задача управления для корректных... 53Наконец
ш,, Ьих1х(11 = (о,,(хЛ) и/ж,)ж, (1х<11+

<?т

52 УУ тк(ж) ((Бад), 4֊сад)</т Л = (6 24)
Имеем л

и>г <1х <11 —

<1т Л— (6.25)
л

шЖ։ шЯу (1т <11 —
дъ, Эх*Как следует из (2.3), на поверхности Е интегралы обращаются в нуль. Из 2.3)следует, что

Преобразуем
II

к=1 <?т

тк(х)^а,,(хЛ)н’Ж1 шж,с/Е = 0.
шо (Ьг + с) ш^х Ж =

= е// 6(1'4) иц <1х (И — ш2 (1т <11— (6.26)
(Ь< 4- с) ад2 <1х <11.

Подставляя в (6.23) выражения для У) и /}', получим

пц и>я к и>։ <1х <11 —|Д1р|2 (ГЕ 4֊ ЕII г>

* <?т (6.27)
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</х (И. (6.28)

Покажем, что ш (1т (6.29)
оС этой целью умножим тождество (2.1) на и>(х.1) и проинтегрируем его по (]т.

(6.30)
Нетрудно убедиться, что

[Ь и'|։ wdxdt +

и> и»г Их и? и> (1х (ИЛ- (6.31)с(хЛ) и>2 dx dt = 0.
<?т

Далее \ Ьwwtdxdt — 
Ят(6.31), получим

IV2 dx ։ иГ dx сП. Подставляя в
л о

и) (1х иГ Лх dt —2

откуда следует (6.29).Перейдем к доказательству оценки (6.18). В силу (4.9) и условия а) пункта 4 ,имеем (6.32)
с некого й постоянной С1 > 0. Также имеем 

Ь{хЛ) тпк(х) и)( dx dt < со (н>(2-Ь |\7ш|2) </х Л < сз
Ят (6.33)где V - градиент функции и по х.



Задача управления для корректных... 55Учитывая 6.32), (6.33), (4.9) и условия а) и Ь) пункта 4’, из (6.27) получимо л р \неравенство X + с, /J E(t) dl + У - £ /( V mm ) |Дш|։ </Е < 0. где w £ J \ /
£ 'k=1 'полагаем с* = сх — с3 > 0.Следовательно, с учетом (1.4) получим

с4Т£(0)-֊ у I ^rnk^k ) |Aw|2dTdt < -X ֊ ^Ц֊՜ У. (6.34)
Г(гО)х(О,Т) 'k=1 'В силу условий (2.3) и (4.11), из (6.21) имеем |Е\ = 1 /я771**2) wt шХь dz|с։ Tn (wt + lVwl2) ax - Сб Kn (wt + (△“’I2) < C7 < c8 £(0)- Следователь­но < 2ceE(0) = c9E(0). (6.35)

Ci2 E(0) 2 в силу (6 29) имеем w dx < c10 Jn (w; + |w|2) dx < cn£(t) <
|У|<с13Е(0). (6.36)

Возвращаясь к неравенству (6.34) и используя (6.35) и (6.36), находим
Г(ге)х(0,Т)

Леммы 6.2 завершено.
Лsup гпк &к > 0- Доказательство

Лемма 6.3. Пусть оператор L удовлетворяет условиям а) и Ь) пункта 4°. Тогда справедлива двусторонняя оценка
с,_ ||{w»,w*}||^ <£(»)< с, ||{»°.W>}^.

где w° GH2(Q), w1 € 1з(^) - начальные данные задачи (2.1) — (2-3).Доказательство : Используя (4.9) и (4.10), получим 
с некоторой постоянной с > 0. Оценка сверху доказывается аналогично. Лемма доказана.Из Лемм 4.1 — 4.3 получаем следующий результат.



56 Р. Л. Шахбагян, Л. Г. ТоноянТеорем» 6.4. Пусть выполнены условия а) — с) и Т > 0 достаточно велико. Тогда интеграл
v/a

|Aw|’dT<ft
/задает норму на множестве начальных данных гг>°(х) и ш^г) задачи (2.1) — (2.3), эквивалентную норме пространства Соболева на прямом произведении Р =№(□) х Дз(П).Доказательство аналогично доказательству Теоремы 4.3 в [1].Теорема 6.5. Пусть выполнены условия Теоремы 6.4, и пусть Т > О достаточно велико. Тогда оператор Л, определяемый выражением (3.1) осуществляет изоморфизм между пространствами Р и К' = Я-3(П) XО£>(П), где Я~2(П) - пространство, сопряженное к Я2(П).Доказательство повторяет схему, проведенную в Теореме 4.4 работы [1], и поэ­тому мы его опускаем.7 . Теперь приведем доказательство Теоремы 6.1.Доказательство : По начальным данным {ш°, и>х] £ Р определяется единствен­ное решение ги(г.<) задачи (2.1) — (2.3). Из Теоремы 6.4 следует существование граничных значений С £з(Е). Подставляя их в (2.6) и решая задачу (2.4) — (2.6) находим г(х.<). Теперь нетрудно убедиться в том. что функция и = г(т,<) является решением задачи (1.1), (1.5) — (1-7). Теорема доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the control problem for systems de­scribed by partial differential equations of the fourth order with coeffi­cients depending both on space and time variables. For a class of equa­tions that are correct in Petrowsky sense the existence of exact control belonging to the space Lz is proved.ЛИТЕРАТУРА1. Р. Л. Шахбагян. М. Эль-Санди, “Задача управления для эволюционных уравнений высокого порядка”, Изв. НАН Армении, Математика, том 29. № 2, стр. 57 - 75, 1994.2. Р. Л. Шахбагян, "‘Задача управления для уравнений, корректных по Петровскому”. Изв. НАН Армении. Математика, том 32, № 5, стр. 45 - 61, 1997.19 июля 1999 Ереванский государственный университет E-mail : rshahba&ysu.am



КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ВНУТРЕННИЕ АВТОМОРФИЗМЫ ИНВАРИАНТНЫХ ОТНОСИ­
ТЕЛЬНО ПЕРЕНОСОВ АЛГЕБР НА КОМПАКТНЫХ ГРУППАХ

С. А. Григорян, Т. Н. Панкратева, Т. В. Тонев

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, № 5, 1909

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Алгебра С((7) непрерывных функций на связанной компактной абелевой группе 

С является коммутативной банаховой алгеброй относительно равномерной нор­

мы на С (т.е ||/|| = зирс |/($)|).

Подалгебра А С С((?) разделяет точки группы С. если для каждой пары д Л, д. 

К Е С существует функция / Е А такая, что /(<?) /(Л). Будем говорить, что ал­

гебра А С С((7) равномерна на С. если А содержит постоянные, разделяющие 
А 

точки группы С и замкнута относительно равномерной нормы на С. Пусть 5 С С 

- подполугруппа дуальной группы С = {у € С(С) : х € Нот(С.Т), |х| = 1). 

содержащая нейтральный элемент хо = 1- Конечные линейные комбинации ха­

рактеров х € 5 называются 5-многочленами (или обобщенными тригономет­

рическими многочленами или обобщенными многочленами) на группе (7. Рас­

смотрим замкнутую подалгебру А$ алгебры С((7), которая порождена алгебра­

ической полугруппой 5. Функции из А$ называются 5-аналитическими на (7 

(или обобщенными аналитическими функциями). Они являются равномерными 

пределами 5-многочленов на С. Каждая алгебра 5-аналитических функции ин­

вариантна относительно сдвигов элементов группы С.

Напомним, что равномерная алгебра А на группе С С-инвариантна (инвари­

антна относительно сдвигов), если для заданных функций / Е А и д Е С, 

функция /д(А) = /(<7 А) принадлежит алгебре А. Каждая С инвариантная рав­
номерная алгебра на С порождается единственным образом определяемой подпо-
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лугрушюй 5 С С (см. ■ !]). Элементы группы С будем обозначать через д՝ к,..., 

элементы дуальной группы С через а, Ь, .... а если нужно подчеркнуть, что они 

являются функциями, то через \а, Хъ----- Мы будем использовать мультиплика- 
__ • __  ։ I • ___ ' I

тизные обозначения для групповой операции в б и аддитивные обозначения для 

групповой операции в С. Предположим, что
Л

(а) 5 — (—5) = С, т.е., что 5 порождает группу С, и

(Ь) 5 П (—5) = {0}, т.е. 5 не содержит нетривиальных подгрупп.

Отметим, что если имеет место (а), то 5 разделяет точки группы б; если имеет 

место (Ь), то алгебра А$ антисимметрична. Пусть ГО = («ес: |։| < 1} - 

открытый единичный круг, а Т = {я 6 С : |г| = 1} - единичная окружность 

в комплексной плоскости С. Дисковая алгебра А(ГО) является классическим 

примером инвариантной относительно сдвигов алгебры типа А$. Ее можно 

рассматривать как алгебру 22+- аналитических функций на б = Т, где

= Ж С 0, оо). Здесь С = Т = 2. Пусть <т - нормированная мера Хаара на С.

Каждой функции / 6 (1(т) соответствует формальный ряд Фурье, т.е.

/г Ес.(/)х., 
Лл £ С

где С«(/) = /с /хв суть коэффициенты Фурье функции /. Множество вр(/) 

всех а ֊ б. для которых со(/) 0, называется спектром функции /. Всякую

Функцию / € С(б) можно аппроксимировать равномерно на б обобщенными 

многочленами Ха} с а} € зр(/). Пусть 5 - подполугруппа группы б и

пусть А4$ ~ максимальное идеальное пространство, инвариантное относительно 
Л

сдвигов алгебры А$. Преобразования Гельфанда / элементов / € А$ являются 

непрерывными функциями на Л4$, а А$ = {/ : / £ А$} есть равномерная 

алгебра непрерывных функций на Л/$.

В настоящей статье изучаются автоморфизмы инвариантных относительно сдви­

гов алгебр А$. Напомним, что автоморфизмы дисковой алгебры А(Т) являются 
преобразованиями Мебиуса

|С| = 1.

ли начало координат 0 является фиксированной точкой преобразования Меби­

уса то = С:, |С| = 1. В работе г1] было доказано, что любой автоморфизм 

? большой Сг-дисковой алгебры 3 и (—5) = С является внутренним, т.е.
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существует т € Яот(5, 5) и д0 6 С такие, что <^(х) = Х<9о) г(х) Для каждого 

X € 5. Инвариантная относительно сдвигов алгебра на С характеризуется тем, 
что все ес автоморфизмы - внутренние.

§2 . ИДЕМПОТЕНТНЫЕ ГОМОМОРФИЗМЫ

Пусть Нот{3. Ю) - множество всех непрерывных гомоморфизмов <р полугруппы 

3 в замкнутый единичный диск ГО в комплексной плоскости, т.е. <р(а + 6) = 

<^(а) у>(6), < 1 для любых а, Ь Е 5. В работе [1] показано, что максимальное

идеальное пространство алгебры 4$ гомеоморфно множеству Нотп($. ГО), а 

граница Шилова дА$ гомеоморфна группе С. Соответствующий гомеоморфизм 

определяется так : для заданного т 6 Л4$, ассоциированный гомоморфизм 

рт • *“* ® определяется по формуле у>т(а) = т(Ха)- Действительно.

+ М = т.е. <рт е Нотп(3. ГО). В этой

статье мы будем всегда отождествлять с Яот($, ГО).

Каждый гомоморфизм р & Нот(3. ГО) допускает полярное разложение = 

|у?| • д относительно |«>| Е Нот(3. (0,1]) и д € Яотп(5,Т). Здесь |^|(а) = 

|ур(а) и д(Ха) — Хв(<?)- В общем случае, полярное разложение не единственно. 

Однако, если 0 на 5, то оно единственно, так как имеет место следующее 

утверждение.

Предложение 1. Полярное разложение <р = |у>| • д определяется единст­

венным образом тогда и только тогда, когда (<?(Ха)| > 0 Для каждого 

а € 5՛

Доказательство : Пусть <р — |у?| • дх — |у>| • дз- Если > 11 ДЛ® каждого

а е 5, то х<.(91) = 91(Хо) = 9з(хв) = Х-(!72) Д™ каждого *а € (7. Следовательно.
д1 = д2. Предположим, что <р(х») — О для некоторого а € 5 и пусть — !^1 9.

где д(а) = Хв(д), а € 5. Так как 5 порождает (7. то можно единственным 
образом продолжить д до характера д на (7- Рассмотрим полугруппу 3? —

{а € 5 : ¥?(<*) 0}- Ясно, что д определяется единственным образом на 5^,

по д(а) - ^(а)/|р(а)|, а 6 3*. Обозначим через С С полугруппу 3^ + (-5^), 

порожденную полугруппой 3^. Так как а £ (7^, то # С. Продолжение д\ 
любого дх Е Яот(5, ГО1 с = М91 совпадает с д на (7^, т.е. 9x9՜1 = 1 

на С^>. Множество всех характеров А на С с К = 1 на является группой, 

изоморфной фактор группе б/С^ и поэтому содержит больше одного элемента. 
Следовательно, у? допускает полярное представление = |^| д с более чем одним 
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д. Доказательство завершено.

Множество Нот(3, ПЭ) является полугруппой относительно поточечной опе­

рации (¥> • ^)(а) = у>(а)^(а)- Следовательно, максимальное идеальное про­

странство Л<$ является полугруппой относительно операции, унаследованной из 

Нот(3. ГО). Отметим, что полугруппа Нотп(3, ПЭ) имеет нулевой элемент.

Элемент I Е Нот(3, ПЭ) является идемпотентным гомоморфизмом подпо­

лугруппы 5. если I2 = 4. Обозначим через 1$ множество всех идемпотентов в 

Нот(3. ПЭ), которые не равны нулю тождественно на 3. Отсюда следует, что 1$ 

является подполугруппой полугруппы Нот(3, ПЭ) = Л4$. Ясно, что идемпотент­

ный гомоморфизм может принимать только значения 0 или 1. Обозначим через 

нулевое множество {а Е 3 : 1(а) = 0}, а через Е(с) - опорное множество 

{а Е 5 : с(а) = 1} элемента с Е !$■ Нетрудно доказывается нижеследующая 

лемма.

Лемма 1. (i) E(i) - полугруппа в S,

(ii) Z(i) - полугрупповой идеал в S, (iii) Z(c) U E(i) = S.

Введем на множестве Is идемпотентных гомоморфизмов подполугруппы 3 сле­

дующий частичный порядок : -< i2 тогда и только тогда, когда ц = су.

Эквивалентно, tj ч тогда и только тогда, когда D Zu,?). На 3 имеются 

два тривиальных идемпотентных гомоморфизма : единичный £ = 1. и определен­
ный по формуле

for а = 0
для а Е S \ {0}.

Ясно, эти два идемпотентных гомоморфизма £ и ш на 3 суть минимальные и 

максимальные элементы Is соответственно.

Определение 1. Пусть 5 - подполугруппа в С. Сильная ЕЧ֊оболочка [5], 
подполугруппы 3 есть множество

[5% — (° Е С : существует п, Е такое, что Пд а Е 5].

5 называется строго ГЧ-совершенной, если [5], — 3.

Легко проверить, что [5], является полугруппой в С. Имеем 5 С [5],, и следова­
тельно, А$ С ^[5], •

Лемма 2. Каждый идемпотентный гомоморфизм подполугруппы 3 

может быть единственным образом продолжен до идемпотентного 
гомоморфизма сильной ЕЧ- оболочки [5%.
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Доказательство : Для заданного с Е 1$, определим 7 по формуле

для а Е (£(*)], 
для а Е (£(<•)],•

Предложение 2. Для каждого

имеется представляющая мера,
идемпотентного гомоморфизма I € Т$ 

концентрированная на фактор-группе
абелевой группы б.

Доказательство : Пусть б, - подгруппа группы б, порожденная полугруппой

Е(С). Рассмотрим фактор группу б, = б/б, и определим полугруппу 5 = {Л Е
** __

б, : существует /11 Е /1 такой, что Е $}. Идемпотента 1 € Нот(5 Ю)
по ждает гомоморфизм 7 Е Нотп(5. ГО) следующим образом : 7(Л) = 1(71) для

каждого х € 5, где 71 может быть любым элементом в X- Ясно, что 7 является 

минимальным идемпотентным гомоморфизмом ш на 5, т.е.

Цх + с
1 
о

для х = О
для каждого х € 5.

Алгебра А- инвариантна относительно переносов на Н, = б/ Г\е$ Кег(х), где 

X € 5 и Кег(х) = {$ € б : х(д) = 1}- Имеем х(7) = 1 для х = 1 ■ х(7) = О 
для х 1. Следовательно, /(7) = / (1а,, где / Е С(Н,) и (1а, ֊ нормированная 

мера Хаара на группе Н,.

§3. ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ

Пусть П = {х : 1т г > 0) - открытая верхняя полуплоскость. Обозначим через 

А(П) алгебру всех непрерывных функций на П = {г : 1ш г > 0}, ограниченных 

и аналитических в П, и почти периодических на каждой горизонтальной прямой 

в П.

Определение 2. Алгебра В является почти периодической на б, если су 

шествует гомоморфный гомеоморфизм ] : R —> б, область изменения которого 

плотна в б и такой, что / о ] Е А(П) для каждой функции / ЕВ.

Предложение 3. б—инвариантная алгебра В С С(б) является почти 

периодической тогда и только тогда, когда она является подалгеброй 

большой б-дисковой алгебры Ас на б.

Пример 1. Бидисковая алгебра А(Г") на тореТ' является почти периодической.

так как она является подалгеброй большой дисковой алгебры Аа.

Отметим, что каждая почти периодическая алгебра на б изометрически изо­

морфна алгебре типа А$ для некоторой подполугруппы 5 С б С R. содержащей
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Л

нулевой элемент группы С. Алгебра А$ - почти периодическая на 0 тогда и
Л _

только тогда, когда имеется взаимно однозначное отображение ։ группы С в 1Я 

такое, что ц5) С 1R-+-

Теорема. Пусть Аз - почти периодическая алгебра на С. Если не 

существует нетривиального идемпотентного гомоморфизма на 5, то 

или 3 — Жд. или каждый автоморфизм алгебры Аз ~ внутренний.

Доказательство : Пусть т € Я(х) С М$. Пусть и - минимальный идемпо­

тентный гомоморфизм на 5, т.е. ы(0) = 1 и ы(а) = 0 для а € 3 \ {0}. Отметим, 

что т 5 € Яотп(5. Ю) и множество 2(тп|з) = {х« € 3 : тп(ха) = 0} является по- 

лугрупповым идеалом в 5. Определим функцию 7 на 3 по формуле 7(0) = 0 для 

Ха € #(яз 5), и 7(0) = 1 для Ха € 3 \ 7(пг|з). Так как 7 - идемпотентный гомо­

морфизм на 5 и 7 ± г. то имеем 7 = ш и. следовательно, 2Г(т|з) = £(7) = 3\ {0}. 

Отсюда следует, что тп(Ха) = Ха (<*>)• Поэтому т = ы и получаем 2(х) — 

Предположим, что 3 - Ж + . Гомоморфное вложение ] : 1Я —► С продолжается 

до вложения П в Л4з по формуле ;(г+ ։у) = е~9^(х) € Мз- Положим х € 3. Так 

как |х = 1 на С = дА$. то имеем |х о Д = 1 на ПГ. Далее, х(2) = х(Э'՜1 (*)) # 0 
аа П. так как * равна нулю только в точке 0. Согласно теореме Безиковича [2], 

х(я) = С е*г՜ на П с г > 0 и С € С. |С| = 1. Имеем С — 1, потому что х(е) = 1. 

Каждая / € Аз является ограниченной аналитической функцией на П, следова­

тельно. она может быть продолжена на П. Пусть - автоморфизм алгебры Аз. 

Покажем, что функция (у>(х)оУ)(х) также продолжается до функции типа Се**х 

эа П. Действительно, так как х равна нулю только в точке ш. то <р(х). Следова­

тельно. ограниченная аналитическая функция у>(х)(г) не имеет нулей в П. Кроме 

того, |\?>'х) о ^| = 1 на R. так как |х| = 1 на С = дАз. По теореме Безиковича 

2 , ¥>(х)(х) = Се’*1. где з > О, С € С. !С| = 1. Легко видеть, что отображение 
г : 5 —> 3. определенное по формуле з = т(г) является гомоморфизмом из 3 в 3.
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КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ПОДМНОГООБРАЗИЯ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ И
ПОЛУПАР АЛЛЕЛЬНЫМИ СТРУКТУРАМИ

В. А. Мирзоян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К» 5, 1999

Настоящая заметка завершает цикл работ автора [1-4], посвященных проблеме 
взаимосвязей между подмногообразиями с параллельными и полупараллельными 
структурами. Мы рассматриваем подмногообразия с полупараллельными кова­
риантными производными произвольного тензорного поля, определяемого фун­
даментальными формами а, (з > 2) с использованием тензорных операций.
Напомним основные определения и результаты из [1-4]. Пусть М - подмного­
образие пространства постоянной кривизны А/В(с) и пусть V и V1 означа­
ют риманову и нормальную связности на М. Пусть V = V® V1 - связность
Ван дер Вардена-Бортолотти. Для касательных к М векторных полей X и У 
оператор кривизны Я(Л. У) связности V определяется по формуле Я(Х, У) = 

, VI'] — Эти операторы действуют как дифференцирования тензорной 
алгебры на М. Тензорное поле К называется параллельным, если VxK = 0 для 
любого X. Тензорное поле К называется полупараллельным. если Я{Х. У ) К — О 
для любых X и У.
Параллельные и полу параллельные фундаментальные формы а, определяют­
ся по рекуррентной формуле + х = Va,. Подмногообразия с параллельны­
ми фундаментальными формами а, называются з-параллельными. а подмно­
гообразия с полупараллельными фундаментальными формами а, называются 
з-полупараллельными. Для з = 2 подмногообразия называются параллельными 
(или симметрия ними) л полупараллельными (или полусимметричными) соот­
ветственно (см. [5] — 8]).

Определение 1. Обшая точка х двух т-мерных подмногообразий М и М в
.Ип(с) называется точкой касания з-го (з > 2) порядка, если 
1) касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М) совпадают.
2) фундаментальные формы аг и аг, 
совпадают, т.е. ат(Х։,..., Хг) = аг(Х։,

г = 2, ...,з подмногообразий М и .И
•••• Хг) для любых векторов

Т,(М).
Если условие 2) выполняется при любом з > 2, то X называется точкой полного 
касания.
При з = 2 это определение эквивалентно классическому определению точки 
касания второго порядка (см. [5]).

Определение 2. т-мерное подмногообразие М в Л/„(с) называется огибающим 
з-го (з > 2) порядка некоторого семейства т-мерных подмногообразий {С}, 
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если в каждой точке х 6 М. подмногообразие М имеет касание 5-го порядка 
с некоторым подмногообразием из {С}, зависящим от х. Если в каждой точке 
х € М многообразие М имеет полное касание с каким-либо подмногообразием 
из {(?}, то М называется огибающим полного порядка семейства {С).
Известно (см. [9 — 11]), что стандартные погружения симметрических Я- 
пространств исчерпываются параллельными подмногообразиями. Следующая 
теорема дает характеризацию полупараллельных подмногообразий.

Теорема Лумисте, [5]. т-мерное подмногообразие М С Мп(с) полупа­
раллельно тогда и только тогда, когда оно является огибающим вто­
рого порядка семейства т-мерных параллельных подмногообразий. 
Следующие теоремы являются прямыми обобщениями теоремы Лумисте в на­
правлении усиления законов огибания.

Теорема 1 ([1]). В А/П(с) тп-мерное подмногообразие М класса С°° 
является огибающим 5-го (з > 2) порядка для семейства т-мерных 
з—параллельных подмногообразий {С?) тогда и только тогда, когда М 
имеет полупараллельные фундаментальные формы а,_1 и а, при з > 3 
и полупараллельную фундаментальную форму аз при з = 2.

Теорема 2 ([1])- Пусть т—мерное подмногообразие М класса С°° в Мп(с) 
имеет симметрические фундаментальные формы (з > 4). Тог­
да его фундаментальная форма а, будет симметричной в том и только 
в том случае, когда М является огибающим (в—2)-го порядка семейства 
т-мерных (з — 2)—параллельных подмногообразий, у каждого из кото­
рых все фундаментальные формы до (з — 2)-го порядка включительно 
также являются симметрическими.
Пусть Р(М) обозначает класс тензорных полей на подмногообразии М в Л/П(с), 
определяемых только второй фундаментальной формой и ее ковариантными 
производными произвольного порядка с использованием тензорных операций. В 
частности, классу Р(М) принадлежат тензоры кривизны R и связностей 
V и V соответственно, тензор Риччи Я\, вектор средней кривизны Я и их 
ковариантные_производные любого порядка.
Пусть М и М - два т-мерных подмногообразия в Мп(с). Обозначим через 
Т € Р(М) и Т € Г(М) соответствующие тензорные поля, т.е., такие тензорные 
поля, которые выражаются через вторые фундаментальные формы и аз
соответственно, и их ковариантные производные с помощью 
тензорных операций. Ковариантные производные х^՛-^ Х,Т 
Т на подмногообразии М будем обозначать через V Т (при

одних и тех же 
тензорного поля 
5 = 0 полагаем

Определение 3. Пусть т-мерные подмногообразия М и М в Мп(с) имеют 
общую точку х и пусть Т € Р(М} и Т Е Р(М). Точка х называется точкой 
Т (эквивалентно Т)֊касания 5-го (в > 0) порядка для М и АЛ если 
1) касательные пространства Тт(М) и ТХ(М) совпадают,
2) ковариантные производные V Т и совпадают в точке х при г = 0,1,я 
(для 5 = 0 мы говорим о точке “Т-касания”).
Очевидно, что каждая точка полного касания является точкой Т-касания 5-го 
порядка для любого 5 > 0.

Определение 4. т-мерное подмногообразие М в М„(с) называется Т-огибаю- 
шим \Т € Р(М)) 5-го (л > 0) порядка для некоторого семейства т-мерных 
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подмногообразий {<?}, если в каждой точке х € М подмногообразие М имеет 
Т-касание з-го порядка с некоторым подмногообразием из {С} (при з = 0 мы 
говорим о “Т-огибаюшем подмногообразии՞').
Подмногообразие М с параллельной ковариантной производной V ՛ Т называется

»гообразие М с полу параллельной ковариантнойV Т-параллельяым, а подмного ։ . ___ ________
производной V Т называется V Т-полупараллельным. При з — 0 мы говорим 
о Т-параллельном и Т-полупараллельном подмногообразии, соответственно.

Теорема 3 ([4]). Пусть т-мерное подмногообразие М С Мп(с) явля­
ется Я, и /’֊огибающим некоторого семейства {М} т֊мерного Т- 
параллельных подмногообразий, где Т Е Ж Л/) определяется через вто­
рую фундаментальную форму аз с использованием тензорных опера­
ций алгебраического характера. Тогда М является Т-полупараллель­
ным подмногообразием.

Теорема 4 ([4]). Пусть Т как и в Теореме 3. Каждое т-мерное Т- 
□олупараллельное подмногообразие М С Мп{с) класса С°° является 
огибающим з-го (з > 2) порядка для некоторого семейства {М} т— 
мерных Т-параллельных подмногообразий.
Следующие теоремы обобщают вышеприведенные результаты и распространяют 
их ковариантные производные V Т произвольного тензорного поля Т Е на 
подмногообразии М С Мп(с).

Теорема 5. Пусть тп— мерное подмногообразие М класса Сж в Мп{с] яв­
ляется R и /^-огибающим порядка г = 0 и Т-огибаюшим порядка з > О 
(Т Е Е(М)) для некоторого семейства т-мерных V Т-параллельных 
подмногообразий {М}. Тогда М является V Т- и V Т- полупарал- 
лельным при з > 1 и Т-полупараллельным при з = 0.

Теорема в. Пусть т-мерное подмногообразие М С ЛГп(с) класса С30 
является V *Т и \?’Т-полупараллельным, где з > 0 и Т Е Т(Л/). Тогда 
М является огибающим полного порядка для некоторого семейства Л
т-мерных V Т—параллельных подмногообразий {М}.

Теорема 7. Пусть М С Мп(с) является т—мерным подмногообрази­
ем класса Сж. Предположим, что на М ковариантные производные 
\7х։...^х,.Т (г = 2,...,з + 1,з > 2) тензорного поля Т € Т(М) симмет­
ричны относительно векторных полей Х1,...,ХГ, касательных к М. 
Тогда ковариантные производные ...^7х,+։Т симметричны относи­
тельно тогда и только тогда, когда М является Я, Ях
и V Т—огибающим для некоторого семейства {М} т-мерных V Т— 
параллельных подмногообразий, для которых ковариантные производ­
ные V- ...V- Т симметричны по произвольным аргументам ,ЛI А ,
Г՛ — 2, 8.
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КРА ТКИ Е СООБЩЕНИЯ

КОРРЕКТНОСТЬ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НА ПОЛУПРЯМОЙ

Р. 3. Мкртчян, Н. Е. Товмасян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X» 5, 1999

В настоящей статье рассматривается уравнение

А у = у(п) 4-а1(з)у(" м + ... + у = 0, (1)

а его коэффициенты удовлетворяют условиям

ак(х) €С(л)[0,+оо) х]Ьпо аИ1) = Ак < оо, к — 1, 2, ..., 73. (2)И

Задача заключается в нахождении числа краевых условий при х = 0. обеспечива­

ющих существование и единственность решения уравнения (1) в классе функций, 

ограниченных на полуоси [0,+оо) и принадлежащих пространству С,п,[0. 4-ос). 

Задача Коши для регулярной системы дифференциальных уравнений в полу­

плоскости сводится к задаче типа Коши для уравнений вида (1) в классе функ­

ций, ограниченных на полуоси х > 0. Для систем уравнений вида (1) с посто­

янными коэффициентами эта задача рассматривалась в [1]. Норма в С<п*[0, 4-ос)

определяется следующим образом :

п

8Пр 
(0, + оо)

Полагая

В у = у(п| 4֊ А1 у{п 11 4-... 4- Ап у

уравнение (1) можно записать в виде

В у = К у,
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где

К у = (В —А) у, Ау — Ву-Ку. О')

Обозначим через А1,...,АП корни характеристического уравнения дифференци­

ального оператора В. Предположим, что

ИеАх < ЯеАз < ... < ДеА| < 0 < КеА/^1 < ... < ЯеАп. I > 1. (4)

Для уравнения (1) зададим начальные условия у(*>>(0) = сцр ] = 1,2,...,/, где 

числа к} будут определены ниже.

Оператор К, определенный по (3')։ отображает пространство С,,1)(^4-оо) в 

пространство С[^. 4-ос). Выбирая число N достаточно большим и используя (2), 

норму оператора К можно сделать сколь угодно малой, т.е.

11-КуНс(.У.+оо| < £(^) .+«>)’ (5)

где e(^) -> 0 при .У —> 4-ос.

Рассмотрим теперь уравнение

Ву=/(г), 1/еС<п)^.+оо), /(г)€С[^4ос)

и запишем его в виде

У = /(։)•

Частное решение уравнения

~ А‘ » = /(*), х€[Я,4-оо), КеАк>0, к > / 4֊ 1, (б)

можно записать в виде (см. [2])

И)(®) = У е(х'г|А‘/(т)с/т = £к(/). (7)

Так как КеАк > 0 и х — т < 0, то имеем

+ эо 4-00
/ е<ж-г>КеА*|/(т)|</т< зир |/(т)| [ е^-г^х-(1т =

<1 (».+<») у
х х

= ётг 8ир - птг 8ПрК-е-^к (х,+оо) (0, + ао)
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Следовательно

зир |Ьк(/)| < 
(/*,+«) й^Н/Нс|«.+=о1.

Таким КСразом, оператор £*, определяемый по (7), ограничен. Общее решение
уравнения (6) можно записать в виде (см. [2])

!/(*) =!/о(г) + С^кХ = £*(/) + С еА‘х.

Для того, чтобы это решение было ограниченным необходимо и достаточно, 

чтобы С = 0. Следовательно, уравнение (б) имеет только одно ограниченное 

решение вида у —

Рассмотрим теперь уравнение (б) в предположении, что Яе Л* < 0, к = 1,2,...,/.

Обшим решением уравнения (б) в этом случае является

у = IеЛ*<*-г> /(т)<(г + СеЛ‘' = МИ/(։))+С«Л‘', 

О
(8)

где

М»(/) = у «*•<*-'>/(г)<1г, * = 1,2..... 1. (8-)
О

Имеем следующую оценку :

вир |М*(/)| < 
(Л',+«) .

■р—г ; зцр |/(т)| = 
|ле А*| ру.+оо) |Яе Ак|

Полагая

при х € (М +оо) уравнение (3) можно записать в виде

АУ
-------ХпУ = Ку, хЕ[Ы. +оо). 
ах

Согласно (7) имеем V = £П(А' у). Следовательно

Повторяя этот процесс (п — /) раз, получим

ГТ (7--а*я) » = £.+>
11 \ ах /*=1 4
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Положим

Для простоты предположим, что корни Ах,..., А/ характеристического уравнения 

оператора В простые. Следовательно

<1х

Поэтому. в силу (8) имеем IV = • £/+х...£п(К՜ у) + С/ еА‘х. Аналогично можно 

показать, что

у = Л/| • • • -М, • • • • -Ьп(К у) + д(х) = 1К„ у + д(х), (9)

где

д(ж) = С\ еА-' 4- С2 еА’х + ... + С, еА'х, 1КП у — М\ • • • -Л// • • • • Ьп(К у)

2 ${*) “♦ 0 при х —► ос. Заметим, что (1) эквивалентно уравнению (9).

Покажем теперь, что для достаточно больших .V норма оператора 1К в простран­

стве С’П’[Л', 4֊эс) меньше единицы. В силу (8') имеем

(1КП у)' = М2 • - • М, • £/+1 • - • -Ьп(К у) + А! 1КП (у). (10)

Полагая 1КП_1 у = М2 • • • -М/ • • • • -Ьп(К у), равенство (10) запишется в виде

(1КП уУ = 1Кп_ху+ Ах 1КП у. (п)

Дифференцируя (11), получим

(П<чУ)// = (1Кп_1уУ + А1(1Кяу), = 1Кп_2у + А2Кп_1у+

— А| ЦКП_! у 4- Ах !КП у) _ Кп_2 у 4- (Ах 4-А2)1Кп_ху4-А^ 1К „ у,

где 1Кя_2у = М3 ••• ■М, • £/+1 ••••£п(Яу). 

Аналогично имеем

I у) р) — 1Кп_р у 4- ая1 ТКп_р+] у + ... 4- арр 1КП у,

где

1Кп-р у = если
еслиЬ,+1 '•••!« (Ку)
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Отметим, что коэффициенты aPJ, j = 1,2,...,р зависят от А։.....А„. Операторы

IKn-р, р — 0.— 1 являются композицией интегральных операторов. Следо­
вательно, если норма оператора К в странстве C[JV, +оо) достаточно мала, то
такими же будут нормы операторов 1КЯ_^, р = 0,1,..., п -1 в этом пространстве.

Используя (5) получим

(Кпу) Г,||с[Х.+эо) < °р ||А' l/||cpv,+oc) < llvllc<-։(N. + oc)i

(12)
Из (12) имеем

п
l|iKn jdlc(»(.v,+oc> = 52

р=0
sup 

[N.+ocJ

fl
l(iK„v)'’i|<£(,,£(Ar)||j/||c, ">[N,+oo)

р=0

— <$(■№) П1/11с(»)(^+«>р 

п
где 5(ЛГ) = Ьр£'(Лг) стремится к нулю при Ьг -> +ос. Выбирая No достаточно 

р = 0
большим, получим оценку

1Кп !/|Ic(«)(N,+oc) < *(№) llj/|lc<“»(A'o,+oop

где <f(.V0) < 1-
Таким образом, операторное уравнение (9) имеет единственное решение в про­

странстве С(")[ЛГо»+оо) (см. [3]). Так как функция д(х) зависит от I независимых 

постоянных, то уравнение (9) (а также и уравнения (1) и (3)) имеет I линейно 

независимых решений в пространстве C(nlL2Vo,+00)- Если g\(x),....gi(x) - линей­

но независимые функпни. то функции = Кп yi + ..., yi — 1КП yt 4֊ gi тоже

линейно независимы.

Пусть у*(х) - решение уравнения (1) на интервале [О.Ло], удовлетворяющее 

начальным условиям

»№ = у»(*о), RW = Й(М>) й”’*’(№) = й°՜" (№). 4 = 1, ...,)■

(13)

Положим

при х € [0, No] 
при х € [No, +оо),

к = 1,2..... 1-

Легко видеть, что (ж),...,ы/(т) - линейно независимые решения уравнения (1)

на полуоси [0. +<х>). Нам понадобится следующая лемма.

Р= о. 1,..., n.



72 P. 3. Мкртчян, H. Е. Товмасян

Лемма. Если шг(;г),...,ич (а։), I < п - линейно независимые решения 

уравнения (1) на отрезке [0,Ло]» то

rank
... w!"”M(0)

Доказательство : следует из того, что детерминант Вронского уравнения 

(1) отличен от нуля. Действительно, так как столбцы матрицы (14) являются 

столбцами детерминанта Вронского линейно независимых решений уравнения 

(1), то они линейно независимы. Следовательно, существует хотя бы один минор 

порядка I, отличный от нуля. Тогда

Лемма доказана.

С помощью функций и/1(х),...,и>|(1) построим решение уравнения (1). удовлетво­

ряющее начальным условиям

ylpJ(0) = о,., i=l

Для этого рассмотрим линейные комбинации

У = Ci uMz) + ... 4- Ci u>i(z),

(16)

(17)

где - постоянные, выбранные таким образом, чтобы удовлетворялись

начальные условия (16). Рассмотрим систему уравнений

(0) + ... 4֊ С, ы} (0)=аРк, fc (18)

Детерминант системы (18) совпадает с (15). Так как последний отличен от нуля, 

то система (18) имеет единственное решение С1,...,С<. Следовательно, функция

у = $2 Ско»*(х) является решением уравнения (1), удовлетворяющее начальным
4 = 1

условиям (16). Из теоремы существования и единственности задачи Коши для 

уравнения (1) следует, что каждое решение уравнения (1), ограниченное в 

пространстве С’п»10, 4֊оо), можно представить в виде (17). Таким образом, мы

доказали следующую теорему.
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Георема 1. Пусть выполнены условия (2) и (4). Тогда существуют 

целые числа р,, 0 < р, < п — 1, ։ = 1,2,..., / такие, что задача (1), (16) имеет 

единственное решение в классе С1п’(0, +оо) функций, ограниченных на 

полуоси [0, ос).

Рассмотрим теперь уравнение (1) с граничными условиями

IB 7(0) = d, (19)

где 1В - прямоугольная матрица порядка (I х п) с постоянным элементом. 

d — ..,4.1) - /-мерный вектор-столбец с постоянными элементами и 7(0) =

(у(0),у/(0),...,1/,"“1)(0)) - п-мерный вектор-столбец. Последнее позволяет ука­

зать на необходимое и достаточное условие на члены матрицы ЕВ, при котором 

задача (1), (19) имеет единственное решение в классе С<п)[0, +оо). Подставляя 

общее решение (17) в граничное условие (19), получим систему алгебраических 

уравнений

IB WC = d (20)

для коэффициентов С — (Cj,...,Cn), где W - постоянная матрица размерности

(п х /), столбцами которой являются векторы (u>k(0),w*(0)...............И(0)), fc = 

1,2...,/.
Система (20) имеет единственное решение относительно С тогда и только тогда.

когда
det IB W 0. (21)

Следовательно мы установили следующий результат.

Теорема 2. Задача (1), (19) имеет единственное решение тогда и 

только тогда, когда имеет место условие (21).

Замечание. Так как rankW = /. то всегда существует матрица ЕВ, удовлетво­

ряющая условию (21).
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§1. ВВЕДЕНИЕ

Через / будем обозначать 2л-периодические непрерывные функции, а через а(/) 

- их ряды Фурье

(1)

В 1873 году Дюбуа Реймон построил пример функции /, ряд Фурье которой <т(/) 

расходится в точке. Г. Шварц (1880), Лебег (1911) и Фейер (1911) построили 

более простые примеры функций, обладающих этим свойством. В 1904 году 

Фейер доказал, что ряд <г(/) всегда суммируется методом Чезаро в равномерной 

метрике. Он также заметил, что если коэффициенты Фурье имеют порядок 

о(1/п), то а(/) сходится равномерно. В 1926 году Пэли установил равномерную 

сходимость ряда а(/) при условии, что коэффициенты Фурье положительны (см. 

[1] или [2]). В 1933 году Сас (см. [3]) усилил это утверждение, показав, что для 

равномерной сходимости ряда (1) достаточно выполнение условий 

(2)

где К - положительная постоянная.

Для любой последовательности (Зп > 0, (3 | оо Харди и Литлвуд в 1934 году 

построили расходящийся в нуле ряд (1) с коэффициентами порядка О(/Зп/п) (см. 
[4] или [5]).

Отметим, что для каждой /Зп > 0, (3 | оо существует > 0, а Т оо такая, что
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Д. 0. ап < Зп» и > 1 (достаточно взять

ГЛП?=1(1 + п-1) 
Lft

для i е (и*, nt+1],
для » < п1։

nfc Î ос.

а выбирая тц подходящим образом еспечить условия ап < 0п и an f ос).
Таким образом, можно считать, что в примере Харди и Литлвуда. мажорантой 

коэффициентов ряда (1) является последовательность ап = 2пА со свойствами

ап 4 0. lim пап = ос. п->ос (3)

Отметим, что условие 11шл_,хпал = оо является существенным для конструк-
Харди-Литлвуда.

Может ли подобная расходимость иметь место для рядов Фурье, если их коэф-

фициенты Ап, Вп, обладающие мажорантой {ап}, удовлетвор т менее строгим

условиям ? Ниже мы даем положительные ответы для двух интерпретаций рас-

ХГугрГМОСТИ

§2 . ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для любой последовательности а„, удовлетворяющей усло­

виям
ап 4 0, lim пап = ос, п-*оо (4)

существует непрерывная функция / такая, что ее ряд Фурье (1)

расходится в нуле и

I-4П [ < дя, । Вп ; < ап. (5)

Отсюда и из теоремы Саса получаем следующий результат.

Следствие. Условие Кт пап < оо является необходимым и достаточным для 

равномерной сходимости ряда (1) с коэффициентами Ап,Вп, удовлетворяющими

условиям Ап < Оп, < ап, ап | 0. ։
Отметим, что для монотонно убывающей последовательности ап второе условие 

в (4) равносильно следующему :

___  । п
lim — как = 00 •

П-»OO п 
4 = 1

Последнее условие эквивалентно существованию последовательности п* ? оо 
<ю 1 оо

такой, что V — < оо и 22 ап* = ос. 
4 = 1 * = 1
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Теорема 2. Для любой последовательности ап, удовлетворяющей усло­

виям

| 0, Нт па^ = оо, (б)

существует функция Г € £1(0,2тг) с //֊расходящимся рядом Фурье, 

коэффициенты которого ограничены мажорантой {ап}.

Читатель может сравнить эти результаты со стандартным 0(1/ 1а п) критерием 

для коэффициентов Ь1-расходимости рядов Фурье (см [5], стр. 206).

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Лемма. Для последовательности ап ], 0 равенство (4) равносильно 

следующему : для любого 7 > 1 существует целое число т такое, что

(П

Доказательство : Для доказательства необходимости предположим обратное : 

существует 7 такое, что для каждого тп > 1 выполнено неравенство а-.т < 1 /т. 

Отметим, что из 7ги < и < 7(т + 1) следует пап < 7(771 + 1)о7т < 7(т + 1)^, в 

противоречии с (4).

Из неравенства 7(771- 1) < п < 7771 вытекает пап > 7(тп— 1)а-,го > 7(771— 1) 

следовательно достаточность доказана.
п

Доказательство Теоремы 1 : Пусть Рп(х) = ^2 cos кх и 
• ‘ *=1

Qn(x) Zcos(2n - к)х - cos(2n + к)х 
E = 2 sin

n

2nx V sin kx

Предположим, что тп выбрано в соответствии с Леммой при 7 = 4л. Остается 

показать, что если п, растет достаточно быстро, то

1 ■T’mi (x)Qn, (тъх) m, m n, (8)

определяет искомую функцию. Сначала заметим, что спектр полинома в (8) 

сосредоточен на отрезке [(л, — 1)тп,, (Зл, + 1)пц]. Следовательно, за счет быстрого 

роста п, можно обеспечить непересекаемость этих полиномов. Полиномы из (8) 

равномерно ограничены порядком 0(1/Inn,). Поэтому можно считать, что (8) 

определяет ряд Фурье непрерывной функции /. Заметим, что коэффициенты 

Фурье этой функции удовлетворяют (5), так как коэффициенты Фурье полинома 
из (8) ограничены величиной (n% Inn,)՜1, и в силу Леммы ОчП(т, > 1/т,.
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Заметим, что в точке х = 0 мажоранта частных сумм полинома <?п(г) (и, 

следовательно, полинома Qn(mx)) достигает максимальной величины порядка

Inn (см., например, [5], стр. 472). Следовательно, максимальное колебание при
ж = 0 полиномов из (8) достигает порядка 1, что еспечивает расходимость в
нуле. Теорема 1 доказана.

Доказательство Теоремы 2 : Ядро Фейера

обладает следующими известными свойствами :

cos 1

8 
т2х2

для

для 0 < |х| < г.

Рассмотрим выражение

cosN/x,

(9)

(10)

где числа Ni подобраны так, чтобы Ni — т = 2(1 — 1)т + 1, 1 < < 2тг. При

фиксированных I и т пересечение

Г16/-1 16/+11 П < х : | cos >
т ' т

дает некоторое количество отрезков Д(У,/,т) длины */(2Ni) с щей мерой

большей, чем 1/(4т). Из (9) следует, что на каждом △(>,/, тп) модуль выражения 

(10) превышает некоторую абсолютную постоянную а > 0, например (см. [б]),

cos 1
22 (16fc)2 ‘

Таким образом, выражение (10) ограничено от нуля постоянной а на некотор 

множестве Ет = Цы △(>» т) с меРой превышающей 2ж/100. Из (б) и 

Леммы следует, что для 7 = 17п существует число р такое, что у/ра*>р > !•

Полагая m = [v^, где [р] целая часть р, получим

а17пгл* > (11)

При больших п ясно, что т тоже велико. Пусть (Тп<(т)} - последовательность 

тригонометрических полиномов со следующими свойствами 2
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а) Тп<(х) - полиномы порядка п, и нс содержат постоянную,

Ь) ТП((т) нормированы в £х для всех п<,

с) V, —> оо, где V,- - максимальное колебание £1-норм частных сумм полинома

см. [2], стр. 599. Будем считать, что для каждого п, последовательность т, 

выбирается согласно (11). Покажем теперь, что для достаточно быстро растущей

последовательности п, выражение

cos N/ х Tnt(16mjz) (12)

дает искомый ряд Фурье функции Г 6 £1(0,2я). Сначала заметим, что спектры 

полиномов внешней суммы принадлежат отрезку [15т’, 17п,т’]. Следовательно, 

для п։, тп,-, удовлетворяющих 15тп’+1 > 17п,т?, эти полиномы можно сделать 

непересекаюшимися. Учитывая, что коэффициенты Фурье полиномов Кт(х) и 

Тп(х) ограничены единицей, согласно (11) заключаем, что (5) выполняется для 

коэффициентов тригонометрического ряда (12). Так как £х-норма полинома 

внешней суммы из (12) не превосходит 1/у,-, то при условии У^и՜1 < ос получим 

ряд Фурье.

Теперь отметим, что при фиксированном » длина каждого интервала △(;, /, тп,)

льше, чем т՜ . Отсюда следует, что на каждом △(;, I, тп,) максималь-

ное колебание частных сумм полинома внешней суммы (12) превышает число 

а/^(Д(], I, т,)). Следовательно, на множестве ( △ (},/, тп,) (и, следова­

тельно. на всем интервале (0,2тг)) это колебание превышает атг/50. а это оэна- 

чает I1-расходимость ряда Фурье (15). Теорема 2 доказана.
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