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ОБОБЩЕННАЯ КВАЗИАНАЛИТИЧНОСТЬ БЕСКОНЕЧНО 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

Г. В. Бадалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X» 4, 1999 

те проводится сравнительный анализ трех классов бесконечно
диффе^мнцируемых функций и исследуется задача обобщенном квази­
аналитичности для одного из этих классов.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Начнем с определений трех классов бесконечно дифференцируемых функций 

Определение 1. Пусть >М = {Л/„} -последовательность неотрицательных 

чисй։ и р > 1. Функция <р € С’(О.оо) принадлежит классу (0. ос)),

если существуют последовательные дробные производные по Вейлю

£>(։) = ?(х), £>(.)= £>(х)=^7£;-'^х), п = 2.3......

(1) 
где - г)0*1 ^(4) Ж, = 1 - а. 0 < а < 1, удовлстворя1сшис

условиям

< сА"«., х€(0. ос), п = 0,1.....  (2)

Вт Л;»(։) = ЛМ«+), Нт = И, (3)г—«0+ р х х—*ао

£^(х) = О(хд), х - ос, £?»>(։) = О(х-‘), х-0, 0<Д<1,0<3<а, (4) 

где с, Л > 0 зависят от у.

Ставится задача нахождения условия пустоты класса функций С^М, (0,ос)) 

при дополнительном условии (см. (1)) 7^(0+) = 7Л*^(0-г) = 0, А € {Аг } С Л . где 

Д' - множество натуральных чисел. Аналогичные задачи решены для следующих 

двух классов функций.
Определение 2. (2] Функция р(и) принадлежит классу С^уМ.а), а > 0, 

1 < 6 < 2, > Л7п-1 ПРИ п > п0 > 0. если опа аналитична в угле 1/(о) =
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{и : | arg и| < ja}, а в замкнутом угле 6/(о) = {|argu| < |о) удовлетворяет 

неравенству

|0<">(и)|<сЛ"(1 + |и|')М„, «€(1,2), п = 0,1...... (5)

где постоянные с, Л > 0 зависят только от

Определение 3. [3] Функция 1Ь(и) принадлежит классу .1С(.М,а), а > 0, если 

она аналитична и ограничена в угле С7(о), и для любого луча 1(0) = {и :

и| < ос, arg и = 0} принадлежащего замкнутому углу (/(о), имеем

I 1^">(и)| du <ch" Лк, 
<(<)

«‘"’(и) = 0(1), U —* ОО, (6)

где постоянные с, К > 0 зависят только от ф.

§1 . СРАВНЕНИЕ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим функцию

Pn(u.l) =
1 r°+i°° Г({ + n)u-<-"l«+"M« 

2^/.-.. Г(1 + ((4п)/₽)<?(«)

1 Г4'“ гк)ц-Ч«/>
г(1+«//>)<?(«-n)“=’ '

где -п < «г < 1, 0 < а՛ <п + 1,м,t Е (0, ос) и

1 = а։ < а2 < ....

(7)

(8)

Теорема 1. Для функции (7) справедливы следующие утверждения :

1) при 0 < и՛ < п 4- 1 функция Рп(и,1) не зависит от а՛ ;

2) функция Рп(и,1) аналитична относительно и в угле С/(1 — 1 /р), и 

интегралы (7) существуют в (/(1 — 1/р);

3) при и Е (/(1 - 1/р), и / О

Pn(u,t) = O(u“<’’), и —♦ О,P„(u,t) = O(l),и —♦ ОО)

Pn(u,t) = 0(1), t — оо, Pn(u,l) = о(1), £-0. (9)

Доказательство : При £ = о՛ + ij/ имеем

1
Ю({ - п)|

Г(О
Г(1 +«/₽)

Р Г«) 
1«?(4-п)| !’((//>)
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1/2 
1

|<Э(<г' + »у- п)Г

Используя хорошо известные свойства эйлеровской гамма-функции в комплекс­

ной плоскости, легко проверить, что

1
1<5(< - п)|

г«)
Г(1+(/р)

(10)

где /1 достаточно велико. Отметим, что оценки этого типа могут быть получены 

не только для 0 < а' < п+ 1, но и для каждого а' < 0, удовлетворяющего <т' / — к, 

к = 0,1,....

Полученная оценка позволяет перемешать прямую интегрирования в (7) в 

пределах 0 < <т' < п + 1, если подынтегральная функция в (7) не имеет особых 

точек в полосе 0 < Ис £ < п + 1, т.е. Рп(и, 0 не зависит от а'.

Далее, оценка (10) показывает, что функция Рп(и,0 [/։]- 1 раз дифференцируема 

в 1/(1 — 1/р). Следовательно, в силу произвольности д > 0, функция Рп(и,0 

аналитична в - \/р) и бесконечно дифференцируема в [/(1 - 1/р), .

Если мы сдвинем прямую интегрирования (7) влево, перешагнув через особые 

точки подынтегральной функции, то результат остается в силе, если выделить 

вычеты подынтегральной функции относительно соответствующих особых то­

чек. Первое и четвертое соотношения в (9) относятся к случаю 0 < а' < п + 1, 

а второе и третье относятся к переносу прямой интегрирования в (7) в позицию

между £ = 0 и ( = -1. В последнем случае

Р(0, 0 = Яез(=о Г( 1 + <//>)
Нт и 
«-о

Г(€ + I) 
г( !+«//>)

Этим завершается доказательство Теоремы 1.

Теорема 2. Для каждого 0^6 С(М. £„ (0, оо)) функция

о$0(») = /” Р(н, ։)£’₽(։) л. Р(и,О = /’о(а.<) (11)
Л ՛ ‘

принадлежит классу С,(Л^‘,о)։ где 6 £ (1,2), .И = (Л/п = Л/.-ц) и

у,(0) = -М0), ^"’(0) =-.Н-ДОО)—п=1.2.- (12)

Доказательство : Рассмотрим преобразование

Л(и)= Г Р„(о.։)1.;+'^(1)Л. п = 0,1, ... (13)
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Существование интегралов в (13) следует из суммируемости функции на 

(0,оо), условий (2) и следующего представления :

*
р„(и, О = £ е,г"'+ о(г

*=0
I — 30,

где к > 0 - произвольное целое число. Интегрируя по частям в (13), получим

Л(и) = р„(и,։)д.>(0 (13’)
О

где

Л(и,0 аРп(и,<) 
д1

Г(£ +

Г(1 + (е + п)/р)<Ж)
(14)

Так как подынтегральная функция (14) не имеет особенностей в полосе — (п+1) < 

Не £ = <т < 1, то в случае 1 < / < 1 4- \/р получим

Рп(и,1) = О(Г1), при I -» оо. (14')
I

Функция 7 Л"^(т) равномерно ограничена и удовлетворяет условию (3). Поэтому, 

в силу Теоремы 1 первый член в правой части (13') обращается в нуль 

Следовательно

Л(и,0 
Г(о)

Ьр^(г) с/т (Н =

(г-«)0՜1 Л.
(13")

Для того, чтобы обосновать изменение порядка интегрирования в (13"), рассмот­

рим функцию
для I > О, 
для / < 0.

Г 1 /ОО
Для каждого Л > 0 имеем -Л,(и) = / Рп(и,е)Л / д{т - 1)Ь*<р(т) йт + У(и), 

7о 7о
где >'(“) = Рп(^Д) Л д(г-1)Ь^(т) (1т. В силу (2), (4) и (14'), при А — оо 

имеем У(и) —

= Р„(>.,<) Л У” (г - «)-• 1^(г) Лт = Г(а) у՝ Р„(и,()У/,^(1)^ = о(1).

Следовательно

Г л —
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Г __ Г ОО
Л »(т~ 0Чм>(г) <й֊ + о(1), при А — оо, В = Л + 1.

Для 4 6 (О, Л) и В < £ < оо получаем

МАВ,1) = я^т - О^М»՜) Л՜ = У (г - 0“*։£;?(г) <Ь-=

= (В֊։)"-1 /' 1^(г) //г = = »(1), а <»
*/ н

Из (14') находим

Л(и)=/ Рп(иЛ)л / д(г - 4)£^(г) Лт + о(1), 4 —оо, В - А + 1. 
Л Л

Применение теоремы Фубини дает

Л։(и) = [ Ь*<р(т) <1т [ Рп(и, 4)5(т - 4) (И - М?(А, В) 4- о(1), А —♦ оо,
Л У о

где М2(Л, В) = /0В £рУ?(т) <1т Рп(и, 1)д(т-1) <И. Так как д(т-1) = 0 при т < А 

и 4 6 [Л, В], то имеем Л/2(Л, В) - Ь"^(т) <1трп(и>1)д[т _ е) с/С. С другой

стороны

/>(Г) = О(ВД), Л(«,0 = о(л-1-'), |9(։՜ - <)| * < «, 0 <«/<<’, 
А

т.е. Л/2(Л, В) = о( 1), при А —* оо. Следовагельно

В —» оо,

откуда следует (13"). Возвращаясь к доказательству Теоремы 2, вычислим

интеграл

Имеем
Г(£ + п)и֊<-"

Г((< + n}/p)Q^
(15)

где

--- =77-:---
о О

(4+п-1)/р г(К + ")/^)
Г(1+(4 + п֊1)/р)՛

(16)
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поскольку о + 1/р= 1 И Ие (< + п) > 0. Согласно (15), (16) и(13"),при -п < ст < 1

получим

Д(и) = - Г 2>(г)
70

Г(( + п)ц-< «+»-!)/,)
Г(1+« + п-!)//>)<?«)

(17)

С другой стороны, в силу (13) при —п 4- I < <7 < 1 имеем

/->(։) Л
1

2яч
Г(£ + п- 1)и-«-я+։

Г(1 + (4 + п-1)Л>)<?(<)

Следовательно

л ОО 1 Л0 + 1ОО

л.м=֊]0 Г(< 4֊ п)ц-<-п 
Г(14֊(£ + п֊ 1)//>)<Ж)

^((+п-1)/р)

(18)

Сравнение (17) и (18) показывает, что 7п-1(и) ~ «Ми)- Поэтому

4"’(и) = Л(и), п = 0,1,... (19)

Из (11) и Р(0,<) = 1 следует, что

0(0) = Л(0) =
-о© ։—ос

0 1—0
= ֊7^(0+).

Из (19) и (11) имеем

,(,<“>(«) = Л(и) = /”° р„(м)г;+М։)а(, п = о,1,... 
7о

(20)

Используя

Рп(0,1) = Яез?=о
Г«)и-Ч<^

Г(14֊(/рШ֊п)
= Нт и 

(-0

<Г(<) 1
Г(1+</рШ֊п) Q(-nY

из (20) получаем

0<->(О) = -л>(0+)^֊ п = 1,2,... (21)

Для завершения доказательства Теоремы 2 осталось показать, что функция 0(и), 

определенная по (11), принадлежи։ классу С<(Л4,о). Для этого нам нужны 

оценки, аналогичные оценке (5). Интегрирование по частям в (20) даег

г( 1+«//>№(«-п) Р
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Отсюда получаем 
1 ’ . ։.Ч|' г

[ du' = ^(п'1)(и) - =
, ЗС) и °' - •։ Л ’It .

,ас j , o+ioo r(£W€/p-I “
= -/о г^-пю-с^ ։=ЛП'"(<)Л'

Следовательно

где

Pn-(u,t)JLXO dl, (22)

TOQ(€-n)(i-()
֊1 < а < 1.

О

Функпия в последнем интеграле не имеет особых точек в полосе —1 < о < 1, и 

оценка подынтегрального выражения, полученная из (10), позволяет перемешать 

прямую интегрирования в этой полосе. Таким образом, для I —• 0 и 1 —♦ оо 

функция Р“(и,£) имеет порядок роста и соответственно, где

О < 6 < 1. Действительно, если а = Не £ = ±6, то

< |иР<+|е1Н-1»гв«1<±<֊1։ и е [/(о), { = а + »у.

В силу (21) и (22) получаем

^("-■>(и)| < |Л;-^(0+)1о(_]+1) +,^^7^(01 ^”|Рп-(и,<)|Л.

Используя (10) для оценки подынтегрального выражения при -1 < о- < 1 и 

О < 6 < 1, находим
1
Г ‘+Л/*Л МпЛ/„_

о

т.е. € С4+1 (АГ, ос). Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Для каждого 0 0 € Уб (Л4|Ог)я где о С (О, 1)> Л4 — {А/п}>

Л/п > Л/п_1 существует функция П £ Г (Л4", (0, оо)), где р — 1_о>

Л4" = {Л/" = Л/п+2} такая, что

^(0)к = Уу>(0+), ^п)(0)лп*1 = УЬ;^(О+), К = е”“, п=1,2,... (23)

Доказательство : Пусть /п(х) ֊ аналитическое продолжение функции (см. (б))

Дв(։)= [ ехр(-Р/*’и)^(п)(и) <й*. п = 0,1,... (24)
А*) : ■ •
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Функции /п(1) аналитичны в <7(1) = (я : | arg z| < f} и в 17(1) удовлетворяют 

неравенствам

|/.«| < «?М„, Re։>0, п = 0,1,... (25)

Вначале рассмотрим функцию F»(t) = /п,»(»)- Очевидно, что интеграл в (24) 

существует при arg(P^u) Е fb т.е.

я _ 1 , 0 *֊2<-»пи +«<2-

Отрезок [- ja, -а] разделим на конечное число подотрезков

0о < 01 < ... < 0,

так, что /\(г) и Г#*+։(*) имеют общую подобласть аналитичности. Легко 

видеть, что Г$й + ,(х) является аналитическим продолжением функции Гяй(»). 

Действительно, пусть С(Я) = /(0к, Л) и С'(Я) С1/(0# + 1, Я), где , R) = {и = 

те1*“ : 0< г < /?},С'(Я) = С({и= Яе,в : 0к < 0 < 0к+1}). Очевидно, что

У(1) = / exp(-21/pu)^n)(u) du = 0.
-'Cf А)

Полагая R —♦ ос, получим Я^й(г) = Fffc+,(2), поскольку интеграл по С'(Я) 

сходится к нулю при R —♦ оо. Следовательно, для -у — 0k < ֊ arg z < у — 0k 

существует функция /n(z) = /п,₽(*)> удовлетворяющая (25) в Re z > 0 и

аналитичная в области, ограниченной прямыми

- arg z + 0О = - arg z - -о
Р Р 1

и

т.е. в области С/( 1).

Теперь покажем, что /п(г) порождают искомую функцию Е С[Мп, Ьй, (О.оо)). 

Для этого докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть функции /п(я), определенные по формуле (24), анали­

тичны в [/(1). Тогда справедливы следующие утверждения :

|/п(^)|<сс?Л/п, z Е 1/(1),

»>/» ՛

|х| > <5 > 0.

(26)

(27)

(28)

а

Z
= Ф1”>(0).

2 6Щ1),
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Доказательство : Из (24) имеем

< Г° Н">(ге‘')1 < «1 Wn- 
Jo

Поэтому
iargz + 0 или - ֊ ֊ Ö < arg»17* < -0.

Следовательно, функция /п(») удовлетворяет (26) в области Г/(1). Интегрируя

по частям в (24), получаем

/пЛ*) = ^77 + p77^^exp(֊z1//lu)^n+1)(u) du, |arg(?/*e,')| <

откуда следует (27).

Так как согласно предположению Mn+i > Л/п, то неравенство (28) следует из

(27). Лемма 1 доказана.

Перейдем к доказательству Теоремы 3. Для того, чтобы доказать равенства (23), 

рассмотрим функцию

, гЕ(0,оо). (29)
1ОО

Имеем J<p(x) —

lim dt-
Д —оо J7TI

е

ОО
dt. (30)

Для того, чтобы убедиться в законности изменения порядков интегрирования и 

предельного перехода, заметим, что согласно (27) имеем

/о (г) =
ао Л(г) _ V- /*(*)

z\/p + 2^/р

F=0

(31)

Интеграл в (29) можно разбить на сумму трех интегралов по /_х = (-йю,-»), 

/0 = (-»,։) и /i = (», ioo). Отметим, что для в։>е<։х"(*+1)/р прямые интегриро­

вания Г1 и /։ можно заменить на лучи, исходящие из точек -» и i под углами 

1 < /? < 2. Полученные интегралы сходятся абсолютно и равномерно при

I > х > 0.
Интегралы по 1±\, содержащие Д(л)е112 к^р, сходятся абсолютно и равномерно 

при к/р > 1 Интеграл по /о остается без изменения. Это доказывает (30). Из 

(30), для г = 1у, у Ф 0, х 6 (0,оо) и к = получим (см. [5], стр. 117. 290)

К

0у)°
КС

x = iy
(32)c'^r-'dl = с1»’
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Из соотношений (30) и (32) следует

<т > 0. (33)

Тогда используя (31) и (32), соотношение (33) можно переписать в виде

У^(г) = ка0
е
---- аг + к 

г

2тг1

1 
2х» —/։(*) = г

—/1(г) <й, 2
<7, X > 0. (34)

Так как /](*) = О(2~х^р) для г —* оо, Не г > 0, то переходя к пределу в (34) при 

г —- 0+. получаем /у5(0-1-) = во* = ^(0)к (последний интеграл в (34) обращается 

в нуль при х —» 0+). Следовательно, из (34) имеем

Ь>(х)
г /1(г) (1х = к <1г. (35)

Применив к (35) дробное интегрирование по Вейлю с последующим дифферен­

цированием. получим

2 1
2тгз

1 1 
2%։

а։ = ^'(0), то

—/2(?) (12, 
2 (36)

Отсюда получаем У 7,^(0) = <3)К2 = 1/>'(0)лс2 и

=

Продолжая этот процесс, получим

„։г 1 л«» + «оо ։х
—/п(г)^ = Л"+1ап+кп+։-^ / —/п+1(г)<й.
2 *7Г։ 1а-\ао 2

(37)

где
/.;„(։) = к"-1- <!“/п(г)^. <г,х>0,

J — 1ОС
и Л>(0+) = аг.кл+1, ап = 1/Дп>(0).

Теперь покажем, что Е С(Л4", (0, оо)). Начнем с оценки |7£^(։;)|- Для

0 < т < 1 нужная оценка (2) получается из (27) и (37). Для х > 1 имеем

7Л>(х) = к" + ,[>'„(х) + У-(г) + У+(х)], (33)
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где Уп(г) = 5^ £. е—/п^ <1г,

Из (26) получаем

1М*)1 <
сс?Мп 

2% < с'с?Л/п.

Для оценки |Уп~(х) 4- Уп+(т)| мы опять воспользуемся равенством (27) :

а.» 
г։/р 22/р ' (39)22/р

И меем

1
/♦и/-

dz
2тгх Ни1-

/+и1-

Поэтому

<1у 4֊ Рп+1(*) + <2п + |(х), (40)

где

Функции Рп и Qn удовлетворяют неравенствам

1^п(х)|

(12

2/♦и/-
1

Замстмв наконец, что

У

-|рх 81П Ху 
У

Лу -

получаем
|Уп-(х) 4֊ Уп+(х)1 < 4с?*а(ЛГ” + Мп + 1 + Л/п+2). (41)

Комбинируя (38) и (41), находим |/£"у>(х)| < сос?+2Л/г։+а. Теперь покажем, что

Нт У Л" у?(х) = 0, г —*оо
л = 0, 1,... (42)
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Из (37) находим

Л^(х) = к"+‘— Г° Ь, |А(»)1 < <Л/„. Йе ։ > 0.

Так как функция (։у)-а/п(։у), 0 < а < 1 абсолютно интегрируема на [-4, 4), то 

применима известная лемма Римана. Поэтому для каждого 4 € (0,оо) имеем

Для оценки интегралов

/+(4) = (*4, ։оо), I (4) = (-։оо, -։4), 

будем использовать равенство, которое вытекает из соотношения (27) :

(43)

Для каждого г > 0 и 4 > 4о(с) > 0 имеем

(44)

Отсюда и из (40) и (41) получаем (42).

Теперь проверим условия (3) для класса функций С(Л4", (0, ос)). Для

достаточно малых значений х из (37), используя (43) при к/р > 1 и формулу 

Ханкеля, получаем

Поэтому £ру?(г) = О(х~а) при х —• 04-, 0 < а < 1

Для достаточно больших значений х используем второе равенство в (37), где 

интеграл берется по ( —։ос,1оо). Этот интеграл представляется в виде суммы 

трех интегралов 7_։, 70 и 7+1 по промежуткам (-»оо,-»Л), (-։4,»4) и (»4,»оо), 

.4 > 0, соответственно. Преобразуем интегралы и /+1 согласно (43) при 

< 1 < |, а интеграл Уо оставляем без изменения. В результате получаем 

сумму интегралов вида (44) (без га в знаменателях), каждый из которых 

стремится к нулю при х —• ос и .4 > .4о > 0. Следовательно, £"(^(г) =0(1) 

при х —» оо. Теорема 3 доказана.
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§2. ОБОБЩЕННАЯ КВАЗИАНАЛИТИЧНОСТЬ ДЛЯ

КЛАССА С(А4,£„(0,оо))

Цель этого параграфа - получить необходимые и достаточные условия единст­

венности для класса функций С(Л4, £р,(0,оо)) при дополнительном предположе­
нии

•М°+) = УЬ^(ОЧ-) = 0, Ле {А,} ¥> 6 С(М, (0,оо)).

Определение 4. Последовательность {р„} С Лг удовлетворяет условию Л(р), 

если имеет место асимптотическое соотношение

^(г) = 2 12 — = р 1п г 4- 0(1), 
.. Ял*

Определение 5. Последовательность С X удовлетворяет условию В(р), 

если имеет место асимптотическое соотношение

1п Л(у, {р„}) = ^֊Р Ы + О(1п 12/1),

где

у Е (-00,00).

Определение 6. Последовательность {рк} С ЛГ \ {А„) удовлетворяет условию 

АВ{0/к.\ к > I, 0/к < 2. если она удовлетворяет условиях։ А(0/к) и В(0/к), и 

для 1 < 0 < 2 существует подпоследовательность {п,} С {А„}, удовлетворяющая 

условиям А(2 — 0) и Д(2 — 0) (см. [3], Теорема 2.1).

Рассуждая как и при доказательстве основного результата работы [2], с 6 вместо 

пО, приходим к следующему утверждению.

Теорема 4. Пусть последовательность {рк} = X \{А„) удовлетворяет 

условию А(/7/к), к > I, 0/к < 2, 0 = а -I- 1. Для того, чтобы лишь 

тождественно равная нулю функция удовлетворяла бы условиям ф 6 

Са(А4,о). О < а < 1, ^(0) = ^А*}(0) = 0, р = 1,2... достаточно выполнения

следующего условия :

п Л/(г) (1г — оо,

где Л/(г) = зирг>0 лля г 6 [в, п 4- 1)

Следующий результат является следствием Теоремы 2.3 из [3].

(45)

***
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Теорема 5. Пусть последовательность = ЛГ \ {А»,) удовлетворяет 

условию АВ(0/к)у к > 1. 0/к < 2, 0 = а 4֊ 1. Тогда (45) является 

необходимым условием для того, чтобы единственной функцией, удов­

летворяющей условиям Е 7С(Л4,о), 0 < о < 1, 0(0) = 0<Л*)(О) = 0, была 

бы тождественный нуль.

Используя Теоремы 2-5, получаем следующий результат.

Теорема 6. Если последовательность {р*,} = ЛГ \ {} удовлетворяет 

условию А(0/к), к > 1, 0/к < 2, и выполнено условие (45), то 

единственной функцией 0 Е С(Л4, Ьр, (0, оо)), удовлетворяющей условию

jv(o+) = j£jv>(0+) = о, Ае{А,}с/Л (46)
• t

есть тождественный нуль. Обратно, если единственной функцией из 

класса С(Л4, Lp, (0. оо)), удовлетворяющей (46), является тождествен­

ный нуль, то имеет место условие (45).

Доказательство : Достаточность. Согласно Теореме 4, из условий 0 Е 

С։(Л4',<»), М։ = (М' = М„+1}, ^(0) = 0<А->(О) = 0, V = 1,2..., где 

последовательность (я«՜} = ЛЛ \ {А„} удовлетворяет А(0/к), к > 1, 0/к < 2, 

3 = см + 1, и (45) следует, что 0 = 0. Из Теоремы 2, только тождественно равная 

нулю Функция 0 Е С(Л4, £р, (0, оо)) удовлетворяет (46). Действительно, из (45) 

полVчаем
v(u)= / /’(u,i)ij»>(<)d։ = o, 

Jo

С другой стороны (см [4]), последнее преобразование однозначно 
Поэтому = ^7y?(t) = 0, t Е (0,оо). Следовательно, Jp(t) = 

обратимо.

const. Так

как 7^(0+) = 0, то получаем 7*^(0 — 0. Покажем, что ip(t) = 0. Для этого

продолжим функции </(1) = и 0(0 лля * < 0> полагая $(£) = = 0. Имеем

д(1 — г)$з(0 (11 — д(1 — л)у?(0 (11 = 0, х > 0. Подставляя I = — V и г = —х'
* 1

в последний интеграл, получим *

- i)^(-t) (11 = 0. (47)

Образ 5i(t) относительно двустороннего преобразования Лапласа не обращается 

в н\ль тождественно. Следовательно, согласно (47), образ ^>(-0 относительно 

этого преобразования тождественно обращается в нуль в общей области опреде­

ления. Поэтому <р(—I) = 0 Для t < 0. Отсюда получаем t^(l) = 0 для t > 0.
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Необходимость. По 1 еоремс 5 условия (45) и АН[0/к} являются необходимыми 

[Условиями для того, чтобы единственной функцией € УС(А4’,а), М' = 
|{Л/п-2}, удовлетворяющей условиям ^(0) = 0<Л->(О) = 0, была бы функция 

гтождсственно равная нулю. По I еорсме 3, условия (45) необходимы для того, 

чтобы единственной функцией р С С(Л4, (0, оо)), удовлетворяющей условию

|(4б) с той же самой последовательностью {А„}, была бы функция, тождественно 

равная нулю. Из условия (45) следует существование функции 0 €
рС(Л4։,сг). Согласно Теореме 3, функция 0^6 С(Л4, Лр։ (0, оо)) также 

удовлетворяет условию (46). Теорема 6 доказана.

ABSTRACT. The paper carries out comparative analysis of three classes 
of infinitely differentiable functions and studies the question of generalized 

Iquasianalyticity for one of these classes.
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ЛОКАЛЬНО АСИМПТОТИЧЕСКИ НОРМАЛЬНЫЕ СЕМЕЙСТВА ГАУССОВСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
М. С. Гиновян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 34, X» 4, 1999
Пусть IPj-$ - вероятностное распределение наблюдения Ху = {Х(1),..., Л’(Т)} вещественнозначного стационарного гауссовского процесса X(t) с нулевым средним и спектральной плотностью 0(A), А £ [—я,тг]. В статье получены достаточные условия в терминах спектральной плотности, при которых семейство распределений {В’ть 0 € 6} с параметрическим множеством 0 С Lp[—я, х] (р > 2) удовлетворяет условию локальной асимптотической нормальности в смысле И. А. Ибрагимова и Р.З. Хасьминского (1991).

§1. ВВЕДЕНИЕПонятие локальной асимптотической нормальности (ЛАН) семейств распределе- ний (см., например, [7], [9], [10], [13], [14]) играет важную роль в асимптотической теории оценивания. Ле Кам, Гаек, Ибрагимов, Хасьминский и другие показали (см . например, [9]), что многие важные свойства статистических оценок (харак­теризация предельных распределений, нижние границы точности оценивания, асимптотическая эффективность и т.д.) вытекают из условия ЛАН. Важность условия ЛАН для задач непараметрической теории оценивания подчеркивали Левит ([12], [13]), Миллар [14]. Ибрагимов и Хасьминский 10] и другие. Условие ЛАН для семейств распределений, порожденных стационарным гауссовским процессом со спектральной плотностью, зависящей от конечномерного парамел- ра было изучено Дэвисом [1], Джапаридзе [2] и Гиновяном 3]. В [10] Ибрагимов и Хасьминский предложили новое определение концепции ЛАП для семейств распределений в случае, когда параметрическое множество является подмно­жеством бесконечномерного нормированного пространства. |В настоящей статье получены некоторые достаточные условия в терминах! 



Локально асимптотически нормальные семейства... 21спектральной плотности рассматриваемого стационарного гауссовского процес­са, при которых семейство распределений {1Рт.#» в Е 0} удовлетворяет условию ЛАН в смысле Ибрагимова и Хасьминского [10], с бесконечномерным парамет­рическим множеством О.Пусть наблюдается конечная реализация Хт — {Х(1),...։ Х(Т)} веществен­нозначного стационарного гауссовского процесса Х(1), 1 Е Ж = {0,±1,...} с нулевым средним и спектральной плотностью 0(А), А 6 [-ж, ж]. Предположим что 0(А) принадлежит заданному классу 0 С = Ьр[-т,т] (р > 2) спектральных плотностей, обладающих некоторыми условиями гладкости Рас­пределение процесса Х(1) полностью определяется спектральной плотностью и мы рассматриваем 0(А) как бесконечномерный “параметр”, от которого зависит распределение процесса А'(<). Пусть 1Рт> - вероятностное распределение гаус­совского вектора Хт = {А'(1), ...,Х(Т)} со спектральной плотностью 0(А). Следуя И. Л. Ибрагимову и Р.З. Хасьминскому (см. [10]), введем следующее определение ЛАН.Определение 1. Семейство распределений {П3/ #, 0 Е 0} называется локально асимптотически нормальным в 0о Е 0 в направлении Ь2 с нормирующими множителями Ат = Ат(0о), если существует линейное многообразие Яо С Ьз, с замыканием Но = Ь? и семейство {Ат} линейных операторов Ат : Ьз —» Ьз> удовлетворяющих условиям :1) для любого К Е Но, ||Ат Л||з —* 0 при Т —• оо ;2) для любого Л Е Но найдется натуральное число Т(Л) такое, что 0о + Ат Л Е 0 для всех Т > ;3) для любого К Е Но и Т > Т(А) имеет место представление
1п = Дт(Мо) -1 11*11։ + #(Г,Л,0о), (1)</1Рг։в0где Лт(Л) = Дт(^.0о) ~ случайная линейная функция на Но (т.е. Лт(°։ +о2/*2) = о։ ДТ(Л1) 4- о2 △т(^з) Для любых постоянных ог|, оз и любых Л:, Аз Е Но) асимптотически (при Т —» оо) Н(0, ||А||2) - нормально распределена для любой К Е Но, и ф(Т, К, 0О) —♦ 0 при Т —♦ оо по 1Рта. вероятности.Заметим, что свойство ЛАП полностью определяется точкой Оо, пространством Ь? и семейством операторов {Ат}- Выбор пространства Но = Но(0о) в некоторой степени произволен. Важно только, чтобы его замыкание совпало с Ьз, т.е. Ро = Ьг-



22 М. С. Гиповян§2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТПрежде всего приведем несколько обозначений и определенийОпределение 2. Будем говорить, что неотрицательная 2 я периодическая функ­ция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (или имеет нули типа Мак- кенхаупта), если (см. [8]) 
вир ин /(А) (2)

где супремум берется по интервалам У С [-*,*] и |У| - длина интервала У.Определение 3. Для заданного числа 7 > 0 положим у = г 4- а, где 0 < а < 1, а г Е ГЧо - множество неотрицательных целых чисел. Функция 0(А) Е Ьр (р > 1) принадлежит классу Гельдера Нр(7), если 0(А) имеет г-ую производную ^’’(А) Е Бр удовлетворяющую условию ||^(г)( +и)-0(г\ ) ||р < С|и|а, где С > О - постоянная.Класс спектральных плотностей, принадлежащих Нр(/?), обозначим через Ер(^).Определение 4. Будем говорить, что пара функций (У(А), р(А)) удовлетворяет условию (?{), если /(А) Е 12р(31) Для > 0, р > 1 и д(Х) Е Н,(/?3) для 02 > О, ? > 1 с 1/р + 1/д = 1 и выполняется одно из условий а) - д) :а) #1 > 1/р, 3? > 1 /д, I деЬ) 01 < 1/р, 1/?и^ + 02> 1/2,с) Зх > 1/р, 1/д- 1/2<02 < 1/д,И) 32 > 1/7, 1/р - 1/2 < 0, < 1/р. ЯВМы предполагаем, что параметрическое множество 0 является подмножеством пространства Ьр (р > 2), состоящего из спектральных плотностей, удовлетво­ряющих условию Маккснхаупта (2) и принадлежащих классу Гельдера НД7). Определим Но = Но(0) как линейное многообразие, состоящее из ограниченных на [-я.т функций Л(А) таких, что пара (О, КО՜1) удовлетворяет условию (Н). Легко проверить, что так определенное многообразие Но удовлетворяет условию 
Но = Ь? Определим также Д-р : Ь2 —» Ь2 по формуле .4т(/») = [Т՜1/2#] • К, т.е. 
Д-р является оператором умножения на функцию Т~}0(А).Теорема 1. Пусть 0, //0 и Д-р определяются как и выше. Тогда семейство распределений {П*т.я. О Е 0} удовлетворяет условию ЛАН в любой точке О Е 0 в направлении Ь2 с нормирующими множителями
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△т(М) = МА) ֊«(А) ......—фЗ—*<*>"■ (3)
7т(А) =- периодограмма процесса Х(1).При более сильном предположении, что параметрический класс 0

(4)
состоитиз строго положительных и непрерывных спектральных плотностей, тот жерезультат был анонсирован в работе Ибрагимова и Хасьминского [10].§3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫПусть A'(t), t 6 Ж вещественнозначный стационарный гауссовский процессХ(1) с нулевым средним и спектральной плотностью /(А), А € (—я՜, »]• Обозначимчерез Br(f) ковариационную матрицу процесса А'(1), т.е.

Br(f) = ||г(« - «)||ил=тз=. (5)
где

я

г(.-.) = ВХ(.)Х(.) = ֊ [ е-, А("-',)/(А)</А 
— ▼

(6)
- ковариационная функция процесса A'(t). Для /i(A) Е Яо положим/т(А) = /тл(А) = 0/(А) (l + Т-'>2 h(X)) . (П

Для гауссовских процессов логарифм отношения правдоподобияbr(Xr,/./T) = log;^^1-(Хт). гле Хт = (Х(1), ...,Х(Т)}, <*и T.Jдопускает следующее представление (см. [11], §3.2) :Ьт(Хт,/,/т) = | (log det Вт (J) - logdet Вт(/г)] + (8) + ֊ [х^в.;1(/)Хт-х^в^1(/т)Хт].Нам будет удобнее иметь дело со спектральными представлениями случайных функций Lt(X֊t , f, fr) и Дт(Л,/), определенных по (8) и (3). Обозначим через Ьз(/) весовое пространство \1/3 1р(А); НЛ = I / |м>(А)|’ /(A) rfA I < оо >



24 М. С. Гмновяни пусть Нт(/) ~ пространство тригонометрических многочленов степени не выше
Т, рассматриваемое как подпространство пространства Ьг(/). Обозначим черезРт(/) ортогональный п( сктор в Ьз(/) на подпространство Ят(/)- Отметим,что Рт(/) является интегральным оператором в Ь;(/) с ядром б?т(/; А,р) '■

(9)
4=1где {у>к(/; ^), к = 1,2,...} - система ортогональных многочленов, связанных со спектральной плотностью /(А). Таким образом, (¥>*(/; е,Л), ^>(/;«,А))/ = ^ку, где (•, )/ - скалярное произведение в Ез(/), а = 1 для к = у и = О

воспроизводящим ядром пространства //?(/)в противном случае (см. [6], [11]). Легко проверить,что Ст-(/;А>^) является, т.е. Ст(/;А,-) 6 Ят(/) и для каждого <р(А) € Ят(/) (у?(д),Ст(/; А,/з))/ = у’(А). (10)Используя (5), (6) и (9), легко проверить, что £т(Хт, /, /т), задаваемое р му лой(8), допускает спектральное представление
Ьт(Хт,Л /т) = ֊ [1о£Не1 ВГ(/) - 1огае։ Вт(/т)]+ 

£

(И)
где 2(<1Х) - ортогональная стохастическая мера, участвующая в спектральном представлении процесса А'(4) (см. [11], §1.6) :

А'(() = / е“А 2Г(</А).
Очевидно

Е/ (2>(<։А)гЛ^)] = /(>)<М, 
о,

если А = р, если А р (12).Аналогично, для случайной функции Д'/-(/1,/), задаваемой формулой (3), имеемследующее спектральное представление :Дг(А./)=Ц^ у у уег(А,1)Ст(։,я)^ л гЦ,Лц)~

(13)



Локально агимптотически нормальные семейства... 25где
СТ(А, 0 = GT(1; А, 0 = «‘’'(»-О/։. *in<'^A ‘>/2>. 

з։п((А -1)/2) (14)Лемма 1. Пусть пара функций (/(A), 9(A)) удовлетворяет условию (Н).Тогда
IУ |GT(A,։)|’g(0/(A)dAd։ = Т У /(A)g(A)dA +о(Т1/2) при Т-оо.(։5)

Доказательство : Используя Теорему 6 из [5] получаемУ У |GT(A, 01’9(0/(A) dA Л - Т У /(A)g(A)dA =

{
О для 41+А<1,O(logT) для 01+02 = 1,0(1) для 01 + 0з > 1,

(16)

где 01 и 02 - числа, участвующие в Определении 4.Из условия (И) вытекает, что 01 + 02 > 1/2. Поэтому (15) следует из (16)Лемма 2 (см. [4]). Пусть пара функций (/(A),5(A)) удовлетворяетусловию ('Н). Тогда случайная величинаУ /T(A)g(A)dA- I IE, [Ta֊(A)]9(A)dA ,
где /т(А) периодограмма, задаваемая по (4), имеет асимптотически (при Т —♦ оо) нормальное распределение с нулевым средним и диспер­сией <т2 :

2 _ 1
8т

(10

Доказательство следующей леммы можно найти в [15], стр. 254 - 255.Лемма 3. Следующие условия эквивалентны :а) спектральная плотность /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (2);1>) существует положительная постоянная С, удовлетворяющая усло­вию 8ир||Рг(1)||/ <С< ос, (18)
I тI где Рт(1) ортогональный проектор в 1} = Ьз(1) на подпространствоI Д?(1). а ||1’т(1)||/ “ операторная норма ортогонального проектора Рт(1) | в пространстве Ьг(/).



26 М. С. Ги к՛ >вяк§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Прежде всего заметим, что лля всех А € Яо и достаточно больших Т имеем
Оо 4- Ат(А) = 0О + [Т-’/2/] • Лео.

Согласно неравенству Гельдера, из условий теоремы следует, что /(А) А(А) Е Ьз.Поэтому, для всех А 6 Яо получаем||Лт(Л)||։ = 7'-|'’||/Л||,~0 при Т - оо.
Следовательно, нам достаточно доказать справедливость следующих двух ут­верждений (см. Определение 1) :а) для любого А 6 Яо случайная величина ф(Т,И,/) задаваемая формулойв(г /,л)^гт(хт,/,/т)-/ /т(А»./(Л)МА)^ + — /*’(>)<«, (19) ЧХ J ]\Л) ОЯ J— * —жстремится к 0 при Т —• оо по 1Рт./- вероятности ;Ь) для любого А 6 Яо случайная величина Дг(А,0), определенная по формуле (3), имеет асимптоточески (при Т —» оо) нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией а2 = ||А||2В силу неравенства Чебышева для доказательства а) достаточно показать, что матемаг ическое ожидание и дисперсия случайной величины ф(Т,к,р) стремятся к 0 при Т — оо, т.е.

1Е/ [ф(Т, /, А)] —» 0 при Т —♦ оо (20)Ю/ Л)] —♦ 0 при Т — оо. (21)Из (10) и (14) следует, что
— / 6'т(А, <)Ст(<, д)^ = Ст(А,/з). у

Следовательно, используя (3), (12) и (13), из (19) получаем
Е/к(Т,/,Л)) = ^Е-[Ьт(Хг,/,/т))+-!- [ Л2(А)<м1 +! о 7Г У |/ / |Ст(а,01’ ^4/(А)</АЛ ^‘> + 4”.(22)



Локально асимптотически нормальные семейства... 27Рассуждая как и при доказательстве Леммы 2 из (3] можно показать, что Б? 1 —»О при Г —» ос. Далее, полагая —֊ = д(1) и применяя Лемму 1, получаем —• Опри Т —» оо. Отсюда и из (22) следует (20). Для доказательства (21) заметим, что из (12) и (19) имеем
ПЭ/ 1Ф(Т,!, А)) = 1- 11 |Сг(/;А,д)-Ст(/т;А.я)-

, 3֊»Л Г /1«)— / Ст(А,1)Ст(г.р)7^Л /(А)/(д)^Р =Я7Г у (23)
Рт(/) - Рт(/т) Рт(/) - Т-1/5 Рт(1) у Рт(1)Г

где Рг(/) - интегральный оператор в Ьз(/) с ядром Ст(/;А,р), определенным по формуле (9), Ст(А, р) = Ст(1,А,р), й обозначает оператор умножения на функцию р(А), а ||Л||/ - норма Гильберта-Шмидта оператора Я в пространстве Ь2(/). Используя рассуждения доказательства Теоремы 3 из [3], можно показать.ч го Рт(/)ЬРт(/)֊Рт(1)֊Рт(1)Г (24)
Следовательно, для доказательства (21) достаточно показать, что

Пт ||Лт(/)||} = 0, 
Т —• ос

(25)
где . , ,Лт(/)^РТ(/) ֊ Рг(/Т) ֊ РтШ - Г՜1'’ Рт(/)1> Рг(/). (26)

*ТИз равенства Рт(/) - Рт(/т) £ Рт(/) = Рг(/т) , 4.7--,/г|՛; Р< (/) (27)
и из (26) находим

ит(/)и;= рил-) Р7'(/)֊Р-1/’ Рт(/) Ь РТ(/)
< = Р?(/т) - Рт(/)1 +

2

I 2

2
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(28)

Используя аргументы доказательства Теоремы 3 из 3], можно показать, что при условии СИ) первое и второе слагаемые в последнем выражении (28) имеют порядок о (Т1/2) при Т —♦ оо. Следовательно, для завершения доказательства(25) нам остается показать, что
(29)

Используя (7) получим1 /1 1 \ 2 1 Т"1/2к 1 2
т Рт(1){?՜^) Рт(1)г =т Рт(1)1+т-^1ЛРг(1)/ -

,....и-. 4И11Ч
< - ■։ир]|Рт(1)|1л»ир||Рт(1)||?//.

1 т Т

(30)
Отметим, что вместе с /(А) функция 1//(А) также удовлетворяет условиюМаккенхаупта (2). Поэтому используя Лемму 3 получаем

5ир||Рт(1)||/ < оо и вир ||Рт(1)|1։// ос
Следовательно, последнее выражение в (30) стремится к нулю при Т —* ос.Таким бразом, (29) доказано. Комбинируя (26), (28) и (29) получаем (25).Наконец, применяя неравенство Чебышева и учитывая (20) и (21), мы завершаемдок азазел ьство утверждения а).Для доказательства утверждения Ь) положим <?(А) = Л(А)0(А) представимслучайную величину △г(Л,0), определенную по формуле. (3) в видеИ

= /[/т(А)֊«(А))р(А)|/А=9т(Л.») + Мт. (31)4?г Jгде тг(Л,в)= ֊— I /т(А),(А)аА- /една)]^)^ ,

У Г(А)»(А)</А .
(32)
(33)



Локально асимптотически нормальные семейства... 29Принимая во внимание (4), (12) и (14), из (33) получаемТ֊1/* г / }
Мт = -^~ J у lG7'(À,p)|2<?(A)/(M)dAJp֊T1/2 у /(À)ÿ(À)dA.

Используя Лемму 1 находим, что Л/у —♦ 0 при Г —♦ оо. Следовательно, при Т —♦ оо случайные величины Дт(Л,0) и 7г(Л,0) имеют одинаковые асимптотические распределения. Используя Лемму 2 получаем, что случайная величина Дт(Л,0) имеет асимптотически нормальное распределение с нулевым средним и диспер­сией */ /’(*)»’(>)«= А у Л’(А)</А. ■
Этим завершается доказательство утверждения Ь). Теорема 1 доказана.Замечание 1. Рассуждая как и в доказательстве Теоремы 1, можно показать, что семейство распределений {1Рт։0, 0 £ 0) локально асимптотически нормаль­но также и в направлении весового пространства Ь2(/2; [֊%, %]) (см. [10], [14’).Замечание 2. Во многих задачах статистического оценивания важную роль играет равномерная версия ЛАН (см., например, [9]). Используя идею доказа­тельства Теоремы 1, можно показать, что семейство распределений {1Рт,«. 9 С 0} равномерно асимптотически нормально в каждом компакте К С Э с нор­мирующими множителями Ат’(А) = [Т“։/20] - А, причем Д(А, 0) определяезся по формуле (3).
ABSTRACT. Let H’/ « be the probability distribution of an observation 
X-/- = {A"(l),.... zV(T)} of a real valued stationary Gaussian process A'(t) 
with zero mean and spectral density 0(A), A E [—r, ît]. The paper derives 
sufficient conditions in terms of spectral density under which the family 
of distributions (IPt.s, 0 E 0} with a parametric set 0 C LP[-*,*| (p > 2} 
satisfies the local asymptotic normality condition in the sense of I. A. 
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АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИИ ПОЛУЭЛЛИНТИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ В 1ВП

Г. А. Карапетян, Г. В. Даллакян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К* 4, 1999

Теоремы аппроксимации решений линейных эллиптических уравне­
ний в решениями граничных задач в шаре “большого” радиуса 
представляют значительный интерес. Настоящая работа посвящена 
изучению аналогичных свойств для полуэллиптических уравнений. 
Доказывается, что решение полуэллиптического уравнения в Ш.” мож­
но получить как предел при R —♦ оо решения иц граничной задачи в 
некоторых ограниченных областях.

§1 . УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Пусть Р(Р) - линейный дифференциальный оператор вида

Р(О)= 52 (1.1)

/ 1 1 \ 13
где р = [ —, т. € К, О} = -֊,} = 1..... п и пусть

\ГП1 ГПп} ЮХ;
Р°(Р) = У" 7о -0° “ главная часть оператора (1.1).

(н.®)=2
Определение. Оператор (1.1) называется полуэллиптическим (см. (2]), если

существует постоянная х > 0 такая, что для всех £ Е ПТ1

|/’0«)1>х(к1Г/д։ + - + КпГ/й“)- (1.2)

Для области И С Ш" обозначим через //'"'(0) (/ € 14, т — (т։,.... Топ)) 

анизотропное соболёвское пространство функций с конечной нормой

п
1Ы1этлп = Ни11/.п = 1М1п + У? ”Нп,

1 = 1
(13)

где || • ||п норма пространства £?(П).
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Замыкание множества C^°(Q) по норме (1.3) обозначим через Яп"(П). Положим

то = тах ту, ро = 1/то, 
1 <j < п 1^1 = 

J = i

(p - сфера).Bru — (х 6 1R ; |х|я < К}, $R,ti — (t € lRn; !r|M — /?},

Пусть P(D) - полуэллиптичсский оператор вида (1.1), который удовлетворяет

условию

Р(£) £ ° Для всех £ € IRn. (1.4)

Известно (3), что такой оператор имеет бесконечно дифференцируемое в 1ГГ‘\{0) 

и экспоненциально убывающее на бесконечности фундаментальное решение Е(х), 

производные которого также экспоненциально убывают иа бесконечности, т.е. 

|DftE(x)| < с(а)е_'у|х| при |х| > I, где 7 - некоторое положительное число.

Пусть К С IRn ~ компактное множество и хо € К. Тогда для любых 

мультииндексов а и 0 справедливо соотношение

\d;D^E(z0 - ։)| < с(а, в, |>Ц - оо.

В IRn рассмотрим уравнение

P(D)u = f.

(1.5)

(1.6)

Лемма 1.1. Пусть оператор (1.1) удовлетворяет условиям (1.2), (1.4) и 

/ € £з(1Вг։). Тогда уравнение (1.6) имеет одно и только одно решение 

и(х) в классе //2т(1Пг‘). Если /(г) имеет ограниченный носитель, то это 

решение имеет вид ц(х) = £(х) * /(х) и

|D» u(«)|<c(a,/)։-’-l։i:’, |х|р —♦ оо. (I 7)

Доказательство : Достаточно установить оценку (1.7) (см. доказательство Тео­

ремы 1.1 из [4]). Пусть G — supp f ограничен. Так как Е - фундаментальное 

решение, то в силу (1.5) имеем

|О" и(х)| DaE(x - y)f(y)dy

< У |D“ Е(г ֊ P)||№)|dy<c(o,/)։-’■ 1'17”, 

G

Положим L2 o(IRr‘) = {f 6 L2(IRr‘); /(z) = 0 для z|M > а, а > 0).
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Рассмотрим краевую задачу

Р(П)и«(х) = /(х), (1.8)

и« £/>(£«.,)• (19)

[5], что если / Е 2<2.в(1Пг‘) и Р(П) является полуэллиптическим 

ом вида (1.1), то для R > а задача (1.8), (1.9) имеет единственное 
ияей։г(8я,)пям(вя,).

1.1. Пусть оператор (1.1) удовлетворяет условиям Леммы 1.1.

[ пусть и и ин суть решения, соответственно, уравнения (1.6) и задачи 

1.8), (1.9), / Е ЬзДЛТ). Если р0 > р։/2 (• = 1,..., п), то для любого 
омпактного А С Ш,։ и а Е и для достаточно больших R имеет

оценка

гпах|ГГ[и(х) - ия(г)]| < с(К, т) R" ||/||Га (1.10)

М = гпах{2 + |р|/2 - цо, |р| ֊ р0

Пусть £>’ - одночлен, входящий в оператор Р(Р), Л<(т) и

(г) - достаточно гладкие функции. По формуле интегрирования по частям

меем

J [М (х) О4 IV(х) — IV(х) О* М(х)] Их =

#(х)] х (1-11)

х[р;‘/?;’-1л7(^)]^1։/Хз...^п4֊...4֊֊ / 52(֊1)’1+”+ х
։5я., ₽’ = ‘

множая обе части (1.11) на 79 и суммируя полученные равенства по д такому, 

то О1՝ <?) < 2. получаем формулу Грина

у [M(x)P(D)^(x)-^(x)P^(D)M(x)]dx= у Ф[М,/¥]<<$, (112)

^я,1.
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где Ф(Л/, ТУ) - некоторая билинейная кососимметрическая форма, зависящая оз

Л/(х), /У(х) и их производных до р-го порядка не выше, чем 2 - д0 :

*[ЛЛЛГ) = X »о.4|0’Л/(1))(О^(1)],
(я.°)+(я.4)<2->‘о

где да>з суть бесконечно дифференцируемые ограниченные функции.

Пусть дл — и — “к- Функция Ол является решением задачи

Р(О)1?д = 0 в В«.,, 0, - и € Я^Вя,.).

В дальнейшем будет показано, что при (д,а) < 2 — ро следы функций ОаОл на р 

сфере существуют и принадлежат ^2(5я,м). Рассмотрим фундаментальное 

решение Е(х — хо) оператора Р(£>), где хо ~ внутренняя точка области Вя,м- 

Так как Е(х — хо) может иметь разрыв в точке х = хо, непосредственно 

нельзя применить формулу (112) в области 5я>м к функциям 19л и Е(х - 

х0) Поэтому вырежем из области Вц։(1 д-шар В£ д(хо) С Вл(радиуса г 

и центром в точке хо) и применим (1.12) к оставшейся области. Если Е(х) 

является фундаментальным решением оператора Р(£>), то Е(—х) является 

фундаментальным решением оператора Р’(О) = Р(-П). Таким образом, имеем 

0= / (£(10֊1)В(О)М։) ֊ =

= / ф (։?я(г), Е(х0 - х)] (15 4֊ ] Ф [0я(х), Е(х0 - г)] </£.

Известно (см. [6]), что в окрестности точки хо

/;?а(х0 х) _ о ( (|Д|-2+(м)) •

\|Х0-Х|р /
Поэтому, в силу теоремы о среднем значении, получаем

У 9..вО°»я(։)О?Е(10-։)]</5 =

= (О’йя)(Г) У 9„.»£>?Е(хо-1))^ =

с1д1-яо
= СО »..Я (О’|>я)(х-)е|>|.,н>я + СО .0 (О^я)(х-<7(е), 

где ж* £ 51 ,д(хо) и <т(с) —♦ 0, € —» 0. Следовательно

Нуп У Ф [^л(х), Е(х0 - х)] (15 = 1?л(х0).

^..д(х0)
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I аким образом, получаем интегральное предсчявление для функции Иц :

">я(»о) = Е / «..дО“йя(։)0'£(хо-։)25.
(я.«>)+(р.Д)<2-яо$/

Пусть Хс Е К, где К С Шп ~ компакт. Тогда при достаточно больших значениях
Я функция Иц является бесконечно дифференцируемой и имеет место оценка

|£>'M*o)l < г 52 / |D“u(z)||D;.Dj£(z0-I)|dS+
(М,а)+(Я.0)<2-Ж) sK „

+ =' Е / |Х>%я(։)| id;. Df -։)1«Ю< • 
(р,а)+(р,/»)<2-д0 5/

< ‘ Е [(l|O’“llz.,(s...)+
(д,а)+(р,Д)<2-до

+ lix>“««lk,(s...)) l|o:oDf£:(zo֊x)lk։(s...)).

(1.13)

В силу (1.5) и (1.7), для любого (р, а) < 2 - до имеем

||о;о Df £(«„ - Z)||i։(y,..) < C,(r, £)«-■’֊ Я(1»1֊»»)/’, (1.И)

l|O»u|U,() < c։ e-’֊ K"° Д'1'1՜'"»’ ||/||1։..(1R.). (115)

Остается оценить нормы ||/?°ия||ь։(5я.м) при л> удовлетворяющем условию 

(р.а) <2 — /1о- Так как область В1 р удовлетворяет условию тп = (т։,..., т,,) 

- рога (см. [7]), то функция йц Е //2т(Я|֊р), определенная в В1։>11 может быть

продолжена на все 1ПП (см. [7], §9 8) со свойством

1|йя11/р-(1Л*) < сз||йн||2.в։,м (116)

(здесь йц обозначает продолженную функцию). Положим р' — max ц}. Исполь- 1 < н
зум известные теоремы вложения (см. [7]), нетрудно убедиться, что для всех о 
таких, что (р,а) < 2 — /зо, имеет место вложение Da Я*”1 (IB՛1) С И2Яо/ (1R”), 

где П2 (s > 0) - изотропное дробное пространство лева с нормой

J/2

1Р1|и;(тл") - (i + ki’r kW«

выраженной в терминах преобразования Фурье функции 3.

Теперь, если /*0 > я./2. (« = 1,-.«). то ро/я' > I/2 и след Функции О°«}я 
на /2-сфере 5| л существует и принадлежит ^>2(5։1Р). В этом случае имеем
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||^а“Я||£։(51<д) < сз Цйя||;/»~(1Я.)- Следовательно, из (1.16), (1.7). (1.9) и [8] 

получаем

ЦО“й«|к,(5„..) < ||йя1|,.в։,= С4||ия||,.в...я’-«/’ <

Наконец, из (1.13), (1-14), (1 15), (117) получим (1.10). При дополнительных 

условиях на функцию / получаются более точные оценки для функции и - ин.

Теорема 1.2. Пусть К С ПГ - компакт, (/*, г) < 2 и / 6 £з(1Пп) 

удовлетворяет условии։

О"/(։) = О(«(|։|В)) (1.18)

при |х|й > Я), (д,и) < До, где у(Я) — монотонно убывающая положи*

тельная функция, удовлетворяющая условию ] д(|ж|р) <2яг < ос. Тогда в 
т.”

условиях Теоремы 1.1 и для достаточно больших R имеет место оценка

5ир|Оги- Огия| < с(Я)ЯА' 
К

л(Я/2)+ ։-•’֊я'”'2

где Л/ = тах{2 + |р|/2 ֊ до, |р| - яо)-

Доказательство : Достаточно оценить функции £)аи; (р,а) < 2 (см. дока­

зательство Теоремы 1.1). Пусть Е , V» = 1 для |х|р < Я] и 0 = 0 для 

1г1м > Я) + 1 ■ Решение и имеет вид и = щ + и2 = Е ♦ 0 / 4֊ Е ♦ (1 — ^) /.

Из Леммы 1.1 имеем \Оа И1| < се՜71՝***0, |я|р — оо. Однако и^ =

/ О'3£(г - у) Л*'[(1 - ^(у)) /(у)] Лу, где (р, 0) < 2, 0 4 4/ = а. Следовательно, из
П(-
(1.5) и (1.18) имеем

|Л° и2| < с \О‘Е(г - у)| д(у) 11у+

1ОаЕ(г ֊ у)|9(у) '1У < с 5(|х|я/2) + е-’՛

Теорема 1.3. В условиях Теоремы 1.1 для любого > 0 (^ = 1,...,п) и 

достаточно большого Я

11«-Мив... < сг՜1՛"'" я,+<|,‘|-'">/։||/1к, (1.19)

Доказательство : Область ЯЯ д удовлетворяет условиям С. В. Успенского [9], 
(10).
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Следствие. Пусть выполнены условия Теоремы 1.1. Тогда Нт ||и֊ия|ц1я Л—»оо

§2 УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В П<п рассмотрим уравнение вида

А(г, Л,А)и = 52 Л^а«»^) Л°и) = Р(Л) и+ А$(г,Л) и = /, 
(*.-)<»

(2.1)

где Р(О) - оператор из §1, С}(х, О) - дифференциальный оператор д-порядка не 

выше 2 с гладкими коэффициентами, которые равняются нулю при |т|я > а, А - 

комплексный параметр, / С £2(1ПП).

Ясно, что если |А| достаточно мало, то оператор А(т, О, А) - полуэллиптический 

(определение см. в [2]). Обозначим через Д множество всех значений А, при 

которых оператор Д(х, Л, А) полуэлл и птичен. Очевидно, что Д является откры­

тым множеством. Связное подмножество множества Д, которое содержит точку

А = 0, обозначим через До. Если р-порядок оператора ф(х, Л) меньше двух, то

До совпадает со всей комплексной плоскостью.

Наша цель - исследовать однозначную разрешимость уравнения (2.1) в прост­

ранстве //2™(П1П). Допустим, что и е //2™(П<П) является решением уравнения 

(2.1), А 6 д, / е £2(ШП). Применив к обеим частям уравнения (2.1) интеграль­

ный оператор с ядром Е(х — у), где Е - фундаментальное решение опера ора 

Р(Л), уравнение (2-1) сводится к интегральному. Каждое из слагаемых в 

(2.1) локально принадлежит £2(1ПГ‘). Гак как функция Е(х — у) имеет слабую 

особенность (см. [б]), то

У Л(т - у) Р(Л) и(у)«/у + А У Е(х - у)(Э(у,О)и(у)(1у =

(2.2)
У Е(х - у)/(у)(1у.

1у1м < а

Так хак д = Р(0) и € Мп։"), то в силу Леммы 1.2, уравнение Р(0) = 9 "'<есг 

в классе Я2ЯГ(П1Л) единственное решение, которое можно получить с помошью 

свертки функций Е(х) и д(х)- Следовательно, получаем

н(г) + А / £(։ ֊ р) <?(р, О) «(1/) = У Е(: - у)Ку)4у-

1к1.<։« 1»Ь<а

(2.3)
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Функции Оу Е{х — у) при (я, а) < 2 имеют интегрируемую особенность

Следовательно, второе слагаемое в левой части равенства (2.3) можно проин* 

тегрировать по частям, перебрасывая все производные с и(у) на Е(х — у). 

Пользуясь техникой дифференцирования интеграла со слабой особенностью (см 

[11]), можно перебросить и “последние” производные с и(у) на Е(х-у). Учитывая 

также, что коэффициенты оператора С)(х, О) финитны, из (2 3) получаем

u(z) + A у [Q*(y, Dj,)E(z-y)]u(y)dy = J Е(х - у) f(y) dy, (2.4)

где интеграл слева будет сингулярным. Нетрудно проверить, что сингулярная 

часть ядра интеграла f [Q*(y, Dy) Е(х - у)] u(y) dy (если существует) равна
____________ |у I» < 2в

К(х,у) = Qq(z, Dy) EM(z — у). Здесь Qo(z,£)k) - те члены оператора, которые 

содержат одночлены оператора Q*(z,Dy), имеющие /j-порядок равный двум, а 

Еи(г ~ у) является тем фундаментальным решением д-од норол кого полуэллип- 

тического оператора Р°(£)г), производные д-порялка 2 которого представляют

собой р однородную функцию порядка -|м1- Такое фундаментальное решение

построено, например, в [11] (см. также [12]). Очевидно, если |х|^ < 2а, (д,а) < 

2. то существует е > 0, для которого выполняется следующее неравенство 
|£>а[Е(г) — Ер(г)]| < с|х|я'“|+е. Оставшаяся часть ядра К\(х,у) интегрального 

оператора имеет вид

1(*. У. — [ОДУ« ^у) ОД*. ^у)] £(* ~ у) + ОДу. ^у И^Д* ~ у) ~ £(* ~ у)] +

+ [Q*(y ^֊ОДу.Р,)]Ец(х-у).

Заметим, что при |у|р < 2а, |х|я < За имеем

IX-.(«.»)!< сI* - id;1-1*'
(см. [11]), a для |у|м < 2а, |х|я > За из (1.5) получаем

(2.5)

(2.6)

Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию ф(х), равную единице при 

1*!м < 2а и е_|Г|- при |г|д > За. Умножим уравнение (2.4) на 0(т) и обозначим 

и(х)^(х) через и(х). Учитывая, чзо при |у|и < 2а имеем а(у) = и(у), получаем

u(z) 4- A i£(z) J [ОД*. £\,)EP(* - y)]u(y)dy4֊
|у|„<2а

4֊ А у ^(*) К, (z,y) v(y)dy = ^(х) у Е(х ֊ y)f(y)dy. 
lyl-<2« |уЬ<а

(2.7)
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Вейлу оценок (2.5) и (2.6) оператор Т։ (v) = f 0(z) К} (z, у) p(j/) dy является
Ilf 1« < 2a

и непрерывным и компактным в £2(Ш'). 'Гак как коэффициенты оператора 
Q(z, D) обращаются в нуль при |х|м > а, то функцию ^(х) во втором слагаемом 

в левой части (2.7) можно отбросить. Имеем ОДг, = Q0(z,Dy), т.е. (2.7) 
можно переписать в виде

Н Н’ ' ж <
»Ч*)+А J lQo(T,DJ£:p(r֊j/)]։/(j/)dJ/-|֊A7'iP = V»(z) J Е(х - у) f(y) dy. 

bl.<2° |fl. <°
(2.8)

I ах как производные от Ад(г) /j-порядка 2 являются /г-од неродными функциями 

порядка -|д| (см. [12]), то при |у|р > 2а, |х|я < а имеем |Q0(r, Dy) Е„(т - 
У)1 < с|у|р|я|. Поэтому оператор Т2р = f [Q0(z, Dy) E^z - у)] u(y) dy также

lvL>2a
является и непрерывным и компактным в L2(HU‘)- Итак, если Т = Т} 4֊ Т2, то 
уравнение (2.8) имеет вид

г/(ж)+А у [Q7Z> Яу) (*-!/)]+ Д7'*'= 0(х) у
1к1><«

£(Х֊«)/(»)<*». (2-9)

Окончательно приходим к следующему утверждению.

Лемма 2.1. Если / Е £2(П1П), а и 6 /72гп(Шл) является решением 

уравнения (2.1), то функция и(х) = и(т) ^(х) принадлежит £2(ШП) и 

удовлетворяет уравнению (2.9).

Справедливо также и обратное утверждение.

Лемма 2.2. Если функция р € £2(№п) удовлетворяет уравнению (2.9), 

то функция ц(г) = р(х)/0(х) удовлетворяет уравнению (2.1) и принад­

лежит классу //2гп(Шп).

В силу Лемм 2.1, 2.2 и результатов работы [13] приходим к следующей теореме.

Теорема 2.1. При всех А Е Д индекс оператора Л(х, £), А) равен нулю. 

При всех А € До, за исключением счетного множества Д[ С До, 

уравнение (2.1) имеет единственное решение в классе И

Замечание 2.1. В работе [14] построен пример, показывающий, что множество 

Д| может быть не пустым.

§3. ТЕОРЕМЫ ОБ АППРОКСИМАЦИИ

В ПГ рассмотрим уравнение

A(r, D) и = /, (3.1)
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где А(х, О) = А(х, Д, Ао) - оператор вида (2.1), Ц = (?(х, О) - дифференциальный

оператор с финитными гладкими коэффициентами, Ао € До\-^։ фиксированное 
число. Как ычно, функция 1Г(х,х0) является фундаментальным решением

А(х, О) в точке х0, если А(х, £>) Иг(х, ха) = 6(х - хо). Нас будут интересовать

фундаментальные решения, которые убывают при |х м —• оо, причем только

для точек хо из максимальной открытой области У, в которой коэффициенты 

оператора ф(х, Д) равны нулю. В этом случае, очевидно И’(х,х0) = Е(г — ха) + 

։/(х, х0), где Е - экспоненциально убывающее на бесконечности фундаментальное 

решение оператора Р — Р(О), а и - убывающее решение (при х|^ —♦ оо)
уравнения

P(D) */ + Ао Q(x, D) и = -Ао Q(x, D) Е(т - х0). (32)

Лемма 3.1. Пусть х0 6 У. Тогда уравнение (3.2) имеет единственное

решение и Е //2’Т*(1П’‘).

Доказательство : Рассмотрим уравнение

(P + A0Q)u = (3.3)

где / = -Ао С](х, И) Е(х — х0) - финитная гладкая функция (так как хо € У). 

Решение уравнения (3.3) будем искать в виде и = Р՜1^ = Е*ы. Легко проверит ь, 

что функция и является решением уравнения (3.3) тогда н только тогда, когда 

<*՛ Е А2(1ЛП) является решением уравнения

w 4- Ао Q Р 1 ш — f. (3.4)

Существование и единственность решения и Е ^(Ш") уравнения (3.4) следует 

из результатов §2. Поэтому используя Лемму 2.1 получаем утверждение Леммы
3.1.

Замечание 3.1. Из доказательства Леммы 3.1 следует, что при |х|^ —• оо для

решения v = u(x,xq) уравнения (3.2) имеет место оценка

(3.5)

Лейст нительно, согласно неравенству (1.15), при |х0|р —» оо имеем ||Q(x, D) Е(х-

хо)|к,(И1») < сс-31|го|.и Поскольку для оператора 1 + Х$(2Р~х в £3(1ЛП)
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существует непрерывный обратный и Р 1 непрерывно отображает £2(1К'’) в 
Я2г'(1Яп), то (3.5) следует из формулы

= Р~\1 4֊ >0 и Р՜1)՜1 [-Ао<?(х. О) Е(х - го)).

Замечание 3.2. Из Леммы 1.1 следует, что х0 6 К, где К С У - компакт и 
справедлива оценка

ю; О^х.хо)! < е(к,а,

Пусть Л(х, £>) формально сопряжен и имеет вещественные коэффициенты, т.е.

Д(х, О) и = Л(х, О) и. (3.6)

Тогда справедливы формулы Грина (см. (15))

Вн

I/ — р А(х, О) и] (1х = 2^
;=0

п^о-1 - то-1 -

и0(х) = £ I Р; иФ} [У(х,хо)<13 — 52 / Фу иГу И^х.хо)^.
>=° У=° *я..

Первая формула справедлива для любых гладких функций и и и, а вторая зерна, 

если Л(х, 1)) и = 0, |х|й < Я, х0 € У.
Здесь Гу и Фу суть операторы р-порядка ро; и 2 — ро ~ Ро}. соответственно. 

Вообще говоря, они определяются неоднозначно. Для пары операторов /у и 

Ф;, удовлетворяющих условиям Р} и = Р^й, Ф> и = Ф? и, (У = 0,...,то — 1), 

рассмотрим задачу

Л(х, Р)ил(х) =/(х), хЕВя.р, (3-7)

Ф; ид — Ьу Гу ия = 0, |х|д = R, ) — 0,..., т0 - 1, (3 8)

где Ь} - постоянные, удовлетворяющие условиям

Ие Ь} - О, 1т 6; > О, ) = 0,.... т0 - 1, или

1<е Ь} = 0, 1т Ь} <0, ; = 0,.... т0 — 1, (39)

и граничные условия (3.9) коэрцитивны.
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Теорема 3.1. Пусть Л(х, В) формально самосопряжен и удовлетворяет 

условию (3.6), и / € £з(1Нп). Тогда уравнение (3.1) имеет в прост­

ранстве Н:'п(ИТ') единственное решение. При достаточно больших Ц 

задача (3.7), (3.8) также имеет единственное решение. При этом, если

Рэ > (» = то для любого компакта К

sup |ZT[u(x) - ид(х)]| < с(г, К) с-»*я*° я’+Ы/2-мо. 
хек

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия Теоремы 3.1 и 

D'/(։) = O(A(|i|„)) ДЛЯ 1®1я > Я1. (я-") < Яо,

где Я(Я) ~ монотонно убывающая положительная функция, удовлетво­

ряющая условию / Л(|х|я) </х < оо. Тогда для любого т, |х|я < R — 1 и 

R —♦ оо имеем

|Dr |u(x) ֊ ия(х)]| < с(т) ЯА' (А(Я/2) 4- я>,0/2] (е՜7* |х^° 4- е՜7» (я-1«1мГв]։

где .W = гпах{2 4-|я1/2 ~ Яо, 1я1 _ Яо}«
Доказательства Теорем 3.1 и 3.2 не отличаются от доказательств Теорем 3 и 4 

»14.

ABSTRACT. Theorems of approximation of solutions of linear elliptic 
equations in IR'՜ by the solutions of boundary - value problems in a 
sphere of “large’՝ radius arc well known. The present paper studies similar 
properties for the semi-elliptic equations. It is proved that for semi-elliptic 
equations in IRn the solution can be obtained as a limit, as R —► oo of the 
solution ur of a boundary value problem in certain bounded domains.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И 
АДИАБАТИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ

Е. А. Тароян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X* 4, 1999

Асимптотические представления решений обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений и систем используется для построения 
адиабатических инвариантов и для оценки их изменений. Эти ре* 
зультаты применяются для изучения системы Дирака, системы слабо 
связанных линейных осциляторов, а также для улучшения некоторых 
известных оценок.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В этом параграфе получено асимптотическое представление для решений систе­

мы обыкновенных линейных дифференциальных уравнений

где г(։) - п-мерная векгор-функция, а А(1) п х п-матрица-функция опре­

деленная на действительной оси. Затем мы используем эти результаты для 

получения асимптотических представлений для решений системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, зависящих от параметра. Эти асимптотические 

представления используются для оценки изменения адиабатического инварианта 

таких систем.

Пусть || • ||м и || • ||„ суть евклидова норма матрицы и вектора, соответственно.

Теорема 1. Если в (1.1) А(1) € С(Я) и существует обратимая п х п-

матрица-функция Ф(^) С С։(Я) такая, что

Ф = Ф՜1 (1.2)

то любое решение уравнения (1.1) можно представить в виде

X = Ф(с + с), (1.3)
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где с — произвольный постоянный n-вектор, а п-вектор-функиия е{1)

удовлетворяет условию

Ikllv < Ikllv для всех I € Я. (1.4)

Доказательство : Пусть г = x(t) - произвольное решение уравнения (1.1).

Легко видеть, что подстановка

х = Фу (1.5)

приводит (1.1) к виду
-ОО < I < ОО, (1.6)

где Ф определена в (1.2). Интегрируя (1.6) получаем

(1.7)

где с - постоянный п-вектор. Из (1.7) находим
ОО

t
(18)

Тогда из леммы Гроунола [1] получаем следующую оценку .
ОО

IIj/IL < l|c||v«p У Нф11м^- 

I
(1.S)

Наконец, полагая

€ = у - с - (1.10)

и используя (1.5), (1.7) и (1.9), приходим к представлению (1.3), где

схр

ехр

Замечание 1. В опенке
ОО *

(1.4) можно заменить exp f ||Ф||М^ на ехР f ' ’
I <•

где 10- произвольное число или ±оо.
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Пример 1. Предположим, что система (1.1) является L-диагональной

матрица-функция Л(1) Е C(R) имеет вид A(t) = diag(r։(t) 1 rnG)) + e(t), где
Re (г; — гд), ||В||М Е М(Я), j, к = 1,.... п. Тогда в Теореме 1 можно выбрать

Ф = diag exp ।
\ о

....... exp -
о

так, что

Ф = b} к exp j 
о

, где B = (bjk)

и Теорема 1 сводится к версии известной теоремы Левинсона для А-диагональных

систем с более точной оценкой для вектор-функ ни и € (см., например, [1] и

замечание, что в теореме Левинсона условие Ис (г, — гд) Е £1(Я), ), Ь = 1,...,п 

можно заменить на условие, что Ие (гу — г*) не меняет знака на Я.) 

Как следствие Теоремы 1 можно получить аналогичный результат для обык 

новснных линейных дифференциальных уравнений n-го порядка. Рассмотрим 
уравнение

Пустьs?i(t)> •••> Рп(0 - система функций, непрерывных на Я, a W(<^1։..., v?n) # О 

- их вронскиан. Положим
п

Ф
п

и Ф՜1 =
^(р։. • • ..Рп)

(1.12)1

где Фд, ~ минимальный элемент 1 в матрице-функции Ф(4), и 

уравнение (1.11) к системе вида (1.1) с

преобразуем

х = column(g,..., q^n~ *))

О
О О

О
О

и

-Un-J -ап-ч -aj

Поэтому для матрицы-функции Ф, определенной в (12), имеем

Рп О

ф - Ф՜1
Pi (п) гР] - L^I ...

J«֊i)Рп
Рп

с/Ф 
~dl = -Ф՜1

- Lf. /
О О 

L'Pn

Принимая во внимание (1.12), находим элементы матрицы Ф :

W'tv’l....... son) ՛
* аким образом, мы доказали следующий результат.

л.
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Следствие 1. Если коэффициенты а](1),..., ап(0 уравнения (1.11) не­

прерывны на Ш и существует обратимая матрица функция Ф
€ С(Я) такая, что

Фп> Ъфъ ЕЙ(Я), 7» 1* — 1,..., п,

то любое решение уравнения (1.11) вместе с его производными допус­

кает представление

к — 1,..., п,

где функции е7(1) удовлетворяют условию

с произвольными ПОСТОЯММЫМИ С;, } =

Аналог этого результата с интересными применениями впервые получены в [2].

§2. СИСТЕМЫ С ПАРАМЕТРОМ И АДИАБАТИЧЕСКИЕ

ИНВАРИАНТЫ

Рассмотрим систему уравнений

£ = Л(М)г, 
а1

—оо < ! < ос, (2.1)

где А) - п х п-матрина-функция, определенная на Ш., а А положительный 

параметр. Введем следующее условие на матрицу-функцию А(*,А) (а, абсо­

лютные постоянные) :

Л. Существует обратимая п х п-матрина-функция Ф( , А) € С1(Я) такая, что 

||ф(0, А)||м < Д), а элементы матрицы-функции Ф, определенные в (1.2),

имеют вид

СХр ],к = (2.2)

где функции и}^Х) и А), 7, к = 1,..., п удовлетворяют условиям

ц;,(-,А)€Сгп(Я).
ОО
У |и{1)(«.А)|Л < О2> « = 0........т,
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!»>*(*» Л)1 > <»з > 0, А) € С’ГП(Я), |^;)(-,А)| < а4, R« и;* = О, « = 

для некоторого натурального т.

Легко проверить, что из А следуют условия Теоремы 1, и поэтому любое 

решение системы (2.1) допускает представление (1.3), (1.4). Однако условие 

А позволяет получить более точное асимптотическое представление решений, 

соответствующее ограниченным при А > Ао > О данным Коши.

Теорема 2. Пусть в (2.1) имеем А(-,А) € С(Я), и пусть условие Л 

выполняется для всех I Е Я. А > Ао и некотором натуральном т. Тогда 

любое решение х — х(4, А) уравнения (2.1) с ограниченными при А > Ао

данными Коши имеет вид

(2.3)

где с(А) - произвольный п-вектор такой, что 

функции о*(£, А) удовлетворяют условиям

Нс(А)||и < <։, а вектор-

о>(-. А) € Ст(Я), ||а4(«, А)||у < ат для всех < е Я, А > Ао, к = 1, (2.4)

У ||ак(1, А)||„(^ < а™ для любого А > Ао, к = 1,..., т - 1, (2.5)

- ОС

Нт ат(1, А) = О и существует Пт от(<.А) для любого А > А«. {—•ОС ОО
(2.6)

Доказательство : Пусть А выполнено. Вначале докажем, что если решение

уравнения (2.1) имеет вид (1.3), (1.4), где ||с||„ ограничены при А > Ао, то смежно 
п

записать в виде € = )>" причем о*(1, А), к = 1,гп удовлетворяют условиям 
4 = 1

(2.4) - (2.6). Действительно, для е(4,А) имеем (1.10), причем у удовлетворяет

(1.6). Подставляя (2.2) в (110) получаем

ехр с/з, (2.7)

где суть компоненты вектор-функции €. Интегрируя (2.7) по

частям получаем

(2.8)
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Принимая во внимание (1.6), (1.8) и обозначая первое слагаемое в правей части 

(2.8) через а>1/А, где а։ = со1итп(аи,..., ап1), получаем, что аД-.А) 6 С(Я) 

и условия (2 4), (2.5) выполняются. Повторяя эту процедуру т раз, получаем 

доказательство теоремы для решений уравнения (2.1), имеющих вид (1.3), (1.4), 

где ||с||у ограничена при А > Ао. Теперь предположим, что г = х(<, А) ֊ решение 

(2.1) с ограниченными при А > Ао данными Коши. Достаточно показать, что в 

его представлении (1.3), (1.4) ||с||у ограничена при А > Ао. Согласно Замечанию 
1 это решение имеет вид

г = Ф(с+ е) = Ф(со + Со). (2.9)

где £ удовлетворяет (1.4), а Ео ~ (14) с верхним пределом интегрирования = О 

(вместо оо). Так как ео(0, А) = 0 получаем

со = Ф 1(0,А)г(0,А). (2.10)

Из (2.10) и условия А следует, что ||со||ограничена при А > Ао. Следовательно,

и ||ео||у также ограничена. Из (2.9) следует, что

с = со + Ео - С = со + £о(оо, А), (2.11)

и поэтому ||с||и ограничена при А > Ао- Теорема 2 доказана.

Интересно построить матрицу-функцию Ф(1, А) при более сильных ограничениях 

на А(4,А). Например, рассмотрим систему

֊ = 
(11

-оо < I < оо. (212)

Известно из линейной алгебры, что если собственные значения Гк, к — 

матрицы А различны, то существует обратимая матрица Г, преобразующая А

к диагональному виду, т.е.

Т 1АТ = с11ай(и........ = V, (213)

где столбцы с,-, ։ = 1.......п матрицы Т = (с],...,еп) суть линейно независимые 

собственные вектора матрицы А.

Следствие 2. Пусть для матрицы функции А(0 € С(Л) существуют

пределы А(±оо) = Игл А(0, и собственные значения в։(0 € С’п(й) ! —±оо
удовлетворяют условию

1ш(^ - V*) # 0, Пе (и, - г>) = 0, (2.14)
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для всех —оо < / < оо, j к = 1,..., n, s = 1,., m, и пусть существует 

обратимая матрица-функция T(i), преобразующая А(1) к диагонально­

му виду так. что

Г(«)еС"(Я), ||Т0>(()||м 6 М(Я), J = 1........m. (2.15)

Тогда любое решение х = r(t, А) уравнения (2.12) с ограниченными при

А > Ао данными Коши, удовлетворяет условиям (2.3) - (2.6), причем

* \
ехр У(Avi - u։)ds....... exp j(Xvn - un)ds\ , (2.16)

<0 <0 /

где ия(<), к = 1,...,п суть диагональные элементы матрицы Т~1(ГГ/(И. 

Доказательство : Достаточно показать, что из условий Следствия 2 вытекает 

Л, где Ф ֊ как в (2.16). Обозначим через R диагональную матрицу-функцию в 

(2.16). Подставляя (2.16) в выражение (1.2) получаем

В [3] доказано, что если А(1) - матрица-функция, удовлетворяющая И*€ 

для всех з = 1,2,... и се собственные значения г*(£), к — 1,...,п 

различны и чисто мнимые для всех -оо < I < оо, то dr|[(t)/dt, к = 

суть слабые и существует обратимая матрица-функция Т(1), преобразующая 

А(1) к диагональному виду такая, что НТ(1)/И1 является слабой. Очевидно, 

если 4А(1}/41 - слабая, то А(1) имеет пределы н ±оо. Таким образом, доказано 
следующее утверждение.

Ф = R-^T՜1 (xATR--rR-T-t-} = R~} (XVR-T~i^-R-
\ dt dl J \ dt dl (2И)

где к*(() - диагональная матрица функция, определенная в (2.13). Подставляя R 

в (2 17) легко видеть, что диагональные элементы для Ф равны нулю. Далее, из 

(2 15) следует, что непрерывная матрица функция Т(1), преобразующая А(0 в 

диагональный вид, имеет пределы при ±оо, и поэтому (2.13) выполняется в ±оо, 

т.е. (ЗесТ՝^) 0 для всех -оо < I < оо. Следовательно, € Ь1(Я), и

легко видеть, что условие А выполняется для Ф, имеющей вид (2.16) (разности

- в* играют роль элементов в (2.2)). Следствие 2 доказано.

Определение 1. Матрица-функция f(l) € C(R) называется слабой (см. [3]), 
если

֊— G Ъ\(Я) для всех dt* s = 0,1,2....... (2.18)
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Следствие 3. Пусть - слабая матрица функция с различными
и чисто мнимыми собственными I значениями для всех — ос < I < со.
Тогда утверждение Следствия 2 имеет место для лю го решения
уравнения (2.12) с ограниченными при А > Ао данными Коши и для 
любого натурального гл.

Полученные результаты применяются ниже при изучении адиабатических инва­

риантов для систем дифференциальных уравнений.

Определение 2. Пусть 4(4, А) в (2.1) является 2п х 2п-матриц֊функцией, 

непрерывной на Ш и удовлетворяющей условию А для некоторого натурального 

т, и пусть

Ф 1 — (У’у 4 )>,*=!» ^21-1 к ~ У’гд» п, к— 1,...,2п.

Тогда скалярные произведения

У,*(4, х, А) — < 5*х, х >, где .5 — (^2<—1/^244 ^2»2^21—14)3,4=։» * 1, • • • ,п.
(2.19) 

называются адиабатическими инвариантами уравнения (2.1) (см. также [4]). 

Из определения следует, что 5' = £’(4,А) суть действительные симметричные 

2л х 2п-матрицы֊-функции.

Теорема 3. Если У.(4,г,А), ։= суть адиабатические инварианты

уравнения (2.1). то

А —» оо, для любых оо < 4։,42 < ос, (2.20)

У,(ос, г, А) ֊ 7։(-оо,х,А) = О I — ) ։ А — оо, (2.21)

где х = х(4,А) - произвольное решение уравнения (2.1) с ограниченны­

ми при А > Ао данными Коши.
Доказательство : Из (2.19) для ։ — 1,...,п имеем 

2п
У։(4,Х,А)= (^2։1-1,^2|\ + ^2»>^2։-1к) = 2

2.4 = 1 >=1

2п

52^2,-14^4
4=1

(2.22)

Пусть х - т(4,А) ֊ решение уравнения (2.1) с ограниченными данными

Тогда из (2.3) и (2.22) получаем

(ГП \ / гп \яг—* С>2|_1 I 1 I \ ^21 к \ ~с*|-1 + 52 " ) Iе*1 + Д*՜՜ / ’ ” ։>•••>п-
* = | / \ >=1 /

Наконец. из свойств (2.4) (2.6) всктор-функций ак - со1итп(а։ *, • 

Коши.

(2.23)

вытекают оценки (2.20) и (2.21). Теорема .3 доказана.
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Замечание 2. Адиабатические инварианты аппроксимируют первые интегралы 

системы в том смысле, что если аппроксимирующая резольвентная матрица ф 

становится точной резольвентной матрицей, то о*, к = равны нулю и

как следует из (2.23), адиабатические инварианты становятся первыми интегра­

лами системы.

§3. ПРИМЕРЫ

1. Рассмотрим следующую систему типа Дирака :

где р = р(£) и 9 = д(1), I Е R суть действительные, ограниченные, т-раз 

непрерывно дифференцируемые функции, и А - достаточно большой положи- 

тельный парах<етр. Перепишем (3.1) в виде

^ = Л(1,А)х, где А(1,А)=Г Л (3.2)
аг А — р — д у

Корни характеристического уравнения <1е1(А - р/) = 0 имеют вид :

Р12 = ±»\/Аг —‘р2 — 92 = ±ш. (3 3)

1 аким образом, мы доказали следующее утверждение.

Эта матрица-функция преобразует А(1, А) к диагональному виду (см. (2.13)), а 
I ]

ее обратная матрица функция и^еет вил

1
Р + А

Р + А 
9 + «а

1
2։а

9 + »а
֊9 + га (3.4)

Диагональные элементы для т։, г2 из Т }4Т/(Н имеют вид

^_Р+А^/»9\ 1 <1 (. л \
Г) “ 2а л1 \FTaJ + гл <п^Та; ’

Выберем

(3.5)

■•т ъ

Ф<‘’Л) = Т(о °\ 
г ) ’ где р 4֊ А (1

2а <1з

(3.6)
а 1 (I, А) определена по (3.4). Положим (1*р/(Н*, «Рд/Ж* £ для $ =

I, ..., т. Тогда Ф(1, А) будет удовлетворять условию Л и условиям Определения 

2. Матрица-функция 5 = 5 , определенная по (2.19), принимает вид1
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Предложение I. Пусть р _ p(t) и q _ q(t), l E R суть действительные 
функции, удовлетворяющие условию

р(։), «(<) е сга(Я) и £?,^еМЛ)> , = 1........го. (3 8)

Тогда

(1 ) имеет место утверждение Теоремы 2 для любого решения 

Г = х(£, А) уравнения (3.1) с ограниченными при А > Ао данными Коши, 
а Ф(4, А) имеет вид (3.6),

(И) существует адиабатический инвариант уравнения (3.1)

J =< Si, х. >= (А - p)zf - 2qxis2 + (А + 
2х/А2֊р2֊92

p)z|
(3.9)

удовлетворяющий оценкам (2.20), (2.21),

(Ш) если <1р/<11 и (1д/(И суть слабые, то утверждения (1), (и) имеют

место для каждого тп = 1,2,....

2. Рассмотрим систему слабо связанных линейных осциляторов, определяемых 

следующим уравнением второго порядка :

z = О, (3.10)

где 5(^) - действительная симметричная п х п-матрииа-функиия, а А - достаточ­

но большой положительный параметр. Преобразуем ее в систему первого порядка

где

(3 11)

у = column(x, i), (3 12)

Можно определить адиабатический инвариант уравнения (3.10) как адиабати 

ческий инвариант соответствующей системы первого порядка (3.12).

Предложение 2. Пусть действительная симметричная матрица - функ­

ция S(Z) имеет пределы S(ioc) = iim и положительные собст­

венные значения ui*(J) € Cm(R), к = 1,...,п, удовлетворяющие при 

j, к = 1,..., п условию

cuj / 0, j / к, |и4*>1 < а Для любых - ос < I < оо, s - 1,...,^,
(3 13) 
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и пусть существует действительная ортогональная матрица-функция 

Е(<), преобразующая А(£) к диагональномы виду и удовлетворяющая 

(2.15). Тогда

(1) любое решение у = у(£, А) уравнения (3.11) с ограниченными при 

А > Ло данными Коши удовлетворяет (2.3) - (2.6) с 

Ф(։,А) = т(|) 
\ /л /

<11ад(г1(«|А)|г1(4| А)^. । гл(^> А), гп(4, А)), (3.14)

(3.15)

(Й) существуют адиабатические инварианты уравнения (3.10)

к = 1,...,п, (3.16)

удовлетворяющие оценкам (2.20), (2.21),

(ш) если 4А/<11 - слабая, то утверждения (1), (и) имеют место для

каждого тп — 1,2,....

Доказательство : Введем величину т — 1/Х и перепишем (3.11) в виде —— = ат
ХА(т)у. -оо < £ < ос. Корни характеристического уравнения (1е1(АА — р/2П) = 

0е1(р'/п 4֊ А25) = 0 имеют вил ^?к-\ = *Аси^, рз* = —։Аиц, к = 1,...,п. 

Собственные векторы /*, соответствующие р*, удовлетворяют условию (АЛ —

1 — ео1итп(/1 2* - |, . . . , /п 2* - 1, 24-1, • • • , ^к/п 24 — 1)) Ь к = Ьк-1-

=0, к = 1,...,2п или

к + А/п+։ к — О, 
........ » 

Цк^л к + А/?п * — 0) 
= 0, 

 • 
. ЬП)1)к — Рккпк = 0.

Откуда следует, что (А2£ 4- А* /п) со1итп(/։ *,..., /п *) = 0. Поэтому мы можем 

определить по формуле 1
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Следовательно, матрица-функция Т(т), преобразующая Д(т) к диагональному 

виду» имеет вид (3.15). Гак как /•’(т) является действительной и ортогональной,

го
f[/(4 \

ЛГЛ“"'»)

1 dhJlc 1 duh
2uJk dr 2u>t dr

где rk) k = l,...,2n суть диагональные элементы матрицты T^dT/dt. Теперь 

можно убедиться, что условия Следствия 2 и Определения 1 выполнены. Исполь- 

։уя (2 22) и (2.23), получаем (3.16). Утверждения (1), (и) доказаны. Утверждение 

(111) следует из (1), (и) и Следствия 3 (см. также [3]).

ABSTRACT. Asymptotic representations for solutions of a class of ordi­
nary linear differential equations and systems are used to construct adia­
batic invariants and to estimate their changes. The results are applied to 
the study of Dyrac system, the system of weakly connected linear oscilla­
tors, as well as to improve some well-known estimates.
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МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ, ОПЕРАТОРЫ 
ТЕПЛИЦА И ВЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ

Р. Ф. Шамоян

Известия Национальной Академии Паук Армении. Математика, 
том 34, X» 4. 1999

В статье изучаются задачи, касающиеся щ странств Г£л(ип) авали*
тических функций в единичном полидиске иг‘, обобщающие хорошо 
известные классы Харди, Соболева и Джрбашяна. Описаны мульти* 
нликаторы степенных рядов из Е^’(ип) в классы ВМОА, Липшица 
и Бесова. Получены также необходимые и достаточные условия в 
терминах символа сохраняющего оператор Теплица ограни­
ченным оператором, отображающим гладкий аналог пространства 
/гт.<(ип) в некоторое подпространство класса //(и’*) голоморфных
функций в и” Доказана теорема вложения для классов /,^ ’(ип).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ип — {г = (Х1,...։2П) € Сп : |ху| < ],; = есть единичный

полидиск в п-мерном комплексном пространстве Сп, 1 отрезок [0,1] и Т" - 

остов полидиска и ՝. Обозначим через //(15՞) класс всех голоморфных функции 

в ип, а через тп(<) - п-мерную меру Лебега в Т” и

Пространство Г£ ’(ОГ‘) аналитических функций вполидиске 1Р при 0 < р, д,а < 

ос определяется следующим образом :

Г’’(и") = {/еЯ(и”): 11/11’.,,.= ч * о

|/(Л£)Г(1 - К)ар-՝(1П
(1)

< оо > .

Легко видеть, что при р — д пространство ։(и') совпадает с хорошо 

известным пространством М М. Джрбашяна Л’(иг‘) в полидиске (см. [1], [2]), 

а в силу результатов [3], при п = I, р = 2 пространство Е£ ,(и’։) совпадает с 

пространством Харди-Соболева

Некоторые свойства пространств Г^'’(ип) и их гладкие аналоги изучены в 

(4) - (7). В работе [б] было получено полное описание функционалов для
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пространств а также характеристик мультипликаторов степенных
рядов из ^ ’(ип) в пространство Харди //*(£/") при 0 < р, ц < 1, 0 < тах(р 9) < 

я и из ) в Ьр (ип) при 0 < з < I < оо, 0 < тах(р, ?)<«<!.

В настоящей статье мы продолжаем изучение пространств 0 < р. д <

оо. В дальнейшем изложении мы будем использовать следующие стандартные

тг = (г1Л>...,гпгп), г = (*1,...,г„) еСп, г = (г։,...,гп) е Г;

п

-ос < 7 < оо,

։/р
I О < р < оо.

Ъ / 1. к — 1,п,

В пространстве 7/(ип) рассмотрим оператор дробного дифференцирования ГУ :

для/(г) = 52 акгк 6 Н(1Г*) и а >-1 
1*1>о

“/)(’) = Е + Г(* + о + 1) = П Г(*М » + !)■

|*|>0 ՝ > ՝ > >=։

Легко видеть, что (£)°/)(г) € Я(ип), если / € Я(ип).

Статья имеет следующую структуру : §1 содержит полное описание мультипли­

каторов степенных рядов из в классы ВМОА, Липшица и Бесова в

полидиске. В §2 вводятся гладкие аналоги пространств Г*-*(ип) и изучаются 

операторы Теплина 7^, действующие на этих пространствах. В §3 доказывается 

теорема вложения для классов Л^։’(ип). Задачи, рассматриваемые в §§ 1 и 2, 

исследовались в [8] - [12] для пространств Харди Я(иа).

51. МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ ИЗ КЛАССОВ

ГР.»(1Г)

Определение 1.1. Пусть А' и У подпространства //(ип). Последовательность 

комплексных чисел где - множество неотрицательных целых

чисел, называется мультипликатором из X в У, если для любой функции 

/(г) = 22 акгк 6 А' функция р(г) = 22 акскгк принадлежит У. Множество 
|*|>о |*|>о

таких последовательностей обозначим через Л/т(А, У). Опираясь на результаты 

[6], дадим полное описание мультипликаторов из ?'£,’(ип) в классы ВМОА, 

Липшица Л д1'՜ 'х,"‘ и Бесова В& определенные н полидиске. Введем следующие Л
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классы голоморфных функций в Un : ...»

ЯЛ/ОЛ(ип) = {/£//(Un): '

Н/Нвмол = sup ( / I/«) ֊ /ЮГ ЛМ4)}< оо) , !<«<«;

*€U* Мт- I1 ~ гсг /

л$.... '-(и՞) = / е Я(и՞): II/II.7 =

=.х - |։1|)т1’Л‘ •■■<՛ -1’՞!)՞՝-՜'- < °°} ■

т, € И+, тщ > & > 0, 1=1,..., п, |т| = пц + ... + тп;

в!(V՞) = {/ е И(и"): ц/цв, =

= [ |О”7(ш)|*(1 ֊ |ш|)*<"-< «Л , 
7и* )

тп Е 2Х+, тп > 0, 0 < $ < оо.

В силу теоремы Харди-Литтлвуда и условия Гарсия (см. [13] - [15]), при п = 1 

введенные пространства /ШОЯ(ип) и Лд*'“,|й՝ совпадают с пространством 

ВЛЮЛ(и) и классом Липшица-Зигмунда Л^(и), соответственно. Следующая 

лемма из [б] будет часто использоваться в этой статье.

Лемма 1.1. Если 0 < тах(р,д) < $ < оо, 0 < а < оо, то

(/,. I/WO- 1/*
<сц/цг,.., /Е F'’’(Un

Здесь и ниже буква С с индексами или без будет обозначать положительные

постоянные.

Теорема 1.1. Пусть $(г) = V с^гк 
1*1>о 

утверждения равносильны :

Е 0 < р, q < 1. Следующие

1) е Л/т(Го₽֊’(ип), BMCM(Un)),

2) sup f sup f x
Jr* U - ^1 J

x(l - ft)m-*-J+l < oo,

где I < s < oo, Srt(z) = g{Rz), m G IN = Ж+ \ {0}, m > a + J - 1.

Следующие утверждения также равносильны :

3) (е.}.€И; € Л/т(Л’’(ип),л"(и")),
4) sup sup |D"'p^(2)|(l - |21|)‘i-«' ...(1 - - /г)՞՝՜“
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а4*...э4-’ к,, гп Е И'Ч, т > ] — 1 ,..., п.

Доказательство : Положим

/я(*) я* е /, т е №.

Имеет место следующее неравенство :

М-“ГН-•“«!՛ Х(.+„ I > я 4- 1 > 0, и»еип,

из которого получаем (г = |г|()

(I - к1)°у-1 ..Л’՜’ . ,.Л < С1
|1 - Яг|(’п+1)” ^ 7 ֊ (1 - я)(т+1-в)-х/< •

Следовательно, если {с^^тг* € Мт(Г*'’(ип), ВМОА), то применяя теорему о 

замкнутом графе, находим

1М?о

Г(* + т + 1) 
Г(т + 1)Г(*+1)

ВМОА

<с> + т + 1) рк к 
2^оГ(т+1)Г(1:+1) ‘

- С2 ||/я||Г>.« - (1 - Я)(т+։-а)֊1/9»

Сз 1 .
II9я11ВМОА - _ Д)(т+1-а)-։/9 ՛ т > ° + д

Следовательно, 1) => 2). Для доказательства 2) => 1) заметим, что для 

функций Ь(г) = 52 СкОкХ* и /(г) = ^2 а*г* имеем 
|*|>о |*|>о

'•(«’о = ^(0-

Достаточно доказать, что следующее условие удовлетворяется :

яе /.хир 
г€ип

(Д|/.(Я’£)-Л(Л)1‘^Р < ОО, I < 5 < ОО,

(2)

И моем
ЛЯ,(0 = А(Лг<) = ֊7 / /(<«)»<««) ^(О- (’)

(У'Ч 7ТП
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Далее, для функций /(и>) = Ь^и)* £ Я(ип) и д(и>) = 52 дкик 6 Н(ип)
|к|>0 |*|>о

имеем
хДг [ 7(И)ЗИ) (^ГПпО) =
1**7 УТ-

" (4)
хП^-^г'к^к«).

1=1

Действительно

Дг()9(Н) Лп.(0 = £ 4։9։г?‘> 
1*1>о

у уот»(/ге)7(я«)П(г’-я?)"-1
о

х Я</Я</т„(0 = ( = )"(2*)

п

"№"• -г;’՞֊ / ... £
Л ■'« |*|>0

п

Г(*, + 1)(Г(т+1))
-л”։ 
п > ?)т-։я<1я =

/=1

|*|>0

гг Г(*,+т+1) ,
Ц г(4,4 1)(Г(т+1))" ' ЛЬ.

Следовательно, в силу равенства

1 Г(т)Г(^ 4֊ 1)
2 Г(т - к; - 1)

для / = получим 3 = 52 Отсюда
1*1>о

Л(я«)^<(Лх)^п(о <

^2 У |Отдг((ш)| • |Л(ш)| (1 - |Ш|)"-։ /*
I

(5)

где /{(и/) = /«и;) и = д(г(,хи). В силу (3) и (4)

|ля։(е)-лЯ’(»)1 = 754;

Очевидно, что

[ (9։-».)(И)/(<я)^(0 < 
77*

Уи֊ 1О”՝9(С“>) - ^т9(’“)1 • ֊ М)т՜1 ^п(ш). (6)

5ир |<р(*)| = ьир |у>(е‘4)|, 
сип «си*

я(ип).
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Поэтому условие (1) равносильно следующему :

^т?я(е,։г)Г

аир (1 - яр-«*-»֊։-։/» 
яе/«

^(0
1 ֊ И3

|1 - ге|<е,<(|2

(П

Учитывая (6), получаем

|Л(Я2<)-Л(Я22)| ^п(()
։/*

с(т, п)
|О’пр(^)-Л-^)|х

1-1*П 
п-^р/ 1/(«01(1 - |ш|)т ^т2п(и՛)

Применение неравенства Минковского дает ||Ляэ||аА/ол <

с(т п) ( / [ 1 _ (яР \* А,- Ьр- А-|от,(<ш) - '"-(*)) *
* 1/(^)| (1 - |ш|)т"’</т3п(щ).

Из (7) получаем

Н^Я’Нвмол < у^2тп
6’1 (гп, п)

Наконец, применяя Лемму 1.1 с .$ = 1, получим

Н^Нва/од — С2(т՛ п) 11/11г*-’(и-) ’ о < Р՝ 9 < 1> О < о < оо.

Этим доказывается импликация 2) => 1). Доказательство импликации 3) 

аналогично доказательству первой части теоремы. Поэтому докажем 

импликацию 4) => 3). Из (2) и (5) следует, что

=>4)

лько

Тл

с(г^ I |И’"»1‘|(»)1 • 1/(®)1(1 - к|)т-1ат2.(»).

Далее, имеем

։ир |Л«‘Ч«)|(1 -1«,|)‘՛-1’՛ 
х€1Г
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< C(m.n) / ( sup |ОтЛ‘'(»)1(։ ֊ I*1I)‘‘՜*' •■■(> -l».|)‘՛՜4-) X 
ju« VeU’ /

x l/(®)l(l - R)m~'dm2„(w) <

|/(w)|(l - |w|)»-’+‘/4mJn(u,), t, e IN, k, > 0j։ j = 1.......
JU«

Из (7) получим ||/»|Ц? < n) Этим доказывается импликаищ

4) => 3). Теорема 1.1 доказана.

Следующая теорема дает полную характеристику мультипликаторов степенных 

рядов из /г£'*(ип) в классы Бесова ßf(Un) для случая 0 < max(p, q) < s < 

1, s(or + 1/q) < 2. Нам понадобится следующая лемма, которая вытекает из 

результатов работы [2].

Лемма 1.2. Пусть д, f 6 //(Un), 0 < р < 1, г G /п и тп E IN. Тогда

l/,(w)| • |Dmy.(w)|(l - |w|)”-’An։.(w)Y < 

и*

Доказательство : Обозначим через Ц,* и и\ двоичные разбиения полилиска 

и" (см. 2], [16]). Так как функция |/п(и»)Рп։дг(и։)| п-субгармонична (см. [16]), 

то имеем

™xJA(w)l’|O”T,(w)l’ < —— f |/„(w)r|Dmjr(w)P</m2n(w). 
u€Uj. Ju-J •

Легко проверить, что C<2 2|t| < m2n(U]t) < Cs2-2,k*, CJ2՜2։*։ < 1 — |w| <

Cj2 2 r , w E Uj*. |fc| = + ■ ■ + ^n- Следовательно, учитывая, что разбиение

Uконечной кратности (см. [16]), получаем
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£ С»Х / 1Л(«')Г|От»г(ш)|’(1 - |ш|Г<"-'>*”-’ат։„(«) < 
>.» •/и;.
- С։ /и. 1А(«’)1’|от»г(ш)Г(։ - М)’<т+1>-’апч„(ш).

Лемма 1.2 доказана.

Теорема 1.2. Если д(г) = £ скгк £ Н(ип), 0 < тах(р,9) < 8 < 1 
1‘1>о

л(аг 4֊ 1/д) < 2, то следующие утверждения равносильны :

1) {с*}4€И; е мт(ПЧип),в^ип)),

2) вир М1(Пт£)^,г)(1-г)гп-|’+й-а+1֊1 <ос 
г?/ш (8)

где т,Л Е 1?4, т > /?, к > ; - 1.

Доказательство : Из неравенства (см. [18])

М.(ОтОкд) < С(1 - г)т-‘>||0-О‘9||в?.

и Теоремы 1.1 следует импликация 1) ==> 2). Для доказательства 2) => 1) 

заметим, что для функций /1(х) = ^2 с*а*г* и /(г) = ^2 аь2* имеем
• 1*1>о |*|>о

О^^ргг) = —!— / £>тд(ргё)/(г<0 (1тп(1), 2 = г(. 
I I /т»

Из (4) следует, что | Огп К(ргг')| <

/о Ут«

где т/; = С,}г}/р} г}}р € (0,1), ) = 1,...,п. Устремляя р ■— 1, из Леммы 1.2 и 

неравенства (1 - Я)՞* < (1 — Яг)1, 7 > 0, г, Я € (0,1), при к > ֊ - 1 получаем

|ОтЛ(г’С)1' <
<С,(т,п)/ / |/(Я(г{)|‘|От/У9(гК{)|։(1 -Яг)'**'-։Я</Я <М>Д(). 

7/- Ут-

Проинтегрировав обе части по 7 п и применив теорему Фубини. ич (^) имеем

|£т/1(г2С)|1сЯпп((;) < С։(т,п)|/(Яг<)|’(/тп«)х

X I |РтО^(гЯС)|Чтп«)(1 - Яг)а+'-2Яс/Я< 
г-

< С,(т.п) 8ир ( [ ЮтП1?(гЯ<;)| ат„(С)(1 - Яг)՛"*“*—'’-—" 
Д€/п 17т”
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|/(ЯгО|*</тпи)(1 - Яг)-в*в'-*"-։+4/<ЯаЯ.

Далее, из неравенства

А > 7 + 1,

вытекает

1|Л||^ = / / |£>тл(г<)Г(1 - г)*("-«-'г аг <Мч(() < 
• .//* Ут*

С։(т,п) УУУ 1/(«г{)|>атт,({)(1-г)։<т-|’>-1(1-яг)։“-‘‘т->’>-г+<’ ан аг <

< Сз(т, п) / |/(ш)|'( 1 - |ш|)'«>+1'’>-։Лп։„(и>), w = Я£.

Теперь, используя Лемму 1.1, получим ||А||В* < С<{т п)||/|]г».,(и.)։ откуда

следует 2) => 1). Теорема 1.2 доказана.

§2. ГЛАДКИЕ АНАЛОГИ ПРОСТРАНСТВА Г* <(ип) И 

ОПЕРАТОРОВ ТЕПЛИЦА

Гладкий аналог пространства /-՛£•’( ип) определим для 0 < р, ц, а, к < оо, к Е ЕХ

следующим образом :

^.Ки՞) = {/е я(и՞): П/Н

Рассмотрим оператор Теплица Т-$ с индексом (см. [17])

<^/)(г) = ■реь'сг").

В этом параграфе выводятся необходимые и достаточные условия в терминах

символа у?, при которых Т* является ограниченным оператором из ^*’(ип) в 

А', где А' некоторое подпространство //(ип). Пусть о ֊ подпространство 

^7(0 ’), определяемое при 0 < з, о < оо формулой

Теорема 2.1, Пусть 0 < тах(р, д) <з, 1<з<оо, /г>о-ь--1, 

= ~ 1)« — (т — 1 )(в — 1) > | — 2 и 0 < а < . Тогда оператор Теплица
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Ту, действующий ИЗ ^'^(11՞) О ^,п{и՞), ограничен тогда и только 

тогда, когда <р 6 //«(и՞).

Доказательство : Необходимость. Пусть - ограниченный оператор из 

|гМ(ип) в Л^плп(иГ|). Рассмотрим функцию

п

гЕГ, гЕ1Г

Легко проверить, что для£>а+| — 1

||/г||р*,<(и«) < С, |!7^(/г)||л. — 1(^’(г)1 ■ Н/г||г» *(и»>■

Следовательно, |у?(г)| < С1 при г Е 1п. Необходимость оценки |<р(х)| < С" при

г £ 11՞ следует из свойств функции /г(е'вг).

(Т7/)(«-).Достаточность. Пусть р Е и Г(и/) Из с ажений

двойственности

О Г \ Х,‘
|0’"Гя(ш)|։(1 - М’Г-Чт,»^) 

и ” /

՛ ОтГя(ш)Сп(1и)(1 - |ш|2)т-1с/т2п(и’) 
и*

где Щм) = /г(Яи>), а Сл(и>) принадлежит пространству £^_։ измеримых на 

1Г функций /, удовлетворяюших условию

՛ 1Л^)Г'(1֊ 
и-

|г|2)т"1(/т2п(*) < ос,

И меем

ИМл. =С(") т. т
у,(0/(;)Сн(и>)(1 ֊|Н2Г-1 

(1 -1Лш)т+1
</т2п(и>) ։Утп(0

Определим следующее отображение :

Ся(и0(1-|1г|2)—> 
(1 - 1/?ш)т+’

</т2п(и,՛),

представляющее проекцию Бергмана из 1^-1 (М'՝) "а Лт-1 (ип) = ^_1(ип)п

Я(ип). Следовательно, применяя теорему Фубини, получим

= С(п) [ ^п(0 , #(«,) е.4^.,(и")
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Таким образом

||/Г= А™, П^Нль.. = С(п) ф(1Ы(Ш)ё(1Я) </т„(()

Учитывая (4), имеем

Ш)К 1 ~ М)‘ 1 |^(ш)| • |^(м)| </т2п(и>) <

— (-'1М1<х> / |П /(и')1(1 ~ М/ 1 |^(ш)| (/т2п(и/).

Применяя Лемму 1.1 и неравенство Гельдера, получим

1И1лк. < С|Н|„ / |£>7(ш)Г(1 - |ш|)->Лпг„(ш) 
Ми*

/ \1/г
х ( / к(“)|։'(1 - М)"-Чт։„(ш)) < С||(р||« Ц41Ц.. . < оо.

Георема 2.1 доказана.

Пусть //гп - пространство Харди-Соболева в полидиске, определенное по 
формуле

И^(и՞) = {{ 6 //(и"): ||От/||„, < оо), 0 < а < оо, т € ПЧ

Теорема 2.2. Пусть

О < тах(р, д) < 1, 1 < « < оо, к-тп>---г
Я а

Тогда оператор Теплина 7^, действующий из ’(ЬГ) в //^(ип). огра­

ничен тогда и только тогда, когда <р € 7/°°(ип).

Доказательство : Необходимость можно доказать методом примененным в 

ж каза ггльстве Георемы 2.1 для функции

г е ип.

Для доказательства достаточности, положим С(г) = (7^/)^). Вновь по дуаль 

носзи при ф € £*’(7^) имеем

П^СлП/,. = 1^тС(Яе։*)|<</тп(^)у/*

= Д РтС(Яе։>)^(Яе‘м’) (1тп(^) ,
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где <7я(*) — С(Нг), R Е (0,1). Далее, имеем

О'пс;(г) = ^(0, г = Яе'*.

С л едовате л ьно
||ОтС||„. = Нт ||ОтСя|| К—* 1 //•

= С(п) Пт ^(0/(*)
(1 - ёЯе‘*)т+1

Лт^С) Лтп(^) =

*(Яе'*)
1 - р(*)/(0 Ап» (О •

Так как оператор
5(^)(<й) = Мгя) = / ^2

с/тп(։/>)

является проектором Рисса на ф, то имеем Л(£Я) £ Я*/(7’п), - + — = 1. Таким
5 $У

образом

||РтС||„. = С(п) Пт / /(Я1)^(ёЯ)Р,пЛ(1Я)^тп(0 < /։—•! у]՝«
< С։(п) [ |О‘/(ш)|(1 - |ш|)‘-1|?(и>)| ■ |Р"’Л(и,)| Лп,„(») <

< с,(п)||(0|и / р‘/(ы)|(1 - |№|)‘-'|РтА(ш)| Лп։„(«>).
Уия

Согласно неравенству Гельдера имеем

1|ОтС|1я. < С|(п)||р|и / - <)‘-'Л.

Известно (см. [18]), что Л/4(ЛтЛ,0 < С(1 - /)~ГПЛ/ДЛ, 0. Откуда следует, что

||ОтС||„. < С։||(р|и||Л||„.. I М.ЦУ/.Щ! - О* — '<". к > тп, к,т Е ЕМ.

Заметим далее, что (см. Лемму 1.1)

ЛЛ(С,г)(1 -г)°4г<

<с՛ [ |С(ш)|(1 -|и>|)°-1+,/Мтг„(ш), Се«(и’), о>-1, 
Уи-

/ |С(ш)|(1-|Ш|)°-1 + ,''</тг„(ш)<
Уи*

г / г \,1г ՝'՝
-С" Ут V/ |С(“')1'(1 ֊ Я)”՜ <<т"«)

хи = ЯС, — < о < ОО, I - ---------- 1- а 4- 1 > 0.
а 5 д

Комбинируя последние два неравенства получим

1РГПС||//. < СзМоо ||Л||//.' 11Л1г”(и-) < °°-

Георема 2.2 доказана.
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§3. ТЕОРЕМА ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ Г£’(ип)

В этом параграфе доказывается теорема вложения для пространств Я^?(иг‘). 

Аналогичный результат для пространств Харди и Неванлинны был получен в 

[8]. ‘

Лемма 3.1. Пусть / € Я(1Г‘), 0<р<д<оои-1<3<оо. Тогда

Д •«,’(/. Г)(1 - <•)'<*• < С / |/(ш)|’(1 - |»|)'’-'+’/Чт։„(ш).
•/и-

Доказательство : Обозначим через 11^ и и]* двоичные разбиения полилиска 

ип (см. [16]). Поскольку

52 Ы1 < 52 1а*17’ а* = а*>... и. О < 7 < 1. (9)
1‘1>о / 1*1>о

то
г / г \р/ч

Г = ( |/(Я«)|’<1т„(«) (1-«М =
-//* \7т* /
(\ Я/7

У. I 1Г(Я£)1*<'’П»(4) I

(10)

где

6* = {{ е Г՝ : г{ е и,,}, /»,....». = [1-2՜*', 1֊2-‘--1]х...х(1֊2-‘-, 1-2֊‘«-։].

(։՛)
Так как

то

|/(Я4)|»</г«т։(4)) < С, ты /(Яе)|’2-1‘1’/’,

тах |/(К{)||’<։Я

Интегрируя по Ль. обе части неравенства

1/(Я4)|р < с22г|։| / |/(ш)|’։(т„.(Ш),
•/и,*

ш=/^еи;* (12)

(см. (16)), получим

' |/(/г4)1’<*Л < С2'*1 /
...... {С/^
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Принимая во внимание, что разбиение и*к имеет конечную кратность (см. [16]) 

„ используя неравенство С'2՜1*1 < I ֊ Я < С"2*|։|, Я 6 /»,....получаем

Г<С3 Е ^2-1‘1(₽/Н«-1) / |/{ш)|^т։„(и,) <

*1....

< С. £ / |/(Ш)Г(1 - |Ш|Г/’^-։<|т2„(и,) <
*1...... *. I ■'“**

< Са [ |/(ш)|’(1 - |ш|)’/”’в՝|Лт,„(ш). 
Уил

Лемма 3.1 доказана.

Теорема 3.1. Пусть пространство Г^л(ип) определяется формулой (1) 

с & = ра — 1. Тогда

1) при 0 < р < д < оо,

2) Г^0՛’ С ПРо>Р Г™ ПРИ 0<р<ро<?<оо, — 1 < /7 < оо,

3) 11*0 *?՛’ с ГГЛ при 0<Р<9<<», -1 < 0 < оо,

Р Ро Я
Доказательство : Не умаляя общности можхо предположить, что ба = С. 

Вложение Гф1’ С П^>0 Г™ очевидно. Покажем, что оно является строгим 

вложением. Разделим параллелепипед /*,....(см. (11)) на равных частей 

так, чтобы интегральные суммы

9-1*1 ” ".
5(т) = Е " Е 1/(Я*иЛ>...... . 7 = РЛ

” л=1 >-=։

аппроксимировали интегралы |/(Ж)Р</Л. Из (9) и (10), при 1 < р < д <

эо имеем
у = / (/. 1/(Я£)Г(1 - я/''«) ’/₽ 5

(\ 9
^2 2֊|*։^(5(р))1/₽ I атпК).

*1...... *»>0 /

В силу неравенства

О < р < ? < оо,

получаем

2-|4|^/₽2֊1*1/р(21*15(9))։/’ |^| = + • • • + Ъ» •
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Так как С'(1 — Я) < 2՜։*՝ < С"(1 - Я) для Я 6 .4», то из неравенства

Гельдера находим

<С։/ У 2-1И(./о-1)։<тпК) / |/(Ж)|’</Я<
•/Т" *։.....*.>0 ’'/*а.....*•

<С, [ |/(ВД|’(1 ֊ Я)’/’-1« ЛН
Уи*

Из Леммы 1.1 следует, что Я*4 С Д’/р_г Пусть теперь Я*՛’ □ Так как

Ч > Р, то

' 1/(^)Р(1 - |ш|)* 1</гп2п(и;) > С5 / |/(ш)|рЛт2п(и>). 
и* Уи*

Следовательно, при $ = * — 1 имеем

.....*.>0 д.

2|*м-«)/.тг„(ил)1*/(’՜”
(13)

С другой стороны, из известного результата Олейник [19] получаем, что из 

включения Д’ С />₽(иг* ,д), д > р следует сходимость сумм в левой части (13).

Из этого противоречия получаем Я*1’ С Д’/р_։ С Г|д>0 Я™. Следовательно, при 

1 < р < д < ос доказано строгое включение. Пусть теперь 0<р<1<д<ос.

И меем

ч/р
2-1*1* <*™п(<).

поэтому из неравенства Гсльлсра получаем

тах 
«€ '»1....

|/(Я4)|’2-|*|'^т„(О.

Интегрируя по (см. (11)) обе части (12) и используя неравенство С'тп(/;4) < 

2՜ *' < С'"тп(/;к), находим

’ тах |/(/г{)|’<Ут.,(4) < С,2|։’ / |/(ш)|»</та„(и.).
/,а Ле,‘|.....
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Так как разбиение имеет конечную кратность, то

•/<С, £ /■ |/(Я4)|Чт„(4) <
4.....*„>0 д Д* Я€/ь*....*•

|/(ы)|Чт2п(ы) <

<С6[ |/(ш)|ф-|ш|)’'я֊^т2п(ш).
Уи»

Аргументы, аналогичные использованным при 1 < р < д < ос, завершают 

доказательство 1).

Для доказательства 2), заметим, что вложение Ед0'4 С Про>р^д'’ может быть 

получено из неравенства Гельлера

г / г \ »/Ро
■!<с ( / 1ЛЯе)Г(1-Я)”"МЯ) *п»(£)<<?№..• (И)\ I /в • в / £

Вновь из (14) имеем ПР<Ро С Пр<р0 в Ч- Согласно утверждению 1)

Р<Ро 0<а

Следовательно, Ед0'4 С Пр<ро /‘д'’, т.е. 2) доказано.

Перейдем к доказательству утверждения 3). Используя неравенство Гельдсра 
% I**

(14), получим > 7

11/11^'.. < с 11/11’.;.,. (15)

Следовательно, Ц>0<р Гд‘Ч С Е%°'4. Теперь покажем, что это включение строгое 

Из (15) получаем и₽в<р ^Р/Ро £ ^0>’. Предположим, что иро<р ^р/ро 2 ^° ’-

Имеем
/ (/ 1ЛЖ)Г(1 - ^«)<

Г / Г ‘ \я/ро<с ( 1/(/^)1Р0(1 ֊ ^п»п«).

Так как р < д, то из неравенства Минковского получаем

До/»

1/(ш)|₽(1 - |ш|)^/₽оаш2п(ш)

)
Ро/«

(I - Я)։</Я.
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Используя Лемму 3.1, находим

Следовател ьно

sup = sup 2l‘l(i+*-։)=oo

С другой стороны, из результата Олейник (19), из вложения А?° С £я(ип,д), 

р > ро следует, что тот же самый супремум конечен. Из этого противоречия

получаем

Теорема 3.1 доказана.

Замечание. Легко проверить, что из равенства = /f£(U), 0 < а, у <

□о и результатов [21] следует

9о<» »<«о
— 1 < 3 < оо.

JfCr »

ABSTRACT. The paper considers some problems concerning the spaces 
Fo’(Un) analytic functions in unit polydisk Un, generalizing the well- 
known classes of Hardy, Sobolev and Djrbasbian. Multipliers of power 
series from into the classes BMOA, Lipschitz arid Besov are
described, as well as necessary and sufficient conditions in terms of the 
symbol ip, rendering the Toeplitz operator a bounded operator from 
the smooth analog of the space F£ *(Un) into some subspace of the class 
/f(Un) of holomorphic functions in U". An embedding theorem for classes 
F£’(Un) is proved.
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КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ ХАУСДОРФА

А. М. Джрбашян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X» 4, 1999

В данной статье решена проблема моментов типа Хаусдорфа, подобная проблеме, 

предложенной М. М. Джрбашяном в [1], [2].

Теорема 1. Пусть ь/Дх), » = 1,2 - две неотрицательные функции класса

, определенные на (0, 4-ос). Если выполнены следующие ус­

ловия :

(։) и/Дх 4-А) си2(т — А) < и>|(г —Д)а/2(х4-А) для любых х, А > 0 таких.

что 0<г֊А<г<г + А< 4-ос ;

(и) пйп^и^х) > р > 0 для некоторого сегмента [а, 6] С (0, 4-ос), 

то уравнение

« 6 (0, 4-оо)

обладает неубывающим решением о(х)5 удовлетворяющим условиям

о(0) = О, а(г) <
с гг иц(I) (11

I 
е-х< и^з(1) (11

О < г < 4-оо.

Доказательство этой теоремы основано на следующей теореме из [3], [4].

Теорема 2. 1°. Пусть 9։ и 92 - положительные, непрерывные и 

монотонные функции на (0, 4-оо), в частности, пусть П2 - нсвозраста- 

ющая. Пусть выполнены следующие условия ;
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(а) отношение — не убывает на (0, +оо);

|li ) логарифм хотя бы одной из функций Qj или Q2 выпуклый в 
(0,+оо);

(с) для любого € > О

lim е—П,(։)= lim с—211fl=0;
Г —+ сю *—♦«։ П2(х)

(d) ^1,2 6 (О, Я) при любом R > 0.

Тогда существует неубывающая функция о(т) такая, что

[ “ e-tl^dx +ос

-----------------  = / е-*^а(т), Я G (0. Ч-оо),
/ e-txQ3(x)dx Jo 

Jo
и 

> 1*4 . ’ .и. ’ Г* ' ' '
Q։(r) = / Q2(z - t)da(t), х G (0, +oo)t 

Jo
co свойствами

a(0) = 0, a(x)<2^, 0 < z < 4-oc.

2°. Если вместо (с) и (d) выполнены следующие более ограничитель­

ные условия :
л+оо

Q,(+oo) = 1 и / |fi,(z) - l|dz < 4-оо, »=1,2,
Jo

то необходимо а(4-оо) = 1.

Доказательство Теоремы 1 : Используем 1сорему 2 и тот факт, что 

логарифм преобразования Лапласа неотрицательной функции явля­

ется выпуклой функцией (см. [5], стр. 259 - 260). Очевидно, достаточно 

проверить, что интегралы Jw.G) = fo Ui(t) dt, i = 1,2 удовлетворяют 

условиям предыдущей теоремы. Заметим, что
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где С\, Сз, Сз - некоторые положительные постоянные. Теперь осталось заме­

тить, что ввиду (и) имеем > |(е՜* — е՜*)- Следовательно, при любом 

€ > О

Нт е"‘%,(0 = *>т։—+оо 1-+оо Ли։(1)

так как Уи/,(<) непрерывна на (0, +оо).
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КРА ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О КОММУТАТИВНОСТИ В БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЕ

И. М. Караханян, М. И. Караханян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К’ 4, 1999

Пусть в комплексной банаховой алгебре А с единицей 1 ||1|| = 1, ||аЬ|| < ||а ||Ь||

для всех элементов а, Ь € А. Напомним (б, 7], что линейный функционал

<р : А —♦ С называется состоянием, если ||^|| = ^(1) = 1. Множество

состояний образуют слабо звездочно компактное подмножество в сопряженном 

к А пространстве, которое мы значим через Р(А). Множество У(а) = {у?(а) : 

называется (алгебраическим) числовым образом элемента а

в А. В частности, если А- подалгебра в операторной алгебре ВГ(Н) всех 

ограниченных линейных операторов, определенных в комплексном гильбертовом 

пространстве Н. то числовой образ У(Т) любого оператора Т Е А совпадает (см.

[8]) с замыканием обычного числовою образа оператора Т. Заметим, что элемент

И € А называется эрмитовым, если У(11) Е 1В. где П< - поле вещественных 

чисел. Это условие равносильно тому, что ||ехр(йЬ)|| = 1 для всех I Е П? 

Множество Н(А) всех эрмитовых элементов является замкнутым Ш-линейным 

подпространством в А. Элемент И Е А называется квазиэрмитовым (см. (5.), 

если ||ехр(»«11)|| = о(|/|,/2) при |1| — ос, I Е Ш. Из этого условия следует 

8Р(1|)С ПГгде $р(11) - спектр Ь-элемснта. Числовой образ У(Ь) может выползать 

за числовую ось. Однако, для любого элемента а Е А имеет место вложение 

зр(а) С У(а). Элемент а = 11 + «к, где 11, к Е Я(А) называется эрмитово 
разложимым, а а+ = 11 - «к - эрмитово-сопряженным к элементу а 

В случае, если [11, к] = 11к - к11 = 0, то элемент а называется эрмитово­

нормальным элементом, а когда 11,к кваэиэрмитовы и ,11, к] = 0, гоэлемен!

а = 11 + |к называется квазинормальным.
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Пусть J - замкнутый двусторонний идеал в алгебре А. Тогда фактор алгебра

А/У является банаховой алгеброй относи гельно фак гор нормы ||| • ||| и имеем 

а = а + J = яу(а) Е A/J, где яу : А —• A/J - канонический гомоморфизм, 

порожденный идеалом У.

Пусть {аг.}о°, {Ьп)о° - две последовательности элементов в банаховой алгебре

А такие, что Пт ||ап||։/п = ра < оо, Нт ||Ьп||1/п = р* < оо. Тогда для любого П —*ОО Л—*оо ОО с ДЛ ОО л дл
элемента с 6 .4 функция /(А) = А(А)сВ(А) = 52 ■ , где А(А) = 52 . >о п! о п!

ос Ь Д’*
В А) = У2----— является А значной целой функцией экспоненциального типа

о п!
п

(7; < р, 4֊ Р1, где сп = 52 С£арсЬп_р. Для а,Ь,с Е А будем писать са = 
р=0

Ъс^тподУ), если са — Ьс Е У. В частности, условие са = ас(тоНУ) означает, что 

элементы а и с коммутируют по модулю идеала У.

Теорема 1. Пусть А комплексная банахова алгебра с единицей, 

и У — замкнутый двусторонний идеал в А. Тогда элементы сп = 
п 
52C£a?cbn_p Е У для всех п > 1 тогда и только тогда, когда 

х=о _ ____ ____
sup |1|/(А)||| < оо, где {an}g°, (bn}g° Е А и lim ||an||1/n < оо. lim ||Ьгг||1/г* < оо. л (2 л —♦оо Л —♦ оо
Доказательство : Пусть я у : А —* A/J - канонический гомоморфизм, 

псрожденлый идеалом У. Так как cn Е У, то сп = 0. Отсюда имеем /(А) = 

= со, т.е. |||/(А)||| = |||с0||| и поэтому sup |||/(A)||| < оо. Обратно, 
О Л! д€С«ЦТ

предположим, что sup |||/(А)||| < оо. Тогда для А/У-значной целой функции 
А€С

■тс спАп
/(А) = У ■■ , и в силу теоремы Лиувиля имеем /(А) = cq. Следовачельно, 

о л!
для всех п > 1 имеем с,, = 0, откуда получаем cn Е У. Теорема I доказана.

Следующая теорема относится к случаю ап = ап и Ъп = Ьп, где а, Ь Е А.

Теорема 2. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей, У — 

замкнутый двусторонний идеал в А и а, Ь, с Е А. Тогда для того, чтобы 

са = Ьс(тоПУ) необходимо и достаточно, чтобы

sup HIехр(АЬ)ссхр(—Аа)||| < оо. 
лес

Доказательство : Пусть яу : А —♦ A/J как и выше есть канонический 

гомоморфизм, порожденный идеалом У. Так как са - be Е У, то для любого 

натурального п имеем сап = Ьпс, и поэтому сехр(Аа) = ехр(АЬ)с для 

произвольного А £ С. Следовательно, с = схр(А1>)ссхр( —Аа), и поэтому 

sup III ехр(АЬ)сехр(-Аа)||| < оо.
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Обратно, пусть sup ||| ехр(АЬ)с ехр(-АЙ)||| < оо. Тогда для A/J-эначной целой 
ЛЕС

функции в силу теоремы Лиувиля имеем /(А) = ехр(АЬ)сехр(֊Аа) = с. Тогда 

для любого натурального п имеем сап = Ь"с, и следовательно, са = bc(modJ). 
Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Пусть M,N,T Е ЯА(А'), где X - комплексное банахово (в 

частности, гильбертово) пространство и J С ВЦХ) ֊ замкнутый двусторонний 

идеал. Для выполнения равенства МТ — 7՝/V(modJ) необходимо и достаточно,

чтобы аир ||| ехр(АА/)7’ехр(-АЛ^)||| < оо. 
лес

Комбинируя Теорему 2 с обобщенной теоремой фон Неймана-Фугледе- Путмана 

(см. [3, 4 ), получаем следующий результат.

Следствие 2. Пусть a,b Е А - квазинормальные элементы и с Е А. Если 

sup HI ехр(АЬ)сехр(-Аа)||| < оо, то а+с = cb+(modj) (см. [9]). 
лес

Следствие 3. Если А - комплексная банахова алгебра с единицей и а, b Е А, то 

условие ab = ba(modJ) эквивалентно sup ||| ехр(АЬ)а ехр(-АЬ)||| < оо.
ЛЕС

В случае J — {0}, Следствия 2, 3 дают усиления результатов из [1] и [2].

Следствие 4. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей и J - 

замкнутый двусторонний идеал в А. Для того, чтобы A/J была бы коммутатив-
W * ••

ной необходимо и достаточно, чтобы sup sup |||exp(Ab)aexp( —Ab)i;։ < ос.
(а.Ъ)ЕДхЛ ЛЕС

Если семейство элементов (a7}7gr С А есть система образующих алгебры А, то 

будем писать А = А[{а7 В этом случае Следствие 4 можно сформулировать 

в таком виде :

Следствие 5. Пусть А = А[{а7}1€г] -комплексная банахова алгебра с единицей, 

и J - замкнутый двусторонний идеал в А. Для коммутативности А/J необходимо 

и достаточно, чтобы sup sup |||схр(Аа7)ах ехр( —Аа7)||| < оо.
7.ХЕГАЕС

Если J = Rad(A) - радикал алгебры А, го Следствия 4 и 5 обеспечивают 

коммутативность фактор алгебры A/Rad(A), что, в свою очередь, эквивалентно 

равномерной непрерывности спектрального радиуса в А (см. [10]). В случае 

J — {0} получаем критерий коммутативности алгебры.
Пусть D : А —• А - непрерывное А-дифферсниирование (т.с. D Е Ri(A) и 

D(ah) = (Da)b-Fa(Db), гдеа.Ь Е А). Тогда в фактор алгебре A/J индуцируется 
Д/J дифференцирование Dj : A/J -» A/J, определяемое по формуле Dj(a) = 

тДРа) = Da. Очевидно, Dj Е ВЦА/J). Пусть aul(A) - группа автоморфизмов 
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алгебры А. Тогда, при каждом фиксированном А 6 С оператор ехр(А^) 6 аиЦА), 

и поэтому ехр(АОу) Е аи1(А/7).

Теорема 3. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей. У - 

замкнутый двусторонний идеал в А, а О : А —» А есть непрерывная 

А-производная. Для того, чтобы £>п(а) 6 7 для всех п > п0, а € А, 

необходимо и достаточно, чтобы |||ехр(АРу )(а)||| = <9(|А|П։>՜1) для ^А| —• оо, 

А е С. •»

Доказательство : Пусть £?п°(а) Е 7. Тогда Д}°(а) = 0, и поэтому для всех 

натуральных п > п0 имеем £>7(а) = 0. Если Е Р(А/7), то для целой функции 

/ДА) = ^р(ехр(АРу)(а)) имеем

п0— 1 
МЧ = X 

4=0

Следовательно, |||exp(ADj)(а)||| = sup |/ДА)| = О(|А|п<>՜1), for |А| —» оо.
*€P(A/J)

Обратно, предположим, что ||| exp(ADj)(a)||| = 0(|А|По-1) для |А| —» оо. Тогда 

в силу теоремы Лиувиля, для п > п0 имеем Dj(a) = 0, и поэтому Dn(a) Е 7. 

Теорема 3 доказана.

Следствие С. Пусть А комплексная банахова алгебра с единицей, 7 - 

замкнутый двусторонний идеал в A, a D : А —» А есть непрерывная А- 

производная. Для того, чтобы Da Е 7, где а Е А, необходимо и достаточно, 

чтобы sup |||(ехр ADy)(a)||| < оо. 
лес

В случае 7 = {0} получаем следующее утверждение.

Следствие 7. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, и D : А —» А 

есть непрерывная А-производная. Для того, чтобы элемент в Е ker(D), где ker(D)

- ядро оператора D, необходимо и достаточно, чтобы sup j|(ехр АО)(а)|| < ос.
лес

Iсорома 4. Пусть Л - комплексная банахова алгебра с единицей, 7 - 

замкнутый двусторонний идеал в A, a D : А —• А есть непрерывная А- 

производная. Если для а Е А имеем Da $ 7, то |J V((exp XDj )(а)) = С.

Доказательство : Пусть Е Рассмотрим целую функцию /ДА) =

^(ехр(А/9у )(а)). Тогда образ f.fi лежит в множестве Uj — |J \/((ехр А/7у)(а)). 
АсСПредположим, что С \ Uj содержит по крайней мерс две точки Тогда, в силу 

зеоремы Пикара для целых функций имеем /^(А) = const, и поэтому для всех
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натуральных n > 1 получаем y?(D3(a)) = 0. В частности, Dj(a) = 0, те
Da Е J. Однако это противоречит условию теоремы. Таким
содержит самое льшее одну точку. Теперь покажем, что Uj — С. Так как
для каждого'фиксированного А Е С оператор ехр(АО^) 6 аи€(Л/У), то имеем 

$р(а) = кр((ехр А£./)(а)) для любого элемента а € Л/У.

Пусть Со Е вр(а) и С € С - нроизвольное^комнлексное число. Тогда на прямой, 

проходящей через точки Со и С, найдется такая точка , что С։ Е У((ехр

для некоторого А € С. Так как отрезок С 7((ехР А£Ь)(а)) и числовой
I г *••• и 417 С Г •

образ У((ехр А£)у)(а)) есть выпуклое множество, то С Е У((ехР А£Ъ)(а)), и 

значит У}=С. Теорема 4 доказана.

В случае, когда идеал J = {0} получаем нижеследующее утверждение.

Следствие 8. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, и D :

А А есть непрерывная Л-производная. Если элемент а ker(D), то

U V((CXP AD)(a)) = С.
AGC
Рассмотрим оператор 6.,ъ(с) = ас - сЬ, где а, Ь,с 6 Л. Так как 6e,b(cd) = 

6a,b(c)d 4֊ сб. b(d) + c(b - a)d, то для а / Ь оператор б.ь не дифференцируем

Гем не менее имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Пусть А — комплексная банахова алгебра с единицей, и 

пусть а,Ь,с Е Л такие элементы, что ас / сЬ(тоПУ), где У — замкнутый 

двусторонний идеал в Л. Тогда и У(ехр(Аа)се.хр(—АЬ)) = С.
дес

Доказательство : Гак как ас — сЬ У, то для любого элемента d Е У имеем 

ас — сЬ + И У. Тогда для любого j £ У элемент Л = (а — с)3 4-,)(с - Ь) Е у 

У, и следовательно, (а 4֊ ,])(с + ]) — (с 4-_])(Ь 4- ]) £ У. Отсюда следует, что , 

ехр(А(а 4- j))(c 4֊ j) - (с 4- j) cxp(A(b 4- j))£ У для произвольного А Е С. Отсюда 

получаем схр(А(а 4֊ j))(c + j)exp(—А(Ъ 4-j)) — (с 4-j) У. Пусть frj = U ^д » 
А € С

где (/A<j> = V(exp(A(a + j))(c 4֊j)exp(-A(b 4֊j))). Покажем, что t/j = С. Пусть 

С \ (/j содержит по крайней мере две точки. 1огда для <f> Е /Э(Л) образ целой 

функции /<j>(A) = v?(exp(A(a 4-j))(c 4-j)cxp(—A(b 4-j))) лежит в t/j. Тогда по 

теореме Пикара для целых функций имеем, что /<j>(A) = const. Слсдовалельно, 
производная /-функции раина нулю, и поэтому (а 4՜ j)(c 4- j) — (с 4֊ j)(b 4֊ j), 

что противоречит условиям Теоремы 5. 7 аким образом, множе։. i во C\tj можс i 
содержать самое большее одну точку. Убедимся, чзх) b'j = С. Пусть Со € $р(с + J) 

и(^С произвольное комплексное число. 1огда сущсствуе։ точка С։ Е А
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такая, что ( лежит в сегменте [<о.<։)- Так как Со € и 11^ - выпуклое 

множество, то необходимо ( Е и поэтому ( Е Ц. Таким образом, для 

каждого элементаj Е 3 имеем (]} — С.

Заметим, что \/(ехр(^л)сехр(-АЬ)) = Г| \/(схр(А(а + «|))(с + ])ехр(֊А(Ь +.}))). 
К-/ 

Следовательно

и (ехр(Аа)сехр(-АЬ)) = Р| = С.
*€С КУ

Доказательство завершено.

В случае У = {0} соответствующие результаты можно найти в [1], [2].
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