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Пусть Х(и), и = (и1,...,ип) Е ип — центрированное вещественно
значное однородное гауссовское поле со спектральной плотностью 
/Ю = /(«1 В работе рассматривается задача непараметри
ческого статистического оценивания спектральных средних ։р(/) = 
/ на основе выборки Хт объема Т — (7|,... ,ТП). В качестве
оценки ։£»(/) мы рассматриваем статистику <рт = / р(1)/т(1) где /г(1) 
- периодограмма поля Х(и). В статье описаны классы спектральных 
плотностей, для которых <рт является асимптотически несмещенной и 
среднеквадратически состоятельной оценкой для функционала ^(/) и 
имеет асимптотически нормальное распределение. В работе рассмот
рены случаи как дискретного, так и непрерывного параметров.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Х(ц), и = (и1,...,ип) Е Уп — центрированное вещественнозначное 

однородное гауссовское поле со спектральной плотностью (с.п.) /(։), ։ —

т.е. ЕХ(и) = 0 и

ЕХ(и)ВД = г(ц֊у)= / ДО <Й, и,у£1/п,
Уд*

(1)

где г(ц) - ковариационная функция поля А'(и), а и — V = (и1 — ~ ) и

(и, 1) — и։<| + • •• 4֊ ип - обычные векторные [•Ю. значения.

Рассматриваются одновременно два случая : случай дискретного параметра (д.

п.) и случай непрерывного параметра (н. п.). В случае д. п. областью изменения 

ип переменной и является множество всевозможных узлов целочисленной ре
шетки в п-мерном евклидовом пространстве, т. е. Ьп = (и = (щ.......ип)|

и* = 0, ±1 = 1,п), а в случае н. п. - п-мерное евклидово пространство 
ип — ПТ՛. В случае д. п. областью изменения (^п переменной < является п

мерный тор = [— тг.тг]'* = — * < <4 < ~ ։՛”}• а в слУчаС 
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н. п. Qn = П1П. В случае непрерывного параметра поле А'(и) предполагается 

измеримым и среднеквадратично непрерывным.

Спектр поля Х(и) характеризуется линейным функционалом <р(/) (см. [2], [5],

[10]): Л .7 »,
։»(/)=/ ?(‘)/(‘) Л. (2)

Уд*
где р(1) = ?(<],..-Лп) ~ некоторая интегрируемая функция.
Отметим, что если р(1) является индикатором п-мерного интервала [-я՜,«!] х 

• • • х [-ж. $п] в случае д.п. (или [-оо, «։] х ••• х [—оо,5п] - в случае н.п.), то 

^(/) = з = («։,...,«п)| где ^'(®) ~ спектральная функция поля А'(и). Если 

д(1) = е*‘(оЛ\ то ^(/) совпадает с ковариационной функцией г(и).

В этой статье рассматривается задача неиараметрического статистического 

оценивания функционала ^(/) по наблюдениям :

Хт = {А'(и), и = («։>• •• ,ип), “4 = 1,7*, к = 1, п)

Хт = {А'(и), и = (иь...,ип), 0 < ик < Г*, к = 1,п} 

в случае д.п.,

в случае н.п.,
(3)

где Т - (Т1։...,Тп).

В качестве опенки для ^(/) рассмотрим статистику Зт (см. [2], [5], [10]) :

<3т == у>(/т) = [ р(1)/т(е) <Й, (4)
֊/д»

где 7т(։) — так называемая периодограмма, построенная по выборке (3), т.е.

Ы‘) =
1

(2*)՞|Т|
$2 "• 52 Х(и)е-1(и’1) 

«1=1 м»=1
в случае д.п. (5)

и

(2т)Л|Л Х(и)е-։(иД) </։։
2

в случае н.п., (6)

гае|Г|=ПП. , „
4 = 1

Используя (1), (5) и (6), легко проверить, что статистика <3т. определенная по

(4) допускает следующее спектральное представление :

ёт = (2ж)"|Т| (7)

где
л

<7т(։.«)= Л <7тй(<4, «4),
4 = 1

(8)
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йт, ((,.։,) = У~ ,*■"<■»— .) - «ш(Г>(Ь - «>)/2)
<ип«4»-.»)/2) в случае д.п.,

,т, (9)
Ст.(Ь.'*) = / е‘*<'*֊“) аХ = гпс.-..)/, . «■п.(Т>(»> - ц)/2)

Л (и - л*)/2
(10)

а 2{4() ортогональная стохастическая мера, участвующая в спектральном 
представлении поля Х(и) (см. [14], глава 7) :

>-(»)= [ ?(и.»г(Л)1

и удовлетворяющая условию

(11)

где 6(1, я) = 6(1 — в) - 6—функция Дирака.

В настоящей статье исследуются асимптотические (при Т —♦ оо) свойства 

статистики ‘Зт, определенной по формуле (4). Описаны некоторые классы спект- 

ральных плотностей, для которых Зт является асимптотически несмещенной 

и среднеквадратически состоятельной оценкой для функционала ^(/), и имеет 

асимптотически нормальное распределение. Некоторые результаты этой статьи 

были анонсированы в [5].

Наше исследование асимптотических свойств оценки основано на следующем 

представлении кумулянта х*(3т) порядка к оценки $т (ср. ^9), [12]) :

Хк(£г) = ГГ|-‘ Т(/)1ВТ(Р)]*| (12)

где с т(/) и ПЬ (^) — усеченные теплицевы операторы, порожденные функция

ми /(г) и р(1), соответственно.

Статья имеет следующую структуру : в §2 исследуется асимптотическое пове

дение следа произведений усеченных тсплицсвых операторов, а в §3 изучаются 

асимптотические свойства опенки Зт-

§2. ПРОИЗВЕДЕНИЯ УСЕЧЕННЫХ ТЕПЛИЦЕВЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Обозначим через Рт интегральный оператор в Ьг([—тг, х]п) с ядром (8), (9), 

а через Р/ интегральный оператор в Ьз^ИЗ”) с ядром (8), (10). Заметим, 

что Р7 является ортогональным проектором в Ег([— я՜.*]") на подпространство 
триюнометрических многочленов степени не выше Т — 7п). а Г*т
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- ортогональным проектором в Ь2(1Г1") на подпространство целых функций 

экспоненциального типа не выше < Т = (Т1,...,ТП), сужения которых на 

1ЛП принадлежат Ь2(1ВП). Для функций 0(1) Е Ь։([-*,»]") и 0(е) 6

определим усеченные теплицевы операторы :

ИЗр(^) = Рт0 Рт
-*■*•-**

и Шт(0) - Рт^Рт, (13)

Кгде 0 и - операторы умножения на функции ^(1) к 0(1), соответственно.

Теорема 1. Пусть 0^(1) 6 ЬЯй([-1Г, тг]п), 1 < рк < ос для к = 1, т. Положим 

^ = ЕГ=։(р*)-։-

а) Если у < 1, то

Кт 
Т—оо

т
п ПЖ0»)

.4=1

т
П ^1(1) Л.
4=1

(14)

Ъ) Если а = I/ + £ > 1 с € > 0, то

1 нт —-— 
“ 71“

1г П3г(0*) = О- (15)

Здесь и ниже запись Т = (7\,..., Тп) —» ос означает, что 7* —* ос для всех 

к = 1, п. а и[Д] обозначает след оператора В.

В случае непрерывного параметра имеет место аналогичный результат при том 

же самом 1/.

Теорема 2. Пусть 0к(€) 6 Ь) (ПС') О £Рй(1Вп), 1 < р* < оо для к = 1. тп. 

а) Если и < 1, то

Кт —— Сг (2ж)п(т- 1) ( П04(։)Л.

111 ՛ к=1

Ь) Если а = р + £>1 и £ > 0, то

Кт
'Г —• оо

т
П ВтЛ)

Д=1

Замечание 1. Аналоги Теорем 1 и 2 для п = I доказаны в [1] и [6], 

соответственно.

Ниже мы приводим результаты только для дискретного параметра. В случае 

непрерывного параметра соответствующие результаты формулируются и дока
зываются аналогичным образом.
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Начнем с некоторых вспомогательных результатов. Обозначим через {«)(#)};>. 

множество сингулярных чисел компак гного оператора В, т.е. множество собст

венных значений оператора К = (В* В)1^, где В9 оператор, сопряженный к В. 

Для числа р (1 < р < оо) определим р норму Шаттена компактного оператора В 

равенством
_ Г (£ ПРИ 1 < р < оо

IIннр — \ *-։
V 811р? лДД), при р — оо.

Обозначим через 5Р (1 < р < оо) класс всех компактных операторов В, для 

которых ||Д||Р < оо. Приведем список ниже используемых свойств классов 5Р 

Доказательства можно найти в [8).

Р1). 1г[Я] < ||В||1, причем знак равенства достигается для неотрицательного В. 

Р2). Если 1 < Р1 < Р2 < оо и В Е 5Р1, то В 6 5Р, и ||В;|Р։ < ||Я||Р1.

РЗ). Если В* Е 5Рм, рк > 1, к = 1,п и р՜’ = £?=1(р*)"։ < 1, то Я = 

В\ х • • • х Вп Е «5Р и ||В||Р < ||51||Р։.........||Яп|1Ри.

Р4). ||В||оо = ||В||, где ||Й|| - операторная норма В. определенная равенством 

II ВЦ = 8иР||Л||։=1 \(ВН,Ь)\.
Следующая лемма дает верхнюю границу для р-нормы Шаттена геплицева 

оператора П3т(0).

Лемма 1. Пусть 0(€) Е 1 < Р < Тогда

(16)

Доказательство : В силу интерполяционной теоремы Рисса Торина для клас

сов 5Р (см. [8]), неравенство (16) достаточно доказать для р — 1 и р — оо

Случай р = оо. Из Р4) имеем

1'107(0)1«= вир |(ПЗт(0)М)1 = 
ЦЛ||а=1

5Пр 
1|Л|Ь=

2

<И
>‘1 = 1

< 110(1)1:« вир /
ПМ11 = 1 JQ

3
= (2*)ПЦ0(О1|

т.е. (16) для р = ос.
Случай р = 1. Функцию 0(1) Е Ь|(<2՞) представим в виде 0(1) = 01(1)0з(*) 

таким образом, чтобы ||0||։ = ||0։ ||2,||02||з • Применяя РЗ) для п=2ир։ —Рз — 2.
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получаем

I JBr(V-) |i = I Рт Рт||1 = ЦР-Г Vi • V'a Pr|li < ||Рг ihlb * Pr|h- (17)

Покажем, что

ПРт o.lli

где |Г| = ПГ=։Т4՛ Им«м

[Pt0i|^(s)=/ GT(։,t)^։(t)/i(t)<ft.

Поэтому (см. [8], стр. 141)

ЦР74М2 = / / |GT(s,t)^։(t)i?dtde =
Jq- Jq*

Gt(s. t)Gr(tt s) ds

Прямым вычислением из (8) - (10) получаем

1
(2т)"

(18)

(19)

(20)

(21)

l^i(t)|2 dt.

Следовательно, (18) вытекает из (20) и (21). Аналогичным образом можно 

показать, чго
11«,Рт1Й = (2х)"т / |^(‘)12^- (22)

Таким образом, из (17), (18) и (22) имеем

lliBrf^ll. <(2x)n/2|T|1/2ll^lh-(2x)n''։|r|,/’11^11, = (2хГ1Л-|101|1-

Лемма 1 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : а) Пусть /(1 < I < т) - число тех функций 

1/>к(4) в (14), которые нс являются многочленами (т.с. имеющие бесконечно много 

ненулевых коэффициентов Фурье). Мы применяем индукцию по т. Для т = 0 

(все 0к(1) являются многочленами) легко проверить, что (14) выполняется.

Теперь предположим, что (14) имеет место в случае, когда среди функций ^*(4) 

имеются не более / функций, которые не являются многочленами и докажем, 

что (14) выполняется в случае, когда среди функций ^»*(4) имеются не более

I 4- 1 функций, которые не являются многочленами. Без потери шности мы
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можем предполагать, что (1) ие является многочленом. Для М = (ЛГ,,..., ЛА,) 
и I = (<1,.. обозначим

01»лг(О - (01 ♦ ֊ в)^։(։)/й

сингулярный интеграл Фсйсра, порожденный функцией 01(1) € ), где

Р'м(1) = ^м,(<։) • • • /•\г.(1п).

а

(23)

(24)

։» е [-ж, ж) (25)

- одномерное ядро Фейера. Заметим, что функция ¥4 лг(*), определенная по

формуле (23), является тригонометрическим многочленом от п переменных

степени М = (ЛЛ,.... Л/п). Положим

^“(4) = *։(*) - ^1.«<(։)■ (28)

В силу индукционного предположения имеем

т-оо |Т|
I 01М(1) П*‘(‘)Л- (27) 
<?՝ 4=2

Известно (см. [16], том II, Теорема (1.23)), что для ^1(1) € ЬЯ1 (фп) (1 < Р1 < <х>)

имеет место соот ношение

||01-01,лг11р, — 0 при М —оо. (28)

Поэтому, учитывая, что П 0*(1) 6 Ь?1((?'‘), где 4- < 1, получаем,
4=2

что правая часть (27) сходится к (2г)’ |г ՜1^ • Д,. Пк=1 Ук(1)^ ПРИ ~* °0՜

Следовательно

Пт
Т — оо

т
ГОт(01..м) И П3т(0*) 

* = 2

= (2к)п(т-1). [ (29)
4=1

Таким образом, для завершения доказа гельства пункта а) остается показать, что

Ьт 
М —оо Й1Г (30)
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Применяя Р1), РЗ) (для п = т) и Лемму 1, получим
т

4=2

<с|т|’-'|Кп„ П 11^‘Нм- 
4=2

гп

Отсюда следует (30), так как по предположению I/ - 1 = £}7=1(Р*)~ ~ < 0 и, 

в силу (26) и (28). имеем ||^г|1₽1 и ПРМ м "* 00• Доказательство пункта а) 

завершено.
т

Для доказательства пункта Ь) предположим, что и = 52 (р#)՜
4 = 1

П тивпом случае требуемое утверждение следует из пункта а})- Если все

функции У4(1) являются многочленами, то соотношение (15) выполнено, так 

как по предположению а > 1. В противном случае применим индукцию по 

числу тех функций, которые нс являются многочленами. Не умаляя общности 

предположим, что 01(1) не является многочленом, и пусть 01(1) = 01(лг(1) +

0**(1)։ где 0|,аг(1) задается по (23). Имеем

т(0к)

(О П пзн**)
4=2

(31)

В силу индукционного предположения, первое слагаемое в правой части (31) 

стремится к нулю (при М —♦ оо и Т — оо). Далее, так как по предположению

I/ > 1, применяя Р1), Р2), РЗ) (для л = т) и Лемму 1 получаем

1г

Следовательно, для второго слагаемого в правой части (31) получаем
т т

ПМ^’') П Ет(<М < с |Т|'-||(։."||„ П ц^ц„. (32)
4=2 ] 4=2

По предположению, и — а=—£<Ои0*6 (С?”) дли к — 2, п», а из (26) и 

(28) имеем |!0*#|'р. —• 0 при Л/ —* оо. Следовательно, последнее выражение в (32) 

стремится к нулю при Л/ — ос и Т —♦ оо.
Теорема 1 доказана.
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§3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СПЕКТРАЛЬНЫХ 
ОЦЕНОК

3.1. Асимптотическая несмещенность. Положим

(33)

Пусть функционал уо(/) и оценка £у определены по формулам (2) и (4), 
соответственно.

Теорема 3. Пусть выполнено одно иэ следующих условий : 

а) /(I) 6 ЕЯ1(ФП) и д(1) £ ЬРэ(фп) с рь р3 > 1, 1/р։ + 1/ра < 1 или
Ь) А^) - ограничена и непрерывна в *>՛ = О =- (0, , 0).

п
Тогда статистика является асимптотически несмещенной оценкой 

для ^(/), т.е.

Пт [1Е(£г)-^(/)] = 0. / —»ОО (34)

Доказательство : Вначале докажем, что при условии а), (34) следует из 

Теоремы 1. Положим
^т = Е(^г) -,»(/) (35)

и покажем, что

1
(2»)"|Т|

1г[ПЗт(/) 11 (36)т(г) - пм/։)],

где т(/) ПЗт(д) и 1Пт(/^) - усеченные теплицевы операторы, порожденные 

функциями /(1), р(1) и /(1)9(1), соответственно (см. (13)).

Действительно, из спектрального представления (7) и формулы (11) имеем

Е(£г) = I I |Ст(».•)!’/(»)»(•)Л (3?)

где ядро Ст(1,ь) определяется по (8) и (9).

С другой стороны, легко убедиться (ср. [11], гл. 15), что оператор Шт(А) можег

быть реализован как интегральный оператор в Ь3((?п) с ядром

гт,л(М) = 7֊^— / Ст(1,*)Ст(*,8)Л(м<)^. (38)
՛ ՝ • • «'<3*

Поэтому и ПЗг(/) ПЗг(д) может быт ь реализован как интегральный оператор в

Ь?((?п) с ядром
Гт(1.8)= / Гт,/(1, *)!>.,(*, «)** =

7 <2-
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С. и)Ст(и, \у)(?т(* . у)<7т(''.$) /(’») 5(у) <й։

(39)
Учитывая воспроизводящее свойство ядра 6?т-(и, V) :

п (40)

из (39) находим

п и, у)(7т('’, я) /(и) <?(у) </и (41)

По известной формуле для вычисления следа интегральных операторов (см. [8], 

стр. 147) и (40), находим

ХГ

п

(42)

Из (21), (38) с К = /д и (40) получаем

I

(43)
Теперь нетрудно заметить, что (36) следует из (2), (35), (37), (42) и (43).

Применяя Теорему 1, пункт а) для т = 

находим
2, 01 = / И 02 = 9, ИЗ (36) и (43)

Дт = о(1) при Т —• оо. (44)

Отсюда и из (35) получаем (34). Тем самым, при выполнении условия а) георема 
доказана.

Для доказательства утверждения теоремы при выполнении условия Ь) нам 

понадобится следующий результат из теории кратных тригонометрических 

рядов (см. [16], том II, Теорема (1.20)).

Лемма 2. Пусть 0(1) ограниченная функция. Тогда в каждой точке 

непрерывности С = Со функции 0(1) имеем

1։гп / Лт(*о - »)0(») </» = 0(1о), 
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где £т(0 ~ ядро Фсйера, определенное по (24) и (25).
Имеем

" • ' ^|Ст(и- V)!2 = Рт(и- V). (45)

Поэтому, из (33), (37) и (45) находим

Е(£т) = [ / Гт(1 - в)/(к)р(я) ։Й<й = / Гт(ц)/։(и) (/и. (46)
՝ Уд* Уд»

Отсюда и из (2) и (33) получаем

1Е(£т) -<р(/) = / Ат(и)Л(и) Ли - Л(0). (47)
JQ”

Так как, по предположению, функция ограничена и непрерывна в точке 

%м = 0, то требуемый результат следует из Леммы 2. Теорема 3 доказана.

Замечание 2. Теорема 3 для случая а) другим методом была доказана в [2].

3.2. Состоятельность. Сперва изучим асимптотическое повеление дисперсии 

оценки рт, определенной по (4).

Теорема 4. Пусть /(к) 6 ЬР1(фп) и $(к) £ ЬР։((?П), где рьрз > 1 и 

1/Р1 4՜ 1/рз < 1/2. Тогда

Нт |Т| Е((5т - Е(£т))2 = 2 • (2*)3՞ / /2(1)У2(։)Л. (48)
Т—оо

Доказательство : Из (12) находим

Ю(й-) = хг(|Т|1/2(рт - Е(£т))) = |||1г(Шт(/)Шт(«))2. (49)

Поэтому, полагая т = 4, = 1&з = /. ^»2 = = <7. и применяя 1 сорсму 1 а), из 

(49) получаем (48). Теорема 4 доказана.

Теорема 5. При условиях Теоремы 4 статистика рт, определенная по 

формуле (4), является среднеквадратически состоятельной оценкой 

для функционала (2) :

Пт 1Е(«рт ֊ = О-Т —ос

Доказательство : Имеем 

(50)

(51)Е(£т ֊ ₽(/))’ = Е(^т - Е((3т))2 + К?.

где Кт = у?(/) ֊ 1Е(£Т). Поэтому, (50) является непосредственным следствием 

(51) и Теорем 3 и 4. Теорема 5 доказана.
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3.3. Асимптотическая нормальность.

Теорема 6. При условиях Теоремы 4 распределение нормированной 

случайной величины \Т\'^($т ~ ®(^т)) слабо сходится (при Т — ос) 

к нормальному распределению 7У(0, <г2) с дисперсией а7 :

Зп (52)

Доказательство : Применим метод кумулянтов : в силу (12) находим

X* (|Г|’/2($Т - Е(£т))) =
О,

1)|1г[Шг(/)1Вг(9)]‘.

для к = 1

для к > 2

(53)
По Теореме 4 при Т —* ос имеем

Хг (|Т|*'2(£г ֊ Е(й-))) = ;1։г(1Вт(/)1В7-(»))։-2(2»)։՞ / /2(0»։(»И- 
Р I

(54)

Далее, из (53) и Теоремы I, Ь) для к > 3 получаем

X* (|Л !/2(£т - 1Е(<Зт))} -» о при Т — оо. (55)

Комбинируя (53) (55) завершаем доказательство Теоремы 6.

3.4. Локальные условия. В этом пункте, используя хороню известную теорему 

вложения для классов Никольского, мы получаем ’’локальные" достаточные 

условия для вышеприведенных асимптотических свойств оценки фу. Папомним 

определение класса Никольского Нр(7|........7г.) (см. [4], [15]).

Определение 1. Для заданных чисел 1 < р < оо, а = (а|,..., ап), 0 < а* < 1 и 

г = (г1,...,гп), гк Е Г<с (к = 1,п), где 1ГЧо - множество неотрицательных целых 

чисел, положим у> = гк + ог^ (£ = 1,п) и у = (7։>*-»7п)- Функция ^(1) = 

Е ЬР(ФП) принадлежит классу НР1*(у|,..., 7П), если 0(с) имеет
шейную производную ^*'(4) € Ьр(фп), удовлетворяющую следующему

условию : 

где Ск > 0 - постоянная, а ек - единичный вектор направленный по оси 1к.

Пространство Н₽(у1,...,тп) определяется следующим образом :
л

?11 • • • >7л) = ։0 нР։*(71,...,7п)
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Для заданных 7 = (71, ...,7п) и 0 = (0։........Д.), 0к< Ук > о (к = Щ), положим

Следующая теорема вложения принадлежи! С. М. Никольскому (см. [4], [13],
[15]).

Лемма 3. Пусть 0(4) € Нр(71........7п) с р > 1 и ук > 0 (к = 1, п). Пусть р,

удовлетворяет условию р < р։ < оо и у = 1 - (1/р - 1/р։) 1/7 > 0. Тогда 

0(4) € Нр, (р։,..., р„), где рк = у7к, к — 1, п. В частности, если 7 > 1/р. то 

0(4) непрерывна и ||0||оо < оо.

Определение 2. Пусть Ер(^|,..., 0п) - множество всех спектральных плотнос

тей из класса Нр(/?։,.. .,0п). Будем говорить, что пара (/.д) функций /(4) и 9(4) 

удовлетворяет условию (7/), если /(I) Е Ер(0։,..., 5П) и $(4) Е Н,(71,.. .,7я) 

для некоторых 0к, 7* > 0 (к = 1, п) ир,?> 1 (1/р 4֊ 1/д — 1), удовлетворяющих 

одному из следующих условий с1) ֊ с4) : 

с!) ~0 > 1/р, 7 > 1/9, 

с2) ~0 < 1/р, 7 < 1/? и 0 + 7 > 1/2, 

с3)0> 1/р, 1/9- 1/2 <7 < 1/9, 

с4)7>1/9, 1/Р֊ 1/2 <3 < 1/р, 

где 0 и 7 задаются формулой (56).

Теорема 7. Пусть пара (/, д) функций /(4) и д(1) удовлетворяет условии։ 

(?/). Тогда статистика £7, определенная формулой (4), является асимп

тотически несмещенной и срсднеквадрагически состоятельной оцен

кой для функционала (2), и имеет асимптотически (при Г —♦ ос) 

нормальное #(0, <т2) распределение с дисперсией ст2, задаваемой по 

формуле (52).

Доказательство : Достаточно показать, что в условиях теоремы существуют 

числа р։ (р։ > р) и 9! (9։ > 9), удовлетворяющие условию 1/р» + 1/91 £ 1/2

такие, что Ер(01,..., 0п) С Ц,(^п) и Н,(71........7п) С Ц,(РП)-
Случай 0 > 1/р, 7 > 1/9 очевиден, так как из Леммы 3 имеем Х^р(/?|,..., Дп) С

Ьоо(Сп) И Н,(71..........7п) С Ьоо((П.

Пусть теперь 0 < 1/р, 7 < 1/9 и 4+ 7 > */2- Л-пя произвольного числа £•>(),

удовлетворяющего условиям 0 > с и 7 > с, полагаем
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Легко видеть, что р\ > р, > <?, Х1 = 1 “ (1/р~ 1/Р։)1М > 0 и ха = 

1 - (1/4֊ 1/91)1/7 > 0- Следовательно, из Леммы 3 находим ,..., /?п) С 

ЬР;((2Л) и Н,(7։,....7п) С Ц։(РП). Далее, используя (57) получаем

1 + 1= - + - - (3 + 7) + 2£ = 1 - (3+т) + 2с. 
Р1 91 Р 9

Так как £ произвольно и по предположению 3 + 7 > 1/2։ получаем I/р\ 4֊ 1/д։ <

1/2- -ЙЙ
Пусть теперь 0 > 1/р и 1/д - 1/2 < 7 < 1/9- По Лемме 3 имеем

Ер(51,..., Д») С Ьоо(фп)- Для произвольного £ > 0, удовлетворяющего условию 

7 > £, положим
1=1-7 + £. (58)
9։ 9

Очевидно <71 > д и ха = 1 - (1/9 - 1/9։) 1/7 > 0- Следовательно, в силу Леммы

3, имеем Н,(7Ь ... ,7п) С Е„(4Г). Далее, из (58) находим

Так как £ произвольно и по предположению 1/д֊7 < 1/2, получаем 1/Р1 + 1/91 < 

1/2
Случай 7 > 1/д и 1/р - 1/2 < £ < 1/р исследуется аналогичным образом.

Применяя Теоремы 3, 5 и 6 мы завершаем доказательство Теоремы 7.

Замечание 3. Для стационарных гауссовских процессов (п = 1) в [7] было 

показано, что в условиях Теоремы 7, статистика <3т, определенная по (4), есть 

Т1/2 состоятельная, асимптотически нормальна и асимптотически эффективная 

оценка для функционала (2). Для однородных гауссовских полей (п > 1) этот

результат становится не верным.

Действительно, используя стандартные аргументы (см. [2], [7], [10]), можно

показать, что когда Т = (Т\,.. .Тп) стремится к бесконечности с постоянной

скоростью во всех направлениях, то в силу Теоремы 7, смешение Кт

;Е(^т) — д>(/)| оценки <рт зависит от размерности п и имеет порядок О (|Т|՜։^п

Следовательно, в отличии от случая п = 1, для п > 1 случайные величины (т =

|7Т'’(£т ֊ Е(^т)) и чт = |7Т'։№т - имеют различные асимптотические
(при Т —♦ ос) распределения.

Отметим, что в [10] найдены условия, при которых модифицированная периодо- 

граммная статистика является |Т|1/2 состоятельной оценкой для функционала 

(2)
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ABSTR AC T . Let A (u), u — (uj,..., un) 6 Un be a centered real-valued ho
mogeneous Gaussian field with spectral density /(t) - We con
sider the problem of nonparametric statistical estimation of spectra! aver
ages = J on the basis of a sample XT of size T = (T։,...,Tn).
As an estimator for y>(/) we take the statistics ipT = f ÿ(t)/T(t)dt, where 
/t(0 is the periodogram of A(u). The paper describes some classes of 
spectral densities, where fir is asymptotically unbiased, mean square con
sistent estimator for the functional and has asymptotically normal 
distribution. Doth continuous and discrete parameter cases are treated.
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ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ РЯДАХ ПО СИСТЕМЕ УОЛША 
В ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ Ц[0,1]

С. А. Епнскопосян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, К* 2. 1999

ОО

В работе построены весовое пространство [О, I] и ряд 52 с^И*(г) по 
к=1

системе Уолша, который универсален в £(1 [О, Г относительно переста
новок.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть д(г) - измеримая на [0, 1] функция с 0 < м(т) < 1, и пусть £^[0, 1] - 

соответствующее весовое пространство, т.с. банахово пространство измеримых 

на [0,1] функций с ограниченным интегралом

11/11 = / 1/(г)1м(*) < оо-
•/о

Определение 1. Функциональный ряд
□о
Уг /»(»)■ /»Me bJI0.ll (11)
4=1

называется универсальным относительно перестановок в весовом прост

ранстве £Ц0,1], если для любой функции /(х) € Ь^[0, 1] члены ряда (1.1) можно 
ОО

переставить (/: •—• <т(к)) так, что ряд 52 А(*)(г) сходится к функции /(г) в 
к=1

метрике пространства £],[0,1], т.е.

<1х = 0.

Определение 2. Ряд (11) называется универсальным в обычном смысле

в весовом пространстве £^[0,1], если для любой функции /(т) € £^[0,1] 

существует возрастающая последовательность натуральных чисел п* такая, что 
п*

соотвстсз-вуюшая последовательность частичных сумм 52 /*(։) сходится к /(*) 
4 = 1

в пространстве £^(0,1).
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Определение 3. Ряд (1.1) называется универсальным относительно час

тичных сумм в весовом пространстве I],[0, 1], если для каждой функции /(х) 6 
ОО

Ц[0, 1] существует частичная сумма $2 /П։(х), сходящаяся к /(х) в метрике 
4 = 1 

пространства [0,1).

Приведенные выше определения даны не в наиболее общей форме, а только 

в той общности, в которой они будут применяться в Настоящей работе. В 

этой работе рассматривается вопрос о существовании рядов по системе Уолша 

универсальных в весовом пространстве Г^[0, 1] относительно перестановок и в 

обычном смысле. Вопрос существования различных типов универсальных рядов 

в смысле сходимости почти всюду и по мерс рассматривался в работах [1] 

- [7]. Здесь мы приводим те результаты, которые непосредственно относятся к 

теоремам, доказанным в этой статье.

Первые универсальные в смысле сходимости почти всюду тригонометрические 

ряды были построены Д. Е. Меньшовым [1] и В. Я. Козловым [2]. Ими были 

построены ряды вида
I °°
- + а^созк! 4- (Л)

*=1

такие, что для любой измеримой на [0,2*՜] функции /(г) существует возрас-

тающая последовательность натуральных чисел п* такая, что соответствующая 

последовательность частичных сумм ряда (А) сходится к /(х) почти всюду на 

[0,2тг]. Отметим, что в этом результате для /(г) Е невозможно заменить

сходимость почти всюду на сходимость в метрике пространства 2<р)

Этот результат был обобщен А А. Тал ал я ном на произвольные ортонормирован- 

иые полные системы (см. [3]). Им же установлено (см [4]), что если 

нормированный базис в пространстве , , р > 1, то существует ряд вида

(И)

который обладает следующим свойством : для любой измеримой функции /(х) 

члены ряда (В) можно переставить гак, чтобы вновь полученный ряд сходился 

бы по мере к функции /(х). М. Г. Григорян построил ряд *(х) по системе 

Уолша- Пэли (см. [5]), который универсален в весовом пространстве 7.^0, I] 

относи Iелыю частичных с\ мм для некоторой весовой функции д(х) Е (0,1). В 

настоящей работт доказываются следующие утверждения.
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Теорема 1. Существует ряд по системе Уолша Пэли

ОО 00

с V |с*|* < оо. q > 2, 
tsi i=l

(1.2)

обладающий следующим свойством : для любого £ > 0 можно найти 

такую весовую функцию /a(z) G (0,1], |{z 6 [0,1] : /j(z) / 1}| < € 

такую, что ряд (1.2) будет универсален относительно перестановок 

в пространстве (0. 1].

Теорема 2. Существует ряд вида (1.2) такой, что для любого £ > О 

можно построить весовую функцию ^(z) € (О, Г с l(z 6 [0, 1] : д(т) / 1 }| < £ 

такую, чтобы ряд (1.2) был универсальным в обычном смысле в 

пространстве £А(0» 1].

Теорема 3. Существует двойной ряд по системе Уолша

ОО ОО

52 с„..1С„(х)И'։(у) с £ |c„,t|’ < ос, q > 2, (1.3)

обладающий следующим свойством : для любого числа £ > 0 можно 

построить весовую функцию д(г,у) Е (0, 1] с

!{(*-У) е [О, I]2 : p(z,y) ± 1}| < £ (1.4)

такую, что для всякой функции /(г, у) € /^[0, I]2 члены ряда (1.3) 

можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы 

к функции /(х, у) как по сферическим так и по прямоугольным 

частичным суммам в метрике пространства Ь^[0, I]2, т.е. ряд (1.3) 

универсален относительно перестановок в пространстве [0, I]2.

Георема 4. Существует двойной ряд по системе Уолша вида (1.3), 

обладающий следующим свойством : для любого числа £ > 0 можно 

построить весовую функцию д(г,у) Е (0, 1], удовлетворяющую условию 

(1.4) такую, что для любой функции /(г, у) € А],(О, I]2 можно найти 

как сферические так и прямоугольные частичные суммы, которые 

сходились бы к функции /(х, у) в метрике пространства £]Д(),1]2, т.е. 

ряд (1.3) универсален относи только частичных сумм в пространстве 

bito.ii’.
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52. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ

Вначале приведем определение системы Уолша- Пэли (см [8]) :

И/0(т)= 1.
к

И'Лг) = П
1 = 1 >=1

1 > * * * > ։ (2.1)

где (гк(т)} ОС
*=0 - система Радемахера :

е [о, 1/2],
X е (1/2,1);

г0(т + 1) = Г0(т), п(х) = г0(2*г), * = 1.2,-’..

Лемма 1. Для заданных чисел 0 < € < 1, > 1, 7 # 0 и интервала Д вида

Д^ = ут՜! 1 < г < 2"*« существуют измеримое множество Е С А и 
/V

многочлен Р(т) = У~ скИ*(х), удовлетворяющие условиям :
*=>.

Доказательство : Пусть 1/о = 4- 1. Существует натуральное число то

такое, что для т > т0
т

•5>т(т, 7 Хд(«)) = 52«ъИ>(х) = у Хд(х), X-е [0, 1), (2-2)
;=0

где Хе(г) характеристическая функция множества Е и

а/ = [ [7 Хд(0) • П'ЛО
7о

Возьмем натуральное число р\ настолько большим, что если 0 < к < то, то

И'т.Сх) • И7*(х) = 1Гт|+*(х), , где т։ = 2”‘ > Шо (см. (2.1)), (2 3)

И пусть
для я = п»| + j, 1 6 (0, то), 

для л [т^, т։ + то],
(2.4)

Д$") = {®6Д: 1Гт։(х) = ֊1}; Д(։+) = {х € Д : (») =+!}•

Ит (2.2) имеем
Л',-1
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где No = тп|, IV\ = т։ + гп0 4- 1.

Предположим, что определены числа т։ < ... < т„_։ (р < а'о)» т, > 

2 < I < </ — 1, многочлены вила

/'.(*) = £ б.И’.М, 
• = ^-1

л;֊1 < ч, I < । < р - 1

и множества Д, + \ Л,- ' (1 < г < и - ]), для которых справедливы условия

мад = (г-1 • V Хд;(»)) •

л; = рд<->, |д;.| = 2-'• |д|, д<*>
>=>

= {х£Д: и/т» = -1}.
Очевидно, что существует натуральное число такое, что

• 1У,(г) = 2" 1 ֊7-Хл^-։(г)’ 
>=о

г €[0,1],

(2.5)

(2.6)

(2.7)

где

И’Дх) <^х.

!<<<►-!,

Возьмем натуральное число р*, настолько большим, чтобы (см (2.1))

И'т.(х) • И’։(х) = (х), для О < к < Л-1, тле т„ = 2Р", (2.8)

0"^,^ 3 ‘ ТПу — | + ЛГ,-|.

П\сть

-1

о,
для я = т„ + ], 

для других «.

Лг„ = т, + л + 1 ։

где

(2.9)

(2-ю)

Ь

Из (2-7) — (2 9) получим

* = /У„_։ >=о

Из условия т„ > ։ вытекает, что множества ՛ и 1 имеют одинаковые

порции на интервалах постоянства функции И'т։л_,(г). Следовательно

(2.12)
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Таким образом, по индукции можно определить натуральные числа < .... <

т„о '» т>' > Зт»,-։ + М„-[, множества < и < ио и многочлены

Г<-1 
р,(։)= у. б.и'.(х). 

4=*,-«
(2 13)

удовлетворяющие для любого V £ (1. ио] условиям (2.11) и (212). Определим

многочлен Р(х) и множество Е следующим образом :

*о / ^-1 \
р(х) = 53 с։и'»(») = у ( 52 6<и'.(х) , 

*=*□ *'=։ /
х = л;0 -1, (2.14)

для < 3 <
для к0 < я < No.

что для л

1 < и < и0,
(2.15)

Очевидно (см. (2.10)), го и 6 [1, ио] имеем

(2 16)

В силу (2.11), (2.14) и (216) имеем

.V
Р(х) = 52 с*И'4(։) = 7-Хд(»)-2я>7-Ха^,(։). 

£ — к о
(2 >7)

Следовательно, из (2.12) ~ (2-15) получаем

и |Е|> |Лг(1 ֊2-').

Так как |д;о| = 2-'"|Л| (см. (2.12)), иэ (2.17) накопим

|Р(г)|’ <1: < 2'»+’7’|Л!. (218)

Как следует из (214)

для ко < к < М, 
для других к.

Поэтому из (2.14) и (2.18) получаем

Лемма 1 доказана
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Лемма 2. Для любых чисел г 6 (0.1), /V® > 2 и ступенчатой функции

я
/(«)=£?• • *△.(«)» 

1=1

(2.19)

где Д, — интервал вида =

измеримое множество С [0, 1] и многочлен

। < 2т,

Р(т) =

существуют

Е с.и'Их), 
>=Ао

которые удовлетворяют условиям :

(1)

(4)

Р(х) = /(г) на К, (2) |£|> 1-е,

тах 
5’э<т</¥

с*П*(г)

(3)

для любого измеримого подмножества е из Е.

Доказательство : Нс умаляя общности можно считать, что

к = (2.20)

Последовательным применением Леммы 1 можно определить множества Ел Е

и многочлены
р,(х)= £ <:>,(.),

5 =

удовлетворяющие условиям

(2.21)

(2.22)

Положим

я /V я
р(т)= 5; с,и',(х) = 52 

1=1
Ё 4'։И\(«)

» (2.23)

где с* = с1/1 для .7,_։ < к < /V,, я = 1......д, = ^ч - \ .

Из условий (2.19), (2.21), (2.23) имеем

Р(г) = /(г) на Е, |Е|>(1-г).
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Учитывая соотношения (2.19) - (2.23), получаем

Е Ы’** тах
Ко<к<н ы* Е ы’ <

тах 
1<в <д

\/8Л • |7. | • ЛдЛ

тах

Таким образом, множество Е и многочлен Р(х) удовлетворяют условиям 1) - 

3) Леммы 2. Проверим теперь выполнение условия 4). Пусть Уо < т < Л'. Для 

некоторого «о € [1,?], (Л\о < т < /У,о+1), из (2.23) получаем

ГП «о
Е '»и'н») = Е

к=к0 *=։
+ е

* = ^«0

(2.24)

Учитывая, что Р(х) = /(х) на Е, из (2.19) - (2.24) для любого измеримого

множества е С Е имеем

<*х + ՛ 1^0+11 ՛ х/|Д»в+11 <

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любых у / О, 0 < Ь < 1, /V > 1 и квадрата Д — А] х Аз С

Т — [О, 1]а существует измеримое множество Е С I и многочлен

л/
Р(х,у) = • И',(у),

*.1^

обладающие; следующими свойствами :

(1)

(4)

м
\Е\>\֊6, (2) 52 |с*.,|2° < 6. (3) Р(г,у) = 7'Хд(^.У).

для любого измеримого множества с из £

(х, у) € Е,

п гп

. тах
Л^<п.т< м

с/г г/у 4-
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2Л’<4։ + за<Я3

< 16 • 111 • |Д|.(1х<1у

Доказательство : Применим Лемму 2, полагая /(х) = тхд,(г), No = 1Ч,€ = ֊.

Тогда существуют измеримое множество Е\ С [0, 1] и многочлен

Л'| 
^1(т) = У" 0»И*(х),

удовлетворяющие следующим условиям :

* *'•
1- Р,(г) = 7 ■ »Д.(г). »еЕ>. г |Е1|>1֊Х. 3° Е Ы2+‘ < «.

±=/¥
4° для любого измеримого множества «1 С Е|

<2.1,1 |Д,| 
«I 

Пусть

Л/о = 2(ЛГ? + 1) (2 25)

и вновь применим Лемму 2, полагая /(у) = Хд։(1/)՝ М> = ^о> - — Тогда 
м

существуют измеримое множество Ез С [0, 1} и многочлен Р?(у) = £2 Ь,\\’«(у), 
1=Л/0 

удовлетворяющие следующим условиям :

Л *'
1” РМ = х^,М. уеЕг. 2” |£։|>1֊5, 3” Е 

л=ЛГ0
для любого измеримого ез С Е?

гг.

тах с/у <2-|Л2|.
1-Л/

Пусть

у) = Р\(х)Р2[у) =
м
Е (2.26)

где

{а*61։ для Л < к < N], 
О, для других к и я.

Л/о < 8 < М,

Из условий Iе — 3°, 1°° - 3°° и (2.26) следует выполнение условий I) - 3) Леммы

3. Теперь проверим выполнение условия 4).

Пусть /У' 4 Л/’ < Я2 < /V2 + Л/2 Тогда для некоторого пц։ > Л/о имеем

то < R < гг40+1 и в силу (2.25) получаем, что Я2 —Л'2 > (то-1)2- Следовательно,
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из условий 4°, 4°° и (2.26) для измеримого множества е = б] х «з 

ез С получим

<1х(1у <

<1х<1у+
к = Л’ « = Л#о

*1
52 <։*ИЪ(х)
*=.у

то

4֊ тах 
/У<П<Л'։

<1хс1у

6.IV, (в)

тах
УУ<п<ЛГ!

4 У

Аналогично, для АГ < п < Мо < тп < М получим

см^к^И^О/) Лх4у < 4 • 111 • Щ-

Лемма 3 доказана.
»ч

Лемма 4. Для любых Е > 0, ^ > 1 и /(х.у) — 52 7»Ха^(х<у)
*г!

измеримое множество КС Г — [0, 1]‘ и многочлен

л/
Р(г,!/) = 52 Ск..Ик(г) • И'ДУ).

k,,=^

удовлетворяющие следующим условиям :

(1) Р(х,1/) =/(г, у), для (г, у) Е (2) |^|>1-Е, (3)
*.

(4) для любого измеримого множества е С Е

тах 
п»т^ м

(1х(1у

тах 
>/2Лг<Н<У2Л/

52 с<։Ик(г)и;(у)
2№<к»+Р<Л’

< 2 УУ 4х(1у + €.
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Доказательство : Пусть X - прямоугольная область постоянства функции 

/(г, у). Не умаляя общности предположим, что

гпах (|7,| - |Х|) < 
1 < V < Ио

£
32' (2.27)

В силу Леммы 3 и (2 27) для натурального и Е [ 1, ах0] и Ь = существует 

измеримое множество Е„ С Т и многочлен

м

удовлетворяющие условиям :

2*0 '

АГ

= 7* •*△.(*, 1/) для (х, у) Е Е„,

^0

(2.28)

(2.29)

(2.30)

для любого измеримого множества е из Е„

тах
У2Х^<Я<х/2А/

тах 
^<п5п<АГ

2ЛГ»<*’+«’<Я’ «Ж

АхНу

с/г с/у < 1б-Ы-|А.|<|.
(2.31)

Следовательно, существует измеримое множество Е„ С Т и многочлен Р1,{х1у') 

вила (2.28), удовлегворюший условиям (2.29) (2.31). При этом можно взять

А'1 = А’, X = 4- 1, 1 < и < р0. Пусть

*о м
Е = П Е- р(х- у) = У Ж». у) = £ с».,И-։(։)И',(У), М = М,., (2.32) 

*=։ *=1 к,1=/у
где

{(у)
Ск ,, ДЛЯ !Уи < к,.ч < М„, 1 < I/ < р0,
О, для других к и 8.

В силу (2 29), (2.30) и (2.32) получаем, ч го условия 1) — 3) Леммы 4 выполнены.

Осталось проверить условие 4) Леммы 4.

Пусть R Е [х/2/V, х/2М]. Тогда для некоторого р' Е [ 1, Ро] имеем < R <

\/2А'Х' + 1. Следовательно, из (2.32) получаем

£ смИ'И^И'Л!/) = £ РЛг,У)+ £ с^'^Их)^,^).
2№<к’ + «»<Л։ „=| 2^’,<*’ + »»<«։
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Теперь из (2.30) — (2.32) учитывая, что Р(х,у) = /(ж, у) „а £, для любого 

измеримою множества с С Е имеем

^.ЛП(х)^(у) |/(г,1/)| 4к1у +
е

Аналогично, для любого е С К

тах 
Л'<п.т<Л(

с*лП\(г)и;(1/)
С

Лемма *1 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 1 : Пусть

{А(х))“„ х е [о, 1] (3.1)

множество ступенчатых функций, принимающих рациональные значения на 

интервалах с рациональными концами. В силу Леммы 2 существует последо

вательность множеств {Е, }* ։ и последовательность многочленов

А’.-։
Р,(®) = ^2 с^И'*^), I = No <Ni<...<^l а =1,2....... (3.2)

*=лг._»

удовлетворяющих условиям :

РМ = Л(®)» (3.3)

|Е,| > 1 - г-2«*4՛։, Е, С [0,1], (3.4)

(3.5)

шах
Л.-1<р</Л

к = А',_։

с(/)И*(х) с/г (3.6)

И

для любого измеримого е С Е,.

Пусть

1П(т) (37)
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где с* = с1/’ for < к < N,, я = 1,2,.... Пусть лля любого € > О

”о = [Jog1/3 с] + 1, (3.8)
ос

1=П0

ОС

Я = U Пп = Qn0 и 
п = л0

= =

Очевидно (см. (3.4)), что 5| = 1 и |Е| > 1 - с. Определим следующую измеримую 

функцию:
f 1 для х G Е U ([0, 1] \ В),

ДЛЯ Z 6 Qn \fin-l, n>n0+i,
(3.9)

где

Ь. = ПЛ(*)Пс+ max
k = -V

+ 1. (3.10) 

с

Здесь ||^(z)|lc = max |5(г)|. Из (3.5), (3.7) - (3.10) получаем, что {л Е [0,1] : 
»€[0,1]

ОО
р(х) / 1)1 < €, 0 < ^(х) < I и для любого ? > 2 имеем £2 Q ? < оо.

* = 1
Следовательно

limck = 0. (3.11)

Из (3.8) — (3.10) следует, что для всех s > по и р Е [A'.-i, А’л)

С«1 к, ‘ dx (3.12)

Из (3.3) и (3.8) — (3.10) для всех з > по получаем

I /JM - Л(г)1я(г) dz = / |P.(z) -/.(x)lp(z) 
о Jn.

- Л(*)М®) dx PM - fAx)l^n fix

h՜ dx

(3 13)
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Используя (3.6), (3.8) (3.10) и (3.12), для всех р € [Л'.- ЛГ4) и л > по + 1

получаем

4'’И'։(։) /х(х) <1х р(х) dz +

р(х) (1х <
[0,1)\П

с(/)И\(х)

пя\п._,

+ / |/,(«)|/.(«И»+|г”

У, с‘'»ИЪ(»)

(3.14)

Для любой функции /(х) 6 £^(0,1) можно выбрать функцию /„,(х) из последо

вательности (3.1) такую, ч то

(*)1д(®) ^<2-=, 
о

И > По + 1. (3-15)

Отсюда следует, что

/ |Л1(х)1я(*) < 2-2+ / 1/(*)1р(*) <<«• (3.16)

Уо •'о

Из (2.1), (3.13) и (3.15) для пи = 1 получим 

/•1 г1
/ \f^-[P,l(x)-^-cmlWml(x)]\lл(z)dx< |/(г)֊Л1(хЫх)<*֊+

70 •'О

+/' 1Л.М ֊ Р..(х)1Хх) <1г +£ |с,„,1Ст1(т)|р(х) < 2 -2՜’ + к„,|. (3.17)

Предположим, что числа 1/1 < ... < ^-1 и пи < ... < п։,., выбраны гак, что 

выполняются следующие условия :

/(։)-£ [Д..Н + С".. И'т.М]
1 = 1

/л(х) б/х < 2 • 2 + |ст, | . I <)<<?֊ 1

(3.18)

Выберем функцию Д-Дх) из последовательности (3 1) такую, что

р(х) dx < (3-19)
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Отсюда и из (318) получим

/ |Л,(։)|р(։)Л<։-2-” + |ст..,|. (3.20)
Уо

Из (3.13), (3.14) и (3.20) имеем

/ |/„(г)-Р„(х)|р(г)</г<2-2-. Р,,(») = X, 4'’ЧП(»). (3.21)
•'О — А/

р(։)аг< 10-2-” + |с1п,.1|. (3.22)

Положим

т։ = ппп{пбЯ : П и {™'И=1}} • (3-23)

Учитывал соотношения (2.1), (3.19) и (3.21) получим

Г(»)֊Е(Я.(։) + ст.И'™.(։))
1 = 1

/1(г) (1х <

(3.24)

Таким образом, мы можем выбрать из ряда (3.7) последовательность членов 

И^Дт) и многочленов

*С,֊» 
М*) = Ё

* = ^_,
9=1,2, (3.25)

удовлетворяющих условиям (3.22) — (3.24) для всех д > 1. Учитывая выбор 

^\(т) и ст,Ит,(։) (см. (3.23) и (3.25)) получим, что ряд

□о — I
$2са(4)1У,(к)(х) = ^2 52 с/’Чг^х) + ст,И',(х)

<=։ t=N .

получается из ряда (3.7) перестановкой членов. Из (3.11), (3.22) и (3.24) заключа

ем. что52св(4)Ига(4)(х) сходится к функции /(х) в метрике пространства Л^[0, 1], 

т.е. ряд (3 7) универсален относительно перестановок в [0, 1] (см. Определение 

1). Теорема 1 доказана.
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Доказательство Теоремы 2 : Последовательно применяя Лемму 2, можно 

найти последовательность множеств । и последовательность многочленов

Л(г)
«.-1

= Е 4։)И'։(г). 

к = Л'._,
I = No < < ... < ^ < ..... *=1,2....... (3.26)

удовлетворяющих следующим условиям :

|Е’,| > 1 -2-’('+1)։ С [0, 1],

•V.-! 
Е

(3.27)

(3.28)

(1х < 2-2п, (3.29)

где {/п(։)}^°=1 ~ последовательность (3.1). Положим

ОО

Е 4')и,*(«)
*=ЛГ._, ■

(3.30)

где с* = для Ь',-} < к < $ = 1,2,... Очевидно, что 52 |ск|’ < 
к = 1

оо для любого д > 2 (см. (3.28)). Повторяя рассуждения, приведенные при

доказательстве Теоремы 1, можем построить весовую функцию 0 < р(т) < 1

такую что

Д(ж) </ж < 2՜’՞, п = 1,2,... (3.31)

Для любой функции /(г) € £^[0,1] из последовательности (3.1) можно выбрать 

подпоследовательность {А*(т)}к^։ так, что

— 2к (3.32)
о

Из условий (3.30) ֊ (3.32) заключаем, что

Л») - £ Р.(ж) 

1=1

И
м(г)</х< / |/(х)֊Лч(*)1я(*)<ь+

</0

р(г) <1т< 2՜2* +2՜’^.

Следовательно, ряд (3.30) является универсальным в пространстве £Д(0» 1] в 

обычном смысле (см. Определение 2). I горем а 2 доказана.
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Замечание. Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве Теоремы 

1 (Теоремы 2) и применяя Лемму 4 вместо Леммы 2, получим доказательство 

Теоремы 3 (Теоремы 4).

В заключение выражаю благодарность профессору М. Г. Григоряну, пол руко

водством которого выполнена настоящая работа.

OO
ABSTR ACT. In this paper a weight p and a series V ctHk(x) by Walsh 

*=i
system is constructed, which is universal with respect to rearrangements 
in the weighted space [0, 1].
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ЗАДАЧА О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ДЛЯ
САМОСОПРЯЖЕННЫХ ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

Г. А. Карапетян, В. Т. Сардарян, А. П. Крмзян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X’ 2, 1999

В работе изучается асимптотическое поведение собственных значений 
ссмиэллиптичсских дифференциальных операторов вида А(х, О) = 
52 а м)<* ао(х)^°’ определенных на анизотропном пространстве Собо
лева /7^Я(П), где П ограниченная область в Юп. Условия при которых 
спектр оператора А дискретный, а его собственные значения имеют
конечные кратности задаются вместе с асимптотическим с гноше-
нием №()>) = сА'р^4 4֊ о (А)я^4), А —» сю, где УУ’(А) - число собственных
значений А; удовлетворяй»щих условию |А7| < А, а с > 0 - постоянная
зависящая от А и П.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть П — ограниченная область, удовлетворяющая свойству конуса, а т։,

“ натуральные числа. Для р = 2ГЛ| 2шт,
обозначим через И’4м(П) анизотропное пространство Соболева, т.е. множество 

функций /, для которых существуют производные Д°/ 6 Для любого

мультииндекса а с (а,р) < При Р — % пространство Ирм(П) _ 

является гильбертовым с нормой ||и|к и полунормой |и|к :

Для ограниченного линейного преобразования Т на гильбертовом пространстве 
(ОС \ * *
Е 117>«Н2^ • где । •••} 

ортонормировании й базис в А'. Проверим, что эта величина не зависит от

выбора базиса {^1, •••}■ Действительно, если {^։, 1Ра, - } - другой оазис в Д', то

II7V.II2 = Е~1 11^11’ = ЕЙ1 117՝‘^11’ = Г*=։ ПСП*. <МН։. След 1г(Т$) 
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оператора Т S определим следующим образом :
СЮ 

tr(TS) = 22(TSW,v><), 

<=1

где S — ограниченное линейное преобразование.

Имеют место следующие соотношения :

tr(T S) = tr(TS) < limii■ |||S|||.
»j=l

Для линейного оператора А обозначим через р(А) и т(А) резольвентное мно

жество и спектр оператора А, соответственно. Множество всех ненулевых 

комплексных чисел А, для которых Н(1 — АЛ) = X, а (1 — АА) 1 — ограниченное 

линейное преобразование на X, мы будем обозначать через Рт(А) и называть 

видоизмененным резольвентным множеством оператора А. Отметим, что А € 

/>т(А) эквивалентно условию A՜’ Е р(А). Пусть А - собственное значение 

оператора А. Вектор f 0 называется обобщенным собственным вектором 

оператора А. соответствующим собственному значению А, если для некоторого 

целого к > 0 имеем (А - A)* f = 0. Пусть А — характеристическое значение 

оператора А, т.е. ХАд = д для некоторого д / 0. Вектор f / 0 называется 

обобщенным характеристическим вектором оператора А, если (1 — АА)* / = 0 для 

некоторого целого к. Для действительного числа 6 и положительного а положим 

E(G.a) = {re'՜*: г > а}.

Определение 1. Пусть А - линейный оператор. Направление 0 в комплексной 

плоскости будем называть направлением минимального роста резольвенты опе

ратора А. если Е(0,а) С р(А) для некоторого положительного а и ||(А — 

Л)->|| = О(|А|-՝) для А Е Е(0,а), |/а| —» оо. Вектор в назовем направлением 

минимального роста видоизмененной резольвенты оператора А, если Е(0, а) С 

Рт(А) для некоторого а > 0 и ||А>|| = ||А (1 — АА)՜11| = О(|А|-1) для А Е Е(в, а) 

при А| —» оо.

§1. СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ, ДЕЙСТВУЮЩИХ 

ИЗ L2(Q) В HtM(Q)

Лемма 1.1. Пусть ֊ < 1 и u Е //*Я(П). Тогда функция и может быть 
в»

изменена на множестве меры нуль так, что u Е С'(^). Существует 

постоянная 7 = 7(0, р) такая, что для всех х Е 11 имеем

|и(®)| < 7 • + Iulo) . (1.1)
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Доказательство : По теореме С лева для анизотропных классов (см. (2‘)
имеем

|u(r)|<7-r (*-|р|/2)(|ик.п + г‘ I ulo,n) , г > 1.

Если |и|* < |и|о возьмем г = 1 и получим |и(хт)| < у 

Для |и|д > и|0 имеем г* = |и!Г ՛ 1и1». и получим \и(х ։֊М/(2*)|, .ь</(2*) .
О 1ы1» 5:

Лемма 1.1 доказана. Следующие две леммы

доказываются аналогично.

Л(?ммн 1.2. Пусть ^֊ < 1 и и 6 Нкр(П). Существует постоянная у,, 

зависящая только от 12 и р такая, что после изменения функции и на 

множестве меры нуль

|u(։)l < ъ IMll"17*21 W՜1“1"’*’, х е п. (1.2)

Лемма 1.3. Существует постоянная у = 7(0.р) такая, что для всех

и € и 0 < J < *

1Ч.П < 7 • 1«Г + |w|o < 2т • (1.3)

Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на Ьг(П) такое, что Я(Т) С

Я*Р(П). Для 0 < / < к положим

||Т||/= sup ||T/||f, Щ = sup |Т/|ь
/£Ьа(П),||/||0.п=1 /€ b?(n),||/|j0,n=l

Теорема 1.1. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на

Лг(П) такое, что Я(7) С где хт < !• Тогда Т имеет конечную
2 к

двойную норму |||Т|||, удовлетворяющую неравенствам 

ШЛИ < 7• + |Т|о)

|||Т|||<7.-|П|։/а||7՝||1я1/(2*)цГ||։֊1и1/(2*)։

(1.4)

(1.5)

|Пр/2 (|Г[Ы/(2*) |7՝iJ_|"l/(2*)

где | • | мера Лебега, а 7 - постоянная из (1.1).

Доказательство : Пусть {Ф1.Ф?.......Фп,...} является ортонормальным базисом

в и и, = 7՝Ф; для ) - 1,2,..., и пусть а։, а3,...,ал’ ֊ произвольные

комплексные числа. Пусть / = 52^-։ аз<^;(х)- Тогда из непрерывности функций 

и} и и = Т/ следует, что и(г) = $2;՝=։ аз из(х) для нссх ® € О. В силу
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Леммы 1.1 пля всех z € Q и любых комплексных 0|, имеем |u(r)| <
1 ■ (|T|i_|'‘l/(’‘>|T|!*l/(’‘) + |Т|0) ■ ||/||о.п, Т.е.

j=։
(|T|J"UI/|2‘,|T|l’l/t2‘) + |Т|о) (1.6)

Если ДЛЯ фиксированного X ПОЛОЖИТЬ Qj = и?(т), то из (1.6) получим

для любого т Е Q.

Интегрируя по Q, получаем

Ёигф>11’.п < 72Ш1 ■ (in;-|“l/(։‘)|7-|;'‘7(n) + |Т|0) ’.

J=1

Так как это неравенство имеет место для всех /V, то

шли < ?W'2 + 1Ло) •

Аналогично доказывается неравенство (1.5). Теорема 1.1 доказана.

Теорема 1.2. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на

£з(9) такое, что Я(Т) С Я*и(0), где < 1. Предположим также, что 
2к

существует хотя бы одно направление минимального роста видоиз

мененной резольвенты оператора Т. Пусть Лг(<) - сумма кратностей 

характеристических значений {А;} оператора Т, удовлетворяющих 

условию |А; < I. Для всех А Е Ргг.(Т) при I —» ос имеем Л^(1) = О(/'м|^*) и

<г(ТТА) = (1.7)

где 7д = Т (/ - АТ)՜1. Если |JTA||0 < с |А|-1 для А € Я(0,а), тогда для

t > а > 0 имеем ■'■(։) <47? IQIIITlOl +с)г11“1'‘.

Доказательство : Для А Е Ь'(0,а) имеем 1 = (1 - АТ)(1 - АТ)՜1 = (1 -

АТ) 1 — АТ( 1 — АТ) 1 Отсюда следует, что (1 — АТ)՜1 = 1 + А 7д. Следовательно, 

11(1 - АТ)-Ч1о < I + ВЦ Л||о < 1 + С. Имеем также ||Т*||։ = ||Т(1 + АТ).-.1||» < 

HTII* 11(1 - АТ)-'||П < ||Т||*(1 + С). Из Теоремы 1.1 следует, что

11|7'а||1<7.1«1'/’1ГЛН^/(’*)
< ъ mi1'2 (1.8)

irniii՜1“'"2*’
|Г||1»1/(2*)
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м О’ л
Собственными значениями оператора 7д являются числа 

п
а их кратность равна кратности собственных значений А։ 1 оператора Т.

Следовательно, применяя Теорему 12.14 из [1] к оператору Тд, получим

£ |Л, - А|՜’< 1117*111’. (1.9)

Для |А>| < I и |А| = I имеем, что |А? - А| < 21. В силу (1.8) получаем

У ~ < |||Т|||’ < 7.’ |0| ■ ||Г||‘**,‘(1 + 

|Ад1<<

Умножая полученное неравенство на 412 находим

л'(<)<47.’|П|||71|1“|/‘(1 С)!*!/* ,1н1Л

Теперь докажем (1.7). В силу Теоремы 12.17 из [1], для всех А Е Рт(Т) имеем

Г (А* - А)А;
(1-Ю)

где с постоянная. Если А € Л(0,а), то из (1.8) получим

1г(77*) < Ц17-Ц1 ■ Ц1ЛЦ1 < соп51 ■ |А|֊‘+1»1/(“).

Следовательно, 1г(ТТд) —» 0 при А сю, А Е Е(6,а). С другой с торон ы

[(А? - А) А;]-1 —♦ 0 при |А| — оо, А Е А’(0, а). Следовательно, в равенстве (1.10) 

с = 0. Теорема 1.2 доказана.

Следствие 1.1. Пусть для каждого А Е (0, а) оператор 7д в Теореме 1.2 

существует и выполняется оценка ||7\||о < С ^1՜*- Если |А)| < |Аа| < ... для 
3 = 1,2......то имеем |А,| > [47,’|П| (1 + С)’)՜*'1*1 Ц7Ц*՜1 >‘/М.

Доказательство : Утверждение следует из Теоремы 1.2, так как ] < 5(|А;|) 

Рассмотрим билинейную форму и] над замкнутым подпространством I 

пространства //*М(П), Ы/(2*) < 1, где |р| < 2*. Предположим, что существуют 

постоянные К > 0 и со такие, что для всех и, и Е V’ имеем

| Д[и, и]| < К ||И|>.л||и||*,п> Я(и, п] > со ||и| ’։п*

По Теореме Лакса-Мильграма (см. [4]) существует единственное линейное 

преобразование Т, действующее из £а(П) н V и удовлетворяющее следующим 

соотношениям ;

ВЬ,Т/] = (^,/)о.п, <|П)
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Теорема 1.3. При оышеукамнных условиях полуплоскость {А: ИеА < 

0} содержится в р„,(7՜), а отрицательная действительная ось является 

направлением минимального роста видоизмененной резольвенты опе

ратора Т. Если модули характеристических значений оператора Т 

расположить в порядке неубывания, то

с° .-*/1*1
(167?|О|)‘/И 3 •

Доказательство : Подставляя и—Т} и (1.11), получим

Че (Т/, /) = Нс В[Т/ Т!} > со ||Т/||? п > 0. (1.12)

Так как отображение Т из £2(9) в £г(9) является ограниченным, то при 

достаточно больших |А| имеем А € р(Т). Тогда по Теореме 12.8 из [1] следует, 

что каждое Ас ИеА < 0 принадлежит р(Т). Поэтому (1 — АТ)՜1 существует 

для всех А таких, что Ие А՜1 <0, так как 1 — АТ = А (А՜1 — Т) и Ие А՜1 < 0. Из 

коммутативности Т и (1 - АТ)՜1 следует, что для и = Тд/ = Т(1 — АТ)՜1 / имеет 

место соотношение (1 — АТ) = 7՛/. Следовательно, и = Т(Аи 4- /). В силу (1.11) 

для всех 1/ £ V имеем 5(1/, и) = (х/. Аи 4- /) и £[х/, Тд/] = (х/, АТд/ 4- /), ЯеА < 0. 

Полагая х/ = 7\/, получаем Я[Тд/, Тд/' = А ЦТд/Ц’ 4- (Тх/,/). Следовательно

Со ||Т*/Ц3 < Не В(Т/, Т>/] = Кс А ||Т*/Ц| + Не (Тд/, /) <

<ИеА||Гл/||? + 1|Т./||о||/||о.

Разделив полученное неравенство на |Тд/||о находим ||Тд||о <
со - Яе А

0. Следовательно, если А - отрицательное вещественное число, то ||Тд||о < 

------ - < —. Таким образом, условия Следствия 1.1 выполняются при С = 1.
с0 - А |А|
Теперь утверждение вытекает из Следствия 1.1, так как в силу (1.12) имеем

ПЛ.

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия Теоремы 1.3, и пусть били

нейная форма 6 1/. ц] является эрмито симметричной, а оператор 7՝, 

определенный по (1.11), является самосопряженным. Если модули ха

рактеристических значений А; оператора Т расположить в порядке 
неубывания, то А, > с0 (16у? |9|)"2*/1м| у,4/1д1։ у = 12.....

Доказательство : Из (1.12) получаем, ч го (Т/, /) > 0 для всех /, т е. Т является 

положителным, компактным, самосопряженным оператором. Следовательно, су- 

шествуеч единственный положи гелиый, компактный, самосопряженный опера

тор Я с характеристическими значениями А^2 такой, что № = Т. Так как Т[ / 0 
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для / / О имеем Sf / 0 для / / 0. Следовательно, область значений оператора

S плотна в Lj(Q) Используя (1.11) для и = Tf, получаем

B[Tf, Tf] = = (S՝f,f) = IIS/II?.

Обозначая Sf = д, по условию теоремы с0 ||S^|^ = с0 ||Т/||^ < B[Tf, Тf] - ||g| 

Так как область значений оператора S плотна в Lj(Q), то из последнего 

неравенства следует, что область значений содержится в и |S| t <

< '2. Рассмотрим теперь видоизмененную резольвенту S\ вдоль положительной 

мнимой оси. Из неравенства ||7д|| < |esc 0| |А|՜1, arg А = 0 следует, что |Sa||c < 

|А|-1. Таким образом, предположения Следствия 1.1 выполнены для 5\ и С = 1 

Таким образом, результат вытекает из Следствия 1.1 и из вышедоказанной 

оценки для ||S||t. Теорема 1.4 доказана.

Теорема 1.5. Пусть Т — ограниченное линейное преобразование на 

£2(П) такое, что /?(7’) С //*Я(П), где к > 2 +1. Если Я(7~*) С //*м(9)

1яГ - 1, то Т - интегральный оператор с ядром Гильберта

Шмидта К(х, у) € //|д(О х Q). причем р = (/х, /л) и

(1.13)

где у = 7(Q,p).

Доказательство : Из Теоремы 1.1 следует, что Т имеет конечную двойную 

норму. Следовательно, (см. [1]) Т - интегральный оператор с ядром I ильберта 

Шмидта К(х, у). Остается показать, что К € Я/й(Я х □) и имеет место опенка 
(1.13). Полагая г = тах (|7'|Г* Иё 1/‘. ИЧУ* |Т|ё‘/‘, 1} имеем

17Т* < г* |Т|о, 1 < г. (1.14)|7-|։<г‘ |Т|о,

Отметим, что Т' - интегральный оператор с ядром Гильберта Шмидта А

= /<(у,т) Рассмотрим оператор Т°, отображающий / 6 ^з(П) в (о, /я) <

/. Так как Т/ € Нк^), то ОаТ/ € Я(*-(<мО)я(П) и к - (о, д) > к - I =

(1я1/2) + 1 > 1я1/2- Следовательно, I'0 - ограниченное линейное отображение

из £3(П) В Н(к — с)р(П) и Т° - интегральный оператор с ядром I ильберта 

Шмидта Х'°(х,у). Пусть {Ф,} является ортонормальным базисом в £։(Н) и 

пусть и, = 7Ф,, / = а = т/ = гле я,......... а/с суть 
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комплексные числа. Из теоремы вложения Соболева для анизотропных классов, с 

точностью до множества меры пуль имеем ну Е С^П), а € ^(9). Следовательно, 

для фиксированного индекса о, удовлетворяющего условию (о,/з) < I, для всех 

г Е (9), получаем

Л- к

“(х) = 52а? “>(։)• ^“(г) = 52а>рвМг)- (11б) ;=1 )=«
Полагая и = Т/ при г > 1, получим |О°и(х)| < 7 . г-(*“։*1/2-(о'*<»(|'Г|*4- 

^г*|Т|о)||/||о. Из (1.15) следует, что

.V
52 а, (|Т|։ + г* |Т|0)
>=։

для любых постоянных а։, а.\ и для всех х Е 9. Для фиксированного х пусть 

а} — Оаи}(х). Имеем

Л’

1 = 1

(|Т|4 + г* |Г|о)։.

Интегрируя по х на 9, используя 1Уи} = ОаТФ} - Т°Ф} получаем

Е ||Т"Ф,II? < 7’ |Я| г-’“՜1" (|Т|։ + г* |Г|0)։ .
3=1

I ак как последнее неравенство имеет место для всех положительных целых №, 

то из (1.14) получаем

|||Пв7'||| = 1ЦГЧ11 < 27 |911 |Т|0. (116)

1еперь покажем, что №(х, у) = О°К(х,у). Пусть у?(х, у) = а(х)Ь(у), где 

а,Ь Е С\?°(9). Гак как К° является ядром соответствующего Т° = ГУТ, то 

для почти всех х Е 9 имеем №(х. у) 6(у) </у = (Л°Т6)(х). Слеловаюльно

/ К°(х,у)^(х,у)с/х{/у= / а£)а(7'6)^х = (-1)1в1 / ОааТЬЛх =
Уп Уп

= (֊1)° / КЛ°^<^хУу.
ЗПхП

(1П)

Равенство (1.17) выполняется также для любой функции вида ^(х,у) = 

Е аз(^)^(у), ։ де а}, Ь} Е Со°(9). Покажем, что (1.17) имеет место для всех 
) = ։
¥» Е С’о°(9 х 9). Пусть Е Со°°(9 х 9). Тогда существует компкатно вложенное в 
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П открытое множество Я' (Я' СС Я) такое, что вирр(уэ) С Я' х Я*. Предположим, 

что функция с(х) 6 С0°°(Я) выбрана так, что е(г) = 1 для х € Я'. Пусть (] = 
{/ \ . | | 1 . | 11 ?՛

Iх՛ У) '■ 1**1 < 2• •։/*’ < 2 г КУ6՛ содержащий Я х Я. Продолжим функцию у?(г, у) 

на С) так, что у> = 0 на <Э\зирр(^), а затем периодически продолжим на Еп х Еп. 

Нетрудно убедиться, что так продолженная функция р будет периодической на 

С°°(Еп х Еп). Поэтому разложение Фурье функции <р сходится равномерно к 

в<.чС2’,(г где сумма берется по всем ( и ц с целыми 

компонентами. Имеем также = 52(2тг1()°а€,е2”<։ •*»). Рассмотрим

функцию
^(х,у) = е(лг)е(у) 52 ас, е2։г։(г<+у = 

|С|+Ь1<лг
= ас,ф)е2’-^(!/)е2*։у’».

1€1+1п1</*

Функции £(г)е2<,х ( и б(։/)«2’'*'л принадлежат Со°(Я). Следовательно, для 

функции ^>лг(г,у) имеет место равенство (1.17) 
I

[ К°р„<1х<1у=(-\уа՝ [ КЩ^хау,
^ПхЛ Л1хЛ

а при /V -♦ оо предельные соотношения в пространстве Л2(0) : — 

£(г)е(у)^(г,1/) и -> ^(£(г)е(|/)^(г|у)). Отсюда получим

ПхЛ
К°с(х) с(у) р <1х (1у = (-1)’01 / или

УПхП

/ Я“е(1)£(у)*><У1</у= (-1)1“1 / КПМММЫу
«АиррФ «/»иррФ

Если (х,у) е 5ирр(^) с Я' х Я', то е(х) = 1, с(у) = 1 в некоторой окрестности 

точки Следовательно, формула (1.17) имеет место для всех 6 Со°(Я х Я). 

Отсюда следует, что /С(г, у) имеет все слабые производные 0“ К(х, у), (о, р) < /. 

Для доказательства существования слабых производных О°К(х,у), (а,р) < / 

выполним все предыдущие таги, взяв вместо оператора Г оператор I’. Гак 

как К*(х,у) = К(у,х) является ядром оператора Г’, то из вышеполученных 

результатов следует существование слабых производных О°К(у,г), (о.р) < / и 

имеет место оценка, аналогичная (1.16) :

|||Я“7'-||| < 27 |Я|1/2г " |Т|0. (1 18)

Отметим, что О?К(у,х) является ядром оператора ОаТ՝. Это означает, что для

К(х,у) существуют все слабые производные И° К(х. у), (о.р) < 1- Комбинируя



46 Г. А. Карапетян, В. Т. Сардарян, А. II. Крмзян

(1.16) и (1.18) с |||Т||| = ||Л’(х,у)||£,(пхП), лля (а,я) < / получим

I £>?Л-||о.пхп < 27 |П|,/’г’*«'’*։» "’ |Т|о, ||7>“К||о.пхп < 2?|П|1/г "> |7Г|0.

А так как П х П — связное множество, удовлетворяющее свойству конуса, то 

К Е Я,.я(П х О) и

1^|։.ПжП < 7։ гЫ/2+< |Т|0| ։ = 0, 1, (1.19)

Рассмотрим след К(х,у) на многообразии х = у. Так как К Е Я/>я(П х 12), то по 

тесремс о следах в анизотропных пространствах //р (см. [2]) и из (1.19) получаем, 

что след К(х, у) на диагонали (О х П) существует и выполняется неравенство

х, х)|2 </х
։/а

< 7з (|К|/,ПХП) 4֊ г' IК|о) < 273 г|я||Т|0, (1.20)

где г равно одному из чисел |Т|У*|7՝|0 1/4 или |Т’|Ук|Т|0 ։/к. Следовательно

г’“ < |Т| |Т|М/к + и неравенство (1.13) выполняется. ТеоремаО

1.5 доказана.

Следствие 1.2. Предположим, что для открытого множества аП, а > 0 и 

оператора 7'(в) на £3(аО) выполнены все условия Теоремы 1.5. Если К(о) ~ ядро 

соответствующее оператору 7(0), то

< т Iе'“1 (|Г(«։11*|/‘ + |7г.)11г|/‘) + |т(.)|<>

Доказательство : Пусть и(у) — функция, определенная на 12 и и?(х) = и(а~ях), 

х е аИ- Имеем и?(а"х) = и(т), х Е П. Если и Е ///.„(О), то н° Е ///։Я(Г2) и

(1.21)

Для / € ^-2(П) определим оператор Т согласно соот|юи|снию (Т/)® = 7).)/°. 

I ак как Я(7{.,) с Н,֊й(а11), то получаем 7 / € //*,.(0). Легко проверить, что 

(7^/)? = Т‘а}{°. Ил (1.21) имеем

|7'Л1.п
1/|о.п а-|“1/։1/?|о..п

1(77)?|...п
|/Г1о..П
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С ледова дельно, |7 |( = а1 |Т(а)|,, |7’*|/ = а' ГЛ'а)1'- Подставляя эти соотношения в 

(1.13), для ядра К оператора Т получаем

Г г 1 1,2 Г X ч/ |Л-(а)(х, < у р-1 + |Т(.,|0 .
Л

(1.22)

Обозначая через Х(а)(г, у) ядро оператора 7<а), для / 6 Г2(П) и у = получаем

(Т/)?(1) = (Т/)(а-1»11)== I К(а-1“11,а֊1'‘1։,)/»(И^ = 
Ап

= (Т(.)/?)(։)= / *(.)(*, у) /?(»)</».
Ап

Следовательно, Кга)(х, у) = а՜ 1'*1 /((о՜։''!ж, а՜՛"*!/). Полагая у = а՜ “* г имеем

/ |К(.)(։,х)|։^= / а-2М\К(а-Ы1,а-М1)\2а1 = а-М ( \К(у,у)?<1у.
•/лП . Ап УаП

Сравнение с (1.22) завершает доказательство Следствия 1.2.

Теорема 1.6. При условиях Теоремы 1.5, пусть 0 - направление 

минимального роста видоизмененной резольвенты оператора ' и {А^} 

- последовательность характеристических чисел оператора Г. Тогда 

для каждого А, А Х} видоизмененная резольвента 7> является 

интегральным оператором с ядром Гильберта-Шмидта Ал(т,у) 6 

Ндд(Р х П). Кроме того, К>(х,у) имеет след на диагонали х - у и

I |КА(։,։)|’^Г =О(|А|-1+1“1'*) 
п

(123)

при |А| —» оо. агдА = 0. Для А / А; имеем

(1.24)

Доказательство : Для А Е рт(7') и 7\ — 7՝(1 — АГ) 1 имеем Я(7\) С Н(Т) С 

Так как Т и (1 - АТ)՜* коммутативны, то Я(Т{) С Я(Т’) С /^Д(П).

Поэтому, согласно Теореме 1.5 оператор 7\ имеет ядро Гильберта-Шмидта

Л’х(х.у) 6 ИаДП хП) и

/ |КЛ(х,х)|’</л] < Т + К'ЛГ 11Г1'*) + |Л|о] • О »)
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Для А 6 Е(®՛ а) имеем |7д|о < с |А! 1, ЦЫЦ < ||7՝||* (1 4֊ с). I ак как (I - АТ) * = 

1 +А'Л для А € то очевидно получаем ||(7д)‘||* < Ц7՝*||л||(1 - АТ)՜ 1в||0 = 

рт*||i 11(1 - АТ)՜’||о < ||т*||k (14-е). Следовательно, из (1.25) получаем

ГУ 11/а/ |КА(х. z)|2<ir <7
.Jn
4-||(T'||V',/*') |А|-1+ы/к 4- c|A|՜’! < с|А|-1>|д1|/к.

(1.26)

Остается доказать (1.24). Из Следствия 1.1 вытекает, что Х} > const для 

достаточно большого j. Так как к > |/i|, то ряд |Aj|՜1 сходится. По теореме 

12.21 из [1], для А Е Рт(Т) имеем

‘,(АГГ‘)-£(А,-А)А, ^А,-А ^А/ (1.27)

Так как (1 - АТ)7д = (1 - АТ)Т(1 - АТ)՜1 = (I - АТ)(1 - АТ)-’Т = Т, то

АТТд = Т\ - Т. По Теореме 1.5 интеграл К(х x)dx существует, и поэтому 

имеем
lr(A7T>)= [ {Кь(х.х)- K(x,x)]dx. 

Jn
Из (1.27) следует, что

где с ֊ постоянная, не зависящая от А. Покажем, что с = 0. Из оценки (1.23)

следует, что Jn K^(x,x)dx —» 0 при А| —♦ ос, argA = 0 Следовательно, нам надо

показать, что —» 0 при А| —» ос, argA = в. По теореме 12.6 из [1]
I*имеем argAj — 0| < 6 для |А; > а и некоторого b > 0. Теперь, если z — ге

u = и I < |0 — у?| < тг/2, то имеем |z — w|2 = г2 — 2rscos(0 — <р) + s3 =

r2sin2(0 — у?) 4- (rcos(0 — ^) — s2) > |z|2s։n26. Если я/2 < |0 — ;р| < я՜, то

z — w 2 > г2 + s2 > |z|2. Следовазглыю, |z — w| > |z| sin 6 для b < 10 - ^| < %.

Применяя это неравенство для А, и А получаем

IAj - А| > max(|AJ, |А|) sin 6. (1.28)

Следовательно, если ) > )0. А Е Ь(0,а) и все Xj лежат вне этого угла, то для

|А| —• ос и А Е Е(0, а) имеем

const
max( A?|. |А|)

Отсюда получаем, что с — 0. Теорема 1.6 доказана.
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§2. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ 

ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

В этом параграфе изучается линейный дифференциальный оператор Р(х. Р) = 

52(о,д)<* ао(1)^°1 где ао(^) действительные функции, определенные на мно

жестве И. Оператор Ро(х, О) = ао(г)Р° называется главной частью

оператора Р(х, Р). Оператор Р(х, Р) называется полуэллиптическим, если су

ществует постоянная С > 0 такая, что для каждого ( 6 Яп и х Е П Ро(хЛ) >

Теорема 2.1. Пусть Т ограниченное линейное преобразование на 

£2(П) такое, что области значений операторов Т и 7” содержатся 

в Нкр(П), где к > 2 [|я1/2] 4- 1, а — направление минимального 

роста видоизмененной резольвенты оператора Т. Предположим, что 

существует открытое множество По С П и полу.эллиптический опе

ратор Р(х, Р) в По вида Р(т, Р) = 52(О я)<* во(х) Р°» где аа Е СЧПо) и 

удовлетвотяются следующие условия :

1°. Для г £ По, всех вещественных £ и всех комплексных А таких, что 

агдА = О имеем Р(х, А ;

2°. Для любого х° Е По и £ > 0 существует окрестность и С По точки г° 

и константа с< такие, что для всех / Е А2(П) имеем

||РоТ/ - /||о.£/ < е||/||о,л + ||Т/||*.!,п,

||Р0'7"/ - /Но.։/ < г||/||о.п + с. ЦТ-Л|4-.,п.
(2 1)

где Ро — сопряженный оператор для Ро, а Ро(Р) главная часть 

оператора Р(г, Р). Тогда имеют место следующие утверждения :

а) Для любого А Е Рт(Т'), является интегральным оператором с 
|р|

ядром Гильберта - Шмидта К\ Е //|ДП х П), где / — к — — — I. 
» •

Ь) Ядро Ка имеет след Кх(х,1) € 1г(Я) на диагонали (П х П) и дла

А € Е(О.а), |А| —» оо и постоянной с, зависящей только от /% 0 и

имеем
[ = О(|>Г'+|*|/‘), / Ка(т,т)<1т =

Ул 7п
= с|А|-1+|<-|/‘ + о(|А|-1+1<‘|/‘).

с) Если р,(г) = (2т)"/е.(/’(։.И)-«")■'<« и П‘ СС СС По, где 

Я, С Яо состоит и։ точек, расстокни« которых от ЙОо больше I, то

АП,. />•(*) <'1-



50 Г. А. Карапетян, В. Т. Сардарян, А. Г1. Крмзян

Доказательство : Вначале покажем, что из условия 2 вытекает : для произ

вольного £ > 0 существует окрестность (/' С По точки х0 и постоянная с' такие, 

что для всех / Е 1г(П) и достаточно больших |А|, аг£А = 0 имеем

||(Р0 - А)Л/ - /||о,ш < «||/||о.п + «'.ЦП Л1*-1.п.
(2.1)

Н(Ро* ֊ А) (ТаГ/ - Л|о.(/' < £ Н/Но.п + <||(ТА)-/||*-1.п.

В самом деле, имеем (Ро — А) Тд/— / = РоТ(1 —АТ)՜1 —(1 —АТ)՜ ՝/• Для заданного 

с, пусть и - окрестность точки хо такая, что условие (2.1) выполняется. Тогда 

применяя неравенство (2.1) к (1 — АТ)՜1/, получаем ||(Ро — А)Тд/ — /||о,4/' < 

£|:(1 “ АТ)՜1 ||о ||/||о,п + с« ||Та/||4_1,п. Для достаточно большого |А|, а^А = О 

имеем

||(1-АП_’11о.п<1+|А|||Л||о<1 + к.

где К - постоянная такая, что ||Тд||о < К |А|-1. Обозначая Е1 = £(1 4- К)~} 

и выбирая V, удовлетворяющей условию (2.1) с £ = £у, получаем первое 

неравенство в (2.1*). Второе неравенство в (2.1') доказывается аналогично. Пусть

фиксировано и 9' С С 9^. Для £ > 0 существует группа конгруентных 
/Vнепересекающихся кубов С)', таких, что 9' С = ։ С и оиенки (21) 

имеют место в где (^) куб концентрический с (?' и имеющий стороны 

Ь*“ = 2а*“, к = 1,п, где ар* — стороны куба Пусть аг&А = 0. Существует 

фундаментальное решение Т][(х) для полуэллиптического оператора Р(х}, О) с 

постоянными коэффициентами, где х} центр куба . Для достаточно большого

А , аг^А = 0 существует видоизмененная резольвента Тд. Продолжим функцию

/ € £з(<?;) вне СУ}, полагая /(х) = 0, х £ (?', и определим оператор Зд на 

) по формуле 5д/ = Т>/ — Р[ ♦ /. Из соотношений /£(Тд) С Я(Т) С

//*и(9) и ♦ / Е Нкц(Еп) следует, что Я(5д) С Н4М((?'). Следовательно

Зд — ограниченное линейное преобразование из /^(ф') в Ньц(С^). Так как 
, Пм11
к > 2 — + 1, то условия Теоремы 1.6 выполнены. Поэтому для оператора

» «
Тд существует ядро Гильберта-Шмидта К^(х,х) Е Ьз(9). Согласно Теореме 1.5,

аналогичные аргументы применимы к ядру С՝д(х, у) оператора 5д. В этом случае 

оператор (5д)* определяется по формуле (5д)* = (Тд)‘/ - /^, Тд(у - г) /(у)Лу и 
_ I "

фундаментальное решение оператора Р*(х; , О) — А является (Гд)* = Т^( — х).

Следовательно, Я((5^)’) С По 'Геореме 1.5, для ядер операторов Зд и

($д)" имеем

(С'Г(х, у) = КД«, у) - (Р;[Г(» - к), (2.2)
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где (Ф.)’ ” суть ядра операторов ($')" и Г;, соответственно. Для куба 

со сторонами (б£1,...,") пусть у = 7(<2«0,р) - постоянная, удовлетворяющая 

(1.2). По Следствию 1.2, для ЬМ։ < 6%‘, » = Тд։ имеем

Йо

1я1/2
|G7A(z,r)|?dx

(2.3)

+к$Мв|/‘) •isii;-w/‘ + isiio

Получим некоторые грубые опенки для полунорм оператора 5А. По неравенству 

треугольника для / Е £д(ф') имеем

|Si/l. <|T/|, + |F'./|.. (2.4)

Так как ||Т>|0 < К |А|՜1, то для достаточно большого |А|, argA = О имеем ||7д|Ц < 

||T||t (1 + К). Отсюда получаем ||5JA/||t>Qj < [||Т||* (1 4- К) + const] ||/||o.q,■ 

Следовательно, ||SA/||t ограничена для всех А. Из Леммы 1.3 получаем

|S'I, < const ISllJ-^IIS'lli'* < const IS'I^". (2.5)

Для f E Li(Q'}') имеем

IIFj • /Но.«; < 1АГ’ "ll/llo.e. + consll|Fji • < const W ' II/IIo.q; •
4

Таким образом, из (2.4), находим |SA|o < |7"д |о + const |А| 1 < const|A| '.А из (2.5)

следует, что |5\|, < const |A|'/t-1, 0 < ։ < к - 1. Следовательно, для достаточно

большого |А| имеем

||Sj||։., < const |А|-‘/‘. (2.6)

Теперь используя (2.1'), получим более точные оценки. По Лемме 1.3 лля / €

||(Р(г’. О) - А)ТД/-/||0.<?, =||(P(^,D)-A)S{/llo.e, <

<e||/llo.<J,+ <11Т/||*-1.<}, < [е + с.|АГ1/։]

Слсдовачтльно, для достаточно большого |А|, argA = 0 получаем

||(P(r\D)-A)Sl/||o<2dl/llo.y;. (2.7)

Применяя лемму 14.2 из [1] для случая полуэллиптических операторов, из (2.6)

находим
IS1/I..4, < lAI'^՜1 2ые||Л1о,9; + |АГ|/‘11/11о.<։; 

»

L?(Q' I имеем
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Следовательно, для достаточно большого |А|, аг§А = О имеем |5‘д|,։дл <

3^£|А;|/*՜1, (|.$1)’|։.р, < Зьие|А|։/>”։. Подставляя в 
Н1К4

достаточно лыиих |А| находим

(2.3) и используя (2.2), для

|Ка(։. г) - Г'(0)|։ Лх < (127 и)’ е’ (֊)

\®о /

Просуммировав по всем кубам <2\ и испольауя А11'1 = |<2' , получаем

)-г'(0) ’<Ь<(127։у)’е’ «о՜1“1
(2.8)

И меем

Г>(0)= |А|1'‘1/‘-1(2ж)-" / (/>(^.<)-г՛')՜՛ 4{ = |А||'‘|/‘-1р»(1').
•/Е.

Поэтому из (2.8) выводим, что

։-1м1/* - р«։^) Ах-^се1. (2.9)

Пусть р«(г) функция, определенная на По такая, что р$(х) = р»(т?), г £ фр

р«(т) = 0, г £ 9о \ Ц; О', = «о \ Е Используя (2.9) и неравенство Коши Шварца

получим

Д»(г) (1х
(210)

Применяя Теорему 1.6 получим, что € //*„(£} х Г}) и для достаточно больших

|А|, аг§А = 0 имеем

|А|'-^|/к

Следовательно, по неравенству Коши -IIIпарна имеем

|А|’-1я1/‘ < с |П0 \ Е||/։ .

Из (2.10), применяя неравенство треугольника, получаем

Пт &цр 
I*

Ар-ИМ ' Хд(х,х)(/г
По

<с|Яо|1/7£ + е|Яо\£(’/2 + |/2в(2:)|^.
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Очевидно ]Ерв(г)(1х является суммой Римана интеграла /гр9(х)4х, поэтому

Нт 
|л|—о

аир |А|։֊Ы/*

< с|П0|1^2 *Г 4-с|0о — 9'||/г + [ |рв(х)|<Ух.

такое, что А принадлежит (С*4՜ 1 ^(П))՛ и О(С*) С Я»кр(П),

то спектр оператора С дискретен и собственные значения оператора 

С имеют конечную кратность. Для А > 0 обозначим через Л/+(А) 

сумму всех неотрицательных собственных значений А; оператора С, 

удовлетворяющих условию Ау < А, а через ЛГ_(А) аналогичную сумму 

для отрицательных А;, А? > —А. Имеем

Ы±(Х) = с±Аим 4-о(а|'4|/*)

где с± = (2*)՜՞ /п1^*)*** и и±(х) = КС 0 < < 1}|.

Доказательство : Имеем, что (А — (7) 1 существует для всех невещественных

А и все невещественные е‘в являются направлениями минимального роста

0(6) С то (А - С)՜1 отображает

7-г(П) в //*р(П). Следовательно, по теореме Реллиха (см. [1]) оператор (А

- П'

I ак как О' С С и с>0 произвольны, то из последнего неравенства следует

11ГП вир 
1*1 — ®
• Гц

<С|Яо֊ПТУ2<с|9о֊<М։'2.

Гак как (Ар |р|/*/По К>(т,т)с/т не зависит от 6, а /п, р9{х)(1х нс зависит от А. то 

оба предела Нт 1*1-~ |А|։ -1*1/* К\(х, г) (1х и Нгтц_о /п. Рв(х) <1х су шествуют и

равны друг другу. Теорема 2.1 доказана.

Теорема 2.2. Пусть А(х, О) = Е(а я)<к ао(т) £) полу эллиптически и

оператор в П с ограниченными коэффициентами. 1) Если старшие 

коэффициенты оператора Л(т, £>) непрерывны, а А симметричен на 

Со°(П) в том смысле, что Л(<р, Ф)о,п = (^, ЛФ)о,п для всех С®(0); 

2) если существует неограниченный самосопряженный оператор С на 

1.2(0), удовлетворяющий условию Со°(0) С £?(С7) С /7*м(0) и Си = Аи 

для и 6 £)(С7); 3) для к < 2 [|я!/2] 4՜ 1 существует нечетное число

2
2

к

при А —» оо,

резольвенты оператора С> Гак как
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С)” компактен. Отсюда следует, что спектр оператора (А — С)՜’ состоит 

только из собственных значений конечной кратности, а единственной возможной 

предельной точкой является точка 0, которая тоже входит в спектр оператора 

(А — С)՜’. Следовательно, спектр самого оператора С дискретен и собственные 

значения имеют конечную кратность. Следовательно, первое утверждение Теоре

мы доказано. Для доказательства второго утверждения нам понадобится Теорема 

2.1. Не умаляя общности, можно предположить, что точка 0 не принадлежит 

спектру оператора С. Следовательно, Т = С՜1 является ограниченным линей

ным самосопряженным оператором на £з(П). Так как (А — С)՜1 = —7д, то 

каждому невещественному е* соответствует направление минимального роста

оператора 7\- Рассмотрим случай к < 2 — + 1. По условию существует

нечетное целое Ь такое, что Ьк > 2 — 4֊ 1. Положим Ть = (С4)՜1. Легко видеть,
2

что А։ существует и его коэффициенты непрерывны и ограничены в 0. Главной

частью оператора Л4 является оператор (А4)'(л:,4) = (А'(*,£))6- Следовательно,

’ семиэлл ипз ический оператор порядка Ьк. Так как Я(Г4) С Я*4^(0) и Ьк > 
’1яГ

1, то Т‘ является самосопряженным оператором. Осталось проверить
2

условия 1 и 2 Теоремы 2.1. Отметим, что в случае к > 2 — 4-1 мы берем 6 = 1.
X » <

Для каждого / 6 Га(9) имеем

(2И)

Гус^ь теперь Оо — О. Обозначим через Р главную часть оператора А4, т.е. 

А4 = /■'4- В, где В оператор порядка меньше чем Ьк с ограниченными 

коэффициентами. Из (2.11) получаем

Пет»/ - /Пол < ||вт7||о.п < С||т7||։։.,.п. (2 12)

Для фиксированною г° € П и произвольного € > 0 обозначим через 1/(т°) 

окрестность точки г° такую, что |аа(х)-ал(х°)| < г для всех х € (/(х°), где ао(х) 

суть коэффициенты оператора Р. Обозначая через Ро оператор с коэффициентами 

ао;'л), из '2.12) находим

||РоТ7 - /Пол < ||(Яо - /,)27||ол + С||Т7||»»-։л <

<7С||7Ч1|.» ||/||о.п + С||77||»-,.п,
(213)

где 7 постоянная, зависящая оз Грип Из (2.13) получаем первое неравенство 

в (2.1). Второе неравенство в (2.1) выводится аналогично. Следоватольно, 
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проверили условие 2 Теоремы 2.1. Далее, если е'в вещественно, то оно является

направлением минимального роста резольвенты самосопряженного оператора G 

Следовательно, для всех u € D(G) и arg Л = 0 имеем ||u||o,n < ||(G-A) u||o,n-

В частности, так как D(G) С Cq°(Q), то для каждого Е Cq°(Q) находим

Н^Но.П < ^Н(С-А)Л.п.
И1

Отсюда следует, что Л'(г,»£) — е*в ± 0. Следовательно, (А'(г, ^))* — е’* /0 для 

£ Е Ш.. Так как А'(х, »£) вещественно для всех £ Е 1П, то условие 1 Теоремы 2.1 

также выполнено. Таким образом, имеем

I KA(z,z)dz = c|A|l*4|/<w)-‘+o
По

(2.14)

где Кх(х,х) — ядро оператора (Т*)А, а с постоянная из Теоремы 2.1.

Так как характеристическими значениями оператора Ть являются {А;}, где {Aj) 

- собственные значения оператора G, то из Теоремы 1.6 и (2.14) для arg А = 0 и 

невещественного е'в получаем

( КЛ(х,х)^ = У-гЦ = е|А|1‘-1«‘‘>-1 + о(|Лр'1«“Ь՛), |А| —* оо. (2.15)
По j AJ “ А

Для 9 = А = it, t > 0 имеем

= c|t|W/(‘*)-» + o

По Теореме 2.1, имеем с = р(х) dx, где

di
рМ = (2>г)-" (2.16)

Пусть q = |д|/* ; 0 < q < Ь. Если с։ и с2, соотвезттвенно, вещественная и мнимая

части с, то из (215) получаем

^а»Ь=с’"/‘"+0(‘’/,'1)(217)

Последнее соотношение можно переписать в виде

Л* dN (А'/<2։)) 

о А + t
= С2р/(2‘)-> (2.18)

гдеЛ7(А)=ЛМА) + /У_(А).
/
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Используя георему Харли-Литтлвуда (см. [1]) получим

лг(А'/”) =с’ + °(А1,(’‘))- ' (2 ■։»)

Подставляя в (2.19) д = А1^2*) получим 

= (2.20)
т<7

Рассмотрим величины #+(А) и ЛС(А). Так как, по предположению, 6 нечетно, 

то знаки А) и А* совпадают. Следовательно

(2.21)

- 2 у у^—֊ МДА1'*’»)) = с,

Пусть Л'(А) = /{."* ^/тс/Л^г1^2*)). Икгегрируя по частям и используя (2.19) 

находим

,У(А) = УД Л'(А՛^24)) - 1 [ т՜* 
2 Уо

'аЛГ(А1'<”>)Л- =

= 2Ьс2 *;п(*?/(26)) д«/(2*)+։/2 _ 1 Л г-։/2-Н/(24)</г + 

»9 2 Уо

Л,/(а>Н,7а |оГд^1/а
д/(26)-Ь)/2

8т(%д/(26)) 
с2-----------------

Следовательно, имеет место результат, обратный теореме Харди-Литтлвуда :

= с2 1ап(гЧ/(26))<’^՜ + о .

Отсюда следует, что

= (с, 1ап(ж7/(26)) - с,) Г«/*-1 + о .

Пусть теперь
ДГ_(А) = / \/г

Уо
(2.22)

Из предыдущей асимптотической формулы получаем

~^.(А) = [с, ип(ж,/(2Ь) - с,] <•««)->/»+ 0 ((«/<>•>-•/>).
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Вновь используя теорему Харли-Литтлвуда получаем

/У-(А) = [с2 »»п(7г<7/(26)) ֊ с։ 005(^9/(26))]
Д</(24)+1/3

х(я9/(2Ь)+ 1/2)

Следовательно

(А*/2) = сопбЬ 4- / т~ *'2 ЛЛ'-(т) = 
7о

= (с2 &»п(жд/(2г>)) - с, со5(%9/(26))] ---- ------ + о ^А’/(2к^ .

Подставляя А вместо А26 находим

7У֊(А) = ֊ [с2 51п(хд/(26)) - с, со5(я-?/(26))] — 4֊ о(А’).
2 г д

Рассуждая аналогично, получаем

^+(А) = | (с2 5т(х9/(26)) 4֊ с։ соз(жд/(26))] — + о(А’). 
I х д

Следовательно, для завершения доказательства теоремы, нам надо вычислить 

постоянную с = с, 4- ։с2. Так как Д'(г,1^) £ 1Н для ( 6 1И. полагая р({) = 

(Д'(т, ։£))* из (2-16) получаем

г2И"^- / * ֊ [ «( 1 ( )֊ Л.р«)-| Л. Р2(е) + 1 " А. ₽’«) + ։

Для 0 < I < оо положим < 1 >. Обозначим через

и(£я) = |1Л(4М )| меру Лебега множества Р(£м) Из ц -од пород ноет и Д’ следует, что

и(£я) = 1). Следовательно

(2зг)п1тр(г)- / —_(/и(Г)_ ’ь(1) + ! ^ ֊ 6 ай1(м/(26) ՛

(2 23)

Рассмотрим следующие два случая :

]) к - четно. В этом случае р(£) является нечетной функцией и поэтому 

Дс(р(^)) = 0. Мы также имеем ь( 1) = |{<: |р(()| < 1}| = 2ич(г) = 2^-(х)- 

силу (2.23) получаем

р(х) = »1тр(г) = |(2х) г‘2и>±(х)

Так как с = р(т) (1х, то

с, 4֊ । с2 = «(2х) п *4 /
Ь 51п(х <у/(26)) ]п

Ь 51п(х 9/(2^))

*<1
Ь 51п(т9/(26))
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Таким образом, q = 0 и sin(?r q/(2b)) с2 = -т-с±. Следовательно, =
b

с± А» -|- о(А9). Для нечетного к Теорема доказана.

2) Пусть г четно. В этом случае р(£) является четной функцией. Из полуэллип

тичности оператора А следует, что г = ы£пр(£) нс меняется. Поэтому

"Z ^'‘-‘гт111 .„(.'.да)-
Имеем и(1) = u>x(z). u»_z(x) = |{С — 1 < z А\т, i£) < 0} | = 0. Следовательно 

26 cos(xg/(26)) 26 sin(r g/(26))

Отсюда следует, что cos(% g/(26)) с։

Следовательно У-(А) = —-

2^с« и sin(irg/(26))c2 = — с,.

1-(А) = —— с, А9 + о(А’). Наконец,

имеем jV-(A) = с_ А9 + о(А’) и V+(A) = с+ А9 + о(А9). Теорема 2.2 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the asymptotic behavior of eigenval
ues of selfadjoint semielliptic differential operators of the form A(x, D) = 

defined on nonisotropic Sobolev space /7*^(0), where (2 '
is a bounded domain in JRn. Conditions under which the spectrum of A is 
discrete and its eigenvalues are of finite multiplicities are given together 
w ith the asymptotic relation JV(A) = cA|p|/* 4-o (A|p|/*), A —• oo, where JV(A) is 
the number of eigenvalues Ay satisfying |A; | < A, and c is a positive constant 
depending on A and fi. •
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ОПИСАНИЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИИ ОДНОГО КЛАССА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Ф. Э. Мелик Адамян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X» 2, 1999

Пусть \¥0 — минимальный симметрический оператор в пространстве 
Л2(0,/;Сп) интегрируемых с квадратом п-мерных вектор функций г(г) 
(О < г < / < оо), порожденных дифференциальным выражением
1Ф”(г)У — (Ц'(г)т(г)). Здесь Сп г» мерное унитарное пространство. 3 

</г
— линейный оператор в Сп, удовлетворяющий условию У* = — 3 = 
У”։, а Р^'(г) - квадратично интегрируемая и х п матрица функция, 
принимающая ./-унитарные значения. Самосопряженное или аккуму
лятивное расширение оператора \¥(| и его резольвентное ядро 
определяется по неразложимой матрице К и ее дробно линейным 
преобразованием о>к(А). Аналитические в верхней полуплоскости С + 
матрицы функции о,к(А) порождают матричные меры а(£) на 1П . В 
статье доказано, что множество всех спектральных функций операто
ра совпадает с множеством матричных мер, порожденных матриц- 
функциями и>к(А).

§0. ВВЕДЕНИЕ
Пусть 3 — линейный оператор, определенный на Сп и удовлетворяющий 

условиям 3* = —3 = У՜1. Этот оператор можно представить в виде :

У = .Агле Р± =2-'(/„ ?■֊/), (Pl = Pt = Р±. Р+ + = '")•

Рассмотрим квадратично интегрируемую матрицу-функцию (m-функцию) И (г) 

на ин!трвале (0,/) (/ < оо), принимающую ./-унитарные значения .

W(r) J Иг) = J = И^г) 3 W\r), ||IV(r)|| 6 L2(0, /).

Через ЛС(0,/;С") обозначим класс локально абсолютно-непрерывных функции, 
определенных на (0,/) со значениями в С”‘. Введем в пространстве £‘(0,/,С ) 

дифференциальный оператор XV, действующий но формуле

(\Уг)(г) = И'*(»-)^^(ил(гМг))1 1 € Ьа(0,/;С"), г е (О,/) (0
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на многообразии

О(5¥) = |։е 1а(0,/;€"): И'(г)х(г) е ЛС(0,/С").и’» 6 1?(0,ЛС՞)).

В случае, когда И'(г) локально абсолютно-непрерывная т-функция, дифферен

циальное выражение (1) совпадает с

</х(г) О < г < /,
(1г (2)

где эрмитова т-функция V (г), называемая потенциалом, определяется равенст

вом

Эрмитовость т-функнии У(г) следует из равенства

сЛУ-(г) 
(/г

7 И’(г) + IV*(г) 7 = 7("''НЛГ(г)) = 0. аг аг

Обратно, дифференциальное выражение (2) с эрмитовым потенциалом У(г) 

сводится к выражению (I) с 7-унитарной т-функнией ИЛ(г), являющейся 

решением задачи Коши

d-^l =-W(r)JV(r), =
аг

Самосопряженные и аккумулятивные расширения оператора XVо = XV* и 

их резольвентные ядра определяются по псрастягиваюшсйся матрице К и се 

дробно-линейному преобразованию и,к (А). Аналитические в верхней полуплос

кости С+ матрицы-функции ^к(А) порождают матричные меры ։?(£) на Ш1. 

Эта конструкция остается верной для аналитических вС+ нсрастя! иваюшихся 

матриц-функций А’(А). С помошью матричного решения С/(г. А) (г Е (0, /), А € С) 

задачи Коши 1Ф”(г) <1 А)) = А6г(г,А); (/(О,А) = /п определяется
аг

пространство Ьранжа £ “преобразований Фурье” /'’(А,/), где / Е £7(0,/;Сп). 

Матричная мера <т(£) на П? называется спектральной функцией оператора ХУо, 

если оператор сужения преобразования /•'(А,/) на 1П 1 является изометрическим 

вложением пространства £ в £а(Ш , <1а). В статье доказывается, что множество 

всех спектральных функций оператора XV . совпадает с множеством матричных 

мер. порожденных матриц-функпихми иг/<(А). Аналогичная задача для уравне

ния струны была исследована И. С. Капом и М. Г. Крейном в (1).
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§1. РАСШИРЕНИЯ ОПЕРАТОРА \¥0 И ДРОБНО ЛИНЕЙНЫЕ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. Оператор XV удовлетворяет тождеству Лагранжа (х,у€ О(\У)) :

(х)(г). !/(г))лг ֊ (х(г), (XV у)(г))/у = ֊ (У И'(г) х(г), И'(г) у(г))* =

= По
следовательно, для г, у е £)(ХУ) имеем

(х, у)ь, - (г, XV у)ь, = Нт(У г(г), у(г)) - Нт(У т(г), у(г)). г—1 г—»0 (3)

В дальнейшем мы будем предполагать, что имеет место "регулярный случай", 

т.е. для произвольного х € О{\\) существует ||тг(г) при г —» I и г —» 0. Так 

как решениями уравнения XV х = / (/ € /2(0,/;€п)) являются функции айда

г(г) = -ЛУ’(г) У сбСп,

можно утверждать, что наложенное условие равносильно условию существова

ния Нт И/(г) при г —• I и г —♦ 0.

Матрицант (/(г, А) дифференциального выражения (1) определяется как матрич

ное решение задачи Коши : ИЛ*(г) У ■т_(И/(г)(/(г, А)) = Аб/(г, А); 6/(0, А) = 1п. аг
Матрицант 6/(г,А) является функцией экспоненциального вида относительно 

А 6 С, т.е. ||С7(г, А)|| = О(ес'А'). Как функция от г Е '0,/], матрицант б/(г, А) 

удовлетворяет равенству : -т֊(б/'(г, р) У б/(г, А) = (А - Д) б/’(г. б/(г, А) илиаг
эквивалентно

б/*(г,/з) У 6/(г, А) — У = (А — Д) / б/-(г,я){/(г,А)Уг. (4)
Уо

Тождество (4) называется "основным тождеством’ для 6/(г, А), потому что 

каждая т-функция, удовлетворяющая (4), является матрипантом дифферен

циального выражения (1) с IV (г) = б/’(г,О)У. Из (4) получаем

б/’(г, А) У б/(г, А) = У = б/(г, А) У б/'(г, А), А € С. (5)

{/•(Г, А) У С/(г. А) - У > 0; {/(г, А) 7 {/(г. А)- У >(| ал=±г3#о. (6)
А ■“ А А А

Рассмотрим “минимальный” оператор ХХ'<Ь являющийся сужением оператора XX

на многобразие 6?(ХУо) = {л С /А(\Х'): Нтг_о дг(г) = ||тг—/ г(г) = 0}-
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Теорема 1. Оператор XV 0 симметричен и = XV.

Симметричность оператора Х¥ослсдует из (3). Для доказательства равенства 

= XV нам нужны следующие вспомогательные результаты.

Предложение 1. Для / Е У2(О,/;СП) выражение

^(А./) = (/-(г, А) /(г) аг
7о

является "направляющим функционалом” оператора ХУ().

Доказательство : Достаточно показать, что (см. [2]) уравнение

И-(г) 7 ֊(1Г(г)х(г)) - А х(г) = /(г) (7)аг

имеет решение, принадлежащее П(ХУ0), тогда и только тогда, когда /^(А, /) = 0.

Это следует из представления решения г(г) уравнения (7) в виде

х(г) = (/(г,А) (с-У / (/"(я, А)/(«)<//), сЕСп. (8)
\ Уо /

Предложение 2. Имеет место следующее разложение

£2(0,/;Сп) = МХУ?) ф Кег(ХУ).

Доказательство : Пусть д € L2(0,/;Cn) ортогонально к Im(W0). Из Предло

жения 1, для f Е L2(0,/;Cn) имеем

I (Г(г,0)/(г)Уг = 0=> Лд(г),/(г))с/г = 0. 
Jo Jo

Положим „(г) = -JV(r,0)Jj(r), /,(г) = U'(r. 0) /(г), (j(r),/(г))с. = 

(51 (г). /1(г))с*՝ Следовательно

[ /|(г)(/г = 0 => / (gi(r),/i(r)) dr = о.
Jo Jo

Обозначая Л (г) = jn(r) - l~ \ полу чаем jn(r) dr и так как f\ (г) dr = 0, то 
находим

I (/>(г)./|(г))Уг = [ (gj(r), ft(r))dr - Г’ ( f f\(r)dr, f /|(r)dr^=0.
■*o Jo \Jo Jo j

Это означает, что /j(г) = 0 почти всюду, i .с. если д 1 lm(W0), то 0i(r) = const.

Следовательно, g(r) = U(r, 0)gi(r) = L/(r,0)cE Ker(W). Поэтому соотношение 
= W следует из Предложения 2 (см. (3], стр. 197). Теорема 1 доказана.
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2. Рассмотрим расширения оператора Для этого представим (3) в виде

где

։՜ 1 [(XV х, у) - (г, А¥у)] = (Л *(01 [1/(0Ь
.*(0)Г1у(0)]г (9)

0

Следовательно (см. [4]) вопрос описания симметричных, диссипативных и акку

мулятивных расширений оператора \У0 С W сводится к описанию У-нейт

ральных и /-дефинитных подпространств в пространстве Сп = Сп © Сп с 

индефинитной метрикой, порожденной оператором Л. Как известно (см. [5]), 

такие подпространства задаются с помощью нсрастягиваюшихся "угловых” 

операторов К± : С£ — С", где = Р±Сп; Р± = ֊(/2п ± .)). Сопоставляя 

вышеприведенные понятия приходим к следующему утверждению.

Предложение 3. Произвольное максимальное диссипативное или акку

мулятивное расширение А¥к оператора (\Уо С к С W) опреде

ляется граничными условиями

(Р_г(0 4- Р+х(0)) 4- Я+(Р+г(/) 4֊ Р_г(0)) = 0 или

(Р+х(1) + /’-»(О)) + К.(Р.г(1) + Р+։(0)) = 0,
(Ю)

где - нерастягиваюший оператор, определенный на всем прост- 

ранствеС" (С” ). Для унитарного К (К‘ К = /п) эти условия определяют 

самосопряженный оператор.

Замечание 1. В [5], [6] граничные условия задаются в виде

Мх(1) 4֊ Нх(0) = 0; гапк [М, .V] = л; |(ШАГ ֊ МЛГ}
<0, 
= 0. 
> 0.

В любом случае наложенные условия означают, ч :х> вектор (х(/),х(0)] принад

лежит максимальному У-нейтральному или J дефинитному подпространству 

3 пространс тва Сп. Граничное условие (10) в терминах углового оператора л 

обладает свойством однозначности : Л/ = Р+ 4- К Р_, /V = Р_ 4- Л՜ .

Рассмотрим одно из вышеуказанных расширений \\\- оператора Из (8) 

следует, что А € С является собственным значением оператора XV к (Ап С 

8р(\\;х)) в том и голько в том случае, когда существует ненулевое решение 

г0 ЕС" уравнения [(Р+(/(/, Ап) 4- Р-) 4֊ К(Р- и(1, Ап) 4֊ Р+)] г0 = 0 Это условие 
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соответствует аккумулятивному расширению. Для диссипативного случая необ

ходимо проекторы Р± поменять местами. Таким образом, для определения 

спектра 5р(\Ук) нужно найти решение уравнения

del [(Р+0'('. •*») +/’-)+ K[P.U(I, А„) + Р+)1 = О

Так как и(г, Ап) = {/(г, Ап)го является собственной функцией оператора W/(l 

отвечающей собственному значению Ап, то кратность значения Ап € 5р(\У’к) 

равна к.п = dim Кег ((Р+[/(/, Ап) + Р_) 4֊ К( Р- U(t, Ап) + Р+)]. При этом всегда

рассматриваемого подпространства такможно выбрать базис |

собственные функции ир(г, Ап) = 

, что

(/(г, An)xnp. (р = 1,2, ...кп) были бы орто-
нормированы. В самом деле, имеем

. (г> ))с։ ~ (г, An ) Хпр> С' (г, An)
Jo

I
где ип = /1”(г, Хп)Ь'(г, Ап) Лг. Поскольку этот оператор, действующий в 

о
пространстве Сп положителен, то выбран ортогональный базис {2гПр}£= ։ 
в подпространстве и„/2 Кег [(Р+{/(/, Ап) + Р_) + К(Р.и(1, Ап) + Р+)] придем к 

требуемому утверждению.

Исследуем теперь резольвенту И.д(\Ук) оператора УЧ к. Определим значение 

с ЕС՞ в (8) так. чтобы выполнялось (10). Имеем

[(Р+1Г(/,А) + Р-) + K(P-U(l,X) + Р+)с = (Р+ + К P_)[/(1,A)J I U*(s,X) f(s)ds. 
Jo

Чак как для А $ 5р(И'я-) оператор слева обратим, то получим 

с = [(P+U(l, X)+P.)+K(P.U(l, А)+Р+]-’ (Р+ + К P.)U({, A) J [' U*(s, A) /(s) ds.
Jo

I аким образом, решение г(г. А) Е О(\У) уравнения (7) можно представить в виде

։(r, А) = f(r, А) (Ф(/. А)(Р+ + К Р.) U(l. A) J - J) Г U'(t. А) /(«) d։^ 
Jo

+ U(r, А) {<!>(/, А)(Р+ + KP.)U(I.X)J}

те Ф(1,А) = [(РД'(/,А) + Р_)+ К(Р.U(l. А) + Pt )]՜ ՛. 
Положим

ы(А) = ык(А) = [(P>U(J. А) + Р.) + K(P.U(I, А) + Р+)]"։ 

((Р+(/(/, А) - Р.) J + А) - J],
(11)
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Легко проверить, что выражения в квадратных скобках можно представить в 
виде 2 1 (си(А) — У) и 2-1(и(А) 4֊ У) соответственно. Следовательно

ж(г» А) = (НА(\Ук)/)(г) = / Лк(г,», А)/(я)<й, (12)
Уо

где ядро /?к(г,в, А) резольвенты ИА(УУК) определяется
Як(г,.,А)=| (У(г,А)(«(А)֊7)1/-(։,А) 

11/(г,А)(и(А) + 7) (/֊(«, А)

соотношениями
ДЛЯ 8 < г1

ДЛЯ 8 > Г. (13)

т-функпия с^(А) = ^к(А) определена для л го нерастягиваюшего оператора К
(К’ К < 1п) и является мсроморфной гл-функиией, полюсы которой совпадают с 
5р(А¥к).

Замечание 2. Для диссипативных операторов все результаты остаются в силе 

с и։(А) вида
ы(А) = [(Р.и(1, А) + Р+) + К (Р+ - и(1, А) + ₽.)]-•

(14) 
[(Р_(/(/, А) - Р+)7 + К (Р+£/(/, А) - Р_) У].

Через и'а(А) и о^(А) обозначая т-функпии, определенные по (11) и (14), получим

(иа(А))* = и>в(А). В случае унитарного К имеем и»’(А) = и'(А).

3. Рассмотрим дробно-линейное преобразование (11). Матрицу этого преобразо

вания представим в виде

Д(А) = Лц(А)
Дз1(^)

Л12(А)] __1[Р+(/(/,А)+Р_
Л22(А) “ У2 [Р-С/(/,А) + /-+

(Р+1/(/,А)-Р_)У1 .
(Р_(/(/,А)֊Р+)у]-

Полагая У(Д, А) = 2-1([/’(/, д) У (/(/, А) ֊ У) и У.(д,А) = (1/(/, А) У (/*(1^) - У)

находим

О
НМ) 

-У Им. А)
Ид, А) У

-УА(р.А)У (16)

Р+1-.(р,А)Р+
Р- 1'.(д, А) Р+

Р+1'.(я,А)Р_
Р- 1'.(д, А)Р_ • (П)

В частноети
ОД(А) -I

о Л-(А) =

,Г(А)
*п 
о

(18)
О

О п

Из (16) и (6) получаем

{
> О
= 0
< 0

{
> 0
= 0
< о

для 
для
для
для 
для 
для

А 6
А €
А Е С.;
А 6 С , 
хе R. 
а е

Следовательно, мы доказали следующее утверждение.
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Предложение 4. Для А Е С+ (А € С_) операторы Лг1 (А) я Г,1 (А) и 

Язз(А) Л^։(А) существуют и являются строго сжимающими.

Следовательно, дробно-линейное преобразование (II) существует при произволь

ном нерастягивающем операторе К и оператор (Лп(А)+ К А2|(А))՜1 равномерно 

ограничен относительно К (К" К < /п).

Теорема 2. Пусть m-функция (/(А) удовлетворяет соотношениям (5) 

и (6), а m-функция А(А) определена по формуле (15). Тогда для 

произвольного фиксированного А G дробно-линейное преобразо- 

внние (11) : щ(А) = Д(К) = (Л,,(А) + КЛл(А))-'(Яц(А) + КЛ„(А)) 

отображает взаимно-однозначно единичный матричный круг 0 = 

{Л'.СП —*Сп/К'К < 1п} или окружность 0о = {К: С” —•Сп/К‘К = /„}) 

на свой образ Q(A) (или Qo(A)). Множество Q(A) (или По(А)) является 

матричным кругом (окружностью), лежащем в верхней матричной 

полуплоскости Зи(А) > 0 и определяется соотношениями

23֊(А) = -*(“(А) - ы'(А)) > (ы'(А) + J)(-iV(A, А)}(ы(А) ֊ J)(3 А > 0),

(2$МА) = -i(u,(A) - «’(А)) = (u>"(A) + J){-.V(A, А)}(«(А) - J)(3 А > 0)),
(19)

2Эи,(А) = -i(u,(A) - w-(A)) > (ы(А) + J) {iV'(A, А))(ы'(А) ֊ J) (3 A > 0),
(20)

(23«(A) = -i (ы(А) - w-(A)) = («(A) + J) {■' V(A, A))(u.'(A) - J) (ЭА > 0)).
Доказательство : Из (18) следует, что

Я-’(А) = ■ 'Я;г(А) 
.֊■я;,(а)

-а Л22(А) 
м;,(А)

1 ак как w(A) — Д(Х’), то оператор К однозначно восстанавливается в виде 
обратного преобразования :

К = -(я;։(А)-и.(А)л;|(А))-1(л;,(А)-1я(А)л;|(А)). (21)

Для доказательства(19) используем (16) и следующее соотношение, вытекающее
из (11) :

Имеем

Я(А) -ы(А)1 -К 
1п (Л22(А) - Л2։(А)и(А)).

l֊w’(A) /п]Л’(А)
к

= (-֊(А) /„){[’ 

Л(А) Н(А)] = 
. ,п .

V(p,A) V(p,A)J
-JV(p,A)J

I
J !n

= MA) ֊ W'(A)) + (щ-(A) 4- J) V(A, A)(u(A) - J) = 

= i{֊2$W(A) + (cu'(A) 4- J){-i V(A, A)}(W(A) ֊ J)}.
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С другой стороны

-и[-и-(А) 7П]Л'(А)

= (ЛпР)-Л21(АЦА)П-К-

Л(А) Г-МА) 11

о 
Л»

1„
4

-К
1п (Л22(А) - Л2։(А)о/(А)) =

1 л 
о

О

’ л 
о

= (Л„(А) - Л21(А)и(А))’ (К* К - 7п)(Л22(А) ֊ Д2}(А)о|(А)) < 0.
(22)

Это приводил՝ к (19), причем для К С Оо имеет место знак равенства в (22).

Обратно, пусть ^(А) удовлетворяет (19). Тогда из (22) для люб имеем

'Лц(А)-Л„(АМА)։՜ 
,4и(А)֊Л։1(АМА)։.

Л։2(А)-Л„(АМА)г'
Л22(А) - Л21(А)и>(А)т

Обозначим через —К нерастягиваюший угловой оператор У-неположительного 

подпространства
АIз(А) - Л,,(А)ш(А) х 
Лгз(А) - .4г|(А)и’(А)х

пространства Сп. Это означает, что —К (Л22(А) — Лз|(А)и;(А)) = Л)2(А) — 

А11(А)о»(А), т.е. и(А) определяется преобразованием (11). Отметим, что если 

в (19) имеет место знак равенства, то рассматриваемое подпространство У-

нейтральное. Следовательно, его угловой оператор унитарен, 

По(А). Для доказательства (20) заметим, что

и поэтому и(А) Е

(А)] Л֊‘(А) = I (Л;2(А) - А) л;,(А)) [/п А']. (23)

Теперь из(17) получим

и(А) -и։(А) = [/п Ь'(А)] 0 -1п
0 и'(А)

4

[Л, И(А)]Л-'(А)

+ [/„ и(А)]Л-‘(А)

0
•Л|

Л'-’(А) .-"(А).
(21)

■ Р+К(А,А)Р. 
Р_К(А,А)/’ /<К(А,А)/’_ Л-։(А) .‘"’(А). ‘

•п 
о

л

В силу (23) имеем

(/„«(А)] .1՜' (А) /п 0
0 ֊«/„ '(А) 1 л _

“‘(А). "
= ;(Л;г(А)֊и)(А)А;,(А))(/. - Л-К)(.11։(А) - Л„(А)и'(А)) > 0.
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Учитывая (15), второе слагаемое (24) запишем в вило

(/„ и/(А)].4֊'(А) К(А,А)[Р+ Р.]Л-'(А) u/(A). "

= [/» «(А))
՝ Л;։(А) Р+ - Л;,(А)Р_ '
1-AÎ։(A)P_ + л;,(А)р_] X

х УДА, А) ■ л;2(А)р+- л;2(А)р_ '
-A\x(X)P. +Л5,(А)Р_< L~-(A)J ■

J V.(A, A) J (/(/, Â) [-J
* n• «

= 2֊։MA) + J) (/•(/,À) J v.(a, A)J U(l, A) GZ(A) - J) = 

V(A)J "

= —(u»(A) 4- J)V(Â,A)(w-(A)֊ J).

Отсюда следует (20) при /п - К'К =0, т.е. для и(А) 6 Оо(А) имеет место 

равенство. Обратно, пусть и>(А) удовлетворяет (20). Тогда из вышесказанного 

получаем

«(А)]Л-‘(А) .4--‘(А) “•(А)

Следовательно, подпространство

(Л։2(А)- Лп(А)^(А))х
-(Л22(А)-Л21(А)^(А))т /х 6 N

является J-отрицательным. Стало быть, существует нсрастягиваюший угловой 

оператор К' этого подпространства, определяемый следующим образом :

К- = -(Л22(А) - Л2,(А)и;-(А))(Л|2(А) - AnfÂJu^A))-1.

Последнее утверждение эквивалентно К — О՜1 (си), и поэтому и/(А) С П(А). Ясно, 

что в случае равенства в (21), угловой оператор К' унитарен и ы(А) 6 О0(А). 
Теорема 2 доказана.

Замечание 3. Пусть t/(G,A) и U(/2,А) - значения матрицанга уравнения (1) 

для /։ < /2 (ЗА > 0). Легко проверить, что -։У։(А,А) =

= ЭА /’(£/-(r,A)t/(r,A))dr<9À Г([/-(г, A) U(r. A))dr = -i У2(А, A).
jo Jq

Toi да из (19) и (20) следует вложение Q2(A) С Qj (А)

Замечание 4. В диссипативном случае, когда lu(A) определяется по (14), 

аналогично имеем 29ы(А) < (ц;*(А) 4- J){։ V(A, A)) (w(A) - J) и

2ЭМА) < О(А) 4- J){-»l/(Â,Â)}(w-(A) - J).
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Теперь укажем на параметрическое представление для П(А) и П0(А). Отметим, 
что (19) можно представить в виде 

[«'(*) + } - и-‘(А, А)) У(А, А)} НА) - } + У֊։(А, А)) <-<[27- У֊'(Х. А)].

Легко проверить, что Р(р,А) = 1/(д, I/) + Р(р, А) - 2 ^(р,»/) 7 1/(й, А). Полагая 
р = I/ = А получим

V(А, А) + У(А, А) = 2 У(А, А) J У(Х, А).

Следовательно, V *(А, А) 4֊ V ։(А, А) = 2 7. Полагая С = 7 - У-։(А, А), находим

(~(А) - СП-» V(А, А) (и/(А) ֊ С) < ОНА, А))֊1.

Таким образом, приходим к следующему представлению для круга П(А) (или 

окружности По(А)) :

ц»(А) = С+(к У(А,А)'‘։/22(-։И(А,А)“։72, ХСв (или 2€©о)

Аналогично, используя равенство 7 - 1'-1(А, А) = V՜ '(А, А)- 7, из (20) получаем

и>(А) = С + (-։ V(А, А)՜172 И» ИА. А)՜’72, 2 6 0(2 € 0о).

$ 2. ОПИСАНИЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА АН 

1. Для / € £2(0,/;Сп) определим следующее преобразование

Г(А,/)= /' (г, А) /(г) <1г.
7о

Множество преобразований Г(А, /) образует гильбертово пространство £ целых 

вектор-функпий, если определить скалярное произведение равенством

Отметим, что £ является пространством Бранжа, т.е. £ является гильбертовым

пространством целых вектор-функний с порождающим ядром

Ф(А,р)= [ и-(г, А) Нг.р) <1г = 
7о

(/•(/,А)7С/(/,р)-7 _ 2ИА.Д) (25)
Я

т.е. для любого /* € !-> и для любого х € Сп имеем

(Г(А),Ф(А,/»)г)1< = (А'(^),т)с«. (26)
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В самом деле, имеем 

(Г(А), Ф(А.р) х)1 = I (/(г), С/(г, д) г) =
Уо 70

Из (26) следует, что линейный оператор из Ь п Сп, ставящий в соответствие 

Г(А) Е £ его значение Г(р) в точке р, является непрерывным. Следовательно, 

многообразие Л/м = {Гб £/Г(р) = 0) является подпространством и = 

= {Ф(А,р)х/г е С՞}. Поэтому Ь = и ортопросктор Рм* на

подпространство Л/р имеет вид

Рлг. А(Л) = Г(А)-Ф(А,д)с, где с= «»-'(р.д) Г(д)(еС").

Справедливо следующее утверждение. Г

Предложение 5. Для Г’(А) 6 Ь и р € С+ функция (А — р)՜1 Г՝(А) 

принадлежит £ в том и только в том случае, когда Р € Л/я. Поэтому в 

подпространстве Л/я определен оператор умножения на (А - р)(А — р)՜ 1, 

отображающий Л/р на Мц.

Доказательство : Ясно, что если (А — р)-1^(А) Е £, то /?(р) = 0. Пусть 

^(А) = Г(А,/) Е £ и Г(р) = 0. Так как /?(А,/) является направляющим 

функционалом для оператора Ид (см. §1, Предложение 1), то уравнение У^од — 

рд = / имеет решение д Е £>(АМ0). Следовательно, Г(А,/) = (А — р)Г՝(А, д) и 

поэтому (А—р)՜1 Г(А) Е £ Для доказательства второго утверждения достаточно 

убедиться, что для любого Г'(А) Е Мц функция (А — р)(А — р)՜1 Г’(А) = Г(А) + 

(р - р)(А - р)՜1 Г(А) принадлежит М, а следовательно и М^.

Определение 1. Неубывающая т-функция а(4) (—оо < £ < оо) называется 

спектральной функцией оператора \М0, если сужение функции Р(Х) Е £ на 

вещественную ось является изометрическим вложением £ в Ь2(1В 1; <1а). При 

этом если рассматриваемое вложение отображает £ на все £2(Ш՛; с/ст), то <т(() 

называется ортогональной.

Множество спектральных (ортогональных спектральных) функций оператора 

XV э обозначим через Е (23о)- Зафиксируем некоторую спектральную функцию 

бг(£) и р Е С\, и в пространстве £2(Ш1; с/а) рассмот рим оператор умножения на 

(£ ~ ~ р)՜1 • Этот оператор является унитарным и отображает Л/р на Л/и.
Функция (^ - р)(£ - р)՜1 Ф(£,р)г Е £2(П<1;«/а) ортогональна подпространству
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Л/ц. Следовательно, для каждого х Е Сп найдется у Е Сп такое, что в разложении 
£2(Ш 1,4а) = Л ф (£2(П\ 1; 4<г) © £) имеем

‘ Ф(Ср)* = Ф(Ср)у ֊֊ Фо(£). Фо(0 Е £2(Ш.։;Жг)е Ь). (27)

Рассмотрим оператор Ся(а) определенный равенством Ся(а)г = у.

имеем

||Ф(См)Сд(а)г||<||Ф(Ср)х||,

В силу (27)

(28)

где || - || ֊ норма пространства £2(Ш1; с/<т). В неравенстве (28) имеет место 

равенство для всех х Е Сп тогда и только тогда, когда <т(А) является орто

гональной спектральной функцией. Так как функции Ф(А,д)т и Ф(А, р)СД<т) г 

принадлежат пространству Л, то неравенство (28) можно понимать в смысле 

метрики пространства £. Следовательно

Г’ ((/(г»р)Ср(а)г|{/(г1^)Сй((т)г)(/г < / [С(г.11)хуи{г^)х)(1г.
о Уо

Отсюда и из (25) получаем С’(а) Ф(р, р) СДа) < Ф(р,р), где равенство имеет 

место тогда и только тогда, когда <т(£) является ортогональной спектральной 

функцией.

Обозначим через Е(р) (Е(^)) круг (окружность) тех См(<т), которые удовлетво

ряют последнему неравенству (равенству). Таким образом, доказано следующее 

утверждение.

Предложение 6. Если а пробегает множество спектральных (ор

тогональных спектральных) функций оператора \Уо. то операторы 

СДа) (м Е С+) принадлежат кругу Е(р) (окружности Е(и))-

Замечание 5. Параметрическое представление рассматриваемого круга \(р) 

(окружности Е(р)) задается формулой

ад = (сад = ф-1/2(я»7Ф|/’(^,м)/г е вг е в»).

Теперь построим дробно-линейное преобразование, отображающее единичный

круг Н (окружность во) на круг Е(р) (окружность Х^(я))- Отметим, что для 
ортогональных спектральных функций а(А) в смысле метрики пространства 

£։(Ш.‘;4о), для любого х Е С" имеем равенство ({ - р)(< - я) Ф(Ся)г ֊

Ф(6я)Ся(<г)ж.
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Принимая во внимание (25) получаем

J 1/(1, у)-/)х = (У-('Л)■> и) - ■!) с„(») х. (29)

Применив оператор — 3 к обеим частям равенства (29), получим

((/'(/.Д)-€/(ЛО)* = («/(Лд)-^(ЛО)смМ*- Следовательно, СДа) = (1/(1, р)-
£/(/.О)՜’((/(£, д) — £/(/,£)). Последнее соотношение можно представить в виде

С.(<г) = ((Р+£ф,р) + />_) + 5(Р-У(/,я) + Р+ »-‘[(Р.Щ'.Я) + Р-)+

+ 5(Р.и{1,^ + Р.)\,
(30)

I де оператор 5 определен по формуле 5 = (Р+ — £/(/,£) Р-)՜1 (Р_ 4֊ £/(/,<) Р+), и 

следовательно, унитарен в силу 3 унитарности опера гора £/(/. £). Существование 

преобразования (30) следует из условия (с.м. [7]) — р) 3 £/(/,р) — 7) > 0, 

в силу которого существует и является сжимающим оператор (Р_£7(/,р) + 

Р>) (Р+(7(Л Д) 4֊ Р_)՜’. Легко проверить, что натрина преобразования (30)

удовлетворяет тождеству

£/-(£,м)Р+ + Р_
и\1,^Р+ + Р-

и՝(1,ц}Р- + Р+} Г/Л о 
£/’(/, Д)Р_ 4֊ Р+] [0 -1п X

Р+и(1^+ Р- 
Р_и(1՝р)+Р+

Р^и{1^)^Р-'
Р-и(1,^ + Р+

■фр. Д) 
о

о
-Ф(д.д)

Следовательно (см. [7]), 70-унитарная (70 = Р+ — Р-) матрица

(Р^(/.м) + Р_)Ф-1/2(я,д)
(Р_£/(Лр) + Р+)ф-1,3(м.м) {Р.и(1,р)+ Р,)Ф-1/’(д.д)

определяет интерсферическое дробно-линейное преобразование. Следовательно, 

(30) отображает круг 0 (окружность 0О) на круг Е(р) (окружность Е(р)).

2. Рассмотрим множество В(С+) (В0(С+)) т-функпий Я(А), аналитических в 

верхней полуплоскости С+ и принимающих значения из 0 (0о)- Обозначим через 

П(С+) (0о(0’+))образ этого множества при пробно линейном преобразовании 

(11). Для любых А € и и»>(А) Е £2(А), соответствующая гл-функния при

надлежит множеству П(С+) тогда и только тогда, когда т-функпия К(А) 

определенная по (21) будет аналит ической, т.е. когда К(А) Е В(С+).

Напомним (см. [3]), что и»(А) Е П(С+) называются Л-функциями и допускают 
представление
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г ле А - эрмитова, а В - положительная матрицы, причем а։(^) является 

псу бываю шей т-фупкцией, удовлетворяющей условию

Матричная мера <т(А) = 2՜1 <Т1(Л) называется спектральной функцией И- 

функпии ы(А). Множество спектральных функций Я-функций и(А) 6 П(С+) 

обозначим через Т (То). Нашей целью является доказательство утверждения, что 

множества Т (То) и Е (Ео) совпадают.

Лемма 1. Пусть ы(А) Е П(С+), а <т(£) - ее спектральная функция. 

Пусть оператор Яд определяется соотношениями (12) и (13). Тогда 

для любого фиксированного / Е А2(0,/;Сп) функция (Яд/,/) является 

Яо-функцией (см. [8]) и выполняется равенство

(/•■(с/),^(о^(е/) (31)

Доказательство ; Для вектор-функиии и(г, А) — (Яд/)(г), которая является 

решением уравнения (7), имеем (Яд/,/) = (а,/) = (и.^и)- А(и,и). Сле

довательно СГ(Яд/,/) = ОА(и,и) + 12-1((\¥и,и) ֊ (и, АУи)). Так как и(г.А) 

удовлетворяет граничному условию (10) с нерастягиваюшим оператором А'(А). 

то А(и,и) - неотрицательно. Поэтому $(Яд/,/) > 3(и. и) = $(Яд/, Яд/). 

Следовательно, для А = «г/ (т) > 0) имеем

Г7||Я.П / II2 < Э(я.„/,/) < 11^0/1111/11 => «111^/11 < ИЛЬ

Таким образом, получаем »)||Я,п/||||/|| < ||/||2- Отсюда следует (см. [8], стр. 640),

что (Яд/,/) является Яо-функнией и выполняются соотношения

Нгп г/Э(Я,9/,/) < (/./)» п/о
(32)

(Ял/,/) = ֊ту. /ЛтгЮ = Ьп;чЭ(я„/,/) < (/./)

Отсюда в силу формулы обращения Стильтеса, для любых точек непрерывности 

а и Ь функции ту(£) имеем

т/(Ь)— г/(а) = я ^(Я(+й/./)
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С другой стороны, из представления (13) получаем

(На/./) = 2"'МА) С(А./), С(А,/)) + (С\Л/), (34)

где оператор в £2(0,/;Сп), действующий по формуле

(СА/)(г)= / С(г, 8, А)/(а) <й, 
эо

где

С(г,з, А) = -
-//(г. А) У (/'(«, А) 
1/(г,А) У6''(«,А)

при
при

8 < Г, 

3 > Г.

Легко проверить, что С\ = б7д, т.е. ((?>/, /) = (Сл/, /).

Используя обобщенную формулу Стильтьеса (см. (8), стр. 633) из (34) получаем

т-’ Пт = / (С«,/),</<г(е)Г«,/)),
‘\°7а 7а

(35)

где а и I - произвольные точки непрерывности функции а(£).

Сопоставляя равенства (33) и (35) и учитывая , что общие точки непрерывности 

функций ту(^) и а(£) плотны на вещественной оси, получаем равенство

г;(6) - т,(а) = /), </а(«)Г(С /)), а, 6 £ (-ос, оо),

которое равносильно (31). Лемма 1 доказана.

Отмстим что для А 6 С+, / £ £2(0,/;Сп), и £ 9(С+) (или о»(А) £

9с(С+)'1 множество (/?>/,/) является кругом (или окружностью) в верхней 
полу плоскости.

Теорема 3. Множество спектральных функций /{-функций и»(А) £ 

Пэ(С+) и множество ортогональных спектральных функций оператора 

совпадают.

Доказательство : Пусть и<(А) £ По(С+)- Как было показано ранее, ш(А) = 

-■'(А) является мероморфной т функцией с простыми полюсами в точках А* £ 

$р('*к). Следовательно, и>(А) = (А - А*)՜’ Р* 4- 1{к, где Я* суть члены, 

регулярные в окрестности точки А = А^ Матрица Р* является эрмитовой так 

как Рк — 1>т(А — А*)<*>(А) при А —• А* по вещественной оси. Следовательно, 

спектральная функция <т(£) Р-фупкпии -’(А) является ступенчатой и имеет вид

40 = ъ

(<А*€5р(М/к)
(36)
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Равенство (31) принимает вил

(Ла/,/) И(А*,/), Р>Г(А,,/))

АкЕ5р(М/к)

(/(г),С/(г. А,)Р, Г(А,.Л) 
А - А, <1г.

А»€5р(\Ук)

Гак как Яд является резольвентой самосопряженного оператора XVк со спект 
рал ь ной операторфункцией Е\, то получим

■*(£(/,/) 
А ֊ Ак

V- (/(г),Щг,Ак)РкГ(Ак,/))£а 
А - АхА*Е5р(М/к) ‘

Это означает, что

(£։/)(г) = 52
ч<<

У(г,Ах)Р. !
Л

-ОС < ( < ОС.

Следовательно, (/, /) =

= Е (/.^(г,А,)Л / У-(.,А4)/(.)^)= Г(Г«,Л.М«)ЛСЛ), 
А*€5р^к) 70 •/-эс

когорое доказывает, что <т(А) является спек тральной функцией оператора ^’0. 

Теперь покажем, что <т(А) является ортогональной спектральной функцией 

Заметим, во-первых, что если нр(г, А*) = (/(г, А*)гкР (р = 1,2,••-,«*) - 

ортонормированный базис подпространст ва кег(Х¥к — Хк /п), то для любого 

/ € £2(0,1;Сп) имеем

(ПА.,/), Р1 /’’(А*,/)) = «Еа.+0 ֊ И.-о)/, Л = Е I /(“»(’■• А.),/(Г))^1’ =

= £(Г(А.,/),х4р)(х»„ Т(А։, /)) = (Т(А,,/). Е Т(А։. Л) 
₽=։ г=։

«*
Отсюда следует, что Р* = 

ного /■'(А) 6 Л2(Ш 1;(1<т) имеем

Из равенства (36) для любого фикси| ван-

ПНА)И’= /~(Г(О<М«) /■'«))= Е (Л>*).е,г(А,)) 

•/"а° А*€5р(\Ук)

Положим

/(>■)= Е Е('''(А,),г.р)е(г,А,)11,.
А*€5р(\Ук)р=1
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Поскольку система ир(г, Ак) = и (г. А*)г4Р (р = 1.2, •,**). А* € 5р(\\'к)
является ортонорм и рован и ым базисом в £2(0,/;СП) и

Е Е ШЛА»). а4)»։,||։ = Е £ КЛАД =
Аке5р(Шк)я=1 **€8р^м)я=1

= Е (ладала.» = илон’ <оо.
Ай€5р^м)

то имеем /(г) € £2(0,/;ЛГ). Поэтому /■'(£) = в смысле пространства

£2(1К ՛; Уа). Это доказывает, что а(() является ортогональной спектральной 

функцией Обратно, пусть а({) ортогональная спектральная функция оператора 

Покажем, что <т(£) является спектральной функцией для некоторой Я- 

функпии -~'(А) £ 90(С^) Рассмотрим равенство (29). Заметим что оператор 

/п —Сц(а') обратим, так как если Ся(<т)то = ло (*о # 0). то получаем £/(/,р)г0 = 

1/(1,ц)то, что противоречил (6). Следовательно,

= [ЩЛя)Сд(а) - С/(/,Д))(Ся(а) ֊ Л,]՜1 = сопв1

почти всюду относительно меры Следовательно, т-функпия <т({) является 

с тупенчатой функцией. Пусть А = А* (к = 1,2, •••) точки роста функции «т(£) 

со скачками Рк = а(Л4 4- 0) - <т(А* - 0). Имеем

</,/)= Е (ф>,л,лда.,л).
А*б5р(УУк)

(37)

Определим оператор К по формуле

К(Р_и(1, А*) 4- Р^Р.х = -(Р+(/(/, А*) + Р-)Ркх, х € С".

Оператор К корректно определен, так как (/(/,А*) нс зависит от А^ В силу 

У-унитарности £/(/, А*) оператор К будет унит арным или изометрическим в 

зависимост и от того, совпадает или нет многообразие М = {։/ = Р*г/г € Сп, п = 

1,2, • ■ со всем пространством Сп

Предположим, что .V / М и рассмотрим некоторое унитарное расширение К 

операт ора К. Это расширение определяет некоторый самосопряженный оператор 

^г֊. Очевидно, что спектральная функция т(А) оператора К удовлетворяет 

условию <т(А* 4 0) - а(А* - 0) > /\ Тогда в силу (37), т-функиии а(А) и а(А) 

совладают. Следовательно, опера тор К унитарен, а сг(А) является спектральной 

функцией Я-функнии ^(А) € Оо(С՝+). Теорема 3 доказана.
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3. Для фикси романного /՛ Е А и р Е С'+ рассмотрим множество К(Е,ц) =

(т<М<И(О) гт(£)- спектральная функция для Х¥о

Лемма 2. Множество К(Е, р) есть диск. Точка I Гр(։т) принадлежит 

границе этого круга тогда и только тогда, когда д(() валяется ор

тогональной спектральной функцией.

Доказательство : Во первых заметим, что множество Я(Я,р) выпукло. Имеем

(Г(4)-Ф(Ы.)««,Лг(0 С«))

(Ф«,р)с»,</а«)Г({))
(38)

где с0 = Ф-1(р, р)Е(ц) Е Сп.

Так как функция Р(Х) — Ф(А,р)со обращается в нуль при А = р, то имеем 

(А — р)-1(Я(А) - Ф(А, р)со) 6 Ь. Следовательно, первый интеграл в (38) является 

скалярным произведением в пространстве А и поэтому не зависит от выбора 

спектральной функции <т(£). Второй интеграл представим в виде

Г (Ф(Ся)со.^(С^«))
У— оо £ ~ М
= (М-Д)՜' ( Г 7^(Ф«.м)ео,<(а(е)Г«))֊ Г (Ф(С.р)со.^(ОЛО)) ■

У՜“ " 7- '(зВ)

Здесь второй интеграл в скобках также нс зависит от выбора с(0- первого 

интеграла имеем (р — р)՜1 (Ф(А, р) Ся(<т) со, Ь (А))^, = (р — р) 1 (Ср(а)со, А ։р))с». 

Следовательно, точка !г։Ц((т) вместе с (Ся(<т)со, А (р))л։ описывают круг. В 

случае когда а(£) пробегает множество ортогональных спектральных функций 

оператора У¥о эта точка описывает окружность. Лемма 2 доказана.

Теорема 4. Множество спектральных функций Я-функции -/(А) Е 

90(С+) совпадает с множеством спектральных функций оператора ^¥0. 

Доказательство : Пусть <т(() является спектральной функцией Я-функции 

ы(А) Е 9о(С+). Покажем, что для любого / € А2(0,/;Сп) имеет место равен« 1 во

(/./)= Г <40’

У-оо

Для этого достаточно убедиться, ч то в неравенстве (32) имеет место равенство.
Для фиксированных / 6 1’(0,/;С") и А 6 С+ рассмотрим («»/./). когда 
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чал(А) пробегает множество Р(С+). Из (31) следует, что н этом случае (ЯдУ, У) 

заполняет круг А'(У, А) п верхней полуплоскости Когда о/(А) пробегает Яо(С+), 

то (И*/ Г) заполняет окружность этого круга. Покажем, что точки этой окруж

ности непрерывно зависят от параметра К € ©о- В самом деле, при К' К = 1п

И МСС\1

-к(А) = (.4„(А) + КЛ։1(А))-‘(Л1։(А) + КЛ„(А)) =

= (л;,(А) + л;։(А)К")(л;,(А) + л;,(А)х-)->.

Следовательно, при К\, Ку € ©о получим

-:(А) - и3(А) = (Л,,(А) + К.43։(А))-’(7П - №К)(Л,,(А) + Л51(А)Я')-։.

Остается заметить, что множители при (/п — К’ К) равномерно ограничены для 

А' Е ©с. В неравенстве (32) имеет место равенство и т]^(Н1Г)/, /) монотонно 

возрастая стремится к (/,/) при т) / 0. Из теоремы Дини следует, что эта 

сходимость равномерная относительно К 6 ©о- Следовательно, для любого 

( > 0 найдется т/(<) такое, что при т] > т?(с) неравенство П$(Л|чУ, /) > 

(У, У) — < имеет место одновременно для всех К Е ©о- Но тогда это неравенство 

выполняется для всех точек круга (Л»ЧУ, У), когда К пробегает все множество 

© I аким образом, доказано, что в (32) имеет место равенство и, следовательно, 

справедливо тождество (40), т.е. функция <т(А) является спектральной функцией 

оператора Х\го. Обратно, пусть <т(А) - спектральная функция оператора \Уо. 

Случаи ортогональной спек։ралы։ой функции рассмотрен в Теореме 3. Поэтому 

мы рассмотрим не ортогональную спектральную функцию <т(А). В этом случае, 

для произвольно фиксированного Г(А) = /-’(А, У) Е А точка /ЛА(<т) будет 

внутренней точкой круга К(К,Х). По Теореме 3 круги А(А,А) и А(У, А) имеют 

обшую 1 раницу и поэтому совпадают. Следовательно, /т,д(<т) представима в виде

. 7»։- Г (Г(4).,, .... , ,,‘г ։(») - ] ---------------------- = (^(А)Е(А, /), /■ (А, /)) + (СЛ/, /).

Для любых /то € и х ЕС" положим /•'(£) = Ф(Смо)г- Для всех £ Е (—оо,оо) 
имеем А(^) ф 0 (в противном случае, из

О-ФГХ и - ^^^^(/(/.мо)-7 
и — ф(чо, Ро)*0 — -------------------- --------------Го,

Ро ֊ <

слсдуег С;(/,^о)го — (/(/,/ло)ло, что прот иворечит (5) и (6)). Далее, в равенст ве 
1.34) левая часть и слагаемое (СдУ, У) в правой части суть аналитические 

функции в С’+. Поэтому т-функния Ф*(А, ро) и>(А) Ф(А, ро) является голоморфной 
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в С+ Отсюда следует, что п С+ голоморфна и тп функция и»(А) за исключением, 

быть может, изолированных точек А = Ап, являющихся нулями функций 
$'(Vmo) и Ф(А,ро)* Учитывая, что Зо;(А) > О (А € С±) получаем, что и»(А) 

является /{-функцией. Обозначая через о,](^) ее спектральную функцию имеем

“ (х.ф-(4.Мо)^(А)Ф(С^)г) = (х,ф-(едо)а<г,(А)Ф«.Мо)г)

оо J— оо С ~
что эквивалентно <Т1(^) = ст(^). Теорема 4 доказана.

ABSTRACT. Let Wo be minimal symmetrical operator in the space 
L2(0,/;Cn) of square integrable n-dimensional vector-functions z(r) (0 < 

r < I < oo) generated by differential expression lV’(r)J —(IV(r)r(r)). Here 
ar

is n-dimensional unitary space, J is a linear operator in Cn satisfying 
J* = -J = J՜1 and IV(r) is a square integrable n x n matrix-function taking 
J-uuitary values. A selfadjoint or accumulative extension WK of Wo and 
its resolvent kernel is determined by a nonexpanding matrix K and its 
linear—fractional transform ^k(A). Analytical in the upper half—plane C± 
matrix-functions u;k(A) generate matrix measures a(£) on IR . The paper 
proves that the set of all spectral functions of Wq coincides with the set 
of matrix measures generated by matrix-functions wx(A).
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КРА ТКИ К СООБЩЕНИЯ

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ТИПА ВОЛЬТЕРРА НА ПОЛУОСИ

Л. Г. Арабаджян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34. X* 2. 1999

|1. ВВЕДЕНИЕ

Интегральные уравнения вида

/(х) = ,(«) 4Г(< - »)/(») Л, х е К* = [0, оо) (1)

относительно искомой функции / с ядром V՜ Е /,|(П1+) возникают в различных 

математических моделях физических процессов и в теоретических проблемах. 

Таким примером является вопрос разрешимое । и общих интегральных уравнений 

типа свертки посредством вольтерровой факторизации соответствующих интег

ральных операторов (см. [6 - '8]).

В настоящей работе уравнение (1) рассматривается в случае, когда ядро V и 

свободный член д удовлетворяют условиям * и • л .

/°°(а) I > 0, У(х)- монотонно убывает на Ш *, оо > у = / Щ > 1;
7о

(Ь) 9 6 £)(№/’) и I I р(1)| (И < оо.
-/о

Если 1'(<) и д{1) дополнительно удовлетворяю г условиям (см. (6) - (8))

(с) И(‘)>о. = (<о яеь,(тн+)։

то этот случай называется консервативным случаем уравнения (1).

Теорема 1 ((8|). При условиях (с) и (<1), уравнение (1) обладает

локально интегрируемым решением / Е 1,\се(1В+) с асимптотическим

поведением
Г |/(£)| Л = о(г), при х —• ос.
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В случае (Ь) это решение суммируемо ни П1*, т.с. / € Ь1(Ш + ).

Пусть / — суммируемое решение консервативного уравнения

/(т) = ?о(х) + У К0(С ֊«)/(<) <11, т£П1*. (2)

Интегрируя (2) от х > 0 до ос и используя теорему Фубини (см. (9]), получим
ОО ЛОО ^00

/(т) (1Т = / д0(т) Лт + / Уо(О Л / /(т) <1т.
Ух Уо я/х+г

(3)

Используя теорему Фубини и условие (с), последнее слагаемое можно преобразо

вать к виду

Г ц>(0 <н Г /(г) <1т = Г /(Г) ат - Г /(0 ас Г у0(т) ат. 

О Ух + 1 Ух Ух 7|-х

Подставляя это значение интеграла в (3), получаем

Умножим последнее равенство над / 0 и полученный результат сложим с (2). 

Находим, что решение / консервативного уравнения (2) удовлетворяет (1), где 

функции V и д выражаются через Ко и до посредством равенств :

К(х) = К0(г) + » У И(<) Л» $(*) = Ы*) ~ 0о(О <Л.

§2. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Пусть функции V и д в уравнении (1) удовлетворяют условиям (а) и (Ь).

(4)

Теорема 2. Уравнение (1) при условиях (а) и (Ъ), для любого 7 > 1 

обладает суммируемым решением / € )•

Доказательство : Рассмотрим функции

И(») = У(։) - ог" [ г—‘К(»)А, (’)

*е’7(<)Л. (6>

где V и д суть ядро и свободный член уравнения (1), а о - произвольное 

действительное число. Легко проверить, что для каждого а € Ш для функции 

Уо из (5) и д0 из (6) имеют место соотношения (4). Нетрудно показать гакже, 
что при надлежащем выборе а, функция 1о и՜* ($) удовлетвори 1 условиям (с). 

Действительно, в силу монотонности функции I , для любого о имеем

м*) > и*) >0, лгЕП?*.
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Кроме того, справедливы равенства :

7(°) Ц)(:)Л= / c-atV(i)dt. 
Jo

Так как 7(0) > 1 и 7(4-00) = 0, то существует такое значение а > 0, что 7(0) = 1. 

Покажем теперь, что при таком выборе о функция д0, определенная по (6), 

обладает свойствами (Ь). В самом деле, в равенстве (6) имеем д Е Ь। (Ш +) и

о / е охdx I еаид(и) du = / д(и) du < 00. 
Jo Jo Jo

Следовательно до Е ^(П^՜1՜). Далее, так как д удовлетворяет (Ь) и

гоо Г ОО Г ОС

а / хе~а^х / еаид(и) du = I ид(и) 4и + / д(и) du < оо, 
Уо Уо Уо

то получаем 1|9о(О1 < ос. Следовательно, функции ко и до, определяемые

равенствами (5) и (6) удовлетворяют условиям Теоремы 1. Таким образом, 

существует суммируемое решение / уравнения (2). В силу вышеизложенных 

рассуждений эта функция будет удовлетворять также и исходному уравнению 

(1). Теорема 2 доказана.

^3. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО

УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим теперь однородное уравнение

S(z)= [ V(t)S(x + t)dl, 
Jo

х е

где ядро V удовлетворяет условию (а).

Теорема 3. При условии (а) однородное уравнение (7) в /^(Ш՜*՜) 

обладает единственным (с точностью до постоянного множителя) 

решением вида 5(х) = е“°*, где а Е Ш+ и определяется однозначно

из уравнения

dl = (8)

Доказательство : Пусть 5 E Lj(IR*) - произвольное решение уравнения (7).

Так как ядро V удовлетворяет (а), то существует консервативное ядро ко,

удовлетворяющее (4) (с парамст рок։ <», удовлетворяющим (8)). Тогда из (7) имеем

ЭД = k'o(t) 4֊ о k'o(u) du S(x + l)dt, тЕП< + .
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Отделяя ин тетрады в правой части и меняя порядок интегрирования во втором 
интеграле, получаем

г00^х) = /0 И)(05(® +1) Л, геш + , (9)

где 5(г) = 5(г) - а 5(0 <11, г 6 № + . Пусть
/■х+А

Гл(х) = у 5(1) <11, ЬешЛ

Гак как 5 (Е Ь\(П<+) П С(Н1+) находим

Гк(х) —» 0, при х —• оо. (10)

Из (9) получаем

П(։)= [ l'o(<)F։(z + I) dl, 
Jo

x e m+. (ii)

В [8] показано, что консервативное уравнение (11) в классе функций (10) имеет на 

лишь тривиальное решение Гь(х) = 0. Так как это равенство выполняется 

при любом А Е Ш + , то

S(x) - а У S(l)dt = Q, гбШ + .

Тогда 5 будет дифференцируемой на IB+ функцией удовлетворяющей уравнению

֊ 4- aS — 0. Следовательно 5(г) = Се~ах. Теорема 3 доказана.

Автор выражает благодарность пр ессору Н. Б. Енгибаряну за полезные

обсуждения.
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