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В статье рассмотрена задача ’’грубой дифференцируемости*’ гаус­
совского случайного поля £(ф), Е №?. Доказано, что однородные 
гауссовские поля т.н. "класса Райса” грубо дифференцируемы только 
в случае, когда функция Райса является опорной функцией эллипса. В 
этом случае случайное пространственное направление П, нормальное 
к плоскости, касательной к в точке О, оказывается независимым 
от 4(0). Найден точный вид плотности распределения для П. Этот 
результат дает возможность вычисления интенсивности точечного 
процесса пересечений фиксированной горизонтальной прямой уровня 
х со случайной поверхностью £((?).

§1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассмотрена задача "грубой дифференцируемости” гауссовских случай­

ных полей определенных в П?՜. Прежде чем дать соответствующее определение

рассмотрим случайные процессы на №..

Пусть 4(<?) — случайный процесс на № Точку в № где мы изучаем дифференпи- 

руе.мость, отождествляем с началом координат и обозначаем через О. Для точки

Е Ш. с одномерной координатой и, пусть /д(у\х) есть условная плотность 

распределения случайной величины и-։(4(Ф) - г), при условии 4(0) = х.

Определение 1. Если для каждого у существует предел

u—»0
(1)

являющийся плотностью распределения по переменной у, то будем говорить, что 

4(Q) грубо дифференцируем в точке О на уровне х. Случайная величина 

lim u-1(4(Qi) — х), имеющая плотность распределения удовлетворяющую (1), 

будем называть грубой производной для 4(0 в точке О на уровне х.
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Для гауссовского случайного процесса £(ф) на 1В свойство грубой лифферснпи- 

руемоети можно легко доказать при следующем дополнитекьпом пред положен и и 

на корреляционную функцию :

£<(ОХ(О) = 1 - V и’ + о(и’), и —♦ О, (2)

где коэффициент А не зависит от и. Мы называем (2) условием Райса (см. [1]). 

Опираясь на описанный подход можно определить грубую дифференцируе­

мость случайного поля £(ф) в ША Для (1 = 2 имеем следующее определение. 

Через д(Ф) обозначим прямую направления ф, содержащую начало координат 

О Е 1Иг.

Б 1Л* мы будем использовать псевдополярные координаты = (ф, и) : азимут ф 

определяется вз условия ф Е д(Ф), а и — одномерная координата на д(Ф), которую 

естественно назвать ’’расстоянием со знаком” из О. Таким образом, ф Е (0, т) и 

и €(00,-00). ‘-֊1.-^ «тГдшп

Будем говорить, что п точек = (61,«;),..., (^п — (дп,Пп) сходятся к О 

гомотетично, если азимуты Ф1,...,0П остаются фиксированными для некото­

рых ненулевых постоянных кг,...,кп :

и։=*1и, иа = £2и, .... ип = кпь, (3)

и при этом 1’ —» 0.

Определение 2. Для уровня х Е (—ос,эо), азимута Ф Е (0, тг) и у Е (—оо. оо) 

обозначим через Н(т,ф,у) С 1Л2 х Ш прямую, проходящую через точку 

|О г), проекция которой на горизонтальную плоскость есть д(ф) и tg(yroл над 

горизонтом ) = у. Будем говорить, что случайное поле £((?), определенное в 

грубо дифференцируемо в начале координат О на уровне ®, если выполнены 

следующие три условия : “ т *

Существование Рп х : Для любого конечного множества азимутов ф\,...,фп, 

условная совместная плотность распределения случайных величин и71[^(<^1) — 

> ип'[£(Фп; “ ®], при условии = х, имеет предельное распределение 

вероятностей Рп>х, когда Qlt...,Qn гомотетично стремятся к точке О вдоль 

радиальных направлений фп.

Согласованность : Предел Рп х не зависит от выбора начальных точек <2։,..., 

Рп. соответствующих V = 1. н



Грубая дифференцируемость гауссовских случайных полей... 7

Существование касательной плоскости : Пусть £(ф:), ...,£(дп) — случайные 

величины, обладающие совместным распределением Рп<х. Для каждого п > 1 

прямые Н(х, Фп, 4(^„)), с вероятностью Рп ж = 1, принадлежат

одной и той же плоскости Т, последняя интерпретируется как случайная каса­

тельная плоскость.

Замечание. Если случайная плоскость Т существует, то она необходимо 

содержит точку (О, х), таким образом, только ориентация плоскости Т является 

случайной. Случайную ориентацию плоскости Т можно описать (случайным) 

пространственным направлением О. нормальным к Т. Из грубой дифференци­

руемости следует, что вероятностное распределение направления О не зависит 

от выбора азимутов ф\, ...,<$п. В частности, зная Рз х для всяких двух азимутов 

^з, можно вычислить плотность распределения направления О.

Определение 3. Случайное гауссовское поле £(<2), определенное в ПР, удов­

летворяет условию Райса для плоскости, если существует некоторая функция 

(функция Райса) Л(^) > 0. зависящая от азимута О Е (0, г) такая, что имеет 

место асимптотическая формула

£«О){(<?) = 1-Л’(«)и’ + о(|»’), (4)

причем У = (Ф,и) стремится к точке О вдоль прямой $(^).

Этот класс не пуст, так как он содержит однородные гауссовские поля с 

эллиптико-экспоненниальной ковариационной функцией (см. пример, при­

веденный ниже). В этой статье показано, что в классе Райса однородные 

гауссовские поля грубо не дифференцируемы, за исключением случая, когда Л(д) 

- опорная функция эллипса (эллиптическая Л(<2>)). В этом случае случайное 

пространственное направление О нс зависит от £(О), и для плотности рас­

пределения направления П найдена точная формула. Неожиданный результат 

касающийся эллиптичности функции Л(^), естественно приводит к задаче, сфор­

мулированной в конце статьи.

Мы определим случайную плоскость Т с помощью условия прохождения случаи- 

ной поверхности через ’вертикальное окно", т.е. интервал (х, х + </х), помещен­

ный на вертикальную ось с основанием О. Действительно, применение условия 

{£(0) = г) при вычислении Рпх состоит из двух последовательных операции . 

1) применение условия {£(0) Е (х,х + <^х)} и 2) вычисление предела при -1х — 0.
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Условие прохождения случайной поверхности через ’’горизонтальное окно” на 

уровне х также представляет интерес. Этому соответствует прохождение кри­

вой уровня через узкое окно dl, помещенное в горизонтальной плоскости на 

уровне I. Соответствующее событие запишем как {£(Q) hits di} Мы покажем, 

что плотность распределения лля Q, соответствующая условию {f(Q) hits d/), 

можно вычислить достаточно простым интегрированием. В однородном гаус­

совском случае, таким путем получается выражение для интенсивности точечно­

го процесса пересечений случайной поверхности с горизонтальной прямой проиэ- 

вольного уровня и направления.

§2. АНАЛИЗ

Пусть — гауссовский процесс в 1И2. Для простоты положим, что £(ф) 

однороден, и = 0, Уаг£(ф) = 1. Мы также предполагаем, что £(ф)

удовлетворяет условию Райса для плоскости.

Пример : эллиптико-экспоненциальные ковариационные функции. Из­

вестно, что функция ехр [—c2z2], где с 0 - постоянная, а г G Ш является 

ковариационной функцией гауссовского процесса на 1R Следовательно, по Тео­

реме Бохнера-Хинчина, ехр [— a2z‘ — b2y2] является корреляционной функцией 

однородного гауссовского процесса в IR2, заданного в декартовых координатах

М-

В координатах ф, и эта функция имеет вид р*(и) = ехр (—/»2(d)w2 ], причем

/г2(ф) = a2 sin2 ф + b2 cos2 ф. (5)

В общем случае эллиптическая функция Райса зависит также я от угла поворота 

* £ [0, х), т.е. :

А2(ф) = a2 sin2(<$ — а) + 62 соз2(ф - а). (6)

Отметим, что (б) является опорной функцией” эллипса [2],

Пусть точки , и1),..., (?п = (дп,ип) стремятся к О гомотетично.

Совместная плотность распределения случайных величин £(О), и?1 ^(^1)—

•••» ип 1 [((Фп) — £ (О)] есть многомерная нормальная плотность с ковариационной 

матрицей Сп. Ее запишем в терминах функций р,(ж) и :

a(M = W(Q.) И (Ui.ц>)=£?€((?,-)
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так что Pij(x, у) = pJ։(y, z) и для любого j / ։ имеем />,(*) = Pij(x-0). Обозначая

7 = Pin(ui, un), имеем

Pi 01) — 1
U1

Pn(un)֊ 1
Un

Pi Qi) - 1 
“i 

2 - 2pt(ut) 

“1

7 - Pi(ui) ~ Pn(un) + 1 
Ui“n

Pn(Un)֊ 1 \
Un

7 -Pi(ui)-Pn(un)-b 1
Ul Un

2 ~ 2pn(Un) 
Un '

Так как точки ф1,...,фп стремятся к О гомотетично, тр легко найти предел

матрицы Сп. Из условия Райса получаем

Рассмотрим предел

Г|гп Ри(ц.. Ц>) ~ А О) ֊ Р) («) + 1
UiUj

Обозначая через д,7 направление отрезка а через его длину, используя 

и, = kiV и и} = hjV, находим u2; = v2[fc2 4֊ к? + 2ktk} cos(di - 4,)]. Следовательнс

. .. + Л2(ф,)ц? + A2(^-)uJ
Ац = li m --------------- £------------------------------- -  —

v — 0 U,Uj
_ (-A2(Aj) + A2(^,7)coo(^t - 4,)

kik.

= 2cos(tf, ֊ ^j ) - T2- - T^ 
i. i,

(8)

Нетрудно проверить, что

sin(<p,j - d,) 
sin(d»; - p։)'

(9)

Обозначая матрицу ||Ли!| через Ап, предел матрицы Сп можно записать в виде

1 
оlimCn =

Согласно теории многомерных гауссовских распределений существование веро­

ятностного распределения Рп<к следует из существования предельной матрицы 

Ап. В нашем случае Рп>г = Рп не зависит от х. Прежде чем перейти к 

рассмотрению условия согласованности, докажем следующую лемму.
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Лемма 1. Для функций

А3(ф) = cos2 ф. А2(0) = sin7 ф и к2(ф) — cos0sin фу

числа A։J соответственно равны

2 cos 0t-cos ф^, 2sin0,sin0j и cos ф, sin Ф, + sin Ф, cos ф}.

Доказательство : Удобно переписать (9) в виде

Л„- = (-*’(*,) + *’(*.))£ + (֊*’(*«) + *’<*;)) £? + 2A’(^)cos(i, - ii). (10)

В первом случае имеем

-А2($,.) + А2(ф.) = (- cos2 фу 4- cos2 0,) = sin(0y - 0»)sin(0y 4- Ф,),

-A* (фу) 4- h2(<Pj) = (- cos2 Фу 4- cos2 Ф}) = sin(0i; - 0j)sin(?y 4֊ <Pj).

Подстав.՜ я я в (10), получаем

Ay = 2 [— cos2 фу sin Ф, sin(0;) 4- sin2 Фу cos ф< cos(0j)4-

4֊ cos(07 - о,) cos' фу ] = 2 cos Ф{ cos ф;.
(U)

Результат для А2(ф) = sin* ф можно получить из (11), подставляя - — ф вместо

ф. Получаем

Ау = 2 sin ф,֊ sin ф]. (12)

В третьем случае

-А'(фу) 4֊ А2(ф,) = cosdi sin ф, - cos фу sin фу = -[sin2ф^ - sin 2Ф1;

—А*(фу) ч- A2(0j) — cos sin0j — cos Фу sin ф,7 -[sin 20j - sin 2фу
2

Следовательно

Ay = 5'sin2d>, -sin20y]-;n--^----
2 sin(0y ֊ 0,)

4֊ 2 Sin 0y COS 0,j COS(0։ - 0j ).

1
4- -[sin20ji - sin20,j]

sin(0y - 0j) 
sin(0y - Ф})

Преобразуя выражения в квадратных скобках и проведя сокращения, получаем

Ay- = - cos(0։j 4- 0,)sin(0M - Ф}) - cos(0y 4- 0,) sin(0y - 0i)4-

1 4֊ 2 sin фу cos фу cos(0, — ф}) =

= [- cos фу QD&^i 4֊ sin фу sin 0,](sin 0,, cos 0, - cos Фу sin 0;]4-

4- [- cos фу cos0j 4֊ sin Фч sin 0ji][sin фу cos 0, — cos Фу sin 0,]4-

4֊ 2sin0y cos фу cos(0, — 0j).
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После раскрытия скобок члены содержащие произведение cosöijsin^։j сокра­

щаются поэтому предыдущее выражение принимает вид

.4|j = cos" ф,у cos <t>i sin <t>j 4՜ sin2 ф^у sin 0, cos ф} 4- cos2 фч sin Фi cos ф; 4-
. , . 03)

4- ein cos 4, sin ф}i = cos p, sin ф} -I- sin Ф1 cos фу.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если имеет место свойство Согласованности (см. введение), 

то функция Райса А2(ф) необходимо эллиптична :

_Л2(ф).=?.д2 соа2(ф — а) + b2 5ш2(ф — а). * (14)

Доказательство : Для гауссовского процесса £(ф), свойство Согласованности Г » р -у
имеет место тогда и только тогда, когда Д,7 не зависят от Ф,}. В (8) выберем

Ф, = 0 и фу = —. Имеем — — со1ф,у, и область возможных значений

функции ф,у язляется (х/2,1г). Условие, что Ач как функция Ф,у С ( —, я՜) является 
£

постоянной С։, запишется в виде

/i2(^)[cot ф 4- tan ф] - a2 cot ф - b2 tan Ф = С\, 
' . : I ■ ...

где а3 = Л"(0), Ь2 = и вместо фу мы использовали ф. Следовательно, на

интервале (г/2, х) необходимо имеем

,2, ., С1 4- a2 cot ф + Ь2 tan Ф „ . з з , . .2 • з ±
/г (ф) = ------------- :-------------------= С\ cos ф sin ф a cos ф + Ь sm Ф

cot Ф 4- tan ф
(15)

Выбирая ф л, ф; = — и действуя аналогично, получаем следующее

представление функции Л2(ф) на интервале (0, —) :

К2(ф) = Сз cos ф sin ф 4- a2 cos2 ф 4- A2 sin" ф, (16)

где Сз - некоторая константа.

Таким образом, для ф € (0, яг) функция А2(ф) необходимо имеет тригонометри­

ческую форму (15) — (16), зависящую от четырех параметров а, Ь, С։, Сз.

Используя линейность и Лемму 1, из (15) — (16) получаем

Л,у = 2а2 cos ф, cos ф} 4- 2b2 sin ф, sin ф; 4֊ С(ф|>)[созф, sin Ф? 4֊ sin Ф, соэф,].

Если фi и фу принадлежат внутренности интервала (0, —), то С(Ф,у) — G для 

е (т> и = Сз Для е (?. тал (Ф,, 0j)). Функция С(ф,у) является
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копстантой лишь при С\ = С? = С, т.е. когда Л2(0) = Ссоьф sin Ф 4֊ a2 cos2 ф +

62sin2 ф.

Эта квадратичная форма от переменных sin ф и cos0 должна быть неотрица­

тельной. Это приводит к представлению (14), где а и 6 суть константы, вообще 

говоря а £ Ь, причем о € (0, т). Представление (14) имеет вил опорной функпии 

эллипса с главными полуосями а՜1 и 6՜’, повернутого на угол о (см. [4]). Лемма 

2 полностью доказана.

Теорема 1. Однородное случайное гауссовское поле на плоскости К2, 

удовлетворяющее плоскому условию Райса грубо дифференцируемо 

тогда и только тогда, когда функция Л(0) в выражении (5) имеет 

эллиптический вид (14).

Доказательство : Необходимость была доказана в Лемме 2. Из Леммы 1 

следует, что эллиптическая форма функции к(ф) влечет свойство Согласо­

ванности. Остается доказать, что из эллиптичности функции Л(ф) следует 

существование касательной плоскости. Рассмотрим Аз (см. (8)). Не умаляя 

общности предположим, что а = 0. Используя Лемму 1 и представление (14), 

получаем (здесь используем обозначения у,- = sin и Д = cos0,, i = 1,2,3)

a27i + 
а2 7172 + b2Si& 
а2 717з + Ь2#։3з

а27172 + Ь2Д£2 
а2732 + Ь2& 

а27։7з +

а2 717з + 62ДАз\ 
а27з7з + &2Л£з

а2732 +^32 /

Убедимся, что def Аз = 0. Для этого представим detA3 в виде суммы 8

детерминантов, содержащих только столбцы из cos и sin. Например, детерминант

содержащий только столбцы sin, sin, cos имеет вид

del
a sin a1 sin ф\ sin ф7

a2 sin 0i sin 02 a2sin202 
a2 sin 0i sin 0з a2 sin 02 sin 03

b2 COS 01 COS 03

b2 COS 02 COS 03

b2 CO62 03

— a2 sin 0i a2 sin Ф7 b' cos 03 del
sin0j cos 01
sin 02 COS 02
sin 03 COS 03

(17)

1 ак как этот результат вытекает из комбинаторной структуры, которая остается 

в силе для матриц Ап для всех порядков п > 2, то приходим к следующему 

заключению :

delАп = 0 для всех п > 2. (18)
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Гак как del Аз = 0, то одна из строчек (скажем третья) является линейной 

комбинацией двух других. Получаем следующие уравнения :

Л[а2 sin2 ф\. + b2 cos2 0j 4- В'a2 sin 0i sin 02 4- b2 cos Ф\ cos 0j] = 

= a2 sin ф\ sin 03 4- 62 cos 0! cos 03,

A[o2 sin 0 1 sin Ф2 + 6 2 cos d>\ cos 02) 4- 5[a2 sin2 02 4- b2 cos2 03] = 

= a2 sin Ф2 sin 03 + 62 cos Ф2 cos 03.

Эти уравнения легко решаются. Каждую из величин А и В можно найти в виде 

отношения квадратических форм от величин а2 и Ь2 :

А = [(a2 sin Ф2 sin ф3 4- b2 соз02 соз0з)(а2 sin ф։ sin ф? 4- b2 cosdj СО6Ф2)— 

— (a2 sin фх sin ф3 4- Ь2 cos Ф\ cos Ф3)(а2 sin2 ф2 4- b2 cos2 Ф2)} • {(a2 sin 0; sin Ф2-1֊ 

4- b2 cos Ф1 созфг)2 — (a2 sin2 0i 4- 62 cos2 0i)(a2 sin2 ф3 4- Ь2 cos2 03))՜1, 

В = [(a2 sin фу sin ф3 4- b2 cos Ф] cos ф3)(а2 sin 0j sin Ф2 — b2 cos <pj сояфг)—

- (a2 sin Ф2 sin 03 4- b2 cos ф? cos Фз)(а2 sin2 0i 4- b2 cos2 0։)] • [(a' sin 0-, sin 03-

4- b2 cos Ф1 cos Ф2)* — (a2 sin2 ф\ 4- b2 cos2 0i)(a2 sin2 Ф2 4- b2 cos2 03)]՜’.

Нетрудно проверить, что отсутствуют слагаемые, пропорциональные а’ и 6 ', что 

приводит к сокращению множителей а2Ь2. Поэтому из предыдущего выражения

получаем

>1(0; 01,0г) =
соз(ф — 01) - соз(ф — 02) COs(03 - Ф1)

sin2(02 - 01)

В(ф՛, 01, Ф2) =
cos(<? - 02 ) ֊ cos(0 — 01) COfi(03 - 0|)

sin (02 — 01)

(19)

(20)

Рассмотрим цилиндрическую поверхность 5, ось которой перпендикулярна плос­

кости Ш2 и пересечение которой с последней плоскостью (экватор) есть окруж­

ность радиуса 1 с центром в точке О. Рассмотрим стандартные цилиндрические 

координаты 0, у на поверхности 5. Как обычно Ф Е (0,2՜) определяет 

образующую, а у является одномерной координатой на образующей (эквива­

лентно, расстояние со знаком от экватора). В цилиндрических координатах 

0, у кривая пересечения поверхности $ с плоскостью, проходящей через О и с 

направлением нормали о/ = (5, и) имеет уравнение

у(ф) — tan и sin(0 — 0). (2J

Как юсЫЧНО, Ш = (0,1/), где V есть угол между и и вертикальным направлением,

а 0 - азимут направления ил
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Кривые на поверхности 5, принадлежащие этому классу мы будем называть

плоскими. Отметим, что

у(ф) = А{ф\ф\, 02) У) 4- В(Ф՛, ф\, Ф2) у?, (22)

где А и В определяются как и в (19) и (20), является уравнением плоской 

кривой на 5. которая содержит точки (01,1/1) и (0а,уа). (Доказательство : 

(22) можно преобразовать в (21) с параметрами и 5, а затем использовать 

А(<р։;01,0з) = 1, В(Ф1,ф\,ф2) = 0, А(02; 01,0а) = 0, В(0э;01|02) = 1) Отсюда 

следует, что случайные точки (01,1(01)), (Фа,^(^з)), (ФзА(Фз)) с вероятностью 

1 принадлежат некоторой плоской кривой на поверхности 8. Эквивалентно, 

с вероятностью Р3 = 1, прямые Я(г, фх, <(01)), Я(х, Ф2, *(Фэ)), Я(л,0зА(Фз)) 

принадлежат единственной плоскости. Последняя плоскость совпадает со слу­

чайной касательной плоскостью Т, описанной во Введении. Доказательство 

завершено.

Ниже через ш будем обозначать нормальное направление плоскости, содержащей 

прямые Я(л, 01, <(00) и Я(х, 02, <(02)). Имеет место (см. [3])

<1у\ ^У2 =
51п(02 - 0)) 

соя3 I/
(23)

где а— = яш ^и(10 - телесный угол.

Совместное распределение <(01) и 1(02) является нормальным с ковариационной 

матрицей А2 (см. (8)). Используем Лемму 1, не умаляя общности предполагая, 

что (14) выполняется для а = 0. Отсюда следует, что

А2 =
а2 вт2 0] 4- Ь2 сое2 01

3“ Б1П 01 Э1П Ф2 4֊ Ь2 СОЗ 01 СОБ 02
а2 б։п 01 Б1П 02 4- Ь2 сов 01 сов 02

а2 Б1п2 02 4- 62 сов2 02

Следовательно, О = </е1А2 = а262 вт2(01 - 02) 0, и матрица, обратная к А2

имеет вид

-1
2 = Р՜1 а2 51П2 0! 4- Ь2 СОВ2 01

Б1П 01 б!п 02 4- 62 СОВ 01 СОБ 02
а2 81П 01 В1П 02 4֊ Ь2 СОВ 01 СОВ 02 

а2 бш2 02 4- Ь2 сов2 02

Отсюда находим совместную плотность распределения <(01) и 1(02) :

ХыДУьМ) = (З*^)՜1 • ехр а Ь---- — . [(а2вш2 0։ 4- Ь2 сов2 01)у?4-
(. 2 В1П*(0! •— 02)

4- (а‘ 51П2 ф2 4- Ь2 сов2 02) у2 — 2у{ у2(а2 31П 0։ эш 02 4- Ь2 сов 01 сов 02)] } .
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Из (23; получаем, что плотность распределения ориентации случайной 

плоскости, проходящей через £(41) и £(ф2), имеет вид

*(") =
ain(<^2 - ф{) t 

cos3^

Согласно Замечанию во Введении, выбираем фу = 0 и ф7 = х/2. Используя (21),

получаем
Ф 1֊ X(w) = (2та£>)՜1 cos՜3 и ■ exp 63!/? + о2Уз 1

2a2 b2 J

(2xa6) ‘ cos՜3 и • exp 2 62 sin2 0 4- a2 cos5 9
— t g1 v-------------——---------6 2a262 (24)

Теорема 2. Если однородное гаусовское случайное поле £(ф) грубо

дифферен It* руемо, то £(0) и случайное направление Q. нормальное к

касательной плоскости Т d {(О), независимы. Случайная ориентация Q

имеет плотность распределения Х(и)(к^. задаваемую формулой (24).

Результат (24) может быть использован для вычисления плотности распреде­

ления У(0) случайного азимута направления нормального к Т. Эта случайная

ориентация не зависит от уровня х и вычисляется интегрированием Х(-/) зш

Для каждого с > О

/”г/2 _ 1
' cos 3 и exp{-ctg2։/} sin и di/ = —.
о 2е

Следовательно, искомая плотность распределения имеет вид

'' 62 sin2 0 4- a2 cos2 0
(25)

где угол 0 измеряется от направления полуоси а.

Приведем проверку равенства /У(0)с/9 = 1. По хорошо известной теореме

об опорных функциях выпуклых фигур, примененной к эллипсам, заключаем.

что г = (b2 sin2 0 + a2cos20)՜^2 является эллипсом, записанным в полярных

координатах , с главными полуосями а 1 и Ъ՜՝. Так как - г2<19 есть элемент

плошади, то плошадь этого эллипса равна гге-1Ь *, откуда

(i2 sin2 0 4-a2 cos2 0)՜1 d9 = 2та՜ ‘ А՜1.

Проверка завершена.

Из результата (24) можно получить условную пло гность распределения направ­

ления нормали к случайной гауссовской поверхности в точке при условии
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£(0) = z, в смысле горизонтального окна (см. заключительное замечание из

Введения). Рассмотрим кривую уровня поля £(Q), соответствующую уровню 

х. Эта кривая представляет собой пересечение поля {((?) с горизонтальней

плоскостью, отстоящей на х от О. Ref ятность события, что эта кривая

уровня пересекает горизонтальный прямолинейный отрезок с// в этой плоскости, 

выходящий из точки (О, г). и образует с с!1 угол, лежащий в интервале (а, а + ^а), 

можно вычислить, используя якобиан

cos I/ dx <Li = (sin x/)2 sin a da dl di/, (26)

где как и выше, dx - интервал на вертикальной оси. Эта формула хорошо 

известна в интегральной геометрии : обе стороны суть элементы инвариантной 

относительно евклидовых движений меры в пространстве плоскостей, см. [3]. 

Обозначим через A'i(u>)da du плотность распределения случайной ориентации 

касательной плоскости в точке £(О) = х, что соответствует условию в смысле 

горизонтального окна dl.

Разделив (26) на cos и и помножив на А’(ы), получим вероятность события 

{^(О) € dx и Q Е (Li}. Последняя вероятность асимптотически эквивалентна 

вероятности события {£(Q) hits dl} Q{Q € dw}. Отсюда вытекает следующая

Теорема 3. Если однородное гауссовское случайное поле £(<2) грубо 

дифференцируемо, то независимо от уровня х

Xj(w) = А 1 sinq (cos i/)՜ '(sin u)2X(u;),

где X(w) задается согласно (24), и

А sin a (cos р) l(sin u)2,Y(w) da du.

(27)

(28)

Интенсивность точечного процесса пересечений поверхности (кривой 

уровня) поля ((ф) с горизонтальной тестовой прямой на уровне х равна 

А б7(г), где С7(х) есть гауссовская плотность распределения случайной 

величины £((?).

Задача. Из результата I еоремы I возникает следующий вопрос : Существуют 

ли однородные гауссовские поля на плоскости Ш‘, удовлетворяющие плоскому

условию Райса с неэллиптической Л(^) ? Если такие поля и существуют, то

они гру ае дифференпируемы.
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ABSTRACT. The paper poses the problem of "rough differentiability-1 
of a Gaussian random field {(Q), Q 6 Ш3. The main finding is that within 
the ”R.ice class’’, translation invariant Gaussian fields are in fact never 
roughly differentiable, except for the case where the Rice function is the 
support function of an ellipse. In this case, the random spatial direction 
Q normal to the plane tangent to £(Q) at a given point О turns out to 
be independent of £(0). The probability density for Q is written down 
explicitly. This result opens the way for calculation of the intensity of the 
point process of intersections of a given horizontal line on the level z with 
the random surface £(Q).
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗА ДЛЯ 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

М. С. Гиновян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34. № 1. 1999

Пусть А’(<), < = 0, ±1,... — стационарная в широком смысле случайная 
последовательность со спектральной плотностью /(А), А Е (—тг, тг]. 
Пусть - среднеквадратическая ошибка прогноза величины Х(0) 
линейными формами по переменным Х(-Т), 1), и а2 = (т2ж. В
работе изучается скорость убывания к нулю величины 6т = ат ~ 
при ' — х в зависимости от свойств спектральной плотности /(А). 
Доказано, что для 0<у<1/2иТ — ос оценки = 0(Т՜7) или 6Т - 
с(7 имеют место для достаточно широких классов спектральных 
плотностей при некоторых ограничениях на типы их нулей. Статья 
содержит также результаты, характеризующие асимптотическое по­
ведение теплицепых определителей £)п(/) порожденных функцией /(А).

$1. Введение

Пусть Х(4), I Е 22 — {0,±1,...} — стационарная в широком смысле случайная 

последовательность со спектральной плотностью (с.п.) /(А), удовлетворяющей 
условиям

О < /(А) Е Ь1[֊7г, г], /(А + 2тг) = /(А),

1о£ /(А)</А (О

Обозначим через срелнеквадратическую ошибку линейного прогноза случай­

ной величины А(0) по случайным величинам А'(-Т),..., Х(-1) :

где ||Х||2 = Е|Х|2. Пусть а2 2
= сгж — ошибка линейного прогноза по всему

прошлому. Известно (см., например, [13], [17]), что из условия (1) следует

2 = ехр (2)
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Полагая

йт = сг| - <т2, (3)

имеем 6т > 0 и 67 —• 0 при Т —• оо. В статье исследуется скорость убывания к 

нулю величины бу при Т —• оо, зависящей от свойств с. п. /(А).

Задача об опенке <$т для различных классов спектральных плотностей рассмат­

ривалась многими авторами. Статьи Г. Бакстера [2], Я. Геронимуса [7], У. 

Гренандера и Г. Сеге [13], У. Гренандера и М. Розенблатта [14] и другие содержат 

достаточные условия в терминах с. п. /(А) для выполнения соотношения

6т = О(Т-1), 7>0, Г—оо. ‘ (4)

Необходимое и достаточное условие для (4) в случае 7 = 2(г 4- а), г Е ВЧ'О = 

ЕЧ и {0}, 0 < а < 1, г + а > 1/2 получено И. А. Ибрагимовым в [17] : с. 

п. /(А) должна почти всюду совпадать с непрерывной положительной 

функцией, принадлежащей классу Никольского //2(7) (определение //2(7) 

дано в §2).

Из теоремы Ибрагимова следует что для "больших” значений 7 (7 > 1), с. 

п. /(А) необходимо отделена от нуля. С другой стороны, в той же работе [17] 

показано также, что если /(А) имеет нули или неограничена, то 6т убывает к 

нулю медленнее (по порядку), чем для любого £ > 0. В работе 21] (см.

также [11]) при тех же условиях был доказан более сильный результат 6т — Т՜1. 

где ат ~ 6т означает, что ат/6т асимптотически (при Т —* ос) отделена от 0 и 

ос. Представляет интерес описать классы спек тральных плоскостей, для которых 

опенка (4) выполняется для 0 < 7 < 1/2.

Статьи Г. Бакстера [2], И. Хиршмана [15] и Б. Голинского [11] содержат 

достаточные условия в терминах с. п. /(А) для выполнения соотношения

6т = о(Т-1), 7>0. Т —• оо. (5)

Отметим, что во всех этих работах предполагается, что с. п. /(А) отделена и
_ ____ я* 

от нуля и от бесконечности. Для специального класса спектральных плотностей.

обладающих нулями типа Маккемхаупта, оценка (о) доказана в статье 8,.

В настоящей работе мы доказываем, что для 0 < 7 < 1/2 оценки (1) и (5) имеют 
место для достаточно широких классов спектральных плотностей, обладающих 

нулями типа Маккенхаупта или полиномиальными нулями. Некоторые резуль­

таты этой статьи были анонсированы в [10].
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Статья имеет следующую структуру : в §2 исследуется асимптотическое пове­

дение ошибки прогноза, в §3 изучается асимп тотическое поведение тсплицевых 

определителей, порожденных спектральной плотностью, в §4 приводятся доказа­

тельства результатов, сформулированных в §2.

§2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗА

Начнем с некоторых обозначений и определений. Положим

Бое = Бэс([֊*,*]) = {*• : 1М|оо = е855ирДб[_1ГЛ]К(А)| < оо}.

Для функции х^'(А) Е ее Ьр-модуль непрерывности определяется равенством

5) = вир ||^(. + *) - 0(•)!1Р, > 0.
ПК*

Обозначим через Пр(а;р), \^гр(7) и Нр(7) Ьр-класс Липшица, классы Соболева

и Никольского, соответственно. Напомним их определения (см., например, [24]) :

Определение 1. 1) Функция ^(А) Е Ьр принадлежит классу 11р(а;р) для 

0<о<1ир>1, если £) = о(6°) при 6 —• 0.

2) Функция т/;(А) € принадлежит классу \¥р(7) для 7>0и1<р<ос, 

если 0(А)с/А = 0 и й>(А) имеет производную порядка 7 в смысле Вейля такую, 

что 0^(А) Е Бр.

3) Пусть 0< о < 1, г еМ0, 7 = г + о и 1 < р < ос, где Г4С - множество 

неотрицательных целых чисел. Функция <у(А) Е Ър принадлежит классу Нр(7), 

если ^’(А) имеет г-ую производную ^Г\А) Е Ьр и

||«(г>(-+ Л) - < С|ЛГ,

где С - положительная постоянная.

Определение 2. Будем говорить, что 2тг-периодическая неотрицательная функ­

ция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (или имеет нули типа Макен- 

хаупта), если (см. [16]) :

8ирГ7р / [ 77пах<ос> (6)

1 де супремум берется по всем интервалам 3 С [—1Т,1г] и |7[- длина интервала 7. 

Наконеп, класс 25г-периодичесхих неотрицательных функций, удовлетворяющих 

условию Маккенхаупта (6), будем обозначать через Л2.

В §4 мы докажем следующие теоремы.
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Теорема 1. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условиям 

a) /(A) € Л2 ;
b) log/(А) 6 Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2.

Тогда 6т = 0(Т~2а) при Т —* ос.

Теорема 2. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условиям 

а) /(А) € Л2 ;
b) log/(A) е Кр(о,2), 0 < а < 1/2.

Тогда 6т — о(Т~2а) при Т —* оо.

Теорема 3. Предположим, что с.п. /(А) удовлетворяет условию log/(А) Е

Wp(l/p), р > 2. Тогда 6т = 0(Т 2/₽) при Г — оо.

Теорема 4 относится к случаю

ДА) = (П
где <Эт(2) — многочлен степени тп и /1(А) Е Д2.

Теорема 4. Предположим, что с.п. /(А) имеет вид (7), где фт(г), 

(|С?т(0)| =1) — многочлен степени т с корнями на единичной окруж­

ности |т| = 1. Тогда имеют место следующие утверждения :

а) Если Л(А) Е са/А2 и ^Л(А) Е Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2. то

6т=О(Т~3а) при Г—оо; (8}

Ь) Если /»(А) Е А-1 и 1о£ Л(А) Е Нр(а, 2), б < сг < 1/2, то

6т — о(Т~2а) при Т —» ос. (9)

с) Если Л(А) Е А¥я(1/р), р > 2, то

6т = 0(Т-3/»>) при Т —♦ оо. (10)

§3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ТЕПЛИЦЕВЫХ

ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ
Пусть /(А) - весовая функция, т.е. /(А) - неотрицательная 2т-период и четкая 

функция класса Ь] = Ь1[-г,чг]. Обозначим через £М/) соответствующий 

теплипев определитель :

= det ||c*_j||44=5^r, n — 0,1, .... (И)
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где
к = 0, ±1,...

суть коэффициенты Фурье функции /(А).

В этом параграфе мы изучаем асимптотическое поведение Dn(f) при п —» оо. В 

1920 Г. Сеге доказал свою ’’слабую” теорему (см. [13], р. 89), утверждающую, 

что из условии log / Е Lj следует

где

lim = G(f),Л—»ОО (12)

С(/)= ехр (13)

- геометрическое среднее функции /(А). Заметим, что соотношение (12) можно

записать в виде

log Dn (/) - f log /(A) dX = o(n)
Zb

при П — ОС. (14)

В 1952 г. Сеге уточнил этот результат (см. [13], стр. 101) доказав, что для 

строго положительных функций /(А), производные /' которых удовлетворяют

условию Липшица с произвольным показателем а (0 < а < 1), имеет место

асимптотическое соотношение (при п —* оо)

log£>n(/) - —/ log/(A)dA = + о(1),
Z ТГ J —т * < = 1

(15)

где

log/(А)</А,

суть коэффициенты Фурье функции /(А).

Асимптотическое соотношение (15) рассматривали А. Девинати [5], И. Хиршман 

[15], Я. Л. Геронимус [7], И. А. Ибрагимов [18] и другие. Целью их исследований 

было доказательство (15) при менее ограничительных условиях чем условия Г. 

Сеге В частности, И. А. Ибрагимов доказал следующую теорему (см. [18], [20]).

Теорема 5 (И. А. Ибрагимов). Пусть /(A) £ Lj-x, тг] и log/(A) £ L։[-ir, г].

Тогда асимптотическое соотношение (15) имеет место, если

< ос. 
i=0

(16)
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Отмстим (см. [24]), что условие (16) эквивалентно следующему :

log ДА) 6 W2(l/2). (17)

Из теоремы Ибрагимова и формулы (15) получаем, что каждое из условий (16) 

и (17) достаточно для

lim 

и — ОС
log £>«(/)- 2тг

Замечание 1. Из результатов И. А. Ибрагимова [19] вытекает, что весовая 

функция /(А), удовлетворяющая (16) (следовательно и (17))', необходимо удов­

летворяет (6).

В этом параграфе для заданного а (0 < а < 1) мы опишем классы функций, 

для которых в “слабой" теореме Г. Сеге остаточный член (при п —• оо) имеет 

порядок О(пв) или о(п°) , т.е.

logDn(Z) ֊ при п —• ос.

Теорема 6. Предположим, что весовая функция /(А) удовлетворяет 

условиям а) и Ь) Теоремы 1. Тогда при п —• оо

1о։ Д,(/) ֊ Г 1ов/(Л)<М = (18)
7-г

Теорема 7. Предположим, что весовая функция /(А) удовлетворяет

условиям а) и Ъ) Теоремы 1. Тогда при п —♦ ос

logD„(/)- (19)

Теорема 8. Предположим, что весовая функция /(А) такова, что 

l°g/(A) € Wp(l/p), р > 2. Тогда при п —» оо

logD„(/) - Г log/(A)dA = 0(n։-’")- (2°)

Теперь рассмотрим весовые функции /(А) вила (7). В нижеследуюшей теореме 

полагаем
Пп (f.h) = log D„ (/) ֊ У log Л(A) <М. (21) 
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Теорема 9. Если весовая функция /(А) имеет вид (7), где Qm(j), 

( Qm(0)| = 1) есть многочлен степени т с корнями на единичной 

окружности |х| = 1, то имеют место следующие утверждения :

а) Если Л(А) Е -4з и logh(A) € Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2, то

Hn(f, h) — 0(п1՜2**) при n —* оо. (22)

b) Если /»(А) ЕЛз и logA(A) € lip(o,2), 0 < а < 1/2, то

Яп(/, А) = o(n1-2°) при п —* ос. (23)

с) Если h(A) Е Wp(l/p), р > 2, то

К) = 0(п -2/’’) при п —• оо. (24)

Для доказательства Теорем 6-9 нам понадобятся некоторые вспомогательные 

результаты. Пусть И2* обозначает класс Харди в единичном круге, те., 7^2* - 

множество аналитических функций ^?(г) внутри единичного круга {х : |г1 < 1}, 

удовлетворяющих условию

sup

Заметим (см., например, [20], стр. 52-53), что класс ?/2+ можно отождествить 

с замкнутым подпространством пространства Ь2(—г, 1г]. Это подпространство, 

которое мы также будем обозначать через 7/2+, состоит из функций ;р(е,А) С 

Ь2(-1Г, г], для которых

e,kA dX = 0, * = 1,2........

Хорошо известно (см., например. [20], стр. 54), что условие log/ 6 L։(—г, ж] 

необходимо и достаточно для представления

/(А) — |р(/, в,А)|2 для почти всех А 6 [-т, ж), (25)

где $(/, г) — внешняя функция из класса Харди ?^2+. В частности можно взять 

функцию Сеге (см. [6], стр. 210) :

5(^) = 9(/,-г) = * * 1о8/(А)<Уа\ , я = е,А. (26)

Заметим, что функция д(г) отлична от нуля в единичном круге {г : г| < 1}, 

причем значение д(0) вещественно и положительно.
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Лемма 1. Имеют место следующие утверждения :

1) Если log/(A) 6 Нр(а), р > 2, О < а < 1, то

2
inf Q€Tn ;֊• при п —• ОС.= О(п֊’») 

2

2) Если log/(A) G lip(or, 2), 0 < or < 1, то

inf Q€T.

2
= о(тГ2а) при

2
п —• ОО, (2S)

где Тп — множество тригонометрических многочленов степени не 

выше п и д(г) = у(/;։) — функция Сеге, определенная формулой (26). 

Доказательство : Докажем утверждение 1). Известно (см. [24], Теорема 4), что 

если 21Г-периодическая функция /(А) принадлежит классу Нр(а), 2 < р < оо, то 

при г» — оо ее коэффициенты Фурье Д необходимо удовлетворяют условию

|*|>п

Следовательно, для р > 2 из предположения log /(A) € Нр(о) следует

СО

£ ы*

fc = n + 1

= 0(п֊”) при п — ОО, (2S)

где dk суть коэффициенты Фурье функции log /(А). Обозначим через Ejfh.h) 
наилучшее приближение функции А(А) Е Lj тригонометрическими многочленами 

степени не выше k. Учитывая равенство (см., например, [7])

ЭС

E$(n;log/) = 2 £ |d*|’.
к = л +• 1

из (29) получаем
Е^п;^/) = О(п"2®) при п —* ос. (30)

Из (30), используя неравенство (см. [26], стр. 344)

1 2
*г(1ов /; 1 /п) < С - £ Е:(*; 1о։ /).

п >=1

где и,'2(1о£1/п) — модуль непрерывности функции 1о£/(А) в пространс: ве Ь}, 

получаем
1/п) = О(п-2а) при п — оо.
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Принимая во внимание, что модули коэффициентов Фурье функций log/ и log/ 

попарно совпадают (log / обозначает функцию, гармонически сопряженную с 

функцией log/), получаем

wa(log/; 1/n) = w2(log/, 1/п).

Поэтому из (31) и (32) имеем

u/2(log/1 1/п) = О(п 2о) при п —» оо.

(32)

(33)

Далее, из (25) имеем д = exp{|(log/ — «log/)}. Следовательно

(34)

Из соотношений |eu - 1| < iu|e|u* и |^-։| = 1 получаем

ехр {-»log/(А)}

ехр log/(A + «)֊log/(A)

Следовательно, из (34) имеем

(35)

Используя (32), (33), (35) и неравенство (см. 26], стр. 338) £2(n;log/) <
Cuf2(lcgf: 1/п), получаем

при л —» оо.

Утверждение 1) доказано. Утверждение 2) можно доказать аналогичным обра­

зом, используя характеризационную теорему класса Ир(а,2) (см. [1], стр. 222), 

согласно которой условие ^/(А) £ Пр(о,2) эквивалентно следующему :

Е ид’ k=n+l
= о(г»-3в) при п —» ОС,

где d* коэффициенты Фурье функции log /(А). Лемма 1 доказана.

Напомним понятие ортогональных многочленов на единичной окружности, свя­

занных с весовой функцией (см. [6], [13]). Каждой неотрицательной 2г-перио- 

дической функции /(А) £ L|(— тг, г] соответствует система многочленов ^։n(z) — 

л = 0,1,..., которые ортогональны на единичной окружности |^| = 1 
относительно веса /(А) и однозначно определяются следующими условиями :
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(։) — кп(/)гп + ••• + /п(/) — многочлен степени п, в котором
коэффициент кп = кп(/) вещественен и положителен ;

(и) для произвольных неотрицательных целых кпд

У’(»)/(*)</а = 4։/ = Р’ для к = А
г — е .

для к ± ],

Отметим, что каждый многочлен ^п(т) явно выражается через коэффициенты 

Фурье функции /(А) (см. [13], стр. 54). Более того, коэффициент кп(/) при г” 

многочлена ^г.(г) выражается через теплицев определитель Оп(/)։ порожденный 

функцией /(А). Имеет место следующее равенство (см. [13], стр. 54) :

2 { Г\ — _ V I /Л\|2"(/)՜ ©.(/) _£Л‘ ° ’ п = 1,2....... (36)

Доказательство следующей леммы можно найти в [13], стр. 70 — 73.

Лемма 2. Пусть /(А) - неотрицательная. 2тг-периодическая функция из

Ь1[—т, т], и пусть 1ой/(А) 6 Ь|[-?г, 1г]. Тогда

п1™ МЛ = [с(/)1-л =

£^(г) = =2=.^, н

(37)

(38)

где д(/, я) и <7(/) — функция Сеге и геометрическое среднее функции 

/(А), определенные по (13) и (26) соответственно.

Лемма 3. Пусть — система ортогональных многочленов

относительно весовой функции /(А). Имеем
1) Если/(А) 6 Л2 и 1ов/(А) е НДо), р> 2, 0 < а < 1, то

□о
УУ |^(0)|2 = О(п՜2“) при п — ОО. (39)

4=п+1

2) Если/(А) е Л2 И 1од/(А) е Нр(а,2). 0 < а < 1, ТО

Е |^(о)12 
*=п + 1

при п — ОС. (40)

Для доказательства Леммы 3 мы нуждаемся в понятии минимально՛ угла 

между подпространствами гильбертова пространства.
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Определение 3. Минимальный угол и(Н{, Н?) £ [0,*/2] между подпространст­

вами Я1 и И2 гильбертова пространства Н определяется равенством

/7Г 1Г \ И^Ьсо8и(Н;, Н?) = &ир 7,
1Н€/Л.^ен» 1Ы1 ' И

где (•, -) и || • || ֊ скалярное произведение и норма в пространстве И соответст­

венно.

Обозначим через Ь2(/) весовое пространство 

Г / \ 1/2 1
ь>(/) = | *(А): 11*11/ = (/ |*(А)|’/(А) М) <°4-

Пусть //*(/), —оо < а < Ь < оо — подпространство пространства Ьа(У), 

порожденное функциями {е‘Л‘, а < I < 6}, т.е. Я*(/) = $р {е,А< : а < I < 6}у, где 

5р{ }/ обозначает замыкание в Ь2(/) линейной оболочки функций, находящихся 

в скобках. Следующий важный результат можно найти в [23], стр. 254.

Лемма 4. Следующие утверждения эквивалентны :

а) Весовая функция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (6) ;

Ь) Минимальный угол и/((/)) между подпространствами 

//2ЭО(/) и Я^/) в пространстве Ь2(/) положителен, т.е.

р1(/) = со։и/(№ос(/).НГ(/))< I- (41)

Доказательство Леммы 3 : Докажем утверждение 1). Пусть = 51(1//; я) 

— функция Сеге, соответствующая 1//(А). Из утверждения 1) Леммы 1 имеем

при п —* оо, (42)

где С^п — многочлен наилучгнего приближения функции 51(А)51 '(А) в метрике 

пространства Ь2. Запишем функцию д՝С}п в виде Ап 4֊ Вп, где Вп — многочлен

по неположительным степеням функции е'А, Вп € и Л* 6 В силу

(25) имеем

2

9г
= II»! - В„) - Л„ II? > 11(51 - В„)Н/ + ИА. II’ - 2|(»■ - Вп. Л„)/1- (43) 

2

Используя определение минимального угла, получаем

2|(?> - Вп.Лп)/, < 2р1(/)||(в1 ֊ еп)П?1И„Н? < Р:(/) (||(«։ - в.)!!’ + IIA.II?) • 
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I ак как функция /(А) удовлетворяет условию Маккенхаупта (6), то из Леммы 4 

имеем Р1(/) < 1. Следовательно, в силу (43)

и, 2
7 ֊<?» >(։֊/»(/))!!»!

2
Таким образом

inf ||$i ֊ Pt||? < (44)
1

где Тп — множество тригонометрических многочленов Р^ степени к < п. Из (38)

следует, что коэффициенты Фурье функции Д1(А) по ортонормальной системе

{<£„(*)} суть ^(0)(gi(0)) 1. Поэтому

inf По. - М = £ k>,(o)|’ln(O)l՜’- fc С * п а ии=п+1
(45)

Из (44) и (45) получаем

£ 1^(0)12 |»։(0)|։ л"т. "* Л||’֊(1-Р1(/))|г(0)|’ 
* =п +1

Наконец, из (42) и (46) имеем
ОО
57 1^*(0)|2 = О(п“2а) при п —> ОО.

91
• (46)

Тем самым утверждение 1) доказано. Утверждение 2) доказывается аналогич­

ным образом, оно следует из утверждения 2) Леммы 1 и (46). Лемма 3 доказана. 

Доказательство следующей леммы можно найти в [3], стр. 50.

Лемма 5. Для последовательности неотрицательных чисел а* и О .5>

О соотношение п
Л11 при п -* эс

*=1 
имеет место тогда и только тогда, когда

при

Доказательство Теоремы 6 : Пусть {^(г)}Г=0 ֊ система ортогональных 

многочленов, соответствующая весовой функции /(А). Принимая во внимание,

что О0(/) = |^(0)1՜2 (см- I13)» СТР- 54), из (зб) получим

logD„(/) = log П = - f>։L ■Iog ’’o(0)|; =

»=> ..0 (47)

= -£։<>։£ l*>»(0)|’. 
i=0 m=0
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Из (37) и (ЗЯ) ։
g(/) = (£>*(o)l’] ■ <48>

\*=0 /
Следовательно 

эс П 30
(n+ l)logG(/) = -(n + l)log£|^(0)|’ = - £ log£>,(0)|’. (49)

r=0 JbssO *=0

Из (47) и (49) получаем 

ni n ос
'.□g D,(/) - (n + 1 ) log<7(/) = - £ log £ |v>.(0)|’ + log£>,(0)|։ =

4=0 *=0 k=0 »=0

Следовательно

SX, |y>(O)P 
EL,li₽.(o)l’

n
= - EL ։°g

k = 0

n
logD„(/) - (n + l) logG(/) = - £ log( 1 - 0), 

fc=0
(50)

rie

(
00 \ ” ‘ oo oc
£>.(o)i։ £2 i₽»(o)i’= g(/) £ iw(0)i։<i.
*=0 / t=n+i £=ri<tl

Для 0 < 3 < т < I существуют положительные постоянные С) и С? такие, что

С13 < ~ log( 1 - 3) < CiB. Поэтому из (50) находим
п эо

logD„(/)-(n+l)logG(/)xG(/)£2 £ |^.(0)|։. (51)

Теперь покажем, что в условиях теоремы
п эо

52 52 i^(°)i2 = °(п 2о) при (52)k=ÛF=è+l
Из утверждения 1) Леммы 3 имеем

2 = О(п-2° (53)

Далее, полагая = |^4(0)|2, 6 = 1и/?=1 — получаем, что все условия 

Леммы 5 выполнены (из условия 0 < а < 1/2 следует 6 > > 0). Следовательно,
согласно этой лемме соотношение

= f log 

â=0 E”=, l*.(«)l’ ) ՛

n
4lP.(0)l’= О(п*՜’“) при п —• эо (54)
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выполняется тогда и только тогда, когда

при (55)

Нетрудно проверить также и следующее раненство :

Л ОО п эс
£ Е |^(ои’ = Еимо)1’-е(п+1) е ьюл’- 
к = 4x1 4хп + 1

(56)

Таким образом, из (54), (55) и (56) вытекает (52). Наконец, из-(51) и (52) получаем
(18). Теорема б доказана.

Доказательство Теоремы 7 : В силу (19) и (51) достаточно доказать, что

Е Ё |*'(о)1’ = «<>»՛-’•) 

4х0*х*+1
при Л —♦ ОС. (57)

С этой целью заметим. что утверждение Леммы 5 остается в силе, если заменить

О на о. Следовательно, полагая а± = |^*(0)|2, о = I, 3 = 1 — 2а и используя эту

новую версию Леммы 5, приходим к заключению, что с тиошение

п
*|^к(0)|3 = о(п'“2в) при п-* зо (58)

к=1

имеет место тогда и только тогда, когда

= о(п ) при л — х. (59)

Следовательно, из (56), (58) и (59) вытекает (57). Теорема 7 доказана
Для доказательства Теоремы 8 нам потребуется одна теорема Л ( арасона 

которая характеризует класс функций исчезающей средней осцилляции (I МО) 

(см. [25]). Для интегрируемой на [—я. г] функции 0(А) и для интервала J С 

’—ж, ж] положим
' = тут / у(А)</А,

и! Ъ
где |У| — длина интервала 3 Пусть далее

Л/« (и՛) = ։ир ֊у- [ |^(А) - У/МА. 
|/|<в I«*I и

Определение 4. Класс (УЛЮ) — это пространство тех функций ь(А) С 

ЬД-я, г], для которых .’И|(яЬ) < ос и Л/с(^) = АГД^) - О-
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Для неотрицательной функции h(A), определенной на [— ж,тг], и числа а > О 

положим
*.(Л) = sup -у- / /»(A) dX [ T^rdX. (60)

|7|<а I* Г JJ JJ 'ЦА)

Положим ;Vq(/i) = lima_o .Ve(h). Очевидно, что No(h) конечна, если и Л(А) 

и Л“Х(А) локально интегрируемы. По неравенству Шварца имеем N<j(h) > 1. 

Следующая теорема характеризует класс V МО в терминах величины jVo(A) (см 

[25]. стр. 395).

Теорема 10 (Д. Сарасон). Пусть у(А) Е А։[— г,%] такая, что Мх{-ф) < эо.

Тогда для того чтобы v(A) принадлежала классу VMO не ходимо и

достаточно, чтобы Mj(e^) = 1.

Доказательство Теоремы 8 : Сперва докажем, что косинус минимального

угла в пространстве Lj(/) между подпространствами и //*(/) положи­
телен, т.е.

Pi(/) = cosuz(ffJoo(/),H”(/))< 1.

Известно (см. Ч], стр. 210), что Wp(l/p) с VMO. Следовательно, в условиях 

теоремы имеем log/(A) Е VMO. Применяя теорему Сарасона для функции 

V'(A, = leg/(А) получим Л'о(/) = 1. Поэтому, согласно (60) имеем

(аким образом, функция /(А) удовлетворяет условию Маккепхаупта (6). Отсюда, 

в силу Леммы 4 получаем Pi(/) < 1. •

Теперь покажем, что из условия log /(Л) G Wp(l/p) (р > 2) следует соотношение

2
= О(п-2/р) 

2
при п — ОС, (61)

где (А) - функция Сеге, соответствующая 1//(А), а - многочлен наилучшего 

приближения функции 51(А)р։՜ (А) в метрике пространства Ь? Так как функция 

принадлежит пространству АУ?(]/р), р > 2, по Теореме 7 из [24] ее 

коэффициенты Фурье d|t необходимо удовлетворяют условию
ОО

Следовательно

У |rft|2 = О(п~2|/₽) при п —• ос.
1*1>П

(62)
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Действуя как и в доказательстве утверждения 1) Леммы 1, из (62) получаем (61). 

Далее, рассуждая как и в доказательстве утверждения 1) Леммы 3, из (61) и 

р։(/) < 1, получаем

ОО

2 = 0(п՜2^) при п —» ОС.

Оставшаяся часть доказательства повторяет доказательство Теоремы 6. Теорема 

8 доказана.

Для доказательства Теоремы 9 нам понадобится следующее утверждение, выте­

кающее из одного результата А. Ленарда (22] (см., также [9]).

Лемма 6. Пусть функции /(А) и А(А) связаны соотношением (7), 

где фт(г) (1Ф™(0)1 = 0 — тригонометрический многочлен степени 

гп с корнями на единичной окружности |з| = 1. Тогда имеет место

соотношение

log£>n(/) -log L>n+m(>l) = O(logn) при П -» ОО, (63)

где Оп(/) и ^п+»п(А) — теплицевы определители, порожденные фунж- 

циями /(А) и Л(А) соответственно.

Доказательство Теоремы 9 : Покажем, что утверждения а) с) следуют из 

Теорем 6 - 8 и Леммы 6. Действительно, из (21) имеем

Rn(f, h) = log Dn(f) ֊ —
X 7Г

logD„+m(A)-^ logA(A)dA 4- [log Dn(f) — log Dn+m (Л)). (64)

По Лемме 6 второе слагаемое в правой части (64) при л — оо имеет порядок
O(logn). Следовательно, утверждения а) - с) вытекают из (64) и Георем 6 8

соответственно. Теорема 9 доказана.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1-4
Доказательство Теоремы 1 : Пусть {<^(1)} (* = 0,1,...) — система 

ортогональных многочленов на единичной окружности, соответствующих как и 

в §3 спектральной плотности /(А). Известно (см. [13], стр. 227), что

, Дт(/) _ £>*(о)1 (65)
и=о
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где От(Г. - теплиисв определитель, порожденный с.п. /(А). Из (2), (13) и (48)

следует что

(66)

Согласно (3), (65) и (66) получаем

ОО

1^(0)1’<^ Е 1^(0)12.
*=Т+1

(67)

где ао = |^о(О) |՜2. Используя утверждение 1) Леммы 3 находим

Е 1^(»)1’ = о(т (68)

Таким образом, утверждение Теоремы 1 следует из (67) и (68). Теорема 1

доказана

Доказательство Теоремы 2 ; Из утверждения 2) Леммы 3 имеем

Ь(0)|г = 0(7-’“) при (69)

Следовательно, требуемое утверждение следует из (67) и '69). Теорема 2 

доказана.

Доказательство Теоремы 3 : Рассуждая как и в доказательстве Теоремы 8

полVчаем

|^(0)1’ = 0(7-«’) при Т —» оо. (70)

Следовательно, требуемое утверждение вытекает из (67) и (70). Теорема 3 

доказана.

Доказательство Теоремы 4 : Докажем утверждение а). В силу (67), доста­

точно показать, что

!*>։(/; 0)1’= 0(7-’*) при Т —* ос. (71)

Так хак /(А) имеет вид (7) с А(А) £ А2 и 1о£ /*(А) € Нр(а), р > 2, 0 < а < 1/2, то

применяя утверждение а) Теоремы 9. с учетом (21) получаем

1ойДт(/)-(Т+1)1ойС(Л) = 0(Т1‘2°) при Т—* оо. (72)
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Принимая во внимание равенство

2~ У bg|Qm(eiA)|2dA = 0,

из (7) и (72) получаем

logZ>r(/) - (T + l)logG(/) = 0(T’-2û) при T - oc. (73)

Следовательно, из (51) и (73) вытекает

0)1’= ofr1՜’“) при т-оо. (74)

ОС

Так как последовательность а? = £ 1^*(/։՜ 0)|2 удовлетворяет условиям ат > 
*=Т+1

О и ат > ау+j, получаем

Е |^(/.о)|’< = 
i=T+l

É È hMW- 

Jt =0 i/=i >1

(75)

Из (74) и (75) следует (71). Этим завершается доказательство утверждения а).

Утверждения Ь) и с) можно доказать аналогично. Теорема 4 доказана

ABSTRACT. Let ,Y(t), t = 0,±l,...» be a wide sense stationary random 
sequence with spectral density function /(A), A E [—rr, ir]. Let <rT be the 
mean square prediction error for the variable A'(0) by linear forms in 
the variables A'(-T),..., A'(-l), and let (T2 = The paper investigates 
the rate of decrease to zero of 6r — aT ~ as T —♦ oo, depending on the 
properties of spectral density function /(A). It is shown that for 0 < 7 < 1/ ֊ 
and T — oo the estimates 6r = O(T՜7) or 6T = o(T՜7) are possible for 
sufficiently broad classes of spectral densities under certain restrictions 
on the types of their zeros. The paper also contains a related study of 
the asymptotic behavior of Toeplitz determinants Dn(/) generated by the 
function /(A).
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О СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ по полным
ОРТОНОРМИРОВАННЫМ СИСТЕМАМ В МЕТРИКЕ L₽, р > 2

М. Г. Григорян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, X» 1, 1999

Пусть {^рп(г)} - конечная ортонормальная система ограниченных функ­
ций на [0,1], и пусть для некоторого р0 > 2, ||<рп||£»о < const для каждого 
п— 1,2,.... В статье доказывается, что существует перестановка {<т(Лг}} 
натуральных чисел такая, что система )(х)} обладает следующим 
свойством : для каждого € > 0 существует измеримое множество 
Е С [0,1] с мерой (fl > 1—с такое, что для любого р Е (2, ро] и /(г) € Lr(E) 
существует д(х) Е Ll([0,1]), совпадающая с /(т) на Е, ряд Фурье которой 
по {<р<,(&)(г)} сходится к д(х) на Е в £”(Е) и на [0,1] в ^([О, Ш-

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В 1912 Н. Н. Лузин [1] доказал следующую теорему.

Теорема (Лузин). Для любой измеримой, почти всюду конечной функ­

ции /(г), определенной на [0,1], и для любого € > 0 существуют 

измеримое множество Е С (0, 1] с мерой |Е| > 1 — £ и непрерывная 

функция д(х) такая, что д(х) совпадает с /(г) на Е.

Эта идея Лузина получила большое развитие в фундаментальных результатах, 

полученных Д. Е. Меньшовым в [2] и [3].

Теорема I (Меньшов). Пусть /(г) - измеримая и почти всюду конечная 

функция на [0,2»г]. Для любого Е > 0 существует непрерывная функция 

д(х) такая, что д(х) совпадает с /(г) на некотором множестве Е с 

|Е| > 2тг — Е и ряд Фурье функции д(х) по тригонометрической системе 

сходится равномерно на [0,2х].

Теорема II (Меньшов). Пусть /(г) интегрируемая функция ил 

[0,2т] и [0,21г] — нигде не плотное множество. Тогда существует 

интегрируемая функция д(х) такая, что д(х) = /(г) на ф и ее ряд Фурье 
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по тригонометрической системе сходится почти всюду.

Дальнейшие результаты в этом направлении получены А. Талал я ком [4], К. 

Осколковым [5], Ф Арутюняном [6], Р. Осиповым [7], Б. Кашиным и Г. 

Кошелевой [8] Ш. Хеладзе [9], А. Гулисашвили [10], Л. Гоголадзе и Т. Зеркидзе 

[11].

В работе [14] получен следующий результат : для любого с > 0 существует 

измеримое множество Е С [0, 2тг] с мерой |£’| > 2тг — € такое, что для 

любой функции /(г) € £1([0,2г]) существует функция д(х) Е £1([0, 2л՜]), 

совпадающая с /(х) на Е и ее ряд Фурье по тригонометрической 

системе сходится в метрике £։([0. 2т]).

Вопрос : выполняется ли этот результат для общих полных ортонормированных 

систем в пространстве Ьр, р > 1? Отметим, что работы автора’[12] - [14] 

содержат следующие результаты, справедливые для любой полной ортонорми- 

рэванной системы {<рг. [х)) ограниченных функций в Ь’([0,1)) :

1. Существует подпоследовательность {пч} натуральных чисел со следующими 

свойствами : а) для любого € > 0 существует измеримое множество Е С 

[0,1] с мерей Е| > 1-е такое, что для любой функции /(х) € £’([0,1]) 

существует функция д(х) £ Х,։([0, 1]), совпадающая с /(г) на Е и ее ряд Фурье 

по системе (։рп(х)} сходится к д(х) в метрике Ь1 ([0, 1]) ; Ь) последовательность 

соответствующих коэффициентов Фурье {ск(р)} принадлежит 1Ч для всех д > 2 

и

Нт £\п($)^п(х) = д(х) почти всюду на [0, 1]. 
С —"• ОС п = 1

2 Для заданного е > 0 и полной ортонормированной системы {<рп(х)} ограни­

ченных функций в £7([0,1]) существует измеримое множество Е С [0, 1] с мерой 

£• > 1—е таксе, что для каждого р 6 [1,2) и для любой функции /(х) 6 £.р([0, 1]) 

существует функция <?(х) Е Ь1 ([0,1]), совпадающая с /(х) на Е и ее ряд Фурье 

по системе {у?г.(х)} сходится к д(х) в метрике ЬР(Е) на Е и в метрике £.*([0,1]) 

на [0,1].

3. Пусть < ргДх)} равномерно ограничены. Тогда существует перестановка 

{<г(£)} натуральных чисел такая, что система 4;(х)} обладает следующим 

свойством : для любого £ > 0 существует измеримое множество Е С (0, 1] с мерой 

|£| > 1 — С такое, что для каждой непрерывной на Е функции /(х) существует 

функция д(х) Е £1((0,1]), совпадающая с /(х) на Е и ее ряд Фурье по системе
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{у?<г(А)(а:)) золится равномерно на Е.

К. Казарян [15] доказал, что 1еорема I не верна для класса равномерно ограни­

ченных полных ортонормированных систем. Б. Кашин [16] доказал, что Теорема 

II не верна для обших полных ортонормированных систем. А. Талалян [17] 

доказал, что для любой полной ортонорм и рован ной системы {^п(х)} существует 

перестановка {(т^)} натуральных чисел такая, что система {^(*)(х)} обладает 

следующим свойством : для любого е > 0 и для любой /(х) Е £2([0. Г) 

существует функция д(х) Е £2([0, 1]) и измеримое множество Е С 0,1] с 

Е > 1 — € такое, что /(х) = д(х) на Е и ряд Фурье функции д(х) по системе

СХОДИТСЯ почти всюду.

Отметим, что как в Теореме I Меньшова, так и в результате Талаляна [17] 

множество Е зависит от функции /(х), но в работах [12] - [14] и в настоящей 

статье множество Е не зависит от функции /(х).

§2 . ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В настоящей статье доказываются следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть (<рп(х)} - полная ортонормированная система огра 

ниченных функций в £2([0, 1]). Если для некоторого р: > 2

л — 1,2,...,||<рг*||л»о < соп&1,

то существует перестановка натуральных чисел такая, что

система {<рв;к)(х)} обладает следующим свойством : для каждого е > О 

существует измеримое множество Е С [0, 1] с мерой г., > 1 —£ такое, что 

для любого рЕ [2, р0] и /(х) € существует функция д(х) Е Л1((0,1]). 

д(х) = /(г) на Е такая, что на Е ряд Фурье функции д(х) по системе 

сходится к д(х) в ЬР(Е) и на [0,1] в £; ([О, !])•

Верен и двумерный аналог Теоремы 1.

Теорема 2. Пусть {^п(я)},~ полная ортонормированная система огра- 

ниченных функций в £2([0,1]) и для некоторого р0 > 2, < сог։5<’

л = 1.2,.... Тогда существует перестановка {<т(Аг)} натуральных чисел 

такая, что система {<р„(А)(х)} обладает следующим свойством : для 

любого € > 0 существует измеримое множество Е С [0.1/ с мерой 

|£| > 1-е такое, что для каждого р Е (2,Ро] и для любой /(х.у) Е £р([0, 1] ) 

существует функция д(х,у) Е £‘([0, I]2), д(х,у) = /(х,у) на < такая.
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что двойной ряд Фурье функции д(х,у) по системе ^в(п)(®)) 

сходится к д(х.у) на Е в ЬР(Е) и на [О, I]2 в £1((0,1]2) как по сферам, так 

и по прямоугольникам.

Олевский [17] установил, что существует непрерывная функция /о(х) такая, что 

для любой функции /(х) с |{х £ [0, 2тг] : /(г) = /о(х)} > 0 последовательность 

тригонометрических коэффициентов Фурье не принадлежит /, при всех д Е (0, 2). 

Ниже мы будем пользоваться неравенством Гарсия (см. [18], стр. 72)

гл ах 
1<п<.У

52** 

4=1

(2-1)
4 = 1

где первое суммирование распространяется по всем возможным перестановкам

ст натуральных чисел х* _ произвольные действительные числа, А₽ > 1 

зависят только от р.

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ЛЕММ

Лемма 1. Пусть {у?п(х)| - полная ортонормированиям система ограни­

ченных функций в £2((0,1]) и для некоторого р0 > 2

||г »0 < Яро = сопз1, (3.1)п = 1,2,...

Тогда для любых Со > 0, No > 1 и /(г) Е к2([0, 1]) сушествуют измеримое 
лг

множество А С [0,1], функция 7(1) Е А.1 ([О,1]), полином = £ Дк^(х) 
4=No

и перестановка {ст(Аг)} натуральных чисел Ло,..., Л', удовлетворяшие

6. ггах

3.

5.

։/р

гпах

к=.У-

Доказательство : Рассмотрим ступенчатую функцию

?(*) = ^Т^ХлЛ*). 
у=1

(3.2)
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где X ~ индикаторная функция, Д„ - интервалы постоянства такие, что

32Л,.Вр.Ы-|Д.|1""><

где .4ро ֊ постоянная из неравенства Гарсия (2.1). Положим

[ —для
Мг) = \ 7* для 

[ 1„(х ± к) для

* е [О,е֊о/2],
*е(со/2,1],
х±*€[0.1], *=1,2,...

Легко видеть, что существует натуральное число э։ > 2 ио такое, что

г)Хд։(х)«^п(г) <*х п = 1,.... No.

Положим

01(*) = Л(2‘1*)Ха.(*), £՜! = {х £ [0,1] : 91(г) = ц}.

Из (3.3), (3.5) и (3.7) имеем |Ег > (1 - £о)|Д1|, д։(г) = 0 вне Д։,

|л(х)| (1х < 2|11| • :Д։|,

Так как система {$₽п(«)} полна в £2([0, 1]), то существует достаточно

41

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3-7)

(3-8)

большое

натуральное число такое, что

где

Из (3.6) - (3.8) следует, что

(3 9)

Согласно (3.8) для всех т Е (М). AG]
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(3.10)

Теперь предположим, что числа «!<•«•< -V: < ••• < ЛС-ь функции

р*(х), множества Еь и полиномы к = 1,...,*/— 1 определены. Выберем 

натуральные числа и Л’„ настолько большими, чтобы

/ ^ < ——£----- п = 1,...,^_1,
Jo 1б*'х/Ук_1

г ле

Положим

Ь=1

с!х <

дДт) — /р(2,г՜ (3.11)

/Г*, — {х Е А*, : д^(х) — 7м}- (3.12)

Рассуждая так же, как и при получении оценок (3.8) - (3.10), мы видим, что

функция д^х), множество Е„ и полином

<Э,(х) (3.13)

удовлетворяют следующим условиям :

для х 6 Е

(3.14)

(3.15)
* = Л’

Положим

(3.16)

В силу (3.15) и (3.16) имеем

£р
4ио

(3.17)

Л *. — 1

о

0

о

*0

о

п

о

Из (3.12), (3.14) - (3.17) следует, что |Е| > 

* € [1, ио) имеем
1 - €о- В силу (3.3), (3.5) и (3.11) для

1/2
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Последовательным применением неравенства Гарсия (2.1), для каждого числа

и € (1. ^о] можно определить перестановку к - - 1 натураль­

ных чисел ֊ 1 такую, что

Из (3.3), (3.4), (3.12) и (3.18) - (3.17), для и ֊ [1,и0] получим

(3.18)

шах
I <п<Л^

< -4р0£ + —Ни! < *0-
£о

Теперь определим функцию р(х), полином $(х) и перестановку {<?(*)} натураль­

ных чисел No,.... № :

?(х) = 14(х) 4֊ [/(х) ֊ у>(х)),
ус

где ^(х) = 57
г=1

*0

з = 52 - 52
*=ЛО *=։

где У = ак = ак} для А\,-1 < к < .V,, 1 < V < **0 ;

а(к) = <т„(*) для и = 1,.... ио-

(3.20)

(3.21)

(3.22)



и М, Г. Григорян

Гак как ^(г) = на Е (см. (3 2). (3 и) и (3 16))՛ ™ из <3 20) с-^дуег. что 

д(х) = /(х) на Е. Учитывая (3.4), (3.14), (3.15), (3.20) и (3.21), получим

[ 1^(*)1 Лх < 3 [ |/(®)| Л», 
Л -/о

I К?(») - *(х)1 £ 52 / Ю»(»)-*(«)1<*+ [ 1/(*) - ^(*)Н* < ес-
Л гг!*'0 •'°

Пусть Л'о < п < .V. Тогда для некоторого ₽ имеем < п < и из (3 13), 

(3.21) и (3.22) получаем

п Р-1
52 <։<*)*•(*)(*) = 52 $*(*) +
| = ,У։ мх!

52
* = *7-1

(3.23)

Отсюда и из (3 2), (3.4), (3.14), (3.15) следует

R силу (34), (3.14), (3.16), (3.19) и (3.23), для р Е (2, ₽о] получим

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть ~ полная ортонормированная система ограни­

ченных функции в £2([0, 1)). и для некоторого До > 2 имеем ||^п к*а < 

для всех п > 1. Тогда для любых интервалов С ;0,1) и любых

чисел 7 О, С > 0, No > 1 существуют измеримое множество Е С 1' = 

0,1]а, функция д(х,у) Е ^։(^)» полином

$(*•¥)= 52 3*.п^*(х)^>п(у)
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и перестановка {а(1)| натуральных чисел Ж>.......V. удовлетворяющих 

следующим условиям :

1. |£|>1֊С

2. ₽(*.!/) = 7Хд (*.!/) для (г,у)€£.

з у к(«.у)1 Шу < 91т| •!△!. д = д։хда, 
т

4 Л |р(х,у)-^(х,у)Нг(/у<г, 

т

_ тал 
/*0<».я<л

</т</у4֊

<։<(*; 4х<4у <

< зеы ■ |л,

_ ГП АХ

яир 
У577.<я<У5.у

< 16Ы • 1Д1, р е [2, ₽о].

Доказательство : Применим Лемму 1 для Л'о = Л'о, /'*) - 1ХлЛж)՝ г° ~ $ д,՜ 

и определим измеримое множество Е\ С Дь функцию полином <?|։т| — 

2 4%их) и перестановку {<?(£)} натуральных чисел Т^о,.... 5ь удовлетвс 

ряюшие следующим условиям :

1^11 > 1 -1. 01(*) = 7ХДх(*) на£1, (334}

< 31?1 • 1д։1> 2 Ю1(») - я(*)1 <<* < ,|д^՛ (325)

< 3(т| • |Д 11.

тал

\ ։/г
ат I <2М 4А1р". рб[2,Ро]. (336)52 <?(*)*<. (*)(*)
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Положим Л/о = 2(Л'?-*-1) и вновь применим Лемму 1, для А'э = Л/о, /(у) = Хл։(у), 

= . । -ту. Так мы определим измеримое множество £?2 С [0, 1], функцию
м

да(у) полином С?2(«/) = £ Оп 'у?п(у) и перестановку {<?(*)} натуральных чисел 
п = Л/о

Л/э.М, удовлетворяющих условиям

яЛу) = ХьАу) на Е2,

к2<з01 ^<3|д>|, - 5з(у)| Лу <
£ 

б(1т. ■ |Л>1 + 1)’

тах
М0<т<М

</»<3|Д։|.

тах
М»<т<М

1/Р
<2|Д2|։/', р€[2,ро].

(3.27)

(3.28)

(3.29)

1*Ы > 1 ֊

Для (г. у) € 7 положим

Е = £։ х Е2. д(х, у) = У1(х)Ыу). (?(т, у) = Q■^(x)Qշ(y') - Ьк^к(х)'Рп(у'),

(3.30)

в противном случае

для Л'о < к < Ль Мо < п < Л/,

<Т1(т)
ГП

а2(т)

для
для
для

^0 < П* < М ։ 

,¥։ < т < Л/о, 

А/о < т < М.

(3.31)

Из (3.24). (3.25), (3.27), (3.28) и (3.30) следует, что условия 1.- 3. Леммы 2 

выполнены. Так как

у/13(*,у) - ?(*.у)1<^у < у <Ыу)-д?(у)\<1у |<5։(х)|с/г+
т оо

+ [ 1<2։(*)-01(*)։<*х [ |у2(у)|лу < е, 
7с Уо

тс՛ условие 4. Леммы 2 также выполнено.

Теперь проверим выполнение условий 5. и 6. Пусть < R2 < М2 4- А/2.

Тогда для некоторого т0 > Л/о имеем т0 < R < т0 4֊ 1. Так как Л/о = 2(^։2 4-1), 

тс имеем Я2 - Л’2 > (т0 — I)2, и следовательно, для любого р С [2,Ро] из (3.23),

(3.26), (3 29) - (3 31) получим

а<>(к).,(пур9(к }(х)<Р<п)(1/) <1х4у

1/р
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к = .7а п=ЛГо

1/р

к = Л'а

пах
Л’с <* < Д';

(։) / ч

1/р
Ы™о)

х тах
Л’о<к<>։

(1) / ч°а1(с)^|(к)(г)

1/Р

< 12Ы-1Д11'”.

Аналогично, при Уо < к < и Л/о < п < Л/ получим

а»(*)л(п)^»(к)(а:)^,(п)(!/)

1/р

<4Ы-|Л|1''. Р € [2, ро],

к.пгх.’Уо

< 9|у| • |Л|.

Аналогично доказывается, что для всех R € [\Z2No, у/2Я], имеет место нера-

венство

<ЬЛу < 27|т| • |Л|.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть {^п(г)} - ортонорм кропанная система ограниченных 

функций, полная в пространстве £2([0, 1]) и для некоторого ро > 2 

и любого п > 1 имеем П^гЛ^ю < ВРа. Тогда для любой функции 

/(г, у) € £Яс(Т) и для любых чисел е > О, А' > 1 существуют измеримое 

множество Е С Т = [О, Г2, функция д(х, у) £ 1(Т), полином

jkln=^
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и перестановка {<т(^)} натуральных чисел Л’,..., А/, удовлстворяющмх

следующим условиям :

1. |£|>1-е,

$(*.!/) = /(*,!/) Для

1/Р

У2^<н<\/2ЛГ

тах

2№<*» + п’<Я’

Г.к

аа(*).<п)У?а(*)(г)^а(п)(у) ^У

Р \ 1/Р
а»^).а(п)^а(к)(т)^а(п)(у) с/х(/у

Дх,у)|я</т^

Я

6. тах

зир 
>/?.*< Я<У5Л/ 2№<*’+п’<Л>

1/М ^хг!у.

Доказательство : Рассмотрим ступенчатую функцию ^(х,у) = I/)»
А * = 1где До - прямоугольники постоянства такие, что

где

УУ !/(*.!/) - ¥?(х,у)|Яо(/х</у
1/ро

тах 
1 < * < |7у|] < Со, (3.32)

£о = т1п (3.33)

11«-следовательным применением Леммы 2, для и — определим измеримые 

множества функции <7*,(х,у), полиномы

Л'^ — 1

<?Дт,1/)= £ а*"п^(х)^п(у)
4, п — Л в ।
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и перестановки (<г,(*:)) натуральных чисел ֊ 1, удовлетворяющие

условиям

|£\|>|-£՛ = 7еХдЛ».к). (г,у)£Е„ (334)

Ц !»••(։. »)| <Ь4у 

т

<9|7։г||Дк|, Л ^4х,у)^д„(х,у)\(1х(1у< .(3 35)

зир
2^_։<*’ + п’<Я’

гл ах
Лн-| <1,П</Уи

г л/ ՝

(3 36)

< 1б|7։,|-|Д,|1/₽։ р€[2,р0],

(у)
а^(к).47ь,(п)^(*)(Г)^(п)(у) dIdy+

зир 
У2^-1<Я<У2Л’ 52 а»2(*),^(п)^։’֊(*)(г)^*֊(»»)(у) dxdy <

<36|7р| |Д,|.
(3 37)

I еперь мы можем определить множество Е, функцию д(х.у), полином ф(г.р) и

перестановку (о֊(^)} натуральных чисел No,..., .4 = Л\,о следующим образом :

•'О \ / «"О \ , .
Р|£, П рс. , где С. = {(։,») еТ:|<Мх.,)-,,(։.,)| < ֊И
,=! / \,=1 / I

(3 38) 
га

9(։>У) = 52ук(г.у) + [/(г, у)-р(*,у)]; (3 39)
^=1

*0 Л'
у) = = 52 °к,пт?*(х)^п(у);* = 1 *.п=Ла

<т(к) = (Г„[к) для < к < М„,

(3.40)

где
а
О

для №»-1 < к, п < , 1 < I/ < 1/а,
в противном случае.

В силу (3.34), (3.35), (3.38) - (3.40), условия 1.-4. Леммы 3 выполнены. Проверим 

теперь выполнение условий 5. и 6. Для всех р € [2, ро] из (3.32) - (3.34) и (3 38)
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следует

7-1

^(г,у)|?(/х^у

(3.41)

г
52 ?>(«.։/) /=1

•'о
^У <9^2 |%,| • |Д„| < 10

* = 1 II |/(г,у)| ЛхЛу.

Пусть 2Л'/ < Я2 < 2№. Тогда для некоторого 1 < и < имеем \Z2Ny < Я <

ЛЛ'г+>. и гледовательно, для всех рЕ ’2>ро] из (3.40) имеем

*0 
аС(*),а(п}?<г(*)(х)р,(п)(у) = ^<ЗЛХ'У} + 

р=1

Для всех р 6 [2,ро] из соотношений (3.32), (3.33), (3.36) - (3.38) и (3.41) следует

+ 16 77 - ДН’/₽-2

2ЛГ’ <*։+п5< Я’

*7-1

м=1

а<г(*Х")¥Ч*)(х)¥’*(п)(1/)

2Л'2<4^п’<Д։

|/(г,у)|₽</г։/у |/(г, у)|р^2</у

к) 104

Аналогично

2ЛГ’<к’+п։<Я’

°<7(М.<»(п)^(*)(г)^(п)(1/) (1х(1у < 11 |/(х,у)| (1х<1у.
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Аналогична доказывается, что для всех Ло < к,п < № и для всех р 6 2,рз]
имеют место неравенства

\/(х,у)\р<1х(1у

а«г(к),<7(п)9’е(4)(г)<Р<г(п)(у) <£г</у < 11 Ц |/(х,р)| 

т

(1хс!у.

Лемма 3 доказана.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 2 : Пусть Р = {А(г, у)} - счетное плотное 

подмножестве пространства 1/с(Т), ро > 2. Последовательным применением 

Леммы 3, для любого */ = 1. 2,... определим измеримые множества Е„, функции 

04л(Х|У)1 полиномы
Ж,-1

и перестановки {^„(Лг)} натуральных чисел \ и-.... Лг, — 1, удовлетворяющие

1^1 > 1-2-2', 9Лх՝у} = (х,у) е (4.1)

(4.2)
1/₽

(п)¥Ч.(*)(х)^(«)(у) <*Х<*У (4.3)

2А

а

Р 6 [2, Ро].

а
2 аУ

Л 1Л(х.!/)1

к.п=^_|
Лп)^^(*)(г)^(п)(у) <1х(1у<2‘2 (4.4)
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где < R < и < к,п < Положим 

в. = {(։.«) 6 Т : !<?«(*.») ֊ »,(».»)| < г՜’1"} Из (4.2) имеем

Ю,| > 1 - г՜’'. (4.5)

Определим перестановку {ег(Аг)} натуральных чисел следующим образом : а(Л?) =

аи{к) для Л^-1 < к < 7^*,, и = 1,2,.... Для £ > 0 положим

где ^0>1ой1/2£. (4.6)

В силу (4.1) и (4.5) имеем |Е| > 1 - е.

Пусть /(г, у) € А₽(Т) для некоторого р Е [2,Ро]- Можно выбрать подпоследова­

тельность функпий (А,, (г, у)} С Г такую, что

Нт II
V-» 77

т

м
52 Ля(м)֊/(м) т=1

Р

ИхАу = О, (4.7)

)
1/Р

< г՜8-, т > 2. (4.8)

Предположим, что функции д,(т, у) и полиномы ф։(х, у) = £ г։^*(х)^’»(у)
к,п=У.

при з = 1,..., т— 1 удовлетворяют условиям

(4.9)

(4.Ю)

(4.11)

։/я

8ЦР И
У5л\<л<ч/5л/.

\ 1/₽

тах 
.уг<е,п<л^

вир 
/2^<Я<ч/2М

Е

4т(1у+
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к.п
тах (*),а(п)^(А)(г)^(п)(у) (ШУ < 2՜*.

Теперь выберем /?т(2,у) Е Е так, что

т- I

/^т(х>у) ~ Лт(։.!/) - 52 [ФЛ*, у) - у.(*,!/)] dxdy

(4.12)
В силу неравенства (см. (4.8) - (4.11))

т-1

*>У) - $2 [$•(*. у) - У.(х,у)] ^у -2т-1

из (4.12) следует, что

)
1/р

(4.13)

Положим

(4.14)

ЛГ /V- -1

4։п=ЛГ։ *.п=Х-

(4.15)

где Ут = ^>7-1, = Уу

В силу (4.1), (4.2), (4.11), (4.12) и (4.14) имеем

(4.16)

т— I

4х<1у+

а

I

У/ 52 ($•(*. У)”УЛ*.У)) <Шу<2 (4.П)

гг.

-2т- £ ЮЛ», к) - л(». И) <Ь4у+ Ц|<?7_(^.у)֊ъ_ </*</л<2

(4.18)
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Из (4.5), (4.6). (4.12) и (4.14) следует, что

у)֊

У) ~ $#(*>!/)]

т-1

1=1

(4.19)

Согласно (4.3) (4.4), (4.13) и (4.15) имеем

зир 
Л*«<я<Лм.

*,п=1¥т

I Л. (»■!/) Г

ьир
У2/мт<я<У5ли

Чр
(4-20)

// dzdy+
ЗА'’ <*’+,»’<«։

тах 
л,<<<<М»

(421)
< I/ !/₽.(», И)| <ЬЛу<2-՞'. 

т

По индукции построим функиии {9т(г,у)) и полиномы {фт(г,!/)}, удовлетво­

ряющие условиям (4.16) - (4.21) для всех т > 1. Из (4.17) следует, что

dzdy < оо.

П олс жим

9(х,У) =
ОО

52 9т{х.у), 
т=1

(4.22)

ОС ОО

52 6<Ч*>.*(п.¥М*)(г)¥Мп)(!/) = 52
>,п=1 т=1

ЛГт

_*,П = /*т

(4.23)
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где

{
^(^)
»(к)л(п) для < к,п < А/т, 

О в остальных случаях.

Согласно (4.7), (4.16) и (4.22) получим »(։, у) 6 ЦТ), и /(г, у) = /(։.,) На Е.

Лл« заданных натуральных чисел I, Я и некоторого т будем иметь Х„ 

ггпп{£, п) < Л/т. Из (4.17) - (4.23) следует, что

•(*).»(")*М*)(х)<г’в(п)(у) - г(х, у) <1хДу <

тах
Л'т<к,п<Л/ (к),<7(п)^(к)(։?)^»(п)(1/) <1х(1у<2 т.

к.п

52 Ь«(к)л(п)*?»(*)(*)?,(п)(1/) ֊ д(х. у)

1/У

тал
/Ут<<.п<ЛГт

Аналогично доказывается что при >/2Л’т < R < ч/2Л<т, т = 1,2,... имеют

место неравенства

2^<к’ + п։<Я’

Ьв(к),в(п^<г(к)(։)^<г(П)(։/) - д(х, у) (1хс1у < 2

52 6<»(*).<п)У’в(к)(х)^в(п)(у) - д(т, у)
ЗЛ'1<к’+п’<Л։

Теорема 2 доказана.

Применяя доказательство Леммы 1 вместо Леммы 3 получим доказательство 

Теоремы 1.
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ABSTR ACT. Let {^>n(x)} be a complete orthonormal system of bounded 
functions on [0, I], and let for some p0 > 2, ||^n||t.'o < const for every 
n = 1,2,... . The paper proves that a rearrangement {<r(fc)} the natural 
numbers exists, such that the system has the following property :
for each e > 0 there exists a measurable set E C (0,1 with measure 
|E| > 1 — €, such that for any p E [2,po] and /(r) 6 there exists 
g(x) € Z,1 ([0, 1]) coinciding with /(x) on £\ whose Fourier series by {^,(kj(r)} 
converges to </(x) on E in lf(E) and on [0. 1] in Ll([0, 1]).
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ОБРАЩЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА 
С ОСОБЕННОСТЯМИ ЯДЕР НА СФЕРЕ

В. А. Ногин, А. Н. Карапстяцц

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, .Vs 1, 1999

В работе рассматриваются мультипликативные операторы с 
символами а(|£|) |<|“®е*'г l<1, (п — 1)/2 < Re а < л, 7 > 0, действующие на 
функциях <р Е Lp(IRn). Для 1 < р < n/Re а они часто реализуются в виде 
операторов типа потенциала со степенными или логарифмическими 
особенностями ядер на сфере. Строится обращение укатанных опера­
торов на функциях из Lp в эллиптическом (inf |o(t)| > 0), кваэиэллип- 
тическом (a(t) / 0, t > 0) ив общем неэллиптическом (mes{t > 0: a(t) = 
0} = 0) случаях. В первых двух случаях приводится также описание 
образов A“7(Lp).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Задача обращения операторов типа потенциала

/М*) = у—0<Rear<n (1)

с гладкими характеристиками 0(г) в настоящее время представляет значитель­

ный интерес. Первые работы в этом направлении принадлежат С. Г. Сапко, 

построившему обращение и получившему описание потенциалов Висса с L?

плотностями (см. [1], [2]), а также обобщенных потенциалов Рисса с однородными 

характеристиками (см. [3]). Эти и дальнейшие исследования по обращению 

операторов вида (1) отражены в обзорной статье (4].

Естественным развитием указанной тематики является рашение операторов

типа потенциала с особенностями ядер, “размазанными по подмножествам 

из Пи‘. Такие потенциалы находят приложение в теории дробных степеней 

дифференциальных операторов, в частности, классических операторов мз.е 

магической физики, волновых операторов, операторов Клейна-1 ордена Фока и 

Данное исследование финансировано Русским Фондом фундаментальнее веслс- 
<?ований (грант .V* 96-01-00098а)
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Шредингера, геле граф но го оператора (см. [4] — [8)), а также г ипоэллиптических 

операторов второго порядка с постоянными коэффициентами (см. [9]).

В настоящей статье в рамках Ер-пространств методом аппроксимативных 

обратных операторов строится обращение мультипликативных операторов А® 7 

с символами

™.л(1С1) = “(kl) КГ" ехр {<7 Kl), 7>0. ^<Re»<n, (2)

□(։) е a”*(1rL) = {- е |u<‘)(t)| < cr‘, О < k < m}.

Эти операторы представимы в виде операторов типа потенциала со степенными 

или логарифмическими особенностями ядер на сфере |г| = 7 при
п — 1

2
Reo < —-—. Как будет доказано ниже, при достаточно гладких а(|£|) операторы

А®^ не имеют особенности в начале координат (т.е. они непрерывны в нуле).

Интересно, что потенциалы, определенные по (1) с радиальными характеристи­

ками 9(х) = 0(г|), являются предельными операторами (при 7 —• 0) операторов 

в классе операторов {А®7Ко­

операторы Л®7, действующие на функциях € Ер, реализуются в виде свертки :

А“,<р(х)= / ^о.-г(Ы)р(х - у)</у, ^֊֊ < Ис о < п, 1<Р<п7՜. (3)
2 Не а

где

П.л( г|) = (2т)֊»'։|т Г |х|-') exp (i 7 t kl՜1)/->(<) Л, (4) 
Jo

П + 1 п — 1 n + 1при —-— < Кса < п, а при —-— < Кеа < ------  понимается аналитическое
2 * * _ *

продолжение (относительно а) правой части равенства (4) в полосу ——— < 

Rea < п (см. Теорему 3).

Для '‘достаточно хороших’ функций операторы, определенные по (3), имеют 

представление
*£>(€) = m.,-,(id)«e), (5)

где me 7(IÇ|) определена по (2).

В рамках пространств Lp строится обращение для операторов А® у в эллипти­

ческом (inf 'a(t)| > 0), квазиэллиптическом (a(t) 0, t > 0), а также в обшем

неэллиптическом (mes{t > 0: a(t) = 0} = 0) случаях. В квазиэллиптическом 

случае мы предполагаем, что в нуле и на бесконечности а(|С) может иметь 
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нуль лаже экспоненциального порядка, т.е. |а(К|)Г։ exp(-q £| - 0/|{|) < с для 
некоторых г), 0 > 0.

В эллин 1 ическом и квазиэллиптическом случаях обратный к Л® 7 оператор имеет 
вид

В“7/(։) = |йпВ;7,,/(х). Jim / <։(|р|Мх - (6)
- J JR"

где

‘«(1*0 = (*-'<.) (И). <.(1£1)= ^֊֊ «р{-։1£1։-«^-<7|£|}

т
Выше 6 = 0 а эллиптическом случае, 4 = 1 в квазиэллиптическом случае, и 

г՜՜/(г) есть обратное преобразование Фурье. Мы докажем следующие зесремы.
п — 1

2
Теорема 1. Пусть

а(4) ф 0 для t > 0 и

Reo < л, 1 < р < ——, a(l) G Am(IR;), 
Reû

|a(t)|՜1 exp(—r]t — 0/t) < c, rç, 9 > 0. Тогда

•f € Lp.

где - оператор определенный по (6). Предел в (6) понимается по 
п п

норме L. для 1 < р < —---- или почти всюду при . < р < —---- .F Rea Rea
В неэллиптическом случае обратный оператор Л®7 строится в виде

(Ь,) (t,) (L,) {<.,) .
Тв°л/(г) = «.</(*) = .lima / У1)Лг “ »)<**> (8>

С ■—<0 •-*!» < —• * в -*□ у JR"

где

я^'(|£|) = <ÎCÎ) К “ ехр (֊>71{| КГ) (|o(i£|)ls + H)՜1.
(9)

n — 1 [ n \
Теорема 2. Пусть —-— < Rea < n, 1 < p < min ^2, J« Предполо- 

жим, что a(t) 6 Am(IRi), m > - , mes {I > 0: a(£) = 0} = 0. Тогда * л

e L»>’

где - оператор, определенный по (8). Предел в (8) можно понимать 

как по норме Ър. так и как предел почти всюду.

Отметим, что ранее задача обращения операторов с символами вида (2) рассмаз 

ривалась лишь в двух частных случаях : когда о(£|) = 1 в [15] и когда а(|{|) 

полипом в [10].
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52. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
01*1

\1ы будем использовать следующие обозначения : Dkf(x) — —г----- —т-/(г),
az'1 ...,5гп

где t = (Д?1» tn) есть мультииндекс, |t| = k\ + ... + tn- его длина ; < /,ы >= 

/пг՞ 7(«) “'(*)<** 5 *7(0 = /«) = Jir- е‘*( f(x)dx ~ преообразование Фурье 

функции /(z); F“l/(z) = (2r)՜՞ Jjr-, e"‘r€/(€) ^ “ обратное преобразование 
Фурье; Wr(z,c) = (4«е)“п/2 exp {-|z|2/(4£)) ֊ ядро Гаусса- Всйерштрасса ;

lV’,^(z) = Jjr« И’(г - у, с) <р(у) dy, S = S(IRn) - класс Л. Шварца быстро 

убывающих гладких функций; Lp = Lp(lR.n); TZo = 7£o(IRa) = {/(€): /(£) = 

3(С). «г 6 Li) ~ винеровское кольцо функций ; М£ - класс р-мультипликаторов; 

Ф. = Фо(К՞) = KW € S: ОК(О) = 0, |*| = 0,1,2,...}. Фо = Фо(Лг’) = Ы») 6 

S: Й4) 6 *о).
Обозначим через функцию Бесселя первого рода. Для достаточно больших 

значений |z| и | arg z| < т имеет место следующее асимптотическое разложение 

(см. [11], формула 8.451, стр. 975) :

cos(z — <г v/2 — т/4) (—1)*Г(и + 2t + 1/2) 
(2t)! Г(и - 2t + 1/2)

O(|z|՜2՞*)) - sin(z - к ujl. - -/4) х (10)

х
fv՝1 (֊l)*r(i/ + 2t+ 3/2)

(2t + 1)! Г(։/— 2t — 1/2) (2z)-2*-1 + o(>r3m-1)

Функция Jv(z) допускает следующее интегральное представление (см [11], 

формула 8.411.10) :

л^ = г(,/[/2Тг(1/2)/-1,(1-<,),,'1/а?,,д- ^>֊^-

Из (10) и (11) легко следуют необходимые в дальнейшем оценки

UK 1, Не и > -1/2 (12)

|4(»)IScUrl'J, Ul > 1. (13)

Нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 1. [12]. Пусть функция /(г, г) аналитична по 1 в некоторой 

области Р С С при почти всех х Е П, где П - измеримое множество 

в 1ГГ- и имеет суммируемую мажоранту : \/{х, т)| < Е(х) € Е}(П). Тогда 
/п /(х.г)Лх аналитичен в V.
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Лемма 2. [13]. а) Пусть / Е Сл'(1Вп), .V > [п/2] и существуют постоянные 

с, 6 > 0 такие, что |Р‘/(х)| < с|г|~4-Ш, х Е ПГ, 0 < |*| < АГ. Тогда / £ Яо. 

Ь) Пусть / Е С*(ПГ \ {О}), Л' > [п/2] имеет компактный носитель 

и существуют такие постоянные с, 6 > 0, что /)*/(г)| < с|х|<՜*1.

z € ИГ \ {О}, 0 < |*| < У. Тогда f £ Ко.

§3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ .4“, 

С СИМВОЛАМИ та7(|<|)

1. Постановление ядра 0еэ>«г(|ж|) оператора А®7 по его символу тал(|(|). 

Начнем с представления

Переходя к полярным координата*։ и используя формулу Бохнера (см. [14]. стр.

358) для ” — < Не о < п получаем (4). Тогда из (12) и (13) следует, что 
*•

интеграл в (4) абсолютно сходится. Из указанных выше опенок и Леммы ’.

следует аналитичность (по о) функции QOi1(|z|) в полосе —-— < Rea < п

Теорема 3. Для a(t) £ A (IR^) интеграл Qo>7(|r|) абсолютно сходится 
я +1ПрИ ------  < Rea < п и допускает аналитическое продолжение в полосу

2
П ■֊ < Rea < п (|z| ф 7). Это аналитическое продолжение имеет

следующий вид :

Q<UM) = Qi,7(|z|) + Q3aл(|z|) + QUlzI) + П1Л( *»• (14)

где

Qii7(|z|) = ^^n-o~ J " Г/а-° exp(i7t/|zi)a(t/|z

2-(n-i)/2T-(n+i)/։
nUI«l)=--------------------------------

t(n-i)/2-a exp(i7i/!z|)a(t/|z|) (,a(t) cos

(n - l)(n - 3)
8

di.sin
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с ^(t) = O(t а) и Ф(<) = 0(t 3) при I — ос.

Доказательство : Для построения аналитического продолжения интеграла

Q, -,( (при |т ф 7) перепишем его в виде

n/2-o

(15)

Из (12) и Леммы I следует, что для —-— < Rea < п интегралы Q* (|г|) и 

Г2а л(|г ) абсолютно сходятся и аналитичны (по а) в полосе - < Rea < п.

Далее, из (10) для 7ОЛ( z|) имеем

где
2-(п-։)/2ж-(л + 1)/2

- (16)

п — 1
dt,

Интегрируя по частям и делая замену переменной t 

получаем
= у для и>оЛ(|т|)

(17)

Поскольку a(t) Е Al(IR_), то интеграл л(|х|) абсолютно сходится для —-— < 

Rea < п, и следовательно, по Лемме 1 является аналитической (по а) в этой 
области. Аналитичность неинтегрального члена Q3 7(|*|) для П ? * < R.e а < п 

очевидна. Таким образом, из (15) — (17) для функции 9„л(|г ) определенной по 
(4), следует аналитическое продолжение в полосу П- < Re а < n (|z| / 7), 

имеющее вид (14). Теорема 3 доказана. ■,



Обращение некоторых операторов ... 63

2. Свойства ядра Пал(|ж|). Нам понадобится следующее вспомогательное
утверждение.

Лемма 3. Пусть т = 1,2,[п/2՜ + тах (п — 1)/2, п — т < Яео < п.
а(0 Е Ат(Ш.^). Тогда при |х| < 7/2 функция ИО7(|х;) представима в

виде

где

(18)

[‘""“'‘-О)]. * = о,1.....  (19)

Доказательство : Докажем вначале (18) для

абсолютной сходимости интеграла (4) для —-—

------  < Не а < а. Из 
2

< Не о < п имеем

(11) и

я..,(1*1) =

X ^)(п-3)/2е.«И’» = (20)

Пт П*(|х ), .V — эо

где
Я«Л(|Х|)= /'(1-Ч’)("-”/։<1ч / г—։а(։)։“<’+|г|’1Л.

7-1 «/о

Для интеграла

<,(1*1,'!) = / ‘п-°-'а(1)е“”+|'"’1Л
интегрирование по частям дает

сК(-г4-|г|9)4п-а-1а(^

с1<(т+кИ) Ж

1
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Подставляя полученное выражение в (20) и переходя к пределу при N —» оо, из

теоремы Лебега о мажорантной сходимости получаем

Я«л(Ы)
21-ПД.-П/3

г (^) Г(1/2)
п2)(п-3)/2 r‘-Q-la(Z)e’<(‘’+ixl’’)<ft֊

1
»(? + Н»7)

1
»(7 + |®|п)

в*«(-г+1жИ) dt drj.

(21)

Интегрируя по частям т- 1 раз и учитывая (19), получим (18). Таким образом, 
при П -- < Не а < п равенство (18) доказано.

Заметим, что функции (7+ |z| г/)՜* е“ С'т-М*1 п: непрерывны и ограничены (|z| < 

7/2). функции р*(аЛ) аналитичны при а Е С и |<Лп((М)| < cp-R'0-™-11 где с 

не зависит от о, |Rea| < М, |1та| < Л/, М > 0. Следовательно, согласно Лемме 

1, выражение в правой части (18) является аналитической функцией в полосе

п — т < Reo < п. Отсюда, в силу аналитичности функции 
п — 1 „ ( п ——-— < Reo < п получаем равенство (18) для max [ —— 

2 \ *
Лемма 3 доказана.

Яол(|х|) ( *| / 7), при 
1 \ „-,n — m < Кеог < п.

Докажем теперь основной результат этого пункта. В следующей теореме прнве- 

дены оценки для функции Qa,,(|г|).

Теорема 4. Для a(t) Е .V(IR^) функция Qo>7(|z|) непрерывна в 1ЛП \ {О)
п +если —-

2
< Rea < п и в IRn \ {{0}|J{z: г| = 7}}, если —

. Справедливы следующие оценки :

(п-41)/2-Не а
при 2

при Re a =

при 2
(22)

где константа с может быть выбрана нс зависящей от а в некоторой 

окрестности каждой точки а. Для a(t) Е ЛП*(П1^) и т > п-Reer функция 

Ог»,-»(|х|) непрерывна в нуле.

Доказательство : Непрерывность следует из (4), (14) и (18). Для доказательст­
ва (22) вначале предположим, что - * * < Rea < п. Из (4), (12) и (13) имеем

|По.-,(1*1)1 < —Rea—I dl _|_ f(n-l)/2-Rea I < с|т|НжО-Л.
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Пусть теперь ֊) < Rea < —-—. Из (12), (13) и (14) получаем

Re a — n

(n+l)/3-Rea .
П — 1 

ДЛЯ —֊—

для Rea =

Легко показать, что |ПаЛ(|։|)| < с|г| Reo-n

(n + 1 )/2-Re a

(23)

Гак как a(t) Е Л^Ш.^), для П^л(|х|) получим ту же оценку как в (23). Собирая
приведенные выше оценки, получаем (22). Теорема 4 доказана.

Замечание 1. Оценки, приведенные в Теореме 4, являются точными, так как

для a(|f|) = 1 имеют место следующие асимптотические соотношения (см [15]) :

(у _ |г;)«-<"+1)/։

1п(|7-|*Н)

для < Re a < a / ,
n + 1

для a = -у-.
Я.,-,(|х|)

и

Можно показать, что эти асимптотические соотношения справедливы и для 

функций а(К ) таких, что a(t) принадлежит классу Crn ’*(IR +) гельдеровских 

функций, стабилизирующихся на бесконечности степенным образом (см. '16J и 

а(оо) 0.

3. Символ mQ 7(|f |). В этом пункте мы покажем, что оператор свертки с ядром 

Qq.7(|z|) действительно имеет своим символом функцию тал(|х ). Докажем 

вначале формулу для преобразования Фурье потенциала

Лемма 4. Пусть П----- < Rea < n, a(i) 6 Л:(ПЦ), у? 6 Тогда
Л*

справедливо равенство

IR ”/J (R
(24)

Доказательство : Докажем вначале равенство (24) для

Имеем

[ m.,7(|f|) (?«) hm / твл(|<|)е

lim /
1 —J ГН”

' та,7
ICK*
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Переходя во внутреннем интеграле к сферическим координатам и применяя 

формулу Бохнера (см. [14], стр. 358), получаем

т.,т(!41}Яе)е-*'<« =

dy J" е ’' “<*) ֊ »1О <“
(25)

Из (12) и (13) следует

lj։r(n-2)/2
I " I в(<Цп-2)/2(1х10^ < с|х| Reo-n

Так как по теореме Лебега о мажорантной сходимости можно перейти к пределу 
п 4- 1

под знаком интеграла в (25), то получаем (24) для —-— < Rea < п. Для

доказательства (24) при —-у— < Re a < п достаточно показать аналитичность
*" yj _ ।

по а обеих частей равенства (24) в полосе —-— < Rea < п. Аналитичность

правой части (24) следует из Леммы 1. Аналитичность левой части (24) следует 

из Леммы 1 и оценки (22). Лемма 4 доказана.

Замечание 2. Вычисляя предел в (24) при у —♦ 0, по теореме Лебега о 

мажорантной сходимости, получаем

Кт/ ֊«)</» = (Sr)՜՞ / V> £ Фо-
Jm.՝ KI“

е*гр\д показать, ч*го класс операторов с символами » а(։) Л°°(1К

на функциях Е Фо совпадает с классом операторов типа потенциала (1) 

с радиальными характеристиками 0(х) = 0(|ле|), 0(1) Е Л°°(1Я^). Поэтому, 

класс операторов (1) с радиальными характеристиками 0(х) = 0(|х|) является 

предельным при у — Ов классе операторов {А® }->>о-

Следующее утверждение вытекает непосредственно из Леммы 2.

Лемма 5. Пусть д(1) Е Am(JR^), т > [п/2] и Е Фо- Тогда твл(|) £«) Е
Г1 ^1-

Из Лемм 4 и 5 следует
п — 1

Теорема 5. Пусть —-— < Rea < n, a(t) Е Am(JR}_) и тп > [п/2]. Тогда для
Р € Фо справедливо равенство (5).

4. Действие операторов А® 7 в Lp. Следующая теорема легко доказывается 
на основе оценок (22).
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Теорема 6. Пусть ֊֊ < Reo < n, 1 < р < ֊^— и a(l) £ AJ(IR;). 

Тогда для (? € Ц интеграл (3) абсолютно сходится и оператор 
отображает

т т • г Л — 1 И + 1 Л пр
Lp — Lp + L, для —— < Rea < ——, 1 < Р <   , з>-------- —,

2 2 Re a п — р Re a
тт п + 1 прЦ-* L, для —— < Rea < n, 1 <р< — , я =--------- ---- ,

2 Re a п — р Re a

Ь1 —* Ь1 + Ь« для —-— < Rea < п, в > ------ — .2 п - Re а
Если а(<) £ и т > л — Rea, то з > -----—-----, р 1.

п - р Re а
§4- ОБРАЩЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ А®^ В ПРОСТРАНСТВАХ

1. Эллиптический и квазиэллиптический случаи. Эллиптический сличай

характеризуется условием inf ia(t)| 0, а квазиэллиптический - a(Z) ф О,։>о
t > 0 и один или оба предела lima(t), Um a(t) равны нулю. В этом пункте !—»0 t —оо
строится обращение операторов А®л в пространствах Lp в предположении, что

a(t) удовлетворяет следующим условиям :

07ta(t)EAm(IR;),m>(n/2], |a(£)|՜* exp -qt - ֊} < с, rj,0>0. (26)

Примером функции, удовлетворяющей условиям (26) является функция a(f) = 

exp {— t — t՜1}. Следующие две леммы легко следуют из Леммы 2.

Лемма 6. Если a(t) удовлетворяет условиям (26). то функция Ь‘а ։(|х|)

из (7) принадлежит L;.

Обозначим
К.(1Я) = ехр{֊։|4Г’")-1, K(iei) = Ki(iei).
t(|։|) = (Г՜1 К )(|х|), Miei) = *(I<J/(”’)*D-

(27)

Лемма 7. Функция £(|х;) принадлежит L։ и

i.(iei)=клип. нм. = н*Ц|. 11*< И«» — с>/^- (28)

Для доказательства формулы обращения нам понадобится следующее вспомога­

тельное утверждение.
„ л — 1 „ , ,Лемма 8. Пусть —-— < Rea < л, Е Lp и 1 < р < 

£
удовлетворяет условию (26), то

------ . Если
Re a

□(()

(29)

где 6 = 0 в эллиптическом случае, 1 - в квазиэллиптическом. и Q, 

оператор с символом К<(^|).
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Доказательство : Для Е Фо равенство (29) проверяется переходом к образам

Фурье. Операторы в (29) ограничены и действуют из Ьр в Ьр , д > пР 
п - р Не а

Поскольку класс Фо плотен в Ьр для р > 1 (см. [3], §3), то (29) имеет место 

лля Е р > 1. Для <р Е Ь| равенство (29) доказывается вначале в смысле 

Фр-распределений, а далее так как две локально суммируемые функции из 5' 

совпадающие в смысле Ф'э могут отличаться лишь многочленом, то отсюда 

следует справедливость (29) для почти всех х Е П1п. Лемма 8 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : В эллиптическом случае 6 = 0 и утверждение 

теоремы следует из (29). Для доказательства утверждения Теоремы 1 в квази- 

эллиптическом случае (6 = 1), заметим, что ](?, у?(г)| < ||£<||р* ||^| р -* 0. £ -♦ О, 

1 < р < эс следует из интерполяционного неравенства

ПЫ1,<«<1-1/’11*11! 11*11^՜'. 1<«<оо, « = ֊•

Следовательно, для почти всех т Е И1п имеем

и; - 0. с-О, р€Ь,, 1<Р<^ <3°)

Теперь докажем, что

IV, <2,^-0. е —0, угеЬр, 1<Р<Л- (3П
Не о

Для Е 5 используя равенство Парсеваля и интерполяционное неравенство, при 

£ —» 0 получаем

|;<2< < < не. »>||}-||<?. »>ц; < с ц?ц;- нмк п ^1, - о. (зг)
где д таково, что 2 < р < д и 1 < р < ос. Так как

||<?« ¥’Пя<с||^||1МР = с|К^€Ьр.

из (32) получаем ||С?, \г'|р — 0 при € — 0 для у? Е Ц и I < р < оо. Откуда следует 

(31). Остается заметить, что И֊\—» 0 при € —» 0 как по норме Ья при 1 < р < оо, 

так и почти всюду для 1 < р < ос. Теорема 1 доказана.

2. Описание образа в эллиптическом и квазиэллиптическом

случаях. В этом пункте приведено описание образа А“.,'Ьр) в терминах 

обратного к оператора. Пусть А' - одно из пространств, в которое согласно 

Теореме 6 ограниченно действует оператор А° у.
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Деорема 7. Пусть ■ ~ < Reo < п и a(t) удовлетворяет условию (26).

Предположим, что 1 < р < —---- в эллиптическом случае и 1 < р < —-—
Rea J Rea

в квазиэллиптическом случае. Тогда

где В՞оператор, определенный по (6), а предел понимается в 

смысле нормы пространства Ьр.

Доказательство : Вложение А®л(Ер) С {/ € X: Е ЬР) следует из

Теорем 1 и 6. Для доказательства обратного вложения предположим, что / Е X 

и В° у / Е Для ш ЕФо имеем

< л;., в*, /,«> = < в«, /. а»; « > « < к™ в»,/, <7 « > =

где и В%7 е суть операторы с символами гпо 7( £ |)> В*а ДК|) соответственно. 

Первое, третье и четвертое равенства в приведенной выше цепочке равенств 

обосновываются при помощи теоремы Фубини и очевидного соотношения

------------- (Е»)
<7" .Го ". " е Фо, 1 < <? < эс.

Наконец, из равенства < А®ЛД®7/,-/ > =< /,и > получаем f(z) — A°yy>(z),

= В°^ f Е LP. Теорема 7 доказана.
В эллиптическом случае (inf]a(t)| 0) возникает естественный вопрос о 

взаимосвязи образов операторов А“7 и А“л, где символ оператора А“л равен 

е<тИ1 |^|֊о.

Теорема 8. Пусть а(£) Е А"Г‘(1И;), т > [п/2] и тГ |а(«)| # 0- ТогДа 

<7(Ьр) = Л?л(ЬР), 1<р<^.

Доказательство : следует из включений а(|х|), д, 6 Мр-

3. Обращение операторов в неэллиптическом случае. Строя обраще­

ния операторов А“л мы используем идеи развитые в работе [16] при обращении 

операторов типа потенциала (1) в пеэллиптическом случае.

Будем считать, что а(С) удовлетворяет следующим условиям :

a(t)€ A-(IRi), ГД > [п/2], mes{t Е IR;: а(0 = 0) = 0. (33)

Из Леммы 2 следует
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Лемма 9. Если <։($) удовлетворяет (33), то функция /»д,47(|х|) в (9) 

принадлежит пространству Lp

Для доказательства формулы обращения будем пользоваться следующей леммой,

которая доказывается аналогично Лемме 8.
п — 1 

2
Лемма 10. Пусть < Re а < n, I < р < n

Rea
и р < 2. Если Rea < п/2

и a(t) удовлетворяет условию (33), то для 9? Е Lp имеем

(34)

где Т?у t определяется по (8) и Л/։ (, - оператор с символом

w.,.(|։|) = ։-*l(l’(|a(|il)P+i4)-1 € Л/’.

Теперь мы приступим к доказательству основного результата этой статьи.

Доказательство Теоремы 2 : С учетом (34) достаточно показать, что

Ь ||— О, 6 — 0. (35)

Применяя равенство Парсеваля и теорему Лебега о мажорантной сходимости, 

получаем

«2||Л/М^ = Ь2
ехр (~| к՛՛2)^/^) 

|a(!Cl)ls+'i«

2
exp

6 — 0.
i«(iei)r+<’

Применение указанной теоремы обосновано тем что
2

2

МК1)Г + *2
и6 L1

2

lim 6‘
4 — 0 Ь(К1)Г + «2 = о

для £ € Ш. * \ G IRn: <*(k|) = 0}. Следовательно, формула (35) и поэтому и
Теорема 2 доказаны.

ABSTRACT. The paper considers inultipiicator operators with sym­
bols a(|O 1^1 a e‘7:*‘, (n — l)/2 < Rea < n, 7 > 0 acting on functions 
V E Lp(IRn). For I < p < n/Re a they are often realized in the form 
of potential-type operators with kernels leaving exponential or logarith­
mic singularities on the sphere. Inversions of these operators on functions 
from Lp are constructed in the elliptic (inf |a(t)j > 0), qiiasi-elliptic (a(t) / 0, 
t > 0) and general nonelliptic (mesft > 0: a(t) = 0} = 0) cases. For the first 
two cases the images A“7(Lp) arc described.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ХАРДИ ЛИТТЛВУДА 
И ОЦЕНКИ ДЛЯ СИСТЕМ РИССА В Ш."՞*՜1

М. А. Закарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 34, -V* 1, 1999

В статье установлен аналог хорошо известной теоремы Харди Литтл­
вуда в круге для общих весов, ограниченных некоторыми условиями 
“регулярности՜’, но не скоростью роста. Также получены оценки для 
системы Рисса в верхнем полупространстве + 1 пространства Шп + ։.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть функция /(ге1*) = и(ге'*) + ։ъ(ге‘*). 1т /(0) = ц(0) = 0 аналитична в 

единичном круге ГО = {г : ,х| < 1} комплексной плоскости С Теорема Харди- 

Литтлвуда [Г утверждает, что если при некоторых 0<р<1и0<а<ос 

1ге'*)|'Фр то

где С - неотрицательная постоянная, зависящая лишь от р (см. [1] или [2]).

Модификации этого результата полученные в работах [5] - [7], связаны со 

следующей задачей.

Какую оценку можно найти для т ^(гс‘*’)| чтобы имела место 
т

оценка / и(ге Лр < -----  ), где д - положительная функция в
J — г/— г

0, 1), рост которой в некотором смысле регулярный ?

В настоящей статье эта задача решена для функций из классов /7?(а) (о > — 1, 

0 < р < оо), исследованных М. М. Джрбашяном н [8] и ^9]. Эти классы содержат 

все функции /(г), аналитические в ГО такие, что

/а -г 1 71 Г||/!|₽,в = (------ / / (1 - г)°|/(гС^)|₽ < оо.
\ ”■ Уо -}-г /

В А, [9] было установлено следующее интегральное представление для функции 
/ € 7/₽(а) (а > -1, 0 < р < ос) :

1‘ £(1 _ /г-- лб). (и
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Известно, что при 1 < р < оо является банаховым пространствен, а

при 0 < р < 1 - полным метрическим пространством с расстоянием </(/, 3) = 

II/ -<*•

Для формулировки второй задачи нам понадобятся некоторые •ю значения.
Пусть + ’ = {т = (гь = (х',гп+1) € Шп*1 : гп + 1 > 0}. где
х' = (х։,...,хп) € Шп - проекция точки х Е 1Ип+1. Далее введем значение

^п + 1(г) = ^х'(1хп^1 = dxl • • ^dxтtdxn+\ для меры Лебега в Ш."4՜1. Вектор- 

функция и(г) = (и^г),..., ип(х), ип + 1(г)), заданная в П!՞4՜1, с компонентами 

из класса С1 назовем гармоническим векторным полем (или системой .М.

Рисса), если она удовлетворяет следующим условиям Коши-Римана :

би, _ дик 
дтк дх1 '

1 < ։, к < п 4- 1. в» — (2)

Если эти условия выполнены, то существует гармоническая в ТП^՜ функция 

Н такая, что и = Из (2) следует, что любая компонента гармонической 

функции и(г'.Гп-ц) представима в виде

(см., например, [10], Гл. 3).
Вторая задача, рассмотренная в статье, состоит в оценке интегралов

*=1,

при дополнительном предположении, что

где р - положительная функция на [0, + оо), а ее рост удовлетворяет некоторым 

условиям регулярности. Если неоговорено иное, все наши условия регулярности 

предполагаются выполненными только в окрестности граничной точки.

Автор выражает свою благодарность А. М. Джрбашяну и К. Л. Аветисяну за 

внимание и поддержку.

$1. ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА
1.1. Для решения первой задачи нам понадобится следующая Лемма Хард.' 

Литтлвуда.
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Лемма 1. Пусть
^(х)= Ге*‘>Л, г > О, 

. . л
где у £ Са(0,4֊оо) и 0'(х) > О при х £ (О, 4-ос).

Г. Если — о(]֊) при С —» +оо, то ч7(г) ~ хе*(ж) при х —» 4֊оо, и

7(т) < «♦<*>.

2е. Если существует «Нгп '2 = Ь / ос. то ,7(х) ~ (1 - £)՜ 1 ՝х'

при х -* 4-оо. Следующая теорема является результатом статьи по первой 

задаче.

Теорема 1. Пусть и(ге‘1*) и ц(ге՛*) - гармонические сопряженные

функции (п(0) = 0). Предположим, что

У |и(ге’*)|^ < р • 0<г< 1,

где р(<) = а ^?(4) - положительная и монотонно возрастающая 

функция на [1,4-»).

Iе. Если 1/т/(<) - выпуклая функция и / = 1։т ^'(1) > 0, то для 1 — 00
любого € > 0 существует число г€ £ [0,1) такое, что

1>(ге։*)| г* < г < 1.

2°. Если - выпуклая функция. Пт = 0 и Нт /0'(<) = К >I —«• эс I—*оо
О, ТО для любого € > 0 существует число гс € [О, 1) такое, что

Г |В(Г?»)|^< 1(1 +е)֊4тЯ □_)] ,
У-т * Л4-1 \ 1 — Г/ \ 1 — Т)

г« < г < 1.

Доказательство : 1’. Представим и в виде интеграла Пуассона :

и(гв^) = 27/./№И)кТ-2Яесо,(у-^^

где 0 < г < R < 1, —тс < <р < я. Из условий Коши-Римана имеем

= -1 <^ ֊ Я /’ (Я» - г>) «-(у - ■>)
дг~ гд^>- 1, ]_,и{Не ,(Я’-2/гесоз(^-й) + г’)’

Следовательно

ди 
дг

< 1 Г (Яг-г»)|мп(у-1>)|
я 5 (Я3 - 2Ягсов(^ - й) + г2)3
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Так как и(0) = 0, то

Следовательно

Jo
dldv(tc*') 

dl
dvfte'*') 

dt
dt.

(Я2 - i3)|sin(^ — d)| 
(R2-2Rl cos(p-d) + t2)2 dtidt.

Интегрируя обе части этого неравенства по интервалу [—г, х], получим

dt
dr

- Г Г (Я2 ֊ r2)lsin(?-^)l
* J-ъ J-,' k j| (Я2 - 2Ягсоз(¥; - J) + г2)’ dtidj.

Проинтегрируем это неравенство вдоль (0,г), и воспользуемся условиями, что
и(0) = 0 и

Так как

dt.dv(U^) 
dt

то получим

1Г Г |и(я«'”)| (я։ - <’)
* Jo J-k

______ |sin(^ - t?)|______  
(Я2 - 2Rt cos(? ֊ й) 4֊ t2)2

dddt-

где 0 < t < г < Я < 1. Так как 4 2 + й
я2֊Р - я-Г то для любого 6 > 0 и г G (г4։ 1)

имеем

О < rf < г < Я.

Следовательно

/ |v(re'*)| d<? < ------ / min ———-^Л + С, (11)
7-r 1 Jo я>‘ R~l

где C > 0 зависит только от p и 6. Делая замену переменной г = log и

учитывая равенства R — I — е“*(1 — е՜'), dt — e~xdx

" (ття) = (‘°* ТТя) = ’4я) = ‘*(’+։)’ е > °’ 
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формулу (1.1) приводим к виду

Г |v(re‘')|^< min ֊։-•)-*} dx = J(r).

Нетрудно проверить, что минимум под интегралом достигается при 4- 
г։) (1 - ։"•) - ։-•• = о, т е. с. = log (1 + «■(,'+,,))• Причем

min (е*<։+,)(1 ֊ ։՜')՜'} = ։*<*«•> (1 + ^(« + «.)) • (>-2)
։>0 I J

Ввиду условий 1°, для некоторого (Е[г,х+ £*] при х — 4֊ос

exp[^(z - £r)] = cxp((^(z 4- Ех)) 4- tf(z)] = expty(r) 4- £rl/(Cl -

= tf'(z) exp[^(z)j exp log exp[^(z)].
I

Следовательно, в силу (1.2) получаем

о

о

В случае 1’ имеем lim = 0- Тем самым, по Лемме 1

Если / = 4-оо, то 1։т = 0. В этом случае v'(t) - возрастающая функция, иГ—ЭС
следовательно

log ИО < I И<) < ИО
£l 0'«) - + £,) 0'«) ֊ (0'«))’ = 0(1).

Таким образом

|и(ге’*) dp < Ц— e*('+«-)(l 4- 0'(z 4- £,)) dx =

— —— J ~ e*^՛*՜*« >+*«* (€){1 ^j'^x + Г*)) dx

2 4-6 [ . 2 4-6 / 1 \~ e------ / x » dx ~~ e------ ц - ----- >
7Г Jo я \ 1 - г/

Z < £ < Z
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что доказывает утверждение 1°.

2°. Если условия 2° выполнены, то lim ег = 4-ос, Г —ОО и функция убывая
стремится к нулю при t —» +оо. Имеем также

min (1.3)I

и существует число £ > г такое, что

min у-— «>о (1 - 1 - ехр
(1.4)

vW)J
Из (12), (1.3) и (1.4) следует асимптотическое равенство :

2 + 6 /log*7(г) —------ / dz при г —» 1 - 0.
Jo

Следовательно, остается применить Лемму 1 и заметить, что , Пгп^ = Ь 

конечен (если £ = —ос, то интегрируя соотношение 1 = О(С//(<)/(хД՝/(в))2) легко 

прийти к 1 = О(1/1Д՝'(4)), что противоречит нашему предположению 2°). В силу

Леммы 1 имеем

J(r) = —1(1 - f—!— L' flog—!— 'j 1։ри г-»1-0.
я \ 1 - г > \ 1 - г 7X • X * <

Таким образом, доказательство 2° завершается, так как L = -(к + с) 1.

3е. Как и раньше, lirrt £х = +ос. Следовательно существует €г такое, что Г —ЭС

lim fr inf 0'(Z) = 0.

Тогда, согласно (1.2) (1*3) и (1.4) приходим к следующему асимптотическому

соотношению :

7(г) ~ е*<х> dz при г - 1 - 0.

Теперь остается заметить, что ^'(0 = <Э(*՜1) ПРИ 1 4՜00 и применить Лемму

1. В результате получим

re'*)| d<p <
, 1
1О«ГТ7-

Доказательство завершено.
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1.2. Вернемся ко второй задаче. Следуя Ф. Шамояну [12], разобьем единичный

круг Ю на следующие части :

Afc,i = р ЕГО : 1 - А. < |а| < 1 - 

f = -2*:2*-l, k = 0,1,...}
(1.5)

и применим лемму, доказанную в [12].

Лемма 2 [12]. Пусть w Е C(ID), = {z Е ID : |я — u>| < р} и dcr(£) — 

элемент площади. Если для любого р Е (0, 1 — |w|)

lv(w)l ~2 / l«U)l 
ТР J и А*)

то верна опенка

ос 2*-1

52 52 max < Jf 1«(е)1 ■<»«).
ПЭ

где Дк։< определены по формуле (1.5) и |Дк г| = а(|Дк ։|). 

Следующая теорема относится ко второй задаче.

Теорема 2. Пусть /(г) = и(з) + ։и(г) - аналитичная функция n ID, и пусть

/(*) 6 Яр(о) (0 < р < 1, а > — 1). Предположим, что Im /(0) = v(0) = 0 и

|u(re,։,)|di? < я 0< г< 1,

где функция д(1) удовлетворяет условию p(2Z) < Cp(t) (t > t0 > 0) 

и p(t) = iffQcgt), где p(t) - положительная. монотонно возрастающая 

функция на [0,+оо). Положим ^(1) = logp(t).

Г. Если v'(t) = o(t-1) при t — +оо, то

/ iu(r€**’)l,’^(P < Ср f  ----- log —J— при г —» 1 — 0.
J-T \ 1 - г/ I — г

2°. Если существует lim = L, то (—♦оо * кЧ

|v(re'։’)|^ < С —при г —» 1 — 0. 
(|°К ТТ?)

Доказательство : Ясно, что Jr(z) = f(Rz) - ограниченная функция в |z| < R <

1 . Следовательно, приО<г</?и — т < р < я՜ имеем

KK1
IC3 “я({) ад-/я(0).
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Используя разбиение круга (1.5), элементарное неравенство (а •+■ 6)* < о? 4- 

(л, 6 > 0, 0 < р < 1) и применяя Лемму 2 и соотношение (А* /| — (1 - |4|2)2
ПОЛУЧИМ

__ Э * 1
|/я«г < Е Е 

к=0 /=—2*
1»Я«)1’(1 - И!’)”гл ах 

ееДй.г

1«1<1

(1 - |(|г)°'+3'-’|ив({Ж
<М4),

Следовательно, при 0 < т < R и —г < <р < * имеем

Г |/(ге'*)|^<С Г [ Г
Л-т Уо М

(1 - Р3)°^-а|ил(ре,*)Г
|1 -

р <1р<И)(1гр =

где

\ия(рс'*)ГШг < С[Л(г) + Л(г)).

1

(1 - р2)ор-Ь2р-2
(1 - гр)Р(о+2)-։РЯ (1р.

(1
(1 - Гр)₽(°+2)֊1рр (1р.

Так как 1 ֊ г > 1 - р при р Е [г, 1), то

п₽и Г՜'՜'

В интеграле ]\ имеем 1 — г > 1 — р. 1 ак как 4 < R < 1։ то получаем

, < г я(^) Г^^֊<
71“Л !(1-г) + г(1-р)]»’«<’-1 Р /о 1-1 Я А я-‘

Следовательно

I’ |»г(г«‘*)|'Я»> < У |/я(ге'*)№ < Ся
Я - <

<11.

Если г = 1ов(1 - «)-‘, то р((1 - ։)-') = ехр{Н*)1 Заменой переменной в

послед ном интеграле получим

Л

Применение Леммы 1 завершает доказательство.
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§ 2. ОЦЕНКИ СИСТЕМЫ РИССА В пх;4*

Теорема 3. Пусть и = (и։,..., ип. Ып-и) ~ гармоническое векторное поле 

в ПГ?4 и Нт Хп+։) = 0, к = 1,л. Предположим, что. - —- -V

(2.1)

где функция р(0 определена на полуоси (0, 4-ос) и удовлетворяет д(2Х) < 

Cp(t) и = <р(/о0(1 4- «n+i))» причем ^(1) монотонно убывает на

[0,4-ос), и 0(t) = - log^(l) = o(logt) при t — 4-0.

1°. Если 0'(i) = o(t՜ ) при t —» -t֊oc, то при zn+j —• +0 имеем

I * = 1.......п-

lün-Ä 

t-oc (l^(t))2
2°. Если существует = / < 4-эс. то при zn + i —» 4֊С имеем

к =

Доказательство : м = (u|,...։u„ un+l) является системой Рисса и справедлива 

формула (2.1). Следовательно, компоненты и представимы в виде (3), т.е.

Ufcfz . Гп + 1) — Сп / —— — —- Un+l (t\ „+ dl', к — 1,...,п4-1,
Jnv (|x'֊t'|24-z’ + ։)-r- V 2 '

где Cn = Г тт՜ и zn+i > 6 > 0. Эти компоненты удовлетворяют (2).

Поэтому

out _ диг.^\
dzn+i 0Xg dl‘

ÖUi(z',0 

dt

Заметим теперь, что

dt.

Следовательно

Для продолжения доказательства нам понадобится следующая лемма, относя­

щаяся к хорошо известному разбиению Уитни (см., например, '10], глава 6).
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Лемма 3. В IR" 1 существует система замкнутых кубов {֊^»)^-։ со 

сторонами, паралсльными координатным осям такая, что

(1) и А» = и;*1 ։ 
k = l

(ii) внутренности Д* попарно неперссекаются ;

(iii) diam Дк = diet (Дк, CIR^1) < 4 diam Д* ;

(iv) если Д; (к > 1) - кубы с теми же центрами что и Д*,

но растянутые с коэффициентом 5/4, то система (AJ)* разует

конечное покрытие (или, что то же самое, любой куб Д* (к > 1)

пересекается с не более чем 12n+1 кубами из {Дк}*).

Применив эту лемму для случая zn + j > 8 > 0, получим

|u*(x',xn+i)| <С^( z' - t(fc)

4=1
max 

(t't)GAw

Следовательно

ОО

и„+1 (»“’)
Согласно Лемме 2.2, [13]

Обозначая z = log( 1 +*՜’) и используя

получим

dr. 
e* - 1

Если гп+1 —» ос, то х — 0, а интеграл остается сходящимся, поскольку 

0(/) = О(1овX). С другой стороны, если хп+| — +0, то х — +эо. В этом .лучае 
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е-^(г) «*_■ — е~*(г\ где и>(х) - возрастающая функция. Лемма 1 завершает дока­

зательство.

Теоремы 1 и 2 влекут следующий закон скорости роста : скорость роста 
т

интеграла Г |и(ге,,? )|сй? не больше, чем скорость роста д((1 - г)“1), если 
— <

скорость роста р не меньше, чем скорость роста степенной функции. 

Если скорость роста р меньше, чем скорость роста степенной функции, 

то скорость роста того же самого интеграла не больше, чем скорость 

роста р(( 1 — г)՜ )Г(- 1ой( 1 — г)), где Г - неубывающая функция на (0, +оо). 

Некоторые простые примеры показывают, что в круге возможны следующие
скорости роста :

А > 0. а > 0, 3>1,

= A log 1
I - г А > 0,

Отметим, что в Теоремах 2 и 3 ц растет медленнее, чем степенная функция.
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