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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Работы данного номера журнала, выполненные в математическом депар

таменте Государственного инженерного университета Армении, посвящены за

даче Римана-Гильберта для аналитических функций и ее применениям. Здесь 

развиваются идеи и методы работ И. И. Мусхелишвили, И. Н. Векуа, М. А. 

Лаврентьева, Ф. Д. Гахова, А. В. Бицадзе и других. В работах указанных 

авторов краевые задачи для аналитичских функций, такие как задача Гиль

берта, задача Римана-Гильберта, задача Пуанкаре, задача Газемана и т.д., 

сведены к сингулярным интегральным уравнениям. Однако численная реали

зация нередко требует дальнейших шагов, таких как определение дефектных 

чисел, вопросы аналитического продолжения этих решений и т.д.

В работах настоящего выпуска разработаны эффективные методы реше

ния задачи Римана-Гильберта в односвязных областях, ограниченных анали

тическими кривыми, и исследованы вопросы аналитического продолжен։ этих 

решений. Полученные результаты применены для представления в виде прос

тейших дробей конформных отображений односвязных областей с эллипсооб

разными границами, а также для решения некоторых классов нерегулярных 

эллиптических уравнений.

Ереван, декабрь 1997 В. С. Закарян
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• <>

В работе рассмотрена задача типа Римана для одного класса непра
вильно-эллиптических уравнений. Изучены вопросы разрешимости и 
количества линейно независимых решений.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д = {г: |ж| < 1} - единичный круг комплексной плоскости, а 

Г = дБ = {я £ С: |к| = 1} - граница этого круга. В области Б рассматривается 

дифференциальное уравнение

д2и „ди „ 
-z֊2+2a — + bu = 0. 
az az (1)

Здесь а и Ь - постоянные, и - искомая дважды дифференцируемая в Б функция, 

удовлетворяющая условию Гельдера вместе со своими производными первого 

порядка в Ди Г. На границе Г функция и(х,у) должна удовлетворять краевым 

условиям типа Римана

Reu|r = f(x,y), (®,У)6Г, (2)

_ ди , .
^dN =5(։'У)>

Г
(в, у) G Г, (3)

где fug- заданные непрерывные по Гельдеру вещественнозначные функции на 

Г, N - внутренняя нормаль к Г в точке (х, у).

Дифференциальные уравнения типа (1) с другими краевыми условиями 

рассматривались в монографии [1]. В случае, когда а — Ъ = 0, в [2], [3] было 
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доказано, что задача (1) — (3) нетерова, неоднородная задача всегда разрешима, 

а однородная задача (/ = д = 0) имеет четыре линейно независимых решения. 

В [6] рассматривалась задача (1) — (3) в смысле Ь1-сходимости, где была 

доказана нетеровость этой задачи и вычислен индекс. Целью настоящей работы 

является доказательство аналогичных результатов в пространствах функций, 

удовлетворяющих условию Гельдера при произвольных постоянных а и Ь.

Пусть Ах и Аз - корни характеристического уравнения

А։ + 2аА + Ь = 0. (4)

Теорема 1. Однородная задача (1) — (3) имеет четыре решения из, из, и«, 

линейно независимые над полем действительных чисел. Если Ах = Аз, то для 

к = х + ։у
их(в, у) — ։еА1,+А1Х, из(®,у) = *еАи+А,։ (я + я), 

- _ _ (5)
«з(։,у) = еА*х+А‘х (я - я), 1ч(х,у) = еА1,+А1Х яя.

В случае, если Ах Аз

их(х, у) = *еА‘х+А1Х, из(г,у) = геА։'+А’։,

из(®, у) = ։ (еА‘,+А’х + еА**+А։Т^ , и«(г, у) = СА։Х+А>> _ £*։»+*։».

Общее решение однородной задачи (1) — (3) представляется в виде линейной 

комбинации функций их, ..., гц с вещественными коэффициента ми

Теорема 2. Дли произвольных а и Ь задача (1) — (3) нетерова и индекс этой 

задачи равен четырем.

Из теорем 1 и 2 следует, что неоднородная задача (1) — (3) всегда разреши

ма.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Рассмотрим случай Ах = Аа. Тогда общее решение уравнения (1) имеет 

следующее представление :

«(®. У) = еА։։(«Р1(*)+ ?։(«)). * = х+.»у, (7)

где <Р1(к) и <рз(г) - произвольные аналитические в О функции.
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Делая замену

Р1(г) = еАм Ф1(я), р2(я) =еА*'Ф2(я), я = а + ։у,

после подстановки в (2) и (3) получим следующие уравнения для определения

Ф1(я) и Ф2(я) :

Де (я Ф2(я) + Ф2(я))|г = /1(х,у), (г, у) € Г,

ДеА(гФ1(г) + ф։С?))

(8)

0)91(х,у), (®,у)ег,

где

А(«.У) = е_(А1'+А։։> /(а, у), 

91(х,у) = е <А*’+А։Ж) р(а,у) - — (еА>։+А1Д) /1(а,у) , (а,у) € Г.

Уравнения (8) и (9) были исследованы в [3] и [4]. Используя полученные в этих 

работах результаты, мы завершаем доказательство теоремы 1 в случае А2 = А2.

Пусть теперь А2 / А2. Тогда общее решение уравнения (1) имеет следующее 

представление :

«(х,у) = еА*։Р1(г) + еА։*р2(я), я = х + »у, (Ю)

где функции ¥>1(я) и у>2(я) аналитичны в £>. Из этого представления следует, что 

функции (6) - решения однородной задачи (1) — (3).

Пусть и(а, у) - произвольное решение однородной задачи (1) — (3). Покажем, 

что

Деи(а,у) = 0, (в,у) € £>. (11)

Для этого представим функцию и(а, у) в виде

и(а,у) = е՜“՜01 У (а, у), (а, у) Е Б, г = х + ху. (12)

Тогда справедливо соотношение

д2и п ди ,__ + 2а_ + Ьи = е
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Таким образом, в Б уравнение (1) примет вид

У- + (Ь-О’)¥ = о, 
иг

(г, у) е Б. (13)

Подставляя (12) в (2) и (3), а также учитывая, что е вг аг - действительная 

функция, получим
дУ

КеУ|г = 0, Ее — =0. (14)
он Г

Введем оператор Б, действующий в пространстве дважды непрерывно диффе

ренцируемых функций, и сопряженный с ним оператор Б‘ :

Я2 Я2
Ь=з^ + (ь~а3)1՝ г = +

В этих обозначениях задача (13), (14) (эквивалентная однородной задаче (1) — 

(3)) примет вид
’(БУ)(х,у) =0, (х,у)еБ,

՝ ЕеУ|г =0, Ее^ = 0-

д
Учитывая, что - вещественный оператор, получим, что если V - решение 

задачи (15), то функция

К(х, у) = Ее У(х,у) (16)

будет решением задачи

(Б*Б) М^х, у) = 0, (г, у) € Б, (17)

ям
КеИ^|г = 0, Ее—^ = 0. (18)

Здесь IV — четырежды непрерывно дифференцируемая в Б искомая функция, 

удовлетворяющая условию Гель дера в вместе с производными первого 

порядка.

Покажем, что задача (17), (18) имеет только тривиальное решение Пусть 

И^у) _ решение задачи (17), (18). Тогда из (17) имеем

(Б*Б)1У(х,у) ^W{xyy}dxdy — 0. (19)
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Функция №(х, у) аналитична в Б (см. [7]). Следовательно, в (19) можно дважды 

применить формулу Грина. Учитывая (18), получим

Ц 1£Пг(х,у)13 <1х(1у = 0. (20)

Так как (£1¥)(х, у) непрерывна в Б, то (£Иг)(х,у) = 0 при (х,у) 6 Б. Следова

тельно, функция №(х,у) представляется в виде

ИГ(®,у) = е-еТ«1(*Х+е“«2(х), (21)

где с = у/а2 — Ь, Ф1(х), Фз(х) - аналитические в Б функции (ср. с (10)).

Из (18) для (х, у) € Г получаем е~е1 Ф1(х) + е" Фз(х) = 0. Поскольку х г = 1 

при г 6 Г, то

е“е/’ Фх (д) + ее/г Фа (х) = 0, х е Г.

Функция еГс1* Ф1(х) + ее/։ Фз(х) аналитична при 0 < |х| < 1 и обращается в нуль 

при |х| = 1. Следовательно, по теореме единственности е-е/ж Ф1(х)+ее/՛1 Фз(х) = 

= 0 при 0 < |х| < 1, или

Ф1(х)=е2е/*Ф։(х) при 0 < |х| < 1. (22)

Так как функция Ф1(х) аналитична в нуле, то из (22) следует, что функция Фз(х) 

имеет нуль бесконечного порядка в точке х = 0, следовательно, Фз(х) = 0 при 

г 6 Б. Из (22) мы также имеем, что Фх(х) = 0 при х € Б. Окончательно, из (21) 

получаем, что однородная задача (17), (18) имеет только тривиальное решение 

и, используя (16) и (12), получаем (11). Далее, из (10) и (11) имеем

Де (еАи $с>1 (х) + еА,жу>2(х)) = 0, х е Б.

Введем функции Ф1(х) и Фз(х) по формулам

Ф1 (х) = еА*։ Ф1 (х), <р2 (х) = еА։ ։ Фз (х). (23)

Аналитические в Б функции Ф1(х) и Фз(х) однозначно определяются по <р1 и у>2. 

Из (23) имеем

Де (еА։Ж+А։ ’ Ф1(х) + еА։7+А։ 1 Ф2(х)} =0, х 6 Б.
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Используя вещественность функции ехр (Ахк + Ах к), получим

Не (фх(к) + ф2(х)) =0, к 6 Р (24)

ИЛИ

Фх(к) + Ф1(к) + е(А>-*1)*+(А»֊А>)' (ф2(г) + ф2(г)} =о, г 6 р.

Применив к обеим частям этого равенства оператор д2
П0ЛУЧИМ

е(А։-А1)Г+(Х>-А1)1х

х [|А2 - А։|а (Ф2(ж) + Ф2(к)) + (А2 ֊ Ах)Ф2(к) + (А2 - Ах) Ф'2(к)] = 0.

Следовательно

Не (|А2 - Ах|2 Ф2(к) + (А2 ֊ Ах) Ф'2(к)) =0, г С И. (25)

Учитывая аналитичность Ф2(г), из (25) получим дифференциальное уравнение

Ф'։(х) + (А2 - Ах) Ф2(к) = *С1 (А2 - Ах) ,

где С1 - вещественная постоянная. Решая это уравнение находим Ф2(я) :

Ф2(к) = Ле-<А’-А>)։+зС1, (26)

где А - произвольная комплексная постоянная. После подстановки найденной 

функции в (24) находим

Фх(я) = +1С2,

где С2 - вещественная постоянная. Из (23) находим

РхМ = —ЛеА’։ + »С2еА։ *, р2(я) = Ае*'г + »С,1еА’։. (27)

Наконец, подставляя функции (27) в (10), получим общее решение однородной 

задачи (1) — (3) :

ц(х, у) = ։С2 еА։ ։+А1Г + ։Сх еА։ ։+А’г + А еА‘ ։+А’г - А еА։ Т+А> г.

Разделяя действительные и мнимые части еА1'։+А’д, завершаем доказательство 

теоремы 1.
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§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Как было показано в предыдущем параграфе, случай кратных корней (Ах = 

= А2) сводится к случаю а = Ь = 0. Поэтому достаточно рассмотреть случай 

Ах ф Если и(®, у) - решение задачи (1) — (3), то для этой функции 

справедливо представление (10). Обозначим

Ф1(«) = Ф2(я) =-¥>2(2)е-А։։. (28)

Используя (28), получим представление

1х(щ, у) =еА*г+А”Ф1(я)-еА’7+А1‘ Ф2(я), (29)

где Ф1(г) и Ф2(я) - аналитические в О функции. Для сокращения записи будем 

использовать обозначение а(я) = еА1 *+А։г. Тогда равенство (29) примет вид

и(т,у) = а(я) Ф1(г) - а(я) Ф2(я). (30)

Функция (30) должна удовлетворять граничному условию (2). Прежде чем под

ставить функцию (30) в (2), представим правую часть (2) в виде ,

/(®,у) = Де(а(я)Р(я)), (®,у)€Г, (31)

где Р(я) - функция, анаитическая в О. Индекс функции а(я) равен нулю,

следовательно (см. [5], стр. 254)

Р(я) = е՜’*« /(<)
|аМ|(<֊г)

<Й- 2т7гг 7р

где

т. . 1 Г 8 |а(4)| л 1 Г 1 а(<)
Ф(г) = — ’ Л “ К՜■ / “ агй Г-77ПЛ-

тг։ Уг * — х 2тг* _/г £ |а(<)|

Учитывая (30) и (31), граничное условие (2) представим в виде

Де (а(я) Ф1(я) - а(я) Ф2(я)) = Де (а(я) Г(я)), |я| = 1

ИЛИ

Де (а(я) (Ф1(г) - Г(г)) - а(я) Ф2(к)} = 0, |ж| = 1. (32)
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Так как к к = 1 при к € Г, то

Ле (ф) (фф) ֊ - ФфЛ))) = О-

Таким образом, получаем граничную задачу для Ф1(я) и Ф։(г) :

Фх(я) - Г(к)-Фа(1/к) =»ф)а(г), ® + »убГ, (33)

где ф) - неизвестная вещественнозначная функция на Г. В (33) функция Ф1(к)— 

—Р(х) аналитична при \я\ < 1, а Фз(1/г) аналитична при |к| > 1. Следовательно, 

эти функции определяются интегралом типа Коши :

Ф1(х)-Г(х) = И < 1 и Ф2(1/к) = ֊ / А, И > 1.
471 с. 4 /7Г '/г ъ — г

Так как функция ф) вещественна, то

47Г Ур ь — 2 2% Уг < — « 2% Уг I
(34)

После подстановки (34) в (30) для решения ф) задачи (1) — (3) получаем 

представление

, , 1 Г .... а(х) ф) — ф) ф) , ф) Г <1(1} ф)= 2^ /г - 1-, Л + 27 /г “Ч՜12 Л 1*1 < 1-

(35)
Полагая

и = ге,веЛ, * = е,гбГ, г 6 [0,1), 0,те[О,2я-],

запишем (35) в виде

ц(ге|в) = — Г** <1(е{г} а(ге1'8)°(е1Г)-фе,,)а(е,'г) . , *а(ге'՜9) 
г’г/о ‘ 1-геЧ»-г} ат+~2п Х

х ^(е’г) а(е,г) <1т + а(г е'9) Г(г е'9).

Из равенства

2-2гсо8(0- т) _ 1 _ га
1 + га - 2г сое(в - т) + 1 + та - 2г соз(0 - т) (36)
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получаем

Reu(re'e) =

—-г- f d(elr) fa(re'e) a(e,r) — a(re‘e) a(e'r)] dr+Re (a(re,e) F(re'e)} = 

=s/ <((e") (<■<”")»(<՛')) 1+r._12;crL(i,_r)^+ 

4-Re (a(reie)F(re,e)).
(37)

Для определения неизвестной функции <£(<) используем граничное условие (3). 
д

Поскольку оператор действительный, то условие (3) можно представить в

виде
Q

^Reu(t) = $(х,у), t = x + iy G Г.

После представления (37) получим

Je. (г; / d(‘'T} -«fr«")* г))г 1+^ _ 2гео,(8 _ т) *■+

f~ 1 + г1 — 2r eo,(tf — т) ~1՜

2(1 — г)2 (1 + сов(0 — т)) 
(1 + га — 2гсоз(0 — т))։

dr = ф(е’в),

(38)

где

Ф(е՛*) = Jim ° Re (a(re’e)F(e,e)) — р(соав, sinfl)

— известная функция. Обозначим

К(ге,в,е՝г) = а(г е'в) а(е<т) — а(г е'в) а(е'т)

и рассмотрим первое слагаемое в левой части (38). Имеем

(Л-(ге’в,е<г))'г = (A1e-',+A?ew)a(re")i{?57- (Л7е'в + А։в-в)ф?«)а(е'г).

Эта функция равномерно по в G [0,2тг] стремится к К'г(е'в,е'т) при г -> 1 — 0. 

Следовательно, используя свойства ядра Пуассона, получим

lim — / d(eir) (К (reie,eiTY)՛  ------—J—L—------dr =
Г-+1-0 4tt Jq v ՝ ,,T 1 + r2 - 2r coe(0 -r) (ggj

= d(e'v) K'r(eie,eir) = -|a(eie)|։ d(e'v) Im ((Ax ֊ A։) e֊<e) .
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Для оценки второго слагаемого в (38), отметим, что

Г2к 2 , 4тг
Jo 1 + г2 — 2г сов(0 — т) 1—г2 (40)

у2’2(1 — г)2 (1 + сов(0 — т)) , _ 4тг
Jo (1 + г2 —2г сов(в-т))2 1 —г2'

Следовательно второе слагаемое представляется в виде

Г d('ir)K(reie,eir)x
4% Jo (41)
х (__________ 2 + 2(1֊г)а(1 + со8(0-т))\ dT = h + /։>

\ 1 + г2 — 2г сов(0 — г) (1 + г2 — 2г сов(0 — г))2 /

где
А = J- [ \(е1Г)Я’(е,в,е1Г)х

4тг Jq
(__________ 2_________ 2(1 — г)2 (1 + сов(0 — т))\
\ 1 + г2 — 2г сов(0 — т) (1 + г2 — 2гсов(0 — т))2 J

h = ± ^(^.еП-К(е«^)_к;(е«е<гЛ х
4*Л \ г-1 J

( 2(1-г) _ 2(1 - г)3(1 + сов(0 - т))^
\ 1 + г2 — 2г сов(0 — т) (1 + г2 — 2г сов(0 — г))2 J

При г —> 1
K(re^e'r) — К(е,в,е'г) _ с>Г) 0

равномерно по в и т, а из (40) следует, что интеграл (42) равномерно ограничен

при г —> 1. По теореме Лебега об ограниченной сходимости

lim I2 = 0. (43)

Рассмотрим слагаемое Д. Имеем

֊“З fb(g-r) = К^е,в’в’Г)1г=в = 2iRe ((дх - А2) «■՛■’) 1“(е,в)1а. (44) 

откуда вытекает

л(WW+2|“(։,’)|։։и ((А‘ -А։) ։՜"))х
х /______ 2вш(т - 0)______2(1 - г)2 (1 + сов(0 — г)) вш(0 - т) \

\ 1 + г2 — 2г сов(0 — т) + (1 + г2 — 2гсов(0 — т))2 J dr+

+ ֊:|a(e«)|2Re((A1-Aa) e֊ie) х

х Г” d(e<T} ( 2мп(г-0)_______2(1 - г)2 (1 + cos(g - г)) sm(0 - т)
Jo \1 + г2 — 2гсов(0 — г) (1 + г2 — 2гсов(0 — т))2 J Т՛
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Учитывая (44) и предельное соотношение

[ 2зш(т - в) 2(1 - г)2 (1 4- соз(0 - т)) вш(0 - г)՜] _
г^?1 [ 1 + г2 - 2г сов(0 - т) + (1 + г2 - 2гсов(0 - т))2 ]

= «Ь(^-т) в.
1 —сов(0 —т)’ ’

получим

“ЯЛ 4|л(«'>)|- В. ((А. ֊ А,) .֊») /’Ч")

+ / «£(е|Г) Я(т, в) <1т,
Jo

где функция

Я(т,0) = ± дГ +2|<2(^)1аИе ((А1-Аз) е֊'՜9)') ~ г)
2тг \ вш(т — в) / 1 - СОв(0 - т)

удовлетворяет условию Гельдера на Г, а интеграл (45) понимается в смысле 

главного значения.

Окончательно, из (38), (39) (41), (43) и (45) получаем следущее сингулярное

интегральное уравнение для функции <1(е'г) :

|а(С)|21т ((А?- С) О+гЯе ((£֊ А^ С) |а(С)|2 ֊ [ <*(*) ֊+
(4б)

+ / й(«)Т(«,с)Л = Ф(с),
•'1*1=1

где < = е1 г, С = е,в, а Т(4, С) = Я(т, 0) + Ле ((А1 — Аг) £) |а(С)|21 удовлетворяет
Л»

условию Гельдера.

Коэффициенты этого уравнения

А(С) = |а(С)|21ш ((А?-А^) С), В(С) =։|а«)|2Яе ((А?-А^ <) 

удовлетворяют условию

А2(С) - В2(С) = |а(С)I2 |АХ - А2|։ /0, <6 Г.

Следовательно, задача (46) (а значит и исходная задача (1) — (3)) нетерова (см. 

[1]), а индекс вычисляется по формуле

1 ’ 
п= - а^ 

7Г
ЖС)֊в(О1 = 1
А(С)+В(С)] я аге

-*(А1 -Аа)Г
»(А!-А2)С .

Ъ|"чг| .X ■՛■ ••"Ш.
Я !՝ и 1 и г ч г

« а > ь Х я *



16 А. О. Бабаян, С. А. Папян

Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper considers Riemann type boundary value problem 
for a class of improperly elliptic differential equations. The questions of 
solvability and the number of linearly independent solutions is studied.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ И РАЗЛОЖЕНИЕ 
КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ НА ПРОСТЕЙШИЕ ДРОБИ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 2, 1898

В работе рассматривается проблема аналитического продолжения ана
литической функции через эллипсообразные дуги при условии, что 
либо действительная часть, либо модуль функции постоянны. Мы из
учаем случаи полуплоскости и круга. Полученные результаты при
меняются к разложению на простейшие дроби конформных отображе
ний, отображающих области с эллипсообразными границами на круг 
или полуплоскость. В случае эллипса мы доказываем, что конформные 
отображения являются мероморфными функциями со счетным числом 
простых полюсов или полюсов второго порядка.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Г - образ окружности

|<-</| = Я, <1>0, Я>1 + <1 (1.1)

при отображении Жуковского (см. [1], стр. 29)

* = | (*+ т') = (1-2)

где я = х 4- гу, < = £ + «?. Обозначим через Д область, ограниченную контуром 

Г. Если </ = 0, то Г является эллипсом (см. [1], стр. 29).

В §§1,2 исследуются вопросы аналитического продолжения функций р(я), 

аналитических в Д и непрерывных в ДиГ, через открытые дуги 7 С Г. 

Предполагается, что удовлетворяет одному из следующих условий :

Кер(я) = 0 или |р(я)| = 1, «€7.

В §§3 — 6 полученные результаты используются для разложения конформных 

отображений области Д на круг и полуплоскость на простейшие дроби. Случай, 
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когда Г — эллипс, вопросы аналитического продолжения исследованы в работе 

И-

§1. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Результаты данного параграфа имеют вспомогательный характер. Они ис

пользуются для построения аналитического продолжения и разложения конфор

много отображения на простейшие дроби.

Пусть Ь — простая замкнута» гладкая кривая в комплексной плоскости. 
в

Кривая Ь является границей двух областей Л՜*՜ и , где Д+ — ограниченная, а 

и՜ - неограниченна» и содержит в себе окрестность бесконечно удаленной точки. 

Область Л+ будем называть внутренностью, а О~ — внешностью Ь. Если Ь - 

отрезок, то дополнение Ь до расширенной комплексной плоскости будем называть 

внешностью Ь.

Мы будем говорить, что функция /(ж) аналитична в окрестности бесконечно 

удаленной точки, если /(1/я) аналитична в окрестности нуля. Пусть Со - кольцо

(1-3)

и пусть 70 и /о ~ открытые дуги на окружностях |ж| = Ко и |я| = го։ соответ

ственно, а Го и Ъо - их соответствующие дополнения до полных окружностей.

Пусть функция Ф(г) аналитична в кольце Со, непрерывна в бои 70^/0 и 

удовлетворяет условию

КеФ(к) = 0, z6 7ojj.ro- (1-4)

Обозначим через С* (к = 0, ±1, ±2,...) кольцо

го о

и пусть открытые дуги 7*, Д и замкнутые дуги Г*, Ьк являются образами 70, 

Д, Го и Ьо, соответственно, при отображении

го
Пусть ы0 - совокупность контуров Г* и Ьк (к = 0, ±1, ±2,...) точки 0 и бесконенчо 

удаленной точки. Обозначим через По дополнение ыо До расширенной комплекс- 

ной плоскости (По - область в комплексной плоскости, содержащая кольцо бо).
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Лемма 1. Функция Ф(к) аналитически продолжается через дуги 70 и 10 в 

область Яо-

Доказательство. Согласно принципу симметрии аналитического продолжения 

(см. [1], стр. 158) Ф(к) аналитически продолжается через 70 и Iq в кольца Gj и 

G-i по формулам

Ф(я) = Ф(Л2/г), z 6 Gx U70, (1.5)

Ф(к) = -Ф^, f е G_1 и^о (1.6)

(черта означает комплексное сопряжение). Из (1.4), (1.5) и (1.6) имеем

ДеФ(к)=0, x6 7i[J/_i.

Поэтому Ф(л) можно аналитически продолжить через 71 и Zi в кольца Gj и G_a.

Аналогично мы докажем справедливость леммы 1.

Пусть теперь Фо(к) ~ аналитическая функция в кольце Go, непрерывная в 

Go U 7о U и удовлетворяющая условию

|«о(ж)| = 1, ze7oUJo- (1.7)

Множество ы нулей функции Фо(г) в Go либо пустое, либо состоит из конечного 

или счетного числа точек (см. [1]). Множество 

( 1= р: z 7» с 6 w> k = °>±x«±2> - 
к го s

либо пустое, либо состоит из конечного или счетного числа точек. Пусть fix 

- дополнение o>oUwi ДО расширенной комплексной плоскости (fix - область 

комплексной плоскости, содержащая кольцо Go).

Лемма 2. Функция Фо (я) аналитически продолжается через дуги 70 и /о в 

область fix-

Доказательство. Согласно принципу симметрии аналитического продолжения 

(см. [1], стр. 158) функция Фо (в) аналитически продолжается через 70 и Iq в 

кольца Gx и G-x по формуле

֊1
> В Gt?x|j70, (1.8)
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Фо(*) =

-1
, геб^о- (1-9)

Из (1.8) и (1.9) следует, что функция Фо(х) аналитична в бо и 61 и 6-1 и/о и 7о 

за исключением множества

(€и, к = 0,1). 

го ч '

Из (1.7), (1.8) и (1.9) следует, что |Ф0(«)I = 1 при г € 7-11)71- Аналогично мы 

докажем справедливость леммы 2.

Пусть бо - кольцо (1.3), а 70 и Л) - окружности \г\ = Яо и |ж| = го без 

точек г = йо иг = го, соответственно, и пусть Ф(ж) аналитична в кольце бо, 

непрерывна в бо и/о О7о и удовлетворяет условиям

ДеФ(ж)=0 при я €7о|^)/о,

Нт Ф(ж) (ж — го) = с_1, Нт Ф(ж) (ж — Яо) = со, ж £ бо, (1-Ю) »-♦До

где с-1 и со - заданные вещественные постоянные. Пусть

Лемма 3. Функция Ф (ж) аналитически продолжается через контур 10 вне окруж

ности |ж| = Яо кроме множества точек

=
о

* = 0,1,2... (1-12)

и бесконечно удаленной точки. Существует предел 

Шп Ф(ж) (ж - жк) = с*, * = О,1,..., (1.13)

где с/, определяются формулами (1.11).

Доказательство. Первая часть утверждения леммы 3 следует из леммы 1. 

Теперь докажем справедливость равенства (1.13). При к = 0 это равенство 

седует из (1.5) и второго условия в (1.10). Теперь докажем равенство (1.13) при 
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к = 2т, где т - натуральное число. Из принципа симметрии аналитического 

продолжения (см. доказательство леммы 1)

КеФ(я) = 0 при z±zm (тп = 0,1,...)

________ zi 
TH Ф(г) = -Ф (z’/z) при zm < |z| < ֊=֊.

П)

Следовательно

lira Ф(г) (z - z2m) = - lim Ф (z^/z) (z - z2m). (1.14)

Из (1.12) следует 
z2 z2

—> —— = Яо при z->z2m. 
z z2m

Поэтому из (1.13) при к = 0 имеем

Цт Ф (z*/я) - Яо) = со. (1.15)

Так как со и Zm вещественны, то из (1.15) получаем

Urn Ф(^Ж - z) V = Со- (L16)

Из (1.12) имеем

= Р-17>

Из (1.14), (1.16) и (1.17) следует равенство (1.13) при к = 2т. Это равенство при 

к = 2т + 1 доказывается аналогично. Лемма 3 доказана.

Пусть Фо(г) аналитична в кольце Go (см- (1-3)), непрерывна в замкыкании

Go и удовлетворяет условиям

|Фо(*)1 = 1 при |г| = г0 и |г| = Ло,

Фо(«о) = 0, Фо(«о) = 0, Фо(«о) = со, Ф{,(^) = с^,

Фо(я)/0 при г£Со,

где го £ Со - фиксированная точка, 1т го 0, а со - постоянная, не равная нулю. 

Пусть



22 Н. Е. Товмасмн, В. С. Закарян

Лемма 4. Функция ф0(г) аналитически продолжается через окружность |к| — 

= Яо в область |л| > Яо за исключением точек

г = к», 2=1», Ъ=1,2...

и бесконечно удаленной точки. Имеют место равенства

Нт Фо(я)(я-я*) = а», Нт Фо(«) (* “ **) = а». (Ы8)

Доказательство. Первая часть утверждения следует из леммы 2. Теперь дока- 

жем справедливость равенства (1.18). Из принципа симметрии аналитического 

продолжения следует, что

|Ф0(г)| = 1 при |2| = р», Л = 0,1,...,

Ф0(к) = [фо(р»/г)] при рк < |г| < ֊*•, Л = 0,1,..., (1.19)

где рк = я£+хго*. Остается использовать доказательство равенства (1.13). 

Лемма 4 доказана.

Пусть <р(я) - аналитическая функция в области 0 < |л — го| < е и

։1йп <р(я) (я - 2о) = с0, (1.20)

где е, го, со - некоторые постоянные, е > 0, со ф 0.

Пусть, далле, функции <51 (к) и 6^ (к) аналитичны в окрестности Со и беско- 

ненчо удаленной точки, соотвественно, и удовлетворяют условиям

<51 (Со) = ко, <51 (Со) / 0, (1-21)

МС)->*о> (<5з(«) -ко)я -> сх / 0 при |г| -> +оо. (1.22) 

Лемма 5. Имеют место равенства

Нт у(«х(2)) (я - Со) = , Шп
*-♦«» <51 (Со) Н-+ОО 2 С1

Доказательство непосредственно следует из равенств (1.20) —
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Пусть О - область, рассмотренная во введении, и пусть ( = <р(я) - функция, 

отображающая область Р на полуплоскость й.е ( > 0 и удовлетворяет условию

1пп |р(я)| = +оо, я е Б. (1.23)
х—

Пусть, далее, Ф (я) - аналитична в Б, непрерывна в замкнутой области Р(_)Г и 

удопвлетворяет условиям

Ле Ф(я) = —Не -■ я 6 Г, (1-24)

1тФ(Ь) = 0, (1.25)

2а = R + <1 + ———, 2Ь = — Я + ^+———. (1.26)
л+а а — К

Лемма 6.
р(я) = с0 (“7 + Ф(‘г)} +»с1> (1-27)

где со > 0 и С1 - вещественные постоянные.

Доказательство. Так как Яе(а — я)-1 непрерывна и удовлетворяет условию 

Гельдера на Г, то задача (1.24), (1,25) имеет единственное решение (см. [3], стр. 

245).

Как показано в [1], стр. 113, у>(я) можно представить в виде

(1.28)

где I = ¥>о(я) конформно отображает Р на круг |4| < 1 и ро(а) = 1, а < = у>х(4) 

конформно отображает круг |4| < 1 на полуплоскость Яе£ > 0 и

Пт |^(4)| =+оо, |4| < 1.

Известно (см. [1], стр. 137, 163), что функция ^>х(4) дробно-линейная, а <ро(х) 

аналитична в окрестности контура Г и ^(я) ^4 0 при я € Риг. Поэтому из 

(1.28) следует, что функция ^>(я) представляется в виде

*’М = -^4 + Ф1(4 (1.29)

где Ф1(я) аналитична в Р и непрерывна вРиГ, асо/0 - некоторая постоянная.
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Ясно, что

Яер(х) = 0, хе Г, х± а, (1-30)

Яер(г) > 0 при 0 < х < а. (1-31)

Из (1.30) и (1.31) следует, что в представлении (1.29) постоянная с0 положитель

на. Подставляя р(х) из (1.29) в (1.30), получим

НеФ1(х) = —со Не ——х € Г, х # а. (1.32)
а — х

Так как левые и правые части (1.32) непрерывны на Г, то равенство (1.32) имеет 

место также и в точке х = а. Из (1.24) и (1.32) имеем Ие[Ф1(х) —со Ф(х)] = 0 при 

х е Г. Поэтому (см. [3], стр. 174) мы можем написать

Ф1(х) = соФ(х) +1С1, (1.33)

где С1 - некоторая вещественная постоянная.

Подставляя Фх(х) из (1.33) в (1.29), получаем (1.27). Таким образом, функция 

<р(х) представляется в виде (1.27), где со > 0 и С1 - некоторые постоянные. Из 

(1.27) имеем

(1-34) 
а - х со со

Так как р(х) конформно отображает область О на полуплоскость Не£ > 0 и 

со > 0, то из (1.34) следует, что функция < = (а - х)՜1 + Ф(х) также конформно 

отображает область О на полуплоскость Не £ > 0. Поэтому любая функция випя 

(1.27) - также конформно отображающая функция. Лемма б доказана.

Лемма 7. Существует единственная конформно отображающая функция £ = 

= <р(х) области О на полуплоскость Не£ > 0, удовлетворяющая условиям

Нш<р(х)(х-в)=1, р(Ь) = О, (1.35)

она определяется формулой

= ֊Ц- + Ф(х), 
л — а
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где Ф(х) решение задачи (1-24), (1.25).

Доказательство. Подставляя г = Ь в (1.24), получим ЯеФ(6) = —(а — 6)՜1.

Отсюда и из (1.25) имеем

Ф(Ь) = (1-36)

Согласно лемме 6 функция вида (1.27) конформно отображает область Д на 

полуплоскость Яе< > 0. Подставляя <р(г) из (1.27) в (1.35) и используя (1.36), 

получим со = 1, С1 = 0. Лемма 7 доказана.

Пусть До ~ область, ограниченная окружностями

где

|я4-^11= до и [г-

(11 >0, <1-2 > 0, <11 + (11 > 0, 1/р > до + <11 + <1з.

(1-37)

(1.38)

Обозначим

<1з = (11 + с/г,
^о - Ро + <*з + уДУр - Ро + <*з)2 - 4р7^ 

2йз

®о = ®2 — <1з,

1 Г 1_____________ 1
2 [хо — ДЧ։ — <11 ^о + ро — <11

Х1 = Х2 
г2 - 1/2’х2 "о

(1.39)

1 1 11 
ло = X -------------- Ч---------------------г- .

2 + »2 ®о 4- 4- «2
(1.40)

Из (1.38) следует, что

х3 > 1/0, 0 < г0 < Яо, »1 > Яо, хо > ^0 — <1г • (1-41)

Лемма 8. Функция

I = Х1--------—
к + х0

отображает область До на кольцо т0 < |<( < Яр.

Доказательство. Пусть хр > 1/о — (11. Тогда функция (1.42) аналитична в 

области До- Образы окружностей (1.37) являются окружностями с центрами

11 = Х1֊~ 1 ! 1 
хо — до — (11 хр + до — (11
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_ 1 1՜ 1 1 1
®։ 2 [х0 — i/0 4- dj хо + "о + J

где го и Яо определяются формулами (1.40). Мы берем хо и ®1 так, чтобы

=0, ij = 0. (1-43)

Из условия (1.43) получаем формулу (1.39). Лемма 8 доказана.

Система контуров {Гп} называется правильной, если

1) существует фиксированная точка ао, находящаяся во внутренности каждого 

контура Гп ;

2) каждый контур Г„ содержится в области, ограниченной контуром Гп-1;

3) расстояние dn = diet (ао, Гп) и длина вп контура Гп стремятся к нулю при 

п —к оо и sn/dn < А.

Лемма 9. Пусть функция f(z) аналитична всюду в комлексной плоскости кроме 

счетного числа полюсов zn (n = 1, 2,...) и точки ао, причем zn —к а0 при п —> оо и 

f(z) —к 0 при |z| -к +оо. Если для некоторой правильной системы контуров {Гп} 

функция /(z) равномерно ограничена на {Гп}, то она представляется в виде

f(z} = ^9n{z}, (1.44)

k=l

где gn(z)*- главные части f(z) в полюсах Zn. Ряд в (1.44) равномерно сходится 

в каждой области, не содержащей Zi, za,... и малую окрестность точки во.

Доказательство. В случае, когда функция /(z) мероморфна, т.е. |zn | —к +оо 

при п —к +оо, аналогичная теорема доказана в [1], стр. 426.

§2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ

ЧЕРЕЗ ЭЛЛИПСООБРАЗНЫЕ ДУГИ

1. В этом параграфе контуры Г, 7 и область D те же, что и во введении 

(d > 0). Пусть <p(z) - аналитическая в D функция, непрерывная в D (J Г и 

удовлетворяющая условиям

Re v>(z) = 0, z £ 7. (2-1)
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В этом параграфе мы описываем область аналитического продолжения через 

аналитическую дугу 7. Рассмотрим образ окружности (1.1) при отображении 

г = 1֊1 :

|т + {/о| = Ро։ (2.2)

где
R

“ Д’ -сР’ “ R2 -д2' (2՜3)

Пусть Ло ~ область, ограниченная окружностями (1.1) и (2.2). Поскольку с/ > О, 

R > 1 + (1, ро > <1о, то точка * = 0 не принадлежит Ло- Поэтому функция Жуков

ского 01(1) аналитична в Ло и г — 01(1) отображает Ло на Л. Следовательно, 

функция

Ф(<) = <р(о1Щ), 4 6 Ло (2.4)

аналитична в области Ло.

Известно (см. [1]), что функция Жуковского (1.2) конформно отображает 

внешность круга \х\ = 1 на внешность отрезка [—1,1]. Обратное отображение

< = х + ^։-1=Д(я), (2.5)

где у/г2 — 1 - непрерывная ветвь этого корня вне отрезка [—1,1], принимающая 

положительные значения при я = х > 1. Функция (2.5) конформно отображает 

внешность отрезка [—1,1] на внешность круга |4| = 1.

Пусть 7 - образ 7, а I - образ 7 при отображениях 4 = /Зх(я) и г = Г՜1, 

соответственно. Дуги 7 и I являются открытыми. Из (2.1) следует, что

КеФ(<) = 0, *6 7^1 (2.6)

Обозначим
^з = «* + <*о, х0 = х2 — <1, Х1 = ~, ХЗ 

— R2
_ R2-Р2 + <^ + (2-7)

Х2~ м3--------------------‘’

Ро R
Г°= (хо-^-р2՝ = (хо + ^-Я2’ (2>8)

Как и в (1.41), мы можем показать, что

х2> R, 0 < г0 < Яо, »1 > Яо, ։0 > Я-А (2.9)



Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян28

Согласно лемме 8 функция

т = Х1--2_=д։(*) (2.10)
։ + ®о

конформно отображает область Во на кольцо (1.3). Пусть открытые дуги 70 и 

1о являются образами 7 и I при отображении т = ^з(£). Из (2.10) имеем

* =—- ------ я0 = аа(т). (2.11)
— т

Функция

Ф0(т) = Ф(аа(т)) (2.12)

аналитична в кольце (1.3) и непрерывна в Со СНоЩ^о- Из (2.6) имеем, что 

Ее Ф0(т) = 0 при я € 70 и^о-

Пусть го и До определены формулами (2.8), а 7*, Д, Г* и £* - контуры и По - 

область, построенные в начале §1. Согласно лемме 1 Фо(т) имеет аналитическое 

продолжение через дуги 70 и /о в По- Обозначим 

“(г) =а1(а։(т)), ДМ=А(/91(я)), (2.13)

где а1(т), а2(т),£1(я) иД(г) определяются формулами (1.2), (2.11), (2.5) и (2.10). 

Так как R > 1 + с1, <1 > 0, то |4| > 1, |<-1| < 1 при |< — </| = R. Поэтому 

окружность (1.1) лежит во внешности, а (2.2) - во внутренности окружности 

|2| = 1. Следовательно, окружность |<| = 1 содержится в Во- Обозначим через 6 

образ окружности |<| = 1 при отображении т = /Зг(<). Ясно, что 6 - окружность 

в кольце (1.3).

Функция я = а(т) и т = /3(г) конформно отображает внешность кольца 5 

на внешность отрезка [—1,1], а обратное отображение т = /3(я) конформно 

отображает внешность отрезка [—1,1] на внешность окружности 6.

Из определения контуров Г* и £* следует, что

Д34+1
Н = ■ 2к при т 6 Г*, (2.14)

г0

И = -5ГГ1 при Т е Ьк. (2.15)
го
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Следовтаельно, контуры Г* и Լյ при к = 0,1,յ = 1,2,... находятся вне, а при 

к = — 1, —2,..., յ ~ 0, —1,... - внутри окружности Ժ.

Пусть Г* и Լյ - образы Г* и Լյ (к = 0,1,..., յ = 1,2,...) при отображении 

к = а(т). Контуры Г* и Լյ при к = 0,1,..., յ = 1,2,... принадлежат внешности Г. 

Из (2.13), (2-14) и (2.15) следует, что при к —> оо контуры Гь и Լյ стягиваются 

к точке
до = —հ [хо + :—V (2.16)

Լ '\ хо /

Так как хо > Я —Ժ, то точки —хо и ао находятся во внешности окружности (1.1) 

и Г, соответственно. Следовательно, функция

ро(г) = «о(0(«)) (2.17)

аналитична вне отрезка [—1,1] кроме, быть может, совокупности контуров Г» и 

Լյ [к = 0,1,..., յ = 1,2,...) и точки ао- Из (2.4), (2.12) и (2.17) имеем

<р(х) = 1р0(г) при я ё.Л. (2.18)

Таким образом, нами доказана следующая

Теорема 1. Если <р(г) аналитична в области Ը, непрерывна в ՍԱ7 и удов

летворяет условию (2.1), то она по формуле (2.18) аналитически продолжается 

через 7 всюду в комплексную плоскость, за исключением, быть может, совокуп

ности контуров и Լյ при к = 0,1,..., յ — 1,2,... и точки до-

2 . Пусть теперь условие (2.1) заменено условием

|р(г)| = 1, г 67. (2.19)

Рассмотрим множетсва

их = {х: = 0, г 6 В), սշ = {է: է = к ± а/х2 —Т, է 6 ых},

ы3 = {т: ր = (3շ(է), է 6 сиа}, Ы4 = {<: < = ֊հ:, т 6 ыз, к = 1,2,...},
го т

ы6 = {г: г =а(<), ( 6ш<).
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Если функция tp(z) не имеет нулей в D, то все множества ыу = 0. Если в области 

D функция <p(z) имеет конечное число нулей, то множетсва wi, wj и ш3 содержат 

конечное, а множества оц и Wg - счетное число точек.

Пусть П - объединение множеств (Г*)е П (Lj)e при k = 0,1,..., j = 1,2,... 

и (wg)։ П (по)е> где (.)е обозначает дополнение в расширенной комплексной 

плоскости.

Теорема 2. Если <p(z) аналитична в области D, непрерывна в (J -у и удовле

творяет условию (2.19), то она аналитически продолжается в область П.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1, с той лишь разницей, 

что вместо леммы 1 нужно использовать лемму 2.

§ 3. ПРОСТЕЙШИЕ ДРОБИ И ОТОБРАЖЕНИЕ

ЭЛЛИПСА НА КРУГ

Образ Г окружности '|t| = R, R > 1 при отображении Жуковского (1.2) 

является эллипсом с фокусами в z = ±1. Изменяя Я от 1 до оо, мы получим 

всевозможные эллипсы с фокусами z = ±1.

Не ограничивая общности, мы будем рассматривать только эллипсы с фо

кусами z = ±1.

Пусть <p(z) конформно отображает внутренность D эллипса Г на круг |С| < 1 

и удовлетворяет условиям

*»(*о) = 0, У»'(жо) > 0, (3.1)

где zo - некоторая фиксированная точка из D.

В книге [1] (стр. 170) <p(z) представлена через суперпозицию элементарных 

функций и эллиптические интегралы. В случае, когда точка zo соппапяет с 

центром эллипса, в [2], <p(z) разложена на простейшие дроби вида

. , А ( 1 1 \
= 2> (— - —— J, (3.2)

где с* / 0, точки zk лежат вне Г и |zt| -4 +оо при k -4 оо. Ряд (3.2) сходится 

равномерно в любой ограниченной области, не содержащей точек zlt z2t... 

Для произвольной точки zq метод, приведенный в [2], существенно оспожняется
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Поэтому мы разлагаем <р(г) на простейшие дроби для произвольной точки го 

другим методом.

Разложение <р(г) на простейшие дроби существенно зависит от ко- Если го 

не совпадает с каким-либо фокусом эллипса, то <р(г) имеет вид (3.2), где полюсы 

г* (к = 1, 2,...) зависят не только от параметров эллипса, но и от точки го. Если 

го совпадает с одним из фокусов эллипса, то функция <р(г) разлагается в ряд 

вида

. . ( 1 1 \ /1
Ч>\Х) — / . с1* I-----------------------I + с2к I 7----------Г»"I *0֊«»/ \(я-кь)2

1
(«о ֊ *к)2

где са* 0 (к = 1,2,...), |ж*| —> +оо при к —> оо и характер сходимости этого 

ряда такой же, что и у ряда (3.2).

Это означает, что конформно отображающая функция <р(г) является меро

морфной функцией со счетным числом полюсов. Все они являются полюсами 

второго порядка, если го совпадает с одним из фокусов, и простыми полюсами - 

противном случае.

Пусть Ф(4) аналитична в окрестности I = 1 и удовлетворяет условию

Ф(1)=0, Ф'(1)=0, Ф"(1) = 2с։?4 0, Ф"'(1) = 6с3. (3.3)

Пусть

(3-4)

где р - некоторая положительная постоянная.

Из (3.3) и (3.4) следует, что р2 - полюс второго порядка для функции ф0(4).

Лемма 10. Главная часть д(1) функции Фо (4) в точке р2 определяется формулой

9^) =
р4 (2с2 + с3)р2 

сз(*-^)2+ с’а-д2) • (3-5)

Доказательство. Согласно условиям (3.3) в окрестности 4=1

Ф(4) = с2 (4 - I)2 + с3 (4 - I)3 + (4 - I)4 Фк(4), (3.6)

где Фх (4) аналитична в окрестности 4=1.



32 H. E. Товмасяи, В. С. Закарян

Если z изменяется в окрестности р2, то р2 (z)՜1 изменяется в окрестности 1.

Поэтому из (3.6) мы имеем

ф (р2/£) = с։ — 1) + сз + — 0

при |* - р2) < Е, где £ > 0 - достаточно мало. Из (3.4) и (3.7) следует 

справедливость формулы (3.5). Лемма 10 доказана.

Пусть функция Ф(<) аналитична в окрестности <о 0 и удовлетворяет 

условию

Ф(*о) = 0, Ф'(«о) = со. (3-8)

где со 0 - некоторая комплексная постоянная.

Пусть для некоторой положительной постоянной р

Из (3.8) и (3.9) следует, что точка Со = Р2 Ао является простым полюсом функции 

Фо(*).

Лемма 11. Главная часть po(i) функции Фо(<) в точке Со определяется формулой

90 W = ~7 Ju с V со ‘о (։ - Со)

Доказательсвто аналогично доказательсвту леммы 10.

Пусть функция Ф1(<) аналитична в окрестности точки to (|<о| > 1) кроме 

точки to и главная часть gi(t) функции Ф1(4) в точке to определяется формулой 

я<‘>=й;+(й> <’10>

где c_i и с-2 - некоторые постоянные, |c_j,| + |c_j| / 0.

Пусть
1 /• 1\ 

zo — о (<0 + 7՜) •
« \ *0 /

Так как |<о| > 1, то точка zq находится во внешности отрезка [—1,1] и /31 (zo) = to 

(см. (2.5)). Поэтому точка zg является изолированной особой точкой для функции 

Ф1(АМ).
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Лемма 12. Главная часть ^з(4) функции Ф1(А(*)) в точке го определяется

формулой

где

?։(*) = —
сз

֊*о)а’

с-1 Vк
С1՜ *о

■О

_ с_2 (гц - 1)
С2------- л-------

*0

Доказательство. Так как АМ) = 4о, то из (2.5) имеем

(& (г) - го)-1 = (АМ -АМ))՜1 = 
г — го (3.11)

Фз(г)= 1 +

Ясно, что функция Фз(г) аналитична в окрестности точки го и

Ф2(г) = Ф2(го) + Ф'։М) (г - *о) + ФзМ (г - го)։, (3.12)

где 
/,1 _ 1 1

а Фз(г) аналитична в окрестности точки го- Из (3.10) имеем

*■<'> = й; + <<^+*•<'>■ <314>
где Ф<(г) аналитична в окрестности точки г0.

Если точка г изменяется в окрестности точки го (г го), то А М изменяется 

в окрестности точки £0 (АМ # <о)- Поэтому, из (3.14) имеем

*1№М) ° +ан- ад»+*<№м)՛ (ЗЛ5)
где функция Ф<(АМ) аналитична в окрестности точки го-

Из соотношений (3.11) — (3.13) и (3.15) следует справедливость леммы 12. 

Пусть у>(4) аналитична в кольце

Я՜1 < |<| < R, Я > 1 (3.16)

и удовлетворяет условиям

М1)1 = о» И<)1 = 1 при |*| = я,

И |4| = Я \ |<о(4)|^0 при г/1, Я1<|г|<Я.
(3.17)
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Обозначим через Gk кольцо

Я“֊1 < |t| < R2k+\ к = 0,1,...» (3-11

через G* ֊ замкнутое кольцо Л2*՜1 < t < R2k+1, а через 7* - окружност 

|t| = л2*+1.

Лемма 13. Функция <p(z) аналитически продолжается через окружность |z| = . 

во внешность этой окружности за исключением точек t* = Л4*՜2, к = 1,2,.. 

причем аналитическое продолжение осуществляется функцией

y>(z) = R~2k) при z € Gt, k = 0,2,4,..., (3.19

p(z) = [ у>(Л2*/г) j при z^Gk, k = 1,3,.... (3.20

Доказательство. Согласно принципу симметрии аналитического продолжение 

(см. [1], стр. 158) (3.20) при к = 1 представляет собой аналитическое продолжение 

функции <p(z) через окружность |z| = R в кольцо Gi. Из (3.17) и (3.20) следует 

что при к = 1 функция <p(z) аналитична в GoLHoU^i за исключением точи 

z = R2 и удовлетворяет условиям
|p(z)| = 1 при |z| = Л3,

_ (3.21
|р(к)| / 0 при z € Gl, z Л2, lim |p(z)|->+oo.

Из (3.21) следует, что функция y>(z) аналитически продолжается через окруж

ность |z| = Л3 в кольцо Ga по формуле

*»(«) = [$»(я6/г)] , neGa. (з.22]

Пусть z 6 Ga. Тогда Л® z՜1 € Ga. Подставляя Л® я՜1 в (3.20) (при к = 1) вместо 

zy получим

р(Л®/я) = [<p(z Л՜4)]-1, z е Ga. (3.23)

Из (3.22) и (3.23) получим формулу (3.19) при к = 2. Аналогично мы докажем 

справедливость леммы 13.

Пусть функция Ф(<) аналитична в кольце (3.16), непрерывна в замкнутом 

коьце Go и удовлетворяет условиям

|Ф(<1о)I = 0, |ф(<ао)| = 0, |Ф(*)| = 1 при |t| = Л и |t| = Л՜1, 

|Ф(г)| / 0 при t ф tio.ijo и Л՜1 < |t| < Л,

где г™ и ta0 - фиксированные точки в кольце (3.16). Пусть G* - кольцо (3.18).
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Лемма 14. Функция Ф(<) аналитически продолжается через окружность |<| — R 

во внешность этой окружности за исключением точек 

R“֊2
<ю

<2к =
Я4*՜3

<20
к = 1,2,...,

причем аналитическое продолжение осуществляется по формулам (3.19) и (3.20).

Доказательство аналогично доказательству леммы 13.

Пусть функция Ф(<) аналитична в кольце Со : г0 < < < Яо, непрерывна в 

замкнутом кольце Со и удовлетворяет условиям

Ф(<) = 1 при |<| = г0> |<| = Яо и Ф(<0) = 0, Ф'(<о) = О,

Ф"(<о)=2м2, Ф'"(*о) = бдз, Ф(<) ^0 при -<е С0։ </<о,

где <о 6 Со, 1т<о = 0, а да 0, рз - вещественные постоянные.

Аналогично леммам 10 и 13 доказывается

Лемма 15. Функция Ф(<) аналитически продолжается через окружность |<| = 

= Яо во внешность этой окружности |<| > Яо за исключением точек <* = 

= Яд* Гд3,1+2<оХ, к = 1,2,.... Главная часть р*(<) этой функции в точке <4 

определяется формулой

= ‘ = м..
где

Пусть Ф(<) аналитична в окрестности точки < = р (без этой точки), а главная 

часть д(1) функции Ф(<) в точке < = р определяется формулой

= (3.24)

где С1 и сг 0 - постоянные.

Пусть ао(я) и <Уо(г) аналитичны в окрестности точки «о и бесконечно уда

ленной точки, соответственно, и удовлетворяют условиям

«о(го) = Р, ао(яо) О, Нт <У0(х) = р.
1*|-+<»
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Пусть в окрестности бесконечно удаленной точки

где с_։ # 0 и с-2 - постоянные, а <5։(к) аналитична и ограничена.

Ясно, что точка «о и бесконечно удаленная точка являются полюсами второго 

порядка для функций Ф(ао(«)) и Ф(£о(«))> соответственно.

Лемма 16. Главная часть Р1(г) функции Ф(<У0(х)) в бесконечно удаленной точке 

определяется формулой <71 (к) = Сця + сц г2,.где

С1 2с։ С—2 С2
С11 = ^7՜՜^՜’ С1а = £?

Доказательство. Согласно (3.24) имеем

Ф« = ֊ + ֊гг֊ + Фо« при 0<|< —р|<£, (3.26)
* ~ Р \* ~ Р)

где Фо« аналитична и ограничена в окрестности точки р, а е - положительное 

число.

Пусть точка « изменяется в окрестности бесконенчости. Тогда <Уо(2) изме

няется в окрестности р (6о(е) ф р), см. (3.25). Поэтому из (3.26) имеем

Ф(М*)) = . ■ + (. „ + Фо(<?о(*)) при 0<|<-р|<£, (3.27)
М2)՜/’ (М2)-Р)

где Фо(<Ы2)) аналитична и ограничена в окрестности бесконечности.

Из (3.25) следует

Г ( ,-----  =------ Ь <Ы2)։ 7' { X----- ТТ =---- -------- Ь “5----Ь (2)։ (3.28)
<5о(2)֊Р с_! (<Уо(я)-р)։ с?.! ' ' '

где <Уз(я) и *3(2) аналитичны и ограничены в окрестности бесконечности. Из 

(3.27) и (3.28) следует справедливость леммы 16.

Лемма 17. Главная часть ра(я) функции Ф(ао(к)) в ее полюсе го определяется 

формулой

где
„ _ с» с2а"{го) с2

31 а'(го) (а'(хо))3' С” ~ №)7’

Доказательство. При ао(я) = г + у/г1 - 1 утверждение леммы 17 совпадает с 

утверждением леммы 12. Для произвольной функции а0(к) лемма 17 доказыва

ется аналогично.
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§4. РАЗЛОЖЕНИЕ ОТОБРАЖЕНИЙ

1. Пусть О - внутренность эллипса Г с фокусами к = ±1, а функция 

конформно отображает область Л на круг |£| < 1 и удовлетворяет условию

Р(1) = 0, (4.1)

Р'(1) > 0. (4.2)

Рассмотрим функцию

«И = ?(«!(*))> (4-3)

где О1(*) - функция Жуковского (см. (1.2)). Функция ( = О1(<) отображает 

кольцо (3.16) на область О. Так как аЦ*) аналитична всюду кроме точки 2 = 0, 

а аналитична в О и непрерывна в Ви?, то функция ф(*) аналитична в 

кольце (3.16) и непрерывна в ее замыкании.

Из определения <р(х) имеем

Мг)| = 1 при и € Г, <р(г) 0 при хбВ, я/1. (4.4)

Из (4.1) — (4.4) следует

|Ф(<)| = 1 при |*| = Я и |*| = Я՜1, (4.5)

Ф(1) = 0, Ф'(1) = 0, (4.6)

Ф'(1) = р'(1), Ф"(1) = -Зр'(1), (4.7)

Ф(*) # 0 при Я՜1 < 1*1 < Я, < / 1. (4.8)

Согласно лемме 13 функция Ф(*) аналитически продолжается через окружность 

\г\ = Я во внешность этой окружности за исключением точек = Я4*՜2, 

к = 1,2,.... Так как точка 2* принадлежит кольцу Сц-з (см. (3.18)), то согласно 

формуле (3.20) имеем

Ф(*) = при |*- *к|<е,

где £ < 1 - положительное число.
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Следовательно, функция Փ(է) удовлетворяет всем условиям леммы 10. В 

нашем случае постоянные р, сз и сз в лемме 10 определяются формулами

р2 = Я«֊2 = ^, сз = |/(1), сз = -|»>'(1).

Поэтому, согласно (3.5), главная часть ցւՀէ) функции Փ(է) в ее полюсах է* 

определяется формулой

2 է2 2էւ
9*(<) = ^(1) (/-**) է ^(1) (է ֊<*)’• (4։9)

Из (4.3) имеем

р(я) = Ф(&(*)). (4.10)

где /31(я) определяется формулой (2.5).

Следовательно, при помощи формулы (4.10) функция <р(г) аналитически 

продолжается всюду в комплексную плоскость, кроме точек

= | + (Я^-’ + Я2֊«), к =1,2,.... (4.11)

Согласно формулам (4.9), (4.10) и лемме 12 главная часть /»(я) функции <р(я) в 

точке к* определяется формулой

/*(я) = ы*(г)
1

(4-12)

где
<*'*(«) = ֊^— + 7- СЦ (4.13)

Я-Я* (к-я*)2 ՝ '

си = ֊ + 2** сз* = 2# ՜1).
Ч у ч

Пусть 7* (к = 1,2,...) - образ окружности |<| = Я2*+1 при отображении г = аЦ*).

Из формул (4.5), (3.19) и (3.20) следует, что

|Ф(4)| = 1 при |<| = Я“+1, к = 0,1......

1<р(*)1 = |Ф(Л(*))| = 1 при я 6 7*, * = 1,2,....

Применяя теорему 2 из [1] (стр. 426) и формулу (4.12), получим

1 °°= Й1) 12 ("* Ф ֊ "* С1)). (4.14) 
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где ы*(я) определяется формулой (4.13), причем ряд в (4.14) сходится равномерно 

в любой ограниченной области, не содержащей точек я* (к = 1,2,...). В частнос

ти, из (4.14) следует, что функция <р(я) мероморфна со счетным числом полюсов 

второго порядка я*. Из (4.11) следует, что полюсы я* находятся на положитель

ной оси х и монотонно стремятся к +оо при к —> +оо. Дифференцируя обе части 

(4.14) в точке я = 1, получим

[/(!)]’ = А. (4.15)

ОО
где Л = X) <*4(1). Отсюда следует, что

*=1

/(1) = у/А. (4.16)

Таким образом, завершается разложение на простейшие дроби (4.14).

2. Пусть ( = у>о(я) конформно отображает область О на круг |£| < 1 и 

удовлетворяет условиям <ро(—1) = 0 и <р'0(—1) > 0. Легко проверить, что

Ро(г) = (4.17)

Подставляя р(я) из (4.14) в (4.17), получим

*»о(г) = —7т 52 ("*(-*) + "И1)) •
чА *=1

Таким образом, функция &вяллтя.чыхя продолжается через окружность 

|я| = R всюду в комплексную плоскость за исключением точек —я*, где я* 

определяются формулой (4.11). Эти точки также являются полюсами второго 

порядка и монотонно стремятся к —оо при к —> +оо.

3. Покажем, что если точка Яо, где у>(яо) = 0 и р'(яо) > 0, отлична от 

фокусов эллипса, то разложение на простейшие дроби существенно отличается 

от предыдущего случая. Пусть

*ю = «о + 1/г^ - 1, *ао = «о - - 1 = Д.
’ ¥ Ио

Если я0 € [—1,1], то

֊ 1 = * \Д-г£, У1-г^ > 0.
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Так как z0 6 D, zg ± +1, то 1 < |<ю| < Я и Я՜1 < |<20| < 1- Аналогично 

(4.5) — (4.8) получим, что функция Ф(<) = <p(oi(<)) аналитична в кольце (3.16), 

непрерывна в его замыкании и удовлетворяет условиям

|Ф(<)| = 1 при |<| = R и |<| = R,

Ф(<ю) = 0, Ф(<2о) = 0, (4.18)

Ф'(*ю) = (1 ~ л՜) > Ф'(*։о) = /(«о) f1 “ 75՜}’ (4-19)
\ но/ \ сзо/

Ф(<) / 0 при R՜1 < |<| < R, <ю,<2о-

Согласно лемме 14, функция Ф(<) аналитически продолжается через окружность

|г| = R во внешность этой окружности за исключением точек <ц и <2* (Л =

= 1,2,...):
R*k՜4

<30
iik —

Поэтому аналитическое продолжение функции Ф(<) в окрестностях точек <ц и

<2t определяется формулой

(4.20)

Применяя лемму 11 для функции (4.20) и учитывая условия (4.18), (4.19), мы 

находим главные части функции Ф(<) в точках <ц и <2* :

Я41՜4 Я4*՜4
91к^ р'(*о) (1-<ю) (*-*!*)’ 92к^ ^(«о) (1-*2о) (*-*։*) (

Следовательно, функция Ф(/?1(г)) аналитична всюду в комплексной плоскости за 

исключением точек

«14 = X («и + ֊֊} . «2* = | (ьь + Л ) > к = 1,2, - (4.22)
2 \ <и/ 2 \ <2*/

и совпадает с у>(к) в области Л,

Согласно лемме 12 и формуле (4.21) главные части функции = Ф(/31(к)) в 

точках ги, и определяются формулами

= л.м = ^, (4.23)



Аналитическое продолжение и разложение конформных ... 41

где
Д4*՜4 /г? — 1 

^*(г) = ------- 7’ > = 1’2’ к = 1’2.....  (4֊24)

Используя (4.23), аналогично формуле (4.14) получим

1 °°¥>(г) = -ту У2 («и (г) + <*'2* (г) - «и(«о) - <*>2*(го)), (4.25)
А 2=1

где шць(г) и Ы2к(г) определяются формулами (4.24) и

ОО
А = ^2(ш1к^о)+ш'зк(^о)), А>0.

*=1

Ряд в (4.25) равномерно сходится в любой ограниченной области, не содержащей 

гць и Точки £1* и находятся вне контура Г и |гх*| —> оо, |х2& | -> оо при 

к —> 4-оо, т.е. функция У’(г) мероморфна со счетным числом простых полюсов.

Пусть теперь условие р'(го) > 0 заменено условием

“в = в-

Тогда очевидно, что функция <р(г) ехр (£6) является искомым конформным ото

бражением, где <р(г) - построенное выше конформное отображение при 6 = 0.

Таким образом, конформное отображение внутренности эллипса на крут 

всегда является мероморфной функцией со счетным числом простых полюсов, 

причем все они являются полюсами второго порядка, если отображение перево

дит един из фокусов эллипса в центр круга, в противном случае все полюсы 

простые.

4. Опишем расположение полюсов функции <р(г). Возможны следующие случаи : 

Случай 1. го вещественно и го > 1. Тогда все полюсы функции <р(г) положи

тельны.

Случай 2. го вещественно и го < 1. Тогда, все полюсы функции <р(г) отрица

тельны.

Случай 3. го чисто мнимое или го = 0. Тогда все полюсы функции <р(г) 

чисто мнимые, причем существует счетное число полюсов с положительными

И отрицатялкными мнимыми чаСТЯМИ.
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Случай 4. ко вещественно и 0 < zo < 1, или В-его > 0 и Imzo / 0. Тогда полюсы 

функции y>(z) находятся на правой ветви гиперболы

^-■4=1. (4-26)

где _____
Ao=֊֊j£, Во = ֊֊£. to = *o + V/57i- (4-27)

Случай 5. zo вещественно и —1 < zq < 0, или Rezo < 0 и Imzo / 0. Тогда 

полюсы функции <p(z) находятся на левой ветви гиперболы (4.26).

§5 . КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ НА ПОЛУПЛОСКОСТЬ

1. Пусть D - область, рассмотренная в начале работы, а Г - ее граница (d > 0).

Пусть, далее, £ = <p(z) конформно отображает область D на поуплоскость

Re > 0 и удовлетворяет условиям

lim p(z) (а - z) = 1, <р(Ь) = 0, (5.1)
Ж—►в

где а я Ь определяются формулами (1.26).

Согласно лемме 7 такое конформное отображение существует и единственно.

Ясно, что

Rep(x) = 0 при z € Г, z / а. (5.2)

Пусть постоянные do, ро, ®о, zi> го. Во и функции a(z), fl(z) определяются из 

равенств (2.3), (2.7), (2.8) и (2.13). Положим

рк-Н

Tk = ^slr, А: = 0,1,..., (5.3)
го

** = «(n), k = 0,1,.... (5.4)

Согласно теореме 1 функция <p(z) аналитически продолжается всюду в комп

лексной плоскости кроме последовательности точек z*, к = 0,1,... и точки 

“о = lim Z* (см. (2.16)). Докажем, что точки z* являются простыми полюса- <—►00
ми функции <p(z) и напишем главные части этой функции в ее полюсах. Для

этого рассмотрим функцию

«(t) = p(ai(t)), (5-5)
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Из (5.1) и (5.2) имеем 
a

где ai(t) - функция Жуковского (1.2). Ф(*) аналитична в области Do, ограни

ченной окружностями (1.1) и (2.2). Из (5.5) следует, что Ф(£) непрерывна в за

мкнутой области Dq кроме точек R + d и

КеФ(*)=0 при |t-d| = .R и |t + do| = Po, <^(Я+«/), —1 ,, (5.6) 
л + a

= <s’>
2

*<*> “ - <л+<‘>՜ > = ~(л+<у-г <։-8>
Пусть 7о и /о - окружности |т| = Ro и |т| = го, соответственно. Согласно лемме 

8 функция t = 0:3(7) (см. (2.11)) конформно отображает кольцо (1.5) в область 

Do, а точки т — Rq и т — то — в точки t = R + diit — ——соответственно.
R + d

Поэтому функция

Ф0(т) = Ф(а2(т)) (5.9)

аналитична в кольце (1.3) и непрерывна в ее замыкании кроме "очек го и Ro. 

Так как 0:2(7) - обратная к /Зг(<) функция (см. (2.10)), то

-±j=02(R+d) = (R + d+zo)2, (5.10)

^)=й(лЬ)=«л+'<)“+։«>։- <5-П>
Из (5.6) и (5.9) имеем

КеФо(т) = 0 при |т| = Ro и |т| = r0, r^Ro,ro.

Из леммы 5 и соотношений (5.7) — (5.11) следует

Нт Ф0(т) (т - Яо) = со, Ит Ф0(т) (т - г0) = с_х, Г—Г—>Го 

где

2(R + d)2 __ 2(Д-М)а
00 ((Я + й)։-1)(Я + </+х0)3’ С-1՜ ((ЯН։֊1)(1 + ։оМ)Г

Функция Фо(т) удовлетворяет всем условиям леммы 14. Поэтому она аналити

чески продолжается в область |к| > Ro кроме множетсва точек (5.3),'причем

Пхп.Фо(т) (т-n) = Cfc, Л = 0,1,..., (5.12)
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где
если к = 0, 2,

если к = 1,3,....
(5.13)

Теперь рассмотрим функцию

Ро(г) = Ф0(/?(г)), (5-14)

где а(г) и /3(х) определяются формулой (2.13).

Функция ро(г) аналитична всюду в комплексной плоскости кроме точек (5.4),

причем

у>(х) = у>0(г), г 6 Л. (5.15)

Тат как Х1 > Яо = то и последовательность т> монотонно стремится к оо при 

к —> +оо, то возможны следующие два случая :

1)т> X! при А: = 0,1,...; (5.16)

2)ц/х1 при к = 0,1,..., к т, тт = ц, 

где т - некоторое натуральное число.

Функция а(т) аналитична в области |т| > Яо кроме точки х^ и

Нт |а(т)| = +оо, Нт а(т) (т — хх) = —1, (5.17)

а(т) —> во при |т| —> 4-оо, 

где ао определяется формулой (2.16).

В обоих случаях 1) и 2) все особые точки х* конечны кроме точки гт, которая 

в случае 2) является бесконечно удаленной точкой. В обоих случаях х* —»• ао при 

к —> 4-оо.

Пусть выполняется условие (5.16). Применяя лемму 5 для функции <ро(х) = 

= Ф0(/3(х)) и используя предел (5.12), получим

։Нт (р0(х) (х - гк) = = ск а'(п), к = 0,1,....
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где с/с определяются формулами (5.13). Таким образом, главная часть функции 

<р(х) в ее полюсах гк определяется формулой

дк(х) = С*а<(п), к = 0,1...... (5.18)
% — %к

Легко убедиться, что

Пт /3(г) = (5.19)
М-Ц-оо

Поэтому при условии (5.16) существует предел с = Пт <ро(?) = Фо(®1), я Н-»оо
главные части функции <ро (к) — с в ее полюсах я* также определяются формулой

(5.18). Согласно принципу симмтерии аналитического продолжения имеем

Ле Ф0(т) = 0 при |т| = г Тк, 

_ -2
Фо(т) = -Фо(т* г՜1) при г0 < т < —. (5.20)

го

Из (5.20) получим

тах |Ф0(т)| = В0, к = 1,2,...,
1Г1=»*

где
2 г2 1ьк= п * ■ Во = тах|Ф0(т)| при |т| = - (г0 + Яо).

ЛО + Го 2

Пусть 7* - образ окружности |т| = Ьк (к = 1,2,—) при отображении я = а(т).

Так как /3(я) - функция, обратная к функци а(т), то из (5.14) следует

тах|р0(к)| = тах |Ф0(^(я))| = тах |Ф0(г)| = Во.
*€7* 1г1=Ьд

Отметим, что контуры у к стягиваются к ао при к —> 4֊ сю. Применяя лемму 9, 

получим
«■Н֊‘ = Ё֊֊■ 

4=0 к
Подставляя я = Ь в (5.21), и учитывая, что <ро(Ь) = <р(Ь) = 0, полчуим 

4=0 *

Из (5.15), (5.21) и (5.22) имеем

р(я) = <р0(г) = Ск О + с. 
4=о 31 ~ 4

(5.23)
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Пусть Ст = ®1 для некоторого натурального числа т. Из (5.14), (5.19), (5.12) и

(5.17) получим

Цт Ш = Нт *°М = Нт 
|։|-++оо Я М-И-оо К г՜*«։

Фо(г) _
<х(г)

Нт Г-4X1
Фо(т) (т-тт) _ 
а(т)(г-Х1) - Ст>

(5.24)

Так как г* —> во при к -> +оо, к > т, то бесконечно удаленная точка является 

особой точкой. Из (5.24) следует, что эта точка является простым полюсом и в 

окрестности бесконечно удаленной точки

р0(*) = -стя + с + у>1(г),

где с - некоторая постоянная, у>1(к) аналитична в окрестности бесконечности и

-» 0 при |г| -> +оо.

Точки г* (к = 0,1,..., к ф т) являются полюсами ро(*) + сгоя — с, а соот- 

ветсвующие главные части определяются формулой (5.18). Поэтому, аналогично 

формуле (5.21), получим

<ро(х) + сгоя - с = С* ° (5-25)

Подставляя г = 6 в (5.25) и учитывая условие <ро(Ь) = у>(6) = 0, получим

Следовательно

*»(«) = Ро(я) = с - ст2 + ^2 (5.27)

Таким образом, получили теорему.

Теорема 3. Если выполнено условие (5.16), то конформное отображение <р(г) 

определяется формулой (5.23). Если же для некоторого натурального числа тп 

тт = ®1, то у»(я) определяется формулой (5.27).

2. Пусть теперь функция < = Р1(к), конформно отображающая В на полуплос

кость Ле£ > 0, удовлетворяет условиям

Пт|^(г)| = +оо, ^1(2о) = Со, (5.28)
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где хо € 1? и (о _ фиксированные точки, Ле Со > 0.

Функцию ¥>1(х) ищем в виде

Р1(х) = Сор(х) +»С1, (5.29)

где у>(х) - построенное выше конформное отображение, а со > 0 и С1 - веществен

ные постоянные. Функция (5.29) удовлетворяет первому условию в (5.28). Под

ставляя ¥>1(х) из (5.29) во второе равенство в (5.28), получим

_ Ее Со
С° “ Ле р(хо) ’ С1 = 1т Со — со1ту>(хо).

Так как Не Со > 0 и Неу>(хо) > 0, то со > 0. Аналогично можно построить 

конформное отображение области Л на полуплоскость Не С > 0, если первое 

условие в (3.28) заменить условием

1пп |р1(х)| = +оо,

где Х1 - фиксированная точка на Г.

§8. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ НА КРУГ

1. Пусть С = конформно отображает область О на круг |С| = 1 и 

удовлетворяет условиям

^(0) = 0, ¥»'(0) > 0. (6.1)

Пусть постоянные с£о, ро, х0, ц, т0, Ло, ао я функции «1(<), сгз(т), £1(х), /Зз(<), 

а(<) и /3(4) те же, что и в §2. Положим

= 2‘=“«*)■ *=1-2...... (6.2)
»о £։(*)

Согласно теореме 2 функция <р(г) аналитически продолжается всюду в комп

лексную плоскость за исключением точек х*, х* и точки ао = Нт х* = Нт 
к-¥оо к—юо

Теперь определим главные части р(х) в ее особых точках х* и х*. Для этого 

рассмотрим функцию

ф(<) = р(«1(*)). (6.3)

Ясно, что

|р(х)| = 1, х £ Г, (6-4)
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р(я) / 0 при г ф 0, (6.5)

Из (6.1), (6.3) — (6.5) следует, что функция Ф(*) аналитична в области Ио, 

ограниченной окружностями (1.1), (2.2), непрерывна в замкнутой области 2?о 

и удовлетворяет условиям

|ф(*)| =1 на окружностях (1.1) и (2.2),

Ф(±») = О, Ф'(±») = У>'(0)1 ф(0 / 0 ПРИ * € £>о, < ±»-

Тогда функция Ф0(т) = Ф(а2(т)) аналитична в кольце (1.3), непрерывна в ее 

замыкании и удовлетворяет условиям

|Ф0(т)| = 1 при |т| = г0 и |т| = Яо,

Фо(ть) = 0, Фо(то) = 0, Фо(тъ) = со, Фо(то) = с0,

Ф0(т) / О при те Со, т ф то, то,

где

т0 = ^2(»), с0 = = р'(0) (г0 + з)2.

Согласно лемме 4 функция Ф0(т) аналитически продолжается в область |т| > 

> Но за исключением точек £*, (к, к = 1,2,... и бесконечно удаленной точки, 

существуют пределы

Нт Ф0(т) (т - <*) = ак я Пт Ф0(т) (т - (к) = ак, к = 1,2, 

где Сь определяется формулой (6.2)

а* =. 
р'(0) (®0 ֊ *)2 го то

Пусть

и*=а«*), к = 1,2,

(6-6)

(6-7)

Функция

Ы*) = ФоО^М) (6-8)
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аналитична всюду в комплексной плоскости кроме точек к*, г», во, к = 1,2,... и 

^>(к) = <ро(*) при г € И. Из (6.7) следует, что

Нт г* = Нт к* = а0. к-»+оо к-*+оо

Применяя лемму 5, из (6.6) получим

1пп (ро(х)(г-к*) = ֊, хПт(Ро(г) = —, к = 1,2,..., (6.9) 

где
__ • 

(х-г)’г“-=^-

Так как 1т/?а(*) / 0, то из (6.2) следует, что 1т <д ф 0, 1т0. Поэтому 

С* # ®1> С* # ®1> где ®х - вещественное число, определенное формулой (1.39). С 

другой стороны, |<7* | —> 4-оо при к —> +оо. Поэтому функция Фо (г) аналитична в 

окрестности точки Из (5.19) и (6.8) имеем

1пп у>0(г) = Фо(®1)- 
|ж|-++оо (6.10)

Таким образом, ро(2) аналитична в окрестности бесконечно удаленной точки. Из 

(6.9) и (6.10), аналогично формуле (5.23), получим

Ж =
А Ьк ЪкX—֊ + —^ + с 

к - к* г - гк
1

ИО)’ (6-11)

где

Дифференцируя обе части (6.11) в точке г = 0, получим

[*>'(0)]2 = А, (6.12)

где

Из (6.12) и неравенства у»'(0) > 0 следует, что А > 0 и р'(0) = у/А. Мы доказали 

следующую теорему.
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Теорема 4. Конформно отображающая функция области О на круг |С| < 1, 

удовлетворяющая условиям (6.1), определяется формулой (6.11), где р'(0) = у/А.

Пусть условия (6.1) заменены условиями р(яо) = О, р'СМ > 0> где *о ±1 ~ 

фиксированная точка в области Л. Тогда аналогично доказывается, что функция 

у»(к) представляется в виде

*’« = Ет^Ч-+Ао՛ (6-13)
£1* - Вк

где Вк —> Х1 при к —> +оо.

2. Цель данного пункта - показать, что в частном случае жо = ±1 функция

<р(я) аналитически продолжается через Г всюду в комплексную плоскость за 

исключением некоторой последовательности точек Як и ее предела ао = Нт *к, к-юо
|ао| < со. В этом случае изолированные особые точки ж* являются полюсами 

второго порядка, а функция допускает разложение вида (6.13), содержащее 

слагаемые вида Ь* (ж — я*)-а, где Ьк 0, к = 1,2,....

Пусть Г и область Л-те же, что и в начале §5 (<1 > 0), и пусть функция 

( = у>(ж) конформно отображает область Л на единичный круг |£| < 1 и 

удовлетворяет условиям (4.1), (4.2).

Рассмотрим функцию

Ф(4) = ^>(а1(*)), (6.14)

где «1(<) - функция Жуковского (1.2).

Ясно, что

|р(я)| = 1, ж 6 Г, У>(г)^0 при же Л, ж # 1. (6.15)

Рассмотрим окружность

|г+^о| = ро, (6.16)

где
. _ <1 R

“° Я2-<Р' Ро~Н2-<Р՛ <6’17)

Так как с£ > О, Я > 1 + <^, то > 0, ро> ^о, Ро + < !• Окружность

(6.16) является образом окружности (1.1) при отображении г = г՜1. Пусть Ло -
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область, ограниченная окружностями (1.1) и (6.16). Из условий <1 > О, R > 1 + <1, 

ро > (1о следует, что точка 1 = 0 не принадлежит замкнутой области Ло- Поэтому 

функция Жуковского 01(1) аналитична в области Ло- Следовательно, я = 01(1) 

отображает Ло на И. Поэтому функция Ф(1) = у>(о֊1(1)) аналитична в области 

Ло и непрерывна в Ло- Из (4.1), (4.2), (6.14) и (6.15) следует, что

Ф(1) = 1 на окружностях (1.1) и (6.16), (6.18)

Ф(1) = О, Ф'(1) = О, Ф"(1) = /(1),
(6.19) 

Ф"'(1) = -Зр'(1), Ф(1) ф 0 при 16 Ло, 1#1.
Пусть

л л х _Я’-р§ + ^+^(Я’-^+^-4ЯМ1
“1 — “ + О01 ®2 =---------------------------2^--------------------------- 1 (6.20)

։о = х2-</, ®1 = г° = (^ _ ^)2 _ ՛ Ло= <6'21)

Имеем (см. (2.9)) хз > R, 0 < го < Яо, ®1 > Яо.

Рассмотрим отображение

т --֊֊7 = Л(1)- 
®о + ։

В §2 (Лемма 8, (2-Ю)) показано, что функция ( = Д(1) конформно отображает 

область Ло на кольцо

го < |т| < Яо, (6.22)

причем

02 (R + <1) = Яо, 02 (ро — ^) = го. (6.23)

Пусть

то = 02^1) = Х1 - —. (6.24)
®0 + 1

Так как 02(1) - возрастающая функция на полуоси 1 > 0 и 0 < ро—<^о < 1 < Я+й, 

то

02(ро֊<1о)<02(\)<02№ + Л). (6.25)

Из (6.24) и (6.25) имеем го < то < Яо. Отображение, обратное к отображению 

С = /31(1), определяется формулой

1 = т - х0 = ®2(г). (6.26)
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Функция I = а։(т) конформно отображает кольцо (1.3) на область О0 и а2(тъ) = 

= 1, где т0 определяется формнулой (6.24). Обозначим

Ф0(т) = Ф(аз(т)). (6.27)

Из (6.18), (6.19) и (6.27) следует, что функция Ф0(т) аналитична в кольце (1.3), 

непрерывна в замыкании этого кольца и удовлетворяет условиям

|ф0(т)| = 1 при |т| ='Яо и |т| = го, (6.28)

Фо(ть) = 0, Фо(-П») = 0.

Ф?(п>) = /(1)(а'з(л>))2, (6.29)

®о"Ы = ֊3/(1) («4(п>))3 + 3/(1) а^(ть) а"(т0), (6.30)

Ф0(т) 0 при го < т < Ло, т то-

Из (6.24) и (6.26) имеем

(®1 ֊ ■П>)՜1 = хо + 1, а^(’Ь) = («1 ֊ П))՜2 = (®о + I)2,

а2(ть) = 2 (®1 - ть)՜3 = 2 (х0 + I)3.

Следовательно, условия (6.29) и (6.30) запишутся в виде

Фо'(я>) = /(1) (хо + I)4, Ф?'(ть) = 3 (хо + 1)5(1 - хо) /(1).

Согласно лемме 15 функция Фо(т) аналитически продолжается в область |т| > Яо

за исключением точек

п = Як

О То
к = 1,2,..., (6.31)

причем главная часть этого аналитического продолжения в точке т> определяется

формулой

где

/(1)

2т>(2 + (1-х2)т0) 
(хо + 1)* С*2 (®о+1)4То՜

(6.32)

(6.33)
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Из принципа симметрии и условия (6.28) следует, что аналитическое продолже

ние Фо(<) удовлетворяет условиям (см. [1], стр. 158)

р2*
|Ф0(<)| = 1 при 4 = 1,2,.... (6.34)

Так как do > О, R > 1 + d и d0 < ро> Po + do < 1, то единичная окружность 

|t| = 1 принадлежит области Dq, ограниченной окружностями (1.1) и (6.16). 

Теперь рассмотрим отображение (2.5). Известно (см. [1], стр. 30), что функция 

t = /31 (к) конформно отображает внешность отрезка [—1,1] на область |t| > 

> 1. Отображение z = ai(t), обратное к отображению t = /3i(z), конформно 

отображает область |t| > 1 на внешность отрезка [—1,1].

Образ 7 окружности |t| = 1 при отображении т = /32(<) является окружнос

тью в кольце Go- Функция г = fatt) конформно отображает область |t| > 1 на 

внешность окружности 7. Пусть а2(т) - обратное отображение. Тогда

г = ах(а2(т)) = а(т) (6.35)

конформно отображает внешность окружности 7 на внешность отрезка [—1,1], а 

функция z = /Зг(/З1(г)) = /3(z) конформно отображает внешность отрезка [—1,1] 

на внешность окружности 7 и является обратным к отображению z = а(т). 

Положим

г* = а(п), (6.36)

до = lim zt = -i ( х0 + — ) . (6.37)
k-foo 2 \ Хо /

Из (6.36) следует, что =j3(zt), к = 1,2,.... Следовательно, функция

¥>o(z) = Ф0(/3(я)) (6.38)

аналитична вне отрезка [—1,1] за исключением последовательности точек z* и 

предела а0 = lim zt. Из (6.14) и (6.27) имеем к—>оо

Ф0(т) = <₽(а(т)) при т 6 Go.

Отсюда получим

Фо(/3(г)) = <f>(z) при z G Z>i, (6.39)
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где £>1 = О \ [-1,1]. Из (6.38) и (6.39) имеем

Ро(*) = ПРИ * € -01- (6.40)

Из (6.40) следует, что функция ^о(г) аналитически продолажается на отрезок 

[-1,1]. Следовательно, она аналитична всюду в комплексной плоскости за ис

ключением последовательности я*, предела ао этой последовательности, и удов-

летворяет условиям

у։0(х) = при г € О. (6.41)

Татим образом, при помощи этой формулы осуществляется разложение функции 

на простейшие дроби. Так как контур Г является аналитической кривой, то 

конформно отображающая функция <р(х) аналитически продолжается в некото

рую окрестность Г (см. [1], стр. 163). Поэтому из равенства (6.40) следует, что 

особые точки гц иоо функции <ро(х) находятся вне замкнутой области Л и Г.

Пусть (1 > О, R > 1 + <1. Из формул (6.17) и (6.20) имеем

Поэтому при достаточно малых положительных значениях <1 имеет место нера-

с/о 0» Ро ՛֊> <11 —> 0, -> +оо при </->0(й>0).
R

Следовательно

Кт = +оо֊
л-ьо хз 4-1 — <1

Неравенство (6.42) можно записать в виде

венство

1(1- 4 > д։. (
Х2 + 1 — а “

12л
> ֊ = П, (6.43)

где Х1, Яо, то и определяются из (6.21), (6.24) и (6.31). Поскольку неравенство 

(6.43) имеет место при достаточоно малых положительных значениях <1, то 

возможны следующие два случая :

П # ®1, Л = 1,2, ... (6.44)
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или

Гт = ®1, (6.45)

где т - некоторое натуральное число.

Пусть снчала имеет место условие (6.44). Тогда из формулы (6.36) следует, 

что |я* | < оо. Так как точки тк являются полюсами второго порядка для функции 

Фо(т) и Д'(як) ф 0, то точки я* являются полюсами второго порядка для функции 

*>(*) = Ф»09(я)).

Теперь напишем главную часть А (я) функции у>(я) в ее полюсах я*. Соглас

но лемме 17 и формуле (6.32) имеем

Дифференцируя обе части (6.49) дважды по т и подставляя т = т>, получим

/.(») = -«■_+«» ‘ 4=1,2......
[я-Як (я-Як)։) ^(1) (6.46)

где
_ си ск։/?"(**) _ с*2

ак1-0'М ОЗ'(хк))3’ ак1~ (Д'(^))2՛

Так как функция а(т) - обратная к функции /3(г) и я* = а(т>), то

(6-47)

^(я*) = [а'(п)]՜1, (6.48)

Д(а(т)) = т. (6.49)

Подставляя Д'(г*) и из (6.48) и (6.50) в (6.47), получим

_ Л**)а"(п) _ а"(п)
(«'(П))2 [а'(п)]3՛ (6.50)

где сц и сц определяются формулами (6.33). Пусть

®н = сиа'('Пь) + с*։“"С7*)։ °и = с*з [а'(7>)/ > (6.51)

<к = аз(п) = —- ------- го-
гх - П

(6.52)

Из (1.2), (6.26) и (6.35) имеем

а'(п) = |(1 - <Га) (®1 - п)՜2, <*"(п) = 3 (®1 - «ь)՜4) + (1 - 2) (®1 - п)՜3.

(6.53)
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Таким образом, функция /*(х) определяется формулой (6.46), где ац, а*։, с*х, 

с4։, а'(п), а"(тк) и определяются формулами (6.33), (6.51) — (6.53). Пусть 7* 

- образ окружности

г0
при отображении к = а(т). Контуры 7* стягиваются к точке ао при к —> +оо 

(см. (6.37)). Из (6.34) и (6.38) следует, что

|р0(я)| = 1 при к = 1,2...... (6.54)

Так как ^(х) —>■ хх при |х| —> +оо, то из условия (6.44) следует, что Ф(т) 

аналитична в окрестности хх и

1шх ^о(г) = Нт Фо(/3(ж)) = Фо(хх). (6.55)|ж|-»+оо ՛ |х|-»+оо

Из (6.46), (6.54) и (6.55) следует, что функция р0(х)—с (с = Фо(®х)) удовлетворяет 

всем условиям леммы 9. Поэтому имеем

МЫ = £ (-5Й- + «« ) * +.. (6.56)
(х-х*)2/ ^(1)

Дифференцируя обе части (6.56) и подставляя х = 1, получим

[*>'(!)]’ = А, (6.57)

где

—Е((^+(1^). м

Из (6.57) и неравенства у>'(1) > 0 имеем А > 0 и у»'(1) = у/А. Подставляя г = 1 в 

(6.56) и учитывая неравенство ^о(1) — У>(1) = 0, получим

с=-£(1^+о^)л- <“*>
Из (6.41) и (6.56) окончательно получим

»>։*) = £(֊
4=1 К *

। ак2 
(г֊**)2/ (6.60)

где А и с определяются формулами (6.58) и (6.59).
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Пусть теперь имеет место условие (6.45). Так как последовательность 

возрастает, то из (6.45) следует, что / ®1։ к — 1,2,..., к ф т. В этом случае 

|лт| = 4-оо. Поэтому особыми точками функции <ро(г) являются последователь

ность л*, точка ао = Нт л* и бесконечно удаленная точка.Дг-*оо
Главные части /т (л) функции у>о(л) в точке л* при к ф т определяются фор

мулой (6.46). Теперь определим главную часть /т(г) функции 9?о(л) в бесконечно 

удаленной точке. Имеем

/3(л)=х։-1 + § + 1/%(л), (6.61)

где аналитичнма и ограниочена в окрестности бесконечности.

Так как хк = гт и тт является полюсом функции Фо(т), то

Дпп |Ф0(т)| = 4-оо.

Применяя лемму 16 для функции <ро(х) = ФоОЗ(л)) и учитывая формулу (6.32) 

при к = т и представление (6.61), получим

гДе ат1 — ~2ст1 4՜ 4ст2Хд> °т2 — 4ст2.

Следовательно, функция ро(з) — /т(г) имеет конечный предел с при |л| —> 

-> 4-оо. Функция <ро(х) — /т(г) - с имеет полюсы второго порядка в точках гк 

при к / т и стремится к нулю при |л| —> 4-оо. Применяя лемму 9, получим
ОО

Ро(г) ֊/т(*)-с= ^2 Л(л). (6.62)
й=1

Используя формулу (6.62), аналогично формуле (6.60) получим

= (л^лз + (л ) + + ат2^ 4՜ с, (6-63)
V А Йв1 \* &к 2к) / у А

где
ОО / к

А — I Лк1 л Лк2 \ I । о\(1-*р + (1-лк)з;+ат1+2ат։’

1 V՜՝ / ак1 , а*2 \ 1 . , .Та 11^+(Г^7/-^(ат1 + ат2)- 

к#т
Согласно лемме 9, ряды (6.60) и (6.63) сходятся равномерно в любой ограничен

ной области, не содержащей точек гк и малую окрестность точки ао-
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3. Пусть теперь конформно отображающая функция <pi(z) области D на круг 

1(1 < 1 удовлетворяет условиям

Ф1(1) = 0, argpi(l) = 0.

Тогда очевидно, что эта функция допускает представление ¥>i(z) = <f>(z)e'e, где 

yj(z) - выше построенная конформно отображающая функция при в = 0.

4. Пусть, наконец, конформно отображающая функция Ф(г) области D на круг

|(| < 1 удовлетворяет условиям Ф(—1) = 0, а^Ф(—1) = в. Тогда Ф(я) = 

= е'в, где <f>(z) - выше построенная конформно отображающая функция.

Полученные результаты остаются в силе, если R - произвольное положи

тельное число, d - произвольное комплексное число, R > 1 + |d| и ¥>i(zq) = 0, где 

zq = 1 или zq = — 1-

Таким образом, конформно отображающая функция <p(z) области D на круг 

|(| < 1> удовлетворяющая одному из условий у>(1) = 0 или у>{—1) = 0, анали

тически продолжается в расширенную комплексную плоскость за исключением 

некоторой последовательности точек z* и предела до = lim z* этой последова- *-»0О
тельности, причем точки z* являются полюсами второго порядка для ф(г).

ABSTRACT. The paper considers a problem of analytic continuation of 
analytic function beyond ellipse type arcs, provided that either the real 
part or the modulus of function in question is constant. We study the cases 
of a half—plane and a disk. The results are applied to obtain decompositions 
into partial fractions for conformal mappings which map domains with 
elliptical boundaries onto the disk or half-plane. In the case of an ellipse 
we prove that the conformal mappings are meromorphic functions with a 
countable number of second order or simple poles.
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ОБ ОДНОМ КРИТЕРИИ КОНФОРМНОСТИ 
ОТОБРАЖЕНИЯ ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33,№ 2, 1998

В статье приводится новый метод конформного отображения односвяз
ных областей, условия которого легко проверяемы и являются более 
слабыми, чем условия соответствия границ.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть И и С - односвязные ограниченные области с гладкими границами Г и 

Б, соответственно. В книгах [1] и [2] приведен следующий критерий конформнос

ти отображения (принцип соответствия границ) : если функция <р(х) аналитична 

в области Д, непрерывна в замнкутой области Д = ДОГ и взаимнооднознач

но отображает контур Г на контур Б, сохраняя ориентацию, то у>(я) конформно 

отображает область Д на область С.

Пусть я = а(4) - параметрическое уравнение контура Г, где параметром 4 

является точка единичной окружности |4| = 1 :4 = е,в,О<0< 2тг.

Под гладкостью контура Г мы понимаем следующее : 1) контур Г простой, 

т.е. не пересекает сам себя; 2) существует производная
<44 / 0, удовлетворя

ющая условию Гельдера на окружности |4| = 1.

В данной работе приводятся новые критерии конформности отображения 

односвязных областей, где условие взаимнооднозначного отображения границ 

заменяется более простым условием, проверка которого во многих случаях не 

представляет особой трудности.
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§1. ОТОБРАЖЕНИЕ НА ВЕРХНЮЮ ПОЛУПЛОСКОСТЬ И КРУГ

1. Пусть <p(z) - функция, конформно отображающая область D на полуплоскость 

Imz > 0, а точку zj g Г переводит в бесконечность. Тогда существует (см. [1]) 

конечный, отличный от нуля предел

lim p(z)(z — zi) = с, z g D. (1)

Из определения конформного отображения следует, что

Im^(z) = 0, z g Г, z ф zi, (2)

Im^(zo) > 0, (3)

где zq - некоторая фиксированная точка в области D.

Следующая теорема устанавливает, что необходимые условия (1) — (3) 

являются также достаточными для того, чтобы отображение было конформным.

Теорема 1. Если функция p(z) аналитична в области D, непрерывна в замкну

той области D, кроме точки и удовлетворяет условиям (1) — (3), то — <p(z) 

конформно отображает область D на полуплоскость > 0.

Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем считать, что Zi = 0 и 

ось х-ов является касательной к кривой Г в начале координат. Тогда условия (1) 

и (2) запишутся в виде

limp(z)z = c, z g D, (4)

Imp(z) = 0, z 6 Г, z 0. (5)

Уравнение контура Г в окрестности начала координат запишется в виде

у = а(х), (6)

где а(х) - непрерывная функция в окрестности точки х = 0 и

lim = 0. (7)«-ю х ' '

Сначала покажем, что из условий (4) и (5) следует, что постоянная с - вещест

венное число.
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Из (6) следует, что параметрическое уравнение контура Г в окрестности 

начала координат в комплексной форме запишестя в виде

ж = ։ + га(х), -е<х<е, (8)

где £ - достаточно малое положительное число.

Подставляя (8) в (5) и умножая обе части (5) на х, получим

1т х .
х + ։а(х) (г + ։а(г)) <р(х + йж(®)) = 0. (9)

Переходя в (9) к пределу при х —> 0 и имея в виду пределы (4) и (7), получим

1тс = 0. (10)

Пусть теперь ( = <ро(х) конформно отображает область О на полуплоскость 

1т£ > 0 и переводит начало координат в бесконечно удаленную точку. Тогда, 

как указано выше

11тро(к)г = с0, (11)

1тро(*) = 0, х € Г, ж / 0, (12)

1ту>о(жо) > 0, (13)

где со - постоянная, не равная нулю.

Обозначим 
£ 

Ф(ж) = р(ж)-------¥»о(х).
Со

Ясно, что Ф(ж) аналитична в области В, непрерывна в замкнутой области Р, 

кроме, быть может, точки ж — 0. Из (4), (5), (11) и (12) имеем

ИтФ(ж)ж = 0, ж 6 О, (14)

1тФ(ж) =0, ж € Г, ж 0. (15)

Из (15) следует, что аналитическая функция Ф(ж) в точке ж = 0 имеет слабую 

особенность. Поэтому, из (15) следует (см. [2]), что Ф(ж) = Сх, где сх - некотороая 

вещественная постоянная. Следовательно

р(ж) = — ро(ж) + сх. (16)
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Так как постоянные С1, Сг и с действительны, то из (16) имеем
С

1тр(го) = — 1ту>о(^о)- со
Отсюда и из условий (3) и (13) имеем

- > 0. (17)
со

Так как С = <ро(х') конформно отображает О на полуплоскость 1т( > 0, то из 

(16) и (17) следует, что £ = у>(г) - конформно отображающая функция. Теорема 

1 доказана.

2. Пусть функция аналитична в области Р, непрерывна в замкнутой 

области Р и удовлетворяет условиям
\<р(х)| = 1 при х & Г; <р(хо) = 0, <р(х) £ 0,

(18) 
если 2 € Р, г 2о и <р'(хъ) 0.

Тогда имеет место следующая

Теорема 2. Функция £ = у»(г) конформно отображает область О на круг |С| < 1.

Доказательство. Пусть аналитическая в области О функция <р(х) удовлетво

ряет условиям (18), а С = <ро(к) конформно отображает область О на круг |£| < 1 

и <ро(го) = 0. Тогда очевидно, что функция фо(^) также удовлетворяет условиям 

(18). Следовательно, отношение 

аналитично в области D и удовлетворяет условиям

Ф(г) / 0 при 2 G D, |Ф(я)| = 1 при 2 g Г. (19)

Из (19) мы заключаем, что Фо(г) = 1пФ(г) аналитична в области D, непрерывна 

в замкнутой области D и удовлетворяет условию

ДеФо(2)=0, 2 6 Г. (20)

Из (20) имеем (см. [1]), что Фо(г) = *^о, где 0о ~ некоторая вещественная 

постоянная. Следовательно, Фо (г) = ехр(гбо) и

р(г) = <f>o(x) exp (i60). (21)

Из (21) непосредственно следует, что ( = <p(z) также конформно отображает 

область D на единичный круг. Теорема 2 доказана.
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§2. КРИТЕРИЙ КОНФОРМНОСТИ ОТОБРАЖЕНИЯ 

ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ

1 .Теорема 3. Пусть О и С - односвязные ограниченные области с гладкими 

границами Г и Б, соответственно. Любая аналитическая в О функция р(я), 

непрерывно диффенецируемая вО и удовлетворяющая условиям

е Б при 2 £ Г, у>(го) = Со, = С1,

4>(г) Ф С1 при г 6 Г, 2/21,

где го б Д, Со б б, 21 £ Г и С1 6 £ - некоторые фиксированные точки, конформно 

отображает И на С.

Доказательство. Пусть С = Ф(<) конформно отображает б на полуплоскость 

ЬпС > 0 и переводит точку С в бесконечность. Рассмотрим отображение

С=Ф(р(к))=«(х). (22)

Функция ш(г) аналитична в Д, непрерывна в замкнутой области Д, за исключе

нием точки г = 2} и удовлетворяет всем условиям теоремы 1. Поэтому С = ы(г) 

конформно отображает Д не полуплоскость 1тС > 0. Из (22) имеем

?(*) = ф-»(<ф)),

где Ф-1(г) - функция, обратная к функции Ф(<). Ясно, что < = Ф-1(у(г)) 

конформно отображает Д на б. Теорема 3 доказана.

2 . Пусть теперь ^0(2) аналитична в области Д, непрерывно дифференцируема 

в Д и удовлетворяет условиям

^о(г) б Б при г £ Г; ро(го) = Со, Ро(го) / 0

и Ро(г) # Со при 2 б Д, 2 / го,

где 20 б Д, Со б б - некоторые фиксированные точки. Тогда имеет место
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Теорема 4. Функция t = p>o(z) конформно отображает D на G.

Доказательство. Пусть С, = Фо(<) конформно отображает G на единичный круг 

|С| < 1 и Фо(Со) = 0. Тогда отображение С = Ф0(у>0(^)) = w0(z) удовлетворяет 

всем условиям теоремы 2. Поэтому С = w(z) конформно отображает область D 

на единичный круг |С| < 1, a t = Фц 1(wo(«)) = фо(г) конформно отображает D 

на G. Теорема 4 доказана.

§ 3. ДРУГИЕ КРИТЕРИИ КОНФОРМНОСТИ

Пусть D - односвязная ограниченная область с гладкой границей Г, и пусть 

<p(z) - аналитичная в области D функция, непрерывная в замкнутой области 

D. Пусть G и L - образы D и Г, соответственно, при отображении С = <p(z). 

Известно, что G также является односвязной областью. Обозначим через Lq 

границу области G. Возникает естественный вопрос : при каких условиях на 

функцию tp(z) контуры L и Lq совпадают и функция С = конформно 

отображает область D на область G ?

Лемма 1. Контур Lq принадлежит контуру L.

Доказательство. Пусть Со 6 До- Докажем, что Со € Д- Так как G - область, 

то Со не принадлежит области G, существует последовательность Cn G G 

(п = 1,2,...) и Сп -> Со- Так как Сп 6 G, то Cn = где zn e D - один 

из прообразов точки Сп при отображении С = v{z)- Так как последовательность 

zn ограничена, то существует подпоследовательность zmk (k = 1,2,...), которая 

сходится к некоторой точке zq £ D. Следовательно

<p(zo) = lira p(zm* ) = lim Cm* = Со- с—♦оо Jt->oo

Таким образом, точка y>(zo) не принадлежит области G. Это означает, что 

точка zo не принадлежит области D. Следовательно, zq £ Г и, по определению, 

Со = ф(*о) 6 L- Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Контур Lq совпадает с контуром L тогда и только тогда, когда 

функция <p(z) удовлетворяет условию

(p(z) # <p(t) при zÇ D, tel. (23)
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Доказательство. Пусть выполнено условие (23), и пусть Со б Б. Докажем, что 

Со € Бо- По определению контура Б существует точка <0 6 Г такая, что Со = У’(^о)- 

Из неравенства (23) при г £ Д и < = <о следует, что точка Со не принадлежит 

области С. Пусть гп Е В - последовательность точек такая, что Нт гп = 40- и—юо
Тогда

Нт р(г„) = <р(10) = Со- я—+оо

По определению области С точка ¥>(гп) € б. Следовательно, точка Со не принад

лежит б. Поскольку Со является пределом точек из б, то го € До- Отсюда и из 

леммы 1 следует, что контуры Б и Бо совпадают.

Пусть теперь для некоторой пары точек го Е В и <о € Г имеет место 

равенство

¥>(го) = р(*о). (24)

По определению б и-Б, имеем <р(го) £ б, р(<о) 6 Ь- Из (24) следует, что 

Со = У>(*о) = р(го) одновременно принадлежит и контуру Б и области В. Поэтому 

Со £ Д и Со До- Но если условие (23) нарушается хотя бы для пары точек го £ В 

и <0 £ Г, то До Д. Лемма 2 доказана.

Следующий пример показывает, что оба случая леммы 2 возможны.

Пример 1. Рассмотрим функцию

р(г) = г-аг։, (25)

где а - положительная постоянная.

В качестве области В берем единичный круг |г| < 1. Очевидно, что границей 

Г является единичный круг |г| = 1. Тогда неравенство (23) для функции (25) 

запишется в виде

а(г + <)^1, |г| < 1, |*| = 1. (26)

При 0 < а < 1/2 неравенство (26) всегда выполняется. Поэтому, согласно лемме 

2, контуры Д и До совпадают.

Пусть а > 1/2. Тогда условие (26) нарушается хотя бы для пары точек < = 1 

и г = а՜1 — 1. Поэтому в этом случае До принадлежит контуру Д, но не совпадает 

с Д.
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Пусть <р(г) аналитична в области Д, непрерывна в замкнутой области £> и 

удовлетворяет условиям

р'(*о) / 0, ¥>(х) # <р(хо) при я € О, г яо;

<р(г) ф <р(1) при я € О, 4 € Г,

где яо - фиксированная точка в О.

Пусть б и Б - те же, что и выше. Тогда имеет место следующая

Теорема 5. Если контур Б - гладкий, то функция С = <р(г) конформно отобра

жает область О на область С.

Доказательство. Согласно лемме 2 границей области б является контур Б. 

Пусть Со = У’С-го)- Согласно определению области б и контура Б имеем Со € С и 

у»(я) € Б при я £ Г. Поэтому функция удовлетворяет всем условиям теоремы

4. Отсюда следует справедливость теоремы 5.

Пусть теперь хотя бы для одной пары точек яо е Б и 40 € Г имеет место 

равенство (24). Тогда граница Бо области б принадлежит контуру Б, но не 

совпадает с ним.

Задача. Какой частью Б является граница Бо области б.

Пусть у>(я) = я — я2, Б является единичным кругом |я| < 1. Функция р(я) 

принимает одинаковые значения на окружности |я| = 1 только в паре точек

1 х/3 . _ 1 л/3 .
г1 = 2 + ֊2-», гда *»(*1) = ¥>(*1) = 1-

Пусть 71 - дуга окружности |я | = 1 между точками ях и ях (обход против часовой 

стрелки), и пусть 72 - остальная часть окружности |я| = 1. Точки ях и ях будем 

включать как в 71, так и в 72.

Обозначим через £х и Б2 образы 71- и 72, соответственно, при отображении 

С = р(я). Так как р(ях) = р(ях), то Б1 и Б2 являются замкнутыми кривыми (без 

концов). Графики контуров Бу и Б2 показывают, что контур Бу обхватывает 

контур Б2 и они имеют только одну общую точку £ = 1. Имеем Б = £хи^։- 

Легко проверить, что граница Бо области б совпадает с контуром Бу.
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ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА В ОБЛАСТЯХ, 
ОГРАНИЧЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИМИ КРИВЫМИ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 2, 1098

В работе представлен новый метод решения задачи Римана-Гильберта 
в областях, ограниченных образом окружности (г — (Г)2 + у2 = R2, в. > О, 
R > 1 4- <£ при отображении Жуковского.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть 7 - окружность |4 — <£| = R, <1 > О, R > 1 + </, а Г - образ этой 

окружности при отображении Жуковского

* = 7 (*+т) = “(*), С1)

где 4 = £ + м/, я = я +

Пусть Д - область, ограниченная контуром Г. Если <4 = 0, то область Б - 

внутренность эллипса.

Задача Римана-Гильберта формулируется следующим образом : найти ана

литическую в области Б <р{я), непрерывную в замкнутой области Б и Г

и удовлетворяющую граничному условию

Ке[а(к) <р(я)] = /(я), я Е Г, (2)

где а(и) и /(г) - заданные на Г функции, а(и) / 0 и /(и) вещественнозначна. 

Предполагается, что а(г) и /(и) удовлетворяют условию Гельдера на контуре Г.

В монографии [1] (стр. 174) задача Римана-Гильберта сведена к сингуляр

ным интегральным уравнениям и получены дефектные числа, а в случае круга - 

явная формула для решения этой задачи. Цель данной работы - свести решение
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этой задачи к функциональным уравнениям в классе аналитических функций и 

записать решение в виде равномерно сходящихся рядов. Полученные результаты 

мы используем для построения конформного отображения области О на единич

ный круг.

§1 . ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ПРИ а = 1

В этом параграфе исследуем задачу Римана-Гильберта, когда граничное 

уравнение имеет вид

Яер(я)1 = /(я), я€Г. (3)

Известно [1], что задача (3) всегда имеет решение и оно определяется единствен

ным образом с точностью до чисто мнимого постоянного слагаемого. Подставляя 

я = ы(<) в (3), получим

КеФ(*) = /оМ, <€7. (4)

где

Ф(*) = »»(«(*)), (5)

/о(«) = /М<)). (6)

Пусть 70 - единичная окружность |1| = 1, а бо - двусвязная область, ограни

ченная окружностями 7 и 7о- Так как область |<| > 1 содержит окружность 7, 

то по определению контура Г следует, что функция Жуковского (2) конформно 

отображает область бо на область О с разрезом [—1,1]. Поэтому функция Ф(<) 

аналитична в бо, непрерывна в бои7С17о и, следовательно, представляется в 

виде

Ф(«) = Фо(<) + «1(*), «ебои^и ’̂ (?)

где Фо(<) аналитична в круге |* — с(| < R, непрерывна в замкнутом круге, а Фх(<) 

аналитична в области |£| > 1, непрерывна в замкнутой области |1| > 1 и исчезает 

на бесконечности.

Из (2) и (5) имеем

Ф(4) = Ф(1Д) при |«| = 1. (8)



70 Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Подставляя Ф(4) из (7) в (8), получим

Фо(*) ֊ Ф1(1/П = Фо(1/*) ֊ Ф1(*), |*| = 1. (9)

Так как Фо(*) - Ф1 (1/*) аналитична в круге |4| < 1, Фо(1/4) - Фх(4) аналитична

в области |4| > 1 и стремится к Фо(0) при |4| -> +оо, то из (9) имеем (см. [1], стр.

148)

Фо(4) ֊ Фх(1/4) = Фо(0) при |*| <1, (10)

Фо(1/*)֊Ф1(*) = Фо(0) при |4|>1. (11)

Легко заметить, что равенства (10) и (11) эквивалентны, поэтому будем рассмат

ривать только равенство (11). Подставляя Фх(4) из (11) в (7), получим

Ф(4) = Ф(4) + Ф(1/*), 4£ СоСЬи™- (12)

где Ф(4) = Фо(*) - ^Фо(О).

Подставляя Ф(4) из (12) в граничное условие (4), получим

Ле [Ф(*) + Ф(1/4)] = /о(4), * € 7, (13)

где Ф(4) - искомая функция, аналитичная в круге |4 — <4| < R и непрерывная в 

замкнутом круге |4 — <4| < R-

Рассмотрим отображение, обратное к отображению Жуковского 4 = я+ 

+\/я2 — 1 = <5(я), где под у/г1 — 1 понимается ветвь корня, непрерывная вне 

отрезка [—1,1], принимающая положительные значения при я = х > 1.

Функция 4 = £(я) конформно отображает область О без отрезка [—1,1] на 

область Со- Подставляя 4 = £(я) в (12), учитывая обозначение (5) и равенство 

[5(я)]-1 = я — у/х2 — 1, получим

<р(я) = Ф(я + у/г2 - 1) + Ф(я - у/г2 - 1). (14)

Пусть Ф+(®) и Ф-(л) - предельные значения функции Ф(я) при я —> х, Ьпя > 0 

и я —> х, Ьпя < 0, соответственно, где — 1 < х < 1. Из (14) имеем

р+(г) = <р (®), — 1 < х < 1, (15)
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а также, что функция <р(г) аналитича в области Р\ [—1,1], а из (15) следует, что 

она аналитически продолжается всюду в области О.

Таким образом, решение задачи (3) определяется формулой (14), где Ф(к) - 

общее решение задачи (13). Граничное условие (13) можно записать в виде

Re($(t) + $(l/t))=y0(t), <6 7. (16)

где черта означает комплексное сопряжение.

Пусть |t — d| = R. Тогда

(t-d)(t-d) = R2, t = ֊+d, |= да2^+<й-

Следовательно, условие (16) запишется в виде

Re [ф(4) + ФОЛ] = /о(«). t G 7. (17)

где ai(t) = (t — d)(R2 — d2 + di)՜1.

Подставляя t — d = т в (17), получим

Re [ф(т + d) + Ф(а2(*))) = ff(r), |т| = R, (18)

где

“’M = pa I = + (19)
Обозначим

Ф0(т) = Ф(т + d). (20)

Тогда граничное условие (18) запишется в виде

Re [ф0(т) + Фо(а(т))] = д{т), |т| = Д, (21)

где

Из (20) имеем

Ф(<) = Фо(< - d). (23)

Так как Ф(2) аналитична в круге |4 — с€| < R, то из (20) следует, что Фо(т) 

аналитична в круге |т| < R. Следовательно, функция Ф(<) определяется формулой
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(23), где ФоЮ аналитична в круге |i| < R, непрерывна в замкнутом круге |i| < R 

и удовлетворяет граничному условию (21). Из (22) имеем

R 1
Ж1< RTTdR+d=RZd+d<1+d<R п₽и 1*1 < (24)

Поэтому выражение в квадратных скобках в (21) аналитично в круге |т| < 1. 

Следовательно, из условия (21) имеем (см. [2], стр. 223)

[фо(г) + $o(a(r))] = до(т) + tc0, |т| < 1, (25)

где со - произвольная постоянная

М*՜) = è Г ^-7м՝ <: = R е'в- (26)
Jq s — т

Так как а(т) аналитична в круге |т| < R и удовлетворяет условию (24), то по 

теореме Руше (см. [2], стр. 454) функция а(т) в этом круге имеет единственную 

неподвижную точку т0. При d > О

(Лз + d* - 1) + ^(ДЗ-КР-1)3-4^ 
т° =------------------------------ 2d--------------------------- • {27>

Из (27) следует, что неподвижная точка то действиетльна и удовлетворяет 

неравенству —R < т0 < 0. При d = 0 неподвижной точкой функции а(т) является 

то = 0. Пусть функция $i(z) аналитична в круге |z| < Ди непрерывна в 

замкнутом круге |z| < R, а с - число. Подставляя в (25) функцию

Фо (z) = Ф1 (z) (z - тъ) + с, (28)

получим

с + с + Ф1(т)(т-т0) + (а(т)-т0) Ф1 (о:(т)} = 5о(т) + »со. (29)

Подставляя г = т0 в (29), учитывая, что а(ть) = т0, получим 2Rec — icQ = д0(т0). 

Следовательно
Rec= |ке0О(т), с0 = Impofo). (30)

Имеем

а(т) - ть = а(т) - а(т0) = / - , = (R2 ^/д^
л* — та Л* — тда \л—та)(л* — т^а]
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Подставляя с + с и со из (30) в (29) и разделив обе части (29) на т — то, получим 

ф1(т) = 0(т) $! (^(7)) + 51(т), |т| < R, (31)

где

тЛ. (32)(л — та)(К — тда) т — То

Так как —R <то<0иЯ>1 + ^, тоиз (32) получим

т1- я(я-а) =?<1 при (33)
Это неравенство показывает, что норма оператора

•*(«1) = /3(т)Фх(^(7)) (34)

меньше 1. Следовательно, уравнение (31) имеет единственное решение и оно 

запишется в виде ряда Неймана (см. [3], стр. 47) ,

Ф1(т) = <71(т) + К(51(т)) + №(Д1(Т)) +.... (35)

где ^"(^(т)) = К(Кп-1(д1(т))) при п > 1. Из (33) и (34) имеем

1*'П(ЫТ))1 < 9՞ .“ах |^1(т) | = дп ||Л||.
И5я

Таким образом, ряд (35) равномерно сходится в круге |т| < R. Теперь запишем

ряд (35) в явном виде. Обозначим

<*1(т) = а(т), а2(т) = а(а(т)), ... , а„(т) = ап_х(а(т)),
(36) 

А(т)=Д(т), ... ,Д։(т)=^(т)/3(ах(т))...Д(ап_1(т)), п = 2,3,..

Из (22) и (23) следует, что а(<) = а(1), /3(<) = 0(1). Отсюда имеем

^)=ап(1), ДД«)=Д,(ё), п=1,2,.... (37)

Из (34) и (37) вытекает, что

Кп, , п _ Г^п(т)д1(а„(т)) при п = 1,3,5,...,
91 Т \ 0п(т) д1{ап(т)) при п = 2,^6,....
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Поэтому ряд (35) можно записать в виде

ОО

$i(r) = + 52 [&*(т)Р1(в։*(т)) + А*-1М л(аз*-1(т))]. (38)
*=1 J

Из (33) и (36) имеем

|/3*(т)| < qn при |т| < R, |pi(а2*(т))| < |ffi(a։i-i(f))| < k = 1,2,....

Таким образом, решение задачи (3) определяется формулой (14), где Ф(<) = 

= Ф0(т - d), Фо(т) = Ф1(т)(т - тъ) + ci + ։с2,

„ 1,»ci = Rec=-уо(то), (39)

с2 = Im с - произвольная вещественная постоянная, а Ф1(т) определяется форму

лой (38).

В формулах (38) и (39) функции д0(т) и gi(r) определяются через /(z) при 

помощи формул (6), (19), (26) и (32).

§2. ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

Обозначим через m индекс функции a(z) на контуре Г, т.е. приращение 

функции a(z), деленное на 2чг, когда точка z обходит контур Г в положительном 

направлении. Так как функция a(z) непрерывна на Г и ot(z) 0 на Г, то индекс 

тп является целым числом. Используя метод, предложенный в [4], рассмотрим 

следующие случаи.

Случай 1. Пусть тп = 0. Тогда функция arg a(z) непрерывна и удовлетворяет 

условию Гельдера на Г. В §1 указан метод решения этой задачи. Имеем

Re Фо W = arg a(z), z G Г, (40)

где Фо («) аналитична в области D и непрерывна в замкнутой области jDIJT. 
Пусть Фо (г) - одно из решений задачи (40). Тогда

a(z) = |a(z)| exp (targa(z)) = |a(z)| exp (»ReФ0(г)) =
(41) 

= l«WI exp (։Ф0(г) + 1тФ0(г)) = b(z) <p0(z), z G Г,

где

b(z) = |a(z)| exp (1тФ0(х)), p0(z) = exp (»Ф0(г)).
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При сделанных предположениях любое решение задачи Римана—Гильберта (2) 

удовлетворяет условию Гельдера в замкнутой области D U Г (см. [4]). Поэтому 

у>о(г) аналитична в области D и удовлетворяет условию Гельдера в замкнутой 

области D (J Г, a b(z) - вещественная функция, 6(z) > 0 при z € Г и удовлетворяет 

условию Гельдера на Г. Ясно, что у>о(^) 0 при z G D(jr. Подставляя a(z) из

(41) в (2), получим

’•*<'> = ед’ ։6Г'
где Ф(г) = <f>(z) p0(z).

Таким образом, задачу (2) мы свели к задаче (3). Пусть тп / 0, а Фт(г) 

аналитична в области D и удовлетворяет условию

Re Фт (к) = arg (z-ra a(z)) , z £ Г.

Так как индекс функции z~m a(z) равен нулю, то аргумент также удовлетворяет 

условию Гельдера на Г. Тогда, аналогично (41), получим

z~ma(z) = bm(z)<f>m(z), (42)

где bm(z) = |a(t)z-m| exp (ЬпФт(г)), ¥>m(z) = exp (։ Фт(г)).

Подставляя a(z) из (42) в (2), получим

Re [zm Ф(я)] =/m(z), (43)

где

«W = p(z) <pn(z), /m(z) = (44)

Случай 2. Пусть m > 1. Тогда zm Ф(г) является аналитической функцией в 

области D. Рассмотрим дополнительную задачу, решенную в §1 :

Re«(z) = /ra(z), zG Г, (45)

где Ф(<) - искомая аналитическая функция в области D. Пусть Ф(г) - одно из 

решений задачи (45). Из (43) и (45) имеем

Re [zm Ф(я) - $(z)] = 0, zG Г. (46)
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Так как zm Ф(я) - Ф(я) аналитична в области D, то из (46) получим

zm Ф(я) = Ф(я) + ։с0, (47)

где со - произвольная вещественная постоянная.

Поскольку левая часть (47) имеет нуль порядка т, то и правая часть (47) 

обладает тем же свойством. Следовательно

Ф(0) + ։со = 0, (48)
в

Ф°’(0) = 0, ; = 1,...,т-1. (49)

Из (48) имеем

КеФ(0) = 0, (50)

со = -1шФ(0). (51)

Таким образом, условия (49) и (50) необходимы для разрешимости задачи (2). 

Пусть эти условия выполнены. Тогда из (47) имеем

ед = *(гШ», (։։)
где со определяется формулой (51).

Из условий (49) и (50) следует, что функция Ф(я), определенная формулой 

(52), аналитична в области Б и непрерывна в замкнутой области Б и Г. Тах как 

Ф(я) - решение задачи (45), то очевидно, что Ф(я) - решение задачи (43). Из (44) 

и (52) получаем

Случай 3. Пусть т < 1. Тогда решение Ф(я) задачи (43) можно представить в

виде
п —1

ф(г) = 52(°* +ibt)zk + z" фп(*)> (53)
k=0

где п — —т, aie и 6* (к = 0, ...,n— 1) - вещественные постоянные, а Ф„(я)

аналитична в области Б и непрерывна в замкнутой области Б (J Г.

Подставляя Ф(я) из (53) в (43), получаем
п

Re Фп (я) = /т (я) + [a* ÿi* (я) + 6* 02* (я)], я £ Г, (54)
*=1
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где у։*(я) = -Кея*՜", Я2к(г) = 1т г*՜՞ (к = 1, ...,п).

Известно, что задача (54) относительно аналитической функции фп(г) имеет 

решение (см. §1) при произвольных вещественных постоянных ак и и оно 

определяется с точностью до чисто мнимого постоянного слагаемого. Пусть 

аналитические в области И и непрерывные в замкнутой области О и Г функции 

Ф0(я), Фць(я) и Фг*(я) удовлетворяют граничным условиям

КеФ0(я) = /т(я), КеФц(я) = ри(х), Ф։*(я) = ^*(я), приг & Г, к = 0,...,п- 1.

Тогда решение задачи (54) задается формулой

п
Фп(я) = Фо(я) + ^2[а*Ф։*(г)4-Ь|кФ։*(я)] + »со, (55)

*=1 

где со - произвольная вещественная постоянная.

Общее решение в этом случае определяется формулой 

где Ф(г) определяется формулами (53) и (55). Таким образом, и здесь общий 

случай сводится к решению задачи Римана (2) при а = 1.

§3 . КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ НА КРУГ

Пусть D - область, рассмотренная в начале работы, a ç>(z) - конформное 

отображение области D на круг |t| < 1, удовлетворяющее условиям

р(0) = 0, р'(0) > 0. (56)

Из (56) следует, что конформно отображающую функцию <p{z) можно предста

вить в виде

p(z) = z • р0(я), (57)

где ¥>o(z) аналитична в D, непрерывна в замкнутой области D(jr и удовлетво- 

ряет условиям

|z ■ у>о(я)| = 1> я g Г, ^о(я) / 0, zeD|Jr, (58)

Ро(0) > 0. (59)
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Из условий (57) — (59) следует, что функция

Р1(г) =1пр0(г) (60)

аналитична в области Л, непрерывна в замкнутой области .О и Г и удовлетво

ряет условиям

НвУ’И«) =-Ь|г|, я б Г, (61)

1тр1(0) = 0. (62)

Из (57) и (60) имеем

р(я) =я-ехр(р1(я)), хбП. (63)

Таким образом, задачу построения конформного отображения мы свели к задаче 

(61), (62), которая имеет единственное решение (см. [2], стр. 223). Используя 

методы, предложенные в §1, мы запишем решение задачи (61), (62) при помощи 

равномерно сходящихся рядов. Из-за частного вида правой части (61) здесь 

удается записать решение в более простом и компактном виде и избежать 

использования интеграла Шварца (26).

В §1 мы показали, что решение задачи (61) определяется формулой.

¥>1(я) = Ф (я + у/я2 - 1) + Ф (х - у/я2 — 1) ,

где

Ф(<) = Фо(* — </),

(64)

(65)

а Фо(т) аналитична в круге |т| < R, непрерывна в замкнутом круге |т| < R и 

удовлетворяет граничным условиям (см. (21))

|т| = R.

Пусть |т| = R. Тогда т = R2 г 1 и

(66)

R2т-1+d + 1
R2т-1 + (1

|(Я։ + <й-)а + т’| 
Я|Я’ + ^г|

Следовательно, условие (66) можно записать в виде

Яе Фо(т) + Фо (а(т)} + Ф0(т) = 0, |т| = R, (67)
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где

Тах как Я > 1 + «^, й > О, то функция под знаком логарифма аналитична 

в замкнутом круге |т| < R и не обращается в нуль. Поэтому функция Ф0(т) 

аналитична в замкнутом круге |т| < R. Из (67) мы имеем (см. [2], стр. 223)

Фо(т) + Фо (а(т)) + Фо(т) = *«о, М < R, (69)

где со - произвольная вещественная постоянная.

Из условия (68) следует, что функция Фо (г) удовлетворяет условию

Ф^) = Фо(т), |т|<Я.

Исходя из решения (69) при со = 0, мы будем требовать выполнения условия

Ф^) = «о(7), Н<Я. (70)

Тогда очевидно, что

Фо (а(т)) = Ф0(а(т)), |т| < R

и уравнение (69) при со = 0 примет вид

Фо(т) + Ф0(а(т)) + Фо(т) = 0, |т| < R. (71)

Пусть то определяется формулой (27). В (70) делаем замену

Фо(т) = Ф1(т)(т-7Ь)+с, (72)

где Фх(т) аналитична в круге |т| < R, непрерывна в замкнутом круге |т| < R, а 

с - неизвестная постоянная.

Подставляя Фо(т) из (72) в (71), аналогично (30) и (31) получим

с = ֊|фо(тъ), (73)

Ф1(т)=/9(т)Ф1(а(т))-Ф1(т), (74)
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Ф1(т) = Ф0(^_^°(Т0). (75)

а (3(т) определяется формулой (32).

Так как функция (3(т) удовлетворяет неравенству (33), то уравнение (74) 

имеет единственное решение и оно представляется рядом Неймана :
ОО

Ф1(т) = -Ф1(т) - ^Д*(т) Ф1(а*(т)), (76)
*=1

где а*(т) и Рк{т) определяются формулами (36).

Легко заметить, что а(т), /3(т) и Ф1(т) также удовлетворяют условию 

а(т) = а(т), = /3(т) и Ф(т) = Ф1(т). Следовательно, этому условию

удовлетворяют также функции а*(т) и Д*(т) при к = 1,2,..., а также Ф1(т), 

определенная формулой (76). Так как в (72) постоянные с и то вещественны (см. 

(27) и (73)), то Ф0(т) также удовлетворяет условию (70).

Пусть теперь Фо(т) и Ф1(т) определены формулами (72), (76), а Ф(т) = 

= Фо(т — <1). Тогда функция ¥>1(г), определенная формулой (64), удовлетворяет 

условию (61). Действительно, из (64), (65) и (70) имеем

1т (0) = 1т[Ф(1) + Ф(-»)] = 1т[[Ф0(։ — Л) + Фо(-։ - <!)]] =

= 1т[[Ф0(» - <1) + Фо(։ — ^)] = 0, 

откуда следует, что удовлетворяет условию (62). Следовательно, конформ

но отображающая функция у>(к) определяется из формул (63) — (65), (72), (73) 

и (76).

§4 . ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛИНОМОВ ФАБЕРА

Пусть 7 - окружность |4| = R, R > 1, а Г - образ окружности у при 

отображении Жуковского (1). Как мы уже сказали, контур Г является эллипсом. 

Меняя R от 1 до +оо, получим всевозможные эллипсы с расстоянием между 

фокусами, равными 2. При помощи линейного отображения ( = к г любой эллипс 

можно конформно отобразить на такой эллипс.

Пусть П - область, ограниченная эллипсом Г, и пусть <р(г) - функция, 

конформно отображающая облатсь И на круг |£| < 1 и у>(0) = 0, р'(0) > 0.
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В работе [2] (стр. 170) функция ;p(z) представлена через эллиптические 

интегралы, а в §3 — равномерно сходящимся функциональным рядом. Цель 

данного параграфа - представить функцию <p(z) через полиномы Фабера.

Аналогично §2 (формулы (63) — (65), (68) и (71) при d = 0), получаем

<p(z) = z-exp(p1(z)), ZED, (77)

где

<Pi(z) = Ф(г + y/z2 — 1) + Ф(г — y/z2 — 1), (78)

а Ф(т) аналитична в круге |т| < R и удовлетворяет условию

/ т \ ( т2 \ RФМ + ФЫ = -ь(1+я?) -ы2-

Разложим функции Ф(т) и 1п(1 + т2 R՜*) в ряд Тейлора :

ОО 

ф(т) = ^,Сктк՝ 1Т1 < 

к=О

(2 \ °° 2к1+У = Е(֊1)‘+1^ Н=л-

Подставляя эти разложения в уравнение (79), получим

1 о “ -2к

(79)

(80)

Подставляя же в (78), получим

R °°^(z) =-In £+ £(-!)* 
t=i

Ptktf 
1 + Я« ’ (81)

где

P2k{z) = (z + х/^1)” + (z - y/z2 - I)2*,

a Pik{z) - полином Фабера порядка 2k.

Для контура Г имеем

lz + у/z2 — 11 = R при z € Г,

|z — х/«2 — 1| = 1------- } . = при z 6 Г,
I I |z + ^^T| R
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Следовательно 

|Рм(*)|<Я։к + Я_2к, zGZ>(Jr. (82)

Так как R > 1, то из (82) следует, что ряд (81) равномерно сходится в замк

нутой области D(jr. Таким образом, конформно отображающая функция <p(z) 

определяется формулой (77), где pi(z) - это ряд (81).

ABSTRACT. The paper describes new methods for resolution of Rie
mann-Hilbert problem in domains bounded by the image of the circle 
(z — d)2 + y2 = Ra։ d > 0, R > 1 + d under the Zhukowski mapping.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ТИПА РИМАНА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
НЕПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ОДНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

С. А. Папян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33,№ 2, 1998

Рассмотрим дифференциальное уравнение

д2и 3«
—+ 2а_ + Ьц=0, (1)

где а, Ь - постоянные.

Мы будем искать решения и уравнения (1) в односвязной области В комп

лексной плоскости. Не умаляя общности будем считать, что О 6 Д. Пусть гра

ница Г области О удовлетворяет условию Ляпунова. Мы предполагаем, что и 

принадлежит классу дважды дифференцируемых в Д функций, удовлетворяю

щих вместе со своими производными первого порядка условию Гельдера в Д Г. 

На границе Г и(х, у) должна удовлетворять краевым условиям типа Римана

Леи|г = /(х,у), (ж, у) € Г, (2)

= у(г>у)> (®>у)€Г, (3)
г

где / е С<։'“)(Г) и д в С'(°'“)(Г) - заданные вещественнозначные функции на Г, 

.У - внутренняя нормаль к Г в точке (х, у).

Задача (1) — (3) называется однородной, если / = д = 0 на Г.

Задачи с дифференциальными уравнениями типа (1), но с другими краевыми 

условиями рассматривались в монографии [1]. Краевые условия (2), (3) изучались
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В [2] — И-в слУчае> когда ° = Ь = 0, задача (1) — (3) исследована в [2], [3]. Задача 

(1) — (3) рассматривалась в [5] в смысле ^-сходимости, где была доказана 

нетеровость этой задачи и вычислен ее индекс.

Пусть А1 и А։ - корни характеристического уравнения

А2 4* 2а А + Ь — 0.

В настоящей работе доказывается

Теорема. Задача (1) — (3) всегда разрешима и соответствующая однородная 

задача имеет четыре решения их, из, из, и4, линейно независимые над полем 

вещественных чисел. Если Ах = Аз = А, то при я — х + ху

= ։еАж+АГ, = ։еАж+АГ(к + я),

^з(х,у) = еАж+А։ (я-3), и4 (г, у) = еА։+АТ я я.

Если Ах ф Аз, то

их(®, у) = *еА’։+А։։, и։(г, у) = ։еА։,+А։«1

«з(®( у) = * (еА1'+А։Ж + еА։ж+А”) , и4(х, у) = еА։т+А։« — еА։ >+А։»#

Общее решение однородной задачи (1) — (3) представляется в виде линейной 

комбинации функций 1X1, •••> ^4 с вещественными коэффициентами.

Доказательство. Введем новую функцию У(х,у) по формуле

и(г.у) = е_вж-вж У(х,у), к = х + »у, (х,у) € О. (4)

Подставляя в (1), получим

лзу
^--с’У = о, (х,у)еп, (5)

где с3 = а2 — Ь.

Подставляя (4) в (2), (3) и учитывая, что функция е_аТ՜“* вещественнознач

на, получим
ЗУ 

^у\г = /ъ ^д^г = 91'
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где
Л=ев։+“'/։ 91 = 9е°’+а2 + 2Д Ле (ае|г) , г = ге,т. (7)

Введем оператор Б, действующий в просранстве дважды непрерывно дифферен

цируемых функций, и сопряженный оператор Б" :

Г-*-#/. (8)

В этих обозначениях задача (5), (6), эквивалентная задаче (1) — (3), примет вид : 

г(ьу)(х,у) . = о, (х,у)ед,
| ЛеУ|г =/1։ Ле|^ = 91. (9)
\ (//V р

у. д . __Учитывая, что т - вещественный оператор, получим, что если V - решение 
дм

задачи (9), то функция 1У(х, у) = Ле У(х,у) будет решением задачи

(Б-Б) 1¥(х, у) = 0, (х, у) € Д, (10)

дУ/
ЛеТГ|г = /1, Ле— =У1. (11)

оп 1г
Решение ТУ четырежды непрерывно дифференцируемо в О и вместе со своми 

производными первого порядка удовлетворяет условию Гельдера вплоть до гра- 

вицы.

Лемма 1. Любое действительное решение задачи (10), (11) можно представить 

в виде

1Р(х,у) = ЛеУ(х,у), (12)

где V - решение задачи (9).

Доказательство. Уравнение (10) можно переписать в виде 

гт+гш_л(а+с)ту=о. 
\дя ) \дх ) \дх ) \дя /

Следовательно, общее решение уравнения (10) имеет вид

ТУ(х,у) = еС2<р1(х) + е~сТ<р2(х) + ее‘ у>з(г) + е~е‘ (13)

где рх, <р2 аналитичны в Д, <р3, </>4 аналитичны в Д = {к: г € Д}.
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Нас интересует действительное решение задачи (10), (11), следовательно, 

при г € Р, т.е

IV = Не (есГу>1(г) 4- е~ег <р2(х) + есг <р3(г) 4- е"г։ у>4(г)) =

= Ке (есТ<р1(х) 4-е~еТу>»(я) 4-есТу>3(г) 4-е-еГ у>4(г)} = (14)

= Ке (есТ (р1(х) + у>з(г)) + е՜" + У>4(г)}} •

Так как функции Ы1(г) = у>1(г) 4- у>з(г) и ы2(г) = <р2(г) 4- у>4(г) аналитичны в О, 

то с учетом (14) получим

IV = Ке (е" Ш1(г) 4֊ е՜“ ы։(։)) . (15)

Общее решение уравнения (9) допускает представление

У = е“ш1(я)4-е_“и2(к), (16)

где Ы1, ы2 аналитичны в Б. Из (15) и (16) следует (12). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Однордная задача (10), (11) имеет единственное решение.

Доказательство. Пусть №(х, у) - решение однородной задачи (10), (11). Из (10) 

имеем
^(Б* Ь)1У(х,у) •№(х,у)»1х{1у=0. (17)

Известно (см. [6]), что функция №(х, у) аналитична по х и у. Учитывая однород

ные условия (11) и дважды применяя формулу Грина в (17), получим

|ЫУ(г,у)|а</х^ = 0.

Так как (ЬIV) (г, у) непрерывна в Д то

(LW)(x,y)=0, (х,у)еБ.

Таким образом, функция IV - решение уравнения (10), следовательно

1У(х, у) - е~С2 Ы1(я) 4- есТш2(х), (18)

где с = у/а2 — Ь и ш2(х), ш2(х) - аналитические в Б функции. Из (18) имеем

Ф(х) = е֊“ хМ, (19)
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где

*(*) = Ы1(х) + е2е7ш2(ж). (20)

Подставляя (19) в (11), получим

х(*)1г = 0, (21)

дуа£г=°- (22)

Из (21) следует, что
Й = °, (23)
ио г

д где — - оператор дифференцирования по длине дуги Г. 
Оо
Учитывая (20) и (21), имеем

д/ = = о, * е г. (24)
ох оу

Дифференцируя (20) по х и у, из (24) получим

Ф'Дг) + 2се2еГФ։(г) +е2еТФ'2(г) = 0,
(25) 

гФ'^г) - 2сзе2" Ф2(г) +е2”»Ф'2(г) = 0, к € Г.

Из (25) следует, что

фг(х)|Г = 0. (26)

Далее, из (22), (23) и (26) имеем

Ф1(х)|г = 0. (27)

Функции Ф2, Ф2 аналитичны в области Д, следовательно, из условий (26) и (27) 

получаем

Х(я) = Ф^к) + е2“ Ф2(я) = 0, г £ Д. (28)

Таким образом, однородная задача (10), (11) имеет только тривильное решение. 

Лемма 2 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. Известно [6], что если задача (10), (11) 

имеет единственное решение, то она разрешима для произвольных Д и д2. В силу 

леммы 2 задача (10), (11) имеет действительное решение 'V/, которое, согласно 
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лемме 1, представляется в виде W = Re V, где V - решение задачи (9). Таким 

образом, задача (9) разрешима.

Если Vi, Уз ~ решения задачи (9), для которых W = ReVi, W = ReVj, то

Re (Vi - V2) = 0. Из [4] следует, что

V1 — V2 = C1U1 + CjUj + C3U3 + C4U4,

где Ci, i = 1,4 - вещественные постоянные. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность Н. Е. Товмасяну за полезные консультации.
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