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ОСОБЫЕ ТОЧКИ СПЕКТРА РАВНОМЕРНОЙ АЛГЕБРЫ

Б. Т. Батикян, С. А. Григорян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 1, 1988

В статье исследуются особые точки спектра равномерной алгебры. 
Показано, что кратные особые точки порождаются строго локальны­
ми точечными дифференцированиями, а приводимые особые точки — 
отождествлением в точку конечного подмножества спектра исходной 
алгебры. Доказана теорема о локальной нормализации особой точки.

$0. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе определяются и изучаются особые точки спектра 5(А) рав­

номерной алгебры А. Мерой ”особенности” точки х 6 5(А) будет служить целое 

число 6Л (®) ~ дефект точки х относительно алгебры А, которое определяется по­

средством алгебр ростков функций, А-голоморфных в (проколотой) окрестности 

точки X.

Показано, что если х - особая точка (тогда х 6 5(А)\дА (теорема 4.3)), то 

алгебра А допускает такое расширение В, спектр 8(В) которого конечнолист- 

но накрывает некоторую окрестность точки х, причем слой над х состоит из 

точек, регулярных относительно алгебры В (следствие 4.1). Другими словами, 

алгебра В осуществляет локальную нормализацию точки х. Мы покажем, что в 

процессе нормализации важную роль играют строго локальные точечные диф­

ференцирования. С другой стороны, для одномерных аналитических множеств 

наше определение особой точки совпадает с обычным определением особой точ­

ки аналитического множества (теорема 5.1).

Однако, абстрактный случай существенно отличается от аналитического. 

В частности, могут существовать внутренние точки спектра, дефект которых 
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бесконечен (такие точки мы называем существенно особыми); множество особых 

точек может быть достаточно массивным.

Приведем схему изложения работы. В §1 изучаются спектры и границы Ши­

лова алгебр А-голоморфных функций. В §2 описываются конструкции прямого 

предела алгебр А-голоморфных функций и обратного предела их спектров, при­

водятся основные определения, рассматриваются примеры. В следующих пара­

графах исследуются свойства особых точек (кратность, приводимость), описы­

вается нормализирующее расширение алгебры А.

Напомним теперь некоторые определения и результаты теории равномерных 

алгебр, используемые в работе, и зафиксируем обозначения. (Подробности см. 

И)-

Коммутативная банахова алгебра А с единицей называется равномерной ал­

геброй, если ||/2|| = ||/||3 для любого f € А. Пусть S(A) - спектр алгебры А, 

т.е. совокупность всех комплексных гомоморфизмов этой алгебры. Спектр 5(A) 

является компактом в слабо* топологии сопряженного к А пространства, причем 

алгебру А можно реализовать в виде такой равномерно замкнутой подалгебры в 

С(5(А)), которая содержит постоянные функции и разделяет точки 5(A). В на­

шей работе дополнительно предполагается сепарабельность А, что равносильно 

метризуемости компакта 5(A). Спектром элемента f € А называется множество 

значений функции f на 5(A).

Каждый гомоморфизм р : А —> В равномерных алгебр автоматически 

непрерывен и порождает непрерывное отображение тг : 5(B) —> 5(A) спектров 

этих алгебр, где ir(<p) = ро<р, <р € 5(B). Отображение % называется двойственным 

к гомоморфизму р.

Для произвольного замкнутого подмножества Е С 5(A) через А|В обозна­

чается сужение алгебры А на компакт В, а через Ajg - чамыкапир А|В по норме 

||/||я = sup |/|. Спектр равномерной алгебры Ад содержится в 5(A) и называ­

ется A-выпуклой оболочкой множества Е. Компакт Е называется А-выпуклым, 

если 5(Ав) = Е. Каждая точка х £ 5(A) обладает базой замкнутых А-выпуклых 

окрестностей.
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Через дА обозначается граница Шилова алгебры А, т.е такое наименьшее 

замкнутое подмножество 5(Л), что ||/|| = ||/||ал для всех / 6 А. Точка у £ дА 

называется точкой пика, если существует такая функция д € А, что д(у) = 1 и 

|<у| < 1 на 5'(Л)\{у}. Множество точек пика есть плотное подмножество границы 

Шилова. Согласно локальному принципу максимума модуля (теорема Росси) 

дАу С (дА Г) и) и Ьи. где (7 - открытое подмножество 5(Л), Ьи - топологическая 

граница и.

Если А - ограниченная непрерывная функция на и, то через [Л, А] будет 

обозначаться равномерная алгебра, порожденная элементами А и функцией А. 

Всякая функция из алгебры [Л, А] есть равномерный предел на и элементов вида 

£апАп, где ап £ А.

Непрерывный линейный функционал с! на алгебре Л называется точечным 

дифференцированием, отвечающим точке х £ 5(Л), если <1(/д) = д(/)д(х)+ 

+«/(р)/(г) для всех /,д £ Л. Точечное дифференцирование, отвечающее точке 

пика, тривиально. Точечное дифференцирование <1 называется локальным, если 

(1(д) = 0 для всякой функции д £ Л, обращающейся в нуль на некоторой 

окрестности точки х.

§1. Л-ГОЛОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ

Пусть Л - равномерная алгебра, и Е - локально компактное подмножество 

спектра 5(Л). Функция А £ С(Е) называется Л-голоморфной в точке у £ Е, если 

существует такая замкнутая окрестность V точки у, что А £ АупБ. Функция 

А называется Л-голоморфной на Е, если она Л-голоморфна в каждой точке 

Е. Совокупность всех ограниченных Л-голоморфных на Е функций мы будем 

обозначать через Яд(Е), а ее замыкание по вир-норме на Е - через Од(Е). 

(Равномерный предел Л-голоморфных функций не обязательно Л-голоморфен [2]). 

Понятно, что Од(Е) - равномерная алгебра, спектр которой, вообще говоря, не 

содержится в 5(Л). Если Е - замкнуто, то, очевидно, Ае С Од(Е).

Зафиксируем произвольную неизолированную точку х £ 5(Л); и пусть и 

- некоторая ее замкнутая окрестность, а и = [7\{х} - соответствующая 

проколотая окрестность. Сопоставим этим окрестностям равномерные алгебры
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0А(й), Ол(и‘) я О'А(П) = С(С/)ПОл(։/’)• Ясно, что нсА(и) = с(и) Г\Нл(и ) 

есть плотная подалгебра алгебры ОА(и). Кроме того

АуСОл(й)сОел(й}сОл(й'). (1.1)

Прежде чем перейти к описанию границ Шилова алгебр ОА (и) и ОА(и) заметим, 

что поскольку их элементы суть непрерывные функции на и, то спектры этих 

алгебр содержат й, а границы Шилова содержатся в (7. Далее, из (1.1) вытекают 

включения дАу С дОл(и) С дОА(П).

Теорема 1.1. дОА(П) = дОА(и) = дАу.

Доказательство. Пусть у принадлежит и\дАу и отлична от х. Тогда для 

всякого У € НА(и} найдется такая окрестность V точки у, что У(~)дАу = 0 

и / 6 Ау. Согласно локальному принципу максимума модуля дАу- С ЪУ, т.е. 

|У(у)| < ||У||Ьу. Это означает, что дОА(П) содержится в дАу и{х).

Следовательно, остается рассмотреть случай, когда х 6 дОА(и)\дАу. В 

этом случае х, являясь изолированной точкой дОА(Ц), будет точкой пика для 

Од(СУ). Пусть д - функция из ОА(П), образующая пик в х. Тогда последова­

тельность дп равномерно на дОА(и) сходится к характеристической функции Л 

точки х. Таким образом, К £ ОА (17) их- изолированная точка и а, значит, и 

5(А). Полученное противоречие доказывает, что дОА(й) = дАу.

Предположим, что окрестность и А-выпукла, т.е. 3(Ау) = й. Рассмотрим 

естественное непрерывное отображение я : 3(0 А(и')) —> V, вызванное вложе­

нием Ау С ОА(и*). Поскольку каждая функция из алгебры ОА(17') 'непрерывна 

на V , то 3(ОА(П )) содержит в себе и , т.е прообраз %՜1 (у) каждой точки 

у & и непуст. Однако, совсем не очевидно, что этот прообраз одноточечен, т.е. 

что комплексный гомоморфизм алгебры Ау, соответствующий точке у £ и , 

однозначно продолжается до комплексного гомоморфизма ОА(Ц ).

Теорема 1.2. Пусть П - А-выпуклая окрестность точки хе5(А),кенл(и‘), 

В = [Ау, А] - равномерная алгебра, порожденная алгеброй Ау и функцией Л. 

Тогда комплексный гомоморфизм алгебры Ау, соответствующий любой точке 

У &и , однозначно продолжается до комплексного гомоморфизма алгебры В.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда, если обозначить через ж* 

естественное отображение S(B) -+ U, найдется такая точка уо € U*, что ж*х(уо) 

- неодноточечно. В частности, множество Д = S(B)\(U‘ |Jh*x(։)) непусто. 

Заметим прежде всего, что

1) множество △ открыто в S(B). Действительно, если А € △, то найдется такая 

ее окрестность W, что ТУ рж^՜ х(х) = 0. Поэтому ж*(ТУ) С U՝ и У = ТУ\ж*(ТУ) - 

открытая окрестность точки А, содержащаяся в △ ;

2) АР дБ = 0. В самом деле, если бы А £ Д являлась р- точкой (обобщенной 

точкой пика) для В, то нашлась бы функция / ё В такая, что |/(А)| > 1/2 к 

|/| < 1/2 на U՛. Но тогда ||/|| = вир^у |/(у)| < 1/2, что невозможно.

Положим К = Д и D = В к- В силу локального принципа максимума модуля 

dD С ЬА С Пусть £ € dD - обобщенная точка пика алгебры

D. Предположим, что £ ё U . Тогда найдется такая окрестность ТУ точки £, 

что h ё Ajy, т.е. существует последовательность {уп} С А, равномерно на 

ТУ сходящаяся к h. С другой стороны, по определению р-точки найдется такая 

функция / ё D, что ||/||к < 1, |/(£)| > 3/4 и |/| < 1/4 всюду вне ж* Х(ТУ). Так 

как £ ё ЬД, то множество Е = {А € К : |/(А)| > 1/2} обязано содержать точки из 

А. Пусть Ао ёДПД, а <т - ее мера Йенсена на dD. Носитель этой меры имеет 

непустое пересечение с ТУ (иначе |/(Ао)| < J |/|Жт < 1/2). Поэтому

j\h-gn)d<r = exp log j\h-gn)d<T < exp j log |A - gn |d<r -> 0,

откуда Л(Ао) = lim f gnd<T = liras,, (ж* (Ao)) = А(ж*(Ао)), т.е. точки Ao и ж*(Ао) не 

разделяются функцией h, что невозможно.

Таким образом, каждая р-точка алгебры D содержится в ж* х(х) QS(D). 

Но множество ж* х(г) f)S(jD) D-вьшукло, а D-выпуклая оболочка dD совпадает, 

очевидно, с S(D). Отсюда Д С S(D) С ж* х(®), что тоже невозможно. Итак, 

Д = 0, и теорема доказана.

Следствие 1.1. Если окрестность U - А-выпухла, то

1) 5(Ол(Й,))=Й’иж-х(։:),

2) дОА(и՝) С дА^
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Доказательство. По теореме 1.2 всякий комплексный гомоморфизм алгебры 

Ау, отвечающий точке множества U՛, однозначно продолжается до гомомор­

физма алгебры, возникающей в результате присоединения заданной функции 

А е Ял(Й’). Так как Нд(й‘) плотна в OA(U*), то отсюда следует первое 

утверждение. Для доказательства утверждения 2) надо повторить рассуждения 

доказательства теоремы 1.1.

Следствие 1.2. ([2], [3]) Если в условиях теоремы 1.2 функция Л принадлежит 

HCA(U), то S(B) = U.

Доказательство. Так как элементы алгебры В - непрерывные функции на U, 

то множество △ = S(B)\U открыто и, кроме того, не пересекается с дВ = дА-у 

(теорема 1.1). Так же как и в теореме 1.2 предположение о непустоте △ приводит 

к противоречию.

Следствие 1.3. 5(ОЛ(Й)) = S(O‘A(U)) = U.

§2. ПРЯМЫЕ ПРЕДЕЛЫ АЛГЕБР А-ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ.

РЕГУЛЯРНЫЕ И ОСОБЫЕ ТОЧКИ

Пусть А - равномерная алгебра, их- произвольная неизолированная точка из 

5(A). Рассмотрим счетную локальную базу A-выпуклых окрестностей {СТ՜, } точ­

ки х, образующих направленное множество по включению, и сопоставим каждой 

окрестности Ui тройку равномерных алгебр OA(Ui) С OA{Ui) С ОА(й"). Вся­

кой паре индексов ։ и j, связанных отношением i < j (т.е. U, С Uj ), соотне­

сем отображение рц, сопоставляющее функции / € OA(U՝) ее сужение на U՛. 

Очевидно, pij есть сохраняющий константы гомоморфизм’из Ол(Й,*) в алгебру 

OA(U՝) (а также из OcA(Ui) в OcA(Uj) и из OA(Ui) в OA(Uj)). Легко прове­

рить, что {Ол(Ц,- ),Pij} образует прямую систему, так что мы можем рассмот­

реть прямой предел О\(х) = lira Од(С7,*) этой системы. Напомним, что пря­

мой предел есть множество классов, образованных в объединении
» 

следующим отношением эквивалентности : функция / G OA{U՝) считается эк­

вивалентной функции g £ OA(Uj), если существует индекс I > i,j такой, что 

Pu(f) = Pji(g)- Множество классов эквивалентности наделяется естественной ал­

гебраической структурой, превращающей О’А(х) в комплексную коммутативную 



Особые точки спектра равномерной алгебры 11

алгебру с единицей, причем каноническое отображение р,- : Од ({/,') —> Од(г), 

сопоставляющее любой функции алгебры Од (Ц\ ) содержащий ее класс эквива­

лентности, есть гомоморфизм алгебр. Класс р,(/) = £ содержащий функцию /, 

называется, ростком функции / в точке х. (Подробнее о пределе прямой системы 

см. [4], стр. 263-278). Аналогично определяются алгебры Од(х) = Ит Од(С7,-) и 

Ол(х) = Нт Ол(й{).

Теорема 2.1. Коммутативные алгебры ОА(х) и Од(х) локальны, т.е. обладают 

единственным максимальным идеалом.

Доказательство. Пусть М? - максимальный идеал алгебры ОА(и^), отвеча­

ющий точке х. Тогда {Л/', р։у) образует прямую систему, причем предел Мс 

этой системы есть максимальный идеал коразмерности 1 алгебры ОсЛ(х). Если 

Ь € ОСЛ(х)\ Мс, то найдутся такие индекс » и функция Л € Од((7,), что р,(Л) = И 

и А(х) 0. В силу непрерывности Л можно подобрать такую окрестность Се­

точки х, что не обращается в нуль на С7у. По следствию 1.3 функция р,>(Л) 

обратима в Од(Г7у), а тем самым росток Ь обратим в ОА(х). Аналогично уста^ 

навливается локальность алгебры Од(х)г

Если 1г,-у : 5(Ол(!7у )) —» 5(Од(171- )) - непрерывное отображение, двойствен­

ное к гомоморфизму р.у, то {5(Ол(С7,- )), тг,,} - есть обратная система компактных 

множеств. Пусть 5* = Нт 5(б>л({7,- )) - обратный предел этой системы. Извест­

но, что обратный предел компактных множеств непуст и компактен [4, стр.269], 

а обратный предел спектров прямой системы является спектром прямого преде­

ла [5]. Таким образом, 3' - непустое компактное множество, служащее спектром 

для коммутативной алгебры ОА(х).

Покажем, что компакту 3' можно придать и другой смысл, связанный с 

предельным множеством ограниченной А-голоморфной функции. Число с назы­

вается предельным значением функции / 6 ОА(11՝') в точке х, если существует 

такая последовательность {у*} С и{ , что у* —> х и /(ук) —> с. Множество всех 

предельных значений / в точке х обозначим через С/(/, х).

Теорема 2.2. Если / £ Од (У,-), то С?(/, х) совпадает со спектром ростка р,-(/) 

в алгебре О\(х).
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Доказательство. Пусть у* -4 х и /(%) ֊4 0. Обозначим через М замкнутый 

идеал всех тех функций д 6 Ол(й'), для которых Нту(у*) = 0. Заметим, что 

М‘ С Я,-, поэтому оболочка К,- идеала Я) должна содержаться в к՜1 (я) (см. 

следствие 1.1). Далее, если i < j, то С Я), откуда 1Гу(Жу) С К,. Тем

самым {К<,яу} образует обратную систему компактных множеств, причем ее 

предел К непуст и содержится в 5*. Теперь, если д> € К, то найдутся индекс 

У > ։ и комплексный гомоморфизм <р; ё такие, что р(р,(/)) = ?/(«/(/)) = 0-

Обратно, пусть число с не является "предельным значением для /. Это 

означает, что при некотором j > I функция (/ — с)՜1 будет ограниченной на 11} . 

Выберем д„ € Яд(Я?*) так, чтобы д„ равномерно сходилась к/—ск||рп||><У>0. 

Ясно, что тогда и д՜1 принадлежат Яд(Яу ), причем д՜1 -¥ {/ — с)՜1 по вир- 

норме на 11} . Таким образом, / — с обратим в алгебре Од (Я*), а потому росток 

Л(/ ~ с) = а(/) ~ с обратим в Од (я), и с не принадлежит спектру ростка р,(/).

Следствие 2.1. Алгебра Од (я) состоит из всех тех элементов алгебры О’А(х), 

которые имеют одноточечный спектр.

Доказательство. Действительно, пусть росток р,(/) функции / 6 Ол(и{) 

имеет одноточечный спектр. Согласно теореме 2.2 функция / имеет только одно 

предельное значение и потому принадлежит Од (Я,).

Из определения прямого предела следует, что Од(я) С Од (я) С Од (я), 

причем эти алгебры имеют общую единицу. Обозначим через 6А(я) размерность 

фактор-пространства Од(я)/Од(я). Если положить гпд(я) = <ИтОд(я)/Ол(я) 

и гл(х) = <ИтОд(я)/Од(я), то, очевидно, £д(я) = гпд(я) + гд(я).

Определение. Неизолированную точку я назовем

1) регулярной, если <Уд(я) = 0,

2) особой, если 0 < £д(я) < оо,

3) существенно особой, если ^л(я) = оо.

Число <5д(я) будем называть дефектом точки я относительно алгебры А.

Поскольку определение особой точки использует понятие подалгебры конеч­

ной коразмерности, приведем некоторые результаты о таких подалгебрах (см. 

[6], [7]). Пусть А С В - коммутативные комплексные алгебры с общей единицей
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и <ДтД/Л = к. Тогда существует цепочка таких подалгебр

А = Ао С Аг С ... С А*_1 С А1 = В,

что ։ПтЛ,+1/Л,- = 1, 0 < ։՜ < А — 1. При этом либо существует точечное 

дифференцирование на Л,+1, ядром которого служит А,-, либо существуют такие 

¥>1,Ч>2 € 5(А,+1), что А{ = {а 6 А>+1 : Р1(а) = Рз(а)}.

Пусть х - особая точка. Согласно следствию 2.1 компакт 5' состоит из 

гл(х)+1 точек у>1,.. .¥>гл(х)+1 и О^(х) = {Гё О\(х) : рхф = ■ • • = у>Тл(х)+1 (1)}. В 

таких случаях говорят, что алгебра ОА(х) получается из Од(х) отождествлением 

точек 5*.

Далее пусть Ол(х) = Ло С Л С ... С Апл(«)-1 С Атл(х) = С^(х) - 

цепочка подалгебр коразмерности 1, соединяющая Од(х) с Ол(х). Поскольку ал­

гебра ОА(х) локальна, то алгебра Атл(х)-1 является ядром дифференцирования 

<1 в отождествленной точке у?, соответствующей максимальному идеалу Мс. Но 

тогда и Атл(։)_1 - локальная алгебра, и № (՝|Атд(։)_1 - ее единственный мак­

симальный идеал. (Действительно, если с!(Г) = 0, но у>(!) / 0, то росток Г обратим 

в Од(х). Тогда 0 = сЦП՜-1) = с£(Г—1)у>(£), т.е. ^(Г՜1) = 0.) Поэтому и Атд(«)-2 

является ядром точечного дифференцирования и т.д. Таким образом, элементы 

алгебры Од(х) принадлежат пересечению ядер тл(х) точечных дифференциро­

ваний. Учитывая все это, естественно число тд(х) назвать кратностью, а гл(х) 

- порядком приводимости особой точки х. В частности, если тл(х) > 0, то х 

назовем кратной особой точкой, если же гд(г) > 0 (гл(х) = 0), то - приводимой 

(неприводимой) особой точкой.

1. Примеры простых особенностей.

а) Пусть б - открытый единичный диск в С и А = А(б) - алгебра всех тех 

непрерывных на б функций, которые равномерно аппроксимируются функциями, 

голоморфными в окрестности б. Ясно, что всякая точка б есть регулярная точка 

спектра 5(А) = б. Но если рассмотреть подалгебру А1 = {/ € А(б) : /'(0) = 0}, 

то (0) = тпл։(0) = 1. Остальные точки б регулярны.

б) Пусть бх и 62 - непересекающиеся диски, £1 и & - их центры. Рассмотрим 

равномерную алгебру А(б1 и 62) = А(б1) ф А(бз) и ее замкнутую подалгебру
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£> = {/ е А(С1) © А(С2) : у(6) = /(6)}- Спектр алгебры И представляет 

собой букет С1 \/ двух дисков <; отождествленными центрами. Если 

х обозначает эту отождествленную точку, то 6д(х) = гд(х) = 1. Остальные 

внутренние точки 5(Р) регулярны.

в) Пусть В - алгебра тех непрерывных функций на цилиндре [0,1] х С, для 

которых при всяком фиксированном I € [0,1] функция /(*,£) голоморфна на 

С. Рассмотрим замкнутый идеал I, состоящий из тех д 6 В, для которых 

$(*, 0) = = 0, и образуем равномерную алгебру А = 7®С. Спектр алгебры

А получается из цилиндра отождествлением в точку отрезка [0,1] х {0}. Если х 

есть указанная точка 5(Л), то гд(х) = оо, а тд(х) = 1.

2. Пусть £7,- принадлежит локальной базе точки ®, и В = А^.. Если V с 

то, очевидно, А-у = Ву. Отсюда следует, что Од ({7;) = Од((7у), Ол(С/7) — 

= Од(17у) и Од (С/*) = Ов^*) при всех у > ». В частности, 6д(г) = £д(а;).

3. Естественно, что в окрестности регулярной точки спектра возникает 

эффект устранения особенности А-голоморфной функции. Так, если гд(г) = 0, 

то согласно теореме 2.2 Од((7*) = Ол([7). Если же тд(х) = 0, то для любой 

функции / 6 Од(и) найдется такая окрестность V С. и, что / € Од(У).

4. Понятие дефекта мы определили пока только для неизолированных точек 

спектра. Пусть теперь хо — изолированная точка 5(А). Тогда Хо - точка пика 

и, начиная с некоторого места, Од (17,) = Ол({7,) = С, а Од ([/,') = 0. Исходя из 

этого, мы будем считать, что тпд(хо) = 0, а <Уд(г0) = гд(хо) = -1.

§3. КРАТНЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ

Кратные особые точки тесно связаны с точечными дифференцированиями спе­

циального вида. Поэтому вначале мы укажем на одно простое свойство функци­

оналов, ядра которых образуют равномерную алгебру.

Пусть А С В - равномерные алгебры и <ИтВ/А = 1. Тогда А = кег V», где, 

как уже отмечалось, - либо непрерывное дифференцирование в некоторой точке 

из 3(В) (в этом случае 5(А) = 5(В)), либо -ф = с(у>у — <р,), где с - константа, 

I/, я 6 5(В), а <ру, <рг - соответствующие комплексные гомоморфизмы (в этом 

случае 5(А) получается из 5(В) отождествлением точек у и х).
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Лемма 3.1. Для любого открытого множества U С S(B) либо Ау = By, либо 

Him Ву/А-у — 1. Последнее утверждение справедливо в том и только том случае, 

когда функционал ф ограничен на U, т.е. когда найдется такая константа с > О, 

что |V»(/) I < с||/||у для всех f ЕВ.

Доказательство. Обозначим через I (соответственно, через J) идеал всех тех 

функций из В (соответственно, А), которые обращаются в нуль на U. Алгебра 

B\U изоморфна фактор-алгебре В/I, а алгебра А|{7 - фактор-алгебре A/J. Если 

I J, то B\U = A\U, если I = J, то функционал ф продолжается на B\U, а 

А|£7 = кег-0. Теперь, если ф не ограничен на U, то A|EZ всюду плотно в В|П, 

если же ф ограничен на U, то dimBjy/Ay = 1.

В частности, если ф = с(у>у — у>г), а В-выпухлое множество U не содержит 

у или z, то Ay = By. Аналогично, если ф - непрерывное точечное дифференци­

рование в г, и В-выпухлое множество U не содержит х, то Ау = В-у.

Точечное дифференцирование назовем строго локальным, если оно ограни­

чено на каждой окрестности точки х. Оказывается, что каждое строго локальное 

дифференцирование автоматически порождает кратную особую точку.

Теорема 3.1. Пусть В - равномерная алгебра, d - непрерывное дифференциро­

вание на В в точке х, и А = ker d. Тогда

1) гЛ(у) = тв(у) для всех у £ S(B),

2) тпЛ(у) = язв (у) для всех у £ S(B), отличных от х,

3) если d не строго локально, то тпЛ(х) = тв(х),

4) если d строго локально, то язл(г) = тпв(х) + 1.

Доказательство. Согласно лемме 3.1 для любого у £ 5(B) найдется такая 

окрестность U, что OCA(U) = OCB(U) и Од(и') = Ов(П*), и для всякого 

у х существует такая окрестность V, что Од(У) = Ов(У). Следовательно, 

О а (у) = О в (у) для всех у ± х, и Од (у) = Осв(у), О*А(у) = Од (у) для всех 

у € 5(B), что доказывает утверждения 1) и 2).

Если дифференцирование d не строго локально, то найдется такая окрест­

ность U точки х, что Ay = By, т.е. Ол(®) = Ов(х). Пусть теперь d строго 
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локально. Поскольку для любой функции К Е НвЦ-Ц) найдется такая окрест­

ность V точки ®, что V С и А|У 6 Ву-, то мы можем продолжить <1 на А, 

полагая </(Л) = </(Л|У). При этом |</(Л)| < с||Л||рг < сЦЛН^,. и если </(Л) = 0, то 

А|У € Ау. Таким образом, для любого индекса з дифференцирование <1 непре­

рывно продолжается на Од(171-), ядром б. служит алгебра Ол(СЛ), и если ] > з, 

то <1(К) = <*(а>(А)). Отсюда сИтОд(®)/Ол(х) = 1 и тпл(х) = тв(х) + 1.

Следующая теорема в некотором смысле обратна к теореме 3.1. Кроме 

того, она гарантирует существование такогб расширения равномерной алгебры, 

которое понижает кратность особой точки, а дефекты близких точек оставляет 

неизменными.

Теорема 3.2. Пусть А - равномерная алгебра, их - особая точка 5 (А) кратнос­

ти 1. Тогда существуют такие открытая окрестность 1/ точки х, равномерная 

алгебра Во, содержащая А, и непрерывное строго локальное дифференцирование 

<1о на Во, отвечающее точке х, что

1) 3(В0) = 5(А) и А С {/ € Во : 4>(/) = 0},

2) &Во (у) = &а(у) для всех у Е и*,

3) гВо(х) = гЛ(х) и тВо(х) = 0.

Доказательство. Согласно условию теоремы существует такое точечное диф­

ференцирование <1 на Од (г), что кегс/ = Од(х). Выберем в связи с этим росток 

6 € Од(®) так, чтобы <!(%) = 1 и 8(г) = 0. Для этого ростка найдутся такой 

индекс з и функция д Е что д2,д3 Е Ол(й{), но р^(д) £ ОХ(Й,) для

всех ] > ։. Дифференцирование <1 естественным образом индуцирует дифферен­

цирование </,- = (1 о р, на Од(17,) в точке х, но а приори не ясно - непрерывен 

функционал Л, или нет.

Рассмотрим равномерную алгебру П,- = [Од ({/,),у], представляющую со­

бой полиномиальное расширение алгебры Од(17,՛). Легко видеть, что каждый 

элемент множества кег <Д- Р| П,- можно представить в виде Д + д/0, где /о, /1 при­

надлежат Ол(С7,) причем /о(®) = 0. Согласно лемме 2.3 работы [8] указанное 

множество замкнуто, следовательно, дифференцирование непрерывно на под­

алгебре И,-. Более того, по лемме 3.1 </,■ строго локально, так как р^(д} не при-
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надлежит ОА(Яу) при 1 > ».

Поскольку <11тОд(х)/ОА(х) = 1, то всякая функция из Од (Я, ) принадлежит 

О] при некотором ] > ։, т.е. Од (Я,) = Но тогда по теореме
>>■ _ •

Бэра о категориях найдется такой индекс I > ։, что рц(ОСА(Я,-)) = Я/. В 

частности, композиция с// о рц = </0 будет непрерывным строго локальным 

дифференцированием на ОА(и<), отвечающим точке х.

В силу плотности НА(П/) в ОА(Ц\) выберем функцию А Е НА(Ц\) так, 

чтобы с/о(А) = = 1 и рассмотрим равномерную алгебру В = [А^.,А].

Дифференцирование с(0 непрерывно и строго локально на В, а его ядро содержит 

А&.. Отметим также, что по следствию 1.2 5(Я) = Я,. Так как А 6 НА(й;), то 

Од(^) = ©л(^) и Ов(й’) = Олф]) при j > », т.е. гв(х) = гА(х). Точно 

также тв(у) = тл(у) и гв(у) = гл(у) для любого у Е и,’. Покажем теперь, что 

Од(х) = Од(х), откуда будет следовать равенство тпд(х) = 0. Если функция / 

В-голоморфна на Я,, У > ։, то, очевидно, / £ Яд(Яу). Обратно, если Г € ОА(х), то 

Г= Го + сЬ, где Го 6 ОА(х). Следовательно, Г£ Ов(х). Завершая доказательство, 

положим Вд = {/ 6 С(5(Л)) : /|Я,- 6 В}.

§4. ПРИВОДИМЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ

Покажем сперва, что при отождествлении в точку конечного подмножества 

спектра возникает приводимая особая точка. На дефекте остальных точек спект­

ра этот процесс отождествления не отражается.

Теорема 4.1. Пусть В - равномерная алгебра, {1/о, ^о} С 3(В), 

А = {/ € В : /(1/о) = /(*о)}, х - отождествленная точка 3{А). Тогда 

1) &л(у) = 6в(у) для всех у & 5(Л), у / х,

2) тЛ(х) = тпд(уо) + тв(го),

3) гА(х) =гв(уо) + гв(хо) + 1.

Доказательство. Утверждение 1) сразу следует из леммы 3.1. Обращаясь к 

остальным утверждениям заметим, что достаточно малая окрестность П,- точки 

х будет представлять собой букет У,- №, непересекающихся окрестнос-
Уо=>о

тей У, точки уо и 1У, точки яо, а алгебра А^. есть подалгебра коразмерности 

1 алгебры Ву । 1ц?.. Следовательно, НА(и<) (соответственно, Яд (СТ,)) образует
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подалгебру коразмерности 1 в алгебре Нв(У> и Иг1) = Яд(У,) Ф #в(И'’|) (со­

ответственно, в Я|(7.) Ф Я£(Ж)). Далее, й- = V- , откуда ЯЛ(Я/) = 

= НВ(У’) Ф Нв(№‘). Таким образом, мы имеем коммутативную диаграмму

11 ։ -1֊ 0 4֊
тв(уо) + твМ , гв(уо)+гв(хо) .

ОвШфОвМ —> 0^(уо)ФО^(го) —> ®Ь(Уо) ® Ob(zo) 

где каждая стрелка есть вложение, а рядом со стрелкой указана коразмерность. 

Теорема доказана.

Следующая теорема устанавливает возможность понижения порядка приво­

димости особой точки (ср. с теоремой 3.2).

Теорема 4.2. Пусть А - равномерная алгебра, и z - приводимая особая точка 

S(A) порядка 1. Тогда существуют такие открытая окрестность U точки z, 

равномерная алгебра Bq и точки уо, zq из S(Bq), что

1) S(A) получается из S(Bo) отождествлением точек jfo и zq в точку z, и 

Ac{feB0-.f{y0) = f(z0)},

2) Зв0(у) = йл(у) для всех у EU*,

3) rBa(Vo) = гвА3*) = 0 и тв„(Уо) + mBo(zo) < mA(z).

Доказательство. Если гл(г) = 1, то компакт S' состоит из двух комплексных 

гомоморфизмов <pi, </>2 и Ол(х) = ker V1, где = c(<pi - <р2). Выберем окрестность 

17,- так, чтобы (непрерывный) функционал = Ф ° р, был нетривиален на 

Ол(и, ). Пусть точка уо G S(OA(U{ )) соответствует гомоморфизму <р2 о pit a zq 

- гомоморфизму у>2 о Pi. По теореме 2.2՝ОеЛ(и{) = {/ G OA(Ü') : /(уо) = /(zo)}, 

и мы можем считать, что Uj = Vj Wj для всех j > i, где Vj, Wj - 

непересекающиеся окрестности точек уо и zq. (Заметим, что ни одна из точек j/0 

или zq не может быть изолированной. Действительно, если окрестность Vj или 

Wj одноточечна, то Uj С S(OA(Uj)), откуда OA(Ü*) = O\(Üj), т.е. rA(z) = 0.)

Обозначим через А ограниченную Л-голоморфную на Я,- функцию, равную 

1 на V,। и 0 на W,-, и рассмотрим равномерную алгебру В = [А^., А]. Согласно 

теореме 1.2 S(B) = Uf 1 (®), и так как каждый комплексный гомоморфизм на 
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идемпотенте А может принимать значение 1 или 0, то = {у0, х0). Отсюда 

5(В) = V, и и если О = кег П В, то 5(0) = У, и А^. С Л.

Любая точка у € У* обладает такой окрестностью V, что V С У* и 

Ау = Ву, поэтому тпл(у) = тв(у) я гл(у) = гд(у). Ясно также, что ОСП(У;) = 

= и Ов(и’) = Ол(У;), а Ол(У}) С Оо(У]) для всех 1 > ։. Итак, 

тв(х) = гд(х) = 1, а по теореме 4.1 гв(уо) = гв(ко) = 0. Точно также 

п»л(х) > тр(х) = тв(уо)+тв(го)- Наконец, положим X = (5(А)\С7,) и У.иЖ 

и Во = {/ € С(Х) : /IV,- и 6 В}. Теорема доказана.

Комбинация теорем 3.2 и 4.2 приводит к следующему результату о существо­

вании расширения равномерной алгебры, которое осуществляет локальную нор­

мализацию особой точки.

Следствие 4.1. Пусть А -равномерная алгебра и х - особая точка 5(А). Тогда 

существуют такие открытая окрестность У точки х, равномерная алгебра В и 

регулярные точки У1,.. .уь, к > 1, из 5(В), что

1) 5(А) получается из 5(В) отождествлением точек У1,...уь в точку х,

2) на алгебре В имеются такие строго локальные непрерывные дифференциро­

вания с1п порядка }„ > 0 в точке уп, 1 < п < к, что

А С {/ е В : /(У1) = • • • = /(у*), </„(/) = 0,1 < п < А},

3) 6в(у) = 6а(у) Для всех у € У*.

Покажем теперь, что всякая неизолированная точка границы Шилова явля­

ется существенно особой точкой.

Теорема 4.3. Если х - неизолированная точка границы Шилова равномерной 

алгебры А, то гл(®) = 00 •

Доказательство. Пусть {£/„}, С7п-ц С Ул - фундаментальная последователь­

ность открытых окрестностей точки х. Поскольку точки пика плотны в дА, мы 

можем выбрать в У„ точку пика хп и ее открытую окрестность Уп так, чтобы 

Уп С Пп\£^п+1. Для фиксированной константы с (0 < с < 1/3) и точки хп най­

дется такая функция /п е А, что /„(ж„) = 1 и |/п(у)| < сп для всех у е 5(А)\УЛ.
ОО

Ясно, что функция д = принадлежит НЛ(5(А)*). Если у„ 6 Уп\Уп, то 
1

уп -> х и |у(уп)| < Но и последовательность {хп} сходится к х, причем 
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|д(х„)| > ^7- Таким образом, С1(д,х) содержит более двух значений, а потому 

гд(г) > 1- Предположим, что гл(х) < оо, и пусть «1,.. .я* - те регулярные точки 

спектра алгебры В, которые согласно следствию 4.1 отождествляются в точку х. 

Поскольку х € дА, то хотя бы одна из этих точек яп должна принадлежать дВ 

и по доказанному выше не может быть регулярной. Полученное противоречие 

завершает доказательство.

§5. ОСОБЫЕ ТОЧКИ ОДНОМЕРНОГО АНАЛИТИЧЕСКОГО 

МНОЖЕСТВА

Здесь мы покажем, что в случае одномерного аналитического множества и 

соответствующей алгебры голоморфных функций наше определение особой точки 

совпадает с обычным понятием особой точки аналитического множества.

Пусть X - одномерное неприводимое аналитическое подмножество гладкой 

ограниченной области в С”. Напомним, что точка х € X называется регулярной 

точкой, если существует такая ее окрестность и в X, что и биголоморфно 

эквивалентна одномерному диску О. Всякая не регулярная точка называется 

особой точкой аналитического множества X. Множество всех регулярных точек 

открыто в X и связно, множество особых точек дискретно (подробнее см. [9]).

Обозначим через В(Х) совокупность всех тех функций, которые голоморфны 

в »мерной окрестности компакта X, а через А = А(Х) - замыкание Н(Х) по 

вир-норме на X. Известно, что спектр равномерной алгебры А совпадает с X, а 

граница Шилова с Х\Х (см. [10]).

Теорема 5.1. Точка х является особой точкой аналитического множества X 

тогда и только тогда, когда <5л(х) > 0.

Доказательство. Если х - регулярная точка, то найдется такая ее окрестность 

и (и С X), которая биголоморфна единичному диску б комплексной плоскости. 

Следовательно, Ау = А(б) и Ад (х) = 4л7(з) = 0.

Пусть х - особая точка. Тогда х обладает окрестностью 17, которая не 

содержит других особых точек и представляет собой букет одномерных дисков 

бх,... 6Г с отождествленными в точку х центрами Х1... хт, г > 1. Рассмотрим 

равномерную алгебру В = Л(<?1) © • • • © А((?г). Согласно результатам работы
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[10] существуют такие целые числа п*, 1 < к < г, что совокупность функций 

/ € В. для которых f(xi) = ••• = f(xr), а порядок нуля функции f — /(х*) не 

меньше п*, содержится в Ау. Это означает, что Ау есть подалгебра конечной 

коразмерности в В, причем все точечные дифференцирования (высших порядков) 

на В, в пересечении ядер которых содержится А^, отвечают точкам х^ и строго 

локальны. Но тогда согласно теоремам 3.1 и 4.1 <5д(х) = <5д—(х) < оо.

Заметим, что в теореме 5.1 алгебра В, осуществляющая локальную норма­

лизацию особой точки, является конечным' расширением алгебры Ау. Можно 

показать, что в общем случае (следствие 4.1) алгебра В является целым расши­

рением Ау-.

ABSTRACT. The paper investigates singular points of the spectrum of 
a uniform algebra and proves a theorem about local normalization of 
singular points. It follows that the multiple singular points are generated 
by strictly local point derivations, while the reducible singular points are 
generated by mapping a finite subset of the spectrum of the initial algebra 
to a point.
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ДВУДОЛЬНЫЕ (<£, А)-ДИЗАЙНЫ
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Пусть А = {А1,...,Ат} и В = {В1,...,Вт} - две системы подмножеств 
некоторого п-элементного множества Б, где |А,ПВу| = А для любых ։ У 
и |А, ПВ,-| / А. Нетрудно показать, что т < т»4- 1. В статье исследуется 
крайний случай, когда т = п+1. В частности, полученные результаты 
обобщают известное неравенство Фишера о блок схемах.

Дан метод построения неограниченного класса таких пар систем 
подмножеств для А = 1, но все они имеют вершину, принадлежащую 
точно двум подмножествам из А или В. Показано, что минимальный 
пример без таких вершин должен иметь не менее 19 подмножеств.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть даны разные т подмножества {51։...,5т} некоторого п-элементного 

множества Б, и |5, П 5у| = А при ։ ф Каково наибольшее значение тп? 

В случае, когда все подмножества имеют одинаковое количество элементов, 

Фишер доказал [1], что т < п. Для произвольных систем подмножеств это 

неравенство было доказано Райзером [2], используя методы линейной алгебры. 

Метод, предложенный им, впоследствии стал одним из самых мощных методов 

в комбинаторике. Неравенство т < п, известное как неравенство Фишера, имело 

большое влияние в развитии теории дизайна.

Мы обобщаем неравнство Фишера для двух систем подмножеств А = 

= {Л1,...,Ат} и В = {В1,...,Вт}, где |А,- ПВу| = А, £ у и |А,- П В,| А. 

Мы показываем, что т < п 4-1 и исследуем случай, когда т = п 4- 1.

Случай, когда т = п и А = 1, хорошо изучен. В частности, Эрдеш и де Брой- 

ен доказали [3], что если вершинно-множественные матрицы инцидентности А и 
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В систем А и В совпадают, то А = В соответствует матрице проективной (мо­

жет быть вырожденной) плоскости. Другой интересный результат был получен 

Легманом (см. [4]), который доказал, что если |А,- П В, | > 1, ։ = 1, то либо 

А и В имеют равное количество единиц во всех строках и столбцах (тотально 

регулярны), либо обе матрицы вырожденной проективной плоскости, т.е.
/О 1 ••• 1\

1 1 о
А = В= .

\1 0 . 1/
Недавно эти результаты были обобщены в [5], где рассмотрен общий случай

|А, ПВ, | / |А,Т)Ву| = 1 и найдены некоторые достаточные условия, при которых 

А и В тотально регулярны.

В настоящей статье употребляются следующие обозначения : маленькими 

жирными латинскими буквами обозначаются векторы, большими латинскими 

буквами - матрицы. В частности, 1 означает вектор соответствующей длины 

из одних единиц, а / и 7 означают, соответственно, единичную матрицу и 

матрицу, где все элементы единицы. Компоненты вектора <1 обозначаются через 

«/,, ։ = 1, ...,тп, б՜1 есть вектор (й^՜1,<2՜1). Для матрицы А - ее (։,У)-ий 

элемент, а,-. - 1-ая строка, а.^ - у-ий столбец.

Пусть даны два вектора х и у длины п, и пусть О - невырожденная п х п 

матрица. Определим 27-произведение векторов х и у : (х, у)д = х 22-1ут. В 

случае, когда 0=1, получаем скалярное произведение 
п 

(х.у)г = (х,у) = 52х,у,-. 
1=1

Скажем, что х и у пересекаются, если (х, у) 0, в противном случае х и у 

не пересекаются. Будем писать х < у, если х,- < у,՛, ։ = 1,...,п. Линейную 

оболочку векторов а,՛, 1 = 1, ...,т обозначим зрап(ах, ...,ат). Мы не будем 

отличать матрицу от множества ее столбцов. Матрицу с элементами {0,1} 

назовем {0,1}—матрицей. Если А - система множеств, то А означает вершинно­

множественную матрицу инцидентности этой системы и наоборот. О или <2шр(<1) 

означает диагональную матрицу, где диагональные элементы - компоненты 

вектора <1. Скажем, что А - з-однородна (или т-регулярна), если М = з,} 

Щ = г .Г).
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Определение 1.1. Пару (п х т) {0,1}-матриц (А, В) назовем двудольным 

(с1, А)—дизайном (или просто (<1, А)— дизайном), если

АТВ = Ад + еИад(А), </,• /0, » = 1» т՛ А > 1.

Если (Л, В) - (в, А)—дизайн, то столбцы матриц А и В с номером ։ назовем 

«2,-—столбцами. Если б., > 0, то соответствующий столбец назовем положитель­

ным. в противном случае столбец отрицательный.

Определение 1.2. Будем говорить, что пара (п х т) {0,1}—матриц (А, В) 

<1—нормирована (с£, 0, ։ = 1, ...,тп), если

1) (а,՛., = (а,., 1)р = (6„, 1)д = О, »,у = 1,...,п, ։ / Л

2) (а,-.,Ь,-.)д = 1, ։=1,...-,п,

где В = сйад(<1).

§2. СВОЙСТВА (й,А)֊ДИЗАЙНОВ

Пусть А, В - (пхт) {0,1}—матрицы. Обозначим через Ах и Вх следующие 

матрицы :

Лемма 2.1. Если (А, В) - (<1, А)—дизайн, то тп < п + 1.

Доказательство. Легко убедиться, что А?Вх = В. Так как / 0. то матрица 

Ад имеет тп линейно независимых строк, т.е. т < п + 1.

В последующем мы будем изучать случай тп = п+-1, т.е. АиВ-(пхп+1) 

{0,1}—матрицы и (А, В) - (<1, А)—дизайн.

Лемма 2.2. Пара (А, В) - (<1, А)—дизайн тогда и только тогда.,' когда она 

<1—нормирована и (1,1)д = —1/А.

Доказательство. Пусть (А, В) - (<1, А)—дизайн. Рассмотрим матрицы Ад и Вх, 

определенные в (1). Легко убедиться, что

А^Вх =В<=> А^ВхВ՜1 = I <=> БхВ-'А^ = I.

Последнее равенство эквивалентно следующему :
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1) г/А6„Д-։1т = 0 ■=> (Ь,-.,1)р = О, то же самое верно и для матрицы А. 

т.е. (в,.. 1)р = 0, г = 1,.... п;

2) 6„Л-1а^ = 1 <=> (а,-., Ь,-.)р = 1, ։ = 1,п;

3) = 0 <=> (а,.,6у.)р = 0, ։ ф ] ;

1 п+1 1
4) - АШ՜1!7 = —А(1,1)о = 1 <=> (1,1)в = -֊ е=> V_ 

Л <=1 Л

Лемма 2.2 доказана.

Легко проверяется, что условие (1,1)д = — 1/А эквивалентно условию 

деЦМ + Л) = 0.

Теорема 2.1. Пусть (Л, В) - (<1, А)—дизайн. Тогда не имеют места ни а<. < Ь,., 

ни < а,., 1=1,п, т.е.

п+1 п+1
и(А\Д)= и(В,-\А) = 8. 

1=1 1=1

Доказательство. Если а,-. < 6,-., то 1 = (а,-.,6,-.)д = (а,.,1)ц = 0 есть проти­

воречие. Рассмотрим множества А, \ В,, 1 = 1, где А; и В,՝ - подмножества 

из систем множеств А и В. Легко убедиться, что любой элемент базисного мно­

жества Б принадлежит по меныпей мере одному из этих множеств, а это значит, 
п4-1 л4"1

что и (^> \ -®։) = 8- Аналогично получаем, что 0 (В,- \ А,) = Б. Теорема 2.1 
1=1 1=1

доказана.

Из теоремы 2.1 вытекает неравенство Фишера (см. [1]) : пусть А1,...,Ат 

- разные подмножества некоторого п-элементного множества, и пусть для 

любых 1ф ] имеет место |А,- П Ау| = А, где 1 < А < п. Тогда т<п.

Лемма 2.3. Если (А, В) - (6, А)—дизайн, то матрицы А и В не могут быть 

з—однородными.

Доказательство. Предположим, что матрица А - з—однородна. Сложив все 

строки матрицы, получим 1 € зрап(вц.,..., ат.). С другой стороны, матрица А> 

невырожденная, т.е. 1 £ зрап(а1.,...,ат.). Полученное противоречие доказывает 

лемму 2.3.

Теперь рассмотрим случай, когда А г-регулярна.
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Лемма 2.4. Если (А, В) - (d, А)֊дизайн и А r-регулярна, то компоненты 

вектора d равны либо —Л, либо г — А я nA = 0 (mod г).

Доказательство. Нам понадобится следующее утверждение А. Шебо (см. [6]) : 

если (А, В) - (d, Х)-дизайни А т-регулярна, то dj = -(n + l)A(mod г), j = 

= 1, ...,n+ 1. Действительно 

п+1 /"4*1 \.
A(n + 1) + dj = 52(a.i, b.j) = I 52 о.,-, b.j j = r(l, (2)

i=i \i=i /

следовательно, dj = —(n + l)X(mod r), j = 1..... n + 1.

Предположим, что dj = — k(mod r), j = 1, ...,n + 1- Тогда dj < — k, если 

dj < 0 и dj > r — k, если dj > 0. Кроме того, (n + 1)A = k(mod г). Так как 

(Л, В) - d—нормирована, то для каждой строки матрицы А сумма всех чисел 

d,՜1, соответствующих всем тем “положительным” столбцам, которые имеют 

единицу в этой строке, не меньше 1. Это также верно для “отрицательных” 

столбцов. Следовательно, каждая строка матрицы А имеет не менее к единиц в 

“отрицательных” столбцах и г — к единиц в “положительных” столбцах. Так как 

А - г—регулярна, то она имеет ровно к екинжп. в “отрицательных” столбцах и 

г — к единиц в “положительных” столбцах каждой строки. А это означает, что 

либо dj = —к, либо dj = г — к. Из того, что (o,.,bi.).D = 1 и а,-, имеет ровно 

г — к единиц в “г — к столбцах”, следует, что а,-. и 6,-. не имеют общих единиц 

в позициях, соответствующих “отрицательным” строкам : (a,j,b,j) = 0, если 

dj < 0. Следовательно, dj = -Л, если dj < 0 и dj = г — А, если dj > 0. Кроме того 

(n + 1)А = A(mod г) и, следовательно, nX = 0(mod г). Лемма 2.4 доказана.

Итак, мы получили, что число р = — целое.

Лемма 2.5. Если (А, В) - (d, А)—дизайн и А г-регулярна, то

р, если dj = —А,
, , . . ' (a.,, 1) = г, если d, = г - А.р + 1, если dj = г - А, 1

Более того, имеются ровно р + 1 Х-столбцы".

Доказательство. Из (2) легко получается, что если dj = -А, то An = г(1, b.j). 

Следовательно, (1,6»у) = nA/г = р. Аналогично, если dj = г — А, то (1, b.j) =

(Ь.М) = {
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= (пА + г)/г = р+1. Рассмотрим (пхп+1) матрицу С, где с,у = ацЬц. Очевидно 

(0, если с£,- = —А, 
(с./,1) = < (су., 1) = г — А, 7 = 1,..., п.

( г, если а, = г — А,

Таким образом, 1ТС1 = п(г — А) = гх, где х - число “положительных” столбцов. 

Следовательно, х = п— (пХ)/г = п — р, а число — А-столбцов” равно р+1. Кроме 

того, если 3 - ит — А-столбец”, то а.у < Ь.у. Отсюда а.у = с.у, если j - “г — А- 

столбец”. Следовательно, (а. у, 1) = г, если <1у = г — А. Лемма 2.5 доказана.

Лемма 2.6. Пусть (А,В) - (<1, А)— дизайн,' а А г-регулярна. Если наибольший 

общий делитель НОД(Х, г) = 1, то А = 1, г = 2.

Доказательство. Предположим, что Н ОД(Х, г) = 1иА^1^г - А. Мы уже 

доказали, что — —X или <Д- = т — А. Первая строка А имеет г единиц : г — А - 

в “г — А-столбцах” и А - в А-столбцах”. Так как (ах», Ьу.)д = 0, 7 = 2,...,п, то 

либо (ах.,Ьу.) = 0, либо (ах.,Ьу*) = г. Поскольку В не имеет равных столбцов, 

получаем, что ах» имеет только две единицы. Первая - в А-столбце" и вторая 

- в “г ֊ А-столбце”. Итак А = 1 и г — А = 1, т.е. г = 2. Лемма 2.6 доказана.

Объединяя леммы 2.4 - 2.6, получаем следующую теорему :

Теорема 2.2. Пусть (А, В) - (И, А)—дизайн, где А г-регулярна. Тогда <1 имеет 

ровно р + 1 отрицательных компонент, равных —А и п — р положительных 

компонент, равных г — А. Кроме того

{р, если <1.- = —А,
, , . (а.у, 1) = г, если еЬ = г — А.

р+1, если йу = г-А, 4 1 ' 1

Более того, Н ОД(Х, г) = 1 тогда и только тогда, когда А = 1 и г = 2.

Лемма 2.7. Пусть (А, В) - (<1, А)—дизайн. Тогда число единиц в каждой строке 

матриц А и В не равно трем.

Доказательство. Докажем утверждение для матрицы А. Любая строка А со­

держит единицу в отрицательных столбцах. Если строка, скажем ах., содержит 

точно одну такую единицу, то из условия (ах., Ьу.)р = 0, 7՜ = 2,...,п следует, что 

либо (ах., Ьу.) = 0, либо ах. < Ьу. и < Ьу, если 7՜ - положительный столбец. 

Так как В не имеет равных столбцов, то ах. имеет две единицы ; одна - в 1- 

столбце” и другая - в “+1-столбце”. Если строка имеет больше двух единиц в 
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отрицательных столбцах, то аналогично получаем, что она также имеет нс ме­

нее единиц в положительных столбцах. Следовательно, строка имеет по меньшей 

мере 4 единицы. Лемма 2.7 доказана.

Лемма 2.8. Пусть (А, В) - (А, Х)-дизайн. Для любого «4 > О обозначим 

= {»' ■ Если для всех * что НОД(^^к) = 1, то

Доказательство. Предположим, для простоты, что все “^-столбцы” находятся 

в начале матриц АиВ, (а.։, 1) = д > «/*+А и все д единицы столбца а.\ находятся 

в первых д строках. Мы знаем, что (а.х, 6.1) = <4 + А. Рассмотрим матрицу В , 

полученную от В строками 1,...,д и столбцами 2,..., |/</։|- Каждый столбец в 

В' содержит ровно А единиц. Из условия леммы и из того, что (а>.,Ь>.)д = 1, 

1 = 1, ...,(1к + Х следует, что каждая из первых «4 + А строк матрицы В' содержит 

по меньшей мере «4 — 1 единиц, следовательно, В' имеет не менее («2* + А)(«4 — 1) 

единиц. Отсюда получаем, что число “«4-столбцов” не меньше

(4 + А)(«4-1) , , _<£ , А-1 
А А А *'

Итак, если А > 1, то |/ад | > <1\/Х. Легко проверяется, что если А = 1, то строгое 

неравенство сохраняется. Лемма 2.8 доказана.

Лемма 2.8 показывает, что если, например, среди компонент вектора И 

имеется простое число (скажем, существует к такое, что «4 = 11 и А = 2), то 

размеры этого дизайна большие (число “11-столбцов” не меньше 61) и, поэтому, 

построить такой пример трудно.

§3. ДВУДОЛЬНЫЕ (4,1)-ДИЗАЙНЫ

Очевидно, что когда А 2-регулярна, то А = 1, «/, = ±1 и п четно. Введем еще 

несколько обозначений. Пусть дан граф б = С(У, Е) и вершина V 6 У(б). 

Обозначим через С \ V граф, полученный от б удалением вершины в, а через 

б/в - граф, полученный от б удвоением вершины в, т.е. добавлением новой 

вершины в', которая смежна со всеми вершинами, смежными с в.

Пусть (в1։в2) - ребро графа б. Граф, полученный от б подразбиением этого 

ребра, получается следующим образом : добавляется новая вершина в и вместо
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берутся ребра и (v, v2).

Определение 3.1. Будем говорить, что граф G паросочетаемый, если для 

любой вершины v Р V(G) либо G\v либо G/v имеет совершенное паросочетание. 

Очевидно, что число вершин паросочетаемого графа нечетно.

Лемма 3.1. Паросочетаемые графы связные.

Доказательство. Пусть G - паросочетаемый граф. Так как число его вершин 

нечетно, граф должен иметь связную комцоненту с нечетным числом вершин. 

Для любой вершины v вне этой компоненты ни G \ v ни G/v не имеют совершен­

ного паросочстания. Следовательно граф G связный.

Мы будем связывать эти графы с (d, 1)—дизайнами. Поэтому мы будем 

рассматривать паросочетаемые графы с п + 1 вершинами и п ребрами, т.е. 

паросочетае.мые деревья.

Определение 3.2. Будем говорить, что дерево Т - 2-дсрево, если оно получено 

от некоторого дерева Т' подразбиением всех его ребер. Причем, вершину v g 

€ V(T) назовем старой, если v £ У(7“) и новой - в противном случае.

Лемма 3.2. Пусть (А, В) - (d, 1)—дизайн. А 2-регулярна тогда и только тогда, 

когда она - матрица инцидентности (реберно-вершинная) некоторого паросоче­

таемого графа.

Доказательство. Пусть (А, В) - (d, 1)—дизайн и AJ = 2J. Предположим, что 

А - матрица инцидентности некоторого графа с n + 1 ребрами и п вершина­

ми. Тогда легко проверить, что ։-й столбец матрицы В соответствует вектору 

инцидентности совершенного паросочетания графа G \ V, если это “-1 столбец”, 

или G/v. если это “4-1 столбец”. Следовательно, граф паросочетаемый. Доста­

точность очевидна. Лемма 3.2 доказана.

Паросочетаемые деревья могут характеризоваться следующим образом :

Лемма 3.3. Дерево Т паросочетаемое тогда и только тогда, когда оно - 2- 

дерево.

Доказательство. Докажем лемму индукцией по числу вершин. Случай п = 

= 3 легко проверяется. Предположим, что лемма верна для деревьев с числом 
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вершин, не превосходящим п, и докажем, что она также верна для любого (п+2)- 

вершинного дерева Т.

Предположим теперь, что Т - паросочетаемое дерево. Пусть у - лист де­

рева Т. Обозначим через V՛ вершину, смежную с V. Очевидно, что совершенное 

паросочетание графа, полученного удалением или удвоением любой другой вер­

шины, содержит ребро («,«'). Следовательно, граф, полученный от Т удалением 

вершин V я V՛, паросочетаемый. Это значит, что <1ед(у') — 2 и дерево Т\ {г», и'} 

- 2-дерево (применяем предположение индукции). Пусть и" - вторая вершина, 

смежная с у'. Если у" - “старая” вершина, то необходимость очевидна. Но у" не 

может быть “новой” вершиной, потому что в этом случае совершенное паросо­

четание Т \ у содержит ребро (у', у"), а вершина у" делит дерево Т \ {«, «'} на 

две части, каждая из которых имеет нечетное число вершин, следовательно, не 

может иметь совершенного паросочетания.

Предположим теперь, что Т - 2-дерево и покажем, что оно паросочетаемое. 

Возьмем любую вершину у 6 У(Т). Рассмотрим два случая.

Случай 1. у - “старая” вершина. Пусть Сх,...,Ср - связные компоненты графа 

Т\и. Каждая компонента С,- содержит “новую” вершину смежную с у. Через 

у'{ обозначим вторую вершину, смежную с Применяя индукцию получаем, что 

графы С, \ {«,, в,'}, ։ = 1,..., р имеют совершенное паросочетание. Добавляя к ним 

ребра («,•,«•), » = 1, —,р, получим совершенное паросочетание графа Т \ у.

Случай 2. у — “новая” вершина. Очевидно, что Т \ у содержит две связные 

компоненты Сх и С2. Пусть Ух € Сх и «2 € Сг - “старые” вершины, смежные с у. 

Применяя индукцию получаем, что совершенное паросочетание Т/у получается 

следующим образом : берутся ребра («, «х) и (ц, ц2) и совершенные паросочетания 

С, \ в,-, ։ = 1,2.

Итак, Т - паросочетаемое дерево. Лемма 3.3 доказана.

Теперь предложим метод построения нового (<1,1)— дизайна, й,-.= ±1 ком­

позицией двух других (<1,1)—дизайнов. Предположим, что (Ах.Дх) и (А2,Д2) - 

(<1,1)—дизайны, Ах = [А'а] и Вх = [В'Ь], где а и Ь - последние столбцы мат­

риц А1 и Вх, соответственно. В качестве базиса можно брать (<1,1)—дизайны, 
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соответствующие паросочетаемым деревьям. Возьмем матрицы

(А1 а • 1Т \ _ Г В' Ь-1т\
О А2 )՝ \ О В2 )■

Последние столбцы матриц А2 и В2 повторяются вправо и последний столбец 

матрицы Л1(В1) находится над первым столбцом матрицы А2(В2). Таким обра­

зом, мы получаем новый («1,1)—дизайн.

Легко убедиться, что если в качестве базиса брать паросочетаемые деревья, 

то полученные дизайны имеют строки с двумя единицами.

Теорема 3.1. Пусть (А, В) - (<1,1)—дизайн, где А и В не имеют строки с двумя 

едницами. Тогда, п > 19.

Доказательство. Сначала покажем что матрицы А и В имеют строки по 

меньшей мере с 3 единицами в позициях, соответствующих “-1 столбцам”. 

Предположим обратное : пусть все единицы первого столбца находятся в первых 

р строках. Рассмотрим матрицу В', полученную от В первыми р строками и 

всеми “-1 столбцами” кроме, возможно, столбца Ь,2. Каждая строка В' содержит 

точно 2 единицы и каждый столбец имеет одну 1, следовательно, число В' 

столбцов четно. Таким образом, если в качестве а.2 взять положительный 

столбец, число всех “-1 столбцов” четно, в противном случае это число нечетно. 

Мы пришли к противоречию, следовательно, В имеет строку по меньшей мере с 

3 единицами в “-1 столбцах”.

Так как вышесказанное верно для любой пары положительного и отрица­

тельного столбцов, то имеются как минимум две такие строки. Следовательно, 

В имеет не менее 4п + 4 единиц. А это значит, что В имеет столбец с не мень- 

ще чем 5 единицами. Если это “-1 столбец”, то мы имеем не меньше чем 11 “-1 

столбцов” и 10 положительных столбцов. Следовательно, число столбцов больше 

или равно 21. Если этот столбец положительный, то мы имеем по меньшей ме­

ре 10 “-1 столбцов” и не менее чем 9 положительных столбцов. Таким образом, 

число столбцов самое меньшее 19. Теорема 3.1 доказана.

Получить пример (с1,1)—дизайна без строк с двумя единицами кажется 

трудно. Поэтому предлагаем следующее.
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Гипотеза. Если (А. В) - (d, 1)-дизайн. то либо А. либо В имеет строку с двумя 

единицами.

ABSTRACT. Let А = {Ai,...,Am} and В = {Bj,...,Bra} be two systems 
of subsets of some n-element set S, such that |А,- О Bj[ = A for any ։ / j 
and |А, П B, | ф A. It is easy to show that m < n + 1. In this paper we 
investigate the extreme case when m = n + 1. In particular, our results 
generalize the well-known inequality of R. Fisher on block designs. We 
describe a method of construction of a class of such pairs A, В for A = 1. 
However, pairs constructed by this method always have a vertex belonging 
to exactly two subsets from A or B. We show that a minimal example, 
where no such vertices occur should have at least 19 subsets.
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О ТАУБЕРОВ ОЙ ТЕОРЕМЕ КАР АМАТЫ

Э. А. Даниелян, 3. С. Микаелян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 1, 1998

В настоящей работе мы доказываем некоторые аналоги известной та- 
уберовой теоремы Караматы о преобразованиях Лапласа монотонных 
функций.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Измеримая на П1+ = (0,+оо) функция £(4) > 0 называется медленно 

меняющейся на бесконечности (4 —> +оо), если для любого х > О

Будем говорить, что функция £(4) меделенно меняется в нуле (при 4 -4 0), если 

£(1/4) меделенно меняется на бесконечности. Отметим, что сходимость в (1) 

равномерна на любом [а, Ь] С Ш.+ (см. [1]).

Пусть р(х) - монотонная функция на Ю.+ с преобразованием Лапласа
Г ОО

Е(а) = / е~‘*р(х)(1х, з > 0. (2)
■1о

Известная теорема Караматы гласит (см., например, [2], стр. 502) :

1) если £(4) медленно меняется на бесконечности и 0 < р < +оо, то соотношения

Р(з) ~ з~р £(1/з), з-4 0, з> 0 (3)

и 

р(<) ~ <Р՜1 • ^(<). * -> +°° (4)

равносильны;

,2) если £(4) медленно меняется в нуле и 0 < р < +оо, то соотношения

Е(з) ~ з~р £(1/з), з-4+оо
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и
p(t) ~ • ь(0. < -»■ 0. 1 > 0 (4а)

равносильны.

Здесь Г(-) - гамма-функция Эйлера, а запись f ~ д означает, что f/g —> 1.

Простое доказательство теоремы Караматы предложено Феллером (см. [2]).

В настоящей работе мы обобщаем теорему Караматы на случай, когда в 

сходимости з -4 0 не трбуется действительных (положительных) значений з.

Теорема 1.

а) Если L(t) медленно меняется на бесконечности и 0 < р < +оо, то из (4) следует 

соотношение

F(s) ~ я՜'£(1/|я|), я->0, Res > 0. (5)

Ь) Если L(t) медленно меняется в нуле и 0 < р < +оо, то из (4а) следует 

соотношение

F(s) ~ з~р Ь(1/|я|), з—ь оо, Res > 0.

Теорема 2. Если L(t) медленно меняется на бесконечности и 0 < р < 1, то из 

(4) следует соотношение

F(s) ~ в՜՞ £(1/|я|), з -> 0, Res > 0. (5')

Теорема 3. Если L(t) медленно меняется в нуле и 1 < р < 4-оо, то из (4а) следует 

соотношение

F(s) ~ з ₽£(1/|я|), я —> оо, Res > 0. (5")

Отметим, что теоремы 2 и 3 включают важный случай преобразования 

Фурье.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В доказательствах теорем 1 — 3. существенно используется следующий 

результат (см. [3], стр. 62) :

Лемма 1. Пусть / - комплекснозначаня функция, определенная на полуплоскос­

ти {я : Кея > 0}, и пусть К - произвольное компактное подмножество множес­

тва {я : Кея > 0} ("|{я: |я| > т > 0}, где г > 0 - некоторое фиксированное число.
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Предположим, что для каждого я 6 С существует предел

= Л (6)п-»+ос \П/ '

и сходимость в (6) равномерна на любом компакте К. Тогда

1։т /(я) = /о- (7)
• еЬ

Для любого Ф G
1Г 7Г1
2’2՜] мы будем использовать символ з -+ 0 для

обозначения сходимости з —> 0, причем

з —> 0, Ree > 0, arg я —> Ф.

Лемма 2. Если монотонная на (0. оо) функция p(t) имеет представление (4) для

1 < р < 1, где L(t) медленно меняется на бесконечности, то

F(3) ~ в՜՞ Ц1/\з\), ячО. (8)

Если мнотонная на (0, оо) функция р{1} имеет представление (4) для 0 < р < +оо, 

где Ц1) медленно меняется в нуле, то

Г(я) ~ я~/’£(1/|я|), я -> оо, Лея > 0, а^з->Ф0, ֊77 < фо < ?• (8')
£

Доказательство леммы 2. Нетрудно увидеть, что утверждение леммы доста­

точно доказать для
p{t) = f^)<₽-1£(t)’ <>0- (9)

Имеем
Р^=Г{р)/о е ‘Т Х''՜1 L^dx- (Ю)

Запишем я в виде я = |я| ехр(»Ф(я)), Ф(я) = arg я и в (10) произведем замену 
t

переменной г = —, в результате чего получим

Г(р)-я*’-Р(я) = е1*։*)*’ [ 
Jo

ехр

Вычислим предел в (11) при я ֊? 0. Из (10) имеем

r(/>)^F(a)
£(1/|я|) = ffi(s) + Ыв), (12)
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г ле
gi(s) = e‘*l')p J exp A(t,a)dt,

рз(з) = e'*^p f exp ^-el*(‘,t) A(t,a)dt

A(t, e)=tp՜1

Проинтегрируем (13) по частям, что дает

|exp exp dA(t, в)

(13)

(14)

(15)

ж

Легко видеть, что

lim A(t, s) = t*"՜1, t > 0.

Так ках в силу (9) функция tp-1 £(t) монотонна, то

(16)

lim V A(t, s) = lim А(Я, s) = 0,
-H-oo {V H-H-oo

где V* - вариация на [а, 6].

Таким образом, выполнены условия замечания 3 из [4] (см. стр. 317). Поэто­

му, в правой части (15) можно перейти к пределу в -ч- 0-под знаком интеграла.

Применяя оператор обратного интегрирования по частям в предельном ра­

венстве при з 0, получим

<п(з)~е'*в' /
Ji

exp (—e‘*°t) di. (17)

Покажем, что можно считать L(t) = 0 в некоторой окрестности нуля. Действи­

тельно, для любого S > 0 и фиксированного sq > 0 при а —> 0, Res > 0 имеем

L(x) dx
О

°' Г(р) F(s0) < +оо.

Поэтому, учитывая, что F(s) —> оо при в 0, Res > 0, мы заключаем, что

соотношения 

и

зр F(s) 
Z(l/|s|) а -» 0, Res > О (18)

зр [°° 
Ь(17й)/о е-«։ хр-1 fa. Г(р), з —> 0, Res > О
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равносильны.

Пусть L(t) = 0 в некоторой окрестности t — 0. Так как для любого 7 > 0 

(см. [1]. стр. 26)
£(-£՝) 2֊), о < t < 1,

\И/ \И7

то устремляя я —> 0 в (14). получаем

/•1
g2(s) ~ е''*ор / t"՜1 exp (-е1*0*) dt.

Jo

Учитывая (12) — (14), (17) и равенство

exp t**՜1 dt = Г(р), 0 < p < +oo, (19)

(cm. [5], стр. 322), получаем (18). Лемма 2 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 — 3 

Доказательство теоремы 1. Для функции

/(s)=Wr? (20)

соотношения (7) и (5) равносильны. Идея доказательства теоремы 1 заключается 

в проверке того, что функция /(з), определенная формулой (20), удовлетворяет 

условиям леммы 1с /о = 1.

Условие (6) в нашем случае означает, что

„ (з/п)»-Г(з/п)
.Л+оо £(п/|з|) “ 1 (21)

для любого з, Re з > 0.

Соотношение (21) следует из леммы 2. Теперь докажем, что сходимость в 

(21) равномерна на любом компактном подмножестве К множества {з: — Фо < 

< args < Фо, Rj. < |з| < Д2}, где 0 < Фо < %/2 и 0 < Я1 < Я2 < оо. Для любых 

з £ К и t > 0 имеем

|ехр (е՜*(f) t^ | = exp (— cos Ф(з) t) < e~at, (22)

где a = cos Фо > 0.

Учитывая, что Ф(з) = Ф(з/п) для всех п > 1, в силу (11) и (19) имеем 

/(з/п) - 1 = -L֊e,*(')₽ [ exp i) t"՜1 - 1] dt, n > 1, з 6 К.
Г(Р) Jo v 1 Z(n/|s|)
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Из этого равенства и оценки (22) при всех п > 1 и в € К следует неравенство

/(а/п)֊1</„(И,0), (23)

где

'■«■’’“гЙ/”'՜՞'"՜1 b(nt/|«|) _ 
£(п/И) у> 0.

По данному е > 0 при малом 6 > 0 выберем у > 0 так, чтобы

(24)

Поскольку

-֊Г < гт < 7՜ для всех зек,Я2 ~ |в| - Ях
то при фиксированном у > 0 множества чисел {у/|в|} и ограничены и 

отделены от нуля. Имеем

Цпу/|з|) ~ Цп/|а|) ~ Цпу/Ri), п —> +оо, i = 1, 2 равномерно по з е К

(25)

и, одновременно, для любого уо € (0, у)

lim (-77—7ггг - 1) = 0, равномерно по t £ [3/0» у] и зеК. (26)
п->+оо у Ь(п/|3|) /

Обозначим х_,Д(х) = sup t_,Z(t). Тогда (см. [1], стр. 27) L(x) ~ £(х) при 
։<«+оо

х —> +оо и

R2L(ny/R2) < (ер £(ny/|s|) < R^L(ny/R2), для всех п>1 и з £ К. (27)

Так как £(пу/Л,) ~ £(пу/Я,) при п -> +оо и i = 1, 2, то, согласно (25) и (27)

_  / Л \£(ny/|s|) < 2Z(n/|s|) ( —- I , при всех п > по и з € К. (28) 
\Л1 /

Далее, для любого 7 > 0 (см. [1], стр. 26)

Tt п ,/ <2y7t 7, для всех n>no, t £ (0, у0], з £ К. (29)

С помощью (24) и (28) оценим интеграл In(|s|, у). Для всех п > п0 и з £ К

Г(Р)/П(|»|,У) < £°е-Ч»֊1+‘ ‘д(п</Н)Л + у°° е֊“^֊1 dt <

b(ny/|s|) У Г e-attp-l+{ dt+ f e-attP-ldt< Л Лф՝) + Л

■Цл/И) Jv Jv \yRiJ )
(30)



О тауберовой теореме Караматы 39

В силу (26) и (29)

/п(|з|,0)֊Д(|з|,у) = ֊^ /V“*'֊1 ^2-1 Л<е 
Г(р) Jo М»»/|в|)

для всех п > по и з £ К.

Из (23), (30) и последнего неравенства мы заключаем, что

0 < 1ппп-»+оо|/(-’/п) ~ 1| < £ яля всех з € К.

В силу произвольности е, при е —».О получаем утверждение теоремы. Теорема 1 

доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть зп —> 0, причем Дезп > 0. Если последова­

тельность {зп} содержит только конечное число элементов со стремящимися к 

нулю действительны»«։ частями, то подпадаем в условия теоремы 1. То же самое 

верно и при Кезп > 0 для бесконечно многих значений п. В противном случае 

{.։„} распадается на две последовательности {з„} и {з"} с Кез'п > 0 и Дез" = 0, 

соответственно. По теореме 1 и ле»<ме 2 асимптотики Р(з„) и -Г(з") при п —> оо 

выражаются одинаковой формулой. Поэтому та же формула верна для Г(зп) при 

п -» +ос. Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2.

ABSTRACT. In this paper we prove some analogs of a well-known 
Tauberian theorem of J. Karamata on Laplace transforms of monotone 
functions.
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О РЕШЕНИЯХ КЛАССА ЖЕВРЕ
ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Г. О. Акопян, В. Н. Маргарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 1, 1998

Для п-мерного многогранника Л/ мы определяем мультианизотропное 
функциональное пространство Жевре Г^(П) и доказываем, что реше­
ния гипоэллиптических уравнений с переменными коэффициентами из 

принадлежат

ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] Л. Хёрмандером введено понятие гипоэллиптичности и дока­

зано, что решения гипоэллиптического уравнения Р(Д)и = 0 с постоянными 

коэффициентами принадлежат классам Жевре Г(, характеризуемым показате­

лем гипоэллиптичности I оператора Р(&). В работе [2] Л. Катабрига получил 

условия, при которых отображение Р(Л) : Г1 >—> Г* является изоморфизмом.

В работах [3] - [5] доказано, что решения уравнений Р(т, О)и = /(я) 

с достаточно гладкими коэффициентами принадлежат классам Г՛ при любых 

/ € Г*. В этих и других работах рассмотрены лишь изотропные классы Жевре.

В работах [6] - [7] для одного класса гипоэллиптических уравнений с по­

стоянными коэффициентами доказаны оценки роста производных, улучшающие 

результаты выше перечисленных работ. В работе [8] для п-мерного многогран­

ника М введено понятие мультианизотропного класса Жевре Г'՝՜* и установлено, 

что решения определенного класса гипоэллиптических уравнений Р\х, Б)и = О 

с аналитическими коэффициентами принадлежат классам Г“4, где М является 

многогранником веса гипоэллиптичности оператора Р(я, В).

В настоящей работе для широкого класса гипоэллиптических уравнений 
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Р(х, О)и = 0 с переменными коэффициентами (вообще говоря не аналитичес­

кими) доказывается принадлежность слабых решений к определенному мульти- 

анизотропному классу Жевре. В § 1 вводятся необходимые обозначения и опреде­

ления. Доказываются некоторые свойства многогранников Ньютона изучаемых 

операторов. В §2 вводятся понятие дополняющего многогранника и связанные с 

этим мультианизотропные классы Жевре. В §3 в терминах дополняющих много­

гранников уточняются те классы Жевре, которым принадлежат слабые решения 

уравнения Р(х, О)и = 0.

§1 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ И НЕКОТОРЫЕ

СВОЙСТВА МНОГОГРАННИКОВ

Пусть Ж" - п-мерное вещественное евклидово пространство точек х = 

= (х։,...,хп) € Жп,

Жд = {хЕ Ж" : х-1 • • -хп ф 0}, Ж" = {х Е Жп : ху > 0. у = 1, ...,п}.

Пусть No - множество мультииндексов а = (ац, ...,ап) с неотрицательными 

целыми компонентами. Для х, £ £ Жп, а € No обозначим

х“ = х?'..-х“% |х|о = |Я1|в*--|г„Г-, |а| = У>у,
>=։

1КН =

где

= = или = > = 1... п֊
Мы будем рассматривать наборы

(1-1)

где

£ Ж1, шш А, = 1, >0, 7՛ = 1,
1<<<п

Определение 1.1. Характеристическим многогранником набора В называется 

множество

А/՜ = А/"(В) = {։/ Е Ж; : (։/, А>) < , j = 1,.... £}.
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Полежим
А/՜'= (1/€ №•+: у € Л/'}, 

дЛГ = {»£#■■ (у, Х}) = У = 1,.... к}, 

£(Л/՜) - множество вершин многогранника Ы.

Пусть А, В € П<+ - ограниченные множества. Положим

А ® В = {х + у : х е А, уЕВ), АЭВ= {х: х + у € А, Уу е В}.

Пусть В - набор вида (1.1) и Л/"(В) - характеристический многогранник этого 

набора. Положим

М = Л4(Л/՜) = {1/ € ПЦ. : {и, А>) < 1, У = 1,.... к},

М'}=АГеМ\ М0 = АГ\М'1, Л4у=Л4<\Л4<+1, У=1,2,...

Ледко доказать следующее

Предложение 1.1. Пусть В - набор вида (1.1) и М(В) - характеристический 

многогранник этого набора. Тогда

а) если ) > [с/0] + 1 (<А> = &>)> т Щ = 0 •’
Ио]

б) ЛГ = и ;
1=о

в) для любого целого ) > О

А} = {и 6 т." : (у, А1) < </,■ - у, » = 1,.... Л} с М\.

Рассмотрим множество Р = {Л/՜ : Л/՜ - характеристический многогранник 

некоторого набора В вида (1.1) и удовлетворяет условию : существует натураль­

ное число Уо такое, что для любых М? найдется мультииндекс

Р такой, что Р < а и а — (3 £ Л4-’}. При п = 2 справедливы следующие 

леммы.

Лемма 1.1. Пусть Х/\В) - характеристический многогранник набора В =

А>6П1^, А1 > ■••> А* > (1,1), тшА{ = 1, «£. > 0, у = 1,...,*.

Если Е(Л/՜) С No, то АГ Е Р.
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Лемма 1.2. Пусть

А, рЕГО^., А > (1,1) < р, Д1 — А] = 1, </, р>0,

V = {։/ £ ГО* : (х/, А) < <1, {и,р) < р}.

Если Е(А/՜) С Яо2, то V £ Е.

Пусть кип- натуральные числа

е* = А>€П1+,- пйп А/= 1, <1 > 0, 1 = 1,...;к.

Обозначим

Ег = {1/ € ГО" : («/, А՛’) = € е, (х՜, А-’) < <1, 1 = 1, 0 ± е С е*;

Я+т = {1/ € ГО; : х/,- = 0; х £ т);

£>т (е) = < у 6 №֊; : 22 , 0 / т С еп, е > 0.
I <6т

Предложение 1.2. Если для некоторого множества е С е* Е, = 0, то сущест­

вует £ > 0 такое, что система

( (х/ + т]', А') = <1 при х £ е, 
I ^') < ПРИ * е

не имеет решения в ГО^ при любых г)' Е ГО”, ||^‘|| < £, х Е е.

Доказательство. Положим

Се = {«/ЕПЦ.: (^,А>) = <1,1 ее}, V = {х/ £ ГО" : (у, А>) <<1,1 = 1,..., к}.

Множество Сс замкнуто, а V замкнуто и ограничено (что следует из условия 

А/՝ О Сг = Е, = 0). Следовательно, существует окрестность нуля Ц С ГО." такая, 

что

{Се © и) П (У ф и) = 0.

Предложение 1.2 доказано.

Через Ео обозначим то наибольшее число, для которого выполняется пред­

ложение 1.2 при всех 0 е С еь для которых Ее = 0.
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Предложение 1.3. Если ЕгШй]'= 0 при некоторых 0 / е С е* и 0 / тп С е„, 

то существует е > 0 такое, что Ег П От (е) = 0.

Доказательство следует из того, что множества Е( и П1^,гл замкнуты. Е, 

ограничено и £>,„ (с) = Ф Пс, где

U' = v Е К' Vj = 0, j £ тп,

Обозначим через Е1 то наибольшее число, цля которого выполняется утвержде­

ние 1.3 при любом тп С еп таком, что Ее П Ж^'"1 = 0.

Теорема 1.1. Пусть В - набор вида (1.1) и //(В)---- характеристический

многогранник набора В. Если С No и ~ // (т.е. = ЛГ для

некоторого <1> 0^, то М 6 Р.

Доказательство. Пусть €՛ = тт(£0/4, £1/4) (е0, £1 - числа, определенные вы­

ше)! 1о > 4с42/£' - натуральное число и а - любой фиксированный мультииндекс 

такой, что

= s>j0.

Возможны следующие случаи : 
х , • d . ,а) а, > Ц = mm —г, п;

i<><* Aj
б) существует множество m = {1,..., g) С е„ такое, что а,- < i £ тп.

В случае а) для некоторого 6 € [0,1) имеем

тах (а, А2) = d + s — 6 = td, t = 4—-
1<J<* ' d

Пусть ради определенности грани Л/" 1 с внешними (относительно Л/) нормаля­

ми А1, ։ = 1, ...,р, р < к имеют пересечение с шаром (7е>(а/4) радиуса е' с центром 
г

в точке а/4. В силу предложения 1.2 имеем Р| Л/?1՜1 / 0. Пусть /? - вершина мно-

гогранника Л/ такая, что (3 € Р] Л/՞՜1. Так как а > то а-0 е Л/$. Поскольку 
1=1

аЦ € дМ. то для некоторого 4' € [1,4/(4- 1)] имеем 4'^ £ д//. Используя 

это, получим

a
7

tia~0 11 
t

2d 2d2 e'
t t - 1|Н| ֊ t - 1 3-6-2՝
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т.е.

{1^11 еи.- (2)па¥.
Так как шар £/։<(ог/4) пересекается только с гранями А/'՞ ։, ։ = 1,...,р, 

а — Р . ,
существует индекс 1 < у < р такой, что 4 —-— лежит на грани Ау 1

то

и,
следовательно, для любого индекса ։ = 1, ...,к

(е—— .аЛ < (г—-,хЛ.
X / \ ^ /

Так как (р, А1) = <1, то

(а - Р, Д') < (а - Р, А>) = (а, Х>) - (р,Х}) < d + з - d = з, ։ = 1,А,

следовательно, а — р € М.\[-

Рассмотрим случай б). Ради определенности предположим, что только грани

А/"՜1, ։ = 1,...,р, р < к пересекаются с шаром 17։<(а/4). Тогда, в силу предло- 
р

жения 1.2, А/’П Р| А/?1՜1 0- Так как 17։<(а/4) С От(е'), то в силу предложения
1=1

1.3 р
аг пр] л/;՞-1 п ж.;՛՞1 / о.

•=1

Пусть
р

р е Е(АГ) П р| АС1՜1 П Ж.;՛"*.
1=1

Проводя аналогичные рассуждения как при доказательстве случая а), получим, 

что а - р € А4^, т.е.

§2. ДОПОЛНЯЮЩИЕ МНОГОГРАННИКИ И

МУЛЬТИАНИЗОТРОПНЫЕ КЛАССЫ ЖЕВРЕ

Пусть В - набор вида (1.1) и АГ(Д) - характеристический многогранник 

набора В. Положим

М£) = 1+ 12 1£13. ^еж". (2.1)

Пусть В‘ ֊ другой набор вида (1.1), а А/՜՞ - соответствующий характеристичес­

кий многогранник.

Определение 2.1. Говорят, что многогранник АГ* Пополняет многогранник А/, 

если при некоторой постоянной С > О

< С(М€) + Алг-(ч)). Сп 6 П1п,
и если для любого многогранника А4, Ы՝ М отношение ———— не 

М£)+Алг- (у)
ограничено на Ж.".
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Предложение 2.1. (см. [8]) Пусть В - набор вида (1.1) и V(B) - характе­

ристический многогранник набора В. Тогда многогранник ^' = {t/ Е П<" : 

(м, Л°) < 1}, где 
п ( .

Л° = I nun I — I ,..., пип з-ll, 
I1<><г \ dj 1 \ di / /

дополняет N.

Предложение 2.2. Пусть В - набор вида (1.1) и ЛГ(В) - характеристический 

многогранник набора В. Если Af‘ дополняет Af, то для любого t > 0 многогран­

ник (V4)* дополняет многогранник А(։.

Доказательство. Так как для любого t > 0 имеем с некоторой постоянной 

С = С(4) > О

<Ch„.(Q, (eß", 

то докзательство следует из определения дополняющего многогранника.

Пусть В - набор вида (1.1), А/(В) - характеристический многогранник 

набора В и П - область в IRn. Через Г^(П) обозначим множество функций 

f € С°°(П) таких, что для любого компакта К С П существует постоянная 

С ֊ С(К, /) > 0 такая, что

вир |2?“У(х)| < C,+1j7, а 6 АР, j = 1,2,... 
*ек

(описание свойств класса Г^(П) см. в [8]).

Предложение 2.3. Для того, чтобы f G Г^^П), необходимо и достаточно, 

чтобы существовала постоянная С = C(K,f) > 0 такая, что для любого 

компакта К С П

вир |Д°/(х)| < С>+1?/։, абЛР, j=l,2,...

Доказательство следует из определения множества Г^' (П).

Предложение 2.4. Пусть В - набор вида (1.1), А((В) - характеристический 

многогранник набора В и П - область в П1П. Тогда для любого 4 > О

r<v‘>'(fi) хГ*"(П) crv'(Q).
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Доказательство. Пусть 4 > 0 - некоторое число и д(х) е Г։л,1)'(Я), /(х) £ 

Гл" (Я). Достаточно показать, что д(х) ■ /(х) € (Я). Для любого мультиин­

декса а € 1 = 1,2, — имеем

eup|D“(ff/)l = 8up Y^C№oDag Dn-'>f 
к к р<а

< sup 52 • IJr-'/l <

<sup£ Е С5|Д^|-|Р“-*’У|. 
К 1=0 /<(Д,А°)«+1

Так как а — Д G №՜' для I < (Д, Аа) < I + 1, то в силу предложения 2.3 имеем

sup |Р°(<7/)| < 52 52 С»С[+2(I + l)<'+1’/‘Cf'+1(y - 1)^-'^ <
к . 1=0 ։<(д,л»)<1+1

< c^+i 52g+i)(/+1)/‘(j - /)у_։,/‘ 52 < cj3+ici+ix
1=0 K(0,A°)<I+1

7 J \
x I Eg + i)('+1,/‘(> - lY՜' < С5+1(У + j = i,2,...

\i=o /
Предложение 2.4 доказано.

§3. ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Пусть (Р) - конечный набор мультииндексов, и пусть уа(х) - бесконечно

дифференцируемые функции для всех a G (Р) в области П € IRn. Положим

P(x,D)= 52 7„((х)Р“, 
ое(Р)

а для f еС°°(П)

^(P, /) = {« £ Д : Р(х, D)u = /}.

Определение 3.1. (см. [1], определение 13.4.3) Оператор P(x,D) называется 

гипоэллиптическим в П, если для любого f £С°°(П) имеем N(P,f) СС°°(Я).

Определение 3.2. (см. [9]) Оператор Р(х,О) называется равномерно регуляр­

ным в Я, если существует постоянная С > 0 такая, что

1 + |Р(®.«)1>с 52 Itr, ^GIR", хе я. 
аб(Р)
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Определение 3.3. Характеристический многогранник оператора Р(х,Р) назы­

вается характеристическим многогранником набора (Р).

Равномерно регулярный оператор Р(х, Р) с бесконечно дифференцируемыми 

коэффициентами гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда Р(х, О) вполне 

правилен (см. [9]).
Пусть П С П<" - область, Е > 0 - некоторое число. Положим

= {х Е П : р(х, 30) > с}.

Лемма 3.1. Пусть Р(х,Р) - равномерно регулярный оператор в О. Тогда 

существует окрестность и С П точки х £ О и постоянная С > 0 такие, что

11^1и։м<^11р(ж--°)11ь=(-)- а6лГ(Р)п(^п), рес0».

Доказательство см. в работе [1], теорему 13.2.1.

Пусть v £ £зх’(П). Положим

Пусть Р(х,Р) - равномерно регулярный оператор в П, характеристический 

многогранник которого порождается набором.

Вг = { А>, А^ = 1, >0, у = 1,..., М.

Положим

М = {i՜ е ПС : (i/, AJ < 1), ; = 1..... М}, d0 = max dj.
1 т ~ ‘ 1<><м

Лемма 3.2. Пусть Р(х, D) как в лемме 3.1. Тогда для любых t £ (0,1] и 

v € С°°(ш) существуют постоянные e, Ei, С > 0 такие, что

Etrfo-»/‘K։+։i (Dav) < С

a e Mj, 0 < j < [do].

[<*»]

i=i Релгу

(3-1)

Доказательство. Неравенство (3.1) для 1 > 1 очевидно. Пусть у = 0, £

бСо°(ы։։) и <р(х) = 1 при х € ы»+։։ (существование такой функции у>(х) следует 

из леммы 3.1). В силу леммы 3.1 для некоторых постоянных С1, С2 > 0 имеем

К։,(РП{^)) < CiKtl(P(x,D)(v<p}) <
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[<*о]
Так как V = и Л4у (см. предложение 1.1), то имеем 

>=о

Мд]
К։,(Пп(у<р))<С2 Кс,(Р(х,О)у) + У2 £ ^Х։1(Д։'«)е-1<’-°1 . 

1=о рем] г<в

Отсюда следует, что

К',(Па(ур)) <С2
Мд] Мд]

К„(Р(х,П)у) + ՝£) Е ЕЕ К։,(Л^)£-’/‘ 
3=01>еМ1 1=1 »е*։(

Если а,/ЗеЛ^и/?<а, то/?6 М'{. Следовательно, для 0<е<1и0<<<1 при 

некоторых постоянных Сз > О получаем

К',(Ва(о<р)) < Сз
Мд]

Ке1(Р(х,В)о)+^ £ 
1=1 ^м,

Умножая это неравенство на е4°/‘ и замечая, что у>(®) = 1 для х 6 <ч։+С1, 

получаем утверждение леммы.

Лемма 3.3. Пусть // С Ж." - многогранник, и пусть П С Жп - область с 

диаметром не больше двух. Для любых е, е2, С > 0, 4 € (0,1] и 7(1) € Г^(П) 

существует постоянная С > 0 такая, что для всех а е ЛР, ] = 1,2,...

^/‘|Р“7(г)| < С>+1УИ",7‘, ®еП«։+։,, 2=1,2,...

Доказательство. Поскольку диаметр П < 2, то П!1+(։ = 0 для /е > 1 и 

утверждение следует из определения Г^(П).

Теорема 3.1. Пусть Р(х, И) - равномерно регулярный оператор в П, харак­

теристический многогранник М которого из Р я 7«(е) € )’((!) для всех

а € (Р). Тогда для любого I € (0,1] имеем ^(P, 0) С Г"*4՛ (П).

Доказательство. Достаточно показать, что для любого € П существует 

окрестность а>(хо) С П, удовлетворяющая условию ^(P, 0) С Г՜*4 (П). Для 

такой окрестности мы можем взять любую область с диаметром меньшим двух, 
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для которой выполняется неравенство (3.1). Так как 7д(х) 6 Г(’м 1 (П), то 

существует постоянная А > 0 такая, что

вир|Л°7/»(®)1<>4>+1?/‘. а€(Л4>)*, Д 6 (Р), У =1,2,... (3.2)

Покажем что для любого и € IV (Р, 0) существует постоянная

В = В (и) > (1 + С)д[1 + 2(4(1 + л))1/։(Л + *)’]

(д - количество элементов множества (Р), в — постоянная из (3.1), jo ~ число из 

определения множества В) такая, что для всех а € (Л/’фЛ<^0՜։+,) \ (#ФЛ4,°՜1)

с(</0+Ь-1+»/«К>։(]Г)аи) < в<Жо+1, ! < £ е (0> (3,3)

Так как ЛГ(Р, 0) С С“(П), то ?а счет взятия постоянной достаточно большой 

можно добиться выполнения неравенства (3.3) при ] = 1.

Пусть неравенство (3.3) выполняется при у < I > 1. Покажем его 

выполнение при У = 1 + 1. Та как Л/՜ € В и а € (ЛГ ф АР0-1՜*՜-’) \ (V ф АР0-1), 

то существует мультииндекс а' < а, а' € ЛР°+/, для которого а — а' € Л/' и 

а' + 7 6 # Ф ЛР°+/ для любого 7 е Е(Л^). В силу неравенства (3.1) при ех = 1е 

имеем

е(<'о+>о+п/‘К(/+1)։(В°ц) = е^+1^։К(1+1}։(Оа'Ба-а'и) <

Ио] 
ел՝>'։К1с{Р{х}О)Оа'и) + ՝^ 52 К1С(Пр+а'и)с<*>-‘)/‘ 

|=1 рЧМ,
(3-4)

Легко проверить для любого мультииндекса /3 е Л4, , 1 < ։ < [<^о], что /3 + а' € 

€ Л/ ф ЛРв+,_1. Тогда по предположению индукции

Ио]
СеЬ’о+0/‘£2 £ Ки{Бр+а'< CqBd^‘Jri^‘+^. 

1=1 рем>

Теперь оценим выражение

Е _ еИо+'+Ь)/։^(р(1, £))(£><»'и))_

Так как Р(х, Б)и = 0. то имеем

Е = е(«о+Г+>о)ЛК(։ 527^(х)^+“'и- 52Р“'(7/5(®)^и) 
\Ptrf РеМ .



О решениях класса Жевре гипоэллиптических уравнений 51

= е^’+'+'о)/'Ки 52 52 С;Л1/7л(г)П'3+о'-‘,и . 
\В^МО^<а' )

Так как для любых двух мультииндексов /3, и таких, что /ЗеА/’иО/^^а', 

имеем (3 + а' — и £ М ® Л4^°+1՜1, то в силу леммы 3.3

(
I \

52 52 12 С^Р‘,7з(։)2>’+о'-*'и <
Вел/ 1=1 |<(«/,А»)<.+1 /

<5252 52 ^,[(»+1)«-<]1/‘А,+2В'|’+л+,-+1.
вел/՝ ■=! ■<(►’,А°)<|'+1

Отсюда имеем

<Е92'7‘ 
1=1

(10 +1)‘7* 
(<!)!/<

' ' Я-1
< д 52[4<1 + 1о)]'/‘А,+2В<'"+^+'-,+1 < д[4(1 + Уо)]17^3 52 —-В<'°+*<>+'-'+1 < 

1=1 1=1

< 2д[4(1 + у0)]1/‘А3В<,о+,о+' < В<'°+*°+'+1.

Отсюда и из неравенства (3.5), в силу неравенства (3.4), немедленно следует 

выполнение неравенства (3.3). Пусть <5 > 0, е = АЦ. Тогда из неравенства (3.3) 

при а € А/՜ ф Л4>»-1+>

/ Г . X1/2 . . .М>+Зо+3-1)/*( Д |РОи| - В ^№+,.Ъ-1)А 1 = 1,2,....

откуда немедленно следует утверждение теоремы 3.1.

Когда коэффициенты гипоэллиптического оператора Р(х, В) постоянны, то 

полученный результат совпадает с уже известными результатами [6], [7] и дает 

тот же неулучшаемый класс Жевре, которому принадлежат все слабые решения 

и 6 В'(С1) уравнения Р(В)и = 0.

Когда оператор Р(г, В) с аналитическими коэффициентами является эллип­

тическим, то полученный результат совпадает с результатами Петровского, т.е. 

•/У(Р, 0) С А(П), ибо в этом случае многогранники М. и М’ совпадают и

ГМ(П) = ГМ'(П) = ГА(П) = А(П).
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Если оператор Р(х, D) с аналитическими коэффициентами регулярен, то полу­

ченный результат при t = 1 совпадает с результатами, доказанными нами в [8]. 

Если же характеристический многогранник М оператора P(x,D) также порож­

дается одним единственным вектором и единственным числом d > 0,-то много­

гранники М и М' совпадают. Следовательно, Г^П) = Гм (О) = ГА(0)). Для 

7p(z) g Г^П) получаем N(P, 0) С ГМ(П).

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда если f g Г*4 (П),

тоЖ/)сгм'(П).
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1.

ABSTRACT. For n-dimensional polyhedron V we define multi-anisotropic 
Gevrey functional space Г^(П) and prove that the solutions of hypoelliptic 
equations with variable coefficients from Vм (fl) belong to Г^'^П).
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70-летию академика
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ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРЕМЫ Ю. ЛУМИСТЕ 
О ПОЛУПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПОДМНОГООБРАЗИЯХ

В. А. Мирзоян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 33, № 1, 1988

Настоящая работа обобщает теорему Лумисте на случай параллель­
ных и полупар аллельных структур на подмногообразиях, выражаемых 
с помощью тензорных операций через вторые фундаментальные фор­
мы.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В пространстве постоянной кривизны М„ (с) подмногообразие М называет- 

ся полупараллельным (см. [5] — [7], в работах [1] — [4] употребляется термин 

полу симметрический), если его вторая фундаментальная форма (ф.ф.) аг удов­

летворяет условию : для любых векторных полей X и У, касательных к М, 

Д(Х,У)-а2 = 0,

где ЩХ, У) = VxVy — — \7[х,у] - оператор кривизны связности Ван

дер Вардена-Бортолотти V = V ф Vх (V и Vх - римановы и нормальные связ­

ности, соответственно). Для этого класса многообразий справедлива следующая 

характеристическая

Теорема (Ю. Лумисте, [8]). т-мерное подмногообразие М С М„(с) полупа­

раллельно тогда и только тогда, когда оно является огибающим второго порядка 

семейства т-мерных параллельных подмногообразий.

Параллельные подмногообразия характеризуются параллельностью а2, т.е. 

условием Х?а2 = 0 (см. [9]). Подробный обзор результатов о параллельных и 
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полупараллельных подмногообразиях содержится в работах [10] — [16].

Обобщения выше изложенной теоремы даны автором в [17], [18]. Для форму­

лировки этих результатов нам понадобятся некоторые определения (см. [17]).

Определение 1. Пусть М и М - т-мерные подмногообразия в М„(с), имеющие 

общую точку х. Точка х называется точкой касания з-го порядка (з > 2) для М 

и М. если

1) касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М) совпадают,

2) ОГх “ ОЕгт» Г — 2, ..., 3.

Определение 2. т-мерное подмногообразие М в М„ (с) называется огибающим 

з-го порядка (з > 2) для некоторого семейства т-мерных подмногообразий {б}, 

если в каждой точке х Е М подмногообразие М имеет касание з-го порядка с 

каким-либо подмногообразием этого семейства.

В нижеследующем определении X и У - касательные векторные поля на М.

Определение 3. Фундаментальная форма а, называется параллельной, если 

7ха, = 0 для любого X и полупараллельной, если Л(Х, У) • а, = 0 для 

любых X и У. Подмногообразия, удовлетворяющие этим .условиям, называются 

з-параллельными и з-полупараллельными, соответственно.

Взаимосвязь между з-параллельными и з-полуапараллельными подмногооб­

разиями устанавливает следующая теорема, которая является обобщением тео­

ремы Лумисте.

Теорема 1 ([17]). т-мерное подмногообразие М С Мп(с) класса С°° является 

огибающим порядка з > 3 семейства т-мерных з-параллельных подмногообра­

зий тогда и только тогда, когда оно имеет полупараллельные ф.ф. а,_1 иа,.

В частном случае симметрических ф.ф. имеет место более сильное утверж­

дение.

Теорема 2 ([17], [18]). Пусть т-мерное подмногообразие класса С°° в Мп(с) 

имеет симметрические ф.ф. а3,..., 0,-1 (з > 3/ Тогда его ф.ф. а, будет симметр- 

чиеской в том и только в том случае, когда М ялвяется огибающим (з — 2)-го 
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порядка семейства тп-мерных (з — 2)-параллельных подмногообразий, у каждого 

из которых все ф.ф. до (з — 2) порядка включительно также являются симмет­

рическими.

Настоящая работа обобщает теорему Лумисте на случай параллельных 

и полупараллельных структур на подмногообразиях, выражаемых с помощью 

тензорных операций через вторую ф.ф.

§2 . ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Для формулировки основных результатов нам понадобятся некоторые опре­

деления.

Пусть Т - класс тензорных полей на подмногообразии М в Мп(с), выра­

жаемых с помощью тензорных операций через вторую ф.ф. аз. Всюду ниже мы 

будем рассматривать только тензорные поля Т £ Т.

Определение 4. Общая точка х двух тп-мерных подмногообразий, М и М в 

Мп(с) называется Т-касательной точкой порядка з (з > 0), если

1) касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М) совпадают,

2) тензоры Тх и Тх и их соответствующие ковариантные производные до з- 

го порядка включительно совпадают (символ~относится к подмногообразию М, 

при з = 0 будем говорить об ‘Т-касании").

Определение 5. тп-мерное подмногообразие М в Мп(с) называется Т-огиба- 

ющим з-го порядка (з > 0) некоторого семейства т-мерных подмногообразий 

{б}, если в каждой точке х 6 М подмногообразие М имеет Т-касание порядка з 

с некоторым подмногообразием из {б}.

Определение 6. Тензор Т подмногообразия М называется параллельным, если 

Vл•T = 0 для любого X и полупараллельным, если ЩХ, У) • Т = 0 для любых 

векторных полей X, У на М. Для простоты, подмногообразия, удовлетворяю­

щие этим условиям, будем называть Т-параллельными и Т-полупараллельными, 

соответственно.
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Будем рассматривать следующие тензоры : R = тензор кривизны, Ric = тен­

зор Риччи, Ях = тензор кривизны нормальной связности, Н = вектор средней 

кривизны.

Основными результатами настоящей работы являются следующие две тео­

ремы.

Теорема 3. Пусть для Т € Т m-мерное подмногообразие М в Мп(с) является 

R-, Ях- и Т-огибающим семейства m-мерных Т-параллельных подмногообразий 

{G}. Тогда М является Т-полупараллельным подмногообразием.

Замечание 1. Если тождество Риччи для Т € Т содержит только один из 

тензоров R и Ях, то в теореме 3 соответствующие “Я-” и UR-L-” опускаются.

Теорема 4. Для любого Т 6 Т каждое гп^мерное Т-полупараллельное подмно­

гообразие М класса С°° в Мп(е) является огибающим s-го порядка (з > 2) для 

некоторого семейства rr>мерных Т-параллельных подмногообразий.

Теоремы 3 и 4 описывают взаимосвязь между параллельными и полупарал- 

лельными структурами на подмногообразиях, выражаемых с помощью тензор­

ных операций через вторую ф.ф.

В качестве следствий теорем 3 и 4 мы можем сформулировать следующие 

две теоремы.

Теорема 5. Пусть m-мерное подмногообразие М в Мп(с) является R-огибаю- 

щим семейства т-мерных R-параллельных подмногообразий {G}. Тогда М яв­

ляется R-полупараллельным подмногообразием.

Теорема в Каждое тп-мерное R-полупараллельное подмногообразие М класса 

С°° в Мп(с) является огибающим порядка з (з > 2) для некоторого семейства 

т-мерных R-параллельных подмногообразий.

Можно сформулировать аналогичные результаты, заменяя Т в теоремах 3 и 

4 на тензоры Яге, Ях и Н (см. [19]).

Теорема 5 изложена в [20]. Доказательство теоремы 5 мы будем выводить из 

теоремы 3, доказательство же теоремы 6 - из теоремы 4.
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§3 . ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ И УРАВНЕНИЯ

В настоящем параграфе, с использованием формализма расслоения адапти­

рованных ортонормированных реперов подмногообразия, мы приводим основные 

формулы и уравнения, используемые при доказательстве наших основных ре­

зультатов.

Пусть ы = ыа ® еа - каноническая 1-форма на Мп(с), и пусть - формы 

связности Леви-Чивита в главном расслоении О(Мп(с)) ортонормированных 

реперов (х, ех, ...,еп) в Мп (с), где а, Ь, <1,... — 1,..., п. Имеем ы* 4-ы£ = 0, и имеют 

место следующие структурные уравнения

<1ыа = ыь Лшь, с1и>^ = ш* Л + сы0 Л ыь.

Пусть М - т-мерное подмногообразие класса С°° в Мп(с). Тогда расслоение 

О(Мп(с)) может быть приведено к главному расслоению О(М, Мп(’с)) адапти­

рованных реперов (։,в1,...,ет,ет+1,...,еп), характеризуемых тем, что векторы 

е,- (г,У,... = 1, ...,тп) принадлежат касательному пространству ТХ(М), а векторы 

еа (а,Р,... = т + 1,...,п) принадлежат нормальному пространству ТХ(М) (см. 

[21], стр. 11 — 15). В силу этого и первой группы структурных уравнений имеем

= О, ы? = Н^, = (3.1)

где вторая группа уравнений получается из первой с помощью внешнего диффе­

ренцирования и последующего применения леммы Картава.

Аналогичным образом, из второй группы уравнений в (3.1) получаем

УА?=Л?*<Л = (3.2)

где V обозначает связность Ван дер Вардена^Бортолотти.

В (3.1) и (3.2) функции Лу, АуЬ, симметрические по нижним индексам, яв­

ляются компонентами второй аг и третьей аз фундаментальных форм. Компо­

ненты А“ ,։+1 фундаментальных форм а,+1 (з > 3) определяются равенствами

УА?.= А?...{3։+1ы*+1։ (3.3)
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или, более подробно

^...<։ + ֊ - ֊ С-Х = Л5,,...М,+1“''+1- (3.4)

Формы а, при в > 2 являются Т1 (М)-значными (ТХ(1И) - нормальное 

расслоение) и их действие определяется по правилу

а,: (Х1։...,Х,) —> Л?1...ЬХ;։...Х? е„,

где Хт = Х'г в|-г, г = 1,з.

В отличие от форм аг и аз, формы а,, з > 4 симметричны только по первым 

трем аргументам. Из (3.3) следует, что а,+1 = 57а,.

Фундаментальная форма а, называется параллельной или ковариантно по­

стоянной, если его компоненты Л® удовлетворяют условиям

Л?...,-. + ~ ֊ - ֊ Ь“..Х. = 0. (3.5)

Это условие более коротко можно записать в виде Va։ = 0, что равносильно 

условию а,+1 = 0. Очевидно, что тогда а* = 0 при к > з + 2.

Дифференцируя внешним образом уравнение (3.4), мы получаем условие 

интегрируемости

Л®Ли' = А®...,-։П* + ... + Л“...*«-, - Л?|֊ ,.։Пар. (3.6)

Формы

П; = йш/ - ы* Л ы* Л ы', (3.7)

Л Ы* Л Ы՛ (3.8)
։ 

являются 2-формами кривизны связности Ван дер Вардена-Бортолотти V = V ф 

Vх, где V обозначает риманову связность на подмногообразии ЛГ, определенную 

1-формами а Vх - нормальную связность, определенную 1-формами

Фундаментальная форма а, называется полупараллельной, если ее компо­

ненты Л“...,-, удовлетворяют условию

/£„,Х + -+= 0. (3-9)
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Из (3.6) следует, что (3.9) равносильно симметричности компонент Л? f t/ ф.ф. 

a, +j по двум последним нижним индексам, что, в свою очередь, равносильно сим­

метричности выражения а,+г(Х1,.... X,, X, У) по двум последним аргументам. 

Отсюда, в частности, следует, что если у подмногообразия все ф.ф. до' (я + 2)-го 

(я > 2) порядка включительно являются симметрическими, то ф.ф. а2, ..., а, 

автоматически будут полупараллельными.

В формулах (3.7) и (3.8) коэффициенты

= ֊ ( Е Ч + = ֊ Е (ЗЛ°)
\ а / .1

при шк Л ы1 являются компонентами тензоров кривизны R и RL связностей V 

и Vх, соответственно. Если R = 0, то подмногообразие называется локально 

евклидовым. Если Ях = 0, то говорят о подмногообразии с плоской нормальной 

связностью. Подставляя (3.7) и (3.8) в (3.9) и учитывая, что 2-формы шр Л 

являются базисными, мы получим

А?...,-. + - + A?։...t Ri.pq - Л?...,-. Rafip, = 0. (3.11)

Это условие, равносильное (3.9), также является условием полупараллельности 

ф.ф. а,. В силу (3.10) и (3.11) условие полупараллельности а, фактически яв­

ляется алгебраическим условием на компоненты /i՞ второй ф.ф. компоненты 

А?...!՛, ФФ- а» и кривизну объемлющего пространства.

Компоненты тензора Риччи Ric определяются по формуле

Rik = Rfiki = Е (Лн hk ֊ А?* Я“), (3.12)
а

где величины

Яо = ЕАй (3.13)
։

являются компонентами вектора средней кривизны Н = Наеа.

Условия параллельности тензоров Я^(, Я,к, На имеют следующий 

вид:

dRiki + “R!tiuk ~ Riktul = °՝ dRik ~ Rtk^i - Ritul = 0, (3.14)
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dR>kl + R^ - R^a - R>1 ֊ 4^ = °- dH° + = °֊ (3-15)

Дифференцируя эти выражения внешним образом, получим следующие условия 

интегрируемости :

Ritl^i + Я?««* + ~ = °- Л“П‘ + = °- ' (3֊16)

СХ + С Д‘ + R'kM - R'kln՞ = О, Н’СГ, = 0. (3.17)

Кроме того, условия (3.16) и (3.17) фактически и являются условиями полупа­

раллельности тензоров RJikl, Rik, R„kl и На‘, соответственно.

Пусть Т € Т - некоторое тензорное поле на подмногообразии М С Мп(с), 

компоненты которого выражаются через А?- с помощью тензорных операций. 

Условия параллельности и полупараллельности имеют, соответственно, сле­

дующий вид (ср. с (3.5) и (3.9))

«Я$ + - Т?кы$ = О, (3.18)

2^.nf+7Sn*-7t}n“ = 0. (3.19)

Уравнение (3.19) фактически является условием интегрируемости уравнения 

(3.18). Оно равносильно следующему алгебраическому условию, записанному в 

терминах компонент hfj второй ф.ф. :

Rkp4 + T?kRkjp4 - 2g.R“„ = 0. (3.20)

Следовательно, в адаптированном поле ортонормированных реперов на подмно­

гообразии М мы имеем
’ ы® = О,

>

Условия интегрируемости этой системы имеют следующий вид : 
' h?jklu>k Ли1 = a®. П? + Ag n‘. - Afy n;,

h?jk,^‘ = П' + Agt П‘. + А?., П‘ - Af.t П^,
՛ _____________________________

A® .֊1<rtwr Л w‘ = A® (> Q* + ... + A? k Q* — A? Q£,

(3.21)

(3.22)
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Замечание 2. Системы (3.21) и (3.22) всегда конечны. Действительно, для любо­

го х при увеличении з пространство Мп(с) постепенно заполняется касательным 

и нормальными к подмногообразию пространствами. Это означает, что начиная 

с некоторого з компоненты А“ t > з + 1 выражаются через компоненты пре­

дыдущих ф.ф. Следовательно, для этих значений з все уравнения в (3.21) и (3.22) 

обращаются в тождество.

Путем непосредственного ковариантного дифференцирования (3.10), (3.12) 

и (3.13) легко убедиться, что ковариантное производные (в — 2)-го (з > 2) 

порядка тензоров R3ikl, Л,*, R^kl и На выражаются через А? и его ковариантные 

производные до (з—2)-го порядка включительно. Отсюда следует, что если общая 

точка х двух m-мерных подмногообразий является рочкой касания s-го порядка 

(з > 2), то она будет и точкой R-, Н-, Ric- и Я1-касания (з — 2)-го порядка.

§4 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Пусть m-мерное подмногообразие М в Мп(с) является R-, R3-- и Т- 

огибающим некоторого семейства m-мерных Т-параллельных подмногообразий 

{(?}, и пусть М - подмногообразие из {<?} такое, что М и М имеют касание в 

точке х. В адаптированном ортонормированием репере, общем для М и М в точ­

ке х, компоненты Rakt и Tij совпадают с Я»к|> Rpakl и Т$, соответственно. 

Поскольку подмногообразие М Т-параллельно, оно также Т-полупараллельно. 

Это означает, что компоненты 7]՞ тензора Т удовлетворяют условию (3.20), за­

писанному для М. В силу алгебраического характера этих условий и совпадения 

в точке х компоненты Т" удовлетворяют уравнениям (3.20). Так как уравнения 

(3.20) имеют тензорный характер и х g М - произвольная точка, мы заключаем, 

что подмногообразие М Т-полупараллельно. Теорема 3 доказана.

§5 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

Доказательство будем проводить с помощью метода подвижного репера Кар- 

тана и теории вполне интегрируемых дифференциальных систем Фробениуса- 

Картана. Аналогичные доказательства можно найти в [8], [17] и [18].

Пусть т-мерное подмногообразие М, на котором задано полупараллельное 

тензорное поле Т, в расслоении адаптированных ортонормированных реперов 
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в Мп (с) определяется вполне интегрируемой системой (3.21). Это означает, что 

условие (3.22) выполнено. Пусть Еп обозначает касательное евклидово простран­

ство к Мп (с) в точке х 6 М. Обозначим через Ь многообразие всех наборов 

(х,Тх(М),а2,....а„...) в Еп, где аг - т-ая ф.ф. подмногообразия М, с помощью 

которой произведение ТХ(М) х ... х ТХ(М) (г раз) отображается в Т±(М) (ор­

тогональное дополнение к ТХ(М) в Еп). В силу замечания 2, число ф.ф. в этих 

наборах конечно и все они имеют одинаковую длину. Если дополнить такой на­

бор адаптированными ортонормированными реперами (։,е1,...еГп,ет+1,...,еп), 

где е, б ТХ(М), еа б Т±(М) (։ = 1,...,т, а = тп + 1,...,п), то мы получим 

набор реперов. Многообразие всех реперированных наборов указанной конечной 

длины в Е„ обозначим через . Локальными координатами в Ь?т являются 

хв-координаты (а — 1,..., п) точки х, параметры (р = 1,.., п(п — 1)/2) ортого­

нальной матрицы А в О(п, К), которые преобразуют базис {д/дха} в базис {ео} 

после стандартной ортогонализации, компоненты А“ форм а, в базисе {е0}.

На многообразии рассмотрим следующую дифференциальную систему :

' ыа = О,
ы? - А? = О,
<*А?. + к^ ֊ А^ - А?* - А?* ы* = О,

< -------------------------------------------------------------------------------- (5.1)
ЙА{* + к? , ы? - А? - ... - А? - А? { { _<?•+> = О

. = 0.

Эта система состоит из двух подсистем. Первая подсистема совпадает с (3.21), 

для которой выполняется условие интегрируемости (3.22). Во второй подсистеме 

величины являются компонентами тензора Т. Они выражаются'через А՞ с 

помощью тензорных операций и, в силу полупараллельности Т, удовлетворяют 

условиям (3.19), которые являются условиями интегрируемости для второй под­

системы. При этом предполагается, что и определяются по формулам 

(3.10), а я определяются по формулам (3.7) и (3.8), соответственно. Таким 

образом, дифференциальная система (5.1) вполне интегрируема.

Два реперированных набора будем называть эквивалентными, если е{ = 

= А{еу, е'а = А%ер, где ||А; || б О(тп, R), ||Л£|| б О(п — т, R). Тогда для любого 
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г > 2 будем иметь

л'“ам;...а{;.

Эта эквивалентность определяет отображение lJT —> £, которое проецирует сис­

тему (5.1) в корректно определенную вполне интегрируемую дифференциаль­

ную систему на L. Отсюда следует, что для каждого фиксированного набора из 

L локально существует интегральное подмногообразие этой дифференциальной 

системы, которое имеет максимально возможную размерность, равную размер­

ности инвлютивного распределения на L, соответствующего этой системе, т.е. 

т. Уравнения подсистемы (5.1) показывают, что фундаменральными формами 

этого подмногообразия являются а,. Подсистема (5.1) показывает, что на этом 

подмногообразии тензорное поле 7^ является параллельным.

Пусть фиксированный набор (х,Тх(М), ajx,..., а,х,...) подмногообразия М 

определяет некоторое m-мерное подмногообразие М, проходящее через точ­

ку х, порожденное соответствующим интегральным подмногообразием систе­

мы (5.1). Так как в точке х £ Aff'lAf наборы (х, ТХ(М), О2Х, ...) и 

(х,Тт(М),а2х, ...) совпадают, то М является огибающим я-го порядка

(я > 2) для всех таких М. Теорема 4 доказана.

Доказательства теорем 5 и 6 аналогичны доказательствам теорем 3 и 4, соот­

ветственно. Доказательства их вариантов для Ric-, Лх- и /Z-полупараллельных 

подмногообразий основаны на условиях параллельности (3.14), (3.15) и условиях 

полупараллельности (3.16), (3.17).

ABSTRACT. This paper extends Lumiste theorem on the envelope nature 
of semi—parallel submanifolds to semi—parallel structures determined by 
second fundamental forms by means of tensor operations.
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В работе расматриваются морфизмы векторных касательных про­
странств. Внимание сосредотачивается на понятии (5, А)-оснащенного 
кобордизма. Из теоремы о (5, А)-оснащенных кобордизмах и обобщен­
ной теоремы Понтрягина-Тома, в частности, следует аналог теоремы 
Понтрягина для а-оснащенных многообразий.

ВВЕДЕНИЕ

В статье [1] было введено понятие а-оснащенного кобордизма, как естествен­

ное обобщенние хорошо известного понятия оснащенного бордизма [2]. Как и в 

классическом случае, а-оснащение нормального расслоения определяется после­

довательностью векторных полей, удовлетворяющих некоторому условию. Под­

робно а-оснащенные расслоения и их классифицирующие пространства изуча­

лись автором в [3].

Настоящая работа возникла из первоначального намерения получить ана­

лог результата Понтрягина (см. [2], теоремы 9 и 10) для а-оснащенных много­

образий. В подготовительном §1 мы рассматриваем эквивалентные гомотопии и 

эквивалентные изоморфизмы векторных расслоений. В §2 вводится основное для 

даной статьи понятие (5, А)-оснащенного бордизма и доказывается теорема 1 о 

редукции к (Д, /)֊кобордизмам. Эта теорема в сочетании с обобщенной теоремой 

Понтрягина-Тома (см. [4]) приводит к теореме 2 о существовании канонических 

изоморфизмов. Непосредственным следствием теоремы 2 является теорема 3, ко­

торая является аналогом теоремы Понтрягина для а-оснащенных многообразий. 

Отметим, что теорема 2 может оказаться полезной в ситуациях, когда дополни­



66 A. A. Огникян

тельная структура на нормальном расслоении не является (В, /)-структурой.

Подготовительные предложения в §1 доказаны полностью за исключением 

наиболее простых случаев (предложения 5,8,10,12,15,16,18).

§1. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ГОМОТОПИИ И ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ 

ИЗОМОРФИЗМЫ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

В этом параграфе базы всех рассматриваемых векторных расслоений бу­

дут предполагаться парокомпактными пространствами. Пусть X - векторное 

пространство и I - отрезок [0,1]. Для любого t € I рассмотрим вложение 

։< : X ।—> X х /, tt(®) = (х, t), х g X. Если G : X х 1।—> Y - некоторая гомото­

пия, то отображение G о ։\ в дальнейшем будем обозначать через Gt- Пусть 7* - 

каноническое fc-мерное векторное расслоение над Gfc|TO. Положим

(. = fv = («е, р, х х /), 6 = ^’7*,

где tlÇ - полное пространство расслоения ( и P : tlf, 1—> X х / - проекция 

Имеем

= (ЛоР1Г7*=ЛЧ1,

где Pi : X х 11—> X - каноническая проекция. Пусть

(ф'е, *«) : 6 (Ф", Pi) : p;ô —»■ 6

- канонические морфизмы, где

Ф'е : —> tl{, Ф" : tl(P^t) —> tl£t.

Согласно теореме 3.4.3 из [5] расслоение Ç изоморфно каждому из расслоений Р{£0 

и РЦ1- Пусть Ф,- : £ ।—> Pj^i, i = 0,1 - некоторые изоморфизмы. Рассмотрим 

некоторую гомотопию F : X х I >—> Gk,oo и такой морфизм расслоений (Ф, Ру) : 

£ ՛—> что ял» любого t&I морфизм (Ф։, 1х) : 6 >—> fi, Ф< = Ф о Ф( является 

изоморфизмом, причем Ф1 = 1{։. Всякий такой морфизм вместе с семейством 

изоморфизмов Ф։ будем называть присоединенным к гомотопии F. Изоморфизм 

Фо также называют присоединенным к Р.
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Предложение 1. Для любой гомотопии Е : X х I >—> Ск.оо существует 

морфизм, присоединенный к Е, и существует изоморфизм Фо : ( ՛—> Р{(о тахой, 

что

(Ф2,Р1)о(Ф0,1Хх/)о(Ф'0։»0) = 1ь.

Доказательство. Рассмотрим изоморфизм (Ф", Рх)о(Ф1։ 1хх/)°(Ф1։ *х)> и пусть

X ’• & »—> £1 - обратный к нему изоморфизм. Положим Ф = х ° Ф" ° Фх- Тогда 

морфизм

(ф, Р1) = (х, 1х) о («1, Р1) о (Ф1,1%х/)

будет требуемым морфизмом. Существует морфизм (Ф, Рх) : £ ।—> £0 такой, 

что для любого I е I морфизм (Ф»,1х) является изоморфизмом и Фо = 1(0. 

Изоморфизм Фо : *^£ •—>• *ЦРх*£о) определим следующим образом : если у 6 

то Фо(у) = (Р(у).Ф(у)).

Предложение 2. Пусть даны два морфизма (Ф*, Рх) : £ ।—> £х и ф{ : •—> £х, 

1 = 0,1, присоединенные к одной и той же гомотопии Е. Тогда существует такой 

изоморфизм <р : Р^о ।—> Р^з., что

(Ф'х'.Л) о (V-1хх/) о (Фо о Ф>,»х) = (Ф£,1х), 3 = 0,1.

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку ((г, т), о), где (х,т) 6 X х1, 

и пусть в - некоторый вектор, принадлежащий слою расслоения £( над точкой 

х. Определим отображение <р : ЩР^о) ՛—формулой

((х<) „) = /({х’*)’Ф^.г^-Фо1^.2<).«))), о<*<1/2,
р Х' 'У \((х,*),Ф1((х,2-2*),Ф^1((х,2-2*),в))), 1/2<*<1.

Пусть X՛ - подпространство пространства X и Е : X х I —> Сх.оо - 

некоторая гомотопия. Положим

= Ч = Л|х.«,' « = ^.

Рассмотрим некоторый морфизм (Ф, Рх) : ( ।—► £х, Ф< : ।—► £х։ * € I, 

присоединенный к гомотопии Е, и пусть (Ф',Р{) : ।—> Ф'( : ।—> - 
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морфизмы, полученные ограничением морфизмов (Ф, Pi) и Ф( на подрасслоения 

с՛ и £{, соответственно. Следующее утверждение легко следует из доказательства 

предложения 1.

Предложение 3. Морфизм (Ф', Р() вместе с семейством изоморфизмов Ф'( опре­

деляет некоторый морфизм, присоединенный к гомотопии F՛

Пусть fo,fi ■ X ।—> Gk.oo ~ некоторые отображения. Положим £ = fÔJk, 

■q = fî~fk. Пусть (у>, 1хх/) : Р։’£ '—> PÎV ~ некоторый морфизм векторных 

расслоений. Рассмотрим морфизмы

(Ф„ 1х) : £ = «; (A4) —»֊ A4 Piï^T), te I,

где ։?(Pi*£) 1—► Pi£ и Р/т? >—> г) - канонические морфизмы, индуцированные 

отображениями it и Pi, соответственно. Изоморфизмы Ф,- : £ >—> т], i = 0՜, 1 

называются эквивалентными, если существует изоморфизм <р : Р{£ ।—► Р{т) 

такой, что Ф,- = Ф;, i = 0,1. Следующее утверждение легко вытекает из 

предложения 2.

Предложение 4. Пусть F : X х I >—» Gii00 - некоторая гомотопия и (0 = 

= PÔ7fc։ £1 = Р17*- Пусть Фр : £о •—> £1, » = 0,1 ֊ некоторые изоморфизмы, 

присоединенные к F. Тогда изоморфизмы Ф°р и Ф}. эквивалентны.

Две гомотопии F'F" : X х I >—> G*1OO будем называть эквивалентными, 

если Р,- = Р", ։ = 0,1 и отображения F' и Р" гомотопны относительно 31.

Предложение 5. Пусть F', F" : X х I ।—> Gjt.oo - эквивалентные гомотопии 

и Фр՛, Фр՛՛ - произвольные изоморфизмы, присоединенные к F' и F", соответ­

ственно. Тогда эти изоморфизмы эквивалентны.

Для данного символа Шуберта a = (ai,..., an, к) (см. [3]) положим â = 

= (ai+n+fc,..., an+n+fc, n+2fc). Через 5(a) и S(à) обозначим псевдомногообразия 

Шуберта, порожденные символами a и â, соответственно. Стандартное вложение 

IRn+l С JR2n+2t индуцирует канонические вложения

in,k : Gnjc ।—> Gn,n+2ih ։e : S{a) ।—> S(â).

Имеем Si oia = ։П1ц osa, где sa обозначает каноническое вложения S(a) >—> Gn,t. 
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Предложение 6. Пусть /о, /1 : X •—> 5(а) - непрерывные отображения. 

Векторные расслоения ^у(а) и /[7(а) изоморфны тогда и только тогда, когда 

отображения ։„ о /о, га ° /1 : X >—» 5(а) гомотопны.

Доказательство. Пусть а = («ц,ап, £), и пусть и0 = (и°,..., ц°+4), V1 = 

= («11 _ а-оснащения расслоений 4о = /о7(а) и 41 = /17(о), индуци­

рованные отображениями /о и /1։ соответственно. Допустим, что расслоения 

(о и 41 изоморфны и рассмотрим некоторый изоморфизм Ф : 4о 1—> 41- Поло­

жим ц° = (о°, —։«„+*). где = Фоц9. Последовательности V,- = (т^,..., Цп+2к), 

։ = 0,1, где ц? = 0 при } > п 4֊ к, определяют некоторые а-оснащения 6°, и1 рас­

слоения 41- Для любого I € I и ։ = 1,..., 2п 4- 2к определим сечения V* расслоения 

41 формулой

Г (1 — 7)«° 4-71)*, 1<։<п + Л,17- — \
1 I. (7 — п. +к + 1 < { < 2п+ 2к.

Для каждого I € I последовательность сечений г>‘ = ,..., «2„+2*) определяет не­

которое а-оснащение расслоения 41- Пространство расслоений Р141 канонически 

гомеоморфно к <741 х I, а пересечения

V, : X х 11—>7/41 х/, «,(։:,7) = (ц,-(®),7), х £ X, 7 €/, з = 1,..., 2п 4-2А

определяют некоторое а-оснащение V — («1։ •••, «Зп+гь) расслоения Р^з.. Пусть 

Р : X х I ।—> 5(а) - гауссово отображение расслоения (Р241;®)» т.е. Р141 = 

= Р*7(а), V = Р'Уа- Поскольку

(Р1Ч1;«)|Хх,- = » = 0,1,

то из теоремы 1 в [3] следует, что ։а о /о = Ро, »а ° А = Р1- Следовательно, 

отображения ։0 о /0 и за о Д гомотопны. Справедливость обратного утверждения 

следует из теоремы 3.4.7 в [5].

Построенную гомотопию X х I1—> 5(а) между отображениями ։а о/0 и ։а о/х 

в дальнейшем будем обозначать через Р*(/о>/1)-

Следствие 1. Пусть (Ф, Р1) : Р^! 1—>■ £1 ~ канонический морфизм. Тогда 

Ф о о,(г,7) = в‘(х) и, поэтому, для любого 7 € / композиция каноническх 
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морфизмов

(Ф։,1х):<(АЧ1)^֊>Р1*6—>6

является изоморфизмом и Фо = Ф- Так как

(АЧ;«) = (^*(/о,/1)*7(а),^*(/о,АГ^),

то (Ф,Р1) является морфизмом, присоединенным к гомотопии з'й °Г*(/о,/1), где 

з'а : 5(а) ।—> С*>оо ~ каноническое вложение, причем Ф является изоморфизмом, 

присоединенным к гомотопии о Р*(/о, А).в
Введем понятие гомотопии, присоединенной к данному изоморфизму вектор­

ных расслоений. Пусть X - компактное пространство, и пусть /о, А : X •—> <71-,оо 

- такие отображения, что векторные расслоения /о7* и Дт* изоморфны. Пусть 

Ф : /о 7* 1—* /17* ~ некоторый изоморфизм. Ввиду компактности X существу­

ют такое число п и такие отображения /□, Д : X >—> <7*,П1 что /0 = ° /о

и /1 = »4|П о Д, где ։^в : Ск,п >—» бь|ОО - каноническое вложение. Ясно, что 

/?Т* = Д*7*’п< / = 0>1- Для “ = (п + 1,...,п+ к;п} имеем 5(а) = Ск,п и 

5(а) = С7ь,*+2п. Пусть Р*(/о.Л) : X х I >—> С?*,*+2П - каноническая гомотопия 

между отображениями за о Д и зо о Д, построенными в предложении б. Поло­

жим Р* = ։^+2п о Р*(/о։/1)- Отображение Р* : X х I ।—» С*1ОО называется 

гомотопией, присоединенной к изоморфизму Ф.

Предложение 7. Пусть X - компактное пространство, /о, /1 : X >—> -

некоторые отображения и Ф : /о 7* »—> /17* ~ изоморфизм векторных расслоений. 

Если Р* - гомотопия, присоединенная к изоморфизму Ф, то Ф - изоморфизм, 

присоединенной к гомотопии Р*.

Доказательство. Пусть Р* = ։'м+2п о Р*(Д,Д), где /',Д : X —> <7*,п 

- такие отображения, что /, = ։* п о /!, » = 0,1. Для символа Шуберта 

о- = (п + 1,..., п + к; п) имеем з< = ։*։к+2П, и требуемое утверждение вытекает из 

следствия 1.

Изоморфизм Ф называется каноническим изоморфизмом, присоединенным к 

гомотопии Г*, а соответствующий морфизм (Ф, Р1) : (Р*)'7* >—> /{7*> постро­

енный в следствии 1, называется каноническим морфизмом, присоединенным к 

гомотопии Г9.
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Предложение 8. Пусть даны. некоторые отображения /о,/1 : X •—Э Gk.cc » 

некотороый изоморфизм Ф : •—г . Если Р*, С* : X х I ।—к Gk.no - Две

гомотопии, присоединенные к Ф. то Г* и С* эквивалентны.

Предложение 9. Пусть X - компактное пространство, /о, /1 •' X >—> С*,« ~ 

некоторые отображения, Фо.Ф1 : /6 7* '—> ~ эквивалентные изоморфизмы

и Р*°, Р*' - гомотопии, присоединенные к Фо и Фх, соответственно. Тогда 

гомотопии Р*° и Р*1 эквивалентны.

Доказательство. Положим ( = /о7*1 = /Г7*- Существует некоторый изомор­

физм ч> : Р։’£ ।—к Р{ ту такой, что для любого 4 £ I морфизм

*<=* =ч (лч) —> п

является изоморфизмом, где г, (Р{4) 1—> и Р/ту ।—к ту - канонические морфиз­

мы и Ф, = Ф, , ։ = 0,1. Пусть Р* : Хх1х11—к Gk.no ~ гомотопия, присоединенная 

к <р. Отображения Р՝’|։.„г„п и Р^|,являются гомотопиями, присоединен- 

ными к изоморфизмам Фо и Ф։, соответственно. В силу предложения 8 эти го­

мотопии эквивалентны, соответственно, гомотопиям Р*° и Р*1. Следовательно 

Р*° и Р*1 эквивалентны.

Пусть X - компактное пространство, Р : X х I ।—к Gk.cc ~ некоторая 

гомотопия. Положим £ = Р*7* и 4։ = Р,*7*. Пусть

(ф.Рк):^^, ф, :6—>6

- некоторый морфизм, присоединеннный к Р. Ввиду компактности X х I су­

ществуют отображения Р/ : X ।—к Gk.ni $ £ / такие, что Р< = ։'к п о Р։'. Пусть 

Р*՛ : X х 11—>• Gk.cc ~ гомотопия, присоединенная к изоморфизму Ф։. Отметим, 

что Фх : ।—> (х - тождественный изоморфизм и Р*։(х,2) = Р1(х) для любых 

I е х, < е/.

Предложение 10. Гомотопии Р*° и Р эквивалентны.

Пусть X - компактное пространство, и пусть /о,/1 ։ X 1—к Gk.cc ~ 

непрерывные отображения. Обозначим через [/о7*,/17*] множество классов 
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эквивалентности всех изоморфизмов /о 7* >—> /17*» через [Уо> /1] -'множество 

классов эквивалентности всех гомотопий

Р : X х I1—> Ск,оо1 Ро = /о> Р1 = /1-

Если Ф : /от* •—> /{7* ~ некоторый изоморфизм, то сопоставление Ф ।—> £*, 

где Р* - гомотопия, присоединенная к изоморфизму Ф, определяет, в силу пред­

ложений 8 и 9, некоторое отображение а : [/о7*>/17*] •—> [/о>/1]- Рассмотрим 

соответствие Р ।—> Фр, где Фр - изоморфизм /о7* >—> /Г7*1 приосоединенный 

к гомотопии Р. В силу предложений 4 и 5 это соответствие определяет некото­

рое отображение /3 : [/о,/1]1—> [/о 7* >/17*]- Из предложений 7 и 10 следует, что 

отображения /3 о а и а о /3 являются тождественными отображениями множеств 

[/о 7* >/17*] и [/о,/1]- Тем самым доказано следующее

Предложение 11. Пусть X - компактное пространство и /о> /1 : X ।—► С*>Оо - 

непрерывные отображения. Тогда существует каноническое биективное соответ­

ствие между элементами множеств классов эквивалентности всех изоморфизмов 

'—*■ /17* я элементами множеств классов эквивалентности всех гомотопий 

Р : X х /1—> С*100, Ро = /о, Р1 = /1.

Рассмотрим вложение евклидовых пространств 1ИП +* с ип+1+1 Для е 6 

6 (Пи"*՜*)1, |е| = 1 положим

Зк • @к.оо 1 ► С’А: + 1|оо> Зк^ ~ 7 ®

- каноническое вложение, где в - тривиальное одномерное расслоение, оснащен­

ное канонической тривиализацией, возникающей на векторе е. Пусть Ро, Рх : 

X ।—> С*,« - некоторые отображения и Фо : Ро1к 1—► Рх7к “ некоторый изо­

морфизм. Рассмотрим расслоения

(/* о #)*7*+1 = Р’ук+1 ® Р‘6, £ = 0,1.

Так как все слои расслоения в канонически изоморфны между собой, то имеется 

канонический изоморфизм е : Р^в ।—)■ Поэтому возникает изморфизм

Ф® £ : (Л о Г0)‘7*+1 •֊֊> о Л)*7*+1>

который будем называть надстройкой над изоморфизмом Ф и будем обозначать 

его через Е(Ф).
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Предложение 12. Пусть F : X х I ।—> Gk.oo - некоторая гомотопия и 

Фг ■ Flrf ।—k -FfT* - изоморфизм, присоединенный к F. Тогда Е(Фн) является 

изоморфизмом, присоединенным к jk о F.

Пространство путей в G*,œ будем обозначать через G{ ao. Если ы G G{уГХ, 

t G I, то определим путьш* G G( те формулой w'(t') = w(tot'), t' g I и рассмотрим 

отображения

a:G[„x!i—k G£։OO> . вк(ы,*)'=«*, ы G Gfi00, tel,

а также отображения

(/*)• : Gk,oo —> <?4+1,оо. (Л)-(") = À °".

порожденные отображениями jk : Gfc10O >—k Gk+i,oo- Для flk : G( i—k Gt|0O,

/3*(о>) = w(l) имеем

(Л), ° «k = «k+i ° ((jk). X lj), jk opk= Pk+1 ° (jk)., Æb(w‘) = w(t).

В дальнейшем постоянный путь в точке х е Gk,oo будем обозначать через ыт.

Пусть Sk - произвольное пространство, hk : S* ■—k Gk|0o ~ некоторое 

непрерывное отображение. Определим расслоение /* : В* >—k Gjt.oo (см. [6]), 

гомотопически эквивалентное отображению А*. Напомним, что Вк определяется 

как подпространство в Sk x G{ те, состоящее из всех таких точек (х,ы), для 

которых о>(0) = hk(x), а отображение fk определяется формулой fk(x,ui) = ы(1). 

Рассмотрим взаимно обратные гомотопические эквивалентности

Гк : Вк ՛—> Sk, qk ■■ Sk ՝—» Вк, гк(х,ы) = х, qk(x) = (s,wft4(xj), x G S*, w e G{iTO.

Отметим, что fk ° qk = hk, Гк о gk = 1$À. Пусть отображения f : M >—► Gk,oo, 

f : M i—> Вк и гомотопия F : M x I ।—> Gk,oo такие, что f = fk о f, Fq = f. 
Рассмотрим накрывающую гомотопию F : M x I i—k Bk, fk ° F = F, fo = f, 

построенную в [6] при доказательстве теоремы 2.8.9. Эту гомотопию будем 

называть каноническим поднятием гомотопии F. Она строится следующим 
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f"(x,t)(t') = {

образом : пусть /* : Вк »—> Sk x G[ TO - каноническое вложение. Рассмотрим 

отображения f = Pi ° 1к ° f — Pi ° h ° f ■> где

Pi : Sk x G{>00 —♦ Sfc, P2 : S* x G[>oo —> G[,œ

- канонические проекции. Тогда f(x) = (/(x),/'(x)), x £ M. Далее, рассмотрим 

отображение f":Mxh—» G{<00, задаваемое формулой
/'(«)(£?). 0<2t' <2-t<2, хЕМ,
F(x,2t'+ t — 2), l<2-t<2t'<2, xEM.

Каноническое поднятие F определяется формулой

F(®,t) = (7(x),/"(«.<)). ®ем, tel.

Заметим, что гк о Ft = f, t 6 I.

Предложение 13. Пусть g : M ।—>• GktOO, g : M »—> Sk - некоторые 

отображения, и пусть G : M x I i—> Gk։OO, Go = hk о g, Gk = g - некоторая 

гомотопия. Рассмотрим каноническое поднятие G, Go = qk°g гомотопии G. Тогда 

rkoGt = g.

Доказательство. Так как 

qk ° g(®) = (g(z), , x e M,

то rk о Gt = g, t € I.

Предложение 14. Для всякого отображения g : M >—> Bk отображения hkorkog 

и fk о g канонически гомотопны между собой.

Доказательство. Если x £ М, то g(x) = (rk о д(х),д'(х)), где д'(х) е G* m - 

некоторый путь такой, что д'(х)(0) = hk о гк о д(х). Имеем, fk oj(x) = р'(®)(1)- 

Рассмотрим гомотопию F : M x I >—> Gk.oo, F = /Зк ° ak о (д' x 1/). Тогда

Fo{x) = (р'(х))°(х) = g'(®)(0) = hkork ор(х), 

Л(х) = («/'(х))1^) = <?'(х)(1) = /* о р(х).

Следовательно, F - требуемая гомотопия.

Построенную гомотопию будем называть канонической гомотопией, соеди­

няющей отображения hk о гк о g и hk о д, и будем обозначать через /7[д]. Таким 

образом, если g = (гк о д, д'), то Я[р] = /Зк о ак о (д' x 1/). Для М' С М положим 

»' = s\m՛- Имеем нfô'l = я[д] 1м<хг
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Следствие 2. Пусть до, 51 ■ М ।—> Вк - некоторые послойно гомотопные 

поднятия отображения д : М ।—> бк։0о. Тогда существует гомотопия б : 

(М х /) х / —► б*,оо такая, что

СГ|(МХ/)ХО = Я^°]> С1(ЛГх/)х1 = С|(Мх1)х։ = 9' ге1-

Доказательство. Пусть б : М х I ।—» В*, б0 = 50| б, = 51 - некоторая 

послойная гомотопия. Тогда гомотопия Н[б] будет требуемой.

Предложение 15. Пусть д : М •—> йк,ж, 9 : М ।—> 5* - некоторые 

отображения, и пусть Р : М х I ।—> б*>0о, Во = Л* о д, Г! = д - некоторая 

гомотопия. Рассмотрим каноническое поднятие Р : М х I >—> В*, Ро = д4 о д 

гомотопии Р. Тогда гомотопии Я[А] и Р эквивалентны.

Предложение 16 Пусть д : М •—> В* - произвольное отображение, положим 

д = п, о д. Рассмотрим каноническое поднятие Н[5]> Н[5]о = д канонической 

гомотопии Я [5]- Тогда отображения Я[5]1 и д* о д послойно гомотопны между 

собой.

Зафиксируем некоторое пространство М и отображение д : М >—► бк>оо. 

Рассмотрим всевозможные пары (д, Р), где Р : Мх! ।—> б*1Оо - некоторая 

гомотопия такая, что Ро = Л* о д, Рх = д. Пары (д', Р՛) и (д", Р") будем считать 

эквивалентными, если Р՛ и В"гомотопны относительно конца 1 отрезка I = [0,1]. 

Обозначим класс эквивалентности пары (д, В) через [(д, В)], множество всех 

классов эквивалентности - через {[(д, В)]}.

Рассмотрим множество всех поднятий д : М ।—> Вк, /к ° д = д отображения 

д. Два таких поднятий будем считать эквивалентными, если они послойно гомо­

топны. Класс эквивалентности отображения д обозначим через [д]р. Рассмотрим 

каноническое поднятие В гомотопии В с условием Во = дь о д. В силу теоремы 

2.8.10 из [6] возникает отображение

«' = Ш *)]} ь-»֊ {[А],}, «'[(Р, В)] = [Л],.

Рассмотрим некоторый элемент [д]р и каноническую гомотопию

Я[д] : М х 11> б*։00, Н[д]о = А* о гк о д, Н[д]1 = д
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(см. следствие 2) вместе с отображением

0 ■ ШМ {[(г* ° 9, Я[р])]} , /ЗШ) = К» ° 9, Я0)].

Из предложений 15 и 16 получаем

Предложение 17. Для произвольного пространства М и отображения д : 

М ।—> С*,« отображения а',/3' являются взаимно обратными биективными 

соответствиями.

Пусть {В*} - последовательность пространств, и пусть {Л*}, {а*} - после­

довательность отображений таких, что

А* : В* ■—► £*,<», а* : В» >—> $к+1, Эк ° А* = Л*+1 о а*, к > к0.

Пусть /* - построенные выше расслоения, гомотопически эквивалентные ото­

бражениям Л*. Определим отображения 7* : В* ।—> В*+1 следующим обра­

зом : если (х,ы) € В*, где х Е 5*, ы Е б[>оо, ы(0) = Л*(г), то положим 

7*(х,ш) = (а*(х), л ош).

Предложение 18. Для произвольного отображения д : М ।—> Вк имеем 

Н[Дк°д] = 1 о Н[д].

§2. (В, /^-ОСНАЩЕННЫЕ КОБОРДИЗМЫ

Пусть В* - топологическое пространство, /ц : В* >—> Ск.оо ~ непрерывное 

отображение. Положим т)к = Л*7*. Пусть 4 = д’ук, д : X ।—» Сь1ОО - некоторое к- 

мерное векторное расслоение на некотором пространстве X. Определим (Вк, А*)- 

оснащение расслоения 4 как пару (д, Ф), состоящую из некоторого непрерывного 

отображения д : X >—> Зк, А* о д = д и некоторого изоморфизма Ф : д’ т/к ।—>• ( 

векторных расслоений. Пару (4, (д, Ф)), где 4 - векторное расслоение, а (д, Ф) - ее 

(Вк, А*)-оснащение, будем называть (В*, А*)-оснащенным расслоением. В частном 

случае, когда

5к=5(а), а= (а1,...,а*;/), А* = в' : В(а) ►—> С*.«,, .

имеем т)к = 7(а). В силу теоремы 1 из [3] в этом случае (В*, Аь)-оснащение 

расслоения 4 эквивалентно некоторому а-оснащению. Если а = (1, ...,А;0), то 
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(5*, А*)-оснашение эквивалентно к линейно независимым сечениям (классическое 

оснащение по Понтрягину, см. [2]). Если 5* = С*.«, А» = то г)к = -ук, и в 

силу теоремы 2 из [3] (5*, /(^-оснащение расслоения £ эквивалентно его счетному 

оснащению.

Пусть М и IV - гладкие многообразия размерности п и п+к, соответственно, 

и М ֊ подмногообразие в IV. Предположим, что либо они оба без края, либо 

с краем. В последнем случае преполагается, что дМ - подмногообразие в дЫ 

и имеет непустое пересечение с-каждой компонентой связности многообразия 

д№. Ниже IV будет обозначать либо евклидово пространство ГО.՞՜*՜*, либо его 

замкнутое полупространство ГО/}.՜*՜*, образованное всеми точками (®1,..., гп+ь)։ 

хп+к > 0, либо многообразие П<п+* х I. Край ЗШ.^.+* и каждую компоненту 

связности края

5(1й.п+* х /) = (П1п+* х 0) и (П1п+* х 1)

будем отождетсвлять с П1п+*. Пусть и - нормальное расслоение подмногообра­

зия М. Тогда и = 5*7*, где д : М ।—>• (?*,п ~ гауссово отображение расслоения 

1/. Отображение д ялвяется композицией соответствующего нормального отобра­

жения М ।—► бь.п и отображения стандартного вложения Ск,п 1—> С*։О0. Если 

дМ ф 0, то предполагается, что М в токчах края ортогонально к дN. Тогда 

ограничение расслоения I/ на дМ совпадает с нормальным расслоением подмно­

гообразия дМ С сМУ.

Будем говорить, что имеется (5*, кь)-оснащение подмногообразия М, если 

дано некоторое (5*, А*)-оснащение его нормального расслоения и. Пару, состо­

ящую из подмногообразия М я его некоторого (5*, А*)-оснащения (д, Ф) будем 

обозначать через (М, (5, Ф)) и называть (З^, к^)-оснащенным подмногообразием 

многообразия И, ил просто (Зь, к^-оснащенным многообразием.

Пусть (М, (5, Ф)) - некоторое (5ь, Аь)-оснащенное п-мерное многообразие, и 

пусть Ь - связная компонента многообразия 3?/ ф 0. Пусть д : М ।—>• Ск.оо 

- гауссово отображение нормального расслоения подмногообразия М С Ш.п+*.

Положим д' = 5|х,, д' = д[/,. Ограничение отображения Ф на Й(А* о 5*)*7* 
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порождает изоморфизм

ф': (Л* о<т'),7* —> (д'Г7к

и (Зк, А*)-оснащенное многообразие (£, (д', Ф')). Будем называть (5*, ^-оснаще­

ние (д/,Ф/) ограничением на Ь (5*, А*)-оснащения (р, Ф).

Пусть (ЛГо, (д0, Фо)) и (Мх, (р1։ Фз)) - некоторые (5*, А*)-оснащенные п- 

мерные подмногообразия евклидова пространства Ш.п+*. Будем говорить, что 

(Мо, (д0, Фо)) и (М1, (дг, Ф1)) (5*. Нк)-оснащекно бордантны, если существует та­

кое (Зк, А*)-оснащенное (п+ 1)-мерное подмногообразие (М, (д, Ф)) многообразия 

П1п+* х I, что

М П (Ш.п+* х ։) = М,х г, ։ = 0,1

и ограничения оснащения (д, Ф) на Мо х 0 и М1 х 1 совпадают с (д0, Фо) и (д1г Фх), 

соответственно. Подмногообразие (М, (р, Ф)) будем называть пленкой (3к, Не­

оснащенного бордизма между (Мо, (<7о>Фо)) и (Л!՜!, (Р1,Фх)).

Отношение (Зк, А*)-оснащенной бордантности для (5^, Ах)-оснащенных мно­

гообразий является отношением эквивалентности. Доказательство аналогично 

доказательству соответствующего утверждения для классически оснащенных 

многообразий (см. [2]). Класс (Зк, Ак)-оснащенных бордизмов (Зк, /^֊оснащенно­

го многообразия (М, (д, Ф)) будем обозначать через [(АГ, (д, Ф))]*. Множество 

классов (Зк, А*)-оснащенных бордизмов п-мерных замкнутых (5ь,/ц)-оснащен- 

ных многообразий обозначим через Пп(5ц, Л*). Множество Пп(5*, А^) превраща­

ется в группу с несвязным объединением (Зк, А*)-оснащенных подмногообразий 

многообразия ГО.п+*. Таким образом, для всякого фиксированного к > 0 воз­

никает категория кобордизма [4], которую будем обозначать через П(5*,Ац) и 

называть категорией кобордизма (&,/^-оснащенных многообразий.

Пусть имеются последовательность пространств {5* } и последовательности 

{в*}, {Ац} таких отображений з* : Зк >—> 5*+1, Ль : 5* 1—> Ок.оо, что 

А*+1 о Як = ]к о Нк, к > 0. Пусть (М, (д, Ф)) - произвольное (Зк, А*)-оснащенное 

многообразие. Изоморфизм Ф порождает канонический изоморфизм

Д(Ф) : (Ак+10 (зк °5))’7*+1 >—> (Л °»)*7*+1-



Теорема об (5, А)-оснашенном кобордизме 79

Вложение М С Ж."+* С Ш.՞՜*՜*՜1 вместе с отображением з* о д и изоморфиз­

мом Е(Ф) определяют некоторое (5*+1, А*+1)-оснашенное многообразие (М, (зк о 

д, Е(Ф))), которое обозначим через Е(М, (д. Ф)) и будем называть надстройкой 

яяд (М, (д, Ф)). Введем обозначения

Е°(М, (р, Ф)) = (М, (д, Ф)), Ет(М,(д,Ф)) = Е(Ет~1(М,(д,Ф))), т > 1.

Класс эквивалентности [{Дт(Л£, (д, Ф))}] последовательностей {Дт(ЛГ, (д, Ф))} 

будем называть (3, К)-оснащенным многообразием (две последовательности счи­

таются эквивалентными, если они совпадают, начиная с некоторого т). Понятие 

края (5, А)-оснащенного многообразия определяется естественным образом.

Два (3, А)-оснащенные многообразия называются (5, К)-оснащенно бордант- 

ными, если в соответствующих классах эквивалентности существуют такие по­

следовательности

{Ят(Мо,(ро,Фо))} и {^(Мх.^.Ф!))},

что (Зк, Л*)-оснащенные многообразия 2?т(Л/о> (<7о> $о)) и •Е'т(ЛЛ> (<71> Ф1)) явля­

ются (Зк, А*)-бордантными, начиная с некоторого значения т. Легко проверя­

ется, что определение корректно и отношение (5, А)-бордантности является от­

ношением эквивалентности. Тем самым возникает категория кобордрзма (5, А)- 

оснащенных многообразий, которую будем обозначать через П(5, А). Класс (5, А)- 

оснащенных бордизмов (5, А)-оснащенного многообразия [{Дт(ЛГ, (р, Ф))}] будем 

обозначать через [(Л/, (р, Ф))], а множество классов (5, А)-оснащенных бордиз­

мов п-мерных замкнутых (5, Л)-оснащенных многообразий будем обозначать че­

рез Пп(5, А). Если (Мо, (р01 Фо)) и (АЛ, (р1։ Фх)) (5*, А*)-оснащенно бордантны, 

то Д?(ЛГо, (р0, $о)) и Е(М1, (рц Фх)) также (Зк, А*)-оснащенно бордантны. Ввиду 

этого сопоставление [(ЛГ, (р, Ф))]* 1—► [Д(ЛГ, (р, Ф))]*+х определяет гомоморфизм 

групп

Е. :Пп(5х,Ах) ।—> Пп(5*+1, Ац-х).

Гомоморфизм Е. называется надстроенным гомоморфизмом, индуцированным 

оператором надстройки Е.
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Теперь, следуя [7], исходя из последовательностей пространств В* и отобра­

жений

кк : 5 ।—> <?и,оо. зк : Зк »—> В*+1, А*+։ о Зк = 1к ° А*,

определим категорию кобордизма (В, /^-многообразий. Для этого рассмотрим 

расслоения /* : Вк 1—> Ск,оо, гомотопически эквивалентные отображениям А*. 

Пусть М - некоторое п-мерное подмногообразие в Шп+* ид:М •—> В* - некото­

рое поднятие гауссово отображения д : М >—4 Ск,оо подмногообразия М. Соглас­

но принятой в [4] терминологии всякий класс послойной гомотопий [д]р называ­

ется, (Зк, кк)-структур ой расслоения д‘^к. Пара (М, (у]р), состоящая из подмно­

гообразия М и некоторой (Зк, А*)-структуры нормального расслоения <7*7*, на­

зывается многообразием с (Зк, кк)'-структурой, или (Зк, А* ^многообразием. По­

нятие ограничения (Зк, А*)-структуры на край и понятие (Зк, А*)-бордантности 

для (Вь, А* ^многообразий определяется аналогично соответствующим понятиям 

для (Зк, А*)-оснащенных многообразий.

Класс (Зк, А*)-бордантности данного (Зк, А*)-многообразия (М, [р]р) будем 

обозначать через [(ЛГ, [$]р)]*. Обозначим через Пп(Вк,А*) группу (В*, Ак)-кобор- 

дизмов п-мерных замкнутых (В*, А*)-многообразий. Таким образом, для всякого 

фиксированного к возникает категория кобордизма (Зк,кк)-многообразий, ко­

торую будем обозначать через П(В*,А*). Пусть (ЛГ, [д]р) - некоторое (В*,А*)- 

многообразие. Тогда возникает (В1-+1, А*+1)-многообразие (М, [7* о д]р), которое 

будем обозначать через Е(Л£, [д]р) и называть надстройкой над (М, [5]р). Поло­

жим

Е°(М,[д]р) = (М,[д]р), Е"*(М, @р) = Е(Ет֊1(М, [$]„)), т > 1.

Если (Мо, [зо]Р) и (М1։ (£1]р) (Зк, А*)-бордантны, то Е(Л/о,[ро]р) и Е(ЛГ1, [^х]р) 

также (В*, А*)-бордантны. Поэтому, сопоставление [(ЛГ, [р]р)]* ՛—> [Е(М, [з]р)]к+1 

определяет гомоморфизм групп

Е» : Пп(Л,А*) ।—> Пп(В*+1, А*+1), 
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который будем называть надстроенным гомоморфизмом, индуцированным опе­

ратором Е. Напомним, что (5, А)-многообразие в смысле [4] представляет со­

бой класс эквивалентности последовательностей {Ет(Л/, [^]р)} (две последова­

тельности считаются эквивалентными, если они совпадают, начиная с неко­

торого т.) Категорию кобордизма (5, /^-многообразий будем обозначать через 

Я(5, Л). Пусть Пп(5, А) - группа (5, А)-кобордизмов п-мерных замкнутых (5, А)- 

многообразий (см. [4]). Тогда Пп(5, А) = Нлр Пп(5*, А*), где предел определяется 

последовательностью

Пп(^о,Ао) —* Пп(^1>А1) •—» •••.

Пример 1. Пусть а = (а1։ ...,а*;/) - произвольный символ Шуберта. Положим

Е(а) = (1,01 + 1,-, аь + М), Ет(а) = Е(Ет-1(а)), т > 2.

Рассмотрим коммутативную диаграмму
$(Л) , $(£(<>)) ^В(°) . 5(Я’(а)) JS’(e)

4- яа ■!• яД(о) 1 ля’(а)
6*>Оо ) 6*4-i|OO jk+1 ) 6*4.2,00 jk+2 )

Положим

St — S(S (a)), At — ££1-ь(а), st — j's<-*(e)> t > А.

Для всякого t > к можно рассматривать категорию кобордизма П(5,,А(). Воз­

никает также категория кобордизма П(5, А). Как было отмечено выше, задание 

(St, Аь)-оснащения n-мерного подмногообразия евклидова пространства JRn+* 

равносильно заданию некоторого a-оснащения его нормального расслоения. Вве­

дем обозначения : П(а) = n(St,Ai) (категория кобордизма а-оснащенных мно­

гообразий), П-Е(а) = (категория кобордизма стабильно а-оснащенных

многообразий), П„(а) = Пп(5*,Аь) (n-мерная группа а-оснащенных бордизмов), 

П?(а)=П„($,Л).

Пример 2. Рассмотрим особый случай, когда S* = G*1OO, А* = 1сЬ|<я> s* = у*. 

Напомним, что в этом случае (S*, А^)-оснащение подмногообразия евклидова про­

странства эквивалентно счетному оснащению его нормального расслоения. Мож­

но доказать, что данная категория кобордизма счетно-оснащенных многообразий 

эквивалентна категории кобордизма неорентированных многообразий.
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Теперь для любой пары (п, к) определим канонические гомоморфизмы

С(п, к) : П„(5*,А*..) ।—► Пп(5*,Л*), Л(п, к) : ЯП(Л,А*) >—> Пп(5*, А*).

Пусть (М,(д,Ф)) произвольное (£*,/ц.)-оснащснное многообразие, и пусть Р* 

- некоторая гомотопия, присоединенная к изоморфизму Ф. Тогда (В*)о = А* °0, 

(В*)։ = д. Рассмотрим расслоение Д : В* ।—> б*|0о и каноническое поднятие 

Г* :

Ё* : М х I >—> Вк, (Г*)о = дк од.

Из предложения 8 и теоремы 2.8.10 [б] следует, что класс послойных гомотопий 

не зависит от выбора гомотопии Р*. Пусть (Мо, (д0, Фо)) и (ЛД, (дх. Фгу) 

(В*, Ак)-оснащснно бордантны и (М, (д, Ф)) - пленка (Зк, Ак)-оснащснного бор­

дизма между ними. Ограничение гомотопии Г* на М, х I С М х I, I = 0,1 

представляет собой гомотопию, присоединенную к Ф,. Положим Р*‘ = Р*\м,х1- 

Пусть #*,/’*" и Ё*' канонические поднятия, соответственно, гомотопий 

В*, Г*п и В*' такие, что

(В*)о = Чк °д, (Ё*”)п = дк од0, (Ё*')о = дк од1.

Тогда

, = » = 0,1.1А/,х 1

Следовательно, [Зк, А* ^многообразие (М, [(#*)1]р) является пленкой (Вц-.А*)- 

бордизма между (Мп, [(Ё*") 1 ],,) и (ЛД, [(Г*’)։];•)• Ввиду этого можем определить 

гомоморфизм (}(п, к) формулой

«(п,к)[(М,(я,Ф))]к = [(Л/, [(/•*),]„)] * .

Прежде чем определить гомоморфизм Я(п, к) докажем вспомогательное утверж­

дение. Пусть М С П<"+1 некоторое замкнутое п-мерное подмногообразие. 

Р;и:смотрим его гауссово отображение д : М >—» бк.ж-, и пусть отображение 

д : М >—> Вк такое, что Д о д = д.
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Предложение 19. Пусть Г°. Г1 : М у. I.—► С*.ж - эквивалентные гомотопии 

такие, что /’о = Л] = ^к ° гк ° д, Рк = Р^ = д. а Ф/го и Ф/ч - некоторые 

изоморфизмы, присоединенные к Р° и Р1. соответственно. Тогда

[(АГ. (г* од. Ф/-о))]1 = [(Л/, (г* од. Ф/ч))]г

Пусть (М, [<7]р) - произвольное (5ь /^-многообразие. В силу предложения 

14 существует каноническая гомотопия

Я[$]:МхЬ—ьСк.'х, Н[д]о = Ьк отк од. Н{д]к = д.

Рассмотрим некоторый изоморфизм Ф : (Л* от* од)~ук >—> д’ук. присоединенный 

к гомотопии Я[р] и (5*. /1*)-оснащенное многообразие (ЛГ (тк од. Ф)). Определим 

гомоморфизм Я(п, 1՛) формулой

Л(п. *)[(ЛГ. [£]„)]* = К^- (»•* ° 9- Ф))]* •

Корректность определения доказывается на основании предложений 19 и 3. 

Доказательство следующей теоремы (об (5. /1)-оснашенном кобордизме) основано 

на предложениях 11 и 17.

Теорема 1. Для любой пары п. к > 0 имеются канонические изоморфизмы

П„(5а..Лд.)^Пп(5*.Л*), П,,($./>) = П„(5.Л).

Доказательство. Для установления первого утверждения докажем, что гомо­

морфизмы Д(п. !■) и ()(п.к) взаимно обратны. Пусть [(Л/, (р. Ф))]* - произволь­

ный элемент из П„ (5д.. Ьк). и пусть Р* : М х I >—> Ск.х ~ некоторая гомото­

пия. присоединенная к изоморфизму Ф. Рассмотрим каноническое поднятие Я*. 

(Г*)о = дк од ГОМОТОПИИ Р*. Тогда

Д(». к) о (2(н. (д. Ф))]ц. = [(Л/, (г* о (Г* И. Ф1))^ .

где Ф1 - некоторый изоморфизм, присоединенный к канонической гомотопии 

Из предложений 15 и 19 следует, что

I (Л/, (г* о (/■*)!. Ф))1* = Г(Л/. (Р. ф))]ь
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Следовательно, R(n, к) о Q(n, к) = ln.(s*,At)- Теперь покажем, что Q(n,k)o 

oR(n,k) = ln.(S*,A*)- Пусть [(M,[j]P)]k ֊ произвольный элемент из fln(Sk, М- 

Полагая д = г* ° д, мы можем написать

Я(п,*)[(М,ИЬ)]* = [(М,(У,Ф))]։,

где Ф - некоторый изоморфизм, присоединенный к гомотопии Я[£]. Рассмотрим 

каноническое поднятие Я[д] гомотопии Я[р] такое, что Я[$]о = д- Пусть F* : 

М х I ।—> Gk.oo ~ некоторая гомотопия, присоединенная к изоморфизму Ф, и 

пусть F* : М х I >—> Вк - каноническое поднятие гомотопии F* такое, что 

(F*)o = qk о д. Тогда

О(п,*)[(м,(г,Ф))]*= [(M,[(F*)i],j]t

Покажем, что [(-F*)i]P = [?]₽• Согласно предложению 16 существует послойная 

гомотопия

Т : М х 11—> Вк, To = qk°g, Tj = (Я[^])1, /к°Т» = Л*ор, t g I.

В силу предложения 10 гомотопии Я[£] и F* эквивалентны, т.е. существует такая 

гомотопия G : М х I х I >—> Gt1OO, что

С1мхох/ = ЯИ- ^Iwxix/ = F*’

G(®,t,0) = Qk °д(х), G(x,t, 1) = д(х), xeM,teI.

Так как

ДоЯ[р] = Я[$]), fkoF* = F*, fkoTt = hkog, tel,

то согласно теореме 2.8.10 из [6] существует такое поднятие G : М х I х I >—> Вк 

гомотопии G, что

^ImxOxZ - ^1мх1х/ = F ’ ^!lмx^xo = ^1•

Тогда отображение G|Mx/xl определяет послойную гомотопию между отобра­

жениями д и (F*)i, т.е. [(АГ, [(-?*)1]₽)]к = [(Af, [ff]P)]jt и, следовательно

Q(n, к) о Я(п, i) = ln.(s*,A*)-
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Для доказательства второй части теоремы 1 покажем, что диаграммы

П.(5*,Л*) ) П.(5*,ЛЙ)

В. | Е.
П.(5։+։,Л*+1) + П.(5*+1|Л*+1)

коммутативны. Пусть [(М, [д]р)]* € Лп(5*,Лк). Тогда

Е. о Я(п, к)[(М,[д]р)]к = Е. [(ЛГ, (г* од, Фя[д))]к =

= [(ЛГ, (л* откор,Д(Фяи)))]к+1>

где Фя[$] - некоторый изоморфизм, присоединенный к гомотопии Я[§]. С другой 

стороны

Д(п, к + 1) о Е. [(М, [&)]* = Я(п, к + 1)[(М, [Л О р]р)]*+1 =

= [(АГ, (’•*+1<>Лор,Фя[Лоя))]к+1>

где Фя[Ло$) - некоторый изоморфизм, присоединенный к гомотопии /£[/», о р]. 

Согласно предложению 18 имеем ° з] — ° ^[з]- Из предложения 12

получаем, что изоморфизм Д(Фяу]) присоединен к гомотопии о /Цр]. Так как 

з* о г* = г*+1 о Д, то из предложения 19 следует, что

[(АГ, (тк о Л од, Фн[Лвя))]*+1 = [(АГ, (з* огк од, Д(Фя[я])))]к+1 •

Следовательно, Е. о Д(п, к) = Я(п, к +1) о Е.. Отсюда и из первой части теоремы 

1 получаем, что Е. о <Э(п, к) = С)(п, к +1)о£,. Поэтому возникает взаимно 

обратные изоморфизмы

0(п) : ПП(Д, А) —> Пп($, А), Я(п) : Пп(5, А) —► Пп(5, Л),

где

ф(п) = Ит <Э(п, А), Я(п) = Пт Я(п, к), 
к-^со к-* оо

Следовательно группы Пл(5,/1) и Пп(5, К) канонически изоморфны. Теорема 1 

доказана.
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Согласно обобщенной теореме Понтрягина-Тома (см. [4]) существуют »•.эт­

нические изоморфизмы

е(п,к) : —> Кп+кСТЦ;-?);!/*),

ff(n) : Qn(S,A) —»• lim жп+4(Т(А'7*);У*),К-* СО 
где T(fk~fk) ~ пространство Тома расслоения Ат*,

!Л = Т(А*7*) \ «(А’Т*), fl(n) .-= lini fl(n, к).к—>oo

Положим т.к = T(Aj7*) \t/(A*T*).

Теорема 2. Для любых п,к > 0 существуют канонические изоморфизмы

е'(п,к) : П„($*./ц.) —> 7ГП+*(Т(/Ч7*);х*),

<Г(п) : П„(5,А) —> lini тгп+д.(Т(/^7*);х1). ’ к—>00

Доказательство. Гомотопическая .эквивалентность г* : В* •—> Sk канонически 

продолжается до гомотопической эквивалентности

п: T(AV) Т(Л;7*), rt(5t) = т.к.

Рассмотрим индуцированные отображениями гк изоморфизмы

г(п,А) : K„+k(T(fkyk)-,yk) »—> xn+k(T{hkyk)-.T.k).

Имеются коммутативные диаграммы

ятщ-г) .?£*> ет(л;7‘)

J- TJk

в которых отображения TJkt7՝sk определяются отображениями Jk.xk (см. [4]).

Возникают коммутативные диаграммы
т(н, к)

i (T4I.OE' 4(Т.ч*).оЕ'
«.+*+! (T(/;+։1*-MJ;,t+1) r(w՛к + !)) r.+*+l(T(h;+17‘+>);zM1)

в которых £' обозначают гомоморфизмы.надстройки. Положим г„ = lini r(n, А-) 

и определим требуемые изоморфизмы формулами

Н'(н. к) = г(п. к) о 0(н. к) о Q(n. А), Н'(п) = г(п) о 0(п) о Q(n).

Отметим, что 0'(н) ~ Jim У'(п,к). Теорема 2 доказана.

Как следствие из теоремы 2 получаем следующее.
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Теорема 3. Для любого символа Шуберта a = (ui..... а*: I) существуют кано­

нические изоморфизмы

П„(а) = тгп+1.(Т(7(а)):эс) и Ilf (а) = тг*+А(Т(7(а)): эс).

ABSTRACT. The paper considers morphisms of vector fiber spaces. It 
concentrates on the concept of a (5. h)-framed cobordism. A theorem 
on (S./i)-framed cobordisms in conjunction with generalized Pontriagin- 
Thom’s theorem imply, in particulary, rfn analog of Pontriagin's theorem 
for а-framed manifolds.
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