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Գլխավոր խմբագիր Ռ. Վ ՀԱՄԲԱՐԶՈՒՄՅԱՆՆ. Հ. ԱՌՕՔԵԼՅԱՆ Ի.Դ. ՋԱՍԼԱՎՍԿԻ Ա. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ. Ս.Ն. ՄԵՐԳԵԼՅԱՆ Ա. Ր.ՆԵՐՍԵՍՅԱՆ Ռ. Լ. ՇԱՀԲԱՂՅԱՆ գլխավոր խմբագրի տեղակալՊատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. Հովհաննիսյան
Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապւս- 
րակել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա «Մաթե­

մատիկա» ամսագրում, հաշվի աոնել հետևյալ կանոնները
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամու­

լը (այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների 
ծավալը ոչ ավելի քան 5~6 մեքենագրված էջ:

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրա­
պարակման բացառիկ դեպքերում՛ խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ:

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով:

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ­
վել համապատասխան լեզվով:

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծի­
կով վերևում:

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում:

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման 
տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համա­
րը, տարեթիվը և էջերը:

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համա­
պատասխան տեղում:

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում:

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես 
հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբա­

նումով:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 

է տվյալ աշխատանքը:
1Չ. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն՛, անունը և հայրանունը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագ­

րության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ- Գիտությունների Ակադեմիայի 
Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»:



ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ПОЛИНОМАМИ
НАИЛУЧШЕГО КВАДРАТИЧЕСКОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

А. Л. Григорян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 5, 1997

Пусть f — 2тг-периодическая функция. Тригонометрический полином 
«-1

Тт(х) порядка не выше т, минимизирующий сумму [/(xj) — Тт(as<)]2, 
1=0

4 7^0 вш|(Х| — х)

Аппроксимацией функций полиномами наилучшего квадратического приближе­

ния занимались С. Н. Бернштейн [1], М. Д. Калашников [2], Г. П. Губанов [3] и

другие.

где xi = I = 0,1,1 для некоторого целого числа q > 2т, 
называется полиномом наилучшего квадратического приближения для 
функции / по системе точек ®/. Пусть Н — совокупность всех 2тг- 
цериодических функций Цт.), которые удовлетворяют условию |/(х2) — 
-/(*1)1 < |х2 -Z1I, и пусть Qn(x,H) = sup |/(х) — Tm(/,z)|. В настоящей 

/ея
работе будет дано решение задачи об асимптотике величины С^(х,Н) 
при т, q —> оо.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Для 2тг-пе.риодической функции / тригонометрический полином Тт(х) порядка 

не выше т, который минимизирует сумму

9—1
УЗ(/(*|) - Г,п(хг)]2, где х։ =---- , Г= 0,1,...,д-1
1=0 9

для некоторого целого числа q > 2т, называется полиномом наилучшего квад­

ратического приближения по системе точек х/. Известно (см. [1]), что этот по­

лином, который мы обозначим через Тт(/,х), имеет вид 4 * * *
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Совокупность всех 2?г-периодических функций /(х), удовлетворяющих усло­

вию Липшица |/(хг) — < lxa ~ xiL назовем классом Н. Обозначим

С’(х։Я) = eup |/(z) - Tm(f,x)\, р(х) = 1 + 
/ен i innl . 2с08(|{Мх)-§})֊

D^ = —

где IN - множество всех натуральных чисел, а {а} - дробная доля а.

В работе [2] получена формула для С^„(х,Н), с помощью которой можно ис­

следовать асимптотическое поведение этой величины при условии, что q делится 

на 2т + 1. В настоящей работе мы получаем асимптотики (при m, q —> оо) для 

С^(х,Н) без этого ограничения.

§2 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Пусть х - произвольное число, m,q € IN, q = qm > 2m, a

при т —Ь оо, и пусть

уЦх,а) = СЦх,Н)
ira/2 In ml 1 

sin(ira/2) m
а) Если а иррационально или a = 0, то

4
lim у^(х,а) = —. т—>©о тг*

б) Если а = где в, р е IN, (s,p) = 1, то при lim Dv(a,p) > 0 имеем р т-юо
4

Ут(х,а) > —. 
П—к АЛ ТГЛ

lira учт(х,а) < 
П1-4ОО irpsin

2

а при lim Dv(s,p) < 0 имеем m—>oo
2 

lim y?„(z,a) > — m-t-oo ТГр cot —, 2p
____  4
lim у’Дз.а) <

m—foo 7Г

Кроме того, для любого

h е 4 
я2՜' тгрвш^ или . Г 2 Л 4]Ле — cot—;— тгр 2p 7Г2

2

и для любого x (за исключением быть может тех х, для которых отношение z/2?r 

рационально) существуют последовательности {т„} и {gn} такие, что

2mn +1 s г a. , х khm ---------- = - и lim у’՞ (z, a) = Л.n-+oo qn p П-ЮО n

Замечание 1. Величина С^(х,Н) имеет период 2тг/д по переменной х. Ввиду 

этого в дальнейшем будем считать, что 0 < х < 2?г/д.



Приближение функций полиномами наилучшего ... 7

Замечание 2. В определении величины С^(х,Н) класс Н можно чаменитт. 

на класс Нт 2тг-периодических функций, удовлетворяющих условию Липшица 

степени 1 и обращающихся в нуль в данной точке х. Таким образом

С’։(х,Я)= вир |Тт(/,х)|. (1)
/ея.

§3. ДВЕ ЛЕММЫ

Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 1. Положим

Г°° тпЪ(кх) Их'0 + 1 ’ ^Ък = Ьк - Ък+1, к = 1..... т.

Тогда
1 _ ь , д

вш(1г/։/д) 7Г к пк՝ (2)

(3)

(4)

Доказательство. Поскольку
с±к։

е<х + 1
(֊1Г՜1 
п ± к/д ’

то 
_ к (—I)՞֊1

* ?2 41п2 -к2/ч2' 5

Отсюда, подставляя в формулу (см. [4], стр. 473)

-^֊=1+£(-1)п-зА^- 
вша; х х3 — п2тг2п=1

значение х = як/д и учитывая (5), получим (2). Далее, из (5) имеем

, - к 1 1 1
‘ «2 \41 (2п - !)2 - к2/ч2 41 (2")2 - к2/ч2) - Ч2 41 (2п ֊ I)2 ֊ 1/4’

откуда следует (3). Для доказательства формулы (4) заметим, что
1 г°° е{к+к}։ _ ек։ + е-н _ е-(к+1)< 

= ---------------

(е'-1)(е“+е-1>«>‘
2(е«‘ + 1)

(е‘ — 1)е*‘ 
е«‘ + 1

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть /(х) - ограниченная 2к-периадическяя функция, и пусть

֊ /(*/). ||Д/|| = тах|А/(х/)|.

Тогда равномерно по тп,д и х имеет место формуля

Тт(/,х) = _____1_____у △ /(х,)СО8(гп + 1/2)7(/)
2д 8т(тгтп/д) вт(7(/)/2)

+ /(0)+О(т||Д/||),

где

Доказательство. Применяя к Т„, (/, х) преобразование Абеля, получим

2 ,-1 
Тт(/.х)=-£А/(х,)Л( + /(0), (6)

9 /=1

где «-1
= У От(х - ։,), 

|=1
а От{х) - ядро Дирихле. Замечая, что

А в“1 *(7 + ®) зшА7(/)
1 2 281п(тгЛ/д) £^2в1п(тгк/д)'

а также
" шп^+х) £ 28ш(тг*/д) "о(’)։

из (6) получим

ад. »։=֊ £*/<*՛) Ё +֊ Еад->+л»>+о(пд/п>- р>

Поскольку

△/(х,)У =О(т||Д/||)
^8т(тгЛ/9) К

и, аналогично
|1=£1А/С.)£^)=0М|А/11), 

то применяя лемму 1 из (2) и (7), получим

Тт(/, ®) = ֊ £ △/(=/) Е + /(0) + 71 + 72 + °(Г11Д/11)՛ <8)
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где

Так как

£д/(«։) = О(т||Д/||), 
/=г

то из формулы
sin пт, я — хЕ —= — 0<։<2’

п=1

имеем

л=֊ eV2? - й +° (т1 |д/| |)=7Г \ Z Z J1=Т ՝ '

= -7 Е △/(*«) Е + °(Т11Д'Н)-
™ 1=г к = 1

Обратимся к изучению суммы J2. Обозначим

(9)

m тп
В,„(2) = Е6*8“ МО. Л"*(0 = y^8infry(Q. 

4=1 4 = 1

Применяя преобразование Абеля, получим 

т-2 /к \ т-1
вт(1)= Е ЕЛ'Ю △2Ь* + АЬт-1ЕЛ‘(0 + ЬтАт(0, 

k=l \։=1 / 4=1

где ^2bk = Ab* — △bfc+i. Так как

т-2
£ (fc + 1)Д2&1- = 2ЬХ - b2 - Ьт֊1 - (т - 1)Д6т_х, 
4=1

то

Jl =
2brn сов(т + 1/2)7(i)
— Х,д/(х<) 28in(7(z)/2) + S, (Ю)

где

7Г “* \ Z J £|=г ՝ '

1 
4sm27(i)/2

т —2

Д’б* em(fc + 1)7(2) -
4=1

ДЬт-18штп7(2) 
4вш27(2)/2
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Оценим величину 5. Заметим сперва, что

1 ’у^’ |8т(*+ 1)7(П| < 1 у? 1 , 1 ’у^3 1 <
9 1^2 8[а2 " д Ал 8к? 7(/>/2 9 »=[Й+1 8*°2 7(/)/2 “

(«/։] . («/։)-։ ,52 (I - 2Р + 4 р + 0(1) = 0(т։г)։
-г+9 ' ' / —г+Ч

(П)

Кроме того, так как

/■“ △’8ШЬ(*®) , 
I ----------'о е’1 + 1 (81пЬ кх)" > О,

то имеем △2 (12)

Из соотношений

т-252 д2ь* = дьх - 
*=1 8Ш7(1)/2 ~

а также из (3), (4), (10) - (12) получим

5<||А/|| О
V____ 1____
А? 8Ш 7(0/2

тп—2
+ О(9т) £△’&* +О

= О(ЦА/П). (13)

Следовательно, из (8) - (10) и (13) вытекает оценка

Тт(/,Х) = ֊1 £△/(!<) £ 

1=г И:=>п+1

8ш *7(0 26т у< , соз(т +1/2)7(/)
к 28Ь|7(/) +

+/(0) + О(т||Д/||). (14)

Займемся изучением величиныс=1£ дЛ։,) £ 
1=т к=т+1

В работе [5] (стр. 182) получена оценка

вш*г сов(т+1/2)х А/ .Е — - +1).ь । - й<т++ Е дтм.
к=т+1 1 ' 2 *=т+1
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где

△(*) = 1 1 
к к + 1

△а(Л) = △(*) - △(!• + !) = О 1 \ 
к3)'

вт(к 4- 1)г 
Авт2 ®/2^к(х) = ֊

Отсюда, учитывая (11), имеем

1 V Л м, ։ сов(т + 1/2)7(/) 
%(т+!)^ Л " 28т(7(1)/2)

д—г—3 оо д—г—3< △(т+1) £ КМ7(1))|+ 52 Да(*) £ №(т(0)1 + о(֊) О(||Д/||).
А*=т+1

(15)

Из (14) с учетом (15) следует, что

7,„(/,х) - 2Ьт + (7+ 1}՜- £ Д/^)С°8(2^^1£2п7(г) = ОМ|Д/||). (16)

71 1=г *•8Ш

Замечая, что
соа(тп + 1/2)?(0 

(тп+ 1)вш(7(0/2)
Д/(х։) = О(т||Д/||)

и используя (11), выводим, что в оценке (16) число (тп+1) 1 можно заменить на 

т՜1. Так как при этом

26т + т 1 = 7Г
д 8т(тгт/д) ’

то лемма 2 доказана.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Докажем сперва, что равномерно по т, д и х имеет место формула

СЦх,Н) =
1Г

д28ш(кт/д)
со8(т + 1/2)7(/) 

8т(7(1)/2) (17)

Отметим, что из определения С^(х,Н) и из леммы 2 легко следует оценка

сверху :

С"‘(1։Я) ֊ д28т(тгтп/д) £ со8(тп+ 1/2)7(1) 
81п(7(/)/2) (18)
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Для нахождения оценки снизу обозначим

р(х() = sign(coe(m + l/2)-y(Z))։ lk = + 5 + 57’ к е
TtTft i it £>Т\

Ясно, что p(z/) = (-l)i+1 при l G (/*,/*+1). Построим 2тг-периодическую 

функцию fo(t) следующим образом : fo(t) = 0 при 0 < t < хр,]+1, /о (О линейна 

на [xj_i,x,] и /о(®>) = + (—1)*2тг/д при j G Gtjfc+i), где j = [0] + 2,

[0] + 3,..., [д/6]. Аналогично, предположим, что /о(О = 0 при X[J։m_,] < t < 2тг, 

/о(0 линейна на [х,_1,ху] и /о(ху-1) = /о(х>) + (-1)к2тг/д при j G (kj*+i), где 

j = Pam-i] ~ P։m-i] - 2,-i [5д/6]. Для значений t G (®fa/6], ®{s։/6] функцию /0 

определим линейно. Ясно, что /о(0 6 Нх. Поскольку для построенной функции 

/о имеем

1 18 V՜1 д, Z ^08(171+1/2)7(0

U sin(7(0/2)

2д8т(тгт/д) (=[^)+1 701 11 8in(7(/)/2)

△/о(х() = —р(х<), I = ßj + 1,.... fe/6], I = [5д/6],.... р2т_х], 
9

то из (1) с учетом леммы 2 получим требуемую оценку снизу, которая вместе с 

(18) доказывает формулу (17).

Чтобы получить утверждение теоремы для иррациональных а, обозначим

1 |cos(m+ 1/2)7р)|
9 sin(7(0/2)

и докажем, что

^(9) = ^+^Е(-1)псоз 
п=1

х

n(2m+ 1) 
9

(19)
(4п2-1)-1 + О(1)

равномерно по т, д и х, где 6 = (2т + 1)тг/д, а || • || - расстояние до ближайшего 

целого числа. Замечая, что

совп(2т + 1)7(0 5—i cosn(2m+ 1)7(0 
8т(тг//д) + О(д),

17-1 1
9 sin(7(/)/2)

9
-1пд + 0(1)
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и используя разложение

о 4 “
| созг| = — 4— У2(—1)п+1соз(2пг)(4т1а — I)՜1, 

7Г 7Г п=1

получим следующее выражение :

Имеем

Дп(?)
41пд 4 у\ (—1)п+1 созп(2тп4-1)7(/)

№ + дтг (4п2 - 1) вт(т//д) + 0(1). (20)

1 у-1 соз п(2т + 1)7(!) _ 2 у? 
д зт(тг//д) “ д

С08 2тгп(2т+ 1)1/д • соз 21т(2т + 1)<р(х)/д
ат(тг//д)

+ 0(1) = — 1пдсоз27гп(2п1 + 1)— ■ ?г д
2 „ .. у>(х) ^-4 з1п27гп(2т + 1)1/д

- ֊соа2тт(2т + 1)^-*- V------- . \ .. . ' + 0 1).
9 9 вт(к//д)

(21)

Далее, используя равенства

зш2 7гп(2т + 1)1/д
8т(тг//д)

д— 1п(2т+1) п(2т+1)
=Е Е зт(2£ - 1)1г1/д = соЦ2к — 1)тг/2д

/=1 *=1 4=1

А (2к-1)я п
2_^ со! 1-------- — = 0, р Е
* = 1 9

получим

Е81П 7гп(2т 4* , (2^ — 1)л"зт(тг//д) - X/ со д

Обозначим

п(2тп+ 1) 
9

г = тй1(г; д — г) = дг = д

Нетрудно проверить, что

х (2^ ~ 1)^ Х-՝ х (2^ ~ 1)^ 29 к՜՜՝ 1 л/ \ 9 ։ /. \ л/Е = Е —V՜ = V Е «ту+°(«) = ь‘(1+1 + <>(։)-

Отсюда и из (20) - (22) получим формулу (19).

Обозначим
т 1п\ _ 1 V С08(т +1/2)?(0
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При (2т + 1)/д —> а 0 имеем

Ьт(д) = Ьт(д) + О(1), п(2т+ 1) 
Я Ппа11>

где па - нецелое число для иррациональных а. Разделив (17) на т֊11пт и 

переходя к пределу при т —> оо, согласно (19) получим утверждение теоремы 

для иррациональных а.

Для доказательства теоремы 1 при а = О оценим Ьт(д) снизу и сверху. 

Поскольку
-^֊ = 1 + 0(1), ։е(оЛ), 
8ШЕ X \ 2)

то имеем
. 1я/2]

М9) = ֊12 |сов0(1 ֊ у>(ав))| 1 | сод0(1 + р(х))|
«-р(х) + 1+р{х) +

Замечая, что

81£п(со8 г) = (-1)*+1, ^+кп<х<^ + (к + 1)тг,

получим
(|ж-1)/ч К,1

!„(,)= 1 £ (-1)»« <™«(‘-Д(*)) +
’ -=0 .=«>«

[(т—1)/2] [%+1]+ 1 £ (_1)։+1 £ ^5!М)+0(1)1*=° 1=(<]+1 '
где “? = 2^т(‘+|)±’’<*>-
Из (23) следует а. 1 [(т-1)/2] г п*+х [“?+՛1

Дп(?) > —֊■ £2 з 52 сод0(1-^>(г))+*=о 2 1=(в+]+1

(23)

9т , 1 К"1֊1)/2! / п*+х+ 12 ~ТТ з 12 сод0(1 + ^(х)) + О(1).
*=° 5 М%]+1

Замечая, что

'у֊' Т֊ «.})» + “»(> ֊

мЙ« 2“в
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■
д (1 \ (1 \

2cos - < cos I - - {а*+1} I 6 + cos I - - {aj} ) в < 2,
Z \ £• J \ Z J

получим оценку снизу :

— . . 2(2»n+l) 7г(2тп+1),
Дп(? > -- ---------֊cot-i—----- Unm+O 1).irg Zq

Аналогично получается оценка сверху :

~r t \ 2(2»тИ-1)1пт . _х тг(2т+ 1)Дп(<7) < ------------ :------sin -------------- + 0(1).тгд Zq

Из (17), (24) и (25) следует утверждение теоремы 1 для а = 0.

Пусть теперь

2т +1 з . . _ т
---------= - + £, (з,р) = 1, з.реич 

9 Р

и Е -> 0 при т —> оо. Докажем формулу

(^• + Оу։(в.р))1пд + 0(1), при |ф<3,
5?1пд + Р^(з,р)1п ]|у + 0(е 1пд), при |е|д > 3.

С этой целью отметим, что

. 1«/з]
Дп(д) = - 52 (Iсов0(/ - р(з:))| + I сов0(/ + ^(х))|)/-1 + 0(1) = 

п 1=1

(26)

9-1 (* + 1)Р

к=01=кр+1

(si , s<plx)
COS 7Г —|-e/------ —-

\P P
(si , sw(z)

+ cos 7Г I---- 1- el 4---------
\P P

Г1

+0(eIng) = ^֊5252 (Icmti-^pe + z- 
pj=ik=l

j )| + |с08?г(Ар£ + zj1 + 0(е Ing),

(27)
где z* = £(j ± p(z)). Обозначим

д-1

J(z) = | созтг(крЕ + z)|A: 1 (28)

и докажем, что

J(z) =
| cos ttz| Ing + 0(1),
| ln(|E|g) - |cos7rz|ln£ + O(slng),

при |s|g < 3, 
при |E|g > 3. (29)
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Для е = 0 (29) сразу следует из (28). Пусть теперь е / 0. Тах как

Г | соз я-(црс + г)| 1 Г । С087Г(ир£ 4- г)| + О(1)(
А п 

то равномерно по z

Г4 |coeir(up£ + z)| V'1! / L , м
/ -------------------- du — 2 ՛ -г | соз ir(pke + z) |A u к

(| соз7г(ире + z)| - | cos7r(fcpe 4- z)|) du 4-0(1) <
«-1 <

< 2ir|e|p£ J + 0(1) = O(elng) + 0(1). 
k=l K

Поэтому, с учетом (28) получим

fHw Icostt(u + signe • z)|
J (z) = / ------- -------- 5------ -  du + O (e In q).

J\'\p и
(30)

Пусть |е|д < 3. Для любого у € Ш. верна оценка

Г^чр |со87г(у + *)| ГМдр |с08тгу| ГМчр |8ш%</2| _
/ ------- ;-------аг — —-— аг <֊ г. / ---- ------аг = (7(1).

У|։|р 4 7|։||> 4 7|։|р 4

Из (30) получим (29).

Пусть теперь |е|д > 3. Имеем

Гм,р |со87г(г +4)| ,. Г3р |со87г(я+4)| , /■|е|’р |со8тг(х + *)|
I -----------------аъ — / ---------------- аъ 4՜ / ---------------- о* —

У|։|р 4 7|։|р 4 J3p

= -I соз7гх| 1п |е| + /1'|И’ Iе08*(*+*)! л + оцу. (31)
Ьр 4

Однако
Г"” 1СО3 7Т(Х-Ье)| = |созях| + 0(1) =

Ар t х (32)= /г,Р-^^^ + 0(1) = ֊1п(1Ф) + 0(1)- 
Jl х ’г

Из (30) - (32) следует (29) и при |е|д > 3.

Далее, так как при (в,р) = 1 имеем

р
(| соз irzj | + | соз ttzJ1՜ |) = 2 соз 

i=i

f , > И \ тг . -1 тг< зр(х) - —81П —,
( v ՛ 2 J ) 2р 2р
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то из (27) - (29) следует (26). Пусть выполнено условие Нт О^,(з,р) > 0. т—>оо
Замечая, что 1пд > — 1п |е| при |е|д > 3, из (26) получим

.. - 4 —----- Lm(q) 2 . К
1Ш1 —----— > —. 11П1 —--------- < -----Sin 1 .

m-4oo Ш 771 ~ 7Г4 m-юо Inm ~ тгр 2р (33)

Пусть теперь lira £>^(я, р) < 0. Из (26) имеем 1Л—юо

,. Lm((?) ֊2 , ----Lm(?) у, 4Нт -—— > —cot—. Нт , < —.
m=Foo In 771 ~ тгр 2p 7П-+ОО In 771 ~ 7TJ

Вместе с (17) и (33) это доказывает первую часть утверждения б). Для доказа­

тельства заключительной части утверждения б) рассмотрим последовательность 

2тт1п 4-1 пз 4- а„ 
------------=---------- , п 6 ЕМ;

<1п пр

где 
{1, если зп — 0(тт1ос/ 2),

0, если зп = ЦтпоИ 2),
X (ЗХрП1и заметим, что если — - иррациональное число, то < —— > всюду плотно в 2тг I 2тг Л

интервале [0,1]. Теорема 1 доказана.

ABSTRACT. Let f be a 27r-periodic function. A trigonometric polynomial

T,n(x) of order at most tti, which minimizes the sum £2[/(i|) — Tm(:B/)]2, 
1=0

where z/ = I = 0,1,..., q — 1 for some integer q > 2m is called a polynomial 
of the best quadratic approximation for the function f by the system of 
points xi. Let H be the space of all 27r-periodic functions f(x) satisfying 
l/(®2) -/(zi)l < |X2-®1|։ and let Cfn(x,H) = sup |/(z) -Tra(/,z)|. The paper 

yen
obtains exact asymptotics of C?n(x.H) as m,q —> oo.
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ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА В
ПОЛУПЛОСКОСТИ В СМЫСЛЕ Р-СХОДИМОСТИ

Г. М. Айрапетян, В. Ш. Петросян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 5, 1997

Мы исследуем граничную задачу Гилберта, имея целью найти анали­
тические в верхней и нижней полуплоскостях функции Ф+(г) и Ф_(х), 
удовлетворяющие условию 1пп ||Ф+(х + ։у) — а(х)Ф՜(® ֊ ։՜!/) ֊ Л®) 111 = О, 

где || • ||1 — норма пространства £х(—оо, +оо), а а(х) кусочно-непрерывна 
в смысле Гёльдера. Мы решаем эту задачу в классе Ау, состоящем 
из тех аналитических функций Ф(г), которые удовлетворяют условию 
|Ф(г)| < С|г|'л в каждой области | 1т г| > у > 0, где Сит зависят только 
ОТ у.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть С+ ֊ верхняя, а 6՜ - нижняя полуплоскости комплексной плоскости г. 

Через Ау обозначим класс аналитических вне действительной оси функций Ф(г), 

удовлетворяющих условию

|Ф(я)| < СИ’՞ в каждой области | 1т я| > у > О, (1)

где Сит зависят только от у. Под граничной задачей Гильберта в полуплос­

кости С+ в смысле Ьх-сходимости будем понимать следующую задачу : найти 

функцию Ф(я) 6 Ау, которая удовлетворяет граничному условию

Дто||Ф+(® + ։у) - а(х)Ф"(х - гу) - /(х)||1 = 0, /(х) 6 Бх(-оо,+оо), (2)

где Ф±(г) - сужения функции Ф(ж) на С+ и С՜, соответственно, || • Щ - норма 

пространства Ь1(—оо, +оо), а(х) 0 - кусочно-непрерывная в смысле Гёльдера 

функция, имеющая правосторонний и левосторонний пределы в бесконечно уда­

ленной точке и удовлетворяет условию

|а(х)-д(-оо)| < |а; + х.|„> |а(х) - а(+оо)| < |-Ар-, А,р>0.
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Граничная задача Гильберта в ограниченных и неограниченных областях, в 

классах Гёльдера и V, р > 1 в классической постановке (т.е. когда предпо­

лагается принадлежность Ф+(к) определенному классу аналитических функций) 

исследована многими авторами. Отметим монографии Н. И. Мусхелишвили [1], 

Ф. Д. Гахова [2] и обзорную статью Б. В. Хвсделидзе [3]. Основным аппаратом 

исследования этой задачи является интеграл типа Коши, который является огра­

ниченным оператором в классах Гёльдера и Б?, р> 1.

Исследование задачи Гильберта в Б1 в классической постановке сталкивает­

ся с определенными трудностями. Это обусловлено тем, что интеграл типа Коши 

не является ограниченным оператором в Б1. Учитывая это обстоятельство, мы 

меняем классическую постановку задачи Гильберта на постановку (2). Отметим, 

что при исследовании задачи (2) взамен интеграла типа Коши порождаются ин­

тегральные операторы, которые ограничены в Б1. Постановка (2) для конечных 

областей впервые приводилась в работах [4], [5].

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ И ОЦЕНКИ

2.1. Пусть т.г,...,хп - конечные точки разрывов функции а(л). Выберем непре­

рывные ветви функции 1п а(х) так, чтобы в точке г = оо

О < ао = Де -—;рп«(+оо) - 1па(—оо)] < 1.
27Г1

В каждой точке обозначим

Пк + »Дь = г^[1па(гк - 0) - 1па(ц. + 0)]. 
47Г1

Пусть Ах,.... Ап - целые числа такие, что -1 < А* 4-а* < 0, к = 1, ...,п. Положим

п
$(г) = (г + ։)л' Ц(к ֊ х*)А* схр 

4=1

оо
1 Г г + ։ 1п а(<) <Н 

2тг։ ] I + ։ I — г
— ОО

(3)

где г е С+ и в՜, М = -(Ах + - • • + Ап).

В дальнейшем, если функция Ф (г)՜ определена на С+ и С՜, под Ф±(к) будем 

понимать сужения Ф(г) на С+ и С՜, соответственно, и обратно, если Ф+(я) 

и Ф_(к) - заданные функции на С+ и С՜, соответственно, то под Ф(г) будем 

понимать функцию
ф/2\_/ф+(г) °ри геб+,

1Ф“(к) при г 6 б՜.
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Из определения функции 5(г) и формул Сохоцкого-Племеля непосредственно 

следует

Лемма 1. Функция 3(я), определенная по формуле (3), удовлетворяет следую­

щим условиям :

а) 5'+ (я) = а(х)5՜ (х) для всех х хк, к = 1,п;

б) в достаточно малых окрестностях 14 точек х*, к = 1, ...,п, функция 3(х) 

представляется в виде

<** = ֊(«*+А*). *6 6*^4,

где П*(г) - голоморфная в б* О 14 функция, стремящаяся к определенным 

отличным от нуля пределам при я -> х*, я 6 б± ;

в) в окрестности Уо = {я : |х| > Д} точки я = оо, т.е. для достаточно больших 

R, имеет место

5(х) = (х + г)°о+,/,°По(«)1 Ао = -^7[1па(+оо) - 1па(-оо)],

где По (г) - голоморфная в б± П Уо функция, стремящаяся к определенным 

пределам при я -¥ оо, я Е б± ;

г) (х)]՜1 6 £°°(-оо,+оо).

2.2. Для произвольной функции /(х) 6 £х(—оо, +оо) положим

г/х____л _$+(х + »у) 7 /(<) у сП
Л(/.»,V) ֊---------------  у 4-

— ОО

Лемма 2. Пусть /(х) 6 £х(—оо,+оо). Тогда

||Л(/;х,2/)||1 < С Ц/Ц1,

где С - постоянная, не зависящая от / и у.

Доказательство. Из определения А(У;х,у) имеем

Г у|5+ (х + *у)| Их
I (< - х)2 + у2 сП.

(4)
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Докажем, что

5+ (х + гу) dx 
(4 - х)2 + у2

< сопв4 .

Выбирая число А > 0 так, чтобы х* 6 (—-41 А), к = 1,..., п, где г* - точки разрыва 

функции а(х), будем иметь

у Г 5+ (г + гу) Их _ у Гл 5+(х + *у) <1х у, Г 5+(х + гу)«4х 
5+(Т) У (4 - г)2 + у2 " 5+(4) У_Л (4 - х)2 + у2 + $+ (4) Уи>л (4 - х)2 + у2 ’

-ОО

Равномерная ограниченность первого интеграла правой части доказана в работе 

[4]. Нам следует доказать равномерную ограниченность второго интеграла. Из 

свойств функции 5+ (г) следует, что

5+(г) = 51(г)(г + ։)°°, 1т г > 0, «о > О, 

где 51(х) - ограниченная сверху и снизу функция при |я| > А. Поэтому

у Г 5+ (х + гу) <4х 
$+(*)У|х|>л (<֊х)2+у2

< у Г |х + гу + г|°°<4х
~ |4+ »1°° У (4 — х)2 + у2

— ОО

|х + гу + г|՞0 - |4 + г|а“<4х у Г |4 + г|°ос£х
(4 - х)3 + у2 |4 + г|“" У (4 — х)2 4- у2 ~

— ОО

У <1х 
[(4 — х)2 4-У2]1-а°/2

Учитывая, что

У <4х
[(4 — х)2 4-у2]1՜“"/2 ֊

ОО
Г У <1т

[и2 + у2]1-«о/2 -

завершаем доказательство леммы 2.

2.3. Лемма 3. Для достаточно больших R при |х| > R имеет место оценка

С1|5+(х+гу)|г-֊— < |5+(х+гу)-а(х)5“(х-гу)| < С2|$+(х+гу)| У у > О, 
|х + г| |х + г| 

(5)'
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где С2 > С1 > 0 ֊ некоторые постоянные, не зависящие г г у.

Доказательство. Положим

я + г 1па(4) <Н
4 — я

Тогда

|7+(х 4-։у) — 7՜ (я — гу) | =

х 4- гу + г 
2тгг

1па(4) <11 
4-г)(4-я-гу)

х - гу 4- г
2тгг

1па(4) <44
(4 + г)(4 - х + гу)

1 г-—; 11П1
2тгг л-+<х>

х + гу + г 1п а(4) Л х - гу 4- г 1п а(<) <И
I 4- г 4 — х 4- гу

Поэтому

Далее, имеем

х f1 -
\х + 1у+г

к-1

Г у 1па(<) Л 
-л (* - + У։

у 1п а(4) Л
(4-х)2 4-у2

|7+(®4-гу) — 7 (х — гу)| < тах11па(4)|.

" / • \ А*ТТ ( Д - гу ֊ »А \ х

к = 1 +

/У՜!
ехр[7՜ (х - 1у) - 7+ (я 4֊ гу)] = 5+ (х + гу) 1 -

х-1у-хк
х + 1у -хк

я - гу 4- г 
х 4- »у 4- ։

(6)

)ы
X

А*՜

ехр[7՜ (х - гу) - 7+ (я 4- гу) 4- 1п а(х)] = 5+ (г 4- *у) х

х — гу — Хк
х 4- »у - х*

[ехр[7՜ (г - гу) - 7+ (я 4- гу) 4- 1п а(х

х - гу 4- г
х + гу 4- *

*=1

д - гу - ц
я 4- гу - яь

(7)

1 - х - гу

1
я

X
М п

п

Так как N = —(А1 + ••• + А„), то для некоторых постоянных к? > кг

справедлива оценка

х - {у 41 г
х 4- »у 4-»

1 -
Мп, П/ х-гу- хк

\х + 1у-хк (8)
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Используя оценки (6) и (8), из (7) будем иметь

|5+(г + ։у) - a(x)S~(x -*у)| <

const |S+ (х + iy) |
1 Г у In a(t) dt 
ir J (t - x)2 + y2

(9)

В окрестности z = oo функцию In a(t) можно представить в виде

In a(t) = cx(t) + c = ao + ipo, (10)

где х(<) = 1 при 4 > 0 и х(*) = 0 при I < 0, а <р{1) - функция из класса Гёльдера на 

действительной оси, включая точку к = оо, в окрестности которой удовлетворяет 

условию

А>0, д>|.

Учитывая (10), получаем

ОО

- ОО

ylna(t) dt
t-x)2 + у2

dt
+7՜ ֊Х(х) +С

dt
4- ,/2 -<р(х) .

Так как при х -+ оо

arctan х =

7Г 1 -
2~х + 0

7Г 1
-2 + т+<

то
У dt _ 

-х)2 + у2
1 r t — x 
— arctan-------
7Г у

-1 
о

1 \

( 1

х

х

1 Г 7Г1 п ir у (у
֊ ֊ +----- --- + О ֊:
п 2 2 х '\х3

-1 = - - + о, 
7Г X

при х > 1 и
1 у di

(t - x)2 + y2

1 Г* _ * у
7Г 2 2 X

1 / ;■ 14 х— arctan.՛-------

- - + о 
7Г X

У о
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при х < — 1. Следовательно, для |х| > 1
<х>

lii—Г
yx(i) dt 

(t - x)2 + y2
-х(®) < 12 (И)

где 1г > 11 > 0 - постоянные, нс зависящие от у. Далее, имеем

1 Г yif)(t) dt
ir J (t - х)2 + у2 -^(®) =

= |Ф+(х + iy) - Ф+(ж) - Ф“(х - iy) + Ф“(х)| < |Ф+(х + iy) - Ф+ (х)|+

4-|Ф"(г-iy)-Ф"(®)| < const
1 1

4֊ const
1

х + iy x X - iy
1 *
X

< const՜——

'dt 1 \
TiJ -rlx} =

где
r <p(t) dt _. _
——, zeG+UG՜. 

’ t — z

Окончательно, из (9) получим

|5+(х + iy) - a(x)S (х - iy)| < c2|S+(x + iy) | У

Для доказательства левого неравенства в (5) заметим, что для достаточно малых

у > 0 имеет место оценка

сз У

Действительно, вновь используя представление (10), получим

|lm[7+(x + iy) - ylna(t) dt 
(t - x)2 + у2

t \ 11-CX(B)_y,(X) = — -y[cx(t) + y>(t)] dt 
(t — x)2 + y2

VX(t) dt 
- x)2 +y2 -х(®) •

Используя теперь оценку (11), будем иметь

|ехр [—(7+(х + ։у) - 7՜ [х - iy) - 1па(х))] | >

— iy) — In a(x)] I > const т——

Отсюда получим

|S+(x + ty) — a(x)S (x-tt/)| > Ci|S+(x+ ii/)|—y

что завершает доказательство леммы 3.
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2.4. Для произвольной функции /(х) 6 Д1(—оо, +оо) положим

г/г.» .л - 3+(х+ч) ~а(х)8~(х~'У) °[ /(*) Л
21/1 ,У1 2тгг / $+(<) 1-х֊ч'

— ОО

Лемма 4. Пусть /(х) 6 Г1(—оо, +оо). Тогда

1|/2(/;х.։/)Ц1<С||/||11 (12)

где С постоянная, нс зависящая от / и у.

Доказательство. Из леммы 3 следует, что 

-,х, у)| dx < С
у| 5+(х + ։у) | с/х

<И.

Докажем, что

г + *У)1 Их < сопвЬ .

Имеем

|5*(* + Й/)| У х + й/1“0 , .
тгт;---------- гт <1х <.

У
ОО

/1х Ах

Равномерная ограниченность последних двух интегралов устанавливается так, 

как это делалось при доказательстве леммы 2 и, тем самым, получаем доказа­

тельство леммы.

2.5. Для произвольной функции /(х) € £*(—оо, +оо) положим

5(х) [ Цх) dx ,
Ь(/; г) = ֊ / ■֊֊.- --------г, г Е С+ и С .

2тг։ 1 3+(х) (х — г)
— ОО

Из лемм 2 и 4 следует оценка

\\Ы/;х+гу) - а(х)/3(/;х - зу)!)! < СП/Пз- (13)

Из леммы 3

3+(х + £у) 
(х + гу + з)*

-а(х)
5՜ (х - гу) 

(х - гу + »)*
< сопвЬ у, 

1
к > 1. (14)

Наконец, если а(х) имеет разрыв в точке х = оо, то имеет место оценка снизу 

|5+(х + гу)(х + ։у)* -а(х)5 (х - ։у)(х - ։у)*| > сопв1 у|5+(х + ։у)| |х + з|*-1 

при к > 0.

(15)



26 Г. М. Айрапетян, В. Ш. Петросян

§3 . ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ

3.1. Для исследования задачи (2) мы отдельно будем рассматривать два случая :

1) функция а(х) непрерывна в точке х = со,

2) х = оо является точкой разрыва функции а(х).

Сначала рассмотрим второй случай, то есть

а(+оо) а(-оо). (16)

Теорема 1. Пусть выполняется условие (16) и Ф(я) £ Ау является решением 

задачи (2). Тогда справедливы следующие утверждения :

а) Если ТУ > —1, то

Ф(х) = ВД- 7 -^- + Я(а)6 , хес+ис՜, (17)

2тг» у о+(х) \г +1J '
— ОО

где О(и>) - полином порядка И, 6(0) = 0 при ДО > 0 и С(ги) = 0 при ДО = 0 или

П = ֊1.

б) Если ДО < —1, то задача (2) разрешима тогда и только тогда, когда 

выполняются условия ортогональности 

и Ф(а) можно представить в виде (17), где 6(ш) = 0.

Доказательство. Пусть ДО > 0. Обозначим

Ф+(х + гу) - а(х)Ф~(х - ։у) = /у(г).

Так как

«(») = ® ®*, к = 1,.... п,

ТО

ф+(з + *у) _ Ф~(д-*у) _ /у(д) , .
$+(®) $֊(х) ~5+(х)՜ 1 1

Функция Ф_(к — гу)[5՜ (г)]՜1 аналитична при Ьп г < 0 кроме точки г = — 

где имеет полюс порядка ДО. Через + ։)) обозначим главную часть этой

функции в точке г = —г. Равенство (18) запишем в виде

ф+(«+<») п < 1 М ֊ Мх>) , л ( 1
5+(х) 5֊(х) УЧ® + м1-$+(։) + М
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Обозначим Ф+ (г) = Ф+(х + гу), Ф՜ (х) = Ф“(х — ху). Так как Ф(х) £ Лу, то

*?<«>=7 Ш +Н+* Ш] ՝ (2о>-ОО

где Ру (г) - произвольный полином. Докажем, что Ру (к) = 0. Для произвольного 

з > 0 имеем

Ф+(х + Цз + у)) - а(х)Ф~ (х - Цз + у)) = 73(/; х + »(■» + у)) -/з(/:® - »(«+ у))+ 

+54« + <•)<?, + + (.+<('-1)) +

+5+(х + й)Ру(х + *з) - а(х)8~(х — й)Ру(х — й) = /,+у(х).

Так как /#+у(х) £ Д1(-оо, +оо), то в силу оценок (13) - (15) заключаем, что 

Ру(х) = 0. Так как при у -> 0 /у (х) —> /(х) в Ьх(—оо, +оо), то переходя к пределу 

в (20) и учитывая лемму 1, получим доказательство утверждения а). Остальные 

утверждения доказываются аналогично.

В теореме 1 при условии (16) мы установили, что каждое решение задачи 

(2) представляется в виде (17). Докажем основную теорему.

Теорема 2. Если выполнено условие (16), то справедливы следующие утверж­

дения :

а) Если М > —1, то общее решение задачи (2) можно представить в виде

= ֊ °[ -֊ — + ЭДО (-М, х е о+ ив՜, (21) 

2тгх / 5+(х) х-х \x4-t/
-ОО

где О(ш) = 0 при ЛГ = 0 или М = —1, а при IV > 0 О(ги) - полином порядка М, 

0(0) = 0.

б) Если М < —1, то задача (2) разрешима тогда и только тогда, когда 

выполняются условия ортогональности 

и Ф(г) можно представить в виде (21), где G(w) = 0.

Доказательство. Пусть {/п(<)}“=1 - последовательность финитных функций 

из класса Гёльдсра таких, что

lim ||/„(х) - /(х)||1 = 0.
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Для любого п положим

/п(®) ( 1
с+7^Т r—: + SWG ГТ

Докажем, что для любого п

Ит ||ф+(х + iy) -а(х)Фп (г - iy) - /п(х)|| = 0. (22)

В самом деле, так как по формуле Сохоцкого-Племеля

ф+(в) - а(х)Фп (е) = /n(z), z € (-оо, +оо), х / хк,

и по лемме 1
const

k-x*!'»’

в окрестности хк, k = 1,п, то для любого А > 0 будем иметь

- а(а)фп(а) - /п(х)| dx = 0. (23)

Используя представление

ф+(г + гу) — а(ж)Ф (г - iy) = I3(fn\х + iy) - a(z)/3(/„; х - iy) + J(x, у), (24)

где
N

J^,y) = YlCk 
к=1

S+(x + iy) _ S (x — iy) ' 
(x + iy + i)k (x—iy + i)k

получим

где

S+(x + iy) Г fn(t)______ dt
7Г J S+(t) (t-x)2 + y2 

— oo
/n(s) dx,

S+ (x 4- iy) - a(x)S (x - iy) f fn(t) dt
2iri S+(t) t — x — iy

x + iy + i
- a(x)S (x — iy)G

x + iy + i
dx.

l*it(*)l< 5* < 1

1 1
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Для первого интеграла имеем оценку

Ja * J-ОО

/n(t)
S+(t)

dt dx
(t - x)2 + y2

/n(t)
S+(t)

X
xn° dx

[t - x)2 + y2
„ f ®°° dxdt < C2y / -7Г--------r=—---- J

Ja (b - ®)2 + У2
f“ (ту + b)a° dr 
(A-t)/y t2 4՜ 1

Последний интеграл стремится к нулю при у —> +0. Для интеграла /2(х,у) 

аналогично имеем

/n(i)
5+«)

' Г°° |х + «у|ft° dx 
Ja |х + »| |t - х - ։у|ЫТ-1У) < С1У

dx dx- C3VJa I* + *l2՜“0 + C3 Ja It - X - ։y|a-°">'

Отсюда, учитывая оценку (14) для ,Цх,у) и равенство (23), получим (22).

Используя представление (24), равенство (22) и оценки (13) и (14), будем иметь

||Ф+ (х + ։у) - а(х)Ф՜ (х - ։у) - /(х)||х < ||ф+(х + ty) - а(х)Фп (х - ty) - fn (х)||х+ 

+||Л>(x) - f(x)111 + 11[Ф+ (s + ։y) - ф+ (® + »y)l ֊ a(z) [Ф„ (x -iy) - Ф՜ (x -iy)] ||x < 

< ||ф+(х + *у) — а(х)Ф՜ (x — iy) -/n(x)||i + ||/n(x)-/(x)||1 + c2y, 

откуда, при у —> +0 получим

lim ||Ф+(х+ iy) - а(х)Ф (x - iy) - /(х)||х = 0.

3.2. Рассмотрим случай, когда функция а(х) непрерывна в бесконечно удаленной 

точке и принадлежит классу Гелдера в окрестности х = оо, то есть

1 1 "
|а(хх) — а(х2)| < А-----------

хх х2
(25)

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Если а(х) удовлетворяет условию (25) и д > 1/2, то справедливы

следующие утверждения :

а) Если N > —1, то общее решение задачи (2) можно представить в виде 

оо Л,
ФЫ - 5(*) [ Ад) dx ул ск

} 2тг» ] 5+(х) х-г +5( (я+г)*’ (26) ’
— СО *—О

X
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где при М = — 1 считаем сь = 0.

б) Если М < —1, то для разрешимости задачи (2) необходимы и достаточны

условия

= О, k = 1....... —N.

Доказательство. Учитывая предыдущую теорему, достаточно доказать, что

lim ||5+(г4-»у)-а(г)5 (®-iy)||i=0. (27)

Действительно, из оценки (9) следует, что

|S+(z + iy) - a(z)S“(z - iy)| < const |S+(z4-ty)|x

1 Г lna(t) dt 1
2 ri J t — x — iy 2тг։

In a(t) dt 
t- x + iy

= const |S+(z + ty)| (|Ф+(в + iy) — Ф+(г)| + |Ф~(г - iy) - Ф~(®)| + т——

где

lna(t) dt 
t — z

Так как в окрестности бесконечно удаленной точки

то

г + iy

z - iy
1" 
z

У2р 
const 7------ ЛХ-,

|z + г I2*1

У2*1 
const 7------ лт—I

|х + гр’

|5+ (z + iy) — a(x)S (z — iy) | < const У2д

Учитывая, что p > 1/2, из последней оценки получаем (27).

ABSTRACT. We investigate a version of the Hilbert boundary value 
problem asking to find analytic in the lower and upper half-planes func­
tions $+(z) and $-(z) satisfying the condition 
lini 11$+ (z + iy) — a(z)$“(z — iy) — /(z)||i = 0, where || • ||i is the norm of

L1(—oc, -f-oo) and a(z) is piecewise continuous in Holder sense. In the paper 
we solve this problem in the class Ay consisting of those analytic functions

x У

1 1 "
X

1
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9(z) that satisfy the condition |$(z)| < C|z|m for every | Im z| > y > 0, 
where C and m may depend only on y.
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СУММИРОВАНИЕ БИОРТОГОНАЛЬНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ 
ПО НЕПОЛНОЙ СИСТЕМЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
В ПРОСТРАНСТВАХ Нр (1 < р < оо)

М. С. Мартиросян, В. X. Мусоян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 5, 1997

Рассматривая неполную систему рациональных функций в простран­
стве Н2, Н. А. Геворкян и В. X. Мусоян построили метод суммирова­
ния для биортогонального разложения, где существенно была исполь­
зована гильбертова структура пространства Н2. В настоящей рабо­
те приведены взаимные связи между условиями единственности, за­
мкнутости и полноты биортогональных систем в пространствах Нр, 
(1 < р < оо) и введено понятие порожденной биортогональной систе­
мы. Затем, используя одну теорему М. Рисса, удается суммировать 
биортогональное разложение во всех пространствах Н₽ (1 < р < оо).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается система рациональных функций {е*}“, которая неполна отно­

сительно любого из пространств Харди Нр (1 < р < оо) в единичном круге Ц. 

Пусть Ер - замыкание линейной оболочки системы {е*}1° по норме пространства 

Нр. Тогда Ер составляет класс функций, вообще говоря, шире класса функций, ■ 

представимых рядами заданных рациональных функций. Каждой функции

/(я) = 4՞' е*(*) 6 Ер,
к=1

где 1л.т. означает предел по норме пространства Нр, сопоставляется ряд 

13^1 а* вк(г), где а* = Нш и ставится задача суммирования этого ряда п—>со
к функции /(к). Она решается построением метода суммирования биортогональ­

ного разложения функции / £ Ер по неполной системе {е*}“. В случае р = 2 эта 

задача решена в работе [1], где существенно использована гильбертова струк­

тура пространства Н2. Следует отметить, что аналогичные решения задачи 
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суммирования биортогонального разложения предложены для неполной систе­

мы экспонент в пространстве Ь2(0,+оо) (см. [2], [3]) и для неполной системы 

рациональных функций в пространстве Ь2(—оо, 4-оо) (см. [2]).

В настоящей работе удастся суммировать биортогональное разложение во 

всех пространствах №, (1 < р < оо). В §1 приведены некоторые результаты 

общего характера. Это обеспечивает более свободное изложение метода сумми­

рования биортогонального разложения, проведенное в §2.

§1. ПОРОЖДЕННЫЕ БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

Пусть ГО - линейное нормированное пространство, а ГО* - пространство всех не­

прерывных линейных функционалов, определенных на ГО. Линейно-независимую 

систему {е*}?0 С ГО и систему функционалов {«*}“ С ГО* называют биортого- 

нальным, если 
, , , при к = т

м*(ет) — <)к,п — <
I, и, при к т.

Известно, что для существования биортогональной системы {г։*}“ необходимо и 

достаточно, чтобы система {ед-}^ была минимальной, т.е. отбрасывание хотя бы 

одного элемента е* вызывает уменьшение замкнутой линейной оболочки системы 

{е^}“ в пространстве ГО.

Для 1 < р < оо рассмотрим пространство ГО = №, т.е. пространство всех 

аналитических в единичном круге В функций /(к), для которых

/+"■ 
|/(ге,в|₽Л? < оо. 

■г

№ - банахово пространство с нормой

Г 1 г+* з 1/р
||/||н-= вир - / |/(ге"Г<Ю

Известно, что функции пространства № почти везде на единичной окружности 

имеют предел по некасательным направлениям. Класс предельных функций 

обозначается через НУ. Оказывается, что (см. [4], стр. 92) НУ - подпространство 

пространства I/ на единичной окружности и соответствие / / является

изометричным изоморфизмом между Нр и Нр, где / предел функции / € №. 

Поэтому впредь мы не будем различать пространства № и Нр и для обозначений 

норм этих пространств будем использовать единый символ || • ||.
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Болес того (см. [5], стр. 38 и [6], стр. 215), ЙР - класс функций из I? на единичной 

окружности, у которых коэффициенты Фурье с отрицательными индексами 

равны нулю. Если 1 < р < оо и / - функция из 1/ на единичной окружности с 

рядом Фурье 53 Спв'"9։ то Рад. 53 с"в,Пв является рядом Фурье функции g е V 
п=—оо ' О

на единичной окружности, и существует постоянная Ар, зависящая только от р 

такая, что

■|.K<AP||/||p.

Это утверждение принадлежит М. Риссу и впредь его мы будем использовать в 

следующей форме :

А. Пусть f € 1/(Т), 1 < р < оо, где Т՝- единичная окружность. Тогда функция

входит в класс Нр и существует постоянная Ар, зависящая только от р такая, 

что l’iffllp < Ар ||/||р.

Также известно (см. [4], стр. 174 или [5], стр. 11?), что при 1 < р < оо 

каждый функционал и £■№ имеет вид

«(/) = f(e'e) ga(eie) de,

где / £ Нр и семейство функций {ÿe} составляет некоторый смежный класс в 

пространстве L’/H®(0). <.’• р/(р- 1)

. н«(01 = {/еяи /(о) = о).

Отсюда легко выводит՛ / < - м. [5], сгр. 113) формула единственного представления 

функционала w Р И*'

«(/) = /(С<в) М' Р 6 Н’՜
Полученное представление назовём канонцческиж и, в основном, его будем при­

менять в форме

«(/) = [ /(*)?№֊, /е№, ¥>6Н’, g = p/(p-l). (1) 
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Если {с*}1* минимальная система функций из №, то для краткости биортого- 

нальными будем называть системы {е*}“ и {у»*}“, где функции {у>*}“ опреде- 
* • • , • 

ляются из равенств

с ___  ль«*(«„,) =4т, ц*(е) = / в(4)у»*(4) —,
>'1*1=1 «

ееН', <рк Е №, д=р/(р<1), *,т=1,2,...

Перейдем к вопросу единственности биортогональной системы. Так.'как на­

ша основная задача имеет аппроксимативный характер, то удобно этот- допрос 

связать с вопросом замкнутости данной ..игтемы относительно всего простран­

ства. Мы будем пользоваться следующими, определениями.

Определение 1. Система {е*}“ С ;№’называется замкнутой относительно 

пространства №, если Ер = №, где Ер - замкнутая линейная оболочка системы 

{е*}^ в пространстве Нр

Определение 2. Система {е*}“ С №, 1 < р <■ оо называется полной 

относительно пространства №, д = р/(р — 1), если из условий

[ /(4)^(4)^ = 0, к = 1,2,...; /е.№

вытекает, что / = 0. 
р Пусть 1<р<6оид = ------ .

.р-1

Предложение 1. Для того, чтобы биортогональная системе {е*}£° С № сис­

тема {уч}“ С Н’ была единственной, необходимо и достаточно, чтобы система 

{е*}“ была՜замкнутой относительно пространства №.. г •

Доказательство. Необходимость. Предположим противное : {уч}“ единст­

венна, но Ер ± №. Тогда существует функция /0 € Н?\ЕР и функционал и £ №։ 

такие, что и(/о) 0 и и|£ = 0. Пусть функционал и имеет вид

«(/)=•/՛ /6Н₽, ^€№.
•'1*1=1 *

Система (с* }“ неполна относительно пространства №, ибо в противном случае

из 11 1е, ~ 0 вытекает, что V = 0> откуда и ы(/о) = 0, что находится в 
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противоречии с п(/о) Ф 0- Следовательно, существует функция Л 0 класса 

Н’ такая, что
[ ек(«)Л(*) $ = 0’

/ц|=1 «
В результате, система {вк}” будет иметь более одной биортогональной системы 

(например, и {Л + р*}“)-

Достаточность. Пусть Ер = Нр. Тогда {е*}“ полна относительно Н’. Дейст­

вительно, пусть д € Н® и для всех / Е Ер = Нр

[ Ш֊ = о.
•'1*1=1 «

Тогда 
[ ----- А/ <т&(<)-т- = 0։ т = 0,1,2, ...

■*1*1=1 ’ »*

или
I е-"пв д (е“} <±в = 0, т = 0,1,2,...

Так как д 6 Н’, то последние равенства имеют место и для отрицательных т, 

следовательно д = 0. Полнота доказана.

Если теперь

[ ек (<) <р,п (*) = [ ек (<) -фт (<) = 6кт,
-/|*|=х “ •'1*1=1 «

где {у>т}“, {У'т}Г С Н’, ТО 1рт(1) = почти для всех <, |4| = 1, т = 1, 2,.... 

т.е. биортогональная система единственна.

Замечание 1. В ходе доказательства предложения 1 было показано, что замкну­

тость системы относительно Нр эквивалентна ее полноте относительно Н’, где 
р 

1<р<оои? =------.
р- 1

Пусть система {е*}“ минимальна во всех пространствах Нр (1 < р < оо) и 

Ер Нр для всех р Е (1,оо). Рассмотрим дополнительное условие {у’*-}“ С Ер 

для всех р 6 (1,оо), где {^к}?0 - система, биортогональная к {вк}“. В этом 

сл՝. чае будем говорить, что {у>к}“ ~ порожденная биортогональная система 

системы {ск}“. Легко установить, что порожденная биортогональная система 

единственна. Пусть

«*(/)= / 7(«)Ы*)֊. /6^ *= = 1.2.....
•'1*1=1
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где _ порожденная биортогональная система системы {е*}“ С Нр.

Каждой функции / € Н₽ сопоставим следующий ряд :
ОО 

я*) ~ 53 «*(/)«*(*) (2) <* = 1
Ряд (2) называется порожденным биортогональным разложением функции / £

€ Н₽ по системе {е*Ниже предлагается метод суммирования этого ряда в 

случае системы рациональных функций.

§2. НЕПОЛНАЯ СИСТЕМА РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

В единичном круге О рассмотрим систему рациональных функций

С*'(г, = 2^ ' (1֊А*я)‘+1> Лч:1’2’-; в = М,...,тп*-1, (3)

где |Ад| < 1, к = 1,2,... и А,- ф X; при 1 /

Функции системы (3) входят в каждый класс Нр при 1 < р < оо.

Предложение 2. Для неполноты системы (3) относительно любого из про­

странств Нр (1 < р < со) необходимо и достаточно. чтобы 

+оо
52 (1 - |А*|) < оо. (4)к = 1

Доказательство. Необходимость. Пусть система (3) неполна относительно 

любого из пространств Нр (1 < р < оо). Тогда существует ненулевая функция 

/ € Нр такая, что

[ к = 1,2,...; я = 0,1,...,тпк-1.
7|<|=1 «

Подставляя выражения (3) в эти равенства, получим

№я!

2* /|*|=1 (<֊ А*)-+1
<11 = 0, Л =1,2,...; з — 0,1, ...,ттц — 1. (5)

Так как для функций класса Н₽ имеет место формула Коши, то из (5) вытекает, 

что /1а\Хк) = 0. Следовательно (см. [5], стр. 18) имеет место (4).

Достаточность. Из (4) следует, что в В (см. [5], стр. 19) существует произве­

дение Бляшке

В(я) = П Хк - г
,1-Хкг1 = 1
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Тогда

[ В(*)^Д*) ^ = »В<'>(А*) = 0, *=1,2,...; з = 0,1,...,т*֊1. (6)
■/|*|=1 «

Так как функция В(х) входит во все классы Нр, то из (6) вытекает, что система

(3) неполна относительно любого из пространств Н₽. Предложение 2 доказано.

Рассмотрим систему функций

= В(х) (х - к) * = 1’2>-։ в = 0,1,...,т*-1, (7)

где сц С И - окружность с центром в точке А*, не охватывающая точек А,-, 

отличных от А* ; г 0 ск, а В (г) - произведение Бляшке.

Лемма 1. Система (7) является порожденной биортогональной системой систе­

мы (3), т.е.

е1ч(г) <рк,(х) = е<9(г) <Рк,(х) =
՛ 1, при 1 = *, д = 8

о, при
при 1 = *, д -ф. з

и функции системы (7) принадлежат замкнутой линейной оболочке Ер системы 

(3) в пространстве Н₽ для любого р € (0, оо).

Доказательство. Положим 

з! 2тг с*
л, .-------- ах,

где

Вп^) = П
* = 1

ГА.ь-к |А4|]га‘
. 1 — А*к А* ,

Применяя теорему Фубини, получим

Г —т-г . .<й։_ д! С (х-Хку 1 Г В„(г)
J\x\=l ™ Вп(х) 2^Г1 У|ж|=1 (г-А/)«+х(х-х)

Так как при п > I функция В„ («)(« — А,)՜’՜1 входит в класс Нр, то для нее 

справедлива формула Коши и, следовательно

г ____ , ( . , _ . Г 1, при I = к, д = 3,
Д и = р, пр, 1/4,

[ 0, при I = к, д з.
(8)
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Теперь докажем, что в (8) можно перейти к пределу при п —> ос. Для этого 

достаточно доказать, что при фиксированных к и з последовательность ¥’*1П(-։) 

сходится к по норме пространства Н₽. Действительно

|И..и - «.(«л < |ад| ■ 4• |в^) - вр>| ■ 1^1+

Так как |Д(я)| = 1 почти для всех г на единичной окружности и Вп(х) равномер­

но стремится к В(х) на с*, то первое слагаемое в (9) стремится к нулю по норме 

Н₽. Такое же поведение имеет и второе слагаемое в (9). Для этого достаточно 

показать, что Вп стремится к В по ГЛ-норме на единичной окружности, а это 

вытекает из соотношений (см. [6], стр. 97) ||Вт — Вп||2 —> 0 при тп, п —> оо и

IIВт Дп||р < ||В,п -®п||։ при 1 < р < 2,
(Ю)

Iвт - Вп\р <2Р 2 |Вт - ВпI2 при 2 < р < оо.

Остается доказать, что система (7) порождается системой (3). Допустим против- 
/

ное : существует некотороая функция ф1Ч из системы (7), не принадлежащая Ер. 

Тогда существует функционал Ф € №*

*(/) = [ ^Н’, 9=֊Ц
У|։|=1 « Р ~ 1

такой, что Ф(у>/7) 0и Ф|вр = 0. Из условия Ф|вр = 0 вытекает, что

[ е*,(<)^(*) = 0, к = 1,2,*...; з = 0,1, - 1,

что равносильно равенствам

^')(А*) = 0, к = 1,2,...; а = 0,1,...,тк-1. (И)

С другой стороны, применением теоремы Фубини получим

о#/ *« <«. (12)

Положим

Р (,) = —.
В(к) (кх — 1)
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Тогда функция Г(я), в силу (11), аналитична в В. Более того, Р € Н’, что 

приводит к равенству
{ м-П
/|<|=1В(4)(«х-1)^

которое противоречит формуле (12). Лемма 1 доказана.

Следует отметить, что порожденная системой (3) биортогональная система 

была построена М. М. Джрбашяном [7] и использована в интерполяционных за­

дачах [8]. Интегральное представление (7) получено В. X. Мусояном [1]. Вопросы 

базисности системы (3) в подпространствах Ер С Нр (1 < р < сю) изучены в ряде 

работ Г. М. Айрапетяна (см. [9] — [11]).

Определение 3. Пусть {е*} С Нр и Ер - замкнутая линейная оболочка систе­

мы {ел } в пространстве Нр. Будем говорить, что пространство Нр ортогонально 

проектируется на подпространство Ер, если для любой функции / Е Нр сущест­

вует единственная функция Ре,/ € Ер такая, что интегралы

Л= [ [/(*) - РВр/(<)] к = 1,2,...
7р|=1 «

существуют и .1к = 0, к = 1,2,.... Функцию Ре,/(1) назовем ортогональной 

проекцией функции / Е Нр на подпространство Ер.

В силу предложения 2 при условии (4) система (3) неполна относительно 

любого из пространств Нр (1 < р < ос). Учитывая замечание 1, заключаем, что 

система (3) не замкнута относительно любого из пространств Нр, т.е. Ер Нр 

при любом р Е (1, оо).

Введем обозначения
[ '.лХ---- 7-гй ... Хк - А |Ак|1т‘

ак,(Г)= /(<)ркЛ<)чт, гп(А)= Ц ֊—т֊ —

Теорема 1. Пусть 1 < р < 4-оо. Тогда пространство Нр ортогонально проек­

тируется на подпространство Ер и для любой функции / Е Нр
1 П ,П* "* ( 19 / \\£ „,(/){- , (13)

*=1 »=0 V Ъ=л„

где предел понимается в смысле нормы Нр.

Доказательство. Из (7) имеем

... Г Г (я-Аь)’ , 1(Й ....ак‘^ ~ 4|=/ * I В(®) (։֊*) ) й ' (И)
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При фиксированном г € О рассмотрим функцию

Ф(А) = МА)
1 — Аг

Она регулярна в В, так как = £ В. Учитывая (14), получим

<<* гп(А) I
с1Х‘ 1 - Аг | 

> А=А*4=0

»»»> —1

1 .у^)(А>)
В(х)(х-<) А в! (г - А*)' Лт

(15)

И ’

Так как функция
1 ՛ V АГ

В(х)(х-<),^ -! (Х Ак)

регулярна на сГ, то заменив в (15) конечную сумму на бесконечную и учитывая, 

что
У’(х) _ 1
В(х) Вп(х)(1 - хг)’

получим

. п т* -1 гп(А) I 
dX^ 1 — Аг |

dx <И
Вп(х)(1 - хг)(4 - х) / <

1 г /(<)£(*) /А 1 г _________ах________
2™ ]\։\=1 2«՜։ Д Вп(х)(1/г - х)(< - х)

1 [ /(рад^ Вп(х) С /(*)
2™ /|е|=1 — г) 2тгг ,/и=1 В(<)(< - г)

Докажем, что для произвольной функции Ф б I/ на единичной окружности Т

||ФВП - $В||р -> 0, при п -> оо. (17)

Действительно

[ |Ф(4)ВП(4) - Ф(4)В(4)|Р dt< [ |Ф(<)|” ■ |В„(*) - В(«)|^*+
Ур|=1

+к [ |ВТ1(*)֊В(*)|։’Л,
/|»|=1 
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где Ек = {г е Т: |Ф(<)Р > к}, к = 1,2,....

Остается заметить, что меры множеств Ек

№)=[ |Л|<|/ |Ф(*)|'-|Л|

стремятся к нулю при к —> оо и воспользоваться соотношениями (10). Так как

е 1/(Т), то в силу (17) и утверждения (А) имеем
В(<)

п тк-1
Ё °“(/) 

4=1 .=0

<!• гп(А) |
<1Х։ 1 — Аг |> А=>й

= /(г)-Я(г), (18)

где
В(г) Г /(4) Л 
2*» /|«|=1 £(*)(* ֊ «) еН’’.

Заметим, что

= »Я<‘)(А4) = 0, к = 1,2,...; в = 0,1,...,т*-1. (19)

Пусть Ях Е Ер я

[ [/(4)-Ях(4)]^$ = 0, к = 1,2,...; а = 0,1, ...,тк — 1. (20)

Учитывая (19) и (20), для доказательства теоремы достаточно установить, что

Я1(4) = /(4)-Я(4) (21)

почти всюду на Т. Для этого сначала допустим, что / Е Ер. Тогда /(4) =

= 1л.т.Рп(4), где
Рп т*-1

= £ Ё (22)
4 = 1 1=0

Получим, что при |г| < 1

г рп(*и . Г *• ,231
/|4|=1 Вп (4 - к) 2« /|4|=1 вп (4) (1 - А*4)'+1 (4 - х)

Заметим, что функция 

(л)ЛР(ц,) =
Вп(ы)(1 - Акш)/+1(ш - г)
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аналитична при |w| > 1 и -F(w) = 0(ш՜3) при |ш| —> оо и, следовательно, 

Res(F, оо) = 0. Поэтому, сумма (23) равна нулю. Еще раз учитывая (17) и 

применяя (А), получим, что при f g Ер 

Г f(t)dt

т.е. учитывая (18)

= , если.'./е^. (24)
*=1 «=о I ) А=А*

Далее, если Hi 6 Ер и имеют место равенства (20), то

J|t|=i «
Л = 1,2,а = 0,1,..., m* — 1.

Следовательно

ak,(f - Н - Hi) = 0, . Л = 1,2,...; а = 0,1, ...,тк - 1. (25)

Но так как f — Н — Hi Е Ер, то в силу (24) и (25) получим (21). Теорема 1 

доказана.

Замечание 2. В силу (18), (19) и (21)

PEpf(z) = f(z) -
B(z) Г f(t) dt 
2« J|։|=i z)‘

В случае р = 2 это равенство представляет теорему Дж. Уолша (см. [2], стр. 365 

или [1]).

Следствие. Пусть последовательность обобщенных полиномов (22) стремится 

к функции /(я) по норме пространства Нр. Тогда имеет место (24), где ак, = 

= Нт а1”\ 
П-+О0

ABSTRACT. In their study of a non—complete system of rational func­
tions in the Hardy space H3, N. A. Gevorgian and V. Kh. Musoyan have 
costructed a summation method of biorthogonal decomposition where the 
Hilbert structure of H3 has essentially been used. In the present paper re­
lations between conditions of uniqueness, closedness and completeness of 
biorthogonal systems are presented in the spaces Hp, (1 < p < oo) and the 
concept of a generated biorthogonal system is introduced. Basing upon a 
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theorem of М. Riesz, a summation method in all Hp (1 < p < oo) spaces is 
proposed.
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИИ, 
КОРРЕКТНЫХ ПО ПЕТРОВСКОМУ

Р. Л. Шахбагян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 5, 1997

В статье исследована задача управления, описываемая корректными 
по Петровскому дифференциальными уравнениями в частных произ­
водных высокого порядка. Доказано существование точного управле­
ния смешанной задачей (при достаточно больших значениях времен­
ной переменной) для широкого класса операторов с коэффициентами, 
зависящими от пространственных переменных.

§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Настоящая статья является продолжением исследований, проведенных в [1]. 

Здесь изучена задача точного управления системами, описываемыми уравнени­

ями, корректными по Петровскому. Исследуемый класс операторов охватывает 

дифференциальные уравнения в частных производных высокого порядка с коэф­

фициентами, зависящими от пространственных переменных. История вопроса и 

подробная библиография приведены в [1], [3].

Обозначим через П ограниченную область 1R’1 с достаточно гладкой грани­

цей Г = ЗП. Пусть, далее, Qt = П х (О,Т), 0 < Т < оо - открытый цилиндр, 

лежащий в прямом произведении IRn х IR+, где IR.+ = {t £ IR.1 : t > 0).

В цилиндре Qt рассмотрим эволюционное уравнение порядка 4m (m > 1) 

вида

utt + L2mu + L\u — 0, (!•!)

Проведение настоящего исследования стало возоможно благодаря Joint-Stock 
Company “Prometheus”.
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где

Ьи = 52 ’ (1֊2)
и=1 '

Ь1«= 12 (-1)|в|Ро(ао(х)Вои), (1.3)
|а|<Зтп-1

а1а| , \ 1 । ^2и° =дх?...д&' “ = (а1........“")։ |о։| = £°“' и“=^'

Ниже нам понадобятся следующие обозначения. Пусть х° = (х?,..., х®) е Ш.” -

произвольно заданная точка. Для любого х = (хх,..., хп) £ Ш.” положим

гп(х) = х - х0 = (Х1 - х°,...,хп - х°), тк(х) = х* - х°к. (1.4)

Пусть, далее, и = (ь'х,..., ։✓„) - единичная внешняя нормаль к поверхности Г, 

ик = соа(р,х*). Обозначим через ...,^п£) нормированный вектор к

границе Г, определенный следующим образом :

п
»'кь =52 о*з (։)։</• (1-5)

3 = 1

Разделим границу Г на две части :

п
Г(х°) = {х I х е Г, >0} и Г.(х°) = Г \ Г(х®).

*=1

Для уравнения (1.1) рассмотрим следующую начально-краевую задачу :

ц(0) = и°, и'(0) = и1, на П, (1.6)

где и(0) = и(х,0), и'(0) = а“^’0).

Пусть Е = Г х (0,Т). На Е зададим краевые условия

дки
^ = 0, к = 0.......2т-2, (1.7)

дЬ™՜1 и _ ( V, на Г(х°) х (0, Т)
9иь Е “ 10, на Г.(х°) х (0,Т),

где функция V - управление.

Проблема заключается в нахождении точного управления смешанной зада­

чей (1.1), (1.6) — (1.8), а именно, функции и(х,*), заданной на Г(х°) х (0, Т) такой, 
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что для любых начальных данных и°(х) и и1(х) существует Т, 0 < Т < оо, при 

котором решение и(о) = и(х,<;и) задачи (1.1), (1.6) — (1.8) обращается в нуль 

вместе со своей производной по < :

u(x, Т; v) = и'(х, Т; и) = 0. (1-9)

§2. ОПЕРАТОР Л

2.1. В основе решения задачи точного управления, поставленной в §1, лежит 

предложенный Ж.-Л. Лионсом [3] метод HUM. Он заключается в одновременном 

рассмотрении двух задач - прямой и, в определенном смысле, двойственной, ей.

Пусть функция w(x,t) - решение задачи

+ Б2ты + Ьхы = 0, (2.1)

ы(0)=ы°, ы,(0)=ы1, х G П, (2.2)

дкш
=0, к = 0, ...,2m- 1, (2.3)

и пусть функция z(x,t) - решение двойственной задачи

хц + L2mz + L^z — 0, (2.4:)

х(Т) = х'(Т) = 0, х € П, (2.5)

дк г
=0, к = 0,...,2т- 2, (2.6)

дБ"1՜1 г _ ( Бтш, на Г(х°) х (0, Т)
диь а 10, на Г,(х°) х (0, Т). . (2’7)

Заметим, что мы исходим из того, что уравнение (1.1), при соответствующих 

предположениях относительно коэффициентов операторов Б и Б1 (см. §3), явля­

ется корректным по Петрвоскому и, стало быть, задачи (2.1) — (2.3) и (2.4) — 

(2.7) имеют единственное обобщенное решение в соответствующих пространст­

вах Соболева (см. [2]).

Ниже мы будем существенно опираться на следующее
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Предложение 2.1. Пусть функции ш(х, I) и г(х, <) ֊ решения задач (2.1) — (2.3)

и (2.4) — (2-7), соответственно. Тогда справедливо соотношение

[ (х'(0)ш° -*(0)0?) dx= [[ |£тш|2 ЙГ <И. (2.8)
/п **Г(х°)х(0,Т)

Доказательство. Умножив тождество (2.1) на г(х,<), а тождество (2.4) на 

ш(г,2), составляя симметрическую разность и интегрируя ее по цилиндру 

получим
// (яшй — шя«) <2х А + [[ (г Ь2тш — ы Ь2т г) <1х <И =

= Ц (ш Ь1 г — г Ьх ш) <1х И.

Левая часть последнего соотношения преобразуется так (см. [1]) :

(2.9)

И (г Шц - ш 2ц) dx <11 = I (я'(0) ы° - я(О)^1) dx. (2.10)

Правая часть (2.9), в силу (2.3) и (2.6), преобразуется следующим образом :

// (ш Ьх я — я £1 ш) с!х Л =
"От

гг С2-11)
= У2 // (ап(х) Паы Ваг - а„(х) Иаг Оаш) dxdt = 0.

|П|<2„.-1Л«Г

Преобразуем, наконец, интеграл

1= (хЬ2тш-ыЬ2тг) dxdt. (2.12)
"От

Применяя многократно формулу Гаусса-Остроградского, с учетом условий (2.6) 

и (1.5), получим

[[ гЬ2ти^хА1 = [[ LmzLmшdxdt—\՝ [ а,у(х) I/, Ьт~2г • Ьты АВ =
"От °х’

= [[ LmzLmыdxdt- [ ^-Бт~3г-ЬтиЛВ.
.1.1 дТ Зя оиь

(213)

Аналогично, пользуясь условиями (2.3), имеем

// wL2mzdxdt=■ [[ Ьты ■ Ьт zdxdt. ֊2 1ч.
У У Qт У У

Подставляя теперь (2.13) и (2.14) в (2.12), с учетом (2.7), получим

1= [[ (2.15)
■Мг(*0)х(о,т)

Иид« тавляя, наконец, (2.10), (2.111 и (2 1С>' в '2 !Л" ш.цлч'ия ч >>осношению (2.8),

и Доказательство завершено.
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2.2. Определим оператор Л, ставящий в соответствие каждой паре начальных 

данных {и0,։*»1} задачи (2.1) — (2.3) пару {z'(0),-z(0)} следующим образом :

Л{ы°, w1} = {z'(0), —z(0)J. (2.16)

Как будет доказано ниже, оператор Л обратим в надлежащим образом построен­

ных функциональных пространствах. После этого, повторяя рассуждения, прове­

денные в [3], можно убедиться в существовании решения основной задачи (1.1), 

(1.6) - (1.8).

Обозначим через гильбертово пространство вектор-функций и(х) = 

= (ui(z), Ui(z))i t*i б Li(О), i = 1,2, наделенных скалярным произведением
Л. ՝

< u, v >= / («ivi + u2v2)dz. (2-17)
Jn

В силу (2.16) и (2.17) имеем

< Л^.ы1}, {ш0,^1} >= [ - z(O)w1)dx (2.18)
Jn

и в силу предложения 2.1

< Л^0,«1}, {и0^1} >= [[ |£mw|a dTdt. (2.19)
Л/г(»<>)х(о,т)

Таким образом, для обратимости оператора Л достаточно показать, что интеграл 

/ \ 1/։
| [[ |Ьтш|2 dVdt | 
\JJr(x»)x(O,T) /

определяет норму на множестве начальных данных задачи (2.1) — (2.3).

§3 . КЛАСС ОПЕРАТОРОВ

3.1. а) Предполагается, что матрица ||a,j(z)||, определяющая оператор L, ве­

щественна и симметрична, a,j € С2"* (Я) и выполнено условие эллиптичности : 

существуют постоянные 7о > 0, 71 > 0 такие, что

7о 52 £* < 52 (i) 6 & < 7i 52 (ЗЛ)
fc = l 1,1 = 1 Jt=l

ДЛЯ любых f = (£l>---i£n) 6 Ш." и X е Я.
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Ь) Коэффициенты аа(х) оператора £1 принадлежат пространству С2т(П). 

Следующие условия связаны с неотрицательностью энергии системы.

Для их формулировки умножим уравнение (2.1) на где ш(х,1) ֊ решение 

задачи (2.1) — (2-3) и проинтегрируем обе его части по (}т. Имеем

(ын + Ь2ты + ах (И = 0.

Очевидно
г 1 Г т

Мт 2 М о

Далее, в силу условий (2.3)

[ £>2тш (1х (И = (■Ьт‘м)2 ? 4х — “ [ 1£тш12с1х
Мт 2 Уп (/о I 2 Jn

Наконец, последний интеграл правой части (3.2) (см. [1]) равен

Их <И = X 12 [ аа(х)\Ваш\2Их
Л |ог|<3т—1 ‘'И 0

1 Г
2 А»

Подставляя (3.3) — (3.5) в (3.2), получим

)
т

<1х =0.
О

Из (3.6) следует, что “интеграл энергии”

= ± [ [ш2 + \ьтш\2 + У ао(х)|лаы|21 ах
£1 А Г» 1 /“ \ |а|<2т-1 /

является константой при 1 6 [О, Т].

(3-2)

(3.3)

(3-4)

(3-5)

(3.6)

(3-7)

Представление (3.7) диктует ограничения на младшие члены оператора 

задачи. Введем следующие обозначения :

(3-8)
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с) Требуется, чтобы для любых £ 6 Ш.п и х 6 Я

52 аа(х)£2о>о, (Г = ^“‘
|ог|<2т-1

И) Для любого ы 6 2?2т(Я) (определение см. в п. 3.2)

п Е Е
*-1|ог|<2т-1 (3 9)

4- I Бы 4- 52 гп* £*ы I •' Ьты </х < 0.

Заметим, что последнее условие возникает (см. [4]) и в случае уравнений второго 

порядка. Заметим также, что оно автоматически выполняется в том случае, 

когда матрица ||<*»у ||”у=1 постоянна.

3.2. Введем функциональные пространства, в которых исследуется поставлен­

ная в §1 задача управления.

Обозначим через Я'(Я) (в £ 2й+) пространство Соболевых нормой

а через £'(Я) - подпространство Я* (Я), являющееся замыканием в норме (3.10) 

финитных бесконечно дифференцируемых в Я функций.

Ниже нам понадобится также норма в Й* (Я) :

1/2

, (3.11)

эквивалентная (3.10).

Введем, наконец, в прямом произведении гильбертовых пространств

Г = ^2т(Я) х £а(Я) (3.12)

норму

11{«>«}||р = СН^ + 11<)1/։, (3.13)

где || ■ ||о - норма в пространстве £2(Я).
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§4 . РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ

В этом параграфе будет получен основной результат статьи, а именно, доказа­

но существование точного управления смешанной задачей (1.1), (1.6) — (1-8). 

Доказательство основано на следующих теоремах.

Теорема 4.1. Пусть о»(х,<) - решение задачи (2.1) — (2-3), отвечающее на­

чальным данным {ы°, ы1} 6 Е, и выполнены условия а) — с). Тогда существует 

постоянная О 0, не зависящая от Т, такая, что

[ |Ьтс.|2 < С(1 + Т) ||{ы°,ых}||р. (4.1)
Ун

Теорема 4.2. При выполнении условий теоремы 4.1 и (1) существуют постоянные 

с > 0 и То > 0 такие, что для решения ш(х,1) задачи (2.1) — (2.3) справедлива 

оценка
[ |Хты|2 с/Г Л > с (Г — То) ||{ш°, (4.2)

УГ(։»)х(О,Т)

Доказательство теоремы 4.1. Рассмотрим функции Л* € С2т(П), к = 

= 1,2,..., п, удовлетворяющие условиям

Ак(х)|г = Ук- (4-3)

дш
Умножим тождество (2.1) на Л* -—, просуммируем по к = 1,2, ...,п и проинтег- ох*
рируем обе его части по цилиндру С)т- Получим

52 /7 у<։Лх(х) — йхЙ + ^2 /7 Ь2тпыЬк(х)^-ах<И+
£1 "От дхк дхк

+ 52 [[ Ьх^л*(х) = о.
£1 дхк

Интегралы

а=52 Лс]т охк

преобразуются точно так же, как в [1] :

'*= *+1 £//">’£ <ЬЛ՛ <4-5>

где

(4-6)
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Преобразуем теперь

[[ Б2ты Кк(х) <1х<И.
»Нт дхк

Аналогично (2.13), в силу условий (2.3) имеем

(4-7)

<1х <И—

(4-8)

£ 3»О,
Ьтш Ш = 1%

Заметим, что в силу условия ы|Е = 0 имеем

— А
Зх, ди՛ (4-9)

С учетом условий (4.3) и (4.9) преобразуем

тп—1
2 Ьтш с4Е =

в

0X1

ды 
ди

Ьти ЙЕ =

ди дх;
I сга(х) Баш Бты ЙЕ.
в

(4.Ю)

Здесь коэффициенты разложения <та(г) определяются матрицей ||а|;(г)||. Заме­

тим, что в силу условий (2.3) последняя сумма обращается в нуль.

Имеем, далее

д гт-1 
дГ^

[ а9 Ьт-1шЬтш<1Ъ =
2 ОХ{ дXj

[ ад 1>т-1ыЬтш<1Е. 
е дх{ дxj

В силу условий (2.3) последний интеграл полученного соотношения исчезает, и

мы имеем

г"*2
в

(4-11)

Преобразуем теперь

т, , гт

БаКк(х)-Ьа1)(х)Пр
\охк

(4-12)
Бтш <1х <11 = 1з + Ц.
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Далее

Ь =

Ё Е /7 Ьк(х)са(х)
*=1 |а|<2п> <?т

|дты|2ахл+
(4-13)

ПашЬтшахМ = 1'3 + 1'з.

Преобразуем

^з = -|ЁД> ^|ьт*|2<**лЦЁ и^к(х)\ьти\^к<1Е.

Учитывая (4.3), получим

= |ьтНаЦ / |ьт"12<*Е-
2 .ПСИ- 0Хк I .)•£

(4-14)

Подставляя (4.14) в (4.13), а затем полученные выражения для /3 в (4.12), будем 

иметь

^ = -|Е /7 + | [ |1ты|2ЙЕ + ^ + Д. (4.15)2 " -М()Т ОХк I

С учетом (4.11) и (4.15) для 12 получим представление

ь = Е //д 1£те"1։й ֊ | /Е 1£т"1’+%+ъ- (4-16)

■Подставляя, наконец, (4.16) и (4.5) в тождество (4.4), перепишем его в виде

Х+| Е 77 7Г1 (ы? - 1£т“'1а) 1 I |Ьт^|2^+/з+А+Д = 0. (4.17)2 “ охк I

где

Перейдем к доказательству неравенства (4.1). С этой целью оценим слагаемые

(4.17). В силу ограниченности функций св(®) и Л*(в) имеем

|7з1<сХ Е [[ \Оаы\-\Ътш\(1хЛ<с2 I 52 |1>“у|2 + |ьт^121 ^х<П.
\а\<2т^^г ]]<)Т \Ы<2т /

(4.18)

Здесь и далее через с,-, ։ = 1,2,... будем обозначать различные константы.
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Поскольку при каждом I 6 [0,Т] «(<) € £2т(П), то с учетом условия (3.1) 

получим

52 /7 \Б°ш\2Нх(И< с3 [[ |△mw|2(Ы <с< [[ \Ьты\2<1хсН, (4.19)

где △ - оператор Лапласа.

Из (4.18) в силу (4.19) и (3.7) имеем 
,т

14'1 <с։ / Е(1)(И = с6Е(0)Т. (4.20)
• >1о

Воспользовавшись теперь неравенством

^(*) <св ^|ы«|аЛв + '|М|ат, (4.21)

из (4.20) в силу начальных условий (2.2) и (3.13) имеем

|Г3'1 <с7т (1И1? + 1И1и = с7тц{а/>1}||1.. (4.22)

Обратимся к оценке Ц. В силу ограниченности коэффициентов разложения Ьар(х)
I

и при |а| < 2тп имеем

1А|<с8 52 /7
101 < 3m JJQt

и аналогично предыдущему придем к оценке

|Д| < сэТ||{ш°,ш1}||р. (4.23)

В точноси такая же оценка для Д получена в [1].

Далее, легко убедиться, что для X справедливо неравенство

1-^1 < cio||{w°,w1}||p. (4.24)

Аналогичными рассуждениями получаем следующую оценку :

< Cil ||{w°, Ых}||р. (4-25)

Из (4.22) — (4.25) и (4.17) приходим к окончательной оценке

I |ZmW|2dE<c12(l + T)||{w°,w1}||2. s
Теорема 4.1 доказана.

(4.26)
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Доказательство теоремы 4.2. Пусть ш(х,1) - решение задачи (2.1) — (2.3).
За;

Умножим тождетсво (2.1) на тпк(х) просуммируем по к = 1,...,п и проин­

тегрируем по цилиндру С^т- Имеем

дш Ь2тш <1г <И+

д(л)тк{х\ •=— Бкш dx Л + А + 7г + 7о. охк

(4-27)

Как показано в [1]

(4.28)

где
Г , х дш/ тк(х)ш1 -—<1х
л- дхк

(4.29)

Далее, из (2.3) следует, что

1=1
I Бт
Ят

дш
ТПк а— дхк • Ьтш <1х сП—

дш
тк а— дхк

■ЬтшЛ^ = Л1֊Л^

к = 1

п

т

о

И

1 = 1
(4.30)

Преобразуем

я
( г՞՜1 
Ят

дш
тк а— дхк

п

• Бтш dx сП =

к=1
( Ь"1՜1 
Ят

■ Ь,пш dx Л+

д С дш
■ Бтш с1х <Н —

1=1 _м=1

I ткБт
Ят

дш 
дхк ■ Бтш X ьт~^ 

1=1
я

• Б1пш <1х сП

(4.31)

Мы воспользовались тем, что —- = 6]к, где 6^ — символ Кронекера.
ОХ^

видеть далее с учетом обозначения (3.8), что

Легко

™ш дх dtt (4-32)
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где оператор Б задается выражением (3.8). Подставляя (4.32) в (4.31), получим

Л1 = 2 // |£тш|2 <1х <И — // Бы • Бты <1х Л + 73. 
* * Фт * Ят

(4.33)

Далее, нетрудно убедиться в справедливости следующего разложения :

Бт дш— = —
Зхк } Зхк

ш — Бкш, (4-34)

где операторы Бк задаются выражениями (3.8). В силу (4.34) интеграл

■7з = У? тк ■^-\Бты\2 Зх(И-^2 тк Бкы ■ Бты Зх<Н.
(4.35)

Аналогично (4.13) — (4.15) имеем

(4.36)

Подставляя теперь (4.36) в (4.33), получим

Л = (2֊ £) I/ |£"Ч2 I |Г»Ы|а <ю-
7 "Т \ ։К‘=1 7 (4-37)

— 11м + тпк Бкш | Бтш Их <11.
\ *=1 /

Обратимся, наконец, к интегралу . Нетрудно убедиться, что в силу условий

(2.3) имеем

Бт 1 (тк =тк-^—Бт-1Ш; к = 1,2,...,п. 
\ дхк; дхк

На поверхности Е в силу условия (2.3) имеем

д 3 гт, д2Бт-1ы

Из последнего соотношения, а также (2.3), (4.9) следует

(4.38)
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Подставляя тепеь (4.37) и (4.38) в (4.30), имеем

тпк 1/к |ьтпИ2 <&-

(4.39)
Ьтш <1х <Н.

Интеграл 70 преобразуется точно так же, как в [1]. Имеем (см. [1], стр. 82)

// -—Ь!Ш(1хсИ = (1 --) У* // а„(х) |Рпш|2 с1х(И-
'Хк 4 2

( тк(х)^'- |В"ы|2 dxdt.
Чт ОХк

Соотношения (4.28), (4.39) и (4.40) позволяют переписать тождество

(4.40)

(4.27) в

(2-?) 
п \

Бы + У тпк Ькш 1 Ьтш dx dt+ 
*=1 /

ап(®) |Л°'ш|2 dx dt—

следующем виде :

(4-41)

Легко видеть, что последнее соотношение можно записать в виде

(п-2) 
2

ГТ/ Е{1) <И 
о Ут |_|ог|<2т—1

ЬтШ с!х(И— (4-42)Ь Ь
Ь=1|а|<2т—1

т* ) |Ьты|2 = 0,

где Е(1) задается выражением (3.7), а

. ,2 I Гт/ — |2 dx <И.
<?Т
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Нетрудно проверить, что 
Г Т

У = Их . (4.43)
■>п о

Перейдем к доказательству оценки (4.2). В силу условия й) из (4.42) приходим к 

неравенству

Х + ^֊±У + 2 [Т \ ) |ЬтИ2 ЙЕ. (4.44)
2 •'° 2 ■'Е \*=1 /

Подставляя интеграл по Е, входящий в (4.44), в виде суммы двух интегралов по

Г(х°) х (0,Т) и Г.(®°) х (О, Т), пользуясь оценками

Е(Т) = Я(0) > С1 ||{~°,~х}|||.

и

Г. (։»)х(О,Т)
52 тпк »к I |Ьтш|2 ЙЕ < О,

нетрудно убедиться в справедливости следующего неравенства :

(п-2) 1 г
2 7г(х-)х(0,Т) 52|Ь’пы|2 й£. (4.45)2

Интегралы X и У не превосходят величины сз ||{ш°

Следовательно, из (4.45) имеем

[ |Ьты|аЙЕ + |Сз||{ы0,ы1}||’,
^Г(х«)х(О,Т) 1

где Я(т°) = вирх6Г тк 1/к и, стало быть

[ |£гаш|2 ЙЕ >
Г(х«)х(О,Т) Е.{х°)

_ ПСз 2сз
Обозначив 10 = т— и с = . , приходим к требуемой оценке

2С2 ^\х°)

( |£ти|2 ЙЕ > с(Т - То) ||{<м°,
Г(х»)х(О,Т)

Теорема 4.2 доказана.

Из теорем 4.1 и 4.2 следует
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Теорема 4.3. Пусть выполнены условия а) — <1). Тогда оператор А, определен­

ный выражением (2.16), при достаточно больших Т> 0 осуществляет изомор­

физм между пространствами Р и Р՛, где

Г = Я-2т(П) X £2(П),

а Я-2т(П) - пространство, сопряженное Й3т(П).

Доказательство. В силу (2.16) — (2.18) имеем

< Л{ш°,ш1}, {о»0,«1} >= [ |Япа>|։<П'Й = [ (я,(0)Ш°-я(0)и1)е1Х.
Уг(*°)х(о,т)

(4.46)

Далее, из оценки (4.1) следует существование интеграла 

0\ 1/։
՛ |£ты|’е/ГЛ) <оо. (4.47)
Г(։’)х(О,Т) /

Если теперь последний интеграл равен нулю, то в силу оценки (4.2) ш° = ш1 = О 

при Т > То- Поскольку задача (2.1) — (2.3) однозначно разрешима, то ш = 0 в Qт, 

откуда следует, что при Т > То интеграл (4.47) определяет норму на множестве 

начальных данных {и>°,о»х} задачи (2.1) — (2.3). Норма (4.47) эквивалентна 

норме пространства Соболева на Р. С учетом (4.46) отсюда следует, что оператор 

Л обратим при достаточно больших Т > 0. Это позволяет для любой пары 

{г'(0),-г(0)}, где х'(0) € Я-2т(П) и х(0) € Ь2(Я), найти единственную пару 

{ш0,^1} £ Р такую, что (2.16), а это означает, что оператор Л осуществляет 

изоморфизм между пространствами Р и Р՛. Теорема доказана.

В следующей теореме содержится основной результат статьи.

Теорема 4.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.3 иТ > 0 достаточно велико. 

Тогда при любых начальных данных {и0, и1} £ Р существует точное управление 

V £ £2(Г(х°) х (0,Т)), приводящее систему (1.1), (1.6) — (1.8) в состояние покоя 

за время Т.

Доказательство. По любым начальным лаиимм {ы0,^1} £ Р определяется [2] 

единственное обобщенное решение ш(х,<) задачи (2.1) — (2.3). В силу теоремы 

4.1 для него существуют граничные значения £ Ь2(Е). Подставляя их в 
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(2.7) и решая задачу (2.4) — (2-7), найдем единственное решение z(x,t). Затем, 

выбирая в качестве управления v = -£mwlr(*“)x(o,T)> нетрудно убедиться в том, 

что решением исходной задачи является функция u(z,t;v) = z(x,t). Теорема 

доказана.

Замечание. Вопрос о единственности точного управления решается с помощью 

рассуждений, аналогичных приведенным в [1] и [3].

ABSTRACT. The paper investigates the control problem for systems 
described by partial differential equations that are correct in Petrowsky’s 
sense. The existence of exact control for the mixed problem for a wide 
class of operators with coefficients depending on space -variables and large 
time intervals is proved.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ РАДИАЛЬНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ СТЕПЕННОГО РЯДА
А. В. Яврян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 32, № 5, 1997
В настоящей работе исследуется вопрос о наличии особенностей сте­пенного ряда на границе круга сходимости или вне этого круга. Полу­чены достаточные условия на коэффициенты степенного ряда, гаран­тирующие наличие радиальных особых точек ряда в заданной угловой области.

1°. В классической работе Фабри [1] исследован вопрос о наличии особых точек степенного ряда
4-ооУ2/Пкп, 1ш18ир|/п|1/п = 1 (1)
п=0 п->°°на заданной замкнутой дуге единичной окружности. Общая теорема Фабри и ее частные случаи — теорема Фабри о лакунах и об отношении стали основой для большого цикла исследований в этом направлении (см. обзоры [2] и [3]). Ряд общих результатов, содержащих в себе классические теоремы в качестве частных случаев, были получены Н. У. Аракеляном и В. А. Мартиросяном (см. [4]). Предложенный ими подход основан на использовании хорошо известного метода “функции коэффициентов” и условий равновесия между ростом этой функции и количеством ее нулей.В настоящей работе мы применяем этот подход для исследования вопроса о наличии радиальных особых точек в заданной открытой или замкнутой угловой области.Определение 1. Для аналитического элемента

Е/»^П (2)
п=0



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 63с радиусом сходимости R € (0, +оо) точку я = ге,։, R < т < +оо назовем ради­альной особой точкой (особенностью) в направлении в, если ряд (2) аналитически продолжается вдоль интервала [0, я), не допуская при этом аналитического про­должения на отрезок [0, я].Радиальные особые точки аналитического элемента это фактически угловые точки его главной звезды (см. [2], стр. 35). Аналогично, точку оо естественно счи­тать радиальной особеннсстью в направлении 8, если элемент (2) аналитически продолжается вдоль луча {ге|в; г € [0,+оо)), не допуская при этом аналитичес­кого продолжения в окрестность точки оо. Следует отметить, что точка оо может быть радиальной особенностью по некоторым направлениям и не быть таковой по другим.Далее через △ будем обозначать произвольную угловую область с вершиной в точке 0, а через △ - замыкание △ вС.Определение 2. Для элемента (2) скажем, что точка оо - радиальная особен­ность изнутри △(△), если она является таковой по всем направлениям в, для котороых eltf G △(△)•2°. Пусть ЕЧ - множество натуральных чисел. Для п £ положим Рп>// = Р П [п, дп] и введем обозначение IN, Р С IN и д > 1
1 

m /9е , х JE Ор(п, д) : = m6P„.0, еслиесли п,д

П,/1 = 0.Для элемента (1) и ß G IR обозначим через Zß множество мест перемен знака последовательности Re (/nel,f) (см. [5], стр. 48). Далее, для а G (0, тг] положим △« = К: I argС| < «}> а Для М > 1 положимТУ(д): = liminfSz, (пк,р).
*-+оо •Теорема 1. Пусть для элемента (1) последовательности пк G IN, пк f оо и /3* € IR удовлетворяют условиюlimmf |Де(/П4е'^)|1/п* = р > 0, (3)

и пусть существует A G (0,1] такое, чтоlim snp[A log д - W(д)] > 1+ ֊ log -. (4)Д—ЮО 2 Р
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Тогда ряд (1) будет иметь конечную радиальную особую точку внутри угла .Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы неверно. Тогда рад

п=0допускает однозначное аналитическое продолжение в угол С \ Ду, где а = тг(1 —А), если А 1, или в С \ [1, +оо), если А = 1. Согласно необходимой части теоремы 1.1 работы [6] будет существовать целая функция экспоненциального типа в правой полуплоскости и внутренне экспоненциального типа ст такая, что
п 6 НМЛ {0} (5)

И \,(0) < о-|8тб|, Р|<р
где Ау>(б) - индикатрисса функции <р. Из свойств функции <р следует, что в произвольном угле а 6 (0, тг/2) имеет место оценка (см. [7], стр. 97)

1о8ИС)|<а|1п<| + еа(К|)|С| + С, (6)
где £о(г) | 0 при г | оо, а С > 0 - некоторая константа.Во всей правой полуплоскости ДеС > 0 имеем

1о8МС)|<С(К| + 1). (7)
Для р > 1 обозначим через функцию Грина для круга

={С€С, К-д|<д}
с фиксированным полюсом в точке 1. Легко проверить, что ■

9 ц (С) = 1о8 НС-1) (8)
Для Е Ж. и 1 Е К определим целые по ( функции

Фк(С^) = | [*>(»*<) е֊*] (9)



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 65и применим к Ф*(С,/3) и кругу 2Э/։ формулу Пуассона-Йенсена, записанную для точки к = 1. Замечая, что |Ф*(1,/3)| = |Яе (/п> е'^)|, получимМ |Не (/П։е'А)| + Е>(п,) < 1081ф*(С./3)1 К1, (10)
где сумма в левой чети берется по всем нулям (с учетом их кратности) функции в интервале [1,2д], а I ֊ внутренняя нормаль.Оценим сначала сверху интеграл J в правой части (10). С этой целью представим 3 в виде суммы интегралов Л и 72 по кривым 71 = дТ>^ р)(С \ До) и 72 = дТ)^ Г|Да, а 6 (0,7г/2). Учитывая, что |<| < 2дсова для < е 71, из оценки (7) получим Л < С (2дп* сова + 1). (11)Далее, с учетом (6) имеемУ |1т<| |ЛГ| + 2цпкеа (2цпк сова) + С. (12)
Положим Л: = [ |1т<| |^|. (13)
Учитывая лемму 2 из [4] и соотношение (8), будем иметь

Г2р 2и — 1Л) =2 / 9,1(1) (И = 2-------— к^(2д- 1). (14)
Jo Д — 1Отсюда с учетом (11) и (12) получим 

7 < (1 - А)пк к^(2д - 1) + 2дп*еа (2дтн сова) + С (2цпк сова + 2).(15) 
» ։Теперь преобразуем и оценим снизу сумму в левой части (10). Обозначим через т(4) число нулей (с учетом их кратности) функции Ф*(С,/3) на интервале [1,4]. Положим (16) 2С учетом соотношения (8) легко проверить, что функция д^(т) ------убывает на

21 тпромежутке (1,2д], так что имеем д^(т) >--------- при т € (1,2д]. Отсюда длят дЕк|Д получим 2р 1 . . . 1 . „Г2" т(т) ,- с2тп(т) — — тп(2 д) = 2 / —(1т.т Д Т2
(17)



66 А. В. ЯврянДалее, пусть Wk(r,0) ~ число перемен знака конечной последовательности Re(/fce’^), п € [п*,тпк]. Согласно лемме 3 работы [4] имеем т(т) > (т— -l)nfc - Wk(T,/3) - 2. Отсюда и из (17) следуетг2*1 Wh(r в) ( 1 \> 2«* log2/2 - 2/ ֊dT -2 - 2^} ("* + 2)- (18)
Умножая (10) на (2п*)-1, из (15) и (18) получим֊^— log |Re (/n*e'^) | + log 2д - f dr <

2nk J, nfcr2 (19)< (1 - A) 2^ _ log(2M- 1) + 1 + Сд сова + 7(714),
где 7(714) —> 0 при n* —> оо.После интегрирования по частям имеем p5№£)drSS։>(n։>w 

J1 пк Т*Следовательно, полагая в (19) /3 = /З4 и перейдя к верхнему пределу при fc —> оо, с учетом (3) будем иметьlog2д — 1У(2д) < 1 + | log - + (1 - А)^—5֊ Н(2д - 1) + Сд сова. 2 р 2(д-1)Отсюда при а -> тг/2 получим
A log2/x — W(2p) < 1 + -log - + <5(д), 2 ргде S(p) 0 при д —> +оо. Переходя здесь к верхнему пределу, придем к противоречию с условием (4).3°. Положим далее

Р: ={n6IN: /„ / 0} = {т4)Г=1-
Пусть теперь /п = |/п| е1Шп, где шп выбраны так, что |ып+1 — шп| < тг. Определим дляд > 1 и п £ К

Пп,я):=1 £ 
7Г т-* АС

*€[п,дп]и для бесконечного множества С С ЕЧ положим
Vg (д): = lim sup V* (п, д). »ео



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 67Теорема 2. Пусть для бесконечной последовательности й С IN выполнено 
условие lim inf |/n |1/n = p > 0. (20)*ca
Если для некоторого числа A G (0,1] имеем limsup(A logp-Уд(д)) > 1 +| log-, (21)

/<—>OO L p

то ряд (1) будет иметь радиальную особенность в углеДоказательство. Допустим, что утверждение теоремы неверно. Положим Q = = Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве теоремы 1,будем исходить из неравенства (19). Разделив на я, проинтегрируем обе его части по /3 от нуля до я. Получим11 1 /■’р 1 Г*у— logd/nj + log^w--/ —у / Wk(r,p)d0dr<
2nk 2 ir J i nk t* Jo2u—1- ^~^2(д-1) 1°8(2M-1) + CPc°8a + 7(n*)-Далее, согласно оценке работы [4] (стр. 17) имеем
fKWk(Tt0)d0<V(r,k): = £ K+i-Wn|. (23)

0 ne[ni,,rn*]С учетом этого неравенства и соотношения (20), после перехода в (22) к верхнему пределу, получим1 1 Г2* V(t k) 2u - 1- log p+log2p-lim inf- / ' ' dr < l+Сд cosa+(l-A)-7^—-r log(2p-l).
L k-»oo IT Ji nkT* ~ 2(д— 1) (24)Интегрируя по частям, получим

Й'Ш**<-**.При a -> тг/2 из (24) будем иметьA log2p - у*(д) < 1 + 1 log 1 + (д), z pгде £(д) —> 0 при д —» со. Это противоречит условию (21).Далее мы будем использовать следующие обозначения : обозначим через |/| длину отрезка I С IR; для множества Q С IN обозначим через A/g (/) = Af(I) число элементов множества fiQ/. При I = [O,t],t > 1 положим A/q(I) = Malt) = = V(t).



68 А. В. ЯврянСледствие 1. Пусть для элемента (1) последовательность ЙСК удовлетворяетусловию (20) и Нт вир —-— = 1. >оо *Если для некоторого в0 € [0. 2”’] существует конечный предел # во 104Пт > О,
/т*+>С'в(”П‘+1

(26)
(27)

то для любого е > О ряд (1) будет иметь конечную радиальную особенность в некотором направлении в, |0 — 0о| < £•Доказательство. Очевидно, что можно предположить во = 0. Согласно теореме 2 достаточно доказать, что Уд (д) = 0 для любого д > 1. С этой целью покажем, что для любого д > 1 существует последовательность пк 6 0. такая, что
Нт = 1 при Тб(1,д]. (28)к-юо (т - 1)пк ' 1 Л ' •Пусть 1к С Д, к 6 № и НштГ > 0.*-юо |Д|Тогда легко проверить, что если Л/'(Д)/|Д| -> 1 при к -> оо, то Л/\1'к)/|Д| -> 1.Пусть теперь Д | оо - такая последовательность, что

Пт = 1. (29)
1-+ооИз вышесказанного следует, что для фиксированного го € (0, д՜1) и достаточно большого к существует число п* е б А(гоД։ Д-1Д]. Применяя то же Замечание к интервалам Д = [О, Д] и 1к = [гд,тп*], т 6 (1, д], с учетом (29) получим (28).Далее, с учетом (27) легко проверить, что

Нт V (30)
к-+оо П

п€бльр 
%где б»*,/. = бА[п*,Дп*].Пусть теперь О!П)>1Ц = [п*,дтн] \ б и Л/^(т) - число элементов множестваП[пк,тп*]. Имеем

(31)



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 09
Так как согласно (28) —> 0 при к —> оо для всех т £ (1, д], то из (31)получим, что У(пк,ц) —> 0 при к —> со. Отсюда и из (30) окончательно получим, что Уд(д) = 0.Далее, для бесконечного множества й С № положим

5ро(д) = liminfSp(n, д), Ар о = lim inf . “ев р—юоСледствие 2 (о лакунах). Пусть для элемента (1) последовательность Q С Р удовлетворяет условию (20) и существует число А 6 (0,1] такое, чтоlim sup [A log д - Sp,q (д)] > 1 + | log -. (32)
р-+оо 2 рТогда ряд (1) имеет конечную радиальную особенность в любом открытом угле △ раствора 2тгА.Для доказательства достаточно заметить, чтоУ^(д) =liminf^ |С"* й>*՜11 <5р,0(д) *б[п,рп]и применить теорему 2 к ряду fn е,впгп, где в G [0,2тг).Следствие 3. Если в условиях следствия 2 имеем, что А = Apg < 1, то в произвольном угле △ раствора больше 2irA элемент (1) имеет конечную радиальную особенность.4°. В п. 5 мы покажем, что теорема 2 теряет силу, если условие (20) заменить более слабым условиемlim sup [A log д - V* (п, д)] > 1 + | log (33)

г—>оо ях 2 р
пее(где Qt = ЙП[4, +оо). Тем не менее, имеет место следующаяТеорема 3. Пусть для элемента (1) последовательность Q = С Р

удовлетворяет условию (20) и для некоторого числа А 6 (0,1] выполнено условие 
(33). Тогда либо ряд (1) имеет конечную радиальную особенность в Д„д, либо его 
аналитическое продолжение в Дкд неограничено. Это означает, что в Д^д |J{oo} ряд (1) имеет радиальную особенность в Некотором направлении 6, |в| < тгА.Для доказательства нам понадобится следующее



70 А. В. ЯврянПредложение 1. Пусть элемент (1) допускает аналитическое продолжение f в 
открытый угол = С \ о € (0, к), и для некоторых констант a > 0 и С > О 
имеет место оценка l/WI<c,(H֊«* + i), я ед;. (34)
Тогда существует голоморфная в правой полуплоскости функция <р, удовлетво­

ряющая условию ?(«) = /„, neJNlJio], (35)
и такал, что для любого е > 0 существует константа С, > 0 такая, что

ИС + «1)1 < С, cxp(erfo| + ^), £>0. (36)
Доказательство. Для г 6 (0,1) и 5 е (0,1 — ff) положим

7г,4 = {г: к1 = г}ПД'+4՛ = argz=։r + <5, |я|>г},
и определим для £ > 0 функцию £Ь“='>+'* “г.4 ’Mгде z( = exp « log z), logz = log |z| + iarg я, | argz\ < ir. Сходимость интеграла I2 при ( > 0 следует из условия (34). Далее, если положить уд = {я: |я| = Д] Q Д',, то из (34) будем иметь

°РИ Я֊>+оо-
Отсюда очевидным образом следуют равенства (35), а также независимость значений <р от выбора г и S. С учетом (34) имеем

|/i| < Cr ехр ((а+ £)»?-£ logt), |Га| < Ci exp ((er + (5) т) - £ logr),
где Cr = max|.|=r |/(я)|, a Cj не зависит от г и <5.Отсюда при 5 —> 0 будем иметь

ИС + «?)!< (Ci + Ст) ехр (о |rj| ֊ log г).
Выбирая г достаточно близким к 1, придем к (36). 



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 71Доказательство теоремы 3. Предположим, что элемент (1) допускает ограни­ченное аналитическое продолжение / в угол △„д. Тогда, применяя предложение 1 к ряду
= (/(֊я) - /0)/х, 

п=1определим функцию Ф* (£,/?) по формуле (9). С учетом (36) оценим интеграл J в правой части (10). ИмеемJ< ^(1-А)J0 + £nt+logCc, 
Itгде Jo определяется формулой (13). Отсюда с учетом (14), (16) и (18), после умножения (10) на (2 nt)՜1 будем иметьlog |Re (/n*e,7J)| 4֊ log 2д - dr ֊

< (! - Л) 2(р _'f) 1о8(2М “ i) + 1 + g + 7b(n*)>где 7о («*) 0 при пк —> оо и не зависит от р. Интегрируя обе части полученногонеравенства от нуля до тг, с учетом (23) и (25) получимlog + log2д - V*(пк,р) < (1 - А) - log(2/i - 1) 4֊ 1 + | 4- 7o(nfc). 
Отсюда с учетом (20) имеемlim sup [A logM- У(п*,д)] > 1+ |lOgl + £ Z piУстремляя е к нулю, придем к противоречию с условием (32).Следствие 4 (о лакунах). Пусть для элемента (1) и последовательности Q с Р выполнено условие (20), и пусть существует число А £ (0,1] такое, чтоUm sup [A log д - SP(n, д)] > 1 4֊ log -. (37)

1-400 ^>, i рТогда, если ряд (1) не имеет конечной радиальной особенности в некотором угле △ раствора 2тг А, то его аналитическое продолжение в △ неограниченно.Для доказательства заметим, что
V‘(n>я) = е(п> Д) + 7 12 р) + е(п, д),

7Г К
*€[п,яп]

+°° где е(п, д) —> 0 при д —> оо и п —> сх>, и применим теорему 3 к ряду f„ eie nzn, 
п=0

9 £ [0,2тг).



72 А. В. ЯврянСледствие 5. Пусть для элемента (1) последовательность Q = удовле­творяет условию (20) и существует последовательность цк t оо такая, что lHninfSpJnbMfc)=r<l, (38)log/i*Тогда ряд (1) в любом замкнутом угле △ раствора 2тгт либо имеет конечную радиальную особенность, либо оо является для него радиальной особенностью изнутри △.Доказательство. Предположим, что элемент (1) допускает аналитическое про­должение f в некоторый угол △ раствора 2тг г и бесконечность не является для него радиальной особенностью в некотором направлении 9, е'в £ Тогда, в частности, / допускает ограниченное аналитическое продолжение в некоторый угол Дх D △, что невозможно, так как при условии (38) к ряду (1) применимо следствие 4 для любого А > т.5°. В этом пункте мы приводим пример степенного ряда, допускающего анали­тическое продолжение в область С \ [1,4-ос), номера ненулевых коэффициентов которого удовлетворяют условию
lim (logn)“1 — = 0. (39)

П-4ОО 2—Шк
m*<nТак как из условия (39) следует, что ряд (1) удовлетворяет условию (37) для любого А 6 (0,1], то этот пример показывает, что условие (32) в следствии 2 нельзя заменить более слабым условием (37).Для начала покажем, что для любых жордановых областей U и V, 0 £ V С U найдется многочлен Р, Р(0) = 0 такой, что некоторая компонента 70 лемнискаты 

{z: |Р(к)| = 1) лежит в области (7 и содержит внутри себя область У, причем P'(z) / 0, z £7о.Пусть <?, <?(0) = 0 - конформное отображение области U на единичный круг. Выберем е > 0 так, чтобы
УС{г: |^)| <1-е} (40)

И l<z(OI>t zeu\v. (41)



О распределении радиальных особенностей степенного ряда 73Выберем теперь многочлен Q, 6(0) = 0 так, чтобы 
ie(x)-ff(«)|<|, гей. (42)

Отсюда с учетом (40) имеем |fl(z)| < 1— е/2, z eV. Следовательно, V содержится внутри некоторой компоненты 70 лемнискаты 7 = {z: |fl(z)| = 1— е/2}. С другой стороны, для z е 9U имеем |fl(z)| > |<?(z)| — е/2 > 1 — е/2. Отсюда следует, что 70 С U.Далее, если бы fl'(z0) = 0, где zq G 7о> то в U лежела бы еще одна компонента лемнискаты 7, внешняя по отношению к 70. И, следовательно, 6(z) = 0 для некоторой точки z £ U \ V, что невозможно согласно (41) и (42). Остается положить Р = (1 — е/2)՜1 Q-Пусть теперь V* - последовательность жордановых областей такая, что 0 е Vt С Vi+i, U“=1^ = с \ Для каждой пары V*, Р*+х подберем многочлен Pt, удовлетворяющий вышеуказанным условиям, и обозначим через 7к соответствующую компоненту лемнискаты {z: |P*(z)| = 1). Полагая
г* = min |z|, dk = deg P*, 

*67*имеем, что г* -> 1 при к —> 00. Для каждого k Е IN выберем последовательность 6 IN так, чтобы «£1 > dk v™ (43)
Так как последовательность ненулевых коэффициентов ряда

(44)
Р=1будет иметь плотность 0, то согласно теореме Фабри о лакунах единичная окружность {tu: |w| = 1} будет для него естественной границей. Тогда 7* будет естественной границей для суммы ряда »

Е . (45)
Р=1Действительно, пусть ряд (45) допускает аналитическое продолжение Р в окрест­ность некоторой точки го 67*. Тогда Р о Р^1 будет продолжением ряда (44) в 



74 А. В. Яврянокрестности точки шо = Л (^0)1 гДе Д* 1 ~ определенная в окрестности точки шо функция, обратная к Р*, (Р*(*о) # 0).Если обозначить через а*п коэффициенты Тейлора в точке 0 ряда (45), тоНшвир |а*п|1/п = г*1. (46)
»1—>ооЗаметим, что как следует из условия Р*(0) = 0 и из (43), частные суммы

ООряда (45) являются последовательностью частных сумм ряда £ “»п причем 
п=0акп = 0, п £ »'?*']• Далее, выберем по индукции последовательность

0° . .

Хк следующим образом. Фиксируем ряд 52 £4 < +оо, е* > 0 и положим А1 = р) 
4=0Допуская, что Аг выбрано при г < к, выберем А*. Пусть А > 0 такое, что при т > А

\Рк(г)Г<Ек1 г ей* ..(47)
и 1 ’п 11о£(тс1к) п>1 £к' (48)

' п=ай_1Лй_1+1Теперь согласно (46) можем выбрать
Хк = ^>А (49)

так, чтобы для некоторого п* е [А*, <1кА*]1«*пй|п‘՜' >гк1֊ек. (50)
Рассмотрим далее ряд £[ад]А*- (51)

4=0Пусть ап - коэффициенты при гп после раскрытия скобок. Имеем
ООап=а*п при пе[А*,й*А*] и ап = 0 при п £ и [А*,а*А*]. (52)

4=1Покажем, что ряд £>п*п (53)
п=0будет искомым. Действительно, согласно (47) и (49) ряд (51) сходится равномер­но внутри области С \ [1, +оо). Следовательно

Вт аир |ап|1^п < 1.
п->оо
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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И 
ДВОЙСТВЕННОСТЬ ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ФУНКЦИЙ

М. А. Закарян
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т. 32, № 5, 1997

В статье установлены параметрические представления весовых клас­
сов функций, гармонических в верхнем полупространстве 1Д^+1 
пространства Ш."+1 (п > 1). Найден общий вид линейных непрерывных 
функционалов на

ВВЕДЕНИЕ

В 1945 году М. М. Джрбашян [1], [2] получил интегральные представления и 

теоремы единственности для классов Нр(а) аналитических в единичном круге 

ГО = {к:|г|<1} комплексной плоскости функций / с конечной нормой

(в дальнейшем эти классы обычно обозначались Ара\ В частности, им было 

установлено, что любая функция / 6 Нр{а) допускает представление

/(г) = /■'. (1 («>

Пользуясь этим представлением и одной его модификацией, Ф. А. Шамоян [3] - 

[6] установил представления непрерывных линейных функционалов в различных 

весовых пространствах голоморфных функций многих переменных.

Подобное (1) представление для весовых пространств Кр(ы) гармонических в 

п-мерном шаре функций было найдено в работе [7]. Данная же статья посвящена 

исследованию весовых пространств функций, гармонических в верхнем полупро­

странстве П1"+1 пространства п > 1.
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Первый параграф содержит необходимые для дальнейшего изложения опре­

деления и вспомогательные результаты, в основном относящиеся к некоторым 

интегральным операторам в весовых пространствах IP в IR"+1. Во втором па­

раграфе установлены параметрические представления классов а в третьем 

- найден общий вид непрерывного линейного функционала на /ip(w).

Автор благодарен А. М. Джрбашяну за внимание к работе и поддержку.

§1 . О НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ

В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

1.1. Всюду ниже будем считать, что

Ш."+1 = {։ = (si,...,Zn,Xn+i) = (®',®n+i) G

®п+1 > 0, х' = (®i,..., xn) е пт*}. 

Меру Лебега на Ш.п+1 будем обозначать dx = dx'dxn+i, где dx' = dxf -dxn. 

Далее, через ä(IR."+1) будем обозначать множество всех функций, гармонических 

в nt;+1, а через S - множество функций, правильно меняющихся на (0, +оо) 

(определение см. в [8], гл. I, §§1, 2). Как доказано в работе [8], любая функция 

ш(хп+1) 6 S допускает представление
( /֊«п+1 ֊I

w(xn+i) =х“+1ехр|у ~Л/’ (1Л)

где а е (1, +оо) и а > 0 - некоторые числа, a 8(t) - положительная, непрерывная 

на [0, +оо) функция такая, что £(t) = о(1) при t —> +оо. Как нетрудно видеть, из 

этого представления следует существование постоянной Ви такой, что

0<£(<)<Вш, te[a,+oo). (1.2)

Всюду ниже мы будем полагать, что ш G S.

Через //(IR.^4՜1, ы), 0 < р < +оо (или Р’(ш)) будем обозначать класс 

измеримых в IR"+1 функций f, для которых

||/||l»(w) = \ |/(x',®n+i)|pw(sn+1)dx'dxn+i I < +оо.
[JlR"+l J

При p = +oo будем полагать, что L°° (lR"+1,w) (или L°°(w)) - банахово 

пространство функций с конечной равномерной нормой

||flk“(“) = ess sup|/(x',xn+i)|w(xn+i).
«n+l>0
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Через ЛР(Ш.++1, ы), 0 < р < 4-оо, (или Лр(ш)) будем обозначать пространство 

всех гармонических функций из ^(Ш.՞՜1՜1,ы). Как нетрудно убедиться, /1р(ш) 

при 1 < р < +оо является банаховым пространством с указанной нормой. Если 

же 0 < р < 1, то формулой

и,1>еАр(ш)

в /^(ы) определяется метрика.

Как известно, ядром Пуассона в Ж."+1 называется функция

Р(х) = Р(х', хп+1) = Сп --------*п+1 ,
(|®'|а4-®’+1)՜*՜

(п 4-1\ _ *±1 ——-— I % . Введем в рассмотрение функцию двух переменных
/

Дт+1
Рт(х,У) = т+1Р(х- ֊ V, ®п+1 4֊Уп+1), (1.3)

®®п+1

где т > 0 - целое число. При этом, для простоты будем полагать, что

ро(х, у) = Р(х' - V, ®»+1 4- уп+1) = сп + (1.3')
(I®' ֊ 1/1’ 4- (®п+1 4֊ Уп+1)а)

1.2. Первая оценка нижеприводимой леммы установлена в работе [9], а вторая 

является ее простым следствием.

Лемма 1.1. При любом целом т > О

IРт (®, у) | < Сп,т (|®' - 1/ |’ 4- (Хп+1 4֊ Уп+1)’) “ ,

[ |Рт(х,у)Му'<С(хп+14-Уп+1)-(т+1). (1.4)

■118՝

В дальнейшем нам понадобится вспомогательная функция

Л’(®п+1) = ®п+1Р?> 0 < 7 < Вы, д = > (1-5)

где 1 < р < 4-оо, а Ви - постоянная, участвующая в оценке (1.2). В дальнейшем 

через С будем обозначать различные постоянные. Параметры, от которых они 

зависят, при необходимости будут отмечены в индексе.
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Лемма 1.2. Пусть ы € 3 - любая функция. Тогда при любых р 6 (1, +оо), 

9 = р/(р—1)> 0 < 7 < 1, а > 7/д—1 и любом неотрицательном целом тп > Вы—^/д 

имеет место оценка

[*(у)]Му) 
(х + у)т+1 1*(«)Р.

Доказательство. Ясно, что при 0 < х < 1

<1у. (1-6)

Интегрированием по частям приходим к равенству

Г ц(у) Л , <* -ь ^(у) 
о У77’ \ 1 - 7/9 /

<*У =
«(т)®1՜77’ 

1-7/9

С учетом (1.2) получим

Г [<У(у)Р«>(у) . < «(х)®1՜77« _ ц(»)[<У(д)]рд
Л (» + »)"« -(1-х) (1 + 1^;) (1-Х) (1 + г^;)'

Тем самым, ввиду (1.6)

/’ »<«<!• (1-7)

Л'
Теперь заметим, что при х > 1 имеем

/■+“ [ЛГ(у)рш(у) = [+°° Ш(у)Лу г+°° ы(у)Лу
]х (х + у)т+1 Ух У77«(® + у)т+1 — /х ут+1+т/д ‘ 1 '

Интегрированием по чатсям находим, что

[+°° Ну) Л _ а + ^(у) \ , _ ^(д) 
ут+1+77® \ т + ч/ч) хт

Подставив последнее выражение в (1.8), получим

[+°° [Х(У)]^(У) Ш(х)
Ух (я + у)т+1 ~ Са,т хт ’ 1 - < +

Объединяя эту оценку с (1.7), приходим к утверждению леммы.

Нам понадобится также приведенное ниже обобщение известного результата

Харди-Литтлвуда, установленное в работе [10].
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Лемма 1.3. Пусть функция и гармонична в некоторой области б С П1П (п > 2), 

и пусть В С б - шар с центром в точке х и |В| - его лебегова мера. Тогда при 

любом р £ (0, +оо) имеет место оценка

(1-9)

Лемма 1.4. Пусть 0 < р < +оо - любое число, функция ы удовлетворяет всем 

условиям леммы 1.2, и € /^(П!՞4՜1, ы) и 0 < р < +оо. Тогда имеет место оценка

|и(х)| < Сп х е ш."4՜1.

Доказательство. Пусть в оценке (1.9) Вт(х) С Ш՞4՜1 - шар радиуса г = хп+1/2 

с центром в точке х 6 Ш"4՜1. Заметим, что |ВГ (х)| = Спх”+^ и при любом 

у € Вг(х) имеем 2уп+1/3 < Хп-н < 2уп+1- Из (1.9) следует, что

|u(x)|pw(x„+i) < Спх՜^!1 / My',yn+i)|’’w(xn+1)dj/dyn+1. (1.10)
•/ВгМ

Теперь заметим, что если в представлении (1.1)

a) a G (-1,0), то

/2 ( f2**+lf3 £(t) \ ( Г*՝+1 £(t) \
w(®n+i) < г Vn+i exp / ——dt exp / -у2 dt <

V / \J« 1 / \7зУп+։/з ։ /

(
2 \ / /■»»+։ g(+\ \
тУп+i exp / -^rdt < CUwMVn+i))
з J \Л.+։/з ։ J

b) если же a G [0, +oo), to x“+1 < (2yn+i)“ и

a
2»«+։ g \

֊Y'dt j < w(2j/n+1) < Cn(w)w(yn+1).

Тем самым, из (1.10) следует, что |u(x)|J’w(xn+i) < Cnx“^f 1||«||д,(й,) и лемма 

доказана.

1.3. Следующие теоремы необходимы для дальнейшего изложения, к тому же 

представляют самостоятельный интерес.

Теорема 1.1. Пусть функция ш G S и число a > — 1 удовлетворяет условиям 

леммы 1.2, a m > a - целое число. Тогда оператор

Tmf(x) = / y^+1Pm(x,y)f(y',yn+l)dy = u(x), f G L1 (IR.;+1,W) (1.11) 
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является ограниченным проектором из Ь1 (Ш."+1,ш) в ЛХ(1К.”+1, ы). При этом, 

существует постоянная С — СО։П такая, что

Ни11л*(<-) < СН/НлЧ“)- (1-12)

Доказательство. Из (1-11) ясно, что функция и(х) гармонична в П1^+х. Тем 

самым, достаточно доказать лишь оценку (1.12). С этой целью заметим, что в 

силу (1.4)

у֊+оо г
||и||л*Ы = / / |ц«Хп+1)к(®п+1)^а:п+1 <

1о -ИЛ" 
Г+°° Г у+°° г< / ы(хп+1)<1х'<1хп+1 / У™+1|Рт(®,у)||/(®',а:п+1)|^уп+1 =

Уо «/п<п •'о «/т."
/•4-°° /• л+оо л

= / / 1/(з/» Уп+1)|у™+1<*уЧм-1 / и>(1п+1)^Хп+1 / |Рт(г,у)|</у'<
./о 1т՛՝ 7о 7т.п

< сп /+°° [ |/(1/,уп+1)|^+1^п+1 Г“ (хш{Хп^п^‘

■Л) *0 (®п+1 + Уп+1)т+1

Отсюда, в силу леммы 1.2 

у + 0О у 
1Ы|л>(ы) < Са,п / / |/(у',։/п+1)Ь(Уп+1)^1/п+1 = Са.пН/Ньг^),

Jo •/тн՛՝

и теорема доказана.

Теорема 1.2. Пусть ш 6 3, а > -1, р £ (1, +оо), ат > 0 - целое число такое, 

что т > (1 + а)/р — 1. Тогда оператор Тт, определенный по формуле (1.11), 

является ограниченным проектором из Ьр(Ш.п+1,ш) в Лр(Ш.п+х,ы). При этом 

существует постоянная С = Ср<а такая, что

(1-13)

Доказательство. Из (1.11) в силу неравенства Гёльдера имеем 

г л+оо г ч 1/։
\и(х)\<{ / Уп+11-рт(г,1/)|[Л'(уп+1)],^1/йУп+3 х

х/Г00/’ |р 11/Р
Ц /Л.Уп+1՛т( ,у)|"^(^;'1)]р

В силу лемм 1.1 и 1.2

Г у+оо у ч 1/։
\ / Уп+11Лп(х, ։/)|[^(1/п+1)],^!/'^У,1+1 ? <
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< С'п|р'^(®п + 1)-

Тем самым
||<,( . < с Л /+“ (’»+1)^(’»+1)Р^я+։х
1 ',я(и’) ~ /о -кл* МЧ»»+1ЛР Л

Г , „ ։ \| , I г 1-, Г+ Г з/п+1) 1₽
X / Рт(х,у)1^ <С / ----- “УлУп+1*

Упе Jo 1'ЧУп+1)Р’
[^(хя+1)]ры(хя+1) 

(хп+1 + Уп+1)т+1
^®п+1 < с^||/11ь»(ы)-

Отсюда следует неравенство (1.13), и теорема доказана.

Для формулировки следующей теоремы введем обозначение 

Ит(®п+1) = Ш Г— , хя+1>0,р>1. (1.14)
\Ы(Хп+1) /

Теорема 1.3. Пусть ы € 5 - любая функция. Тогда при любых а > —1, 

1 < р < +оо и целом тп > О оператор 
у+°о у

Тт/(х) = / / Ш,УП+1)ы(УП+1)Рт(х,уЩ4уп+1 =ц(х)
•/о •/т.՝

является ограниченным проектором из ы) в Лр(1К.^+1,ыт). При этом

существует постоянная С = Сп такая, что

Ни||л'(Ут) < С||/||ья(ш).

Доказательство. В силу неравенства Гёльдера

г [ [ |/(у'.Уп + 1)|Р^(Уп-ц)|Р /

р/я
X

Используя лемму 1.2, находим, что
р/я

р/я
• < С[*(хя+1)]р

Отсюда следует оценка

п«н [+°° [ 1/(։^У"+1)1Муп+1) , ,,Н«11л.(..| <с/о уи֊-----

X /
./о

|Р-гт
т.«

доказывающая нужное утверждение.
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§ 2. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КЛАССОВ /^(R^w) 

2.1. При 1 < р < +оо имеет место

Теорема 2.1. Пусть ш е S - любая функция, и пусть а > -1 и р 6 [1,+оо) 

֊ любые числа, а т > (а + 1)/р — 1 - целое неотрицательное число. Тогда 

следующие утверждения равносильны :

1) ue W’(IR.;+11w); 

с+оо г
2) и(х)= / yn+1Pm(x,y)f(T/,yn+i)dy'dyn+l, (2.1)

Jo Jr՝

где f € Z/(R[f.+1w), при этом ||и||л*(ш) < С||/||ь»(ш) для некоторой постоянной 

Cpju-

Доказательство. Согласно теоремам 1.1 - 1.3 из 2) следует 1). Докажем обрат­

ное утверждение. Из леммы 1.1 и того, что w(zn.|.i) сверху и снизу оценивается 

степенями ®„+1 (последнее вытекает из формул (1.1) и (1.2)) следует, что при 

выполнении 1) интеграл (2.1) сходится. Оставшуюся часть доказательства мы 

опускаем, ибо оно сводится к повторению части доказательства теоремы 1 рабо­

ты [11].

2.2. В случае, когда 0 < р < 1 интеграл (1.11) может быть расходящимся. 

При р = 1 имеют место два представления, для установления которых нам 

понадобится следующая лемма из [12] (гл. 6, теорема 1).

Лемма 2.1. В R"+1 существует набор {Дь}“ замкнутых кубов со сторонами, 

параллельными координатным осям, такой, что

1) U △* = 1R++1- 
k=l

2) внутренности Д* попарно не пересекаются,

3) diam^k = dist (A*CR"+1) < IdiamAk-

Если Д£ (k > 1) ֊ кубы с теми же центрами, что и Д*, но растянутые на 5/4, 

то из системы можно выбрать конечное покрытие R”+1 (любой куб Д£ 

(к > 1) пересекается не более чем с 12n+1 кубами из {Д*}“)■

Опираясь на эту лемму, повторением рассуждений из доказательства леммы 

1.4 приходим к следующему результату.
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Лемма 2.2. Пусть А.к ~ какой-либо куб из набора {Д*}?° леммы 2.1, а а։*1) - 

центр этого куба. Если функция и гармонична в Ш."+1, то при любых р € (0, +оо) 

и ш 6 8 имеет место оценка

тах |и(х)|рш (4+1) [ Му)1МУп+1)<*։/«*Уп+1,
»€△* ' ' 1П*1 Уд;

где 4+1 - (п + 1)-ая координата точки х^.

Основным результатом статьи для случая 0 < р < 1 является

Теорема 2.2. Пусть ш 6 5 - любая функция, и пусть а > -1, 0 < р < 1 - любые 

числа, а тп - натуральное число такое, что тп> (1 + <х + п)/р — п— 1. Тогда класс 

/^(ПЦ.՜1՜1,«) совладает с множеством функций, допускающих представление

«(®) = [ У^+1Рт(х,у)<1р(у), (2.2)

где д - неотрицательная борелевская мера на Ш."+1, подчиненная условию

СО 
2>(Д*)]'« (|Д*|^т) |Дк|1-р < +оо, 

1=1

где Д* - кубы из леммы 2.1.

Доказательство. Сначала докажем, что любая функция, допускающая пред­

ставление (2.2), принадлежит А’’(П1”+1,ы). Из (2.2) следует, что

0
\ р 
., Уп+11-Рт (®. У) 1<*М(У) I 4х < 
щ;+։ /

»2+11-Р"»(«»«)1д(й1 *х.

Отсюда, воспользовавшись равенством (а 4- Ь)р < } (а, Ь > 0, р 6 (0,1]),

получаем

ОО м
1М1ля(ы) < 53 1м(Д*)Г Дп+1 так (у™+1|Рт(т,у)|),’у(хп+1)сгт. (2.3)

Теперь нетрудно заметить, что

ш(®п+1)

/ \ рт“С(у”+11-Рт(®.У)1)’’<С'((у(*)) |Лп (х,У(*))|) , 
убд* \ \ / п+1 I \ /I/ 
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где - центр куба Д*. Тем самым, (2.3) можно записать в виде
ОО ж

МЯ'М <с£|Д(Д*)|' (у^Г / |рт (х,уМ) \РШ(хп+1)<1х. (2.4)
' ' "+1 Ут“4՜1 1 ' ' ।

Воспользовавшись свойствами функции Рт, леммой 1.1, а также условиями 

теоремы, нетрудно получить оценку

г , / , . / / . \ \ -р(п+т+1)+п/ РтГх.У^) <^Х՛ < С (хп+1+ )
Ут» । ՝ ' ՝ \ ՝ ՛ п+1/

Подставив эту оценку в (2.4), получим

р(п+т+1)-п 1

и, поскольку |Д*| = то в силу леммы 1.2

Ни11л'(ш) < с152
4=1

1д(А*)1р (у^+1) Р“(Уп+1)

р(п+1+т)-п-1

оо
= С, £Д(|Д*|> (|Д*|^) |Д411-' < +оо. 

*=1
Для завершения доказательства теоремы заметим, что в силу леммы 1.4

тах |и(х)|',ш(тп+1)|Д£| < С / |и(у)1МУп+1)<*у'<*Уп+1.
«ед* уд.

Запишем эту оценку в виде

так |и(1)|[ы(т„+1)]1^|ДЦ1^ < ^^(В*)1^,

где
Бк = [ |и(у)|։’ш(Уп+1)^1/^п+1.

Из принадлежности и 6 ДГ(1й."+11ы) следует, что У^=1Вк < +оо. Тем самым, 

ЕГ=1(^)1/1’ < +°°> поскольку 0 < р < 1. Поэтому, ввиду (2.5)

ОО

52 так |ф)|[^(хп+1)]1/р|Д:|^Л|Д;| < +00.
4=1 6 *

Следовательно

У п+1 1и(1)Р1(®п+1)^у'^п+1 < +оо, где Ш1(г) = [ы(х)]1/рг'^“+1) е В 
*/1Н.,
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(последняя включение очевидно ввиду того, что ы Е S). Таким образом, в данной 

ситуации применима теорема 2.1, в силу которой

«(®)= / jC+i-Pmtx.vJuCvWrfjM+i.Уж++։
Далее очевидно, что можно взять dp(y) = u(y)dj/dy„+1 = u(y)dmn+1(y), где 

»Пп+1(у) - п + 1-мерная нормированная мера Лебега в Ut"+1. При этом, в силу 

лемм 2.1 и 2.2, эта мера удовлетворяет всем необходимым условиям. Теорема 

доказана.

$3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Нашей целью является доказательство нижеследующей теоремы, устанавлива­

ющей представления линейных функционалов, действующих в пространствах 

У’(»5.+1,ш), 1<р<+оо.

Теорема 3.1. Пусть Ф - непрерывный линейный функционал, действующий в 

пространстве /»’’(JR."4՜1, w) (1 < р < +оо), и пусть v(x) = Ф(Рт(и,у)), х Е JR“4՜1. 

Тогда.

1*. v(z) Е А’(ПЦ.+1,ыт) (1/р + 1/q = 1), где ыт ֊ функция, определенная по 

формуле (1-14). При этом имеет место представление

= Г х, x»+iu(։)”(®)dl’ (3-1)
Jni?1

и существуют положительные постоянные Ci и Сз такие, что

Сз|М|Ля(и(м)<||Ф||<С1|М|м(и,ж). (3.2)

2°. Обратно, любая функция v € hf (R"4՜1) по формуле (3.1) порождает непрерыв­

ный линейный функционал на пространстве V(]R"+1,w) (1 < р < +оо) такой, 

что выполнены оценки (3.2).

Доказательство. 1°. Согласно условию теоремы Pm(x,y) Е М(Ш.^+1,ыт) и 

v(z) = Ф(Рт(х, у)). По теореме Хана- Банаха этот функционал можно продолжить 

до непрерывного линейного функционала, действующего на всем P’(IR՞4՜1, ы). 

Далее, в силу теоремы Ф. Рисса существует функционал Ф Е £’(Ш."+1,ш) такой, 

что
||ф|кя(ы) = |1*11ь«(«) ■ *(«)=/" .. «(у)*(у)^+1(у).
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Следовательно
«(®) = [ х, ЯЛ«.»)«(»)Лия+1(у).

Из теоремы 2.1 получаем V € Л’(Ж"+1, ит) и ||е||*»(Ыж) < С||Ф||д։(ы) = С||Ф||. 

Теперь заметим, что

/ А х^+1у(х)и(х)Нтя+1(х) =

= / *(у)*Пп+1(у) / и(х)х^+1Рт(х,у)11тп+1(х).
/т;+1 ./1н;+1

В силу теоремы 2.1 о параметрическом представлении классов У*(ы) последний 

интеграл совпадает с интегралом

/ ж *(у)«(»)Лп»+1(®)»

т.е. равен Ф(и). Таким образом, нами доказаны равенство (3.1), а также первая 

оценка в (3.2). Левая оценка в (3.2) будет доказана вместе с 2°.

2°. Пусть V € М(Ш."+1, ы) - произвольная функция. С применением неравенства 

Гёльдера легко убедиться в том, что формулой

*(*) = / (3.3)
Уж1»+։

определяется непрерывный линейный функционал на пространстве Л’’(Ш."+1, ы), 

причем такой, что ||Ф|| < С|М|ь«(шт). Теперь заметим, что подстановка в 

формуле (3.3) функции Рт(х,у) вместо и(х) дает

*(Рт(х,у))= [ Рт(х,у)у(х)х^+1агПп+1(х).

Однако, в силу теоремы 2.1, последний интеграл совпадает с «(у). Тем самым, 

«(у) = Ф(Рт(®> у)). Ввиду 1° ||®||к«(и»т) < С||Ф||, откуда следует левое неравенст­

во (3.3). Теорема доказана.

ABSTRACT. The paper establishes descriptive representations of the 
weighted classes hP(w) of functions harmonic in the upper half-space IR/J.՜1՜1 
of Bln+1 (n > 1). A representation of continuous linear fiinctionals in №(w) 
is found.
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