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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապա- 
րակել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «.Մաթե­
մատիկա» ամսագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամու­
լը (այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների 
ծավ այր' ոչ ավելի քան 5~6 մեքենագրված էջ:

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրա­
պարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ:

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով:

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ­
վել համապատասխան լեզվով:

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծի­
կով վերևում:

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեգր տեքստում էջի ձախ մասում:

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղին ակր, գրքի անունը, հրատարակման տեգր, հրատարակչությունը, հրատարակման 
տարեթիվր, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համա­
րը, տարեթիվը և էջերը:

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համա­
պատասխան տեղում:

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում:

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես 
հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չդրսպվել մերժման պատճառների պարզաբա­
նումով:

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը:

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագ­

րության հասցեն' Երևան, Մարշալ Օաղրամյանի պող., 24բ. Գիտությունների Ակադեմիայի . 
Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա» :
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Этот и предыдущий номер журнала посвящены вопросам геометрической тео­

рии комплексных функций, теории распределения значений, а также их приме­

нениям ко многим комплексным переменным и в теории расположений а-точек. 
В этих областях существует интенсивное взаимопроникновение идей и методов. 

Хотелось бы сказать несколько слов о сравнительно повой теории местополо­

жений а-точек.
Достижения комплексного анализа последних 70 лет в значительной мере 

обусловлены классическими теориями Р. Неванлипны и Л. Альфорса, опи­

сывающими количества а-точек и функций, мероморфных в плоскости или в 

круге.
Эта классическая область в последние годы обогатилась результатами об­

щего характера, касающимися расположений а-точек. Вероятно мы находимся 

в начале новой стадии исследований, когда основное внимание будет уделено 

изучению распололожепий а-точек.
В этой связи отметим ” свойство близости а-точек” в его различных версиях 

и так называемый "принцип разбиения” мероморфных функций (см. введение 

к статье Г. Барсегяна в предыдущем номере). Этот принцип предлагает но­

вый тип геометрических разложений для функций, мероморфных в плоскости 

и для мероморфных функций "быстрого роста” в единичном круге, а также 

описывает местоположения а-точек этих функций.

Вторая основная теорема теории распределения значений неприменима для 

функций "медленного роста” (таких как функции из Нр, классов Дирихле или 

Неванлинны). Недавно был установлен так называемый "принцип близости”, 

который описывает не только числа но, и местоположения а-точек произволь­

ных мероморфных функций в единичном круге.

Такое продвижение было достигнуто благодаря новому подходу, в котором 

используются так называемые Г-линии, которые аналогичны а-точкам и имеют 

важные интерпретации в физике. Краткий обзор этой быстро развивающейся 

области можно найти в статье настоящего выпуска о нерешенных задачах.

4 августа 1997 Григор Барсегян
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ПРИМЕНЕНИЯ ПРИНЦИПА РАЗБИЕНИЯМЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ, П :НАКОПЛЕНИЯ а-ТОЧЕК И СВОЙСТВО ЛИТТЛВУДА
Г. А. Барсегян, Г. А. Сукиасян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 32, № 4, 1997
В настоящей статье представлено применение принципа разбиения [3], связанное с принципом разбиения и свойством Литтлвуда. Показано, что существуют классы мероморфных функций, а-точки которых в основном содержатся в произвольно малых множествах, тогда как сфе­рические производные в этих точках являются произвольно большими.

§1 . ВВЕДЕНИЕЗамечательное свойство Литтлвуда [1] изучает множество О в з-плоскости, где скапливается ’’большинство” а-точек целой функции /(г) для "почти всех” значений а 6 С и устанавливает, что для любой целой функции /(г) существует такое множество О с ’’сравнительно малой” площадью. Площадь 5(0) множества 
С не может быть произвольно малой для целых функций. Это заключение вытекает из оценок Л/(г,/') в терминах классических характеристик М(г,/), Т(г, /) или А(г, /). (Определения и результаты теории распределения значений мероморфных функций предполагаются известными [2]). С другой стороны, это показывает, что классические характеристики описывают малость 5(0) для целых функций.Справедливо ли то же самое для мероморфных функций ш(з) в С ?В настоящей работе мы даем отрицательный ответ на этот вопрос. В част­ности, мы указываем некоторые классы мероморфных функций с предписанной малостью 5(0) и роста их характеристик. Используя принцип разбиения меро­морфных функций [2], мы легко приходим к оценкам площади 5(0) (свойство Литтлвуда) и, более того, получаем подробное описание геометрии множеств О.



6 Г. А. Барсегян, Г. А. СукиасянКроме того, мы показываем, что наибольший рост сферических производных ш(я) достигается на множествах С с наименьшей площадью С и наоборот. От­сюда, в частности, следует существование мероморфных функций с произвольно большими сферическими производными на множествах С.Все это приводит к следующему важному заключению : в случае мероморф­ных функций значения сферических производных и размер множества б не могут быть описаны в терминах классических характеристик. Для выяснения ситуации нужны новые понятия. Мы намереваемся возвратиться к этой задаче позже.§2 . РЕЗУЛЬТАТЫОбозначим через М класс мероморфных функций в С, отображающих верхнюю полуплоскость на себя (см. [4]). Как установлено М. Г. Крейном [4], функции ш(я) £ М имеют представление
г \ г~ *о(О) тт 1 — з/зп(0)

где зп(оо) < гп(0) < яп+1(оо), п = 0,±1,±2,... и г֊1(0) < 0 < *1(оо), с - константа.Мы будем использовать обозначения принципа разбиения и теоремы 1 из [3] такие, как у>(г), Л(г), Л(г), Е?(г), й(£?(г)), Л(ш(Е§(г))), Фе(г), △, Е.Теорема 1. Пусть т(г) - положительная монотонная функция, стремящаяся к 
нулю при г—» оо и 0 < р < оо. Существует мероморфная функция ш(г) 6 
£ М заданного порядка р такая, что для ^35(г) < Л (г) и для произвольного 
г Е отображение (£>(г), ш(£>(г))) разбивается на простейшие компоненты ш(Е?(г))), » = 0,1,2,..., Фе(г) такие, что :
для » > 1 отображения (2?'(г), ш(Е?(г))) - удобные однолистные накопители с 
тотальным дефектом △ < 4; (1)
для » = О отображение (Е'о(г), ш(Е§(г))) - расширенный накопитель особенно­

стей, причем

А(ш(Ее0^А-\т) - 0, г-оо, т<£Е (2)
и, одновременно Фе(г)Л-1(г) —»1, г —» оо, г £ Е. (3)



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 7
Диаметры с!(Е-(г)) удовлетворяют неравенству

ад (г)) < т(г), i > 1, (4)
и для каждого г € ։ > 1

1+|ш(ж)Р ֊ т(г)’Благодаря формулам (1) —- (3) большинство простых а-точек для большинства значений а Е С содержится в объединении областей Е-(т), { > 1, играющей роль множества С во введении (см. [3]). Неравенство (4) в теореме 1 показывает, что диаметры удобных однолистных накопителей могут быть произвольно малыми, и, следовательно, объединение может быть произвольно малым. Это означает, что мы имеем пример мероморфных функций с произвольно малым множеством 
С и, соответственно, с произвольно большими сферическими производными на множестве О.Следующий результат описывает расположение областей и дает опенки снизу для сферических производных ш Е М, зависящих от расстояний между нулями и полюсами.
Теорема 2. Пусть ш(з) Е М и у։35 (г) < .4(г). Тогда для любого г $ Е отобра­

жение (2Э(г), ш(Л(г))) разбивается на простейшие компоненты (Е?(г), ш(^?(г))), ։ = 0,1,2,..., Фе(г) такие, что :
для ։ > 1 отображения (Е?(г),ы(Е‘(г')У) - удобные однолистные накопители с 
тотальным дефектом △ < 4; (б)
для » = О отображение (£?§(г), ш(Е'д(г))) - расширенный накопитель особенно­

стей, причем А(гй(Ед(г)))Л-1(г) —♦ 0, г—»со, т$Е (7)
и одновременно Фе(г)А-1(г) —» 1, г —» оо, т£Е. (8)



8 Г. А. Барсегян, Г. А. Сукиасян
Для каждого » > 1 существует индекс п,- (соответствие между ։ и тц 
взаимно однозначно) такой, что Е?(г) П (лп;(оо) ; гп֊(0)) / 0 и

Е?(г) С я
2 _ Зп.(°о) + ^пАО) < 10^(г)|,щ(оо) _ Жп (0)Л ։ (9)л }

где С - абсолютная константа;

для любого я 6 Е{(г), » > 1 Н(*)1 _______________1_______________1 +|ш(х)|2 “ Юс^)|гп;(оО)-гП1.(0)|' (10)
Следующий результат имеет самостоятельный интерес в изучении функций 

•ш 6 М.Теорема 3. Пусть ш 6 М. Тогда

|Л(г) - т»(г, 0)| = о(А(г)), г —* оо, г £ Е, (11)
|А(г) - п(г, оо)| = о(А(г)), г —* оо, г £ Е. (12)

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВАМы будем использовать следующие обозначения из [3] : ш - сферический образ щ ; ш(Х) - сферический образ ю(Х); /(Г) - сферическая длина кривой Г ; Р(р, ш0) - сферическая р-окрестность точки шо> т.е. множество точек, расположенных на сферическом расстоянии, меньшем чем р, от точки шо-Доказательство теоремы 3. Пусть /(г, Г) - суммарная сферическая длина кривых на римановой поверхности Гг = {ш(з): |г| < г}, проекции которых лежат на кривой Г.Согласно первой фундаментальной теореме Альфорса (см. [2], гл. ХШ)
А(г)- Цг.Г) Г(г) = о(А(г)), г —» оо, г $ Е. (13)

Для кривой Г возьмем полуось (—оо, 0). Тогда /(Г) т2 . Заметим, что ин­тервалы в определении /(г, Г) в точности являются ш-образами интервалов {и(п)(лп(оо),зп(0))} Г> {г: |з| < г}. Действительно, ясно, что ш-образ каждого интервала (ап(оо), г„(0)) отображается на полуось (—оо, 0). ш-образ любой пря­мой вне С(п)(гп(оо); гп(0)) не может лежать в (-оо,0). Это следует из того, что 



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 91) ш-образы интервалов [яп(0);яп+1(оо)] лежат на положительной полуоси; 2) если ш-образ некоторой прямой из С\(—оо; +оо) принадлежит (—оо; 0), то любая окрестность этой прямой содержит значения как из верхней, так и из нижней по­луплоскостей. А это противоречит тому, что функция отображает верхнюю полуплоскость на себя.Остается показать, что соответствие между этими интервалами на Гг и интер­валами (яп(оо), Зп(0)) взаимно однозначно. В противном случае, существовали бы точки Е (яп(оо),гп(0)), в которых ш'(я^) = 0. Следовательно, для любо­го р > 0 ш-образ полукруга {я: |я — я^| < р} П {я: 1тя > 0} содержал бы точки из {1тш < 0}. Мы пришли к противоречию.Сферическая длина ш-образа каждого интервала (я„(оо), Яп(0)) С [—г;г] равна —, а для интервалов (яп(оо), яп(0)), пересеченных с [—г; г], меньше —. Следова- тельно, отношение получает целый вклад из интервалов (яп(оо), яп(0)), целиком находясь в [—г; г]. Каждый такой вклад равен числу В(г) этих интер­валов. Положим Кг, Г) КГ) = В(г) + В0(г),
где Во (г) < 2 - вклад из (яп(оо), яп(0)) Л [-г; г].Следовательно, из (13) имеем

|А(г)-В(г)|< '(Г) + Во (г) = о(А(г)), г —+ оо, г £ Е. (М)
Поскольку 0 < п(г, оо) - В(г) < 1 и 0 < п(г, 0) — В(г) < 1, то (11) и (12) следуют из (14). Доказательство завершено.
Доказательство теоремы 2. Пусть у - сферический образ полуоси (—оо;0). Тогда, в силу утверждения 5' из [3], можно указать точку ш* 6 7 такую, что сферический круг Т>(Се<р-6(г), ш՛) принадлежит всем ш(В®(г)), » = 1, ...,Фе(г), г > и. Обозначим через п։(г) дугу кривой 7, целиком лежащую в круге Д(Сб^-6(г), ш*). Сферическая длина т(г) равна 2Сб^“6(г). Полуось (—оо;0) в точности является ш-образом каждого из интервалов (яп(оо),яп(0)). Поэтому, для каждого Е- (г), ։ = 1,..., Фс(г) существует индекс п,- (соответствие между » и



10 Г. А. Барсегян, Г. А. Сукиасянп,- взаимно однозначно) такой, что множество {й(Е'(г)П (яп,(оо), яп;(0))) содер­жит дугу т(г) так, что
№)11 + |ш(х)|2 (1х>2Св<р 6(г).

Для некоторого х* £ П (яП1.(оо),яп.(0)), согласно теореме о среднем значении, имеем
№)| > 2С6уГв(г) > 2Сб<-6(г)1 + |ш(х)|2 ~ тев(Е'(г) П (яп;(оо), яп<(0))) ~ |яп;(оо),яп.(0)| ’ ' 'Пусть г £ Е‘(г). Из утверждения 3' работы [3] следует, что существует кривая Г(ш(я), £й(х*.)) С ш(£,?(г)), соединяющая точки ш(я) и ш(х*;), длина которой 7(Г(ш(я),ш(х*.))) меньше, чем Сз<р(т). Применяя соотношения (0.17) теоремы 1 из [3] и (15), получаем |-г֊<,1< / ~ =

_ [ 1 + Мд)12 №)1 <7ш-*(Г(«(*),ш(х«..))) к'(г)| 1 + |ш(х)|2 -- ^^Х*՞)^ ^Г(Д(*)’*"(<.))) < Р1(г) кп,(оо) - яп.(0)1,
г <£Е, откуда следует£-(г) С (я: я — Хп^°°^гп^ < (— + 1^ ^7(г)^։(г)|яп։(оо)-яп((0)||, 
г $ Е. Аналогичны образом получаем, что для любого я £ Е‘(г)|н/(ж)| 2С'Ч>֊'(г)'р?(г)1 + |ш(я)|2֊ |яп((оо)-яп,.(0)| 1Таким образом, утверждения теоремы 2 доказаны с некоторой абсолютной кон­стантой С.Доказательство теоремы 1. Теорема 1 вытекает из теоремы 2. Рассмотрим функцию ш(я) £ М с положительными нулями и полюсами, удовлетворяющими условиям :1) ^(r, оо) имеет порядок р;2) |Яп,(оо) — яп.(0)1 = П = 1»2>— ։



Применения принципа разбиения мероморфных функций ... 11где Ф(г) - положительная монотонная функция, стремящаяся к 4-оо при г —» оо, для которой при т > га справедливо неравенствоФ(п1/2(г,оо)) > 21°^(
Покажем, что для функции ю(я) все утверждения теоремы 1 справедливы. Мы выносим из рассмотрения те области Е‘(г) из теоремы!, для которых соответствующий индекс п,- < [п1/2(г, оо)] + 1, где [л] - целая часть х. Согласно теореме 3, число таких областей о(А(г)), т —> оо, г £ Е. Сохраняя обозначения теоремы 2 для остальных областей, мы получаем соотношения (1) — (3) теоремы 1 и неравенство«)) < 210е «■'<'> = 210^’Н _L. < -^’2^ < ,(Г).
г £ Е, которое следует из соотношения (9) теоремы 2.Из неравенства (10) теоремы 2 для произвольного z G Е‘(г), i > 1, имеем |ш'(*)1 11 4/1 > ___ г d Е14-|w(«)|2 ֊ т(г) ’ *Остается заметить, что, согласно соотношению m(r, ш) = О(1пг), г —♦ оо (см. [5], гл. VI), функция имеет порядок р. Теорема 1 полностью доказана.
ABSTRACT. Present article gives an application of the Principle of Par­titioning [3] related to the Principle of partitioning and to the Little­wood Property. It is shown that there exist classes of meromorphic func­tions whose а-points mainly occur in arbitrarily small sets, while spherical derivatives considered at these points are arbitrarily big.
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§1. ЗАДАЧИ Г. БАРСЕГЯНА (barseg@instmath.sci.am) 

НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 

ФУНКЦИЙ И ТЕОРИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ

В последние годы объектами интенсивного изучения стали Г-линии и множества 

уровней. Мы пришли к новой стадии исследования мероморфных функций : 

в противополжность теории Неванлинны, описывающей число а-точек, теперь 

основное внимание уделяется изучению расположений а-точек. Оказывается, что 

в подобных исследованиях Г-линии играют важную роль. Ниже мы представим 

некоторые нерешенные задачи и темы для лучшего понимания распределений 

Г-линий и расположения а-точек. Прежде чем приступить к ним, мы представим 

контуры необходимых теоретических предпосылок.

Распределения Г-линий мероморфных и квазиконформных отображе­

ний, взаиморасположения а-точек. Пусть ш(г) - мероморфная функция в 
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заданной области 29, и пусть Г - гладкая жорданова кривая в комплексной плос­

кости. Прообразы ш-1(Г)П29 называются Г-линиями (точно так же, как прообра­

зы ш'’(о)ПО называются а-точками). Опенки сверху для длин £(2?, Г) Г-линий 

мероморфных функпий вС и в произвольных областях О с кусочно-гладкой гра­

ницей впервые были даны в работах автора [3] - [5]. Мы дадим упрощенную 

версию основного метода оценки ЦО, Г), который называем принципом вариа­

ции касательной (см. [5] и [6]). Допустим, что

»/(Г) = Уаг։ег <>г(к) < оо, (1-1)

где аг(*) ~ угол между касательной к Г в г 6 Г и вещественной осью ; очевидно, 

в некотором смысле, р(Г) характеризует “кривизну” линий Г. Далее

<йг+/(£>) , (1-2)
£>

где К(Г) - постоянная < оо, зависящая только от Г, а 1(0) - длина границы 

области 29. В теории Г-линий мероморфных функций в комплексной плоскости 

и в единичном круге существует теорема, аналогичная второй основной теореме

Р. Неванлинны. Именно, для кривых Г„, и = 1,без общих точек и удовле­

творяющих формуле (1.1), справедливо неравенство

9

(1-3)

где 29(г) = {г : |г| < г), К - абсолютная константа, А(г) - сферическая характе­

ристическая функция и г = гп —» оо. Позже Г-линии взаимно однозначных кон­

формных отображений в единичном круге были рассмотрены во многих работах, 

начиная с хорошо известной статьи [19] У. К. Хеймана и Дж. М. Ву; отметим 

также статьи И. Гарнета, Ф. Геринга и П. Джонса [18]; Дж. Фернандеса и Д. 

Гамильтона [14]; Дж. Фернандеса и М. Цинмейстера [15]; Дж. Фернандеса, Дж. 

Хейнонена и О. Мартио [16]; Дж. Фернандеса [17]; К. Бишопа, Л. Карлсона, Дж. 

Гарнета и П. Джонса [12]; К. Бишопа, П. Джонса [13]; Й. Вайсалы [21]; К. Ой- 

ма [20]; К. Лсталы, Дж. Фернандеса и С. Роде [1]; о квазирегулярных взаимно 

однозначных отображениях см. работу [21].
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Интерес к Г-линиям обусловлен некоторыми важными обстоятельствами, 

среди которых отметим следующие.

Из первой и второй основных теорем Р. Неванлиппы следует

£ |АГ(г, а„) - ?7(г, 6,)| < 2Т(г) + о(Т(г)), г = гп - оо, (1.4) 

»=1
где а„ и 6р попарно различны. Назовем

ч
В(г, вр, 6р) = УЗ 1^(г> “*') ~ ^(г> М1

1г=1

разностью Неванлинны, где

//'(г, ш) = [ п(1, ю) сП, 
./о

а п(г, ш) - обычное число ш-точек в круге |з| < г с учетом кратностей.

Легко показать, что (см. Барсегян [7], [8])
ч

УЗ (С(г, ар, 6р) + В(г, а„, Ъи)} < £(г, Г), (1.5)
у=1

где вр и &р лежат на кривой Г, а С(г, Яр,6р) отражает близость а„ и Ьр-точек 

(которые мы обозначим через г,(яр) и ^(Ьр), соответственно), которая выглядит 

примерно как 52 |.г,(ар) - я, (6р)|. Таким образом, изучение Г-линий приводит к 

новому подходу для вывода неравенств вида (1.4).

Теория Неванлинны неприменима к мероморфным функциям с “медленным 

ростом”, определенным в единичном круге. Используя неравенство (1.5), мы 

получаем результат, напоминающий вторую основную теорему Р. Неванлинны 

для произвольных функций, мероморфных в С (см. [8]).

Пусть 7р и Тр, V = 1,..., п, — два набора множеств таких, что

1) для любого V = 1,..., п кривые 7р и г„ являются непрерывными ;

2) для любого и = 1,..., п, множество ■?„ пересекается с каждой окружностью 

Г(Я) = {ш : |ш| = Я} в одной только точке (которую обозначим через Яр(Я)), 

а множество Тр пересекается с каждой окружностью Г(Я) также в одной точке 

(которую обозначим через 6р(Я));

3) для любого R точки Яр(Л) и 6р(Я) на Г (Я) расположены в порядке 

возрастания аргумента : Я1(Я), Ь1(Я), я2(Я), 62(Я),..., яп(Я), 6П(Я), яДЯ).

Применяя неравенство (1.5) к случаю, когда ш(з), Г = Г(Я) и а„ = Яр(Я), 

Ьр = Ьр(Я), и = 1, ...,п, получаем следующий результат.
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Интегрированное фундаментальное неравенство : для любой мероморфной 

функции в единичном круге и любой положительной функции ф(И) име­

ем

Г С(г,а,(Я),Ь,(Я» В(г,а,(Я),Ь.(К)) Г [ |^(.)|
да)—* —т—//даив*՛

Д(Г) (1-6)

Легко можно найти связь между правой частью формулы (1.6) и интегралами, 

характеризующими классы функций в единичном круге (см. Барсегян [6], [8]). 

Поэтому, изучение Г-линий приводит к результату, аналогичному второй основ­

ной теореме, справедливой для всех мероморфных функций в единичном круге.

Благодаря присутствию величин б(г, ау,6р) формула (1.5) описывает вза­

имные расположения а„(Я) и 6„(Я)-точек. Таким образом, изучение Г-линий ве­

дет к описанию взаимных расположений а-точек. Такой подход является версией 

“свойства близости а-точек” (см. Барсегян [9], [10]), или “принципа разбиения 

мероморфных функций” (см. [11]).

Область исследования 1. Оцепить сверху Л(2?(г),Г) и £ £(Л(г), Г„) для 
»=1

широкого класса кривых и функций ш(г), принадлежащих известным классам 

аналитических и мероморфных функций в единичном круге (таких, как классы 

ограниченных функций, Нр, Дирихле и т.д.) в терминах характеристик этих 

классов. Из вышеотмеченного следует, что такие оценки могут применяться 

в изучении утверждений, аналогичных второй фундаментальной теореме Р. 

Неванлинны и свойству близости для изучаемых классов функций.

Другой класс задач, касающийся Г-линий, связан с К-квазиконформными 

и квазирегулярными функциями /(г) в комплексной области или с функциями 

/(г), отображающими области из ИГ* в Ш.п. В качестве б-линий здесь мы мо­

жем рассматривать кривые Г в ТБ.”, а также прообразы заданных поверхностей 

б в Ш.п, которые назовем б-поверхностями. В последнем случае будем рассма­

тривать площади 5(г, б) множеств /-1(б), лежащих в {|х| < г}.
ч

Область исследования 2. Оценить сверху выражение £ Ь(15(г),Гу) для 
₽=1

ч 
квазирегулярных и ^֊квазиконформных функций в С и оценить £ Цг, Г„) 

к=1
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и У*, 5(г, б„) для широкого класса кривых Г и поверхностей б в случае К- 
>'=1

квазиконформных и квазирегулярпых функций в Ш.".

В частном случае квазиконформных взаимно однозначных отображений 

в статье Вайсалы [1] даны оценки для £(б(г), Г); а в случае “угловых- 

квазиконформных” отображений в С (см. [5], [6]) даны опенки для £(£)(г), Г„) 

и £(£)(г), Г) ; в случае же “угловых-квазикопформных” отображений в Ш.3 оцен­

ки для 5(г, б) даны в работе В. Авакяна, Г. Барсегяна и М. Караханяна [2]. Эти 

результаты приводят к описанию числа а-точек отмеченных функций, а также 

взаимных расположений для различных значений а.

Теория Р. Неванлинны для квазирегулярных функций возникла в последние 

годы благодаря усилиям С. Рикмана, И: Вайсалы и других, при помощи описания 

взаимных расположений а-точек.

Следующий класс задач касается обобщения концепции множества уровней 

функций н(е, у) = 1т ш(г), где ш(г) = п(л, у) + ։и(х,у), которые являются Г- 

линиями, когда Г = {ш : 1т ы — Т = 0}, где Т - константа или, что то же самое, 

решениями уравнения

ц(л,у)-Т=0. (1.7)

Рассмотрим уравнение

Г = 0, (1.8)

где Е - функция, зависящая от х, у,и,и и некоторых последующих смешанных 

производных функций и и и, которые определены посредством ш = и + ։и, где ш 

- комплексное отображение, определенное в области £>. Обозначим через £г(1)) 

длины кривых в О, для которых справедлива формула (1.7) (если таковые есть 

для заданных Г и ш).
ч

Область исследования 3. Оценить сверху Ьр (б) и У) £/>„(6) для некоторых 
и=1

классов функций Еу (например, линейных по и и и) и для ш(г), принадлежащих 

известным классам аналитических и мероморфных функций в области О.

Пусть и(л,у) - решение уравнения Лапласа в области О (либо решение 

уравнения Пуассона, или более общего эллиптического уравнения) с граничным 

условием и(л,у) = Дх,у), когда (л, у) принадлежит границе О.
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Область исследования 4. Оценить сверху £ где Р„ = и — Т„, а Ти -
Р=1 

заданные постоянные в терминах вышеуказанных граничных условий.

Пусть 111(1) - мероморфная функция в С или в единичной круге, Г(Я) - 

окружность {го : |ш| = Я}, и пусть о(Яе"’) - угол, образуемый касательной 

к одной из заданных Г(Я)-линий в заданном круге, взятой в точке ш-х(Яем). 

Пусть

С(Г(Я)) = £Уаг£оа(Яе*)։

где суммирование проводится по всем Г(Я)-линиям. Величина С(Г(Я)) отражает 

“кривизну” всех Г(Я)-линий.

Область исследования 5. Оценить сверху С(Г(Я)) и 

с положительными функциями ^>(Я) для различных классов мероморфных функ­

ций в С и в единичном круге. Аналогичную задачу можно поставить для 

угловых-квазиконформных, Я-квазиконформных и квазирегулярных функций.

Можно ожидать интересные результаты для “кривизны” Г(Я)-линий. Мно­

гие технические применения теории потенциала, полученные в последние годы, 

касаются “кривизны” Г(Я)-линий, однако в них используются более сложные 

аспекты теории.

Область исследования 6. Было бы интересно установить аналог теории 

распределения Г-липий в случае функций нескольких комплексных переменных, 

отображающих Сг‘ в С, и рассмотреть вышеуказанные задачи для этих функций.

Оценки сверху для длин кривых приводят (см. (1.5)) к описанию взаимных 

расположений а-точек в случае мероморфных функций в комплексной плоскости 

и в единичном круге.

Область исследования 7. Построить теорию взаимных расположений а-точек 

для угловых-квазиконформных, Я-квазиконформных и квазирегулярных функ­

ций в комплексной плоскости, в единичном круге и в Ш.п.

Область исследования 8. Построение теории взаимных расположений а-точек 

для функций нескольких комплексных переменных, отображающих Сп в С.
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§2 . ЗАДАЧИ А. Ф. БЕАРДОНА ( )afb@dpmms.cam.ac.uk

Пусть / - аналитическое отображение открытго единичного круга D в себя, и 

пусть |/'| < 1 в D (так что / является евклидовым сжатием D). Легко видеть, 

что евклидов диаметр diam[/"(D)] стремится к нулю при п —♦ оо, где /** означает 

n-ую итерацию f (см. [1]). Известно, что для всех таких f

diam [/"(D)] = 0(1Д/п),

и существуют примеры, в которых

diam [/”(D)] > с/п

для некоторой постоянной с.

Задача 1. Правда ли, что для всех f

diam [Г (D)] = O(l/n),

и если нет, то для каких классов областей можно доказать подобный резуль­

тат ?

ЛИТЕРАТУРА

1. A. F. Beardon, “Analytic contractions of the unit dise”, Bull. Hong Kong Math. 
Soc, vol. 1, 1997.

§3 . ЗАДАЧИ ВАЛЬТЕРА БЕРГВЕЙЛЕРА 

( )bergweiler@math.uiii-kiel.de

Задача 1. Пусть f - целая функция порядка р. Обозначим через Т(г, /) ее ха­

рактеристику Неванлинны, а через М(г, f) - ее максимальный модуль. Согласно 

предложению Пели, впервые доказанному Говоровым [Функц. Анал. и Прил. т. 

3, стр. 41 - 45, 1969], если ֊ < р < оо, то

W <«>r-oo 1 (Г, /)

Правую часть можно заменить на тг, если △ = $2 5(а, /) — 1, где 5(а, /) означает 
аеС

дефект Неванлинны. Это следует из результатов Петренко [Мат. СССР, Изв. т.
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3 , стр. 391 - 432, 1969]. Если Д = 1, то, как доказано Цангом и Хуангом [J.

Shanghai Norm. Univ., Nat. Sci. Ed., no. 2, pp. 36 - 39, 1980], имеем

logM(r, /) _ 
Й5, т(г,л - '■

Улучшения оценки (3.1) можно получить из результатов Петренко, если △ 

достаточно близка к 1. Какой является точная оценка сверху для

lim inf log M(r, f)/T(r, J") r-»oo

в терминах p и Д, если 0 < Д < 1 ?

Задача 2. Пусть (г;) - последовательность комплексных чисел, стремящаяся к 

оо. Обозначим через п(г) количество zj, удовлетворяющих неравенству \zj | < г. 

Предположим, что
logn(r) limsup ——— = оо. 

r_oo log г
ОО

(Или, эквивалентно, £ = 00 Для всех р > 0.) Существует ли целая

ФУНКЦИЯ /, ПУЛЯМИ КОТОРОЙ ЯВЛЯЮТСЯ Zj и

. _logAf(r, /) „liminf-° Д’" < оо? г—оо п(г)

Пусть
.. loglogn(r)p = limsup ° ° ‘. (2)
r-oo log log Г

Тогда м > 1. Было показано [J. Reine Angew. Math., vol. 430, pp. 85 - 107, 

1992], что такая целая функция существует, если 1 < д < оо. Таким образом, 

только случай р — 1 остается нерешенным. Я предполагаю, что целая f с выше 

перечисленными свойствами не может существовать, если р = 1.

Можно также поставить вопрос о нахождении наилучшей оценки для 

liminfr-.oo logA/(r,/)/п(г) в терминах р. Другими словами, определить

Цр) = sup inf lim inf ,
(«,) t r-°° n(r)

где (г;) пробегает по всем последовательностям, которые удовлетворяют фор­

муле (2), а / - по всем целым функциям с нулями (гу). Оценки сверху и снизу 
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для £(д) получены в процитированной работе. Ответ на первый вопрос будет 

положительным, если £(1) < оо. Поведение £(р) при д —» оо также неизвестно. 

Имеем ли мы £(р) —» 0 при р - оо и Л(оо) = 0 ?

Задача 3. Пусть f - трансцедентная мероморфная функция. Еременко и автор 

[Rev. Mat. Iberoamericana, vol. 11, pp. 355 - 373, 1995], Чен и Фанг [Adv. Math., 

Beijing, vol. 24, pp. 93 - 94, 1995], а также Зальцман [неопубликовано] доказали, 

что ff — 1 имеет бесконечно много нулей. Всегда ли дефект Неванлинны 

удовлетворяет неравенству 5(1, f'f) < 1 ? Если так, то какой является паилучшая 

оценка сверху для 5(1, f'f) ?

Задача 4- Пусть Р - непостоянный многочлен, и пусть f - трансцедентная 

мероморфная функция. Имеет ли P{f)f — 1 бесконечно много нулей ? Для целой 

/ это доказал Мюес [Arch. Math., vol. 32, pp. 55 - 67, 1979], а для f конечного 

порядка - автор и Еременко.

§ 4. ЗАДАЧИ ВИЛЯМА ЧЕРРИ ( )cherry@math.tu-berlin.de

Пусть D - единичный круг в комплексной плоскости С, и пусть IP” - комплекс­

ное проективное пространство размерности п. Пусть Zq, .. .,Zn - однородные 

координаты на IP”. Формой Фубипи-Штуди uFS па IP" назовем

( £ ZjZj ] | £ dZj Л dZj ) - £ ZiZjdZi Л dZj
\j=0 J \j=0 J ij=0

WFS -- — ~2 .

v=° J
При n = 1 форма Фубини-Штуди wFS приводится к форме сферической площади 

па римановой сфере (если риманова сфера имеет радиус 1/2 в Ш.3). Если f - 

голоморфное отображение из D в IP", то f*wFS является формой псевдоплощади 

па D. Это означает, что

F^fs = Р(г) dz Л dz, 

где z - комплексная координата на D, а р - неотрицательная функция. Определим 

/’(я)=У^).

Величина р(г) показывает насколько / инфинитезимально искривляет длину 

в г, где длина на В берется относительно евклидовой метрики, а длина на 



22 Под редакцией А. Ф. Беардона и Ч.-Ч. Янга

1РП берется относительно метрики, получающейся из формы Фубини-Штуди.

Заметим, что при п = 1 имеем 

которая известна под названием сферической проиводной и, поэтому, мы выбрали 

такое обозначение.

Говорят, что набор Н1,...,Нд гиперплоскостей в 1РП находится в основ­

ной позиции, если для любого подмножетва {//)} с кардинальностью < п + 1 

линейные формы, определяющие гиперплоскости в этом подмножестве, линейно 

независимы. (При п = 1 гиперплоскости являются простыми точками на римано­

вой сфере, а находиться в основной позиции означает, что эти точки различны). 

Теперь мы можем сформулировать следующее.

Теорема. Пусть п - положительное целое число, и пусть ц > 2п + 1. Пусть 

Н1,...,НЧ - д гиперплоскости в 1РП, находящиеся в основной позиции. Пусть 

П = 1РП \ {Я1 и • • • □ Н,}. Тогда.

8ир{/։(0) : / : В ।—» П, / - голоморфна } < оо.

Теорема состоит из двух составляющих. Первая утверждает, что дополнение 

2п+1 гиперплоскостей в основной позиции в 1РП располагается гиперболически 

в 1РП. Этот результат в сочетании с леммой Броди о параметризации дает 

конечную верхнюю оценку производной Фубини-Штуди в нулевой точке /*(0). 

Подробности см., например, в книге Ланги [2] (теоремы VII.2.5 и III.1.4.). Мы 

приходим к следующему вопросу : можно ли найти явную оценку сверху ?

Задача. Пусть п, д,Я) и П определяются из теоремы. Найти явную оценку 

сверху М такую, что если ф - голоморфное отображение из В в В, то

/‘(0) < М.

Отметим, что М будет зависеть от гиперплоскостей Н^.

Отметим, что оценка сверху для /*(0) дает оценку снизу для касательных 

векторов, измеренных по метрике Кобаяши на П. Таким образом, задача сводится 
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к нахождению явной оценки снизу для длины по метрике Кобаяши на П всех 

касательных векторов, имеющих длину 1 по метрике Фубини-Штуди.

При п, = 1, т.е. когда / - мероморфная функция, опускающая по крайней 

мере три значения, можно найти явную оценку сверху для /*(0). Для этого 

нужно построить явную форму сингулярной плошали с отрицательной кривизной 

на римановой сфере и затем использовать лемму Альфорса-Шварца. Другим 

способом является использование второй основной теоремы Неванлинны с явным 

остаточным членом. В обоих случаях можно получить явную оценку, зависящую 

толко от (сферических) расстояний между опущенными точками - чем меньше 

расстояния между точками, тем больше оценка для сферической производной.

В многомерном случае построение явной сингулярной формы (1,1) на 1Р”, с 

отрицательной кривизной и сингулярной только на опущенных гиперплоскостях 

представляется довольно трудным. Такая техника использована в [1] и [4] для 

получения оценок сверху для /*(0). Однако эти оценки зависят не только от 

опущенных гиперплоскостей но также от производных высших порядков от 

/ в точке 0. Вообще опенки кривизны недостаточно сильны как касательный 

подход к опущенным гиперплоскостям с целью получения оценки для /։(0), 

не зависящей от производных высших порядков. Конечно, можно попытаться 

использовать вторую основную теорему для получения оценок, как в одномерном 

случае. Однако, можно только получить опенки, зависящие от производных 

высших порядков / в точке 0.

Подобный вопрос затрагивается в работе [5], где используется метод явных 

оценок Неванлинны, однако, здесь рассматриваются отображения в 1Р2, опуска­

ющие только четыре гиперплоскости и, таким образом, в данномм случае про­

изводные высших порядков ирают значительную роль. Для симметричных облаг 

стей в Л»1, например, для дополнения п-ых корней единицы в работе [3] даны не 

только явные, но строгие оценки сверху для /’(О). Авторы работы [3] стараются 

обобщить свою работу на случай симметричных расположений гиперплоскостей 

в 1РП, однако, до сих пор это им не удалось.
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§5. ЗАДАЧИ ПЕИ-ЧУ ХУ И ЧУНГ-ЧУИ ЯНГА1 

pchuOpublic.jn.sd.cn и mayang@uxmail.ust.lik 

НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ В 

МНОГОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

1Работу первого автора частично поддерживал Postdoctoral Grant of China, a 
второго частично поддерживал UGC Grant of Hong Kong.

В этой заметке мы ставим некоторые задачи, связанные с динамикой методом 

Ньютона в многомерных пространствах. Мы будем использовать терминологию 

и обозначения Ху-Янга [8]. Через и /(/■) мы обозначим множество Фату и 

множество Жулиа семейства 7՜, соответственно. В частности, если 7 =

- семейство, порожденное итерациями отображения /, мы примем сокращенные 

обозначения F(/) = F(J՜) и J(/) = J(J՜).

1. Расширенные вопросы для итераций рациональных функций. Фик­

сированная точка р отображения / на гладком многообразии М называется при­

тягивающей, если существует окрестность U точки р такая, что

lim fn{x) = р для всех х G U. п—»OO

Множество А называется отталкивающим, если для каждой окрестности V 

множества А V — [А] непусто ; и если существует окрестность U множетва А 

такая, что для каждого х G U — [А] существует п0 > 0 с f'Çx) £ U для всех 

п > по, где [А] - объединение основных орбит всех элементов в А.

Предположение 1.1. Пусть М - комплексное многообразие, f : M i—» М - 

голоморфное отображение, p G М, /(р) = р, и пусть Л,- - собственные значения 

для А = f'(p), удовлетворяющие неравенствам |Ai| > ••• > |Ат| (т = dimM). 

Если р - отталкивающий, то |Ат| > 1 (т.е. р отталкивает).
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Предположение 1.2. Если / - непрерывное самоотображение на компактном 

гладком многообразии М, то множество притягивающих циклов компактно и 

множество Жулиа равно замыканию своего множества отталкивающих 

циклов.

С. Смейл в [15] предположил, что диффеоморфизмы на 52 с Сг-топологией в 

основном должны иметь только конечное число раковин. С. Е. Ньюхауз [10] дока­

зал, что на любом компактном С^-многообразии М с размерностью большей или 

равной 1, существует подмножество 71 открытого множетсва И в М),

г > 2 такое, что каждый элемент подмножества 71 имеет бесконечно много ра­

ковин, где, по опреелению, 71 содержит счетное пересечение открырых подмно- 

жетсв множества И.

Непрерывное самоотображение на многообразии М называется исключи­

тельным, если его множество Жулиа содержит либо исключительные, либо изо­

лированные точки, где точка х£М называется исключительной, если ее основ­

ная орбита конечна.

Предположение 1.3. Пусть / - непрерывное самоотображение па компактном 

гладком многообразии М либо с | <1ед(/)\ > 2, либо с топологической энтропией 

А<оР(/) > 0. Тогда

1) если { не исключительно, то совершенно и для любого х 6 /(/) 

обратная орбита О“(х) плотна в ;

2) /(/) = М тогда и только тогда, когда существует х, правильная 

орбита О+(х) которой плотна в М ;

3) если 11 - некоторое открытое множество, пересекающее множество 

Жулиа, то /’'(и П •/(/)) = •/(/) для любого достаточно большого п;

4) если М - компактное комплексное многообразие, в / - голоморфное 

самоотображение на М, то / имеет не более чем конечное число раковин, 

и каждая компонента множества Фату периодична, т.е. для каждой ком­

поненты и множества Фату существуют целые числа тип такие, что 

Г(/т(^)) = /т(Ю-
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Если М - риманова сфера, то предположение подтверждается. О подробно­

стях см. в [3], [5], [6] и [8].

Обозначим через Еез/(/) остаточное, множество Жулиа отображения /, 

т.е. множество тех точек в 7(/), которые не лежат на границе Е(/). Теперь мы 

расширим предположение Макиенко [2] для рациональных функций на римано­

вой сфере к следующему общему случаю :

Предположение Ц. Пусть М - компактное ориентированное гладкое т- 

мерное многообразие и / £ С(М,М) удовлетворяет условиям

1) либо |с/е^(/)| > 2, либо Ьюр^П > О,

2) не имеет обратную инвариантную компоненту.

Тогда Кез7(/) / 0.

Связанными работами по рациональным функциям являются [9], [И] и [12].

2. Хаусдорфова метрика и множества Жулиа. Фиксируем / 6 С(М,М), и 

пусть К С С(М, М) - окрестность / в компактно-открытой топологии. Всякую 

последовательность Р = {/у С К назовем случайным возмущением / на И. 

Семейство

= {Л о /2 о • ■ • о /„ | п = 1,2,...}

называется случайным возмущением ВБ {/”} на Ы. Если /у = д для всех 1 > 1, 

то мы получаем постоянное возмущение Т = {$} / с Оз(Т} = {։?"}. Интересно 

сравнить ]{Оз(Т)) и У(/), когда Т —» /, т.е. /у —♦ / для всех ] > 1.

Предположение 2.1. Пусть М - компактное метрическое пространство, и 

пусть / еС(М,М). Тогда

1) если / топологически стабильно, то существует окрестность И ото­

бражения } в С°-топологии такая, что для любого случайного возмущение Т 

отображения / на Ы дц(д(Оз(Р)), /(/)) —» 0 при Т —» /;

2) если? - случайное возмущение / на С(М,М), то Лн(д (Рз^?)), /(/)) —» 

—» 0 при Т —+ / тогда и только тогда, когда каждая компонента 

является чашкой притяжения.

Далее, если М - риманова сфера, то 2) в этом предположении справедливо 

(см. [1], [13], [17]).
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Пусть М — компакт, и пусть Л' - векторное пространство, порождающее 

течение Т = {/‘Ьепг- Пусть Q - открытое множество в Ш/, содержащее точку 

0. Пусть Xt - векторное пространство, зависящее от параметра с g Q такое, 

что Xt —» Хо = X при е —♦ 0 в С1-топологии векторных пространств. Пусть 

— {/JJteiR. - течение, порожденное Xt.

В теории возмущений принято полагать М гладким расслоением тг: М i—» 

।—» В. Векторное пространство А' на свертке М называется вертикальным, если 

оно касательно к каждому слою. Функции на базе В слоя тг определяют первые 

интегралы уравнения х = Х(х) на М. Вертикальное векторное пространство X 

называется невозмущенным. Возмущенным полем называется поле Хс = X+eXi 

близкое к X, которое определяет следующее возмущенное дифференциальное 

уравнение :

£ = А'(х) +eXi(x).

Задача 2.1. В каках случаях имеют место —♦ 0 и dim// 7(У։) —»

—» dim# J(7՜) при с —♦ 0 ?

Мы предполагаем, что они имеют место, когда {/‘jigiR структурально 

стабильно.

3. Неблуждающие множества и множества Жулиа. Если f - рациональ­

ное отображение порядка не меньше двух на римановой сфере и U - любое не­

пустое множество, встречающее J(f), то мы знаем, что J(/) С /"(t/j для всех 

достаточно больших целых п так, что J(/) С Q(/), где П(/) - множество неблу­

ждающих точек.

Предположение 3.1. Если М - компактное гладкое многообразие, то J(f) С 

С П(/) и в пространстве М) диффеоморфизмов С1

лп = П «(/")•
П=1

4. Гиперболические множества и множества Жулиа. Под гиперболиче­

ским множеством дифференцируемого отображения f на многообразии М мы 

подразумеваем правильное инвариантное компактное множество А С М (т.е. 

/(А) = А) такое, что для каждой точки х 6 А касательное пространство 7’(М)Г 
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разлагается в прямую сумму Т(Л/)Х = Ф Ех стабильного пространства Е* и 

нестабильного пространства Ех со следующими свойствами : для £ £ Е*, т) 6 Ех, 

п > О

Щ)ХЕ‘Х С E‘JM, (df),E» = ^(х)> 

||(<Г МН < ае-вп1КН> IIWTMI > ^Н, 

где а, с - положительные постоянные, не зависящие от х,£,т), п. Если dim Ех 

постоянна для гиперболического множества Л, то опа называется индексом 

Морса Л и обозначается через ид.

Предположение j.l. Пусть Л является гиперболическим множеством Сг- 

дифференцируемого преобразоивания f на многообразии М. Если индекс Морса 

иЛ = dim Л/, то Л - отталкивающее множество.

Уместен следующий вопрос Смейла : являются ли отображения, удовлетво­

ряющие аксиоме А, плотными в DiflT(A-/, Л/) ? С. Е. Ньюхауз показал, что су­

ществует открытое множество И в DifT2(S2, S2) такое, что если f G И, то f не 

удовлетворяет аксиоме А и f С2 структурально нестабильно. Предположим, что 

М ориентировано и Q - элемент объема на М. Возьмем f бС^Л/, Л/). Правиль­

ное инвариантное компактное подмножество Л в М называется объемно сжима­

ющим гиперболическим (соотв., объемно расширяющим гиперболическим), если 

существуют а>0и0<А<1 (соотв., Ь > 0 и 7 > 1) такие, что |(/п)*П/П| < аАп 

(соотв., К/”)*П/Я| > fry”) па Л, и называется объемно гиперболическим, если ка­

ждая правильная инвариантная компонента Л либо объемно сжимающая, либо 

расширяющая гиперболическая. Мы ставим следующий вопрос :

Предположение j.2. Множество СТ-само ото брожений (г > 1) на М с объемно
•' • * 

гиперболическими множествами Жулиа плотно вСг(М,М).

Для рациональных функций на римановой сфере это является предположе­

нием Фату, нерешенным даже для многочленов порядка 2 на С. Заменим аксиому 

А следующей :

Аксиома В : П(/) объемно гиперболично, а множество Per(f) плотно в П(/).

Мы также ставим следующий вопрос :
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Предположение 4-3- Множество Сг-само отображений (г > 1J, удовлетворяю­

щих аксиоме В на М, плотно в Diffr(M,Af).

Пусть Cj - множество критических точек /. Определим

C/ = UW/)-
>=о

Предположение 4-4- Пусть f - голоморфное отображение на компактном 

комплексном многообразии М. Если либо каждая критическая точка f имеет 

правильную орбиту, накапливающуюся на притагивающем цикле f, либо J(f)C\ 

C\Cj = 0, то 4(f) объемно гиперболично.

Мы также предполагаем, что J(/) ф 0, если / Ли-Йорк-хаотично.

5. Экспоненты Ляпунова и множества Жулиа. Пусть / -(^-отображение 

на ril-мерном римановом многообразии М. Определим

7/ = limsup - sup log||(d/n)r||- 
П-.00 п Х£М

Для любого х £ М мы также определим

7(х) = lim sup - log ||(df71 )r||. 
n—»oo П

Относительно некоторой борелевской вероятностной меры д определим

Г(/>Я)= /
Jm

t(f^) = [ 52 rni(x)Xi(x) dn(x),

где гп{(х) - кратность экспоненты Ляпунова х«(г) и> далее, определим

l(f) = sup /(/,д), Г(/)= sup Г(/,д), 
меЕДМ) меЕ/Слг)

где S/(M) - множество всех /-инвариантных борелевских вероятностных мер на 

М.

Предположение 5.1. Пусть М - компактное многообразие и f Е М).

Тогда J(f) -ф. 0, либо 1(f) > 0, либо Г(/) > 0.

Здесь мы также ставим следующие задачи :
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Предположение 5.2. Если М является компактным гладким многообразием и 

f е Diff1 (М,М), то

1) если либо 1(f) > 0, либо Г(/) > 0 и если F(f) не имеет компонент, 

обратно инвариантных, то ResJ(f) / 0 ;

J(f) ф 0 тогда и только тогда, когда существует вероятностная 

мера /а на М такая, что f - мера, сохраняющая преобразование для р, с 

положительной экспонентой Ляпунова.

6. Метод Ньютона. Пусть f - голоморфное отображение наСт, и пусть Nj - 

отображение, построенное методом Ньютона. Пусть S - подмножество нулей f 

такое, что ( 6 S тогда и только тогда, когда < - притягивающая фиксированная 

точка Nj. Пусть Ait((,) обозначает чашку притяжения для притягивающей 

фиксированной точки ( из Nj. Для меры д на М и для борелевского измеримого 

множества В с д(В) > 0 определим

А/.ДВ) = д I В П I □ Att(C) ) ) /д(В). 

\ \<es / /
Тогда А/1Я(В) будет вероятностью того, что для данного отображения f итера­

ция Nj стремится к нулю / для случайного выбора начальной точки в В.

Задача 6.1. При каких условиях Aj։tl(B) положительна ?

Пусть Pd(Cm) - подвекторное пространство, состоящее из всех многочленов 

порядка < d наСт. Для d = (di,..., tin) положим

Pd(Cm) = Pdl(Cm) x • • ■ x Pd.(Cm).

Подпространство Pd(Cm; 1) (соотв. P'd(Cm; 1)) определяется следующим образом : 

f = (А> Лп) G Pd(Cm; 1) (соотв. Р^(Ст; 1)) тогда и только тогда, когда

(i) f = (A....fm) e Pd(Cm) c deg(A) = dk (1 < k < m),

(ii) один из коэффициентов А равен 1 для любого к, а абсолютные значения 

всех коэффициентов А < 1 Для любого к, где fk - однородная часть А порядка 

di,

(iii) {А = • • ■ = fm = 0} = {0} (соотв. det(/'(z)) 0).

По теореме Bezout’s, любое f в Р</(Ст; 1) имеет ровно d\ -dj • • -dm нулей с учетом 

кратностей.
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Задача 6.2. Существует ли число г > 0 для лебеговой меры р на Ст такое, 

что Л/1Д(Ст(г)) > 0 для любого f 6 Pd(Cm; 1) (соотв. 7"d(Cm- 1)J, adeCm(r) - 

r-шар с центром 0 в Ст ?

При замене условия (iii) условием (in)* {/։ = • • • = /т = 0} = {0} и 

det(/'(.?)) / 0 для всех z €Ст получается семейство Pj(Cm; 1).

Предположение 6.1. Задача 6.2 правильна для семейства PJJC*”; 1).

7. Гиперболичность по Кобаяши и множества Жулиа.

Предположение 7.1. Если М - гиперболическое комплексное многообразие Ко­

баяши, то J(f) = 0 для любого голоморфного сам о отображения f на М.

Если М - совершенное гиперболическое комплексное многообразие Кобаяши, 

то М is taut так, что /(/) = 0 для любого голоморфного самоотображения f 

на М, т.е. это предположение справедливо для совершенных гиперболических 

комплексных многообразий Кобаяши. Более подробно см. [5] и [8].

Предположение 7.2. Если f - голоморфное самоотображение на комплексном 

многообразии М с htop(f) > 0, то каждая компонента множества Фату 

гиперболична по Кобаяши.

В том случае, когда М - проективное пространство, эту задачу решил Уэда. 

Более подробно см. [3], [5], [6] и [8].

8. Множества Жулиа голоморфных самоотображений на Ст. Предпо­

ложим, что М имеет логарифмически выпуклую аннулирующую функцию, a f 

- голоморфное отображение на М. Для р € ZZ[l,m], где т = dimM, введем 

величину
dp[/] = Пт sup limsup ( ,

n—»ОО Г—»ОО \ J

где Tpj(г) - функция порядка р функции /.

Предположение 8.1. Если dp[/] > 1 для некоторого р С ZZ[l,m], то J(f) / 0.

Для М = Ст можно определить величину

nUS» М \ logAf(r,/) J 1

где M(r, f) - функция максимума функции /.



32 Под редакцией А. Ф. Беардона и Ч.-Ч. Янга

Предположение 8.2. Если для голоморфного отображения f : Cm i—♦ Cm 

d(f) > 1, то J(f) ф 0.

Пусть P :Cm i—»Cm - полиномиальное отображение. Определим

Ар = {/ € Hol (Cm,Cm) : Z{f - P) = 9 или Z(f - P) родственно алгебраично)

Для f, g 6 Hol (Cm,Cm) - Ар мы предполагаем

limsup
N{rJOg = P) 

log M (r, g)

В случае m = 1 cm. [14] и [16]. Более подробно см. [3] - [6] и [8].
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§6 . ЗАДАЧИ К. X. ХУА ( )mahna@netra.uju.edu.cn

Задача 1. Независимо друг от друга Бейкер и Кин доказали, что для транс- 

педентной функции { : С‘ -* С множество Фату Е(/) имеет не более одного 

кольца Германа. Я предполагаю, что 7*’(/) не может содержать кольца Германа.

Задача 2. Построить трансцедентную мероморфную функцию, множество Фату 

которого имело бы кольцо Германа.

§7 . ЗАДАЧИ ХАРТЬЕ КРИЕТЕ ( ) 

ОТКРЫТЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАЧИ В ТЕОРИИ ИТЕРАЦИЙ 

Обозначим через С = С II {оо} риманову сферу, и пусть / : С ।—* С - 

мероморфная функция. Напомним, что множество Фату - это множество 

г б С такое, что семейство итераций {/оп} определено и нормально в окрестности 

г. Множеством Жулиа называется дополнение вС. Другими словами,

kriete@uni-math.gwdg.de

множество Жулиа - это множество тех точек, вблизи которых / не имеет 

сходимого характера. Оно является непустым, совершенным и инвариантным 

множеством, в котором отталкивающие периодичные точки / плотны.

1. Сходимость множеств Жулиа. Рассмотрим последовательность функций 

{/т}тбЫ> равномерно сходящихся на компакте к /. Нас интересуют динамиче­

ские следствия этой сходимости. В частности, нас интересует

Задача 1. При каких условиях множества Жулиа У(/т) сходятся ко множе­

ству Жулиа как множества в хаусдорфовой метрике, когда т —» оо?

Известны различные достаточные условия, при которых ответ положителен, 

см. [18], [17], [9], [11], [15]. Тем не менее, до сих пор принято считать, что / не 

имеет блуждающих областей и областей Бейкера. Поэтому мы спрашиваем :

Вопрос 1. Предположим, что ф имеет блуждающую область и/или область 

Бейкера. Возможно ли найти функции фт, стремящиеся к ф равномерно на ком­

пактных подмножествах С такие, что множества Жулиа Я(фт') стремятся 

к 3\ф) по хаусдорфовой метрике на С при т —» оо ?
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В частности, нас интересует вопрос о приближении / рациональными функ­

циями или многочленами. Иногда приближения /т можно выбирать такими, что­

бы они имели одинаковую с / динамику. Например, если приближения /т и / 

имеют одинаковое количество так называемых “свободных сингулярных значе­

ний”, то мы говорим о “динамическом приближении”.

Задача 2. Найти широкие классы трансцед битных функций, динамически при­

ближаемых многочленами или рациональными функциями.

Примеры можно найти в [3], [4] и [11] - [14], [19]. Заметим, что для каждого 

сингулярного значения и функции / существует последовательность {нт}тсн 

сингулярных значений «т приближений /т, стремящаяся к V. Поэтому нужно 

найти приближения /т, не имеющие большое количество сингулярных значений.

Пример. Пусть /(г) = е*. Тогда множество з։п^(/) конечных сингулярных зна­

чений, играющее большую роль в комплексной динамике, равно {0}. Последова- 
(2 \ т т

1 + —) , И {дт}тек, где дт(г) = —֊,т/ д=0 т!
сходятся к / равномерно на компактных подмножествах С. С одной стороны мы 

получаем Пт №пд(дт} = оо, а с другой стороны зтд(/т) = з։пд(/) = {0} име- т-*оо
ет место для каждого т 6 Г4. Поэтому последовательность {/т}тен является 

динамическим приближением, но не {<?т}тек-

2. Метод Ньютона для трансцедентных функций. С недавних пор боль­

шое внимание уделяется методу Ньютона для заданной трансцедентной функции 

/, см. [1], [2], [7], [8], [19], [21]. Следуя Смейлу мы спрашиваем о вероятности при­

менения метода Ньютона к заданной трансцедентной функции / для случайного 

выбора начального значения.

Пусть / - трансцедентная функция. Для начального ао ЕС определим

/м 
гп+1-2п~7Ы'

Пусть А - множество всех го таких, что последовательность {гп}пек стремится 

к корню /.

Задача 3. Найти оценку снизу (сферической) лебеговой меры А.
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Известны достаточные условия, устанавливающие открытость и плотность 

множества А, либо ее полную меру, см. [7], [8], [21]. Большинство этих условий 

подразумевает “гиперболичность” (в некотором смысле) функции /. Тем не 

менее, Харута [6] представил класс целых функций И таких, что множество 

А, связанное с некоторым / € Н, имеет ограниченную плоскую лебегову меру Л. 

Если / - многочлен, то известны некоторые оценки для Л(Л) (см. [5], [20], [16], 

[19]). Это приводит к следующему :

Вопрос 2. Пусть / - целая функция и {/т}тек - последовательность полино­

миальных приближений. Возможно ли выбрать приближения /т такими, что­

бы Нт тГ сЛ(/т) мог быть оценен (снизу) равномерно в т?
ГП—*00

3. Гиперболичность. “Гиперболичность” играет важную роль в итерации мно­

гочленов и рациональных функций. Определение приводит к классу трансцедент- 

ных функций конечного типа. Однако определение гиперболичности для более 

широких классов представляется довольпо трудпым. Некоторые попытки сдела­

ны в работах [И] - [14].

Задача Найти удобное определение “гиперболичности” для широкого класса 

трансцедентных функций:

4. Сходимость гиперболических компонент. Имея определение гипербо­

лических трансцедентных функций, принадлежащих заданному семейству 7 = 

= {/а}, где А принимает значения в некотором параметрическом пространстве 

Р, например, С*, можно начать изучение гиперболических компонент в параме­

трическом пространстве. Отметим, что гиперболичность обычно определяется 

как открытое свойство, т.е. множество всех А таких, что /д гиперболично, пред­

полагается открытым.

Предположим также, что семейство допускает динамическое приближение 

семействами 7т =■ {Лп,д} многочленов или рациональных функций.

Вопрос 3. Пусть Н - гиперболическая компонента (в параметрическом про­

странстве Р) семейства 7. Существует ли последовательность гиперболи­

ческих компонент Нт семейств 7т, стремящаяся кН?
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Используя сходимость ядра, был дан положительный ответ для широкого 

класса семейств 7, ср. [11] - [14]. Вообще, нельзя ожидать хаусдорфову схо­

димость ([14]), однако, она имеет место в том случае, когда 7 = {Ле*} и 

= {А(1+£)”*}, ([3], [10]).
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§8. ЗАДАЧИ ДАОЧУН САН

Задача 1. Пусть A'n(w) - последовательность независимых, симметричных и 

равномерно распределенных действительных или комплексных случайных пере­

менных с конечными ненулевыми вариациями. Рассмотрим случайную последо­

вательность
ОО 

fAZ) = Е an^n(w)zn 
n=0

в \Z\ < 1, где 
* ОО

lim >А|оп| = 1> У՝|ап|2 = оо.
Л—* ОО “

п=0

Является ли образом fu{Z) вся комплексная плоскость с вероятностью единица?

Дж. П. Кахан [1] доказал, что это имеет место, когда Хп - гауссовские 

случайные переменные. Сан Даочун [2] доказал это, когда Хп - непрерывные 

случайные переменные или если fu(Z) удовлетворяет

_ l°g Е l“n|2r2n 
lim ----"=0 ----- г— = оо.
г-i -log(l-r)

Задача 2. Существует ли мероморфная функция f(Z), \Z\ < 1 с limn_<OoT'(r1 f) = 

= оо такая, что f{Z) не принимает трех различных комплексных значений ?

Если мы докажем, что число исключительных значений конечно, то задача 

1 будет решена.

ЛИТЕРАТУРА
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bridge University Press, 1985.
2. Daochun Sun, “Value distribution of random series”, Bull. Hong Kong Math. Soc, 

vol. 1, 1997.

§9 . ЗАДАЧИ С. П. ВАНГА ( )swang@matli.uno.edu

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

/п) + - - - + Po(zjf = 0, (9.1)

где п > 2 и ро(г),... ,pn_i(z) - многочлены с po(z) 0. Для любого нетривиаль­

ного решения f уравнения (9.1) обозначим порядок роста f через p(f), а экспо­

ненту сходимости нулей f -? через А(/). Нами доказано, что уравнение (9.1) до­

пускает множество фундаментальных решений {/i,..., fn} с тем свойством, что
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A(/t) < p(fk) для всех k = 1,..., п тот и только тогда, когда существует ненуле­

вая постоянная 6 и положительное целое число а такие, что для j = 0,1,..., п — 1 

ww=(”)^e(n-/,+-> (э-2)

где - биномиальный коэффициент. Отсюда следует, что если один из коэффи­

циентов уравнения (9.1) не имеет представления (9.2), то для любого множества 

фундаментальных решений {/i,..., /п} уравнения (9.1) по крайней мере один из 

них удовлетворяет равенству А(/) = р(/). Уместен следующий вопрос : сколько 

таких решений может существовать во множестве решений ?

Банк и Франк [Comment. Math. Univ. Sancti Pauli, vol. 33, pp. 143 -151,1984] 

показали, что для уравнений вида

/n)+PoW/ = 0,

где п > 2 и Po(z) 0 - многочлен, в любом множестве фундаментальных решений 

{/ii существуют по крайней мере п — 1 решений, удовлетворяющих

равенству А(/) = р(/).

§10 . ЗАДАЧИ С. С. ЯНГА ( )mayang@uxmail.ust.lik

1. О теории факторизации мероморфных функций. Обозначим через 

/(z) мероморфную функцию в комплексной плоскости С. Выражение /(z) = 

= p(A(z)) с д мероморфной и h целой или д рациональной и h мероморфной 

называется факторизацией / с левым фактором д и правым фактором A. /(z) 

называется первичной (псевдо-первичной), если в каждой факторизации / либо 

h либо д билинейна (либо А либо д рациональна). Определение “первичной 

функции” впервые введено П. К. Розенблюмом [9] в 1952 году как результат 

количественного изучения фиксированных точек composite целой функции. После 

1968 года теория факторизации широко изучалась F. Гроссом, М. Озавой, Ч.- 

Ч. Янгом, В. Бергвейлером, X. Урабе и т.д. (см. [3] и [5]. Недавно, подобные 

исследования успешно были проведены для мероморфных функций нескольких 

комплексных переменных, а более общие - для мероморфных отображений - мной 

и соавторами, см. ([2], [6] - [8] и [10]).
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Несмотря на усилия комплексных аналитиков в течение трех десятилетий 

(см. [3] и [4]), в теории факторизации пока что пет значительных и важных 

достижений. Ниже мы приводим два наиболее важных результата :

Теорема 1. (Стейнмеп [11]). Всякое мероморфное решение линейного дифферен­

циального уравнения с полиномиальными коэффициентами должно быть псевдо- 

первичным.

Теорема 2. (Бергвейлер [1]). Всякая трансцедентная целая функция, имеющая 

только конечное число фиксированных точек, должна быть первичной.

Задача 1. Найти другие интересные критерии того, что целая функция является 

первичной или псевдо-первичной.

Задача 2. Следует ли из псевдо-первичности Р, что для любого многочлена р 

Р(р) псевдо-первично ?

Замечание. Эта задача некорректна в случае р(Р), см., например, [3], стр. 181.

2. Эквивалентность двух факторизаций. Мы называем две факторизации 

/1 о • ■ • о /п и <71 о • • • о дт эквивалентными тогда и только тогда, когда имеют 

место следующие три условия :

(1) т = п;

(и) все факторы Д и - трансцедептные первичные целые функции;

(ш) существуют п — 1 линейных преобразований А2,..., Ап-1 такие, что

/1=Р1°А1, /2 = А7՛ о52оА2, ..., /п = А"1։о5п.

Определение. Говорят, что трансцедентная целая функция Р обладает свой­

ством единичной факторизуемости тогда и только тогда, когда любые две фак­

торизации Р в трансцедентные первичные целые факторы эквивалентны друг 

другу.

Замечание. Показано, что существуют определенные классы трансцедентных 

целых функций, которые обладают свойством единичной факторизуемости, см., 

например, [12] и [13].

Задача 3. Найти критерии единичной факторизуемости функции.
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Задача Существует ли траисцедентная целая функция, не являющаяся 

единично факторизуемой ?

3. Наибольший простой правый фактор и наименьший простой правый 

множитель двух функций.

Обозначения. Пусть f,g и h - три целые функции такие, что f = g о h. Тогда 

Л - правый фактор / и должен быть обозначен через Л|/.

Определение. Целая функция h называется наибольшим простым правым фак­

тором двух целых функций /1 и /2 тогда и только тогда, когда

(i) Л|Л и h\f2,

(ii) для любой целой функции k такой, что A|/i и Л|/2, имеем А|А. 

Замечание. Еременко и Рубель [4} показали, что для любого набора целых 

функций наибольший простой правый фактор всегда существует.

Задача 5. Каков критерий сравнительной первичности двух целых функций 

(т.е. их наибольшие простые правые факторы - линейные функции) ?

Замечание. В [15] даны некоторые критерии для этой задачи.

Определение. Целая функция Н называется наименьшим простым множите­

лем двух функций f и g тогда и только тогда, когда

(i) /|Я, д\Н,

(ii) если для любой целой функции К f\K и то Н\К. 

Замечание. Не всякая пара целых функций имеет наименьший простой множи­

тель, см. [15].

Задача 6. Найти необходимое и достаточное условие существования наимень­

шего простого множителя пары функций.
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КЛАССИФИКАЦИЯ РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С НЕПОСТОЯННОЙ МЕРОМОРФНОЙ ФУНКЦИЕЙ, 
ОГРАНИЧЕННОЙ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

М. Хаяши

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 4, 1997

Пусть R - связанная риманова поверхность, и пусть Л/°°(Я) - множе­
ство всех мероморфных функций на R, ограниченных на бесконечности 
R. В этой заметке мы классифицируем римановы поверхности R, удо­
влетворяющие условию, что М~(Я) содержит непостоянный элемент.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть R - произвольная риманова поверхность (связанная), а Я°°(Я) - алге­

бра всех ограниченных аналитических функций на R. Обозначим через Л/°°(Я) 

множество всех мероморфных функций на R, ограниченных на бесконечности 

R. Другими словами, / 6 Л/00 (Я) - мероморфная функция на R, ограниченная 

вне компактного множества. Мероморфные функции в Л1°°(Я) вместе со своими 

полюсами играют ключевую роль в изучении максимального идеального про­

странства алгебры Я°°(Я) (см. [2],[3]), поэтому нас интересует класс функций 

ЛГ°°(Я).

В данной заметке мы классифицируем класс Рм°° римановых поверхностей 

Я, удовлетворяющих тому, что содержит непостоянный элемент. Это

выражается записью Л/°°(Я) / С, где С - означает множество всех комплексных 

постоянных. Конечно, класс Ря“> римановых поверхностей Я, удовлетворяющих 

свойству Я00 (Я) С более интересен. Однако, характеризовать класс Рц<* - 

довольно трудная задача.

Если Я - замкнутая риманова поверхность, то ЛГ°°(Я) совпадает с множе­

ством всех рациональных функций на Я. Поэтому ЛГ°°(Я) / С, согласно тео-
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реме Римана-Роха, и Я°°(Я) = С, согласно принципу максимального модуля. 

Поскольку Я00 (Я) С то класс Рдг- строго шире класса Рн°°- Исполь­

зуя конструкцию типа Мирберга, можно легко найти риманову поверхность Я 

с бесконечным родом таким, что Я € Рм°°> но Я £ Рн°°. Поэтому, охарактери­

зовать класс Рм°° так же сложно, как и класс Рн°°. Тем не менее, оказывается 

возможным охарактеризовать класс Рдг— в терминах Ря~. Этим мы и займемся 

в настоящей заметке.

Семейство А мероморфных функций на Я называется разделяющим, если для 

любых различных точек а, 6 из Я существует функция / в А такая, что /(а) / 

/ /(6). Алгебра А мероморфных функций на Я называется слабо разделяющей, 

если семейство {//д '■ /,д Е А, д 0} разделяющее.

На первом шагу мы ограничиваем наше внимание теми римановыми поверх­

ностями Я в Рлг~, для которых Л/°°(Я) слабо разделяюще. Основная теорема 

гласит следующее :

Теорема 1. Если Я - риманова, поверхность такая, что МЖ{В.) слабо разделя­

юще, то выполняется одно и только одно из следующих двух :

1) существует непостоянная ограниченная аналитическая функция на R, т.е. 

Я“(Я)/С;

2) R конформно эквивалентно подобласти замкнутой римановой поверхности 

и Н°°(Я) = С.

Замкнутое подмножество Е на римановой поверхности называется АВ- 

пренебрегаемым, если для каждого координатного круга V на R все ограничен­

ные аналитические функции на V \ Е аналитически продолжаются на V (т.е. 

и П Е - множество с нулевой аналитической емкостью). Известно, что для под­

области Я замкнутой римановой поверхности Я°°(Я) — С тогда и только тогда, 

когда дополнение Я является АВ-пренебрегаемым (см. [5]). Для открытых ри­

мановых поверхностей с бесконечным родом этот простой факт вообще не имеет 

места.

Рассматривая компактификации Александрова, говорят, что две открытые 
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римановы поверхности имеют одинаковую идеальную границу, если их беско­

нечно удаленные точки имеют нектоторую идентичную окрестность (в смы­

сле конформной инвариантности). Свойство римановой поверхности называет­

ся свойством ее идеальной границы, если любые две римановы поверхности с 

одинаковой идеальной границей одновременно обладают или пе обладают этим 

свойством. Хорошо известен классический результат [1], гласящий, что свойство 

Я°°(Я) / С не является свойством идеальной границы. С этой точки зрения ин­

тересен следующий результат :

Следствие 1. В категории римановых поверхностей R таких, что М°°(Я) слабо 

разделяюще, существование непостоянной аналитической функции на R является 

свойством идеальной границы.

Теорему 1 мы докажем в следующем параграфе. В последнем параграфе §3 

мы рассматриваем неслабый разделяющий случай, а также некоторые дальней­

шие обобщения следствия 1.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Всюду в этом параграфе мы предполагаем, что R - риманова поверхность 

такая, что М°°(Я) слабо разделяюще, и такая, что Я°°(Я) =С. Доказательство 

завершится, когда мы покажем, что R - конформный эквивалент к подобласти 

замкнутой римановой поверхности.

Лемма 1. Пусть / 6 М°°(Я) - непостоянная функция. Тогда

а) 1/(/ - А) принадлежит множеству М°° (7?) и все его полюсы простые, если 

модуль комплексного числа А достаточно большой;

б) существует функция д в АГ00 (Я) такая, что д разделяет точки полюсного Л
множества /-1(оо) функции [.

Доказательство. Существует компактное подмножество К такое, что |/| < М 

ялН\К для некоторой постоянной М. Поэтому 1/(/ — А) е Л/“(Я), если 

|А| > М. Пусть /-1 (оо) = {а1։..., ад). При необходимости, заменяя постоянную 

М большей, мы можем предположить, что множество {р £ R : |/(р)| > М} 

состоит из конечного числа раздельных кругов Ух...... Уд и, что я = 
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дает координату 14, где п* - порядок полюса ак. Тогда все полюсы 1/(/ — А) 

становятся простыми, если |А| > Л/. Этим доказывается пункт а).

Для доказательства пункта (б) рассмотрим алгебру функций, имеюших вид 

g/h (д, Л € А 0), согласно предположению, являющуюся разделяющей.

Затем находим пару функций д\ и hi в M°°(R) таких, что (pi/A1)(ajt) = к для 

к = При необходимости, умножая gi и hi на ту же самую степень f"

функции /, мы можем предположить, что gi имеет полюса во всех а1,...,ад. 

Согласно (а), 1/(А։ — A) Е Л/°°(Я), если А достаточно большое. Таким образом, 

функция 
= 91 = 1 

9 hi — A hi/gi — X/gi

принадлежит классу M°°(R) и разделяет /-1(оо), что и требовалось доказать.

Лемма 2. Если Ф - аналитическое отображение R в замкнутую риманову 

поверхность S, то Ф(Я) плотно в S.

Доказательство. Пусть д - любая ограниченная аналитическая функция на 

открытом подмножестве Ф(Я) поверхности S. Тогда д о Ф принадлежит классу 

У/°°(Я). Следовательно, д о Ф постоянна, и такой же является д. Это показывает, 

что Я°°(Ф(Я)) =С. Следовательно, Ф(Л) должно быть плотным в S.

Ключевая идея доказательства содержится в следующей лемме, указываю­

щей нам путь нахождения требуемой замкнутой римановой поверхности.

Лемма 3. Пусть f,g Е М°°(Я). Тогда существует непостоянный многочлен Р 

двух переменных такой, что P(f, д') = 0.

Доказательство. Если f не имеет полюсов, то f 6 Из предположения

Я00(Я) = С следует, что f = с(const). Поэтому требуемый многочлен задается 

по формуле Р(я, w) = с — z. Теперь мы можем предположить, что и f и д имеют 

полюса. Выберем положительное целое число М такое, чтобы все полюса f и д 

имели наибольшим порядком М. Пусть /-1(оо) |Jp_1(oo) = {aj,..., ax,}. Для по­

ложительного целого N обозначим через Ен линейное пространство, состоящее 

из функций вида ft'gk (1 < j, k < N). У каждого полюса aj фиксируя координату, 

рассмотрим все коэффициенты главных частей в разложениях Лаурента функции
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А в Сц. Отсюда мы получаем линейное отображение из линейного пространства 

£лг в 2МN 1-мерное комплексное векторное пространство, где 2М7У1-мерность 

вытекает из того, что каждая функция Л 6 £w имеет не больше L полюсов, и 

что все ее полюса имеют порядок не больше 2MN. Заметим, что существуют 

№ функций вида Р дк в £//. Следовательно, если N достаточно велико, то мы 

находим нетривиальную линейную комбинацию F = £ Cjkf’gk в ядре ли-
1<М<«

нейного отображения. Из этого следует, что функция F не имеет полюсов, так 

что F - ограниченная аналитическая функция на R. Поскольку H°°{R) =С, то 

имеем F = с(const). Следовательно, искомый многочлен задается по формуле

Р(я, ш) = с - ^2 cjk^wk.

Теперь мы можем доказать теорему 1. Поскольку Я“(Я) = С, то каждая не­

постоянная функция f в М“(Я) имеет полюс. Используя лемму 1, мы находим 

функцию f в М°°(Я) такую, что все полюса f простые, и функцию д £ Л/"(Я) 

такую, что д разделяет точки /-1(оо). Обозначим через С риманову сферу. По­

лагая <р(р) = (/(р), ff(p))> получим аналитическое отображение ip : Я»—»С х С. 

Согласно лемме 3, существует непостоянный многочлен Р такой, что Р(/, д') = 0. 

Мы можем предположить, что многочлен Р неприводимый. Определим S как под­

множество С хС по формуле S = {(я, ш) : Р(я, w) = 0], которая может иметь ко­

нечное число алгебраических особенностей. Существуют (связанная) замкнутая 

риамнова поверхность S я естественное аналитическое отображение its : S —♦ S, 

которая биективна везде, кроме особенностей S. С учетом непрерывности отобра­

жения теорема Римана об устранимой особенности позволит нам определить 

аналитическое отображение ip : Я i—» S такое, что <р = xs о <р. Из леммы 2 следу­

ет, что дополнение образа р(Я) является ЛВ-пренебрегаемым подмножеством S. 

В частности, <p(R) плотно в S. Мы утверждаем, что отображение <р инъективно 

на Я. Пусть У-1(оо) = {«ц,..., сц,}. При подходящем выборе /яд существуют 

раздельные круги Vj с центрами ay (j = 1,...,£) такие, что <р инъективно на 

V = ViU- • -UVz, и такие, что у>(У)Пу։(Я\ V) = 0. Пусть h G M°°(R). Рассмотрим 

отображение ip : Ri—>С хСхС определяемое из V'(p) = (/(p)i <z(p)։ Л(р)). Опять 
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существует неприводимый многочлен (2(ш, и), а образ лежит в подмножестве 
- 3

Т = {(я, ш,и)бС : Р(я, ш) = = 0].

Если Т - замкнутая риманова поверхность, соответствующая Т, то мы получа­

ем аналитическое отображение из R на Т, и, аналогично, для тр. Проекция Т 

на 5 с использованием первых двух координат также порождает аналитическое 

отображение П из Т на 3 такое, что П о тр = <р. При необходимости, заменив Т ее 

связанной компонентой, содержащей образ ^(Л), из леммы 2 получим, что ото­

бражение тр имеет плотный образ и инъективно на множестве V. Следовательно, 

проекция П должна быть биективной. Отсюда следует, что третья координатная 

функция и на Т является рациональной функцией от переменных з, ш,

так что Л = Поскольку А - любой элемент в то точки R сла­

бо разделены алгеброй, порожденной функциями /ид. Это показывает, что тр 

инъективно на R, и мы завершаем доказательство.

§3 . ДАЛЬНЕЙШИЕ ОБОБЩЕНИЯ

Предположим, что М°°(Я) / С, где М“(Я) необязательно слабо разделяюще. 

В этом случае (см. [4]) существуют тройка (Я, Ф,Л4) римановой поверхности R, 

аналитическое отображение Ф из R в R и алгебра Л4 мероморфных функций на 

R такие, что

а) Л4оФ = М°°(Я);

б) Л4 слабо разделяет точки R;

в) R Л4-максимально; точнее, если риманова поверхность, скажем, R', 

содержит R как свою правильную подобласть, то существует функция в А4, 

которая мероморфно не продолжается в R՛.

Риманова поверхность R определяется однозначно с точностью до конформ­

ной эквивалентности и называется решением Ройдена R относительно алгебры 

Л/°°(Я). Легко видеть, что каждая функция в А4 принадлежит В част­

ности, М°°(Я) слабо разделяет точки R. Из теоремы 1 вытекает

Теорема 2. Пусть М°°(Я) С. Если R - решение Ройдена. R относительно 

М°°(Р), то либо ^С, либо R - замкнутая риманова поверхность. Более 

того, М°°(Р) С Л/°°(Я) о Ф.
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Для дальнейших обобщений интересно рассмотреть случай, когда Л/°°(Л\ 

\К) является слабо разделяющим для компактного подмножества К из R. Явля­

ется ли слабо разделяющим Л/°°(Я) ? Вопреки ожиданиям, ответ отрицателен.

Пример. Существует риманова поверхность R такая, что Н°°(^ \ К) слабо 

разделяюще для компактного подмножества К, и, однако Н°°(К) = М°°(К) =С. 

Пример, который мы собираемся рассмотреть, является разновидностью примера 

1 из работы [3]. Пусть Д = [а*, 6*] (А = 1,2,...) - последовательность взаимно 

раздельных интервалов таких, что 1 < а* < а*+1 и ап —» оо. В каждом интервале 

Д рассмотрим конечное число взаимно раздельных замкнутых подинтервалов и 

обозначим через Д объединение этих подинтервалов. Положим

П0=С, Вп=С\(им#п/4)иД (п = 1,2,...).

Приступая к нашему построению, мы мысленно представляем определенный 

рисунок. А именно, мы располагаем лист О0 внизу, лист О1 наверху, а остальные 

Оп так, чтобы они монотонно стремились к нижнему листу Оо ; Смысл этого 

рисунка прояснится позже. Вырезая нижний лист Оо вдоль подинтервалов Д, 

мы соединим все Оп с Оо вдоль подиптервалов Д. Полученную риманову 

поверхность обозначим через 3 = и“_0 Оп, и пусть П : 3 —* С - естественное 

покрывающее отображение. Далее, используя только Оп и Оо, вырежем О0 вдоль 

подинтервалов Д и соединим Оп с Оо вдоль подинтервалов Д с тем, чтобы 

получить риманову поверхность 7Д = Оп и Оо для каждого п. Тождественно 

отображая Оп и Оо из 3 и отобржая все остальные О; ф 0, п) из 5 в нижний 

лист Оо из Яп, мы получим аналитическое отображение Пп : 3 —♦ /Д. Поскольку 

R» - подобласть замкнутой римановой поверхности и Я“(7Д) ф С, то Н°°(5) 

разделяет точки 3. Пусть

(2 = {леС :|з|< 1/2}, Г = {леС:|з| = 1}.

В нашей конструкции ни одна из точек ветвления покрытия П : 5 —» С не 

содержится внутри окружностей П-1(Г). Для а 6 С \ и“=1Д имеем П-1(а) = 

= {ао,а1,...}, где мы полагаем, что ап 6 Оп. Начиная с верхнего листа Рх, 
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увеличивая число подинтервалов ,]п, мы далее можем полагать, что

8ир{|/(ао) - /(а„)|: / 6 Я°°($ \ П֊^)), |/| < 1} < ֊• (3.1)абГ П

Условие (3.1) именно то, что мы хотели объяснить рисунком. Теперь, выбирая 

замкнутый интервал I во внутренности замкнутого круга С}, положим 0-1 = 

= С\/. Вырезая нижний лист Оо из 5 вдоль интервала I, мы поперечно соединим 

лист 0-1 с 3 вдоль I и получим новую риманову поверхность R = 3 и 0-1, 

обладающую требуемым свойством. Обозначим через П. : R —>С покрывающее 

отображение. Тогда К = (Оо О П71(О) и 0-1 - компактное подмножество R. 

Так как R\K - подобласть 5, то Н°°№ \ К) разделюше. Пусть / € Н°°№\К) 

и Д = {я б С : |я| < 1}. Положим

Дп = ДпПП71(Д), /п = /о(П.|Дп)՜1.

Используя прицип максимума, из (3.1) получим, что /п равномерно сходится 

к /о։ и> следовательно, /о аналитически продолжается на весь единичный круг 

Д. Таким образом, мы можем продолжить / на ограниченную аналитическую 

функцию на поверхности 3. Предположим, что существует непостоянная функ­

ция д € М00^). При необходимости, заменяя д на 1/(д — А) для подходящего 

комплексного числа А, мы можем предположить, что д не имеет полюсов на гра­

нице компактного множества К. Тогда принадлежит М°°^ \ К). Находя 

подходящую ненулевую функцию /] в Я°°(Я \ К) с нулями в полюсах д, мы 

получим /2 = /хд 6 Н°°^ \ К). Как /1 так и /г аналитически продолжаются 

на поверхность 3, и, следовательно, <?|я\и продолжается на 3 мероморфно. Это 

означает, что для мероморфной функции д на До не существует ветвлений. По­

этому имеем д(а0) = д(а-1) для любого а 6 Д. Отсюда, далее, следует, что д|д_։ 

продолжается на непостоянную рациональную функцию С на римановой поверх­

ности С. Из теоремы единственности теперь следует, что д совпадает с С о П, 

на R, который никогда не принадлежит так как П. бесконечно листная

на плотном подмножестве R. Это противоречие показывает, что М°°(7?) =С.

В связи с вышеприведенным примером и следствием 1 мы делаем следующее
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Предположение. Предположим, что существуют компактное подмножество 

К и открытое подмножество U из R такие, что слабо разделяюще,

и такие, что R = К U U и дК С 'Pf.U'). Тогда M°°{R) является слабо 

разделяющим.

Здесь 7’({7) обозначает множество всех точек U, в которых функция в 

существует и имеет полюс. Для вышеприведенного примера имеем 

P(S) = U~=1Z)n. Если мы соединим лист D_i с листом Dn (n > 1) на месте 

Do, то Я°°(Я) на полученной поверхности будет разделяющим. Этот пример 

обосновывает наше предположение.

С основными свойствами множества Р(!7) читатель может ознакомиться в 

работах [2] и [3].

Автор выражает благодарность профессору Т. В. Гамелину за его полезные 

советы и особенно за упрощение доказательства теоремы 1. Вначале автор обна­

ружил идею теоремы 1 в связи с теорией Бишопа-Ройдена, и его первоначальное 

доказательство основывалось на этом.
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ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ КАРТАНА ДЛЯ 
р-АДИЧНЫХ ГОЛОМОРФНЫХ КРИВЫХ

Пей-Чу Ху, Чунг-Чун Янг

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 4, 1997

В работе рассматривается теория Неванлинны р-адичных голоморф­
ных кривых и доказываестя р-адичный аналог теорем Ночки и Ру- 
Столла для предположения Картана о соотношениях дефектов.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Теория Неванлинны (или теория распределения значений) столь красива, что 

естественен интерес к выяснению того как будет выглядеть такая теория в р- 

адичном случае. Существуют две “основные теоремы” и соотношения дефектов, 

занимающие центральное место в теории Неванлинны. Н. Н. Khdai [7], Н. Н. 

Khoai, М. V. Quang [9] и A. Boutabaa [1] доказали р-адичные аналоги двух “основ­

ных теорем” и соотношений дефектов теории Неванлинны. Н. Н. Khdai [8], W. 

Cherry и Zh. Ye [4] начали изучать некоторую переменную р-адичную теорию 

Неванлинны и доказали соотношение дефектов гиперплоскостей в общем случае. 

Ху и Янг показали, что представление Столла [21] метода Чуанга-Стейнмеца для 

доказательства соотношения дефектов малых функций вместе с доказательством 

Широсахи [19] теоремы Ру-Столла [15] и использованием метода Картана могут 

дать р-адичный аналог теоремы Ру-Столла для движущихся мишеней. Они так­

же изучили множество единственности значений для р-адичных мероморфных 

функций.

В настоящей работе доказываестя р-адичный аналог теорем Ночки и Ру- 
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Столла для предположения Картана о соотношениях дефектов, а именно

Теорема. Пусть V - n+1-мерное векторное пространство над Ср, a Q =

— конечное множество р-адичных голоморфных кривых gj : Ср —» P(V*) в 

основной позиции, q > п. Возьмем целое k, 1 < к < п. Пусть f : Ср —♦ ~

р-адичная голоморфная кривая, являющаяся к-плоской над "R. и такая, что любая 

пара (J, gj) свободна для j = 0,д. Предположим, что gj растет медленнее чем 

f для каждого j. Тогда имеем
я

52й/(&) <2п- Л 4-1.
1=о

Обозначения приведены в следующих параграфах. Здесь мы только опишем 

историю этой задачи.
i

(i) Случаи в комплексном анализе :

(i)-l постоянные мишени : Р. Певанлинна [11] для п = к = 1; Г. Картан [2] 

для п = к > 1; Е. И. Ночка [12 - 14] для п > к > 1;

(i)-2 движущиеся мишени : Н. Стейнмец [20] для п = к = 1; М. Ру и В. 

Столл [15], [16] для п = к > 1 и для п > к > 1.

(ii) Случаи в р-адичном анализе :

(ii)-l постоянные мишени : Н. Н. Khoai [7], Н. Н. Khdai, М. V. Quang [9] и А. 

Boutabaa [1] для п = к = 1; Н. Н. Khoai и М. V. Tu [10], W. Cherry и Zh. Ye [4] 

для n = к > 1; Р. С. Ни и С. С. Yang для п > к > 1 (теорема 1.1).

(ii)-2 движущиеся мишени : П. Ч. Ху и Ч. Ч. Янг [5] для п = к > 1; П. Ч. 

Ху и Ч. Ч. Янг для п > к > 1 (теорема 1.1).

(iii) Случаи в диофантовом анализе :

(iii)-l постоянные мишени : теорема Рота ([23]) для п = к = 1; теорема 

подпространства Шмидта ([23]) для п = к > 1; М. Ру и П. М. Вонг [18] для 

п > к > 1. — • «Т

(iii)-2 движущиеся мишени : П. Войта [24] для n = fc = l; М. РуиП. Войта 

[17] для п = к > 1. Случай п > к > 1 остается нерешенным.
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§2. ТЕОРИЯ НЕВАНЛИННЫ ДЛЯ р-АДИЧНЫХ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть р - простое число, 0р - поле р-адичных чисел и Ср - р-адичное дополнение 

алгебраического замыкания 0р. Абсолютное значение | |р в Ср нормализовано 

так, что | р |р= р՜1. Далее мы используем обозначение ог<1р для аддитивной 

валюации на Ср.

Напомним, что в метрическом пространстве, метрика которого порождается 

неархимедовской нормой, последовательность называется последовательностью 

Коши тогда и только тогда, когда разность между соседними членами стремится 

к нулю; и если метрическое пространство полно, бесконечная сумма сходится 

тогда и только тогда, когда ее основной член стремится к нулю. Таким образом, 

если мы рассмотрим выражения вида
ОО

/(7) = £^7", (МСР) 

п=0

мы можем приписать значение 52 о Дпя” функции /(я) при замене Я на г, для 

которого

I ап2" |р—* 0.

Определим “радиус р сходимости” :

- = Пт вир | ап |« .р п—. ОО

Тогда ряд будет сходиться, если | г |р< р и расходиться, если | я |р> р. Функция 

/(я) называется р-адичной аналитической на В(р), где

В(р) = {я е Ср | | я |р< р}.

Если р = оо, то функция /(я) называется р-адичной целой на Ср.

Задана непостоянная р-адичная функция 
' ОО

/(*) = 52а"2՞’ (“п 6 ср)
• п=0

на В(р) (0 < р < оо). Суть метода Вимана-Валирона состоит в анализе поведения 

функции с помощью максимального члена :

д(г,/) = тах | а„ |р гп (0 < г < р)
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вместе с центральным индексом :

v(r, fl = шах{п | | ап |р г" = д(г, /)}. п > О

Определим

Очевидно, если / 0, то д(г, /) > 0 для т > 0. Далее, заметим, что если А другая

-р-адичная аналитическая функция на В(р), то

Нг. /Л) = р(г, /)р(г,Л). (1)

Лемма 2.1. [5] Центральный индекс i/(r, /) убывает при г —» р и удовлетворяет 

формуле

logp(r, /) = log | а„(0,/) |р + / + р(0, /) log г. (0 < г < р).
J0 1

Следовательно, p(r,f) - убывающая непрерывная функция.

Следующую техническую лемму можно найти в [4] :

Лемма 2.2. [Подготовительная теорема Вейерштрасса] Существуют единствен­

ный одиночный многочлен Р порядка и [г, f) и р-адичная аналитическая функция 

g на В [г] такие, что f = gP, где

B[r] = {z Е Ср | | z |р< г].

Далее, g не имеет нулей внутри В [г], а Р имеет ровно v(r, f) нулей, с учетом 

кратности, на В [г].

Обозначим через п(г, у) число нулей (с учетом кратности) отображения f с абсо­

лютным значением < г и определим функцию валентности f для 0 выражением

1 rT n(t, у) — п(0, |) 1ЛГ(г, -) = / ----- !֊—-------- L-dt + п(0, 7) log г. (0 < г < р).
J Jo 1 J

Лемма 2.2 показывает, что
"(Л |) = Ф. /)•
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Из леммы 2.1 следует формула Йенсена :

^(г> у) = 1овХг> /) - 1оё I ап(0|Р - (2)

Для каждого п начертим граф 7П(!), который описывает ог։/р(апяп) как функцию 

от! = огг/р(я). Тогда7П(!) является прямой с наклоном п. Обозначим через у(1, /) 

границу пересечения всех полуплоскостей, лежащих под кривыми 7П(!). Эта 

кривая называется многоугольником Ньютона функции /(я) (см. [9]). Точки !, 

в которых у(!, /) имеет вершины, называются критическими точками функции 

/(я). Конечный отрезок [а,/?] содержит только конечное множество критических 

точек. Ясно, что если ! - критическая точка, то 01^(0^ + п! достигает своего 

минимума не менее чем для двух значений п. Очевидно, имеем

д(г, /) = Р-7(‘,/), г = р"‘.

Основным свойством многоугольника Ньютона является то, что если ! = огйр(я) 

не является критической точкой, то

1Л^)|р = р-7(‘'/),

откуда следует, что |/(я)|р = р(г, /). Под мероморфной функцией / на 5(р) 

будем подразумевать отношение £ двух р-адичных аналитических функций д я Л 

таких, что д и Л не имеют простых факторов в кольце р-адичных аналитических 

функций на В(р). Заметим, что (1) выполняется и, что наибольший простой 

делитель любых двух р-адичных аналитических функций существует. Мы можем 

единственным образом расширить д на мероморфную функцию / = д, полагая

Положим также

?(*>/) = ?(*■ 5)-7(*> Л)-

Ясно, что если ! = огс!р(я) не является критической точкой для /(я), т.е. ! не 

является критической точкой для р(я) или А(я), то

1Л^)1р = р-7(‘>/) = р(г,/).
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Определим

|ср| = {к|р | «еср}.
Заметим, что {рш | w 6 Q) С |СР|. Тогда |Ср| плотно в R[0,+оо). Если 

а : R[0, 4-оо) —♦ R и b : Ср —» R - вещественнозначные функции, то а(г) < 6(a) 

означает, что для любого положительного числа 0 < R < р существует конечное 

множество Е в |СР |[0, Я] такое, что

а(г)<6(2), г = |ж|рб|Ср|[О։Я]-Я.

Используя эти обозначения, имеем

Ж./) = 1М
для р-адичного мероморфного отображения f на В(р).

Определим считывающую функцию n(r,f) и функцию валентности N(r,f) 

отображения f для полюсов :

п(г,/) = п(г,֊)1 ЛГ(г,/) = ЛГ(г,£).

Применяя (2) для д и Л, получим формулу Йенсена

N{r> 1) _ Я(Г1 /) = iog/1(r> /) _ ch (3)

где Cj - постоянная, зависящая только от /. Определим

тп(г, /) = log՜1՜ д(г, /) = max{0, logp(r, /)}.

Наконец, определим характеристическую функцию

Легко проверить, что

Т(г, /) = max{log д(г, д'), logp(r, Л)} + 0(1).

Ниже мы приводим некоторые основные факты, используемые в следующих 

параграфах.
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Лемма 2.3. (Первая основаная теорема, [1], [9]). Пусть f - непостоянная меро­

морфная функция в В(р). Тогда для любого a G Ср имеем

m(r: J՜) +N = Т(г,/) + О(1), т-*р.

Лемма 2.4. (Лемма о логарифмической производной, [1], [4], [9]) Пусть f - 

непостоянная мероморфная функция в В(р). Тогда

m ( г, у- ] = 0(1), г —♦ р.

Лемма 2.5. (Вторая основная теорема, [1], [4], [9]) Пусть f - непостоянная 

мероморфная функция в В(р), и пусть aj,..., a, - различные номера Ср. Тогда

(д - 1)Т(г,/) < Х(г,/) + £N (г, -±-\ - N^r, f) - logr + 0(1), 

j=i V

где
N^r, f) = 2JV(r, /) ֊ AT(r. /') + N (r, 1) .

§3. ВЕС НОЧКИ

Пусть V - векторное пространство конечной меры n + 1 > 0 над Ср. Возьмем 

базис е = (ео,..., еп) для V. Для ( = £ово + • • • + £пеп 6 V определим

псп = пен-=отах{|е.-1₽}-

|| означает норму : (1) ||£|| = 0 тогда и только тогда, когда £ = 0; (2) 

М = 1«1Ж11 для всех < € V и а е Ср ; (3) ||£ + »ill < max{||f||,||Tj||}. Очевидно, 

норма зависит от базиса е, поэтому, она называется нормой, определенной над 

базисом е. Если || ||е> - другая норма, определенная над базисом е' = (eQ,...,en), 

то легко доказать, что

{тюс ||e/f||e}-1||€||e < ||€||е< < {тпах ||С,-||.4|К||.

для всех 6 V, т.е. нормы, определенные над базисами, эквивалентны. Если 

норма, определенная над некоторым базисом, назначена к V, то V называется 

нормированным векторным пространством. Норма в V = Ср нормирована так,

|ИЦ = K|p.
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Пусть Р(У) = У/{СР - {0}}, и пусть Р : V — {0} —♦ Р(У) - стандартная 

проекция. Если 5 С V, сокращенно запишем

Р(5) = Р(5П {V - {0}}).

Дуальное векторное пространство V* пространства У состоит из всех Ср- 

линейных функций а : V —♦ Ср, а

(е,а) = а(<)

называем скалярным произведением £ £ V и а Е У*. Если а / 0, то п-мерное 

линейное подпространство Л'[а] = Кег(а) зависит только от а = Р(а) 6 Р(У*) 

и Ё[а] = Р(£[а]) - гиперплоскость в Р(У). Таким образом, Р(У) биективно 

параметризует гиперплоскости в Р(У).

Пусть б = (б01бп) - дуальный к базису е = (е0..... еп). Тогда норма на У

порождает норму на V*, определенную по формуле

o<KnV ,|₽;>

где а = аобо 4------ 1- апбп. Неравенство Шварца

ке,*)|Р<11ец-м

выполняется для £ 6 У, а 6 V*. Расстояние от х = Р(£) до Ё[а], а = Р(а) Е 

Е Р(У) определяется по формуле

0< ||ï,a|| = 1«,а)1я
1ШЫ1 < 1.

Мы отождествляем V** = У, и = к+1^*> ПОСКОЛЬКУ

(£о А • • • А <*о А • • • Л а*) = det((f,-, aj)).

Возьмем к,1 £ 2[0,п], £ Е Д У и а Е Если к > I, то скалярное 

произведение Е однозначно определяется из

(€Ztt,/î) = (CaA^) 



Предположение Картана для р-а личных голоморфных кривых 59 

для всех fi G Если к = I, то, по определению

^а = «,а)еср = Ду. 
о

Для k < I определим £Za G Д V* так, что если т] G Д V, то

(rç,£Za) = ({Aij.a).

Возьмем неположительные целые числа а и Ь, а < Ь. Пусть J* - множество 

всех возрастающих инъективных отображений Л : Z[0, а] —» Z[0,6]. Норма на 
V также порождает нормы на V и Д V". Возьмем £ G Д V, а Е Д У* и 

запишем

€ = 5? ЁАвд, а= 5? “асд> 
aej; ле/,“

где ед = ед(о) Л • • • Л еА(А). Затем определим нормы

lien = lien. = тах{Ид|р}, ||о|| = ||a||e = тах{|ад|р}.

При I < к имеем

Iieza||<ll€||-M.

Действительно, если I = к, то замечая, что

£Za = (С, а) = £дад,
A6J’

получаем это неравенство. Если I < к, то заметим, что

(во Л • • • Л eA)Za = sign(j/, vx){e,,, a)evj., 
vEJf

см. [22], где G для каждого v G J*, 1пн/Г11т։/х = 0, и где sign(i/, *zx) - 

знак возмущения (р, ։zx). Отсюда получим

||(е0 Л ■ • • Л et)Za|| = max{|(eu, а)|р] < ||а||.

Итак, имеем

llezoll = II 52 eAeAZa|| < max{|ÇA|p||eAZa||} < ||£|| • ||a||.
1=7» Ae,Z*
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Пусть 14,..., Ут и IV - нормированные векторные пространства над Ср. Пусть

0 : Ц х • ■ • х Ут —♦ IV

- т-л иней ное отображение над Ср. Если £ = (&, 6 14 х • ■ • х Ут, то будем

писать

о(0 = 6 ©•••©и,

и будем говорить, что £ свободно для операции 0, если 0(0 ф 0. Если = Р((у), 

мы также будем говорить, что ®1,..., хт свободны для О и

®1 © • • ' © = Р(0 © • • • 0 £т)

определено корректно. “Норма" 

||®1 0 •' * 0 ®п»|| = IIOQ---0UII 
И611---Ы

также определена корректно.

Пример 3.1. Возьмем 14 — ••• = Vm = V, IV = А У и 0 = Л. Пусть || || - 

норма V, определенная над базисом е. Тогда ||^i Л • • • Л ®т|| определено для всех 

X, е Р(У) и 0 < ||ii Л • • - Л хт|| < 1.

Пример 3.2. Возьмем Vj = i/+i К = ^"> и Q = Z с 0 < / < i.

Тогда ||xZa|| определено для всех ։ е Р(Д И) и a 6 Р(Д ^’)> ° < ||xZa|| < 1- 

В частности, если k = I = 0, то ||xZa|| = ||i, a||. Проективное пространство 
Р( Д У*) состоит из одной и только одной точки, обозначаемой через оо.

Пример 3.3. Пусть 14 = • • ■ = Vm = V, и пусть W = HmV - т-мерное 

симметричное тензорное произведение V. Тогда

с!ш1ПтоУ = fn + mY
\ т J

Пусть для 6 V П • ■ • П ~ симметричное тензорное произведение. Пусть 

для $ Е V _ т-тая симметричная тензорная степень. Определим 

zUm = P(fUm)
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для х = Р(<). Мы можем отождествлять 11т V* = (ЦтУ)', поскольку

(€1 П---11&п։а1П---Погт) = Д Е (€.о։а(1)) •••(€.“А(т))
хе.7т

для всех X] 6 У, а, £ У’,7 = 1..... тп, где Ут - группа перестановок на 2[1,т].

Пусть /п,т - множество всех отображений А : 2[0, п] —» 2[0, т] таких, что

|А| = А(0) 4------ F А(п) = т.

Для A G Jn,mie= (е0..... еп) Е Уп+1 определим

А! = А(0)! • • ■ A(n)!, eUA = в“А(о) И • • • И e“A<n> G ПтV.

Если е = (ео> —■ ел) в базисе V, то {еиА}де/.,„ - базис ПтV, а {^г«иА}ле/.,т - 

дуальный базис ПтУ*, где е = (to>—>tn) ~ дуален к е. Норма на V порождает 

норму на Um V и ИтУ‘ следующим образом : для т/ G ПтУ> Р Е Пт У* с

Г)= £ р = Е р^,

XGJn.m XGJw,™

определим

||П||= max |»jA|pi ||Д|| = max |Дд|р.

Заметим, что

€Um= £ СоА(О)-^(п)еПА. »Um= Е а^...а^£и\
XGJ.,m 

для

£ = foeo 4------ 1-£пвп Е У> а = »о^о 4-■ • • 4՜ апбп.

Тогда

nenmn=iieiim, n*Umn = мт-
Лемма 3.1. Для всех х G Р(У) ||xZoo|| = 1.

Доказательство. Возьмем f G У — {0}, х = Р(£). Положим Для

j G Z[0, п] определим

ё; = (-1)J t0 Л • • • Л tj-i Л Cj+i Л • • • Л tn.
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Отсюда имеем

||^(е0 Л ■ • • Л еп)|| = Ц £(€, «№11 = ™ДХП< = 1КП- 

1=0

Поскольку оо = Р(е0 Л • • ■ Л бп), то

|Кф0Л---Леп)|| _
-|Ш1*оЛ-..Леп|| •

Лемма 3.2. ДлягеР(У), а, Е Р(У‘), 3 = 0,1, ...,п имеем

||а0 Л • • • Л а„|| < шах Цх.ауЦ.

Доказательство. Для Цао Л • • • Л ап|| = 0 неравенство тривиально. Если Цао Л 

• • ■ Л а„|| > 0, то а0 Л ■ • • Л а„ = оо. Из леммы 3.1 следует ||®£(ар Л • • • Л ап)Ц = 1. 

Для каждого 1 € 2[0,п] возьмем а; Е V" — {0}, Р(а?) = Возьмем также 

£ ЕУ - {0}, Р(<) = х. Имеем

Ца0 Л • • • Л а„|| = ||а0 Л • • • Л ап|| ■ ||г/(а0 Л • • • Л ап)|| =
_ ||а0 Л • • • Л ап|| ||£/(ар Л • • • Л ап)|| _
" Ы-1М ‘ №оЛ...Лап|| 

11Е^о(€>^1Ь К^)1р11М
" Пены •••КН -о<“пЦеЦЦао||-"||апЦ՜

= тах Цг,а.-ЦЦао Л • •• Л а;_1 Л ал-1 Л • • • Лап|| < тах ||х,а,-||.
0<7<п 0<.;<п

Этим завершается доказательство.

Весы Ночки [12] — [14] (см. также Чен [3]) изначально доказаны для поля ком­

плексных чисел. Первоначальная статья Ночки написана очень сжато. Полное 

доказательство можно найти в тезисе Чена, который, напротив, довольно об­

ширен. Ру и Вонг [18] укоротили доказательство и расширили весы Ночки на 

любое поле характеристического нуля. Следуя Чену, Ру, Столлу и Вонгу, мы 

будем использовать понятие подосновной позиции.

Пусть Л = {ар, 01,.... а?] - семейство точек а; 6 Р(У*). Возьмем а; 6 

Е V* - {0} с Р(а>) = а;. Для А е 7’ положим Ах = {аА(р),..., аА(()}, и пусть 

Е(Ах) - линейное подпространство, порожденное {аА(р),..., аА(/)} в V* над Ср. 

Определим

7։(Л) = {А е 7’ I аА ± 0}.
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Очевидно, если А 6 Л(Л), то сйтЕ(.4А) = I + 1, и ал(о)> ад(|) - базис Е(Ах)- 

Говорят, что для 1 < п < и < д А находится в и-подосновной позиции, если 

Е^Ак.) = V' для любюго к € Для и = п это понятие согласуется с обычным 

понятием гиперплоскостей в основнй позиции.

Лемма 3.3. Пусть V - векторное пространство размерности п + 1 над Ср, и 

пусть А = {ао, а։,..., а,} - семейство точек 6 Р(У*) в и-подосновной позиции, 

1 < п < и < д. Тогда существуют функция ш : А —» 11(0,1], называемая 

весом Ночки, и действительное число 9 > 1, называемое постоянной Ночки, 

обладающие следующими свойствами :

1) 0 < ы(а;)9 < 1, ; = 0,•

2) д - 2и + п = в(Е)_0 "(“/) - п - 1) ;

3)1<^<9<^;

4) 53у=гО "(°<։0)) - ^1ГП ПРИ к е и 0 <. з < и;

5) пусть го,..., г, - последовательность действительных чисел с > 1 для 

всех ]. Тогда для любого к Е Л, с 0 < з < и при <Пт Е(АК) = 1 + 1 существует 

А е 7<(Л) такое, что 1тХ С 1тк, Е(Ах) = Е(АК) и

П<Й-и,) 2 П’■««>• 
1=0 у=о

Подробнее см. [18]. Согласно Ру-Столлу [15] базис е = (е0,..., еп) простран­

ства V называется совершенным для конечного семейства А = {ао, щ,...,а։} 

точек в Р(У*), д > п и 7П(>4) / 0. если для любого А е 7п(Л)

(еоЛ---Ле^,ат(о)Л---Ла<у)) ,4 0, тг Е Ух, ;=0,1,...,п,

где а,- Е V* - {0}, Р(оу) = а,-, Ух ~ группа перестановок {А(0),..., А(п)}. Су­

ществование совершенного базиса доказано Ру-Столлом [15] в поле комплексных 

чисел. Поскольку доказательство алгебраично, оно также работает на Ср. Итак 

справедлива

Лемма З.4.. Пусть задано конечное семейство А = {ао, а\,..., а?} точек в Р(У*), 

д > п и 7п(Л) 0- Тогда существует совершенный базис V для А.



64 П-Ч. Ху, Ч.-Ч. Янг

§4. ПЕРВАЯ ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА 

р-АДИЧНЫХ ГОЛОМОРФНЫХ КРИВЫХ

Пусть V - нормированное векторное пространство размерности п + 1 > 0 над 

Ср, и пусть || || - норма, определенная над базисом е = (ео..... еп) пространства

V. Под р-адичной голоморфной кривой

Р(У)

мы будем иметь ввиду класс эквивалентности (п + 1)-кратностей р-адичных 

целых функций

(7о,...,Л):ср —с;+1

таких, что /о,--1/п не имеют простых факторов в кольце р-адичных целых 

функций на Ср и таких, что не все /у тождественно равнялись бы нулю. Здесь

7 = 7ово + • —Ь 7п®п - Ср —♦ V

называется приведенным представлением /, а базис е называется допустимым 

для /, если /о 0. Обозначим

М(г>7) = отахпр(г,7*:).

Заметим, что

М(г> 7) = отахп |7*(։)|Р = ||7(*)1к

Поэтому характеристическая функция

Т(г, Г) = 1о£р(г,Г)

определена корректно для всех г > 0 с точностью до 0(1).

Возьмем отображение

Л = Лово + • • • + Лпеп : Ср —* V,

где (Ло..... Лп) - (п + 1)-кратных р-адичных мероморфных функций таких, что

не все Лу тождественно равны ную. Согласно прдложению 7.1 Черри-Йе [4] 
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существует наибольший простой делитель А функций Ао, .... Ап такой, что / = 

- приведенное представление р-адичной голоморфной кривой / : Ср —» Р(Р 

Мы назовем А представлением / и будем писать / = Р о А. Заметим, что

р(г, А) =р(г, А)р(г,/).

Используя формулу Йепсена, получим

Т(г, П +-^(г) = 1о8д(г, А) + 0(1), (4)

где

^(г) = ^г,֊)֊^(г,Л).

Имеем также

#(г, А = 0) = /У(г, у), ТУ (г, А = оо) = ТУ(г, А).

Пусть / = /оео + ■ • • + /пеп : Ср —♦ V -приведенное представление /. Тогда

/Л/' Л ••• Л/(п) = ՝УУ[е,/]е0 Лег Л •••Леп,

где 1^У[е, 7] - детерминант Вронского от / по базису е, и поэтому

^[е,Л|р = ||/л/'Л-.-л7<")||.

Мы также получим

^[е,/] = (/Л/' Л ■••Л/("\еоЛе1 Л •••Лбп),

где б = (бо, ...,бп) - дуальный базис е. Введем р-адичную целую функцию

К[е,7] = 7о---7„

и р-адичную мероморфную функцию

5[։,Л=^м. 
к(«,л

Из леммы о логарифмической производной имеем

Чп5[е,7]) = О(1). (5)
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Пусть Уо, У1,V, и IV - нормированные векторные пространства над Ср. Пусть

© : Уо х • • • х V, —> V/

- (в-Ц)-линейное отображение над Ср. Возьмем р-адичные голоморфные кривые

А: Ср — Р(Уу), У = 0,1..... з

с приведенными представлениями

/у:Ср—»Уу, ;= 0,1,...,«.

В этом случае говорят, что (/о, —, А). свободен для ©, если /о О • • ■ О А 0. В 

этих условиях обозначим

я(г, Л О • ■ • О /.) = ֊|гТ1Т
Имеем

д(г, /о 0 • • • 0 А) = ||/о(*) О • • ■ 0 АМН-

Предположим, что (/о> •■•>/») свободен для 0 и определим функцию компенсации

"»/.©•••©/. (»•) = - /о 0 • • • О /.)■

Заметим, что

/о О •••©/. :СР—.Р(УУ)

- р-адичная голоморфная кривая с представлением /о©- ■ -0А ■ Итак, мы получаем 

первую основную теорему :

Я) = ^/о0-э/*(г) + тл©-0/.(г) + т(г> /о о • • • 0 А) + 0(1).
7=0

При <Пт1У = 1 Р(1У) - точка, а Т(г, /о О • • • 0 А) ~ константа.

Пусть д : Ср —♦ Р(У*) - р-адичная голоморфная кривая с приведенным 

представлением

д = Ро«о + ••• + дп(п ■■ Ср —♦ У,
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где е = (со, .... «п) ~ дуальный базис е. Пара (/, д') называется свободной, если она 

свободна для £, тл.

Нд = (/.д) = до/о + ■■• + дп/п £ о.

Пусть пара (/, д) свободна. Тогда первая основная теорема принимает вид

Т(г, /) + Т(г, д') = (г, д) + т/ (г, д) + 0(1),

где

М/(г,д) = М^д(г) = IV (г, ^гту)> тАг> д') = т/£,(г)- 

Дефект отображения / для д определяется из

6/(д) = 1 — Пт зир Д/---- V
г-«, ИТ(г,/) + Т(г,г)

с 0 < 6] (д') < 1. Говорят, что д растет медление /, если

Ит Лц1 = 0. 
Т(г,/)

Если так, то
4,(5)=1-Дт։ир^Г^.

Предположим, что £ £ V, г) € V — {0}, и положим у = Р(»?). Пусть пара (у,д) 

свободна, р-адичная мероморфная функция

~ (ч.д)

называется координатной функцией д. Пусть Л4(СР) - поле всех р-адичных 

мероморфных функций на Ср. Пусть 71 - подполе М(СР) и Ср С 71. Тогда д 

называется определенной над 71, если д^։Л 6 71 для всевозможных £ и т]. Если 

базис е допустим для д, то к-тая координатная функция д определяется так :

5* . Л
дь — 9ек,ео — - > ®до

Очевидно, д определено над 71 тогда и только тогда, когда €• для к = 1,..., п.

Заметим, что Л*(’՜»5*) = я(г15к)м(г> до)- Для к = 1, п имеем

Т(г,дк) < тах{1ойр(г,ро),1обр(г, $4)} + 0(1) <
< Т(г, д) + 0(1) < £Т(т, д^ + 0(1). (6)

1=1 
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р-адичная голоморфная кривая f называется линейно невырождающейся над 71, 

если (f,g) свободен для каждой р-адичной голоморфной кривой g : Ср —♦ Р(У*), 

определенной над 71. Если f - линейно вырождающаяся над 72., то пусть Q' - 

множество всех р-адичных голоморфных кривых g : Ср —♦ Р(У*), определенных 

над И и таких, что (/, д) не свободно. Возьмем подмножество Q = {gj }’_0 Ç Q*, 

причем q + 1 = #5՜, если Q* финитно, и q = оо - в противном случае. Возьмем 

также приведенное представление д/

9j = +---- 1- 9jnfn ■ Cp —♦ И*.

Для Л G запишем Qx = {рд(у)}у=0, что является сокращенной записью 

формулы

Sa = ffA(0) л ■ • • ЛрА(() : Ср —♦ Д У*. 
/+1

Если дх 0, то

9х = <7а(о) Л • • • Л 5д(/) = Р о дх : Ср —> Р( Д И*) 
»+1

- р-адичная голоморфная кривая, и семейство Qx называется линейно независи­

мым. Определим

Л(<7) = {Ае Jf IffA^O},

И

^(7г) = тах{/+1 | J,(Q) / 0,Ç ç Ç'}

с 1 < £/(72.) < n+ 1. Запишем

Утг = У ®с, П = 72. {е0,..., еп}>

^я = ®с, 72 = 72{«о> —, £п),

и определим линейное подпространство V£ :

ад = {ше^ I <7,w) = 0}.

Легко доказать, что £/(71) = dimE[/]. Положим k = п - 1/(71). Тогда f 

называется Ь-плоской над 71. С целью упрощения наших обозначений будем 

писать £/(К) = 0, если f линейно невыродаюшаяся над 71, т.е. Е[/] = 0, и будем 

говорить, что f является n-плоской над 71.
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Лемма 4.1. Число к неотрицательно, т.е. О < //(?£) < п.

Доказательство. Если к < 0, т.е. = п+1, то существует А е Л(9) такое, 

что

Да(о) А • • • А $А(П) £ 0; (/, рдо)) = 0 (0 < ; < п).

Согласно правилу Крамера / = 0, что невозможно.

Лемма 4.2. Пусть / : Ср —♦ Р(У) - р-адичяая голоморфная кривая, линейно 

вырождающаяся над И. Тогда [ является к-плоской над И тогда и только тогда, 

когда существует базис £ = (£о>—։£п) пространства Уц над И с дуальным 

базисом а = (оо.....ап) таким, что для любого представления } : Ср —» V

мы имеем

7 = Е<Л^Иг 
;=о

Более того, базис можно выбрать так, что Е У* для ; = 0..... к и

{/, ао),-, (/,ак)

- р-адично голоморфны и линейно независимы над "R,.

С доказательством можно ознакомиться в работе [15] (теорема 6.9).

§5. ОТОБРАЖЕНИЕ СТЕЙНМЕЦА-СТОЛЛА

Пусть V векторное пространство размерности п + 1 > 0 над Ср. Пусть 

д = {д/}’_0 - конечное семейство голоморфных кривых д, : Ср —♦ Р(У*), 

п < д < со и •!,№) # 0- Для каждого г Е Ср определим орбиту д(г) = {д>(г)}’=0- 

Пусть ду : Ср —♦ V* - приведенное представление д] для ) = 0,..., д. Базис 

е = (ео,..., еп) пространства У называется совершенным для д, если для каждого 

А е 7п(5)

(е0 А • •-А еу,дж(0) А • •-А джу)) 0, тг Е .7а, > = 0,1,...,п,

где - группа перестановок {А(0),..., А(п)}. Определим

' = /(£) = й и За1 (°)֊

|=о Ае+(р)
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Очевидно, Л(£) = Л(£(я)), если г € Ср - 1. Поэтому, если г £ Ср - I, то 

совершенный базис V для £(г) является также совершенным базисом V для 5- 

В частности, совершенный базис V для д существует.

Пусть || || - норма, определенная над совершенным базисом е = (ео,...,еп) 

пространства V для д. Имеем

Из — д^о^о + • • • + ♦ V , j = 0..... д,

где е = (ео։—,бп) ~ дуальный базис е. Заметим, что для А € >Мд) базис е 

допустим для каждого £>(>), поскольку е совершенен. Координатные функции

дхи}к = 9̂ , хе М3), з = о,...,п, к = 0..... П,
РА(У)О

определены. Определим

£ = । е Л»(0),О < 1 < п,0 < к <п}.

Пусть £ = С(д) - конечномерное векторное пространство, порожденное д над 

Ср, и пусть 71 = П(д) - поле, порожденное д над Ср. Тогда

Ср С £ С 71 С Л4(СР)

и 71 = Ср, если каждый элемент £д постоянен для А 6 7П(£). 71 ~ также 

наименьшее поле такое, что каждый элемент (уд определен над 71 для А £ /п(£). 

Мы будем предполагать, что каждое д^ растет медленнее р-адичной голоморфной 

кривой / : Ср —» Р(У). Из (6) получаем, что каждое £ д растет медленнее

Иш Прщ) = о, 
Г~оо Т(г,/)

для 1 е 1шА с А £ Мд)- Следовательно, все ф £ 71 и, далее, все р-адичные 

голоморфные кривые, определенные над 71, растут медление /.

р-адичная целая функция Со 0 называется универсальным знаменателем 

д, еслиСоФ - р-адичная целая функция для каждого ф £ <7 такая, что для любого 

г 6 Ср существует ф £ д с (Соф)(г) 0. Такие Со существуют, поскольку 

наибольшие простые делители

{5а(У)о I А Е Мд),1 = 0,...,п}
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согласно предложению 7.1 из [4] существуют. Предположим, что £* - дуальное 

векторное пространство £. Тогда р-адичная голоморфная векторная функция 

G : Ср —♦ С* — {0}, однозначно определяемая из

^,G(z)) = (Go0)(z)

для всех ф Е £ и z Е Ср, определяет линейно невырождаюшуюся р-адичную 

голоморфную кривую

G = Р о G : Ср — Р(£‘),

называемую сопряженным отображением д. Далее мы получаем р-адичную го­

ломорфную кривую

GUm : Ср — P(LIm£*)

с приведенным представлением

GUm : Ср — Пт£‘ - {0}.

Пусть £*(п») является наименьшим линейным подпространством Um£*, содер­

жащим GUm(Cp). Определим

g(m) = dim£‘(m).

Тогда £*(1) = £* и

G°m : Ср —» Р(£*(тп))

линейо невыродаюшийся, т.е. его образ не может содержаться ни в одной гипер­

плоскости.

Выберем приведенное представление f : Ср —♦ V — {0} отображения f с

п 
7=ЕЛ«/. 7о^о, 

1=0
и определим

У(0) = Cpei ф • • • ф Cpen С V,

V(m) = £*(т) ф {У(0) ® £*(m + 1)}, т = 1,...
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с размерностью

£(гп) + 1 = (НтУ(т) = д(т) + пд(тп+ 1).

Мы определили р-адичную голоморфную векторную функцию

Ёт = /об?оёПт + (/ - /оео) ® бЦт+1 : Ср — У(т).

Так как /обо 0, то мы имеем Ёт 0. Итак, определена р-адичная голоморфная 

кривая, называемая т-тым р-адичным отображением Стейнмеца-Столла :

Лп = Р ° Рт : Ср Р(У(т)).

Пусть 0 = (Во,...,61) ~ базис £ = £1, Оо = 1, и пусть г = (т0,..., т?) - дуальный 

базис. Запишем

1=0

Тогда бу = СоО],1 = 0,...,/. Поэтому отображение б определено над Л и,

следовательно

Пт
Г—* СЮ

Т(г,б)
К', Л = 0.

Заметим, что бо = бо = (0о, &)■ Положим Ь = Р(0О) 6 Р(£). Из первой основной 

теоремы следует, что

0 < Щг, = ]Щг, Ъ) < Т(г, б) + 0(1). 
Оо

Отсюда имеем

Пт Г—»ОО К', Л = 0.

Заметим, что С 0, откуда следует, что СЦт+1 0 и (5Пт / 0. Поэтому, легко 

получаем
(г) = АГ(г, Ёт = 0) < ЛГ(г, ^-), 

Оо

и, следовательно

Пт 
Г—»ОО

Мгт (г) 
Кг,П = 0.



Предположение Картана для р-адичных голоморфных кривых 73 

Пусть || || - норма, определенная над базисом 0 векторного пространства £, 

которая порождает нормы на £' и

Пт£’ © {У(0) ® Пт+։£'} э У(т),

соответственно, и, следовательно, ограничивает норму на У(тп). Заметим, что 

||Ёт|| < тах{||/оСоёит||>||(7- /оео) ® ёПт+1||} < 

<тах{|7о|Р|(1,6)|Р||ёЦт,( тах 1Л1Р)||О||т+։} < ||/||||О||т+1,1 п
откуда получаем

м(г>Ап)<Нп7)р(г,ё)т+1.

Поскольку р непрерывно, а |СР| плотно в П.[0,4-оо), то

д(г,Лп)<р(г,/Нг,ё)т+1

для всех г > 0. Следовательно, имеем

Т(г, Гт) < Т(г, /) + ("» + 1)Т(г, С) + 0(1) = {1 + о(1)}Т(г, /).

Определим

5т = {«Мг • ■ ' Фт I ф] £ 0, 3 = 1, ...,т}

и введем сокрашеную запись £т = £(5т)- Имеем

ср с £т с £т+1 с тг(дт+1) с тг(ё) = тг.

Существует одно и только одно сюръективное линейное отображение а : 11т£ —» 

—» £т такое, что

а{ф1и...Цфт) = <1>1...фТп

при ф] Е £ для 3 = 1,т. Заметим, что

ёПт= 52 ^^(0).--ё*(')тПт = с2։ 52 ^о(о)• •
АбЛ.т ՛ АЕ/|.т ՛

Получаем

(ф,Сит)=С^а(ф)

для всех ф £ Пт£. Согласно теореме 3.9 Столла [21] мы также имеем следующее :
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Лемма 5.1. Пусть rm։i..... ~ базис пространства. £*(т) над Ср. Тогда

»(т) 

GUm = BmjTmj, 
>=1

где кождое Bmj - р-адичная целая функция с Go mBmj G £т. Более того 

Gg m Bm,l , ..., Gq

является базисом Cm.

В частности, мы видим, что

g(m) = dirn£m < dirn£m+1 = q(m + 1),

откуда легко можно вывести результат Стейимена 

.. . g(n»+ 1)lim inf —-——■ = 1.
m—со Q\m)

Используя теорему 6.5 Столла [21], мы также получаем следующее :

Лемма 5.2. Если f - линейно невыродающееся отображение над 7Z, то т-тое 

р-адичное отображение Стейнмеца-Столла Fm является линейно невыродающим- 

ся.

Пусть rm>i, ...,rm>s(m) - базис £*(тп) над Ср. Тогда

е(т) = {тт>11 et ® rm+ij I 1 < k < n, 1 < » < g(m), 1 < j < q(m + 1)}

-базис V(m), над которым определена норма. Возьмем с G ^(тп)’> НСН = 1- 

Тогда

W[e(m), Fm] = (Fm Л Л • • • Л F^\ с)

- детерминант Вронского от Fm по базису е(т) с

|W[e(m), Fm]|p = ||Fm Л Л • • • Л /£<т»||.

р-адичная мероморфная функция на Ср определяется из

Q _W[e(m),Fm] 
— Кт
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где

Лемма 5.3. Если / - линейно невыродающееся отображение нал R, то су­

ществует р-адичная мероморфная функция фт £ R такая, что К[е(т),.Ёт] = 

— Фт^-т-

Доказательство. Согласно лемме 5.1 существуют р-адичные целые функции

Bm,i и Вт+и такие, что

j(m) g(m+l)

GUm=^Bm,irm.it Gam+' = Y, Bm+1Jrm+1J, 
i=l i=l

@mti — Gq Bmti E £m C 'R) Om+ltj = -ßm+lj G ^*m+l C R И Такие, ЧТО

•••> ~ баЗИС ILmy a •••։ ^m+l։g(m+l) ~ баЗИС Мы Имеем

?(m) n 7(m+l)
An = ZoGoBm.iTm,« + ^2 22 Ä-Sm+lje* ® Tm+ij-, 

i=l t = l ; = 1

и,следовательно

(
j(m) \ / n s(m+l) \

где

П hG0Bm,i П П Äßm+lJ = 

»=1 J \k=l j=l J

Если f - линейно невыродаюшееся отображение над R, то из (5) получаем

тп(г, S[e(m), Fm]) = 0(1).

Заметим, что

Вт — <^тп5[е(п։), Ап],

отсюда

< т(т, фт) + т(г, S[e(m), Fm]) = о(Т(г, /)).

Определим

а,-= Р(е։) G Р(У‘), £ = 0,...,п.
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Имеем п
М(г,Зт) < 9(т)Л/(г,ао) + 9(т+ 1) ЛГ/(г, а,-)+

| = 1

4- (т + 1)(А։(т) 4- 1)ЛГ(г, 
СгО

Тогда

Л
Т(г, вт) < д(т№(г, ао) + «(т + 1) (г, а,) + о(7(г, /)),

1 = 1

для г —» оо.

Для 0 < j Е 21 определим в(у) = - 1)/. Возьмем 0 < т 6 Ъ, т > в(п). Для

любого А е Л1(£) р-адичная целая функция Кт1д 0 определяется из 

Кт,> = П</-8АО))’(т-*и))
7=0

и ^(т+1)-»(т֊*а)) ^(т+1)(4(т)+1)

где
1 .

6*0) = 5^75аО)֊ аА(д)о

Лемма 5.4. Если / - линейно невыродающееся отображение над 7£, то для 

любого А € ■/„(£) существуют линейный изоморфизм Ьх : У(тп) —♦ У(гп), базис 

е(тп) пространства V(т) и р-адичная мероморфная функция фт,х 6 И такие, что 

К[е(т), Ьх о #т] = ^т>лКт>д.

Ру и Столл [15] доказали этот результат на С. Поскольку их метод алге- 

браичен, доказательство справедливо также на Ср. Следовательно, для каждого 

А 6 Л,((7) получаем р-адичную мероморфную функцию

_ У1Г[£(т),1до^]
От, А —

К-т.д

С

Зщ,А — ^т,А‘5[е(п։), Ьх О Ёт],

и, следовательно

т(г,5т,л) = 0(Т(г,/)).

Заметим, что

W[C(m), Ьх о Гт] = с^[е(т), Ёт] 
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для постоянной сА е Ср. Тогда мы получаем основное тождество Ру-Столла

А ЛЛ^(ео,аду(т',0))
5т /=о\ (/>5А0)> 7

Следовательно

д(г,5т,л) _ . . тт <м(г.е°^-9хц՝))'\^т- '0))
Д(г,5т) -|СА|₽/=1Д Д(г,/^*О)) )

где е° = Р(е0) 6 Р(У). Определим

- 1 п / 1 \т(т)
~ И(г,3т) Д \11(г,/г.а,'))

ФЛ^ Д М(г./^АО)) ’

R м - Хл^.л) п ______ р(г,/гД/)^)-^-«Ь))______
А 1Сл1₽ /=оР(г>/^АО)),(’й)_’(т_*Ь))д(г1ео£5Ау))»(т-*О՜))’

для всех г > 0. После легких вычислений перепишем основное тождество в виде

Яд(г)Н(г) = Фл(г)’(՞*).

Тогда

к^Е(г) = ДГ(г, 5т) - ЛГ(г, —) + д(т) £ т^г, а}) + 0(1) < 
°т 3=0

п

< 9(’п)Лг/ (Л ао) + 9(т + 1) ЛГ/ (г, а,)+
1=1

п

+ з(т) 12 т/(г> °а) + °(7,(г. /)) <
;=о !

< (д(т) + п9(т + 1))Т(г, /) + о(Т(г, /)).

Для А 6 мы также имеем

1к^+ Ял(г) < т(г, 5т,х) + 1о8+ у-г- + 52(9(т) ֊ д(т - з^т^г, 9л(,))+ 
1САЬ ,=о

+ 52 зО1* - в0'))т։о^,ДО)(г) < ЙгО71) - ?(т - вО‘)))Т(п/) + о(Л»•./))• 

3=0 3=0

(8)
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§6. р-АДИЧНЫЕ ГОЛОМОРФНЫЕ КРИВЫЕ

В ПОДОСНОВНОЙ ПОЗИЦИИ

Продолжим изучение ситуации в §5. Пусть и - целое число и п < и < q. Говорят, 

что конечное семейство Q = {<7у}’=о находится в u-подосновной позиции, если 

для любого к G Ji существует А G Jn(G) с ImA С 1гпк. Конечно, п-подосновная 

позиция является основной позицией.

Предположим, что G находится в u-подосновной позиции. Очевидно, если 

я G Ср — I, то орбита б(я) находится в u-подосновной позиции. Для A G Jf 

запишем

= {<7A(0)W,

Тогда dimE(!M(։)) является постоянной для я G Ср - I (см. [16], лемма 3.2).

Лемма 6.1. Пусть V - векторное пространство размерности n + 1 над Ср, и 

пусть G = {go,gi,—,gg} ~ семейство р-адичных голоморфных кривых gj : Ср —» 

—♦ Р(У*) в u-подосновной позиции, 1 < n < u < q. Тогда существуют функция 

ш : Z[0,g] —» R(0,1] и действительное число 9 > 1, которые для z G Ср - 1 

обладают следующими свойствами :

1)0 < w{j)9 <1, j = 0,1,.... q;

2) q - 2u + n = 0(EJ=O w(j) — n — 1);

3) 1 < 4т < 9 < 2u~"+1 ; z — П+1 — — Л-Т՜!

4) 2)/=ow(Kb)) если к G JJ c 0 < a < u;

5) пусть го,..., г, - семейство функций, определенных на Ср — I с rj > 1 для 

всех j. Тогда для любого к G 0 < а < и при dim E{QK{z)) = / + 1 существует 

A G Ji{Q), ImA с 1тк такое, что E(Gx{z)) = E{GK{z)) и

;=0 j=0

Доказательство. Фиксируем точку zo G Ср — I. Тогда G(«o) находится в 

u-подосновной позиции. Мы получаем весовую функцию Ночки ы и постоянную 

Ночки 9 для семейства G(zq'). Определим w(j) := u{gj{zo)) для семейства G(*) 

при z G Ср - I. Поскольку 8ппЕ({7ж(г)) постоянна для z G Ср — I, то свойства
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1-4 следуют из леммы 3.3. Согласно пункту 5) леммы 3.3 для любого к g J’, 

О < s < и при <Нт.Е(5л(*о)) = / + 1 существует A g Ji(ff(zo))> ImA С Im/c такое, 

что Д5л(-։о)) = E(gK(z0)), и такое, что

П r^z?™» < П гл0)(^), z е Ср - I. 
1=0 3=0

Заметим, что / 0. Следовательно, дх 0 и A g J|(S). Поэтому ffx(a) / 0, 

поскольку z g Ср - I, и, следовательно, £?(5л(г)) = E(G*(г)).

Определим размерность Г(£) семейства G из

Г(б)(г) = inf {||ffA(o)W Л • • • Л $А(п)(г)||}.

Тогда 0 < Г(£7) < 1, а Г(5)(я) > 0, если z g Ср - I.

Лемма 6.2. Для х g P(V), 0 < b g R определим

G(x,b,z)={j g Z[0,g] | ||х,#(г)|| < 6].

Если zECp — 1и0<Ь< r(£)(z), to #G(x, b, z) < u.

Доказательство. Предположим, что #Q(x,b,z) > u + 1. Тогда существует 

A G Jn(G') такое, что ImA C G(x,b, z). Следовательно

< 6< j = °..... n-

Из леммы 3.2 следует

0 < Г(0)(з) < ||гд(о)(г) Л • • • Л ffA(n)WII <

< omax 11®,^А0)(«)|| < b < Г(£)(г), 

что невозможно.

Лемма 6.3. Пусть х g P(V) и z g Ср—I такие, что ||®, ф(з)|| > 0 для] = 0, ...,д. 

Тогда

SliFawii) м5։иД||».»чя«н՜
Доказательство. Возьмем b = Г(^)(г). Из леммы 6.2 имеем #G(x,b,z) < 

< и. Поэтому существует к g такое, что G(x, b, z) С Inve. Заметим, что 
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£(&։(։)) = V*. Согласно лемме 6.1 существует А 6 ^(9), 1шА С 1тк такое, 

что 2?(<7д(з)) = Е(5К(2)), и такое, что

Д\11®,ЛсС/)(*)1М “Д
На?>»АСп(-»)11 <

А6Л.(0)/=О

1
II®. 5л(»(г)1Г

Положим С = 2[0, д] — 1ш/е. Тогда ||х,Д/(*)Н — & для 3 £ С, и, следовательно

Для г > 0 функция размерности Гр определяется из

г0(г) = ЬГ.{Р(г> *7л(0) Л ■ • • Л ад)}.

Тогда

Г0(г) = Г@)(я)<1.

Заметим, что

П 1кщо) Л • • • Л дА(п)|| < Г((7).
ЛЕЛ.(0)

Обычным методом можно показать, что

П Д(г>5а(о) л ՛։ ՛ Л дд(п)) < Гр(г) (г > 0).
АеЛ(О)

Замечая, что для А € /п(£) первая основная теорема имеет вид
п

~ •^®А(о)Л--лгД(П)(г) + талл(о)Л—(Г)+ 0(1), 
д=0

получаем
о < 1°£Г0(7) < ’7։Дл(о)Л.-.Л}д(п)(г) <

А67.(0)

Е ЕЛг,5А0)) + О(1).
АеЛ(0)У=о

Теорема 6.1. Пусть 5 = {д/}’_0 - конечное семейство р-адичпых голоморфных

кривых : Ср —♦ Р(У*) в и-подосновпой позиции, и < 2и — п < д. Пусть 
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/ : Ср —♦ Р(У) - р-адичная голоморфная кривая, линейно невырождаюшаяся 

над И- Предположим, что д, растет медленнее / для ] = 0,д. Возьмем любое 

е > 0. Тогда

Е т/(г, < (2и - п + 1 + е)Т(г, /),
>=о 

для достаточно больших г.

Доказательство. Определим Ь — #7П(£). Пусть ш - весовая функция Ночки, 

а 0 - постоянная Ночки. Согласпо лемме 7.2 Ру-Столла [15] 0 < т £ 2 можно 

выбрать так, что

1 < 1 . п <" 9(т) ~ ~
- д(т) ЗпО' ~ Ч(тп) Зп№՛

Тогда из леммы 6.3 имеем

’ / 1 \“0) / 1 и-« п
пдкя; Чгкь>

откуда следует, что

« / | \“0) / | XV֊« п 1
Д - \ ГоН ) АЕ^Р) До ^Г- ^(Я)

/ 1 Vй ■"= (ги) 2 *»(’■) =

А6А(Р)

= (г4^уи £ (Ял(г)ЭД^т.
А6М5)

Получаем

’ 1^2у0֊)ту(г,ду) < -(? - и)к^Г0(г) + ֊(г)+
]=о 9՝՝ ՛

+ 12 1о6+ Яа(г)) + -Лг ^6 <
АеА(О) }

<(?-«) Е ЕПпгА0))+(1 + п’^^)т(г,/)+ 
А67.(0)1=О ' Ч\ ) /

+ ‘ ± ,(т) ~±՜ ,(,)) ТЬ Л + Г)) <

(2х-\
п+! + - Т(г,/) + о(Т(г,/)).

ои /
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Используя свойства весов Ночки, имеем 

14 ч
52 (г. 9յ) = 52 МЛ’71/ (г- 9]) + 52(1 - МЛ)т/(г> 9}) < 
7=0 7=0 7=0

< 0(п + 1)Т(г, /) + ^Т(г, /) + о(7(г, /))+ 
о

+ (1 + 9-в52«(/)) 7(г,/) + 0(1)< 

\ 7-° /

< 11 + 9 - е(£<Հյ) - ո -1) 1 7(ր, /) + еТ(т, ք) = 

\ з=о /
= (2ս — ո + 1 + е)Т(г, /),

для достаточно больших г.

Следствие 6.1. В условиях теоремы 6.1

7
52 «/(^) < 2и-п+1.
3=0

§7. р-АДИЧНЫЕ ГОЛОМОРФНЫЕ КРИВЫЕ

В ОСНОВНОЙ ПОЗИЦИИ

Продолжим изучение ситуации в §5. Предположим, что 5 = {տյ}’=0 находится 

в основной позиции и / является ^-плоским над 7Լ, 0 < к < ո < զ таким, что 

каждая пара (ք,ցյ) свободна для յ = 0, ...,д. Согласно лемме 4.2 тогда существует 

базис Հ = (£0..... Հո) пространства Уц над 71 с дуальным базисом а = (а0......ап)

таким, что для приведенного представления ք : Ср —♦ V имеем

7=£(7,

>=0

Более того, базис может быть выбран таким, чтобы ау 6 V* для յ = 0,..., к и

(7, Օ0},-,(ք,Օէ)

- р-адически голоморфны и линейно независимы над 71. Мы также имеем

Ո
9з = 52^' = °> •••> ®-

1=0

Возьмем базис е = (со,— ,«п) пространства V' с б; = а; для յ = 0,...,к. Пусть 

е = (ео,.... еп) ~ дуальный базис б. Пусть IV - векторное пространство с базисом
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ео»•••։«* над Ср. Тогда . ....... является базисом IV*. р-адичная голоморфная

кривая f : Ср —♦ PflV) определяется из представления

*
/=£(/.«/)«/: С/—»WI

J=o

Поскольку (/, ео).....(/, ejt) линейно независимы над И, то отображение / линей­

но невырождающееся над И. Заметим, что

/=Е(/>^ = Е</.^- 
7=0 7=0

Имеем
ll/ll = max |(7, £j)|p < max |(/,ej)|p = ||/|| <

< m«« |(М>|Р||0И < ll/ll m^m^l^lp, 

где 
n

i=0 
Следовательно

М(П /) < M(r> /) < р(г, /) max max p(r, $,-) (г > 0).

Заметим, что f / 0. Имеем 

_ k к n
Nf(r) = N(r,/ = 0) < £ ЛГ(г,= oo) < £ £ ^(r, f>£) = o(T(r, /)). 

j'=0 J=0 i=0

Следовательно, получаем

Т(г, 7) + 0(1) < T(r, /) < T(r, /) + o(T(r, /)). (9)

Замечание 7.1. Если k = 0, To T(r, f) - постоянная, и неравенство (9) невоз­

можно. Поэтому fc > 1.

р-адичные голоморфные кривые gj : Ср —♦ P(IV*) также определяются из 

представлений
t

~9j = £(&, 9j)ti -.Cp —^W*, j = 0,.... q.
i=0
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Заметим, что 0, поскольку пара (/,9;) свободна. Очевидно, каждое щ 

определено над Л, и, следовательно

Пт = 0, 1 = 0,...,д.
—<юТ(г,/)

Отсюда получим
1нп^^ = 0, 1 = 0..... д.

г-°° Т(г,/)

Лемма 7.1. Семейство д = {&}’_0 находится в п-подосновной позиции.

Доказательство. Возьмем к 6 Тогда дк ф 0, и, следовательно

&.(/)» О (0 < ։,> < п).

Поэтому существует А € J2, 1тА С 1тк такое, что

йеЩЬ,дщ))^0 (0<М<*)-

Имеем

9х = с!е1 ((4,, г>(<)))«о А • • • А е* £ 0.

Поэтому А е Л (б) и, следовательно, д находится в п-подосновной позиции.

Теорема 7.1. Пусть д = {$>} ’_0 - конечное семейство р-адичпых голоморфных 

кривых д^ : Ср —» Р(У’) в подосновной позиции, д > п. Возьмем целое к, 

1 < к < п. Пусть } : Ср —♦ Р(У) - р-адичная голоморфная кривая, являющаяся 

к-плоской над Л, так что каждая пара (/,дз) свободна для всех 3 = 0..... д.

Предположим, что д, растет медленнее / для каждого }. Тогда

У16/(д^<2п-к+1. 
з=о

Доказательство. Из следствия 6.1 имеем

Е«/(^)<2п-л+1.

Заметим, что

(/> 91) = “.•><€.•, 5/) = Е(Ле.Ж 91) = С/,՝9з)-
1=0 {=0
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Пусть / и - приведенные представления / и д;, соответственно. Тогда 

существуют р-адичная голоморфная функция Л 0 и р-адичные мероморфные 

функции и>] 0 такие, что / = Л/ и д^ = Шуру. Получаем

(/,9)} = Аиу (/,&).

Следовательно

(П 9j) - Hf(r, gj) = N(r, T) + N(r>^~)~N(r> wi)- 
• П UJj

Возьмем приведенное представление & мероморфной р-адичной голоморфной 

кривой

х, = Ро<< : Ср—♦₽(¥).

Тогда существует р-адичная мероморфная функция Л,- 0 такая, что

Очевидно

%г)<Е^֊мадЛ< 

п

t=o
Заметим, что 

к 
wj9j = 9j = ^,hi(ii,9j)^i Ф 0. 

i=0

Возьмем некоторое » G Z[0, Л] такое, что р-адичная голоморфная функция

0. Тогда

N(r, ^-) < ^(r, 1) + NXi(r,gj) = о(Т(г, /)), 
wj Щ

к
Жл«'П<£^г,Л,-) = 0(Т(г,/)).

«=0

Заметим, что
N(r,l) = ^-(r) = 0(T(r,/)).

Получим

Nj(r>9j') ֊ Nj(r,gj) = o(T(r,/)),
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откуда легко вывести равенство

Теорема доказана.

ABSTRACT. The paper considers the Nevanlinna theory of p-adic holo­
morphic curves and proves p-adic analogous of Nochka and Ru-Stoll’s the­
orems for the Cartan conjecture of defect relations.
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