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Ի ԳԻՏՈԻ1Ի6ՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻԽմբագրությունը խնդրում է աչն անձանց, որոնք ցանկանում ևն հոդվածներ հրս՚պա- րակել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկա յիր սերիա «Մաթե­մատիկա» ամսագրում, հաշվի առ՛նել հետևյալ կանոնները' 1. Հոդվածների ծավալը, որ­պես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը (այսինքն ոչ ավելի քան տեքոստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավալը' ոչ ավեյի քան 

5—8 մեքենագրված էշ:Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրա­պարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ:
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսե­րեն (հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգ­լերեն և ռուսերեն լեզուներով:Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ­վել համապատասխան լեզվով:Տ. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծի­կով վերևում:Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:
4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց համարը և տեղը տեքստում' էջի ձախ մասում: 5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդ­վածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատա­րակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարեթիվը, հոդվածների համայւ նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համարը, տարեթիվը և էջերը:Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համա­պատասխան տեղում:
6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում: 7. Հոդվածը վերամշակման նպա­տակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հււդվածի ստացման ժամկետ հա­մարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվեւ մերժման պատճառների պարզա­բանումով:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­ված է տվյալ աշխատանքը:
10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրա­նունը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ. Գիտությունների ակա­դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»:



О ПОСТРОЕНИИ ЦЕЛЫХ И КВАЗИЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА, РАВНОМЕРНО УБЫВАЮЩИХ
В УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ, II

Г. В. Бадалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32,№ 2, 1997

В первой статье с тем же названием (настоящий журнал, т. 31, 
№ 6, стр. 11 — 25, 1996) была рассмотрена задача о максимальной 
скорости убывания целых или квазицелых функций в угловой области 
| argz| < а/2 при 0 < а < тг. В отличие от теоремы Н. У. Аракеляна, не 
было сделано какого-либо утверждения относительно расположения 
нулей целых функций. Целью было выяснить существенность условия 
р(г)г_ж/а 4- 0 при г —> оо и вывести условия, при которых аналоги 
результатов Аракеляна оставались бы справедливыми для целых и 
квазицелых функций. В настоящей работе рассматривается та же 
задача для л < а < 2тг.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Эта работа является продолжением исследования, проведенного в работе [3]. 

Нас интересуют целые и квазицелые функции конечного порядка с быстрейшей 

скоростью убывания в угле | ал^.г| < ֊֊ = Случай 7 > 1 был рассмотрен в 
27 2

[3]. В настоящей статье рассматривается случай 1/2 < 7 < 1. Обе работы тесно 

связаны с работой Н. У. Аракеляна, доказавшего следующее утверждение (см. 

[1], стр. 189).

Теорема 1. Пусть 0 < а < 2тг, р = шах 

неотрицательная функция такая, что

1Г тг
а ’ 2тг — а , и пусть р(г), г > 1 -

р(т) Г 4 0 при г —> 00, (1)

Тогда существует целая функция ыа(г) порядка р и нормального типа, все нули
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которой лежат вне угла | arg z| < и которая удовлетворяет неравенствам

ехр < |wa(z)| < exp{-[RezK,a + р(|г|)]), |arg*l< ?> |*| > 1»
Л»

(2)

Указанный титт или порядок нельзя понизить. По данному вопросу см. также [2] 

и замечание 1 в [3].
7ГВ данной работе рассматривается та же задача в случае 1/2 < 7 = — < 1. 

В отличие от теоремы Аракеляна, не сделано какого-либо утверждения относи­

тельно нулей. Целью является выяснение существенности условия р(г) т~*/а ]. О 

при г -> оо в (1) и вывод аналогичных теорем для целых и квазицелых функций.

Пусть Т.(г), г > а > 0 - монотонно возрастающая функция такая, что 

сходится интеграл

/“ЬТ.(г), Г»1пГ.(г)
!. “?й՜*՜/ “А»՜*’

Последовательность {Мп} определим как

Из [4], стр. 10 - 14 (см. также [3]) следует, что

Г. (г) = sup —, 
п>0 -»“п

а > 0. (3)

(4)

(5)

т.е. {А^п} является порождающей последовательностью для Т*(г) и обладает 

свойством мин имятткности՜.

Рассмотрим последовательность {Л£п}, где Мп = М£, р > 1, и положим

Т(г) = вир ^֊. (6)
п>о Л4П

Теорема 1. Из сходимости (3), где Т*(г) определена в (5) и 1/2 < 7 < 1, 

р = ——- > 1, следует сходимость интеграла

0 = Р>1- (7)

Доказательство. После замены г на г1/**, будем иметь

~ 1пТ«(г) 1 у«ОО 1пТ(г1/р) , 
rl+l/ß dr- (8)
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Но согласно (6)

,. гп/р / Тп\1,Р Г ’ 11/рГ.(г1/Д) = sup — = sup ( -г- ) = T(r)l . (9)
п>0 Мп n>0 \MnJ 11

Из (8) и (9) следует одновременная сходимость (3) и (7).

Определение 1. Последовательность чисел {д„}, где

О < Д1 < Дг < - < Дп <-, д^+1 - > Л > 0, и = 0,1,... (10)

принадлежит классу А* (1/ш), ш > 0, если сходится ряд

Е— (и)

И

- ши = а„ = о(^), 0 < 6 < 1/2, и -» оо. (12)

Из (11) и (12) следует

52 7֊ = ֊Ьг + О(1), г->+оо, - = р.
1Л<Т Ш Ш

Теорема 2 (см. [5], Теорема 8). Из сходимости (7) следует существование 

функции 0 / <р 6 <7°°[0,1], удовлетворяющей условиям

1. р<п)(1) = 0, п = 0,1,2,...։ (13)

Г1 ~2. / р<п+1>(«)4п-'“Л = 0, Цк,<п, (13')
•/о

3. |р<п+1>(т)|хЧ<К, П = О,1,..., те [0,1], 6 е (0,1/2), (14)

где последовательность Д = {Д*} € А*(р), Мп = М£.

Нам потребуются оценки (вообще говоря двусторонние) модулей следующих 

функции I

~ ( г2\ ь
Л,(я,д) = П (1 — 72 ) > z = <r + iy, |г±Др|>7, (15)

и=1 ՝
СО / ч

W(z,|յ,) = е110О(я,д) = П (1 + — ) е՜*/*'-, Кея = а > 0, (16)
р=1 \

где Цп - произвольная последовательность типа (10).
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Теорема А. Вне кругов хшп \г ± д„| < Л1 имеем 

е-с։НА2(у,д) < |Л.(п + <»,д)| < ес«1^А։(У,д), (17)

где Л1 < Л/4 и
” 00 / «2 \1/2 Л(у,м)=П ! + ֊,) • (18)

</=1 ' ™'

Постоянные сх > 0, сг > 0 не зависят от о и у.

Доказательство. См. [6], теорему 2.2.

Теорема В. Для функции IV (ст + ։у,р), а >0, имеем

(19)

где постоянные сх>0, <4>0, С2>0ис2>0не зависят от а и у.

Доказательство. Прежде всего заметим, что для х > О

ОО '
|Иг(х + »!/,р)| = Л(г,д) Д (1 +

и=1 '

где г = \/х2 + у2.

Следовательно, достаточно получить двусторонние оценки для функции

ОО 

Р(х,у) = ДрЛ®,»), 
р=1

где
₽.(»,»)= (1 + 2^)1/։е֊>/».. 

\ * • » Р ✓
Обозначим

Ра,ь(х,у)= Д рЛх,у), 
а<ц„<Ь

и оценим функции Р11Г_в(х,у), Рг_а1Г+в(т,у), Рг+а.вДя.у)- Заметим, что функ­

ции Р11Г_а(г,у) и Рт+а,оо ($։!/) оценивается аналогично ввиду того, что функция 

з(ц) =
и

г2+и2’ и € (0, оо)
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достигает максимума в точке ио = г.

Для Др>г — а>0идр>г + а>0, а>0 имеем

0< 2г^ 
г2 + д2 < я < 1.

Поэтому для оценки

Ру(х,у} = ехр

мы можем воспользоваться свойством степенного ряда логарифмической функ­

ции. Имеем

1 РуХ
Г2+р2

С другой стороны

РуХ Х_
г2 + д2 г2

X • г • п(г)

где п(г) - числовая функция последовательности {др}. Так как д„+1—д„ > Ь > 0, 

то п(г) = О(г). Таким образом, мы доказали неравенства

1 ------ С2 
Др

(20)

Для оценки Рт+а.оо{х,у) сперва заметим, что

(21)

Поскольку
1 _ Др _ Г2

Др г2 + д2 др (г2 + д2) ’

то можем записать

1 г2 < 1 _ Др ( РуХ \2 х2
2 Др ~ Др г2 + д2 дЗ’ \г2+д2/ д2'
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Поскольку /х„+1 — Др > Л > 0, то имеем

Принимая во внимание неравенство

О < С1 < Рг4-а,оо(х,у) < С2Х,

получим

(21')

где постоянные С1 > 0 и сг > 0 не зависят от г и г.

Для оценки Рг-а,г+а(х,у) используем следующее очевидное неравенство : 

е-/»- < ₽.(»,») < «Р (֊֊ + ^֊^)-

Имеем
/ __ 2 \

< р„(х, у) < ехр -х £ 2) •
\ г-а<Др<г+а +

Так как Др+1 - Др > Л > 0, то получим

Это означает, что

е-='1« < рг_а г+а(х,у) <е^х, < > 0, 4 > 0.

Далее имеем (см. (18))

00 / з \ V2 00 / _2 \ V2Л(у,д)<Л(г,д) = П (1 + 5г) + ֊
р=1 “у / и=1 ՝ У ‘ Ру /

< Цу,р) ‘ Л(г, д) < Л(у, д) • е“.

Поскольку Др+1 — Др > Л > 0, то получим

(22)

1 < Л(х,д) < е“.

Комбинируя эти неравенства с (20) — (22), мы завершим доказательство.

Перейдем теперь к выводу оценок для | РИ (—ст—։у, д) | вне малых окрестностей 

««(Р^) = \х ֊ Др| < 5, у = 1,2,....
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Теорема С. Для функции |W(—а — iy, д)|, ст > 0 выполняются неравенства

а —/ е~С1*А(М------ уг < F(-ct - iy, д)| < в —
ехр (֊ст (ЕРр<г ֊ <)) exp (-ст (ЕДг<г +

вне окрестностей u^(pv), и = 1,2,..., О < 6 < h/4.

<)) 

(23)

Доказательство. Имеем

.... . ч , ч А»(ст + ։у,д) А.(ст + 1у,д)W(-a - ty, д) = ei.oof-CT - гу,д) =------------------г = ■==-.——;--- г.в1|0о(ст + ։у,д) W(<r + »у,д)

Применяя теоремы А и В, получим (23). Теорема С доказана.

Обозначим

Г(я,д) = Г(ст + ։у,д) = - ---- z . .-„г,в1,оо(ст + ։у,д)
ст > 0. (24)

Нам нужна следугцая версия теоремы В.

Теорема В'. Для функции Г(ст + ty, д) и ст > 0, |z| = |ст + ty| = г выполняются

неравенства 

ехр(ст (£р^гА--С1)) 

А(у,д) < |Г(<г + iy, д)1 <
ехр (а (^-'Ми<г Ми + С2))

А(у,д)

где постоянные ci > 0, Сг > 0 не зависят от а и у.

Наконец, напомним определение квазиделых функций. Пусть {А„} - числовая 

последовательность такая, что

00 1
Ао = 0 < Ai < Aj/4-i — А|/ > h > 0, — = оо.

Ч v=l

Функция вида

(25)
fc=o 

определенная на римановой поверхности логарифмической функции Ьп(я), назы­

вается квазицелой, если радиус сходимости ряда (25) равен бесконечности.

Для квазиделых функций порядок и тип нами определяются так же, как это 

делается для целых функций, т.е.

р = ЙЫп-кх, —^-^7^-, (стер)1/р = ВЫПАЛУ" |вп|1/Лп

(см. [7], стр. 250, 251).
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§2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 3. Из сходимости интеграла (3) следует существование целой или 

квазицелой функции, соответственно видов 

ОО

/(я) = 5>А {/*.}€ А*(р) и = {м,р}бА’(1)
4=1 к=1

порядка р > 1 и нормальных типов, удовлетворяющих условию

о^1/Ю1<‘рг^> 1^*1^

где число 1о > 0 не зависит от я (1о > 4р).

Доказательство. Доказательство проведем для целой функции, где по ходу 

доказательства будет видно, что теорема 3 остается в силе и для квазицелых 

функций, указанного в теореме вида.

Из сходимости интеграла (3) следует сходимость интеграла (7). Следова­

тельно удовлетворены условия теоремы 2.

Рассмотрим частный случай последовательности

А*(р) Э р = {р„} = {р'„} и {р" = р}?°, р„+1 -р„>Н>0,
(26) 

{/*',} € А*(р -1), К'} е л*(1), {р'и} П {м"} = 0,

а также последовательность вида (10), удовлетворяющую условию

р = {р„} е А*(р), рУ+1 -р„>Ь>0. (27)

Заметим, что во всех проводимых в настоящей работе вычислениях и оценках 

последовательность р = может быть заменена на {ь'/р} - 

Обозначим

Л(*)=/ <р(4)р(я4,о֊) --<д<Р1, (28)
. /о * Р

где функция <р(4) удовлетворяет условиям теоремы 2 и

(29)
2%։ •1<г—1оо е1,оо( ъ> Р ) е1,оо(С։ Р)

где 61,00 (С. р) определена в (16), последовательности р = {д^} и р' = {р^} 

определены в (27) и (26), соответственно.
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Утверждаем, что искомая теоремой 3 целая (при д = {ь'/р}) или квазипелая 

(при д = {д„} € А*(р)) функция имеет представление

/(г) = Л(/ж'’) = £Ь*^‘"’, (30)

где /1(х) определена в (28), I > 0 - удобно подобранное число.

Доказательству предпошлем следующие две леммы.

Лемма 1. В условиях теоремы 3 функция (30) целая (при д = {и/р}) или 

квазипелая (при д = {д։,} € А*(р)).

Доказательство. Доказательство проведем для случая д = {ь>/р}. Случай 

д = {д„} е А*(р) доказывается аналогично.

Нетрудно заметить, что из (29) следует равенство

”('՛ ’’= §3®- «Х.м(-С. м')ИА + Р(։’ -аЛ <31) 

где п/р < <тп < (п 4- 1)/р.

Поэтому
п 

р(Ъст) = 12 а^к/р + ₽(*, -о-п), (32)
*=1

где
°‘=(р) е1>оо(*/р,д9П:-(1-Ю

Из (28), согласно (32) будем иметь

/(*) = 12ь*2*/х,+ [ (33)
*=1 4

где
Ък = а* [ Г1+к,р <р(4) Л.

•1о

Полагая у = 0, г = к/р и применяя теоремы В, С и В', получим

= Г(А/р,д') 1 , 1 (к\2 = о(к) Г(*/Р,ДЭ = п(*) 1
Г(к/р,р) 1Л* (*/р. 2 \р) Г(к/р,р) Г(*/р)՜

Аналогичную оценку можно получить для Ь*. Докажем, что

1нп р(зЛ, -ап) = 0, (34)
<г„-юо
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где х = Дел > 0. Действительно, имеем

_________ 1_________ =
|е1.оо(<7п + Ч/,Д')1

Г^п.д')

+ __к!_____

(ап + д'„)’

1/2’

04+Й/

|е1,оо(-֊ст„-Ч/։д)|

Л С и

< —
Г(<7П,Д)

Др

1-

. е • у/а 

(*п + Др)а/

Л2(у,д)

где Л(у,д) определена в (18).

Из (31), согласно (35) и (36) будем иметь

|р(я*,-ап)| < е
Л2(у,д)

Г(сгп,д') е‘
Г(ап,д) /о 1 + У2

ехр(-стп 1пстп),

-|1/2 _&п 
е

1
Др

(35)

&п + <У 
Др

у2____
+ Др)2

У2

1/2

так как д' € А*(р — 1), д € А*(р). Этим доказана справедливость (34).

Поэтому из (33), после предельного перехода при п -> оо, получим

(36)

и

1

<

1

йу <

Следовательно функция Л (к) аналитически продолжается на всю римановую 

поверхность логарифмической функции Ьпя, поэтому Л (я) является квазицелой. 

Следовательно, функция

/(я) = Л(Ь0 = £ьи*^
*=1

(37)
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целая и роста (р,ст).

Совершенно очевидно, что если бы вместо последовательности д = {и/р} 

мы взяли произвольную последовательность д = {ди} € А*(р), то получили бы 

квазипелую функцию роста (р, ст) по степеням {д„р}. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Функция Д (я) определенная в (28), где <р(1) удовлетворяет условиям 

теоремы 2, имеет представление

Д(г) = г/ . п / ^ПРп(^,СТп) <И, СТ < СТП < П, (38)
ЦП +

где

1 Г+{°° («*)-<^ 1
Рп{ 2%»/^ П^1(-С + *')е1,оо(֊СЮе1,оо«,«//р)’ р<а<М1՜

(39)

Доказательство. Из теоремы 2 следует

= “ Т)՞ <*Г։Г(п +1) Д

Поэтому из (28) будем иметь

ЛОО = р/п [ Рп(г։,<г)у [ <р(п+1)(т)0-т)пйт =
Г(п + 1)Л * к (40)

= г7^Гп/ ^(т^пО.т.ст^т,
Г(п +1) ,/0

где
дп (х, т, а) = р/ 1 п [ Рп(&, ст) (е - т)п у. (41)

1 -к 1^ ./о I

Далее имеем

Я (х т Л = — Г՜՛^ Г *2тг» ]а-гО0 е1,?о(-СР')е1։ОО(Су/р) /о Г(п + 1) t

С другой стороны, для Ке(—С — 1) > -1 (ст = Ве< < 0)

1 Г ,т _ й. л _ г(-0Г(п + 1) т֊<+”
Г(„ + 1)Л ' > Г(п + 1) Г(-С+п + 1) гсис-с + х)'

»■ ■«
Из условия (13') теоремы 2 и равенства

рп(г*,а)= 22 Ъ*к(я-^ +рп(2Л,оп),
0<м»<ая
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получим (38). Лемма 2 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы 3. Нам нужна оценка сверху для 

|рп(к*,стп)|, где 0 < п — 1о < <тп < п, а г принимает комплексные значения, 

для которых существует интеграл

1 ^а.-Моо (я*)՜«^
|Рп(^а„)| < е1^-С^е1гОоЫр) + (42)

Для этого оценим отдельно модули множителей подынтегральной функции в 

(42).

Заметим, что для £ = стп + iy, согласно теореме В, будем иметь

________1_______ < ехр (gn г) еС g՞ < с"а„ ехр{рдп\пт)

|ei.oc(<7n + ty,v/p)| A(r,{v/p}) ֊ aanJti(-p|y|)
2

1 < ес,(Г"А(у,д') <
|ei1OO(o-n + iy,Д')1 А2(у,д') ехр((р —1)стп1пг) ~
< е-с'՞' 1
- ехр ((р — 1)стп1пг) ginh(—(р — 1) |у|)

2
Оценим, наконец, сверху 

1 1
П^1 К ֊ *\ П1<,<<„. [V2 + - v)2]V2 Пап<р<„(»а + К ֊ v)2]V2 ’

Разберем два случая : а) |у| > ап и б) |у| < стп.

В первом случае будем иметь (ко = п — <тп)

1 < 1 1 „с" an exp(-gw In г)
IE=i К - И - М'- (1 + У2)1*/2 - (1 + У2)**՞ ’

так как г = (ст2 4- у2)1/։ < стп + |у| < 2|у|.

В случае б) будем иметь

_____1 <____________ £____________ ,са<,.ехр(֊стп In г)
1К=1 К ֊ И “ Покхап - р) (1 + у2)*®/2 - (1 + у2)*«/2 •

Таким образом, в любом случае

1
П^11С֊И

<сс0а,юф(-^пН
(1 + у2)*о/2- (45)
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Далее, с учетом (43) — (45) и неравенства

п . ./ . Л(У.д')
А(Р,{У/(р-1)})

при п — ко < Rez = ап < п, будем иметь

______________________ 1______________________  

ei,oo(-CM')ei,oo(Cj//p) EELJ-C + v)
< Со есаг"----- -jf----------—5г---------------

smh(- р |у|) smh(- (р -1) 11/1)
1

1 + у2'

Это значит, что если | argz| < ^(2р — 1), то

Г°° ev|arg*| fa/о e}(a,_ljv^2
ес

< согп^՜ *-<г՞ > п - ко < ап < п, ко > 4.
И

(46)

Возвращаясь к оценке /i(z), согласно (42), (46) и теореме 2, будем иметь

l/i(*)l<ceCnn£ |argz| < ^(2р-1), п = 1,2.....
Л1

Заменяя г на 1гр, где I > 0 - удобно выбранное число, для функции (37) получим

!/(*)! =
< Мп _\z\l° Мр 
~ \z\^p \z\np

для любого п — ко < ап < п, если только

|argz|<
Л*

2р — 1 _ тг
~P~~W

где 7 е (1/2,1], 10 = рко > 4р.

Теорема 3 доказана.

ABSTRACT. In the first paper under the same title (this Journal, vol. 31, 
no. 6, pp. 11 - 25,1996) the problem of maximal decrease rate of an entire 
or quasi—entire functions in an angular domain | argz| < a/2 for 0 < a < n 
was considered. In contrast to N. U. Arakelian’s theorem, no assumption 
concerning positions of zeros of entire functions was done. The purpose was 
to clarify whether the condition p(r) r՜*/“ J. 0 as r —> oo is essential, and to 
derive conditions under which the analogs of the Arakelian’s results remain 
valid for entire and quasi—entire functions. The present paper considers 
the same problem for it < a < 2ir. ■ ■ •

; A V։ IM (I» e ’
' & 4» At A if ft»
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Посвящается 60-летиюА. Б. Нерсесяна
ЯВНАЯ ОБОБЩЕННАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ ОГРАНИЧЕННЫХ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ
А. Г. Камалян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 32, № 2, 1907
В работе представлены некоторые явные формулы обобщенной факто­ризации Винера—Хопфа относительно замкнутого контура ограничен­ных голоморфных матриц-функций. Приводятся формулы для част­ных индексов.

§1 . ВВЕДЕНИЕЯвная факторизация Винера-Хопфа имеет ряд применений в теории систем сингулярных интегральных уравнений, уравнений Винера-Хопфа и в теории нелинейных уравнений математической физики (см., например, [1 — 4]). Под факторизацией Винера-Хопфа матрицы-функции W, определенной на замкнутом контуре 7, который разделяет замкнутую комплексную плоскость на части Р+ (Э 0) и Р_ (э оо), понимают представление = \¥_(г)Л(*^+(4) (4 € 7), где- граничные значения голоморфных и неособых в Т>± матриц-функций, аЛ(£) =<На§[4в1, • • •, 4*п]. При достаточно общих условиях целые числа »1, • • •, однозначно определяются (с точностью до порядка) матрицей-функцией и называются частными индексамиВ данной работе найдены явные формулы для обобщенной факторизации Винера-Хопфа (включая формулы для частных индексов) в случае когда УУ(£) - ограниченная, измеримая матрица-функция на 7, допускающая голоморфное продолжение в 2?+ или в ©_. Матрица-функция такого типа не всегда допускает 



20 А. Г. Камалянобобщенную факторизацию Винера-Хопфа. Необходимые и достаточные условия существования факторизации хорошо известны (см. [5]). Алгоритм, состоящий из конечного числа шагов, также известен ([5]). Ниже получены формулы в терми­нах рангов конечного числа блочных ганхелевых матриц. Компоненты этих мат­риц состоят из конечного числа степенных моментов матрицы-функцииРанее результаты подобного характера получены для полиномиальных матриц [6] и для непрерывных обратимых матриц-функций, допускающих мероморф­ное продолжение в ([7]). Мы изучаем также задачу обобщенной обратимости произведения двух обобщенно-обратимых операторов. Найдены необходимые и достаточные условия существования и явная формула для вычисления обобщен­ного обратного упомянутого произведения.
§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
2.1. Фредгольмовость и обобщенная обратимость. Пусть X и У - комп­лексные банаховы пространства. Всюду ниже через £ (X, У) будем обозначать пространство всех ограниченных линейных операторов, действующих из X в У, наделенное обычной операторной нормой. Мы записываем £ (X, X) = £ (X). Тож­дественный на X оператор обозначается через /х или просто через I.

Будем говорить, что А € £ (X, У) - оператор Фредгольма, если его образ замкнут, а размерности ядра и коядра конечномерны. Индекс 1пс1А оператора Фредгольма есть разность размерностей ядра и коядра. Говорят, что оператор 
А € £(Х,У) имеет обобщенный обратный А<-1\ как только А = АА^^А. Если дополнительно А^՜1^ = А^՜1) АА^-1\ то будем говорить, что А^՜1^ — обобщенный обратный к А в сильном смысле.

Наконец, мы обозначаем через X” (п 6 Л) линейное пространство п- векторов с компонентами из линейного пространства X и через Хпхп - линейное пространство квадратных матриц размерности п с элементами из X.
2.2. Матричное сцепление. Пусть А € £ (Х1, Ух) и В € £ (Х2, У2). Мы говорим, что А и В матрично сцеплены, если существует обратный матричный
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А А12 Хх YiФ = : © -> ф ,42i А22 Х2 Y2обратный к которому имеет видВи Вх2 Yi XjФ: : Ф -> Ф .B2i В Y2 Х2Равенство Ф՜1 = Ф называют соотношением сцепления операторов А и В. Кактолько известны компоненты входящих в соотношение сцепления, то обратный, обобщенный обратный, ядро, образ и тл. оператора А с помощью явных формул могут быть выражены в терминах соответствующих величин оператора В (см. [8]). В частности

Кет А = В12(КетВ). (2.1)Далее, А имеет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда В имеет обобщенный обратный. Если В^՜1) - обобщенный обратный к В, тоА*՜1* = Вц ֊ В12В(-1>В21 (2.2)является обобщенным обратным к А. Кроме того, А фредгольмов тогда и только тогда, когда В фредгольмов, и в этом случае
сНтКетА — (ИтКегВ, 1ти1А = 1п<1В. (2.3)2.3. Факторизация. Пусть Т>+ (э 0) - область комплексной плоскости С, полу­ченная из ограниченной односвязной области Ро удалением попарно непересекаг ющихся односвязных областей Ру С Ро 0՜ = 1,...,2\Г) и Р_ =С\Р+. Предпо­лагается, что границы 0 = 0,..., областей Ру являются карлесоновыми кривыми. Мы допускаем, что контур 7 = Оу^о 71 ориентирован в положительном направлении. Тогда сингулярный оператор КоптиЗД(*) = Ду- р. У

7является ограниченным в пространствах Вр = Вр^-у), 1 < р < оо (см. [9]). Рассмотрим проекторы Р± = (/ ± 5)/2 и функциональные классы = Р+Вр, 
Вр = Р-Вр, В՜ = Ьр ф {1}. Проекторы Р± € С{Вр) определим равенствами

Ль [<Р1> • ■ -, ¥>п]Т = [Р±ф1, • • • >Р±^п]Т •



22 А. Г. КамалянПия матрицы—функции V, определенной на оператор умножения f >—> V f 
(f е Ь”) обычно обозначается через VI и пользуются записью VLB = VB. Ясно, что VI е C(Lp) для каждого V G Ц£п- Запись W G GL™n означает, что W*1 G L^n. Обобщенная факторизация Винера-Хопфа (GWH-факторизация) матрицы-функции W G GL™n относительно контура 7 в пространстве есть представление W = W_AW+где факторы удовлетворяют условиям1) w+G(L+)nxn, w;1 g (Д+)ПХЛ, w_e(L7)nxn, wz^^)»*» (g=p/(p-l))>2) A = diag [t®1, • • -,<““], ®i < • • ■ < ®n - целые числа, называемые частными индексами W,з) W-P+wz1/ е £(£?).Число а = ®i 4-------L ®п называтеся суммарным индексом W.2.4. Факторизация и сингулярные операторы. Хорошо известно, что если T(W) = WP+ 4- P_(f (W) = P-f-WI 4- Р_) - фредгольмов оператор в то матрица-функция W G Ц£п допускает факторизацию в Д”(1 < р < 00) (см. [10],[1],[5]). При этих условиях

dimKerTfyV) = dimKerffyV) = - aj։ IndT(W) = IndT(W) = a. (2.4) ®<<oПоложим Wj = t_,W(j G 2Z). Если W допускает GWH-факторизацию, то пространства KerT(Wj) и XerTfWj) совпадают с множеством вектор-функций W^1? — W_Ag и W^g, соответственно, где q = [91, ■ ,9п]Т, а - полином степени не более чем j — а« — 1 и равный нулю при а, > j (см. [12]).Допустим, что частные индексы матрицы՜функции W принимают значения jji < ■ • • < т), и д(^) = ni։ гдеp(j) = card {t| ®i=j, t = l,---,n}, jell.Мы будем пользоваться следующими двумя предложениями, показывающими, что GWH-факторизация W может быть получена только пипп, на основе про­странств fly = Р+ {KerT^j)) = KerT(Wj).



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 23Предложение 2.1. Пусть матрица-функция W G GL™n допускает GWH- 
факторизацию в L” и т?_, € 7L - произвольные целые числа, удовлетворяющие условиям .• р_ < »71, т)+ > т)„ г)- < т)+. Тогда для частных индексов ®i < • ՛ • S ®п матрицы-функции W имеют место следующие равенства

ае, = Т)- 4- card {j I aj-aj-i<i, j = r?_ 4-1, • • -,»?+} > » = 1,•••»», (2-5)
где aj = dimSlj.Доказательство. Из первого равенства (2.4) следует, что

aj = 52 0՜ - тп)м(тп)> 3 € 2Z.
m<jСледовательно ai+i - aj = 52 3 G (2-6)

m<jПоложим по = 0. Для по + П1 4-------1- nj-i < i < no 4- ni 4- • ■ -гц имеем
card{j I $2д(я»)<1, j=T7-,---,»7+-l} = »ft-»7_ = ae<-77_.

Отсюда, используя (2.6), мы получим (2.5). Предложение 2.1 доказано.Предложение 2.2. Пусть матрица-функция W € L™n допускает GWH- 
факторизацию. Тогда пространства £lj(j £ 22) имеют следующие свойства: 1. П/ = {0}, j<m.2. Оя-i = 4- tiij, j е Z2\ {»?i>•••>»?«}•3. Пространства 4-Ш,^ имеют прямое дополнение Em в пространстве П^+i,
dimEm =nm (т = в).

4. Для произвольного базиса Лт.х, • • •, пространства Ет (т = 1. • ■ •, в) и 
мятр&ц—фу Н К Цй й

= [Лц։ • • • • • ■ >Л»։п։] > Л. = diag [t-1, • • • ,4*"],
W+ = U՜1, W_ = WA՜1представление W = W-A W+ есть GWH-факторизацией матрицы-функции V/.Это утверждение доказано в [11].



24 А. Г. Камалян2.5. Факторизация голоморфной матрицы—функции. Обозначим через "R. линеал рациональных функций с полюсами вне 7, а через — класс функций+Я.Известно (см. теорему 3.15 [5]), что функция УУ € (£+)пхп ((Ь«)пхп) До­пускает СУУН-факторизацию в £"(1 < р < оо) тогда и только тогда, когда6 (А4+)"хп ((АА՜ )пхп). При этих условиях суммарный индекс аг матрицы- функции W равен тс1+(1е1№(иге!.-<!&№), где »nd+ctetW(-i^гd_detW) - число ну­лей (с учетом кратностей) голоморфного продолжения функции detW из кон­тура 7 в 7?+(Р_). Условие (скГМ")-1 е А4+(А4՜) гарантирует конечность шсЦ. с1е£№ (< пй_ .§3 . ОБОБЩЕННЫЙ ОБРАТНЫЙ ПРОИЗВЕДЕНИЯДВУХ ОПЕРАТОРОВ3.1. Матричное соотношение. Пусть Хх,Ха - комплексные банаховы про­странства, А1 € £(Х1,У),Аа € £(У,Ха), и пусть = 1,2) - обобщенные обратные к А, в сильном смысле. Мы имеем
Х1 = КегА! ф /тА^-1), Ха = Кета£-1) Ф 1т А2,

У = КегА1-1) ф 1тАг = КегА2 ф
Рассмотрим следующие операторы:

: КегА* КегА, КегА{<713 = [ДО]: ®п֊+ХегЛ, ЬпА[-1)
я-2.» = О ДегА^-1) КегА^

■.КегА^1^ © , о2>< = [ДО]: ®
1тАг 1тА{

ДегА^-1),
где * = 1,2. Легко проверить следующие тождества 0=1,2) :

А1А^ = 1у — 7Г21О21, А[ ^А1 = 1х! - я-ноц,
А2А^ ^=1x3—^22^22, ^2 ^Аг =/у - 1Г12<712, (3.1)

А4Я-Ц = А[-1)7Га1 = ста< А, = ОцА^-1) = 0, СТцТГц = ТкегЛ/. оа»тга< = 1КегА(-1) •(3.2)



Явная обобщенная факторичятщя ограниченных голоморфных ... 25Предложение 3.1. Пусть Ai G £(Xi,Y),A2 е £(У,Хз) и А,- х\» = 1,2) - 
обобщенные обратные к А{ в сильном смысле. Тогда А2А1 € £(Х1,Хг) иОО О—<721*12 KerAi КегА^՜1^ ® -> ф

КетА2 ИегА^-1)
матрично сцеплены соотношением Ф 1 = Ф, где

—7Гц

< А2А1 *22 Аг*21 Xi х2Ф
: КетА(2~1}

ФФ = -<711 0 0 —> КетА±,HerA<-1) Ф\-<712А1 0 -<712*21 Пег Аг
/а^Ч՜1’Ф = 022 Ок с^А*՜1’ О

֊4Ai2\ Х2 ХхФ Фо : Пег Ах -> КетА^ .Ф Ф-<721*12 / КегА2 КетА^Доказательство совершается путем непосредственной проверки (используя формулы (3.1), (3.2)).Ясно, что оператор В имеет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда оператор <712*12 : Пег Аг —> КегА^՜1^ имеет обобщенный обратный. Если (<721*12) является обобщенным обратным к <721*12, то /О 0 \ KerAJf1'* КетАхВ(-1) =| ] : ф ֊> ,ф\0 -(<721*12)(-1)/ КегЛ[~1} КетА2является обобщенным обратным к В. В силу теоремы 2.1 гл.4 [1] оператор сгхтгхг нормально разрешим тогда и только тогда, когда линеал Пег Аг + ImAi замк­нут в Y. Поскольку Пег Аг 4- ImAi = <721 {Кет Аг) ф ImAi, то подпространства Пег Аг + ImAi и <721 {Кет Аг) одновременно дополняемы, соответственно, в про­странствах Y и НегА^-1\ Нормально разрешимый оператор обобщенно обратим тогда и только тогда, когда его ядро и образ дополняемы (см. теорему 5.1 гл.4 [1]). Таким образом, пользуясь (2.2) и (3.2), мы приходим к следующей теореме : Теорема 3.1. Пусть Ai € £(Xi, У),Аг G £(Y, Хг) и А^-1\» = 1,2) является обобщенным обратным к А, в сильном смысле. Тогда А2А1 € £(Х1,Хг) име­ет обобщенный обратный тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
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1) Линеал К er А2 + ImAi замкнут и дополняем в Y.

2) Подпространство Кет Ai П ImAi дополняемо в Кет Ai-

Если эти условия выполнены, то обобщенный обратный (АгАг)^՜1^ может быть вычислен по формуле(A2Ai)(-1) = а£-1)а£-х) - А^֊1)7Г12(а217г12)<_1)п21А^_1).Оператор A2Ai фредгольмов тогда и только тогда, когда выполнены следующие 
условия:

dimKerAi < оо, dimcokerA2 < со,

dim(KerAi Г> ImAi) < оо, dimY/(KerAi 4֊ ImAi) < оо.Если выполнены последние условия, то

dimKer(AiAi) = dimKerAi + dim(KerA2 П JmAi),
dimcoker(AiAi) = dimcokerA2 4- dimY/(KerA2 4- ZmAi).

Заметим, что в специальном случае Х1 = V = Х2 вторая часть теоремы есть простое следствие теоремы 1.12 из [5].3. 2 Пример 1. Допустим, что е (1>+ )пхп допускает 0№Н-факторизацию. Пусть 1П - тождественный оператор в С" и НрН՜1) € £(!&,) - ганкелев оператор : = Р_'\¥-1Р+. Оператор Т^УГ)^՜1^ = Т^՜1) — Я{ИГ՜1)является левым обратным к оператору Т(№) и КегТ(уГ) = {0}. Из равенства 
I — = РИЯ^՜1) следует, что оператор Л*\ГЯ(ЛАГ—1) есть проекторна КегТ(№)<-Ч вдоль 1тТ(Ю) и КетТ^՜1') = 15¥Я^-1)(1£).Пусть 6 КГ) - линейное пространство всех п-вектор-полиномов степени не более чем j — 1:
£j = = S €СП|. Для j G N оператор T(t^In) является правым

I m=0 Jобратным к T(t“^In). Очевидно, что КегТ(^1п) = (1 и КегТ(&1п) == {0)0 6 N).Рассмотрим операторы
*10՜) = KerT(t֊^In) ֊►

KerT(t-iln)

ImTtfln) ’
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KerT(W)^ir2(j) = [{ : KerT(W)^ ֊4 ®

LOJ ' ImT(W)

KerT{t-iIn)*(У) = [ДО]: © -4 JferT(t_JZn),
KerT(W)^aa(j) = (I,0]: _ ® -> KerT(W)^-1\ j e N.

imi (VvjИз определения операторов а20’),-7Г10‘) следует, что произведение агОЭ’гШ) совпадает с оператором
Fi = WH(W-X) |кегТ(4-у/„) : КегТ(Г’1п) ֊> KerT(W)^ , j e N.

В силу предложения 3.1 и T(Wj) = t(T֊r/n)T(W) (j e 2Z) мы имеем следующееутверждение.

/ r(Wi) 
Ф,=

\֊aiO)T(W)

fT(W)^T^In)
*i =

\ <Mln)

Предложение 3.2. Если W € (L+)nXn допускает GWH—факторизацию, то 
операторы T(Wj) и —Fj(j e JNT) матрично сцеплены соотношением Ф; = Ф^՜1, где 

T(t-ilnyK2(f)\ LJ L”I " €В )i-^(j)%2b) / KerTfW)«-1) KerT(t~iln)

L* ’ X»I • ф У ф
-Fi ) KerT(t~’In) KerT(W)^

3.3. Пример 2. Предположим, что матрица-функция ‘ИГ 6 (Д^,)пхп допус­кает С^УН-факторизацию. Пусть является ганкелевым оператором :Н^՜1) = P+W՜1P_. Оператор = ТСИГ՜1) — НСИГ՜1) есть правый обратный к оператору T(W) и I —T(W)^ ^TfW) = Я(ИГ< ^)W/. Следователь-но КегТфНУ = {0} и оператор Н(у/ является проектором на .КегТСИГ) вдоль . В частности, КетТ(уГ) = Для 1 6 К мы имеем
KerT=£i и КегТ^Г) = {0}.Рассмотрим операторы
*10՜) = : ImHfyV՜1) -> ®

Imf (W՜1) тгаО) = e
Irnt^lS0
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кпИ^՜1)

= м - М֊^1т6^ 
с--։

Р) — ОзОЭ’ПС?) — 5շ(յ') |/тА^-։) : Х) -+ £-յ, ;€֊КГ. (3.3)Следующее предложение является следствием равенств 7Հ№^) = Т(ЮУГ(է յ1ո) (յ € И) и предложения 3.1.Предложение 3.3. Если IV е (Еоо)пх” допускает ОИО-факторизацию, тооператоры и -?յ(յ € -КГ) матрично сцеплены соотношением Ф,- = Ф^ \где
/ г(и^) т(ет)ад 

= \.-^ւ(յ)7(է յ4») ֊?ւ(յ)*շ(յ)и
Հք^1ո)ք^-^ ֊ք^1ո)^(յ) 

ф, = I\ ժյ(յ)ր(^(-ւ) -Ц

Ф -» Фլ_յ /глЯСУИ՜1)

փ ֊» փ , յ е -к.
/тЯ(ТС^) £_,

§4. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ИЗ (Լ+ )пхп4.1. Ядро г анкелева оператора ЯСИ^՜1). Допустим, что матрица-функция е (Д+)пхп допускает GWH֊фaктopизaцию. Пусть е Р+ - нули,соответственно, с кратностями րու, • • •, րոյ, голоморфного продолжения функции de^W из 7 в ©+ и տ = ։nd+detW = րո-լ + ... + րոյ. Определим полиномы △*(я)(А = 0,...,/ — 1) и матрицы шт(тп € 22) следующим образом :
I△о(*) = Ц(* - А1)”4 = я“ + ахя"՜1 + ... 4- ав,

I ',△*= П («-А*),п,> к = 1,...,/-1, <=*+!
wm = ■^- [ W-1(t)t-’n-1dt, т € И. (4.1)

Через фк(я,/, А) обозначим многочлен Тейлора степени к в точке я = А голо­морфной в некоторой окрестности я = А вектор (мятриодт)-функтпти /(я).



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 29Предложение 4.1. Пусть Ж € (Д+)пхп, АУ՜1 € (Л4+)пхп и ав = хпй+<1е£№. 
Тогда.

1. Матрица-функция АУ՜1 допускает представление вида АУ՜1 = У+ + V-, где / о — \ пХп
У+ € (Д+)пхп, V- € I Ьж 1 и V = ДоУ_ является полиномиальной матрицей 
степени не более чем ае — 1.
2. Имеет место следующее равенство :

ш-.-т + а1Ш_._т+1 + ... + а.и/_т = 0, т € Ы. (4-2)
Доказательство. Ясно, что ЧУо = До АУ՜1 е (Д+)пхп. Для построения У± мы нуждаемся в матриц-функциях АУ* € (П+)пхп (к = !,•••,/), определенных равенствами

Ж_!(я) = + (я - Хк)т','№к(г).

Ясно, что
I 1

W-1 = £ (З^-хСяЛь-х.А*) + ^.
Д*֊1Взяв АУ; = У+, получим наше первое утверждение.Применяя теорему 1.24 из [5], получим

ы-т = ^~ [ У-(*)*"*-1<Й, т е К.
27Г ]

7Сравнивая коэффициенты степенных рядов правой и левой части равенства 
V = ДоУ- в точке г = оо, получим (4.2). Предложение 4.1 доказано.Рассмотрим отображения :СП^ -» € ЖГ), определенные равенством

У-1 
^ЗУ = 12 Ут*”’ 

т=0гдеу = 6СПЛ у< еСп, • = 1,•••,1-1.Предложение 4.2. Пусть IV £ (Д£,)ПХП, АУ՜1 € (Л<+ )”хп и ® = ind+detW.

Тогда П ПегН(АУ՜1) = ^КетК,5, j € К,
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где / ш_1 w-з ... ш_у \ю-у-1Ш-2 Ш-З

\ад_. Ш-«-1 ... ш_,_у+1/Доказательство. Для у(<) € £у П КетН(уЧ х) имеем Р_(У_у) = 0. Разлагая вектор-функцию Р_(У_у) в степенной ряд в бесконечности, получим
и-тпУО + и-т-1У1 + • • • + ™-т^+1У1֊1 =0, т € К, (4.3)

где [уо>--->Уу-1] = У = ^У- Следовательно у 6 КегК.]. С другой стороны, в силу (4.2) у = [1/о> ՛ • ՛ ։ Уу-1] € КегК., удовлетворяет (4.3), т.е. Р_(У_^уу) = 0. Поэтому ^уу е С] П КегН^М՜1). Предложение 4.2 доказано.4.2. Основные теоремы. Следующая теорема является нашим основным ре­зультатом относительно частных индексов матрицы-функции W С (£+)пхп.Теорема 4.1. Пусть IV € (£+)пхп, IV՜1 € (А(+)пхп и ® = > 0.
Тогда частные индексы IV равны

г^ = сагй{ у|п + гу_х - гу < »; ; = 1,...,ае}, ։ = 1,...,п, (4.4)
где г0 = 0 и гу = гапкК, для j = Если ж = 0, тож< = ае2 .- = агп = 0.Доказательство. Имеем ау = <НтКегТ(№^ = сНтКегР^ е М) в силу подпункта 2.2 и предложения 3.2. Так как

КегЦ = КегНСК՜1) П (1 - Г^)£у = (1 - Г^КегН^՜1) Л £у), 1 € К,
то из предложения 4.2 имеем

КетР5 = {1֊г-^КегК^ у € К. (4.5)
Следовательно ау = ЛтЯег/Су = пу - гу, j е МГ. (4-6)



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 31Поскольку КетТ(№) = {0}, то из (2.4) имеем 0 < «х < ... < жп < ж. Положим 
т)- =0,1]+ = ае. Поскольку «о = 0, то из предложения 2.1 и (4.6) получим (4.4). Теорема доказана.Теперь мы докажем, что факторы УУ € (Ь+)пхп могут быть построены с помощью базисов пространств Л/} = ^КегК^ € К) с конечным числом значении
Теорема 4.2. Пусть УУ € (£+ )йхп, РГ՜1 6 (Л4+ )пхп,Ж = гглЬ^УУ, и пусть 
частные индексы «х < жг < ... < &п матрицы-функции УИ принимают значения г/1 < ... <т),. Тогда пространства€ К) имеют следующие свойства : 1_Л/} = {0} для }<Г)1И Л^+1 = Щ + ДА/} для у е К\ {%.........»/,}•2. Каждое пространство Х1т+М/’։гт_։+1։ т = 1,а имеет прямое дополнение 0т в пространстве Л/^+х размерности м(т/т) = пт. Здесь т]0 = 0 и Л/о = {0}.
3. Для произвольного базиса Хтд ,•••, Хт1Пт пространства 0ГО (пх = 1, ■ • ■, а) и 
мэ. тругц—функций

и=[х11,...,х1пг,х11,...,х^],

К- = [г^х^.... ^х1П1,г^х11,...,гг>-хТ1П,],

Л. = <Иад[^,...,^], '

представление W = W-AW+ есть GWH-фaктopизaция матрицы-функции W.

Доказательство. В силу подпункта 2.2 и предложения 3.2
КетТ 0¥у) = Т СИ9(-1) (КегК,) = •

= (КегК,).+ Р_ (Кег^) - Я (’№՜1) (КетК;), у е К.
Поэтому из предложения 4.2 и равенства (4.5) имеем

П} = Р+ (КетТ (А¥,)) = (КегК,) = УГЩ, ; е М.
Остается применить предложение 2.2. Теорема 4.2 доказана.



32 А. Г. Камалян§5. ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ ИЗ (Ь՜ )пхп5.1. Некоторые свойства ганкелева оператора Пусть матрица-функция РИ € (Ьте)пхп допускает СРРН-факторизацию (т.е. W՜1 6 (■А4^։)пхп), и пусть точки VI,...,!/[ € V / оо) - нули, соответственно, с кратностями Ш1,..., пи (т< > 0) голоморфного продолжения из контура 7 в 7)_с/е4РИ функции с^РИ. Обозначим через то порядок нуля detW в оо. Ясно, что £ = -т4-<1е1Ж = = то 4- тгц 4- ... 4- ть Матрицы шт(т € Ж) определим равенствами (4.1). Рассмотрим также функции Д(к), Д_(л) :
I

Д- = = г"° + С1Я“0՜1 4-... 4- с.0, Д(к) = я_’ПоД_(я),где £о = £ — то-Предложение 5.1. Пусть Ж 6 (Ь^,)пхп, РИ 6 (Л4^,)пХп и £ = -ind-detW. 
Тогда Л
1) Матрица-функция IV՜1 допускает представление РИ՜1 = У+ + V֊, где У+ е 6 (Ь^)пхп, V- € (Ьто)пхп, и матрица-функция V = Д_У+ является полиноми­альной со степенью не выше чем ее.

2) Существуют Ьх, ■. ■, Ь. 6 С такие, что
—^ш+т = Ь1Шт + 6агит+1 +... + Ьшш.+т_1, т € Л. (5.1)

Доказательство. Ясно, что РР0 = я՜“ ДМ՛՜1 € (£^)пхп. Определим матрицы- функции РЙ*, V- € (Ьм)пхп = 1> • • ч О следующими равенствами :РИ*_1(к) = От,,-,. (я, РЙ*_х,1/*) 4- (я ֊ ^)т‘^(л), к = 1, ■ • • ,1, 
^(к) = е.(яЛ։,оо) +я—У_(к).Представляя W՜1 через V-, мы получим доказательство нашего первого утверж­дения. По теореме 1.24 из [5] к ՛» * — т = 0,1, • ■ • (5.2)

Сравнивая коэффициенты степенных рядов правой и левой частей равенства 
V = Д_И|_ в г = 0, находим

™*-во+т + Схш.-^+т+х 4֊... 4֊ с^в+т = 0, т Е к. (5.3)



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 33Если аео > 0 (т.е.1 > 0), то = (—/ 0 и (5.3) влечет (5.1). Если гео = 0, то Шв+т = 0 (т 6 КГ) и (5.1) снова имеет место. Предложение доказано. Пусть (у € —КГ) - линейное пространство вектор-функций /(к) вида
/(г) = 52у*г՜* (УтбСп,тп = 1,...,-у).

*=1Определим отображения :С՜’^ -> £3՛ (у € — КГ), взяв
4>}У = 52 У**՜*.

где у = [ух,...,у-Л €С~п*, утЕСп ,т = 1,.Рассмотрим матрицы
/ W1 W2 w. \

W2 W3 ^•+1
JCj =

• -, :
, i€-N.

\iy_y w-i+1 ... W_y4-a—i /Предложение 5.2. Пусть W € {Loo)nxn, W 1 € (^/too)nxn и æ = — ind_deiW. Тогда1) JmKOV-1) =2) KerHÇW՜1) D £_. = ^-.(-KerK-.),3) æ = dimlmHÇW՜1) = rangK.-a.Доказательство. Пусть f € (Lp)n. Определим /о € (£р)” и /* е (Lp)n (А = 1,..., /) равенствами
/(z) = Q.-i(z, f, оо) + z_e/oW,

/*-i(z) = Qmi։-i (z, fk-i,yk) + (z - n)m- fk(z), к = 1,... ,1.Легко видеть, что /(z) = q(z) + z_"A_(z)/j(z), где q € £_«. Пользуясь предло­жением 5.1, получим HÇW՜1)/ = H(Y+)q = H(W-1)ç. Утверждение 1) доказано.
æПусть ÿ = [i/i,...,e Cn(fc = 1,...,») и y(t) = y*t՜*. Степенной

______ *=iряд рациональной вектор-функции HW~1y в z = 0 имеет вид
ОО(5(W-1)j/)(z) = ^2 (Wm+iyi + Wm+aJ/2 + ... + Wm+ay.) Zm.

m=0



34 А. Г. КамалянСледовательно, если у 6 КегН^՜1), то у Е КегК.-л. С другой стороны, если 
у € КегК._л, то благодаря (5.1) имеем Я(1¥-1)у = 0, дающее наше второе утверждение. Поскольку оператор Т(ААГ) обратим справа, то из (2.4), подпунктов 2.5 и 3.3 имеем сИтКегТ0¥-1) = ЯиЛ1^՜1) = в = d։mTmЯ(W՜1).Из утверждения 2) следует, что ЛтЯег(Н(Д^-1)|^__) = (ИтКетК-ш. От­сюда d»^n^m(Я(W՜1)|յg_в) = гапдК.-л. Из утверждения 1) мы заключаем, что diтn^m ^Н(1У֊1)|£__) = dtп^/mЯ(W՜1). Предложение доказано.5.2 Формулы для частных индексов. Для доказательства основного резуль­тата относительно частных индексов IV 6 (Ь՜ )пхп мы нуждаемся в следующем предложении :Предложение 5.3. Пусть IV € (1^о)пхп, IV՜1 € (^й)"*՞, а = —ind-detW и 
Ё^ (у е -КГ) определена равенством (3.3). Тогда 
1) 1тЁ) = ур֊) (ТтК^ , ) Е -Л, 
2) КегЁ} = Н^^-^КегК,), j Е -КГ,
3) Я, = К<иТ(УЪ) = &КегЁ], j Е -Н.Доказательство. Пусть ) € — М и д Е ТтН^՜1). Из 1) предложения 5.2 мы заключаем, что существует у = [1/х> • - • У«] € С”“ (у1։... уя Е С”) такой, что 
д = Я(1¥-1)^_ву. Из предложения 5.1 следует, что д = Р+У+1р_ку Е 7дпП(Д+)п. Теперь, с помощью (5.2), степенной ряд вектор-функции д(г) в окрестности г = О может быть записан в виде

ОО
д(х) = 520"*+х1/х + ш*+2У2 + • • • + м*+яу.)г*. к=0Положим

-У-1
9&) ~ 52 (™*+1Ух + ш*+2Уз +... + «/*+ву.) <*, (у € -КГ). *=0Вектор-функция /х = ^(д—д^ принадлежит (Ь^,)՞ и Т(4-։7п)/х = Р^Г^Ъ, = д- 

—д), т.е. g—gj Е 1тТ(։~^1п). Следовательно, gj = Fjg (} е —Л) и доказательство 1), 2) завершено.Если д Е КетЁ} (у Е -КГ), то
ОО

9(х) = $2 (^к+хУх + ш*+2у2 + ... + ш*+вув)?+^к=-2



Явная обобщенная факторизация ограниченных голоморфных ... 35в окрестности я = 0 и поэтому ^у(я) € (Ь?)”. В силу предложения 3.3 и формулы (2.1) Л, = Т (КегР^ = Р+^1 (КетР,} = ^КегР,.

Предложение доказано.Теорема 5.1. Пусть 6 (Ь»)пхп, УР՜1 6 (-^4«)ПХП и ж = —{пс1-(1еГ№ > 0. 
Тогда частные индексы жх < ... < &п матрицы-функции равны

Ъ = -х + саг<1{ ;| гу_х֊гу<»; ; =-ж + 1,...,0}, (5.4)
гдет} = тапкК^ 0՜ = -ж,...,-1) иг0 = 0. Если ж = 01тож1 = ®2 = ... = жп = 0.Доказательство. Из 3) прделожения 5.2 и 1) предложения 5.3 следует, что 
(ИтпКе^ = ж - Г] (у € —К). Пользуясь предложением 3.3 и (2.3), получим 
сИтп^ = & — Т}. Вспомним, что ЛтОо = Лт/тН^՜1) = ж — го- Поскольку оператор обратим справа, то из (2.4) имеем -ж < ®1 < ... < ®п < 0. Взяв 
т)_ — —ж, г)+ = 0, с помощью предложения 2.1 получим (5.4). Теорема доказана.5.3 Формулы для факторов. Определим г е £ (С”“) согласно формуле 
ту = [-61 У«, У1 ֊ Ьъув,..., у„-! - Ьаул], где у = [ух,..., у.] (у< € С՞,։ = 1,..., ж). Предложение 5.4. Пусть № 6 (£^,)пхп, € (А4^,)пхп и ж = -։гм/_</е4УИ.Тогда
1) тКетК.] с КетК.,+1, ] = —ж,..., —2,
2) = ^(М^ф-^ту) + К-ху для каждого у е С™,

3) 1Й№-г)ф-а(тКетК^) = Н^1)ф-а(КегК^, j = -ж....... -1.Доказательство. Пусть у = (ух,...,у.] и Л = ту = [Лх,...,?!,] (у,,7ч еСп,։ = = 1,..., ж). Из определения т и (5.1) имеем
+ 1и<+1712 + ... +11)1+*-.!^ = Ш{+хУ1 + г«։+2У2 +... + ю<+ву., I е К. (5.5)

Легко проверить, что утверждение 1) следует из (5.5). Разлагая вектор-функции Н^-1)^_в(у), Н(У7-1)^_в(Л) в степенные ряды вокруг я = 0 и пользуясь (5.5), будем иметь
ОО^^“^^-.(Л) = 4 ^(ю.+хЛх + ш։+2Л2 + ... + ю։+в/1ж)еэ =
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°° _ _= 52(ш,+и/1 + и>г+2У2 + ... + («) - (™1У1 + .. • + ш.у.),

ж=1откуда следуют 2) и 3). Предложение 5.4 доказано.Предложение 5.5.. Пусть (у = —ж,..., —1) - линейные пространства, 
удовлетворяющие условиям

(КетК,] + тКетК.^) Ф 0> = КетК]+1, ) = —ж,..., —2;
(КетК-1 + тКегК,-^ Ф е_х =С“. (5.6)Тогда

Н[уГ^-Л{КегК.5+х) =

= Й(уГ1)ф-Л(Кег^ + тКег^з) ФН( И'“1)^_ш(0у) ; = -ж,..., -1 (5.7)иЛтН(РИ-1)^_.(0>) = йт©,.Доказательство. Пусть / е Й(У7_1)^_ж(Кег£7 + тКегК,^ П Й^՜1)^֊.^) (у =-а,...,—1). Существуют Лх>Л2 € КегЛ^ и у € ©у такие, что
(у - Л1 — тЛ3) = 0. Из второго утверждения предложения 5.2 заключаем, что у — Лх — тЙ2 е КетК^. Отсюда у 6 КетК.) + тКетК.}. Поэтому у = 0 и / = 0. Равенства (5.7) доказаны.Пусть у1,у3 € ©^ и ЙС^¥֊1)^_и(у1 — у2) = 0. Из 2) предложения 5.2 имеемУ1 — Уа € Оу П (КегК^ П тКетК.^.Следовательно, ух = у3. Доказательство завершено.Теорема 5.2. Пусть IV 6 (Т~)пхп, УИ՜1 е (Л4^,)пхя и ж = —4.п<1-<1еЪ'№, и 
пусть частные индексы жх < ... < ж„ матрицы-функции № принимают значения 
г}1 <...< г/, с д(тк) = тц (։ = 1,..., а). Если пространства Qj (у = -ж,..., -1) определены с помощью (5.6) и пространство Оо есть прямое дополнение 1тК.-\ 
в Сп, т.е. 1тК—\ ф ©о = Сп, то = {0} для ։ 0 {»Тх,..•>»?»} и (ИтВ^ = гц (» = 1,...,«).Пусть {утц,1,..., Уъ.гн } (» = 1,..., в) - базис пространства 0Ч<. Если вектор- 
функции (։ = 1,...,з;у = 1,...,тц) и матрицы-функции П, ^+,4,Л* определены следующим образом :

иъо =^+1Н(^)ф֊яут^ при гц<0; ։ = j = l,...,ni,
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uoj = Voj if »7. = 0; y = l,...,n„ и = • • • -<.n,].

W+ = U~X, A = diag\f W_ = W^A՜1,
то представление W = W_AW+ является GWH-факторизацией матрицы- 
фунхциип W.Доказательство. Из 2), 3) предложения 5.3 и 1) предложения 5.4 имеем

Qj = = ^+хН^-х)ф_Л(тКегК,^, j = -a,..., -1.
В силу 1) предложения 5.2

По = = j?(W-1)^_.(Cn<).

Следовательно
П, + tO, = t>+1fl’(W-1)Vi-.(A’erry + тКет^), j = -a,..., -1.

Из предложения 5.5 пространство S,- = tj+1-ff(W_1)^_B(©j) (j = —a,..., —1) яв­ляется прямым дополнением пространства И,- + Ш,- в П^+х- Более того, dimEj = 
dimQj (j = —а,..., —1).Из подпункта 2.5 и (2.4) следует, что dim Пх' = п + а. Так как Cn С Пх и £По С Пх, то Пх =С" Ф 4П0 =СП Ф tlmHfyV՜1). (5.8)
С другой стороны, из предложения 5.4 следует, что ImH(W~x) + t!mH(W~x) совпадает с пространством вектор-функций вида tB’(W_1)^_B(rj/ + h) + K—iy, где y,h € С”®. Взяв Л = —ту, получим Imfc-i С Следовательно

По + Шо = bntffW՜1) + tlmHfyr1) = ImK-! Ф tfi0.
Сравнивая последнее тождество с (5.8), заключаем, что пространство So = ©о - прямое дополнение По + tn0 в Пх-С помощью предложения 2.2 получим доказательство теоремы.



38 • л А, Г. Камалян•5.4. Замечание. Из определения следует, что для каждой меро­морфной матрицы-функции W, удовлетворяющей условию W*1 6 (А4+ )nxn (W±x € (A4^,)nxn), существует скалярная функция f 6 Я, не исчезающая на 7 и удовлетворяющая условию /W € (L+)nx" (fW € (L^)nxn) (см. [5]). Это замеча­ние позволяет редуцировать задачу GWH ֊факторизации мероморфной матрицы- функции W к задаче GWH-факторизации голоморфной матрицы-функции /W.
ABSTRACT. The paper presents some explicit formulas for generalized Wiener—Hopf factorization of hounded holomorphic matrix-functions, rel­ative to a closed contour. Formulas for the partial indices are given.
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ВЕСОВЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ В МАТРИЧНЫХ 
ОБЛАСТЯХ ЗИГЕЛЯ

А. О. Карапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 2, 1997

Пусть Мтп — пространство всех комплексных т х п—матриц. Через 
Цтп обозначим меру Лебега в пространстве Мтп “Стп. При 1 < т < п 
любая матрица ш 6 Мтп может быть записана как ш = где
Ы1 ё Мтт, Ш2 € МтгП-т‘ В работе рассматриваются матричные области 
Зигеля тгтп — {(о>1,а>2) 6 Мтп : 1ш щ положительно определена}, 
где ш* - эрмитово сопряженная к ш матрица, а также классы Нр(1гтп) 
голоморфных в тгтп функций, принадлежащих пространству £р{тггпп ; 
[Не€(1пШ1 — Ш2Ш2)]“(/дтпп(ш)}. Установлены весовые интегральные пред­
ставления классов Н£(хтп)-

§0. ВВЕДЕНИЕ

0.1. В [1], [2] М. М. Джрбашян ввел и изучил классы Н^а) (1 < р < оо, а > -1) 

голоморфных функций /(£), £ € Ц = {£ €С : |£| < 1} с конечным интегралом

// 1/(С)1₽(1-К12)0^^, ( = *+«/• 

./ - г> .
Классы Нр(а) намного шире, чем хорошо известные классы Нр. Одно важное 

свойство, установленное в [1], [2], может быть сформулировано следующим обра­

зом :

Теорема 0.1. Каждая функция / € Нр(а) (1 < р < оо, а > — 1} имеет 

интегральное представление

— (о1> 
о ’

Интегральный оператор, порожденный правой частью (0.1), является ортого- 

нальной проекцией пространства Б2{В; (1-|£|2)“<^ б/г?} на свое подпространство 

Н2^), а > -1.
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В [1], [2] этот основополагающий результат был применен к построению 

теории факторизации мероморфных функций в Е>. Кроме того, в обзорах М. 

М. Джрбашяна [3], [4] и в монографии А. Э. Джрбашяна и Ф. А. Шамояна 

[5] содержится много других применений теоремы 0.1 к различным вопросам 

комплексного анализа.

В последующих исследованиях были установлены аналоги формулы (0.1) для 

других областей (включая многомерные). В следующем пункте содержится обзор 

соответствующих результатов.

0.2. Через Мтп обозначим множество всех комплексных т х п-матриц. Через 

£* € Мпт обозначим эрмитово сопряженную к ( € Мтп матрицу, через 1т - 

единичную матрицу в Мтт, т > 1 и через ЦтП - меру Лебега в пространстве 

Мтп —Стп. При тп,п > 1 и для комплексного числа /3 с Ле /3 > -1 положим

- тп-frn т п
cmnW = —Пг(1+/3) Пг(к+р)Пгь+3) .

Область

Rmn = {С G Мтп = — СС положительно определена}

назовем обобщенным единичным кругом в Мтп. Заметим, что Rln есть единич­

ный шар Вп = {С е С” : |С| < 1}. Пусть 0 < р < оо, а > -1. Обозначим 

через L£(22mn) пространство всех комплекснозначных измеримых функций /(С), 

С € Rmn с конечной “нормой”

11/11₽.а - / 1/(0lp[det(Г” - СГ)]“ dfJLmnW ) (0.2)

и положим

^(Ятп) = {/ € 1£(Ятп) : / голоморфна В Лтп}.

Далее, если 1<р<ооиа> —1, то будем писать /3 >֊ (р, а), если /3 £ С и

а + 1 11
Ле /3 >----------1 если 1 < р < оо,

р (0.3)
Не /3 > а, если р = 1.
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Теорема 0.2. а) Если 1 < р < оо, о. > -1, то каждая функция / € Н^(Ктпп') 

при тп,п>1 имет интегральное представление

/ы=<^пОТ <°-4)

где 0 >- (р,а), г е НтП.

б) Если 1<р<оо, а>(р-1) тш{т, п} — р и комплексное число 0 

удовлетворяет условию

_ . а 4- тш{т, п} , п
Пе0>------------ - -- - 1, тп,п > 1,

Р
то интегральный оператор, порожденный правой частью формулы (0.4), является 

ограниченным проектором 1^(ЯтП) на Я2(Ятп).

в) Если а > —1, то интегральный оператор, порожденный правой частью 

формулы (0.4) (с 0 = а), есть ортогональный проектор Ь\(Ктп) на Н^(НтП).

Заметим, что для т = п = 1 (когда Нщп — Яц есть единичный диск В С С) 

утверждение а) с 0 = а и утверждение в) следуют из теоремы 0.1. Для т,п > 1 

утверждение а) с 0 — а = 0 и утверждение в) с а = 0 были установлены Л. К. 

Хуа [6].

В случае т = 1, п > 1, когда НтП = Д1П есть единичный шар, Вп С Сп и 

формула (0.4) принимает вид

/\Я) С1п(0) Вп,

утверждения а), б) были установлены Ф. Форелли, У. Рудиным [7] (для а = 0) и 

М. М. Джрбашяном [3], [4] (для а > — 1).

В [8] М. Столл рассматривал случай произвольных ограниченных симмет­

рических областей (гораздо более общих, чем области Итп, т,п > 1). Из резуль­

татов работы [8], сформулированных для области Етп, следуют утверждения а) 

(с а = 0, 0 > 0) и б) (с р = 1, а = 0, 0 = т + п).

Наконец, общие утверждения а) и б) - в) теоремы 0.2 были установлены в 

работах [9] и [10], соответственно.

В [11] С. Г. Гиндикин рассмотрел весьма общие многомерные неограничен­

ные области (области Зигеля второго рода) и в явной форме построил воспро­

изводящие ядра для голоморфных в таких обастях функций из Д2-пространств.
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Позже Р. Р. Койфман и Р. Рохберг [12] указали, что методы работы [11] позволя­

ют построить (опять же в явной форме) воспроизводящие ядра для голоморфных 

в симметрических афинно-однородных обастях Зигеля второго рода функций из 

некоторых весовых ^’-пространств. В [11], [12] в значительной степени исполь­

зовалась техника преобразования Фурье.

0.3. В настоящей работе мы устанавливаем аналог теоремы 0.2 для неограни­

ченных матричных областей. Для определения этих областей предположим, что 

1 < т < п и каждую матрицу ш Е Мтп запишем как ш = (ш1։ ш2), где шх € Мттп, 

€ Мт>п-т. Тогда матричная область Зигеля определяется как

тгтп = {ш = (шх,ш2) € Мтп : Im wx — положительно определена }, (0.5) 

где 1пх шх = Д(шх ~ шх)՛ Очевидно, тгтп 
лЛ обобщает такие многомерные области

как тгхп (область Зигеля в С”) и тгпп (так называемая обобщенная верхняя 

полуплоскость в пространстве квадратных матриц).

Основные результаты работы можно сформулировать следующим образом 

(см. теоремы 2.1 и 2.2) :

Теорема 0.3. Пусть 1<т<пи1<р<оо. Тогда

а) если а > пхах{—1;р(т — 1) — (п -I- 2т — 1)}, 0 >- (р, а), то каждая голоморфная 

функция /(ш), ш € тгтп с конечным интегралом

Н/Пр.а = 1№)|”[ <1еЦ 1т шх ֊ Ы2«*>;)]в йдтп(ш)^

имеет интегральное представление

/(,.л _ 2т(п-т+р)_ /дч [ /(“')[ 1т шх - Ш2<4)]^
гы֊2 [^,.(ч_Ш1)_2и,„.)Г+»«*-<“). (06)

ш = (шх,ш2) € 7Гтп;

б) если а > р(т — 1) — т, Йе /3 > -■■—т — 1, то интегральный оператор, 
Р

порожденный правой частью формулы (0.6), есть ограниченный проектор из 

пространства {/ : 1|/| |Р10[ < оо} на свое подпространство голоморфных функций.

В случае т = п = 1 (когда тгтп = Щ.) этот результат был установлен М. 

М. Джрбашяном и А. Э. Джрбашяном [13] на основе формулы (0.1). В [14] - [17] 

теорема 0.3 была установлена для случаев т = 1, п>1ит = п>1.
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§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Приводимые в этом разделе необходимые предварительные факты хорошо 

известны (см., например, [6], [9], [17]). Напомним, что Мтт - пространство всех 

комплексных т х т—матриц. Для произвольного А £ Мтп1 положим

ЕеА = ^(А + А*), 1т А = ^(А - А*), 
л!

Пусть Нт, т > 1 - множество всех эрмитовых матриц, т.е. Нт = {А £ Мтт : 

А = А*}. Заметим, что Ее А € Нт и 1т А £ Нт для произвольного А £ Мтт. 

Далее, положим

Н+ = {А £ Нт : А положительно определена }, т > 1.

Обычно факт А € Н+ записывается как А > 0. Очевидно, что бе€ А > 0 для 

любого А > 0. Хорошо известно, что для любого А > 0 существует единственная 

матрица В > 0 такая, что А = В • В. Эта матрица В обычно записывается как ’• С I
В = ч/А и мы имеем <1е1(л/А) = \Zdet А. Далее, для т > 1 рассмотрим следующие 

области в Мтт :

М*тт = {А £ Мтт : ае€ А / 0}, '

Мтт = {А € Мтт : Ее А > 0, или 1ш А > 0, или — 1т А > 0}.

Легко проверить, что область Мтт звездна относительно единичной матрицы 

1т. Следовательно, область Мтт односвязна. Это в совокупности с фактом 

Мтт С М^т (т-е- А / 0, А £ Мтт) влечет существование голоморфной 

функции р(А), А € Мтт, однозначно определяемой свойствами

ехр[д(А)] = <1е1 А, А £ Мтт, дЦ™) = 0.

Мы используем обозачение д(А) = 1п<1е1(А). Очевидно, имеем

Ее (1п <1еЪ(А)) = 1п | йе1(А)|, А £ Мтт-

В [17] (Лемма 1.2) было установлено, что | 1т (1п<1е1(А))| < тгт, А £ Мтт- 

Определим степенную функцию в Мтт следующим образом : для произвольного 

Р € С положим

[<1е1 А]0 = ехр[/31п<1е1;(А)], А £ Мтт-
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1.2. Всюду дальше мы предполагаем 1 < т < п и рассматриваем пространство 

Мтп. Каждая матрица С £ Мтп может быть записана как £ = (СьСя), где 

С1 е Мтт и <2 6 Мт,„_т. Очевидно

Следовательно

хС,* — 2-1С1 ՜է՜ «շՀշ> С — (С1»Сз) € € М.тп,

В частности, имеем

СС* = С1СГ + 66, С = (6,6) е мтп

Поэтому

Лтп = к = (6,6) € Мтп : Г1 - С1С1 - 6$ положительно определена }.

Если Հ = (£ւ,Հշ) € Лтп» то £ւ 6 Ятт- Напомним, что матричная область Зи­

геля тГщп определена нами в (0.5). Заметим, что если ш = (աւ,օ>շ) € тгтп, то 

1ш о>1 > 0, т.е. ս>ւ £ 1гтт. Оказывается, что области НтП и 1гтп биголоморфно 

эквивалентны. Более точно, рассмотрим следующие отображения (так называе­

мые обобщенные преобразования Кэли) :

Փ(0 = *Հ^ո֊6)՜1(^ո + 6,6)Տ(Փւ(6,6),Փշ(6,6)), С = (6,6) ед™, 

ф֊։(у) = (»г» + с^)՜1^ - »г՞, 2աշ) =

= (V (^1, Օ»շ) , Փշ 1 (էժւ , էժշ)) , Ш = (էժւ , աշ) € 7Гтп.

Заметим, что

йе (Г* - С1) > о, С = (ծ, հշ) е Ягпп,

Ьп խւ + ։Г”) >0, ш = (<յ1։էժշ) е 1Ттп.

Следовательно, матрицы (1т — С1)՜1, (օ>ւ +1!”1)՜1 существуют и, значит, Ф и 

Ф՜1 определены корректно.
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Лемма 1.1. Если ш = (шх,«^з) € тгтп и ш = (шх։ Шг) 6 тгтп, то

| бе1(ш + »•Гп)| > 1, | с!е1(и» + ։/”*)! > <1е1;( 1т ш), (1.1)

<1е1( 1т а>х) > <1е€( 1т шх — шаш^), (1.2)

Де [2»(о£ — шх) — 4ш2Шз] > 0. (1.3)

Доказательство. Неравенства (1.1) доказаны в [17] (лемма 2.1). Для доказа­

тельства (1.2) допустим 1т Запишем

ш2 = у/ Ьпо^, т) е Мт<п_т.

Тогда имеем 

1т шх — ш2Ш2 = у/ 1т ^(Г” - гр]*)у^1т ш1։

бе!( 1т шх — и>2й4) = бе!( 1т шх) с1е1(.Гп — грГ).

Следовательно, т) е Ят,п-т и, таким образом, (1.2) сводится к неравенству 

1 > бе1(7т — гр]*). Остается воспользоваться следующим хорошо известным 

фактом (см. [6], теорема 2.1.2) :

0<бе1(Гп-СС)<1, СеЛтп, т,п>1.

Далее, зафиксируем произвольное ы = (04,^2) € тгтп и ш = (шх,шг) € тгтп. 

Тогда

Не [2։(ш£ — шх) — 4и;2ш5] =

= 2( 1т шх — шгд/з) + 2( 1т шх — + 2(ш2 — шг)(ш2 — ш$) > 0,

и утверждение (1.3) доказано.

Следующая лемма устанавливает основные свойства преобразований Кэли 

Ф и Ф՜1.

Лемма 1.2. 1°. Отображения Ф : ЯтП ।—> тгтп и Ф՜1 : тгтп ।—> КтП являются 

биголоморфными изоморфизмами.

2°. Пусть Д(С), С € Итп и Д-1(а>), ш € тгтп, соответственно, являются комплекс­

ными якобианами отображений ф и Ф՜1. Тогда
2ТП3£ТПП

△(О = [^(/т _ £1)]п»+п ’ = е Ктп, (1-4)
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2тп^та
Д"1(ш) = [ай(ш1+ »/-)]’»+"’ ш = (1.5)

3°. Имеют место следующие формулы замены переменной :

4»п։
ЙДтпп(Ф«)) = | _ ^^(т+п) С = (С1>6) € Дтп, (1-6)

4»пп
ЙДтпСФ՜1^)) = |<1е1(ы1+Я")|36"+п) “ = (^1.^) € 1Гтп. (1.7)

4°. Еслиш = (ш1։<Рз) 6 1Ттп иш= (ш1։ ш2) € тгтп, то

аеЦГ” - = ЛТ12!“1՜՜“1!;^՝. (10)
йецгс! + х1т) <1е1(ш£ - \1т) '

аеНГ» ֊ Ф-^МФ-ЧшГ] = ^[4(1ШШ1-Ш2Ш;)] (1 9)
1 1 ' { П ЛЩых + И^ЛА^-И^У {1'У)

1п <1е1[2։(а>* — и>х) — 4ги2и£] =

= кхНе^Г” — Ф-1(ги)Ф-1(си)*] + 1пс1е1(1их + ։ГП) + 1п<1е1;(й4 — *1”*). (1-Ю)

5°. Для любых матриц ш = (04,0^) € тгтп и ( = (Ст, Сз) 6 ИтП таких, что 

ш = Ф(С) <=> < = Ф-1(ш), имеем

1лйе€(Гп - <0 = С - 1пёе€(ш1 +»Г՞), (1-11)

где постоянная С не зависит от иш.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что а) Ф инъективно в 

Нщп։ Ф(Дшп) С “Ятп ։

б) Ф-1 инъективно В 7ГтП։ Ф-1(7Гтп) С Дтп) ; 

в)Ф֊1(Ф(0)=С С 6 Я™; Ф(Ф֊1(ш))=ы, Ш Е тгтп. 

Отсюда непосредственно следует 1°. Для доказательства 2° заметим, что

(Г2 - й)Ф(С) = <(Г" + Сх.с.), С = «1,6) е Дтп. 
а

Дифференцируя, получим

(Г” ֊ б) ЙФ(С) = Кх[Ф1(0 + »Г"], ЙС1Ф2«) + » Й6).

Следовательно

^(«^(/"•-б)-1«!,^) (Ф1Ю + <ГП
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В результате имеем

△«) = [det(r" - G)-1]n[det($i«) + tZ™) det(iZn-m)]m.

Последнее в совокупности с очевидным тождеством

det($1(O+iF*)^
(2»)m 

[det(Zm - <1)]

дает нужную формулу (1.4). Формула (1.5) может быть установлена сходным об­

разом. Далее, 3° непосредственно следует из 2°. Что касается 4°, оно может быть 

проверено прямым вычислением, используя свойства функции Indet. Наконец, 

если ш = Ф(С) <=> С = Ф-1(ш), то

= »(Г* - Cl)՜1^ 4֊ G) <=» G = (шх + ir*)-1^! ֊ tZ™).

Следовательно

(Гп-С1)-(ш1+Ит) = 2Ит,

а отсюда легко следует (1.11).

1.3. В этом разделе мы вычисляем некоторые важные для дальнейшего интег­

ралы. Положим

0-7ев;

(112)

яи“) = Д..[а*(^(«.)Г’ аеП1: (113)
|de։(iM_W1)_2w։u4)|T (114)

a,7 e IR, w = (wi,w2) € 7rmn.

Лемма 1.3. a) Jmn(a։։7) < если и только если

а > —1, 7 — а > п + 2т — 1. (1-15)

б) Нтп(а) < оо, если и только если а > п + т — 1.

\ т / \ Zmm(o։i 7)^m,n—m(7 ® 2т) . ..) = tdet(------ « = (»!.•»։)e.
(1.16)
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г) При фиксированном ш € ктп неравенство 7ТОп(ш;а,7) < оо справедливо 

только при условиях (1.15).

Доказательство. Прежде всего заметим, что в случае т = п > 1 утверждения 

а) и в) были установлены в [17] (предложения 2.3 и 2.4). В силу очевидного 

соотношения 7тп(а>7) = Лпп(ш;а,7) с и = (Пт,П) е тгтп утверждение 

а) непосредственно следует из утверждения г). Для доказательства б) нужно 

воспользоваться рекуррентным соотношением Нт„(а) = Нтп,п_1(а-1)Ят1(а). И 

тогда остается провести индуктивное рассуждение и заметить, что Нтх (а) < оо, 

если и только если а > т. Далее, при ю € 7гтп имеем

Лпп(ш;а,7) =

/ , . Г [<1е1 (1т - ш2о£)]“ , . .фхт,„-т(шз) у |а^?-ш1+2»«а<։$)|7
Мт,«-т

После замены переменной г = о>1 — е тгтт во внутреннем интеграле мы 

получим

Т < X [ Л / х Г [<1е4( 1111 7՜)]" , ч
4пп(ш;а,7) = ]м <*Дт,п-т(ш2)у | _ ^|7 ^Мгпт(т),

где т] = Ш2Ш2 + Ш1 — 2»Ш2О>2 е Мттп. Можно проверить, что

Ьп Т] = 1ш Ю1 — wշWշ + (ш2- юг)^ — ш5) > О,

и поэтому 1) е 1гтт. Так как формула (1.16) известна для т = п > 1 (как уже 

отмечено выше), мы получаем

т / \ _ Г *1тт(а,7) <1рт։П-т(ш2)
1тп(и>, а,у) — ] [<м ^)]7_о_ат -

Л^т,п—т

_г (а [ _____________ Лрт,п-т(м2)_____________
тт ’ У (1т их — гиаш^ + ша^)]'’'՜“՜2՞1 ՛ 

Мт,п—т

Наконец, замена переменной

Ш2 = 1т Ш1 - ц}2У}% - С, <е Мт>п-т

в последнем интеграле дает нужную нам формулу (1.16). Далее, для фиксиро- ’ - I 4**
ванного ш 6 тгтп, /тп(ш;а,7) < оо, если и только если Лпп»^^) < оо и 

^т,п-т(7 - а - 2т) < оо. Следовательно, имеем а > -1, 7֊а>3тп-1и 

у — а — 2т > п — 1, что совпадает с (1.15).
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1.4. Введем основные пространства функций. Предполагая 0 < р < оо и — оо < 

< а < оо, для произвольной измеримой функции /(ш), а» 6 тгтп, положим

11/Цр.а = (У |/(")1,’[йе4( 1т

я определим ££(7гГОп) = {/ ■ 1|/11Р,а < оо}- Пусть Я2(тгтп) - подпространство 

голоморфных функций в Е£(ятп).

Лемма 1.4. Допустим, что 0 < р < оо и —оо < а < оо. Если / € Я2(тгтп), то

= [ае4(1т - ^)]а(т+п+а)/р е Я5(Лтп)֊

Если д е Я£(Ятп)> то

= [ае1(шХ + »1"»)]3?2+п+а)/р 6 на^п)-

Лемма 1.4 является непосредственным следствием леммы 1.2. Как это следует из 

[9] (предложение 2.4), Я£(ЯпП) = {0}, если 0<р<ооиа< —1. Следовательно, 

ввиду леммы 1.4 достаточно рассматривать пространство ЯР(тгтп) только для 

0<р<оои— 1 < а < оо.

Лемма 1.5. Допустим, что 1 < р < оо, 1<пг<пиа> тах{—1;р(т — 1) - (п+ 

+2т — 1)}. Для функции /(ш) € Е£(тГтП) положим

Я/зСо’)- 1^^. _Ят)|т+п+Э ’ Ш ~ 6 ТГтп, 0 € П1.

Тогда Е/?(ш) € Е1(тгтп), если/3 >֊ (р,а).

Доказательство. Сначала рассмотрим случай р = 1. Тогда / € Ьа(1Гтп)> 

а > — 1 и /3 > а. Следовательно, как это следует из леммы 1.1, мы имеем

1^М1 =

|/(ш)| • [<1е ( Ы1 ш2ы2)] । _ </т)р_о । ав։.^. _ £/т)|т+п+в

< |/(ш)| • [йеЬ( 1т -ш2а4)]“ е

Что касается случая 1 < р < оо, то применение неравенства Гёльдера дает

/ ^(ш)ИМтп(Ш)<71/«ц/ц 1-3 = 1,
^т„ Р ч
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Г [<1е1( 1т Ш1 а/р\ . ....,д

Согласно лемме 1.3а) / < оо, если и только если

«(/* ֊֊)>֊!. С1’17)

д(тп + п + /3) - <7 > п + 2т - 1. (1.18)

Легко видеть, что условие (1.17) совпадает с условием Р >- (р,а), а (1.18) есть 

условие а > р(т - 1) - (п + 2т - 1). Лемма 1.5 доказана.

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Пусть 1 <т <п и Ле р > —1. Рассмотрим интегральный оператор

Ш € тгтп.
(2-1)

Из леммы 1.2 (4°) следует несколько иная форма записи (2.1) :

л **»<">• <2-2’
где

г/з ... п _ _____________ /(^)[ае€(1тап -^;)]'э_____________
тпк ’". I) _ ф-1 (^$-1 (ш^т+п+фе^. _ £рп)]т+п+0 > (2 3)

ю, о/ е птп.

Лемма 2.1. Пусть 1 < р < оо, а > тах{-1;р(т—1)-(п+2т-1)} и/ € Ь£(тгтп)- 

Если К С 7гтп компактно и

{а < ах < аг < оо, есдир = 1, 
— 1 < О1 < 02 < оо, если 1 < р < оо,

то существует функция Ф е ^1(тгтп) такая, что неравенство

|С^п(ш, си; /)| < Ф(ш), ш € ят„ (2.4)

имеет место равномерно по м е К ир ЕС с \ 1т р\ < А < оо, ох < Ке Р <а2.

Доказательство. Рассмотрим функцию

r/(z,C;j8) = [det(Гn-яr)]’n+n+)^ = exp[(пЦ-n+^9)lndet(Гn-яr)], /3 ЕС, (2.5) 
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где X € Ятп, с 6 Ятп (замыкание Нт„). Как было установлено в [9] (предло­

жение 2.2), если г € Ятп и £ 6 НтП> то Не (Г” - яС) > 0. Поэтому Гп - 

принадлежит Мтт, где функция 1п <1е1 определена и непрерывна (даже голоморф­

на). Поэтому функция (2.5) непрерывна по переменным я,£,/3. Из этого следует 

неравенство
|[аеЬ(Гп - ф-1(ш)ф-1(ш)*)]т+п+'3| > 8 > 0

равномерно по ш € К, ш 6 тгтп и^бСс|1т^|<.А,а1< Не /3 < 02. Таким 

образом, при этих же условиях имеем

< ^ехр(тгт| 1ш 0|) _</п»)|т+п+Ивр •

Последнее вместе с (1.2), (1.1) дает

\ГР Л1 1 1/(Ш)1[{М Ьп - Ц^з)]01 = ф/, Л , , с _
\Отп(.‘Ш,Ш,/)\<бехр{птА) | _^рп)|т+п+а։ - Ф(ш)> ^€тто„.

Согласно лемме 1.5, Ф € 2/1(ктп)։ ЧТ° и завершает доказательство.

Следствие 1. Пусть 1 < р < оо, а > шах{—1;р(т — 1) — (п + 2т - 1)} и 

/ € 1^(1гтп). Тогда

а) при фиксированном /3 >֊ (р, а) (см. (0.3)) ТДп(/)(ш) голоморфна в области 

ш € 7Гт„;

б) при фиксированном ш е тгтп функция ТДп(/)(ш) голоморфна в области 

Не /3 > (а 4- 1)/р -1 (если р > 1) и Т^п(/)(ш) голоморфна внутри и непрерывна 

в замкнутой области Не р > а (если р = 1).

2.2. Теорема 2.1. Пусть 1 < п» < п, 1 <р < оо, а> тах{—1;р(пг-1)-(п4-2т- 

—1)} и Р >֊ (р, а). Тогда каждая функция / € Я₽(тггоп) допускает интегральное 

представление

/(«О = ГтпС/)^), ш е ктп. (2.6)

Доказательство. Из следствия 16) и теоремы единственности для голо­

морфных функций следует, что достаточно установить (2.6) при дополнительном 

допущении Р > 0. Рассмотрим функцию

= [с!е1(/т - С1)]тп+п+0’ € Я՞"1' (2֊7)

Затем положим я = Ф х(ш) € ПтП и выберем ро € (0> 1) так, чтобы г Е рЯтп = 
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= {/<:<€ Ятп} Для ро < р < 1- Как следствие теоремы 0.2а), мы имеем

М = *-<«■ Л £*><1- р«>

Подставим (2.7) в обе части (2.8) и произведем замену переменной < = Ф—1(си), 

ш € тгтп в правой части (2.8). Принимая во внимание соотношения г = Ф-1(ш) и

[6«(Г" - С1)]т+П+/’ = [ае1(ц,+<Гт)1- .̂ « = *-‘М. «•»

где константа С не зависит от С € Ятп и ш (см. (1.11)), получим

У(ш)[де1(ш1 + <Г’»)]"‘+п+0 = СтпОЗ)^՞1’ У Рр(ш) (1ртпп(Ф~1(ш)'), ро < р < 1,

(2.9) 

где

РрМ - /(тд)[ае1(ол + ։Г՞)] [Не^р2/™ - ф-1(ш)Ф-1(ш)‘)]т+п+/’ Хр ’

(2-Ю) 
и хр ~ характеристическая функция области тг^п = Ф^Ятп). Теперь мы наме­

рены искать функцию Ф 6 Ъ\ятп\<1Ртп(Ф~1и)) такую, что

|*’»1 < Ф(ы), € Ч^тп1 Ро < Р < 1. (2.11)

С этой целью заметим, что к € рЛтп и Ле (р1!™ - гС՞) > 0 для Ро < Р < 1> 

( £ рЛтп [9] (предложение 2.2). Следовательно, из соображений компактности 

имеем

|<1е1(р2Гп-кГ)|><5>0

равномерно по ро < р < 1, С 6 рЯп»п- Отсюда

_____________ Хр(и)_____________
[ае1(р2/т — Ф-1(ш)Ф-1(ш)*)]т+п+0

< ($-(т+п+Р) (2.12)

равномерно по ро < р < 1, о» е тгтп. Далее, мы также имеем <

ХР(ш)[ае1(р2Гп - Ф-1(а;)Ф“1(ш)*)]/9 < ^(Г՞ - Ф~1(ш)Ф-1(ш)’)]'3, Ро < Р < 1-

(2-13)
Неравенства (2.12), (2.13) вместе с (2.10) дают (2.11) с

Ф(у) = сошЛ |/(ш)| • | аеЦшх + 1Гп)|т+п+Ч<1е1(Гп - ф-1(ш)ф-1(у)*)]/5, и> Е лтп. 
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Остается показать, что Ф € 1»1(я,тп;Ф*тп(Ф-14)» а это очевидно ввиду (1.7), 

(1.9) и леммы 1.5. Итак, мы можем применить к (2.9) теорему Лебега об 

ограниченной сходимости. В результате получим

/(Ш)[аег(шх + :/’")]’"+"+* = СтпОЗ) [ /(ш)[։1е1(ал + <гп)]т+п+^х 
* 7Гтп

X 1ае1(Р՞ ~ л /ф-1 ( « (2 14)
[аефт ֊ Ф֊Чи)ф-^)]т+^э '

Используя (1.7) - (1-9), (2.14) может быть записано как (2.6), что и завершает 

доказательство.

2.3. Установим теперь соответствующую теорему проектирования.

Теорема 2.2. Пусть 1 < т < п, 1 < р < ос, а > р(т - 1) - т, и комплексное 

число /3 такое, что Яе /3 > (а + т)/р - 1. Тогда оператор Т^п - ограниченный 

проектор из Ь£(тгтп) ва Н^-ктп).

Доказательство. Прежде всего заметим, что предположения теоремы обеспе­

чивают выполнение условий теоремы 2.1. Следовательно, ввиду следствия 1а), 

ТДП(/) голоморфна в тгтп для любой функции / б Ь£(1Гп»п). Так что достаг 

точно установить ограниченность интегрального оператора Т£п в пространстве 

^а(’Гтп). С этой целью заметим, что

|т£„(/)(41<Лпп(0) /

* ТГтп

1/(4И<М Ьп ал - ала,;)]
| <1е1;(»(ы? - дл) - 2ш2а;;)|’”+"+ 0 «Мтп

ш е тгтп,

где

АппСЗ) = |2т(я-т+^сготС8)| - ехр[тгт| 1т /?|].

Сначала положим р = 1. Тогда

11Гтп(/)||1,а = У |ТДп(/)(ш)| • ^( 1т Шх ֊ Ш2ы;)]“ (/^„(ш) <

< Атп09) / [с1е1( 1т «л - ш2ш$)]а ^ртп(ш)х
* ^тп

[ 1/(41 [Не! ( 1т ОЛ - ала;;)]
Лт. I йй(»(а;; - w1) - 2ю2а>;)|го+"+

Перемена порядка интегрирования в (2.16) вместе с (1.14) дает

(2-15)

(2-16)

Ц2,Дп(/)111,с <
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< Атп(0) [ |/(ш)|[<1е1( 1т о>1 - )] р1тп(ш։, а, т 4- п + Ее /9)
* *тп

Ввиду леммы 1.3в) отсюда следует, что

||Т£п(/)||1,а < Атп(Р^тт(а,т + п + Не /3)Ят,„_т( Не Р - а 4-п - т)||/||1,в.

Следовательно, достаточно показать, что
I

^тт{а,т 4- п 4- Не Р) < оо, Нт,п_т( 'КяР-а + п-т)<оо.

Для этого, ввиду леммы 1.3, необходимо выполнение следующих неравенств :

а > —1, т 4-п 4- Не Р — а > Зт — 1, Не Р — а 4- п — т > п — 1, 

которые могут быть записаны как

а > —1, ВлР>а + т-1. (2-17)

Остается заметить, что (2.17) совпадает с допущением теоремы (когда р = 1).

Теперь рассмотрим случай 1 < р < оо и выберем ? е (1,оо) так, что 

1/р 4- 1/д = 1. Затем положим

di/(w) = [det( Im cd! - w2c^)]“dpmn(w), ш G irmn,

Q(w,uj) = [det( Im Ш1 - cjau>2)] g~a
| det(»(w* - wi) — 2w2w2)|m+n+ R« 0 ’ G irmn-

Из (2.15) для любой f G Ь£(тгтп) мы имеем

|T’An(/)(^)l < АтП(Р) f |/(w)| Q(w,w) dv(w), w G irmn 

* *"mn

для любой функции f G Ь£(тгтп). Мы намерены доказать ограниченность 

оператора ТДП в пространстве L^(irmn) при помощи леммы Форелли-Рудина (см. 

[7]). С этой целью мы найдем измеримую функцию д(ш) > 0, w 6 irmn такую, что

j Q(w,w)[g(w)]’ Л/(ш) < const (p(w)]’, w G irmn,

J Q(w,w)[p(w)]J’ dv(w) < const [p(cv)]p, ш G irmn- (2.18)
* TTmn

Для этого положим

5(cu) = [det( Im Ш! - o^wj)] (”«1 +<5), w g nmn, 
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где <5 > О произвольно. Для такой функции д(ш) неравенства (2.18) принимают 

такой вид :

[det ( Im — wjwj)] ^Р (т 1+«4) 
| det(i(w£ — wi) — 2w2O/J)|m+n+ я® P 

dumnlw) <

const
~ [det( Im wi — W2wJ)]Tn~1+«i ’ W G 7Гт”’

[det( Im wi - w2wj)]“
| det(»(wj ֊ aa) - 2w2w;)|’"+"+ в® P -
< const

[det( Imwi ֊ Ш2Ш2)]р^аГ1+^+ p~a

Из леммы 1.3 следует, что неравенства (2.19) имеют место, если только

(2-19)

Re /3 - (m - 1 + qô) > —1, т + n + Re P - Re P + (m - 1 + qS) > n + 2m - 1,

(m — 1 _ \ - / m — 1 A
--------- Fd)>— 1, m + n+Re/3 — a+p--------- F5 >n + 2m-l.

4 J \ 9 /
После упрощений эта группа условий может записана следующим образом :

Re Р -т + 2 . а + 1 т — 1 . Re P — a-m + 1 т — 1 . „
------ > S, > 5, ------ - -----------------+---------+ 6 > 0. g------------pgp------------------ g

Остается выбрать подходящее 5 > 0, удовлетворяющее последним условиям.

Такой выбор возможен, если только

■по п Ъ/еР — т + 2 Ые р — а — т + А. т — 1Не Р > т - 2, ----- - -----------+------ - -----------------+---------> 0,
д Р 9

а + 1 > т — 1 а + 1 _ т — 1 Р — а — т + 1 т — 1>д 
р д ’ р д р д’

или, что эквивалентно

Ые Р> т —2, а> р(т — 1) - т, Не Р > а^~тп _ 1. (2.20)
Р

Достаточно заметить, что (2.20) обеспечено условиями теоремы. Доказательство 

завершено.

Замечание 2.1. По сравнению с теоремой 2.1 в теореме 2.2 условия на парамет­

ры а, Р более сильные.

ABSTRACT. Let Mmn be the space of all complex m x n matrices. Let p,nn 
be Lebesgue measure in the space Mmn ^Cm". For 1 < m < n each matrix 
ui € Mmn can be written as u = (aa>wa)» where wi G Mmm, tua G Afm.n-m֊ The 
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paper considers matrix Siegel domains xmn — {(0/1,012) € Mmn : Im u»i — 0/20/J 
is positive definite}, where oz* is Hermitian conjugate of u> and the classes 
HP(7rmn) of those functions holomorphic in irmn, which belong to Ь₽{тгтп ; 
[det(Imo?i - o/2O/J)]adpmn(o;)}. Weighted integral representations for classes 
ЯР(тгт„) are established.
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ВКЛЮЧЕНИЕ-ИСЖЛЮЧЕНИЕ И ТОЧЕЧНЫЕ 
ПРОЦЕССЫ В ПОЛЬСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

А. А. Машурян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32,№ 2, 1997

В данной статье рассматривается проблема описания простых точеч­
ных процессов в польских пространствах с помощью приведенных мо­
ментных мер, используя формулы типа включения-исключения. До­
казывается теорема, устанавливающая, что эти формулы обеспечи­
вают полное описание точечных процессов в случае мажорируемости 
приведенных моментных мер. Рассматриваются два класса точечных 
процессов, играющих важную роль в теории гиббсовских точечных 
процессов. Аналогичные результаты для точечных процессов в евкли­
довых пространствах при условии существования плотностей были ра­
нее получены Р. В. Амбарцумяном и Г. С. Сукиасяном.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Р. В. Амбарцумяном и Г. С. Сукиасяном в [1] была рассмотрена проблема описа­

ния точечных процессов в евклидовом пространстве ИЗ?, начиная с абсолютных 

плотностей (корреляционных функций). Был применен критерий, основанный 

на комбинаторном принципе включения-исключения, устанавливающий, когда 

данная система функций превращается в систему абсолютных плотностей неко­

торого точечного процесса в Этот критерий был применен в [1] к классу 

функции видя

/(«1,..., хп) = ап П й(х<, ху), (0)
п

где а ֊ положительная константа, Л(х, у) : ИГ* х ЛГ1 ।—> [0,1] - симметричная 

функция, а произведение Пп распространяется на все неупорядоченные пары 

{*, 5} С {1,... ,п}. В [1] было получено достаточное условие, при котором функ­

ции /(Х1,... ,хп) становятся корреляционными функциями некоторого точечного 

процесса. Точечные процессы с абсолютными плотностями такого айда играют 
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важную роль (см. [2], [3]) в теории классических гиббсовских точечных процес­

сов.

В данной статье мы рассматриваем аналогичную проблему описания точеч­

ных процессов в общих польскил. пространствах X в терминах их приведенных . 

моментных мер. В §3 мы формулируем критерий включения-исключения для 

этого общего случая без предположения существования плотностей. Это дает 

возможность, в частности, обобщить результаты [1] на случаи точечных процес­

сов на решетках и маркированных точечных процессов в ША В §4 рассматри­

ваются последовательности знакопеременных мер, зависящих от графов, и кри­

терий включения-исключения применяется для получения условий, когда такая 

последовательность порождает точечный процесс в X. В последнем §5 получено 

утверждение, обобщающее результат о произведениях (0).

§2. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

И СОГЛАСОВАННОСТЬ

В этом параграфе мы формулируем некоторые хорошо известные результаты из 

теории точечных процессов, которые будут применены в дальнейшем. Сначала 

введем некоторые обозначения. Через X обозначаем несущее польское простран­

ство, будет обозначать кольцо ограниченных борелевских множеств про­

странства Хп. В случае п = 1 пишем .Др) = А. По определению, реализация т - 

это счетное подмножество X со свойством сагй(тПВ) < оо для всех В Е А. Для 

каждого борелевского множества Б С X (не обязательно ограниченного) через 

Мо обозначаем класс А4о = {т Л Р} (реализации, попадающие в Б). Через 

обозначаем класс = {тПБ : сагй(тПР) = п} (реализации из Мо, 
ОО

имеющие п точек в Р). Таким образом, = |^| если Р ограничено. Эр 
п=0

будет обозначать минимальную аг-алгебру подмножеств Л4р, при котором все 

функции -№(В, т) = саг<1(В П т) : ।—>• Ж, В € А измеримы. Вместо Мх

и пишем М. и 9 соответственно.

Случайный точечный процесс в X — это измеримое отображение т(ш) : 

П ।—> М. некоторого вероятностного пространства (П,Ж,Ру} в измеримое про­

странство (Л4,9). Вероятность Р на 9, индуцированная отображением ш(и>), 
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называется вероятностным распределением процесса т(ш). В терминологии [5] 

это соответствует определению “простого” точечного процесса (кратные точки

отсутствуют).

Пусть Р - вероятность на (Л4,9) (эквивалентно, вероятностное распределе­

ние некоторого точечного процесса m(w) в X). Значения Р Di 
ki

Dn\ 
кп ) вероят­

ности Р на событиях

Di 
ki

= {m G М. : card(m П Di) = ki, i = 1, >n}, (1)кп )
где Di,...,Dn - попарно непересекающиеся множества из А, а к1,...,кп - 

неотрицательные целые числа, определяют т. н. конечномерные вероятности 

точечного процесса т(ш).

Предложение 1. (см. [5]). Предположим, что для каждой конечной последо­

вательности Di,...,Dn G А попарно непересекающихся множеств и неотрица­

тельных целых чисел fci,..., кп дано значениеp(Di,...,Dn,ki,...,кп). Семейство 

{p(Di,..., Dn, ki,..., fcn)} является семейством конечномерных вероятностей не­

которой вероятностной меры Р на (Л4,9) в том и только в том случае, если 

выполнены следующие шесть условий:

1) • • • > А», ki,..., kn) > О,

2) р(-О1 > • • • > Dn, kl,..., kn) = p(Z>i!,..., Di*, feil,• • ■, ki*) для каждой переста­

новки (ii,...,in),

3) Zp(D,k) = l, 
k=0

4) p(Di,...,Dn,ki,...,kn) = p(D2,...,Dn,k2,... ,kn),
k,=0

3) p(Pi, • • • ։Д։, B, ki,... ,kn,l) —

22 p(Di,..., Dn, Bi,..., Bm, ki,..., kn, li,..., Im), гДе В ~ Bi U ՛ ՛ ՛ U Bm 
Ы—Hm=l ‘ •

с непересекающимися Bi,

6) p(D[*),..., , 0,..., 0) —> 1 при s —> oo для каждой последовательности

(Л^,..., .) со свойством D^ = U D^ 4 0.
k 1 i=l

Вероятностная мера Р единственна.

Ниже мы будем рассматривать отображение

Md2 ।—> Mdi : TTDj.pjtm) = тП Di, где т е Л4в3, Di С D2.



60 А. А. Машурян

Определение 1. Система {Ро : О € А}> где Рц ~ вероятность на Л^р, 

называется согласованной, если для любых ее двух элементов Ро, и Рп3 с

В1 С Рг имеем
Р©։(Л) = Ррэ(^Л(А)), (2)

т.е. Рр։ - сужение Ро3 на Л4о,.

Предложение 2. (см. [5], стр. 43). Пусть для каждого П е А определена 

вероятность Ро на Л4р. Необходимым и достаточным условием существования 

единственной вероятности Р на М. со свойством : каждая Ро есть сужение Р на 
I

Мю, является согласованность семейства {Ро : И € А].

§3. КОМБИНАТОРНАЯ ТЕОРЕМА О МОМЕНТНЫХ МЕРАХ

Начнем этот параграф, приводя одно предложение из [1]. Функция /(хх хп) : 

(И**)՞ ।—>■ [0,4-оо) называется абсолютной плотностью п-ой степени (относи­

тельно п-ой степени лебеговской меры Ьл в Ш.й) точечного процесса т(ы) с ве­

роятностным распределением Р, если для всех несовпадающих хх, • • •, хп € ИГ*

Р(ДТ(ЗхГ,т) - 1,...,-№(<Ь^,т) = 1) = /(х1։• ■ -,хп) йхх • • -бхп,

где dx» - “инфинитезимальная” окрестность точки х<, N(dx{,m) обозначает чис­

ло точек реализации m в dx<, a dx< - значение Ld на dx<. Эквивалентно, функция 

/(хх, • • •, хп) - плотность п-ой моментной меры m(w) (см. ниже определение 2).

Предложение 3. (см. [1]). Пусть {/п(хх, • • • ,гп)}^=х “ система неотрицатель­

ных симметричных функций, удовлетворяющих для некоторой константы Ъ > О 

условию fn(xi, • • •, хп) < bn, п = 1,2,... Если для почти всех х1։ ■ • •, xn G JRd и 

всех ограниченных борелевских множеств D С IRd имеют место неравенства

то существует единственный точечный процесс Р в IRd, для которого

Vg = P(N(D,m) = 0), Vb(xx,...,xm) dxx ■ • • dxm =



Включение-исключение и точечные процессы в польских ... 61

(/ т \ \
//(^х^т) = 1,...^(с£хт,т) = 1, 7>7՜ / \ йх4,т | = О I .

\ «=1 / /

В этом параграфе мы обобщаем предложение 3, описывая точечные процес­

сы в польских пространствах X в терминах их приведенных моментных мер. 

Дадим необходимые определения. Предположим, что т(ш) - точечный процесс в 

пространстве X с вероятностным распределением Р. Для каждого натурального 

п > 1 рассмотрим п-ую степень тп(ш) = {(хх, • • •,хп) : х» 6 т(ш),г = 1,...,п} 

случайного множества т(ш). Ясно, что тп(ш) - точечный процесс в простран­

стве Хп.

Определение 2. п-ой моментной мерой вероятностного распределения Р (или 

процесса т(ш)) называется мера в Хп, определенная равенством

т™ (А) = ЕЩА, т"(ш)), (3)

где А - борелевское подмножество Хп, а Е - знак математического ожидания. 

По определению, = 1.

Из определения следует, что моментные меры симметричны, т.е. для всех 

подмножеств Рх,..., Рп С X и всех перестановок (й,..., гп) последовательности

т«(О1 х • • • х £>п) = х • • • х Р^).

Множество всех п-ок (хх,..., хп) € Хп с по меньшей мере двумя совпадающими 

х, называем диагональю пространства Хп.

Определение 3. Приведенной п-ой моментной мерой называется сужение мо­

ментной меры на дополнение к диагонали Хп. Для приведенных моментных 

мер будем использовать то же обозначение т^.

Пусть дана система : п = 0,1,...}, где - мера в пространстве 

Хп, = 1. Мы скажем, что такая система мер мажорируема, если существует 

локально-финитная (т.е. конечная на А) мера и в X такая, что имеет место 

неравенство

тЫ(А) < ип(А), для всехАеА(п), п = 1,2,... (4)
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Будем использовать следующее обозначение : для каждого А С М^ через А* 

обозначаем множество

А* = {(®1,...,Хп): е А}.

Теорема 1. Пусть для каждого п = 1,2,... определена симметричная мера гг№ 

в Хп, гг№ = 1. Предположим, что каждая т<֊п) тождественно равна нулю на 

диагонали Хп и что система этих мер мажорируема. Тогда {т^ : п = 0,1,...} 

является системой приведенных моментных мер некоторого вероятностного рас­

пределения Р на (Л4,9) в том и только в том случае, если для всех В е А и всех 

измеримых А^ С п = 0,1,... имеют место следующие неравенства :

Рв (А<п>) = Е ^-тп("+‘) (А(П)* х Р‘) > 0. (5)
։=0

В этом случае левая часть Рв в (5) является сужением Р на Мв • Вероятностное 

распределение Р единственно.

Замечание. В случае п = 0, (5) имеет вид

рЗ = Е^™(,)т>о.
Если распределение Р существует, то Р^ = Р(^).

Доказательство. Необходимость. Предположим, что дана вероятностная 

мера Р на (Л4,9), и докажем, что (5) выполнено. Абсолютная сходимость

Е ^т(п+в)(А(п)‘ х П*) < £ -к^А™’ х В*} = 
*=о «=о

= Е -^(А^ЧИР)]* = • е^ < оо
" п!в! п!»=о

рядов в (5) гарантирует правомочность проведенных ниже преобразований. Рас­

смотрим функции множества /’□(А^), полученные из мер через (5). Легко 

проверить, что Рв является знакопеременной мерой (следует из (4) и из факта, 

что п = 0,1,... являются мерами). Пусть Рв, В Е А- сужение на Мв 

вероятностного распределения Р. Наша цель - доказать, что Рр(А) = Рр(А). 
Достаточно показать это только для случая А = А^ = (где 

\ «1 кп /
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В1,..., Вп попарно не пересекаются, Б = Б1 и • • • и Вп, к±, • ■ •, кп - неотри­

цательные целые числа, и к = ку Ч------ 1- кп. Имеем

АЛ 
кп ) Л!з!

О1 

к1

= У , / 1?\ х • ■ • х В*" х В*).

Учитывая тождество

т(А*(Бг и-иДя)’)= £ —А—т(АхРр х-хВ?), (6) 

где т — любая симметричная мера, а В1,... ,Бп попарно не пересекаются, 

получаем

\ / д_д >14....4-вя=:в ’ 8п-

Обозначим через Р<*+*) множество (В^1՜1՜*1 х х В*п+*“)\диагональ Х*+*. 

Пусть 11,..., 1п ~ неотрицательные целые числа. Простым комбинаторным вы­

числением получаем

сагй{Б^к+*^ П т*+*) =

_ / (*1+»1) (*1 + «1)! • •' (*„+..) (*» + »п)1« если + 8<> » = 1, • • • > п
I 0 в противном случае ,

где те ( ь1 ' ’ ’ и՞ ) > а т*+։ - {к + з)-ая степень множества т. Отсюда следует

т(*+»)(В*>+'1 х . . х В*"+։») =

________р(О1 °п\
.4/+։։ ։ {к-к1-81)\--{1п-кп-8п)\ \к 1п)։

Поэтому

Меняя порядок суммирования по 8 и 81,...,зп, для = Ц — Л», < = 1,...,п

получаем
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/4х + Л1Л /4х\ /4и + ($п'\р ( ... Вп \
у к1 ) \81/ \ кп ) \8п) \4х + к1 4П + кп)

Заменами порядка суммирования по и 4^, приходим к результату

это означает, что

Доказательство необходимости завершено.

Достаточность. Сначала докажем, что Ри - вероятность на Л4р. Счетная 

аддитивность Рр непосредственно следует из счетной аддитивности мер тп^.
ОО . .

Поэтому, достаточно доказать, что 52 РоСМ^ ) = 1. Имеем
п=0

Е ЯДА#’) = Е Е ^гп("+։)(Рп+') =
п=0 п=0 «=о

Обозначая п + з = к и используя (7), получаем

ЕРо(М^) = Е Тгт(*>(Р‘) • Е(֊1)‘ (?) = т(0) = 1- 
п=0 Ь=0 ** ,=0

Теперь докажем, что система {Ро : Р € Л} согласованна. Пусть Р1 = Рох 

и Р2 = Ро2 - вероятности на /Лр; и Л(р։ соответственно, Рх С Р2. Для 

того, чтобы доказать, что Рх является сужением Р2 на Р1, достаточно доказать 

равенство (2) для событий С п = 0,1...... Обозначая △ = Р2 \ Р։,

замечаем, что
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Ясно, что события х , к = 0,1,... попарно не пересекаются. Таким 

образом,

։ - И (»БЬ>,(л<»> х(д)) =

йгг<п+‘>|։! ՝֊՝֊ >
Теперь, из симметричности т(п+*+*)

т(п+ь+») х Д* х Р^).

Принимая во внимание (6) и то, что = Д и Рх, Д П Рх = 0, для Е получаем

։ = Ё Ё Ё п1Х1?11)1т՛^՜1 <Л'”"» д‘» д՛хь=о *=о ։=о ՝ '

Заменой порядка суммирования по з и I, для г = к + 1,1 = з — I получаем
* ՛.

։ = ЁЁЁ * д>+‘ х °'՜') =
к=01=0 в=1 ՝ '

= ЁЁЁ й^։’п<”+'+‘>(л<"” х д'х в5) =г=о ;=о 4=о ՝ '

= X Д' X Л1,) £ (-1)-(')

г=о 4=о ‘ и=о ՝ '

Наконец, на основании (7)

Е = £ ֊֊•п։(п+‘)(Л(п> х Р^) = Рх(А<п)), 

4=0
-I

что доказывает согласованность Рх и Рг. На основании предложения 2, су­

ществует распределение Р точечного процесса с сужениями Рц. Предположим, 

что тп№ - приведенная п-ая моментная мера распределения Р. Докажем, что 

= т(п), п = 1,2,.... Для этого достаточно показать совпадение значений

мер тп!֊п) я гп^ на множествах Рх х • ■ ■ х Рп с попарно непересекающимися Р<. 

По определению моментных мер

Й^(Р1Х-..ХРП)=
*^Х ^1 *п
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Беря в (5) В = 2?1 и • •
Р1
*1

Оп 
кп

с к = + • • • + кп, получаем

Вп 
кп

В1 Вп
к1 кп

( 1)*та+») ((°1...
*!з! \А*х кп хР'

Отсюда следует, что

(-1)

*1

п№(Р! X ••• X Вп) =

/С1I Кц.З-

(-1) 
в!

1___  (
кг'.-'Ы™ • х Вп х В* х В*х х • • • х Д*՛

Обозначая к = кг Н------ 1- кп, из (6) получаем

т։-)(р1х...хад = х;Н>:^ к\ 
к11---кп1Х

Хтп(*+»»+*)(р1 х ••• X Вп X В* х В? х ••• х Р*-*) =

= ^х-.х^хР-).
։=0 к=0

Наконец, заменой г = к + з переменных приходим к

т<п>(Рх х • • • х Рп) = £ 1т("+г)(Рх х ■ • • х Вп х Рг) х £(-1)’ М .
г=0Г- |_*=0

Согласно (7) последнее выражение совпадает с т(п\Рх х • • • х Рп). Теорема 1 

доказана.

§4. ОДИН СПЕЦИАЛЬНЫЙ КЛАСС МОМЕНТНЫХ МЕР

Теперь мы применяем критерий Теоремы 1 к одному классу моментных мер, 

представляющих собой суммы зависящих от конечных графов знакопеременных 

мер. Выводятся достаточные условия, при которых эти суммы становятся при­

веденными моментными мерами точечного процесса.

Определение 4. Граф - это пара д = (У,Е), где V - конечное множество нату­

ральных чисел, Е - множество неупорядоченных пар элементов V. Элементы V 

называются вершинами графа д; пара {«х, «а } € Е называется ребром, соединяю­

щим вершины «х и «2. Вершина называется изолированной, если нет содержащих 

ее ребер. Через |<?| обозначаем число вершин графа д.
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Определение 5. Для данных двух графов д1 = (У1։Е1) и ցշ = (14, Еа) пишем 

дг ~ д2 или ցշ = րցւ, если существует биекция т : 14 »—> 14 такая, что 

{и,ш} € Е1 тогда и только тогда, когда {ти,тш} € Ջշ.

Мы будем рассматривать знакопеременные меры тд, зависящие от графов 

д. Предполагаем, что тд — знакопеременная мера в В случае ցշ = րցւ пишем 

րոՔ1 ~ րոՏՅ, если знакопеременная мера тпЛ является образом знакопеременной 

меры тд1 при отображении т. Здесь применяем то, что, без ограничения общ­

ности, т может быть рассмотрено как перестановка последовательности (1,..., п). 

Нам нужны следующие определения.

Для графов д = (У,Е), ց-լ = (И,Е^ и ցշ = (14,Ез) пишем д = ց-լ + ցշ, если 

VI Ո У2 = 0, V = Ц. Ս У2, Е = Ег ՍՋշ.

Совокупность {րոք} зависящих от графов знакопеременных мер называется 

таблицей, если

(I) из рх ~ ցշ следует тЯ1 ~ тЯ2,

(П) из д = + ցշ следует тд = тд, х тп.

О(М) - это класс всех графов д = (М, Е) с множеством вершин М. В случае 

М = {1,..., п}, вместо О{М) пишем просто С(п).

Для каждых двух неперсекающихся множеств Ки Տ натуральных чисел 

В(Ы,3) обозначает класс всех графов д = Ս 3,Е), удовлетворяющих усло­

вию : для каждой вершины из Տ существует путь, соединяющий ее с некоторой 

вершиной из N. Если Я = {1,...,п} и5 = {п + 1....... ո + а}, то пишем В[п,з).

Заметим, что класс Е(.Л7,5) графов был рассмотрен в [1] и [6].

Наконец, обозначаем т<֊п՝*> = (-1)* £ тд, ո > 1, з > 0.
деВ{п,г)

Теорема 2. Пусть {тв} - тяблипя. знакопеременных мер, тождественно равных 

нулю на диагонали. Если существует конечная на А мера и, для которой

0 < т™ (ճ<ո> х В^) < уп(А^ • • Ь*, (8)

где и В^ € А^ - ограниченные измеримые множества, Ь < 1 -

константа, не зависящая от В^, то существует единственная вероятность Р на 

{М., 9) с приведенными моментными мерами = $2 тд.
Տ6Ք(ո)
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Доказательство. Будем пользоваться теоремой 1. Так как Д(п,0) — б(п), за­

ключаем, что = т(п’°5, и из (8), в случае з = О, следует, что т1"1 мажориру­

ема мерой ип. Для доказательства неотрицательности рядов (5) рассматриваем 

два случая: п = 0 и п > 1. Заметим, что (8) гарантирует абсолютную сходимость 

рядов (5), а этим и правомочность сделанных ниже шагов.

а) Случай п = 0. Имеем

Р& = £^п*1п)(-Оп) = 1֊»П1(Р) + £Ь^ £ тв(В”). 

п=о п=а ֊ вес(п)

Здесь 7П1 - мера в X, соответствующая графу д с |д| = 1. Пусть

С(п, к) — {д & О(п) : д имеет точно п — к изолированных вершин}.

Тогда
С(п) = С(п,0)ииС(п,4). 

к=2

Заметим, что <?(п, 0) состоит из единственного элемента дп без ребер. На ос­

новании условия (П) мера т1п, соответствующая графу дп, факторизуется как 

тп3п = тл”, и мы получаем

Р°=1-т1(Л) + £Ь^ £ т,(Р«) + £ £ т,(Р») =
п=2 [я€О(п,0) *=2я€О(п,*)

=1֊МР)+Е«+£Е т,(с») = 

п—2 Л—2 к—2 дЕС(п,к)

п=2 к=2 део(п,к}

Пусть д € (7(п, к). Тогда д имеет л — к изолированных вершин, и, согласно 

условию (П), тд = та՛ х гл"՜*, где д' - граф с к неизолированными вершинами. 

Из условия (I) следует, что тд՛ не зависит от выбора этих к вершин. Мы можем 

предположить, что - множество вершин графа д'. Обозначая через

б(А:) множество всех графов д' с неизолированными вершинами 1,..., к, для 

получаем

п=з • к=2 К 7 ре3(*)
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Заменим порядок суммирования по п и к. Получаем

рО =е-т1(Р)+£(1^ £

*=։ ’ вес(к)

[-тх(Р)]»֊* 
("-*)!

О)

Поэтому

Р° = е֊го>(®)

Пусть б™ есть множество всех графов из б(к) с т компонентами связнос­

ти. Итак, б(Л) = и^Г- Каждый д € б™ может быть представлен в виде 
т

д = {<?!,..., дт} неупорядоченной последовательности его компонент связности. 

Согласно условию (П), тд = тЯ1 х ••• х тЯт. Пусть к1,...,кт - числа вер­

шин подграфов Р1,..., дт соответственно. Теперь мы проводим суммирование в 

(5) по всем упорядоченным последовательностям (д1,-..,дт), компенсируя это 

множителем (т!)՜1.

։+Е^52 52
к=2 т оеС?

_ е-п»1(О)хрО = е-т։(Р)

Л!

Замечая, что

Е ЕКа*)
(»».... в-Обб^Х-хС^ <=1

Е П^(^)=П Е т^ок{) 
(в1...1вт)ео11х-хв^т <=1 4=1 лев*,

и меняя порядок суммирования по к и т, получаем

рО = е-тг№ М-Й §
_ е-гшСР) П Е т^)

Окончательно, учитывая

*1!-•*т!

---- 1-кт п 52 -»«(^)=п£52-».(О*).
<=1к=2 вбД1
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имеем
,т

= е-т։(£>)+’ с»=£^е^‘>.
*=2 • веО1

Р^ = е-^О)

Неотрицательность Рд доказана.

Ь) Случай п > 1. Здесь имеем

Ро(А<п>) = 2 ^”*(Я+‘)<А(П)* х Д') = Е Е гпа(А^ х В*). 

«=о *=о " * аео(п+»)

Рассмотрим множество В(п, к) графов с вершинами 1,..., п, п+1,..., п+к, удов­

летворяющих условию, что вершины п + 1,..., п + к неизолированы. Аналогич­

ными случаю а) шагами получаем.

Рр(Л^) = £^Е^՝)[щ1(Р)Г-к £ тв(А(»>хР‘).

*=0 к=0 4 ' 9€В(п,к)

Замена порядка суммирования дает

Р/,(Л(»>) = £^ 52 ш9(АМ*хР‘)

*=о ‘ ՛ рев(п.к)

[-тх(Р)]-* 
(»֊*)!

= е—т9(А<">хР*). 
к=о ՛ вев(п.к)

Пусть д 6 В(п, к). Рассмотрим разбиение {п + 1,... ,п + к} = 5 и М, где 5 - 

множество вершин из {п+1,... ,п+к}, для каждой из которых существует путь, 

соединяющий ее с некоторой вершиной из {1,...,п}, &М = {п + 1,...,п+Л}\5. 

Граф д представляется в виде д = дг + д2, где рз - подграф д с множеством 

вершин М, а дг - дополнение к д2. Имеем тд = т91 х тп. Очевидным образом, 

51 6 .В(п,£), ий 6 С(М). Поэтому

52 тд(А<п> хБк)= 52 тд(А{п}* х !>*)+ 
збВ(п,к) гбВ(п,к)

Е Е ™9։(а(п)*хи*)х 52 щ93(г>* *), 
м"» Я1 ев(п,3)

(Ю)

где в = |5|. Суммы 22 и в (10) зависят только от в. Это приводит 
в1бВ(п,з) 92её(лг)

к

Ро(А<п>) = е~т1^
,*=° вев(п,к)
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+ Е^Е(5) Е тЛ(А(п)'хР*)х £ т„(Л*-
*=° *=о ' / л€В(п,») «€©(*-.)

Меняя местами суммы по в и к, получаем

Ро(А(п>) = е,-т1(Р) у- (-1) у՝
1*=° Р6В(п,*)

(-1)* V 
п!з!(£ — а)!

91£В(п,1)

Е тЛ(П*-) = 
йаЕб(*—»)

= е-тНР) £ Е т,(Л<">- х 7>‘)х 
йев(п,*)

ОО

(*-։)!
вес(*-.)

На основании (9) заключаем, что
ОО

ВбВ(п,») *=°

Теперь, Рр(Л0»)) > 0 следует из неотрицательности Рд и условия (8). Теорема 

2 доказана.

§5. СЛУЧАЙ АБСОЛЮТНЫХ ПЛОТНОСТЕЙ

В этом параграфе мы рассматриваем еще один специальный класс моментных 

мер. Предполагаем, что в пространстве X фиксирована локально-финитная мера 

V и что знакопеременные меры тв, рассмотренные в предыдущем параграфе, об­

ладают абсолютными плотностями о видом произведения относительно степеней 

у. Теорема 3 указывает на достаточные условия, при которых такие меры стано­

вятся приведенными моментными мерами. В конце параграфа рассматриваются
• — .1

некоторые следствия этого результата. Дадим необходимые определения.

Пусть дана симметричная функция к(х,у) : X2 ।—> [0,1], определенная на 

квадрате пространства X. Положим к(х,у) = Л(х,у) — 1. Для каждого графа 

д = (V, Е) введем обозначение

{м}ев
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Рассмотрим функции п = |ТУ| > 1,8 = |3| > 0, определенные как

(х<1,..., х<.+.) = 52 • • ч®<«+*)>
в€В(^3)

где ТУ = {й,---,*п} и 5 = {։п+1,...,»п+,} являются непересекающимися мно­

жествами натуральных чисел, причем ТУ / 0. В случае ТУ = No = {1,...,п}, 

<? = £0 = {п + 1,... ,п + з} вместо /С74«®) пишем /<”••). Для каждого множества 

ТУ = {й, • • • ,»п} через ТУ* обозначаем множество ТУ \ {й} (для однозначности ТУ* 

считаем, что й — минимальный элемент ТУ).

Следующую лемму ([1]) будем использовать при доказательстве теоремы 3.

Лемма, (см. [1]). Функции /С7*՛5) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

К»-•.»«<.+,) =

= П^2> С11)
к=2 ’ .ГСЗ^

= 52 П'>(®и,®<)-/(ад(։<։1-,1<։+1), п = 1, в > 0.
<е/

Доказательство. Мы докажем только первое из приведенных соотношений 

(случай п > 2); второе может быть получено аналогично. Введем некоторые 

обозначения. Для каждого графа д = (ТУ и 5, Е) из В(Р1, Б) пусть

9* = (ТУ* и 5, {{։,;}€ Е : Т={։е№: {»1,»}еЕ},

{»1,0 € В}, 7е = 5\7.

Для каждого д е В (ТУ, В) граф д* € В(ТУ* и 7,7е). Действительно, пусть € 7е. 

Так как р € В(ТУ, В), то существует путь = (Уо,л),...,Ьк-а,Л-1),У*-1,л)) 

в д, соединяющий вершину ]о с некоторой вершиной дъ из ТУ. Если / й, то 

е М* и 7 и, таким образом, д* 6 В(№ и 7,7е). Если = й, то jk-l Е N*UJ 

(в 7е нет вершин, соединенных с вершиной й), *Рк-1 = (О'о, л), ■ • •, (л֊2, Л-1)) 

является путем, соединяющим jo с некоторой вершиной из ТУ* и 7. Теперь 

получаем

/^,5) (®й, • - •, х^+.) = £ /в(х41........ ц,+.) =
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= 52 ....«*.+.) =
3eB(N,s) <€/ *€J

= 52 12 52 /г(х*».--->х<ж+.).
/cjn* iei jcsieJ a,eB(N‘uJ,J*')

n n
Из равенства 52 = JJPfci!,!*) + 1] = JI h(xinXk), очевидно,

ICN- iGl fc=2 k=2
следует утверждение леммы.

Теорема 3. Пусть X - польское пространство, а Л(х,у) : X2 i—> [0,1] - 

симметричная функция, т.е. h(x,y) = h(y,x) для веек х,у G X. Пусть - 

конечная на А мера в X. Если имеет место неравенство

с = sup [ [1 - h(x,j/)] vi(dy) < ֊, 
« Jx е

где е - основание натурального логарифма, и знакопеременные меры

mg(dxi х • ■ • х din) = Ц [h(x<,Xj) - 1] vi(dxi) ■ • • vi(dxn),

тождественно равные нулю на диагонали, то семейство {тп9} является таблицей 

и удовлетворяет условию (8) Теоремы 2. Приведенная п-ая моментная мера 

соответствующего распределения Р имеет вид

m(n)(d!Ei х • • • х dxn) = Ц h{xitXj) t^(dxi) • • • i^(dxn).
......n}

Доказательство. Условия (I) и (П) непосредственно следуют из определения 

мер та. Покажем (8). Так как знакопеременная мера тп^п՝*^ является интегралом 

функции (—1)*/(п՛*) (относительно меры нп+*), то достаточно доказать, что 

(—1)*/^՛^ > 0 для всех IV и 5. Применяем индукцию по п + а = |^| + |5|. 

Случаи п + в = 1 очевиден. Рассмотрим только случай п > 2. Согласно (11),

получаем

(֊l)7(W’S)(xii։...,xin+.) =

JCS
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Теперь, неотрицательность следует из неравенств Л(т,у) > О,

Л(г, у) < 0 и индукционного предположения. Для доказательства того, что т^п՝*^ 

может быть мажорируема как указано в условии (8), индукцией по п+з покажем, 

что равномерно для всех ,..., имеет место неравенство

У"(֊1)'/(7*,Я)(®<1....... ®и>а:<»+1»---,®<п+.)^(<Ь:<»+։)"-.^(ей:<ж+,) < з!с։еп+։-\
Х‘

(12)

где <п}> 8 = {»п+1,...,»п+*}. Если п + з = 1, то ясно, что (12)

выполнено. Далее, для случая п > 2, согласно (11), получаем

21 = Д(֊1)7(ЛГ,Я)(®«։>---,*<.+,)։'!(<*Ч.+։)••ч'1(<*4.+,) <

х[(֊1)-^’и^(х<а,...,

Замечая, что интеграл в правой части этого неравенства зависит липп> от 7՜ = |7|, 

имеем

Е1 ֊ (х) [ П I1 “ Л(«й » «й ‘ • V! (4х^+,) х

>=° X] к=п+1

X У (֊1)'"у/(лги>7-г)(х<а, ...,х1я+,н(<1х^+1) • ••ц(<*цп+.) <

• Г V<ЕС)(в-л!с'_/еП+'՜3- У[1֊л(^,»)М(^) <

3=° [х

< »!с'е"+-։ У՝ 1 < 
Й’1՜

Таким образом, (12) выполнено. Для т^п՝*^ получаем

х В«) = У У (-1)*/(п'')(х1,• • •,^„+.)^(&1) • • • и(<Ьп+,) < 

А<») В(«)

< У ^(<&1)---ь1(йа:п)У(-1)*/(п,*)(х1,...,хп+,)^(<4гя+1)---11(йа:п+1) < 

А(») х՛
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< s!c*en+*-1 • ^(Л^)) < [ец]п(Л(п)) • s!(ce)*.

Итак, условие (8) выполнено при и = evi и Ь = се. Это завершает доказательство 

теоремы.

Теперь мы хотим рассмотреть теорему 3 в трех частных случаях. Утверж­

дение примера 1 — един из результатов [1]. Точечные процессы на целочисленных 

решетках из примера 2 рассматриваются в статистической механике. Мы пред­

полагаем, что точечные процессы из примера 3 играют важную роль в теории 

маркированных гиббсовских точечных процессов.

Пример 1. Пусть X — IRd, и пусть дана симметричная функция h(x,y) : 

хШУ ।—> [0,1]. Пусть а - неотрицательное вещественное число. Рассматривая в 

качестве лебеговскую меру в IRd с интенсивностью а и меры тв, определенные 

в теореме 3, получаем : если имеет место неравенство асе < 1, где

с = sup / [1 - h(x, y)]dy, 
« /ил

то существует единственный точечный процесс с приведенной п-ой моментнойГ 
мерой

m<n) (dzi х • • • х dxn) = ап JJ h(xi, xj)dxi • • ■ dxn.
....n}

Пример 2. Пусть X - целочисленная решетка в IRd, т.е. X = Zd. Предположим, 

что даны две функции v : X i—> [0,оо) и 0 < Л(х,у) < 1, где h(x,y) 

симметрична и равна нулю при совпадающих значениях аргументов. Если имеет 

место неравенство

се < 1, где с = sup V [1 - Л(®, у)]и{у), 
х vzz*

то существует единственный точечный процесс на Zd, для которого значения 

функций

= JJ h{xi,xi)v[x-L)---v{xn), п = 1,2,...
{<Л2<1....п}

служат вероятностями того, что имеется по одной точке реяли чятгии в положе­

ниях xi, i = 1,... ,п (в случае п = 1, f(x) = v(x)).
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Пример 3. (Маркированные точечные процессы в Rd). Предположим, что

X = lRd х {1,...,г}. Пусть дано семейство

{htj(x) : lRd ।—> [0,1]: /цу = hji, /ц,(х) = hj<(-x), 1 < i,j < г}

симметричных функций и неотрицательные вещественные числа 0ц,..., Or. По­

лагая Л((х,։), (y,j)) = t4j(x — у) : X2 ।—> [0,1] и рассматривая в качестве меры 

j/j ту, сужение которой на lRd х {>}, » = 1,...,г есть лебеговская мера в Rd с 

интенсивностью а«, из теоремы 3 получаем : если выполнено неравенство се < 1, 
Г

где с = max $2 аз f I1 ~ b»i(s)]d®> то функции
< 5=1 R«

Г f(x,i) = а4,
I /((®1.*1)> •• ■ ։ (®n>kn)) = ~ xj)

являются абсолютными плотностями (относительно степеней меры i/i) единст­

венного маркированного точечного процесса в IRd с марками 1.......г. Вероят­

ность того, что в каждом интервале (х4, Xi+dx») имеется по одной точке с маркой 

ki, i = 1,...,п, равна а*! •• -а^ ■■ ■dxn.

ABSTRACT. The paper considers the problem of description of simple 
point processes in Polish spaces by means of their reduced moment 
measures basing on Inclusion-Exclusion type formulae. A theorem is 
proved stating that these formulae provide complete description of point 
processes for dominated sequences of moment measures. Two types of 
point processes are considered, playing a role within the theory of Gibbs 
point processes. Similar results for point processes in Euclidean spaces 
under assumption of existence of densities have been obtained earlier by 
R. V. Ambartzumian and H. S. Sukiasian.
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ОБ УРАВНЕНИИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ НА ВСЕЙ ОСИ

О. Р. Назарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32, № 2, 1997

В настоящей работе рассматривается следующее уравнение восста- 
ОО

новления : /(х) = д(х) + / К(х—*)/(*)Л, где ядро К удовлетворяет уело- 
—ОО

виям 0 < К е Ь1ПЬР, р > 1, / К(х)(1х = 1, Д(±оо) = 0, х = / хК(х)с1х / 0.
—ОО —ОО

Доказывается, что если д € 1ц(—оо,оо) и д(±оо) = 0, то для основного ре­
шения уравнения восстановления выполняются равенства /(—оо) = 0, 

/(+оо) = х՜1 / д(х)Лх.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В теории вероятностей и математической физике важные применения имеют 

следующие интегральные уравнения :

1) уравнения восстановления на полуоси

/(х) = р(х) + Г У(х - «)/(*) Л, (1.1)
/о

где ядро V удовлетворяет условиям

V > о, V е ь+, 7 = У(®) = 1- (1.2)
Jo

Здесь Ь+ = Ьр(0, оо), р > 1;

2) уравнения восстановления на всей прямой

/(®) = X®) + Г к{х - «)/(«) л, (1.3)
У—оо

где ядро К удовлетворяет условиям

0<К е£1 = Б1 (-оо,оо), [ °° К{х) (1х = 1. (1.4)
,1 — 00
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Условие (1.4) означает, что функция К(х) является плотностью вероятности 

некоторой случайной величины £. Уравнение (1.1) является частным случаем 

(1.3), когда £ принимает только неотрицательные значения, д(х) = К(х) = О, 

при х < 0.

В теории восстановления важное значение имеет задача изучения асимпто­

тических свойств в бесконечности решений уравнений (1.1) и (1.3). Эта задача 

достаточно подробно изучена в случае уравнения (1.1), (1-2). Ниже мы сформу­

лируем два классических результата в этом направлении, принадлежащих В. Л. 

Смиту и С. Карлину.

Пусть Ф(х) - резольвентная функция (функция восстановления) уравнения 

(1.1), определяемая из уравнения восстановления
*1

Ф(х) = У(х) + Г У(х - е)Ф(4) А. (1.5)
•>о

Решение уравнения (1.1) можно выразить через Ф(х) :

/(х) = д(х) + [ Ф(х - й)р(й) ей. (1.6)
■10

Теорема С. (В. Л. Смит [3], [4]) Пусть V € Ьр для некоторого р > 1 и 

существует У(+оо) = Пт У(х) — 0. Тогда
ДР.՜.!}ОС

‘1- 4՜

Ф(+оо) = у՜1, и= [ хУ(х) с1х. (1.7)
1о

Если V — оо, то V՜1 = 0.

Нижеприводимая теорема С. Карлина относится к уравнению восстановле­

ния на всей прямой. В частном случае, когда случайная величина £ облапает 

плотностью К, теорема Карлина принимает следующий вид :

Теорема К. (С. Карпин [1], [2]) Пусть ядро К уравнения (1.3) удовлетворяет 

условиям

/
ОО лоо

|х|К'(х) оке <оо, х= хК(х) <1х / 0. (1.8)
•ОО — оо

Если д е Ь1 (И), д(±оо) = 0 и / - ограниченная функция, удовлетворяющая 

уравнению (1.3), то существуют пределы /(±оо) и

1 Г°°/(+оо)-7(-оо) = - / д(х) (1х. , (1.9)
X •/—оо
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Теорема К не содержит утверждения о существовании решения уравнения 

(1.3), (1.4). В работе Н. Б. Енгибаряна [5] получено усиление теоремы К, которое 

мы также сформулируем в частном случае уравнения (1.3).

Рассмотрим банаховы пространства М = Д»» Ми,Мо, См, Си,Со функ­

ций, определенных на 1И. Через М и См С М обозначаются, соответственно, 

пространства ограниченных и непрерывных ограниченных функций на Ш. Если 

/ € Ми С М или / е Си С См, то существуют конечные пределы /(±оо). Если 

/ 6 Мо С М или / € Со С Си, то /(±оо) = 0.

Теорема Е. (см. [5]). Если д € Ьх П Мо и х / 0, то основное решение уравнения 

(1.3), (1.4) имеет вид

/(х) =/1(х) +/з(®), fi € Си,

и обладает свойствами

/(-оо) = Л(֊оо) = 0, /(+оо) = /1(+оо) = ֊ [ д(х) dx. (1.10) 
Л «/—оо

Целью настоящей работы является обобщение теоремы С на случай урав­

нения (1.3), (1.4). Применяемый метод основан на использовании теоремы С и 

метода доказательства теоремы Е.

§2. ФАКТОРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЯ (1.3)

Пусть П - алгебра интегральных операторов К. вида

(Kf)(x)= Г K(x-t)f(t)dt, KeLi, (2.1)
'•/ ' J—ОО

и пусть Е - одно из следующих банаховых пространств, определенных на IR 

функций : Lp (р > 1), М = Loo, Mu, Мо, См, Си, Со- Оператор К G Пд действует 

в любом из пространств Е, причем (см. [5])
’ 1>- *՝ •РЛ/'.-Л ГЛ,»’ ■* ■•••

1№ < [°° |К(х)| dx. (2.2)
' г J —ОО

Мы будем исследовать уравнение (1.3) в случае, когда ядро К удовлетворяет 

условиям (1.4), (1.3) и дополнительным условиям

KELiHLp, р>1, К(±оо) = 0. (2.3)



80 О. Р. Назарян

Перепишем уравнение (1-3) в операторной форме

(7-£)/ = <?, /Се 0, (2.4)

где I — р.пиничнмй оператор и рассмотрим факторизацию

7-К = (7-У_)(1-У+), (2.5)

где У± € П - искомые (формально) вольтерровые операторы вида

(У+/)(®) = Г У+(х - *)/(*) Л, (У-/)(х) = Г У_(4 - х)/(0 Л, У± е £1(0, оо). 
—ОО ^х

Факторизация (2.5) эквивалентна следующей системе нелинейных уравнений 

факторизации (см. [7])

У±(х) = К±(х) + Ут(4)У±(т + 4) <й, х > 0, (2.6)
1о

где К±(х) = К(±т). В случае выполнения условий (1.4) система (2.6) имеет так 

называемое каноническое решение (см. [7]), которое обладает свойствами

У±>о, У±€#, 7±= ГУк(х)ах<1, (1֊7-)(1-Т+) = 0. (2.7)
1о

Пусть выполнены условия (1.8), т.е. существует конечное, отличное от нуля 

математическопе ожидание х случайной величины £. Если х > 0, то 7+ = 1, 

7_ < 1. Если х < 0, то 7+ < 1, 7- = 1.

Теперь мы докажем одно важное свойство канонического решения (У+։ у_) 

системы (2.6).

Лемма 1. Пусть ядро К удовлетворяет условиям (1.4), (1.8) и (2.3). Тогда

У(±оо)=0. (2.8)

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай х > 0. Тогда 7+ = 1 и 

7- <1. Первое из уравнений (2.6) можно интерпретировать как линейное 

уравнение относительно У+ с ядром V- и переписать в операторном виде

У+ = К+ + У_У+. (2-9)

Из 7֊ < 1 и неравенств (2.2) следует, что V- — сжимающий оператор в 

пространствах Е. Следовательно, (2.9) имеет единственное решение У+ и

У+(х) = К+(х) + Г Ф_(4 - х)Х'+(4) Л, (2.10) 
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где Ф_ - резольвентная функция оператора У_, определяемая из уравнения 

восстановления
Ф_(х) = У_(х) + [ У-(х — 4)Ф_(4) Л. (2-11)

•1о
Имеем Ф_ 6 Ъ* и Ф_ > 0. Из (2.10)։ К+ 6 Ьр и Ф_ € Ь* следует У+ €

Покажем, что У+(+оо) = 0. Из К+(+оо) = 0 следует, что для любого е > 0 

существует г > 0 такое, что при х > г выполнены неравенства

Г°° Е Е
К+(х) уо Ф_(4) Л < - и К+(х) <

Тогда при х > г из (2.10) получаем У+(х) < е. Мы показали, что У+ е и 

У+(+оо) = 0.

Рассмотрим теперь второе из уравнений (2.6). Имеем У_ = К- + <р, где

(р(х) = /°°У+(4)У_(г + 4)Л. (2.12)
•1о

Из У+ € и V- € Ь* следует <р 6 £+. Поэтому У_ € Нам остается показать, 

что У_ (+оо) = 0. Пусть и е Я - оператор вида

(£7/)(х)= Г° У+(*-«)/(*) Л.
Ух

Перепишем второе соотношение (2.6) в виде линейного уравнения относительно 

У_ :

У_ = К_ + £7У_. (2.13)

Из (2.13) (см. [7])

У_(х) = К_(х) + У°° Ф+(4 - х)К_(4) Л, (2.14)

где Ф+ - резольвентная функция оператора Уц., определяемого из уравнения 

восстановления
Ф+(х) = У+(х) + [ У+(х - 4)Ф+(4) (2-15)

•10

Уравнение (2.15) удовлетворяет условиям теоремы С. Поэтому

Ф+(+оо) = и՜1 >0, и = [ хУ+(х) (1х. (2.16)
•1о

Из (2.14) имеем У_ = К_ + гр, где

1р(х) = [ Ф+(р)К-(х + 4) й. 
/о
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Покажем, что ^(+°°) = 0- Выберем число г > 0 такое, что Ф+(х) < и 1 + 1 при 

х > г. При х > г имеем
тр(х) < [ Ф+(4)К-(а:+*) Л + (14-м՜1) [ К-(у) <1у. (2-17)

/о .1х+т
Очевидно, оба слагаемых в правой части (2.17) стремятся к нулю при х -+ оо.

Поэтому ^(+°°) = 0> откуда следует У_(+оо) = 0. Лемма 1 доказана.

Пр мм я 2. Пусть в уравнении восстановления (1.5) ядро V удовлетворяет уело-

ВИЯМ

V > 0, УеЬ+пЬ*, р>1; 7= [ У(х)<1х<1, У(4-оо) = 0.
Уо

Тогда Ф(+оо) = 0.

Доказательство. Перепишем уравнение (1.5) в виде Ф = У 4- У * Ф, где * - 

операция свертки
(Ф ♦ У) (г) = [ Ф(х — е)У(*) Л.

Уо
Эта операция коммутативна и ассоциативна в В работе [6] доказана следу­

ющая

Лемма ГЕ. а) Пусть и е Ь* я V е Ми. Тогда (и * в) е Си я
г ОО

(н*в)(4-оо) = в(+оо) / в(4) й. (2.18)
Уо

б) Пусть и € Ь*, V € П]0®, и(+оо) = 0 и существует предел в(4-оо). Тогда 

(и ♦ в) 6 оо) я имеет место равенство (2.18).

Через (У ♦)” обозначается сверточная п-ая степень V. С помощью неравенст­

ва Гёльдера можно доказать, что если У € Ь* П Ь+, р > 1, то существует целое 

число п такое, что

уп = (У*)՞ емопь^. (2.19)

Пусть число п удовлетворяет условию (2.19), где У - функция, фигурирующая в 

(1.5). Из уравнения (1.5) имеем

Ф-ФП_1=УП4-У*(Ф-ФП_1), Фп = У + (У*)а + --- + (У*)п. (2.20)

Следовательно, Ф удовлетворяет уравнению

Ф = ФП + УП*Ф. (2.21)

Имеем Фп е Ь* и Фп(+оо) = 0. Так как Ф € Ь* и Уп £ Мо, то У, ♦ Ф € Мо. 

Поэтому из (2.21) следует Ф(+оо) = 0. Лемма 2 доказана.
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§3. ТЕОРЕМА ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Факторизация (2-5) будет применена к изучению уравнения (1-3). Предположим, 

что в (1.3) х > 0 и

9 € 1п, р(±оо) = 0. (3.1)

С учетом (2.5) из (2.4) имеем

(1-У-)(1-У+)/ = р. (3.2)

Обозначив (/ - У+)/ = Л, мы получим следующие два уавнения :

Л(х) = д(х) 4- V- (4 - х)Л(4) Л, (3.3)

/(х) = Л(х) + Г У+(х - 4)/(4) Л. (3.4)
—ОО

Лемма 3. При х > 0 уравнение (3.3), (3.1) имеет единственное решение Л 6 Ь+ 

и Л(±оо) = 0.

Доказательство. Так как в условиях леммы 7֊ < 1, то оператор V- сжимаю­

щий в пространстве 1>1. Поэтому из р € 1а следует существование и единствен­

ность решения Л 6 уравнения (3.3). Из (3.3) имеем

Л(х) = 9(х) + [ Ф-(4)р(® + *) (3-5)
•1о

Доказательство равенства Л(+оо) = 0 идентично доказательству равенства 

7+(+оо) = 0 в лемме 1. Нам остается доказать равенство Л(—оо) = 0. Согласно 

равенству Ф_(+оо) = 0 (см. лемму 2) существует число г > 0 такое, что 

/°° е
|р(у)1 Лу < -, 4 > г. 

-ОО "
Тогда из (3.5) будем иметь

|Л(х)| < |р(х)| + [ Ф_(4)|$(х + 4)| «Й + 
■/о

Гг р
<\д(х)\+ $-(*)|5(з + *)1 сй-р-,

Уо 6
откуда легко следует, что Л(—оо) = 0. Лемма 3 доказана.

Рассмотрим теперь уравнение (3.4) с необратимым оператором 7 — У+. Из

Л € и из результатов работы [7] следует, что консервативное уравнение (3.4) 

имеет основное решение / и

/(х) = Л(х) + Г Ф+(х - 4)Л(4) <Й. (3.6)
—оо

Ф_(4)д(х + 4) <Й <
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Из (3.6) имеем /(я) = /1(1) + /а(®) + Л(х), где

/1(®) = [ Ф+(х - *)/»(*) Л = [ Ф+(х + у)Л(-у) 4у,
—оо Jo

Д(х) = [ &+(х — *)Л(<) Л, Л(+оо) = 0, Л е Ь1- 
Л)

Легко проверить, что
1 ,°° х го

/1(+оо) = - Уо Л(-у) Лу = - у Л(4) Л.

Согласно лемме ГЕ имеем

Л(4) Л.

Поэтому
1 Г°° /(+оо) = - / Л(*) Л.
м J—ОО

Займемся вычислением предела функции / в —оо. Из (3.6) имеем

/(*) = Л(®) + / Ф+(У)Л(® - у) Ду- (3.7)

Как и в лемме 1 выберем число г > 0 так, чтобы при у > г выполнялось 

неравенство Ф+(у) < м՜1 +1. Пусть число и > 0 выбрано так, что при х < — и 

выполнены неравенства

|Л(®)| [ Ф+(у) сГу < р |Л(х)| < (м՜1 + 1) [ |Л(х)| 4Х < ֊.
Уо о о 6

Тогда из (3.7) при х < —гх будем иметь

1/(®)I < |Л(х)| + [ Ф+(у)|Л(х - у)| йу + [ Ф+(у)|Л(х - у)| Ду < е. 
/о Дт

Мы показали, что /(-оо) = 0. Итак, при выполнении условий (1.4), (1.8), (2.3) и

(3.1) нами построено основное решение / уравнения (1.3), причем

/ € М00, /(֊оо) = 0, /(+оо) = ֊ [°° /1(1) <1х.
17 ^—00

Нам остается вычислить предел /(+оо) в терминах функций, фигурирующих 

в исходном уравнении (1.3). Из уравнения (3.3) нетрудно получить следующее 

равенство :
֊ У Л(х) Ох = ֊ У д(х) йх.

•} — оо Л <1—00
Нами доказана
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Теорема 1. Пусть в уравнении (1.3) ядро К удовлетворяет условиям (1.4), 

(1.8) и (2.3), а свободный член д удовлетворяет условию (3.1). Тогда существует 

решение / € Ь1™ уравнения (1.3) и

f(-oo) = 0, У(+оо) = - f g(x) dx.

В заключение выражаю благодарность Н. Б. Енгибаряну, под руководством 

которого выполнена настоящая работа.

ABSTRACT. The present paper we consider the following renewal equa- 
oo

tion : f{x) = g{x) + J K(x — t)f(t)dt with kernel K satisfying the conditions 
—OO

0 < K 6 Li A Lp, p > 1, J K(x)dx = 1, K(±oo) = 0, x = J xK(x)dx / 0. It is
—oo -oo

proved, that if g e Li(—oo, oo) and p(±oo) = 0, then for the basic solution of 
oo

renewal equation the equalities /(—oo) = 0, /(+oo) = y՜1 J g(x)dx hold.
—oo
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О РИМАНОВЫХ МЕТРИКАХ В ГО2, ДЛЯ
КОТОРЫХ КРАТЧАЙШИМИ ЯВЛЯЮТСЯ ПРЯМЫЕ

В. К. Оганян

Ичирг'гия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 32,№ 2, 1997

В статье продолжается начатое Р.В. Амбарцумяном и В.К. Оганяном 
исследование параметрической 4-ой проблемы Гильберта, в части от­
носящейся к описанию метрик Римана-Гильберта. Выводится крите­
рий, устанавливающий необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы геодезические римановой метрики, определенной в ГО2, были 
обычными евклидовыми прямыми. В качестве примера применения 
критерия описаны метрики Римана—Гильберта в ГО2 для так называ­
емой ря пнялт.но—нормальной функции ориентации.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Понятие параметрической 4-ой проблемы Гильберта впервые определено в [1]. В 

важном случае римановых метрик эта задача формулируется следующим обра­

зом : описать все римановы метрики на евклидовой плоскости ГО2, для которых 

обычные евклидовы прямые являются геодезическими. Для римановых метрик 

индикатриса направлений в каждой точке ГО2 является эллипсом. Параметрами, 

от которых зависит эллипс, являются длины а > Ь полуосей и ориентация боль­

шой оси эллипса. Соответствующие параметры мы рассматриваем как функции, 

определенные на плоскости : а = а(х,у), Ь = Ь(х,у) и а = а(х,у). Риманова мет­

рика является финслеровой метрикой с плотностью

р(<р,х,у)(П = Л- Уа2 (я,у)соз2(<р + а(х,у)) + 1Р(х,у)ап2(ф + а(х,у)), (1) 

последнее соответсвует выражению для опорной функции эллипса (см. [1]). В 

(1) (11 - элемент евклидовой длины в точке (т,у), а угол <р соответствует

Исследование, описанное в данной работе, проведено при частичной поддержке 
АО “Прометей”.
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направлению <11.

В случае, когда геодезические линии метрики являются прямыми линиями, 

метрика называется гильбертовой (см. [1]). В случае, когда геодезические кривые 

метрики (1) являются прямыми линиями, мы называем (1) метрикой Римана- 

Гильберта .

Общий необходимый и достаточный критерий гильбертовости финслеровой 

метрики, индикатриса которой зависит от конечного числа параметров, была 

получена в работе [1]. Критерий имеет вид дифференциального уравнения в 

частных производных для параметров, от которых зависит метрика. В случае 

метрики (1) соответствующее уравнение (т.е. необходимое и достаточное условие 

того, что метрика (1) - гильбертова) имеет вид

, .да . .да . .дЬ дЬ . .да . .да
+ й(<?)^ + 9з(^ + 94^ + + = 0.

где
. . а атасов^ + а) а& вт(<р + а) соз(<р 4- а) совр

=—7м—+-------------------------------------------------

9г (у) =
а сов а сов(ф + а) ад2 вш(у> 4- а) сов(<р 4- а) вшу>

ст(^) ст3(<р)
Ьсовавп1(у>4-а) Ьа2 вш(ф 4- а) сов(у> 4- а) сов ф

9з(<?) = “
а3(р)

9< М =
Ьвтавт(у>4-а) Ьа2 вт(у> 4- а) сов(у> 4- а) вт 

а(^) а3(<р)

(2)

(3)

. . Ь2 — а2 [-а2 сов а сов3 (у 4- а) 4- Ь2втавт3(у 4- а)]

[а2 вт а сов3(у> 4- а) 4- Ь2 сов а 8т3(у» 4- а)].

Относительно уравнения (2) и, в частности, связь с комбинаторной интегральной 

геометрией и 4-ой проблемой Гильберта читатель может найти в работах [1]-[8].

Результаты этой статьи дополняют работу, начатую в [1], по описанию метрик 

Римана-Гильберта (Теоремы 1 и 2). Выводится критерий, устанавливающий 

необходимые и достаточные условия для того, чтобы геодезические римановой 

метрики, определенной в Ж2, были прямыми линиями. В качестве примера 

применения полученного критерия, описаны метрики Римана-Гильберта в Ж2 

для так называемой радиально-нормальной функции ориентации.
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§2 . КРИТЕРИЙ
Изучение уравнения (2) в [1] привело, в частности, к следующим результатам.

Лемма 1. Функции ?»(^), » = 1,2,3,4, линейно независимы. Для <?5 и дв имеем 

линейные соотношения ,

9б(<р) = 4- сз92(<р) + с3д3(ч>) 4- с^д^), (4)

дв(<р) = ах91(¥>) + <1зд2(<р) 4- (13д3(<р) + (5)

где

(б2 — а2)(2а2 4-Ь2) .
сх = - ---------- 4=--------- -  яш а соз а,ао2

(Ь2-а2)(а2+2Р) .
Сз = -  --------- --------------- ЯП а соз а,

(Ь2 - а2)(Ь2 зша а - 2аа соз2 а)
- аЬ2

(Ь2 — а2) (2Ь2 зш2 а - а2 сов2 а)
*3՜ Ьа2

(Ь2 — а2) (—Ь2 сое2 а 4- 2а2 зш2 а)
02 “ аЬ2 ’

(Ь2 — а2)(-2Ь2 соз2 а + а2 зш2 а)
С4= Ьа2

да = —сх,

^4 = ֊СЗ-

(б)

Из леммы 1 следуют дифференциальные соотношения (см. [1]) :

да да да
“ “С15^ " ду ’

да да да
ду °2 дх ду’

дЬ да да
дх Сз дх 3 ду’

дЬ да да

(7)

Лемма 2. Линейную алгебраическую систему (7) можно преобразовать к виду

да _ . да 1. дЬ—кл— ■4- &—.дх ~ 'ду ду’
да _ да 1. дЬк1 — - ка—,ду ~ 'дх 2дх’

(8)

где
__ 2Ъ? + а2 , ЬР + 2а2 ...

1 “ ЗаСЬ2 - а2) ’ 2 “ ЗЬСЬ2 - а2)' { }

Следующая теорема дает необходимые условия на функцию ориентации а(т, у) 

метрики Римана-Гильберта.
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Теорема 1. Если плоская риманова метрика (1) гильбертова, то функция ори­

ентации а(х, у) необходимо гармоническая, т.е.

д2а д2а ֊ 
дх2 + ду2 (Ю)

и удовлетворяет следующему дополнительному уравнению :

сов 2а
.да да д2а 
дх ду ду2

+ вт2а
д2а 
дхду

= 0. (И)

Доказательство. Гармоничность а(х,у) была доказана в работе [1]. Докажем 

(11). Нетрудно убедиться в том, что любая гармоническая функция а(х,у) 

удовлетворяет тождеству

п д2а . п д2а
сов 2а-^-=- + вт 2а-- о + вт 2а 

ду2 дхду

1 д п да . да
= й ЙГ соз2а- —+вт2ог- —2ду ду дх

да\2 
дх )

да
ду.

п да да 4-2 сов 2а— - — = 
дх ду

1 д ‘ 
2дх

да . да
— сов 2а ■ — + вт 2а • -г— . 

дх ду

(12)

Поэтому из (10) следует, что (11) эквивалентно соотношению

1 д Г п да . да2вИ'“ ^+ оМ 1 д да да
5аг[-“։2»^+։т2“-%]

+ вт2а
да 
дх

2 _(да\2 
\ду)

да 
+ 2 сов 2а— 

дх
да 
ду

(13)
= 0.

Используя (6) и (7), получим

да
сов 2а ■ ֊х~ + вт2а 

ду
да _ аЬ 
^““з^-а2) (14)

и

да да аЬсов2а • -т— + вт2а ■ — = —- ----- —
дх ду — а3) (15)
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Следовательно

1 д п да , . „ За! 1 д „ да , . „ За]
2Эу ду дх] 2 аг дх ду

1 аЬ Эд^^а2) Эд^(д2) дЬ 5 * * * 9 (52)

5 / аЬ \ _ 62+а2 
дх уЬ2 — а2) - ЗСЬ2 - а2)2

Подставляя (17) и (18) в (16), после преобразований получим

4д3Ь3 9 (у) 9 (а2) 1

9(^2 — а3)2 дх дх зт 2а

Аналогично

6 Ь2 — а2 ду дх ду дх дх ду + дх ду

1_э_
+ 6 дх

1 д / аЪ \ 
вду \Р-а2) ‘

(16)

аЬ 
Ь2^2

Нетрудно проверить, что

д / аЬ \ 
ду \Ь2 — а2 )

Ы2 + а2 
ЗСЬ2 - а2)2 (17)

(18)

„ „ да да
+ 2сов2а— ■ д- = 

дх ду

Теорема доказана.

Возникает естественный вопрос : в какой мере уравнения (10) и (11) до­

статочны для существования метрики Римаиа—Гильберта с заданной футгкттией 

ориентации а(г, у). Ответ на этот вопрос дает следующее утверж-петтие

Теорема 2. Пусть а(х,у) удовлетворяет уравнениям (10) и (11). Если сущест­

вует решение д(г, у) и Ь(х, у) уравнения (7) такое, что

д(г,у) > Ъ(х,у) > О, (19)
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то тройка 

а(х,у), а(х,у), Ъ(х,у) (20)

определяет по формуле (1) метрику Римана-Гильберта.

Доказательство. Достаточно проверить, что всякая тройка (20), удовлетворяю­

щая уравнениям (7), (10), (11), удовлетворяет уравнению (2). Последнее является 

достаточным условием для того, чтобы (1) была метрикой Римана—Гильберта.

§3. ПРИМЕНЕНИЕ К КЛАССУ РАДИАЛЬНО-НОРМАЛЬНЫХ 

РИМАНОВЫХ МЕТРИК

Параметрический класс римановых метрик, к которым мы собираемся приме­

нить теорему 2, соответствует так называемому радиально-нормальному выбору 

функции ориентации а(х,у).

функция ориентации называется радиально-нормальной, если на любой при­

мой д, содержащей начало О, ориентация большой полуоси эллипса с центром 

Р е д, Р = (х,у) / О выбрана перпендикулярной к д. В этом случае

1/ X
cos а(®, у) = . sin а(х, у) = (21)

у/х2 + у2 у/х2 + у2

Отметим, что мы имеем а(х, у) в случае стереографической проекции полусферы 

х2 + у2 + (к — R)2 = R2, z < R из центра х = у = 0, z = R на плоскость 

я = 0. Однако каких-либо специальных условий на функции а(х,у) и Ъ(х,у) не 

требуется.

Имеем

да _ у да _ х 92ot _ 2ху 
дх х2 + у2’ ду х2 + у2’ дх2 (®2 + у2)2’

&а _ %ХУ д2а _ у2 - ж2 
ду2 (х2+у2)2’ дх ду (х2 4-у2)2' k 1

Следовательно, функция (21) гармонична в IR2 \ {О}.

Проверим, что (21) удовлетворяет дополнительному уравнению (11). Так как 
. х tana = -, то

У
(23) 

1 — tan2 а х2 — у2
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С другой стороны, tan 2а можно найти из (11) :

да да д2а
____________ дх ду ду2______ __ 2ху 

2/aa\2_2/aay_^a____ x2-j/2’ (24)
\ ду ) • \ дх ) дхду

т.е. подстановка значений из (22) приводит (24) к (23).

Остается проверить, что для функции (21) существуют неотрицательные 

решения системы (7). Используя (22) и соотношения

sin2 а — х2
X2 + J/2

сов2 а = У2 
х2 + у2

sin a cos а = ху 
х2+у2'

можем переписать систему (7) в виде

՛ да _ Ь2 — а2 х
дх а х2 + у2
да _Ъ? — а2 у
ду а х2 + у2
дЬ 2(Ь» - а2) • b х 
дх а2 х2 + у2
дЬ __ 2(Ь2 - а2) • Ь__ у_

• ду а2 х2 + у2’

(25)

Решения системы (25) - функции только от полярного радиуса г = у/х2 + у2, 

т.е. а(х,у) = а(г) и Ь(х,у) = Ь(г). Для доказательства этого рассмотрим 

полярные координаты (г, <р) точки (х,у) € Ш.2. Определим <р как угол между х— 

осью и сегментом (О, (х, у)), отсчитываемый против часовой стрелки и чатгитпем 

а(а:,։/) = а(г,<р). Имеем
5а _5а 5г 5а 5<р 
дх дг дх + др дх' 

5а _ 5а 5г да др 
ду дг ду + др ду՛

Умножая (26) на — sin р = —у/г, (27) - на cos р=-х/г и складывая, получим

да . да да дт
Si

5a Г dtp . д<р

(28)

Из (25)
да . да 

sm </? + — cos </? = 0.ох оу
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„ дт . дт . д<р ._2 д<р . 2 _____ да 1Поскольку = z/r, = у/г, — = -у/г2, = х/т , то получим ^7 = 0.

дЬ
Аналогично можно доказать, что -т— = 0. Покажем, что 

д<р

а(т) = су/Ь(т), (29)

где с / 0 - постоянная.

Умножая первое и второе уравнения на вш^, второе и четвертое на соя <р,

откуда следует (29).

Таким образом, общее решение системы (25) имеет вид

после сложения получим

f ga b2 - а2 1

< дт а г zqqx
дЬ _ 2(^ -a2)-b 1 V ’

дт а2 г

Из (30) имеем
1 дЬ 2 да
Ь дт՜ а дт'

.(»,» = <■(■■)-0 + е.^ + д • ь(«,«) = ВД = 1 + с.Д։+,։).
(31)

где С1 и с - постоянные.

Ясно, что для сх > 0 и с / 0 всегда а > Ь и а > О, Ь > 0, т.е. условия 

Теоремы 2 в этом случае удовлетворяются. Поэтому для С1 > 0 и с / 0 (31), 

действительно, определяет класс метрик Римана-Гильберта.

Замечание. Согласно хорошо известной теореме (см. [2 — 4]), каждой гильбер­

товой метрике соответствует мера в пространстве прямых на плоскости. Для 

метрик Римана-Гильберта, соответствующих (31), таковой является мера

V(i +с4 Qp2)3 Mdp' (32)

где р - расстояние прямой от начала О. Плотность не зависит от ориентации 0 

прямой, т.е. она изотропна.

Если с = 1 и С1 = то мы получаем изометрическую модель полусферы 

с радиусом R. Отметим, что мера (32) конечна и мера всего пространства
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2 7Гпрямых равна — (не зависит от с). Это 
ус?

соответствующей геометрии.

значение равно длине прямой в

ABSTRACT. The paper continues the work started by R.V. Ambartzumi- 
an and V.K. Oganian on parametric versions of Hilbert’s fourth problem, 
in the part referring to the description of Riemann—Hilbert metrics. A 
criterion is derived stating necessary and sufficient conditions that the 
geodesics of a Riemann metric defined in IR2 are the usual straight lines. 
In an example of application of the criterion, unique Hilbert metric in a 
class of Riemann metrics with isotropic orientation function is found.
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