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ԽՄԲԱԳՐԱԿԱ՛Ն ԿՈԼԵԳԻԱ

Գլխավոր խմբագիր Ռ. Վ ՀԱՍԲԱՐՁՈ ՒՍ՜ՅԱՆՆ. Հ. ԱՌԱՔԵԼՑԱՆ Ս.Ն. ՄԵՐԳԵԼՅԱՆԻ. Դ. ԶԱՍ ԼԱՎՍ ԿԻ Ա. Ր.ՆԵՐՍԵՍՅԱՆԱ. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ Ռ- Լ ՇԱՀՈԱՂՅԱՆգլխավոր խմբագրի տեղակալՊատասխանատու քարտուղար Մ- Ա. Հովհաննիսյան
Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿ՛ՆԵՐԻ

Խժբւսդրռւթյռւնը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապա- 
րակել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «.Մաթե

մատիկա՛» ամսագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպևտք է գերազանցի մեկ տպագրական մամու- 

/ր (այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էք), իսկ համառոտ հաղորդումների 
ծավալը ոչ ավելի քան 5~€ մեքենագրված էջ:

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրա
պարակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ:

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով:

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ* 
վել համապատասխան լեզվով:

3. Մեծատառ, լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու, գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծի
կով վերևում:

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում:

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, դրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, դրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման 
տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համա
րը, տարեթիվը և էջերը:

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համա
պատասխան տեղում:

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում:

7Հ Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես 
հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբա
նումով:

0. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը:

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը:
11. Հեղին ակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագ

րության հասցեն' Երևան, Մարշալ Օաղրամյանի պող., 24բ. Գիտությունների Ակաւլեմիայի 
Տեղեկադիր, սերիա «Մաթեմատիկա»!



ФУНКЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
СЕМЕЙСТВА ОПЕРАТОРОВ ДИРАКА

Т. Н. Арутюнян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 6, 1996

Вводится понятие функции собственных значений семейства операто
ров Дирака. Получены необходимые и достаточные условия принад
лежности функции этому классу.

§1 . ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим краевую задачу

1у= <В^- + Щх)\у = Ху, у=(У1), 0 < х < я АеС, (1.1) 
[ в J \ 1/2 у

У1(0)соз7 + у2(0)вш7 = 0, (1.2)

У1(тг) = О, (1.3)

для канонической (см. [1]) системы (1.1) дифференциальных уравнений Дирака, 

где В - 0 , П(х) - .

Если р и д - действительные и абсолютно суммируемые функции на [О,тг], 

т. е. р,д £ Дд1[0,?г], то дифференциальные операторы Д(П,7), порожденные 

в гильбертовом пространстве Д2(0,тг;С2) двухкомпонентных вектор-функций 

дифференциальным выражением I на области определения1

1 ЛС[0,7г] - множество абсолютно непрерывных функций на [0, тг]

^Ь(П.Т) = У = > Ук е АС7[О,тг], (1у)к е Д2[0,7г], к = 1,2;

У1(0) СО87 + у2(0) 8Ш7 = 0, У1(тг) = 0}, 
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самосопряженные при любых действительных 7. Известно ([1], [2]), что Е(Я, 7) 

имеет простой дискретный спектр однократных собственных значений АП(Я,7), 

п ё Ж, образующих неограниченную (и сверху и снизу) последовательность.

Имея целью дать корректную нумерацию собственных значений, рассмотрим

сначала оператор £(Я, ^). Пронумеруем
Л

собственные значения Ап(П,тг/2)

— Ап(тг/2) в порядке возрастания индекса п € Ж, причем через Ао(тг/2) обозначим 

наименее удаленное от нуля неположительное собственное значение оператора 

£(Я,тг/2). т.е.

... < А_2(7г/2) < А_1(тг/2) < Ао(тг/2) < 0 < АхСтг/г) < А2(тг/2) < .... (1.4)

Лемма 1.1. Если а Е (-тг/2,?г/2), то между Ап(тг/2) и Ап+х (тг/2) лежит ровно 

одно собственное значение оператора Ь(Я, а).

Это собственное значение мы обозначим через Ап(а), т.е. для а ё (-тг/2, тг/2)

А„(7г/2) < Ап(а) < Ап+1 (тг/2), п € Ж. (1.5)

Лемма 1.2. Если < а < 0 < то между Ап(тг/2) и Ап(а) лежит ровно 

одно собственное значение оператора 1/(Я,/3).

Это собственное значение пронумеруем номером п, т.е.

А„(тг/2) < А„(/3) < А„(а) < Ап+1(тг/2)։ п Е Ж. (1.6)

Неравенства (1.4) и (1.5) дают однозначную нумерацию собственных значений 

операторов Ь(Я,а) для всех а Е (—тг/2,1г/2].

Чтобы задать нумерацию собственных значений для всех действительных зна

чений параметра 7 из (1.2), поступим следующим образом. Произвольное дей

ствительное 7 представим в виде 7 = а - тгтп при некоторых а Е (—тг/2, тг/2] и 

тп ё Ж. Собственное значение Ап(7) определим следующим образом :

Ап(?) = Ап(а ֊ тгтп)=Ап+т(а). (1.7)

Формула (1.7) задает едиую нумерацию собственных значений для всех действи

тельных значений параметра 7 из краевого условия (1.2).
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Определение. Функцию, определенную для каждого действительного числа 

7 = а - ятп, а е (-тг/2, тг/2], пз € 22, по формуле

А(?) = -4« - ягт)=Ат(а),

где Ат(а), т С 22 - собственные значения оператора Д(П,а), пронумерованные 

согласно (1.4) — (1.5), будем называть функцией собственных значений (ФСЗ) 

семейства операторов Дирака {£(П, а): а Е (—я/2, тг/2]}.

Замечание. По существу, мы назвали ФСЗ собственное значение Ло(7), про

долженное с (—тг/2, тг/2] на всю действительную ось по формуле (1.7) (при п = 0).

Теорема 1. Пусть р,д € ^^[О.я]. Тогда ФСЗ А(-) семейства операторов 

Дирака {Д(П,О!),а € (—тг/2, тг/2]} обладает следующими свойствами :

1. Как функция действительного переменного она строго монотонно убы

вающая действительнозначная функция, определенная на всей оси. Существует 

точка ао € (-тг/2,тг/2] такая, что А(ао) = 0.

2. Для каждой действительной точки у существует некоторая комплексная 

окрестность У7, в которой определена однозначная аналитическая функция А(-), 

совпадающая с А(-) при действительных значениях аргумента.

3. Функция с(7)==А(7) + 7/7Г обладает свойством :

ОО 
с2(а — тгп)<оо для каждого а е (—тг/2,7г/2].

П=—ОО

4. Для любых а и 0 таких, что -тг/2 < а < /3 < тг/2 и любого п Е Ж

ЭА(7) _ А(а - кп) - АрЗ - кп) -р- А(уЗ - як) - А(а - тгп)
т=а—п ~ “ а) ~ А(а “7ГП)

Теорема 2. Пусть функция А(-) обладает свойствами 1) — 4) из теоремы 1. 
(р(х) с(х) \

д(2;) —р(т) ) С

элементами р, д € Ью,[0,тг] такая, что А(-) есть ФСЗ семейства операторов

Дирака {ЦП, а), а е (-тг/2, тг/2]}, т.е. для любого а € (-тг/2, тг/2] и любого 

п 6 22 значение А(а — тгп) есть собственное значение АП(П, а) оператора Д(П, а), 

пронумерованное согласно (1.4) — (1-5).
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§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Обозначим через <р(х, А, а) решение задачи Коши

{
1у = 
„(0) = (21)

4 ' \-CO87)

При каждом фиксированном х € [0,7г] компоненты <рх (ш, А, 7) и 932(х,А,7) есть 

целые функции двух комплексных переменных А и 7 ([3]). Через и(х, А) обозначим 

решение задачи Коши
’ 1у = Ау, 

< г у ( °\ 
ут = ( -1у •

Компоненты их (т, А) и ц2(х, А) есть целые функции А. Рассмотрим мероморфную 

по А функцию

„(Л) = "‘<°->>С“°;'^(°’А)—■ «б(֊ж/а,к/2). (2-2)
։. «2(0, А)

Нули функции т(А) есть собственные значения Ап(а), п € Ж оператора Д(Я, а), а 

полюса - собственные значения Ап(л/2) оператора Д(П, тг/2). Нетрудно показать, 

1ш{тп(А)}

что имеет место тождество

|и(а;, А)|2 с£е • соаа 
1«2(0,А)|2 ’ ’

откуда следует, что гп(А) есть “вещественная” (т.е. 1т{тп(А} = 0 при 1тА = 0) 

мероморфная функция, переводящая верхнюю полуплоскость в верхнюю. Для 

таких функций известна следующая (см. [5], стр. 388)

Теорема 2.0. Чтобы некоторая вещественная мероморфная функция тп(А) пе

реводила верхнюю полуплоскость в верхнюю, необходимо и достаточно, чтобы 

эта функция представлялась в виде

... А֊ао Л А\ / А\-1
- <23)

1.^0 
4 •

где с> 0 и

Ь* < а* < Ьк+1, к € 22, а_1<0<Ьх. (2.4)

В случае функции (2.2) а* = А*(а), Ь* = А*(тг/2) и поэтому, из теоремы 2.0, 

в частности, следует лемма 1.1. Кроме того, именно в принятой нами нумерации 

(1.4) и (1.5) верны представление (2.3) и неравенства (2.4).
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Рассмотрим также мероморфную функцию

и1(0,А)со8а + и2(0,А)8ша а ..
т(Х) = /п ----- Н՜;---- /л п ■ д. гДе - тг/2 < а < /3 < тг/2, (2.5)Ц1(0,А)соз/3 + и2(0,А)8т/3 ' 4 '

нули которой есть опять А„(а), а полюса - собственные значения Ап(/3), п € 22 

оператора Д(П,/3). Из тождества ([4])

тт _ /о* М*» А)|2 & • 8т(/3 - а) 
МтСА)} |И1(0> Х’)совр + „2(0։ Л) 81П0|2 •ЬпА

следует, что т(А) переводит верхнюю полуплоскость в верхнюю и, следователь

но, для нее имеют место представление (2.3) и неравенства (2.4), где а* = А*(а), 

Ьк = Хк^/З՝)- Отсюда следует лемма 1.2 и неравенства (1.6), из которых следу

ет, что (при нашей нумерации) каждое собственное значение Хп(-) есть строго 

монотонно убывающая функция на отрезке (—7г/2,тг/2].

Из определения Ф СЗ следует, что она есть строго монотонно убывающая 

функция на отрезках (тгт-тг/2, тгтп+7г/2], т £ Ж, покрывающих действительную 

ось. Докажем теперь, что определенная нами ФСЗ есть аналитическая функция 

на действительной оси. Для этого мы воспользуемся теоремой о неявной функции 

в следующей формулировке (см. [6], стр. 166) :

Теорема 2.1. ПустьХ £С, 7 €Си^(А,7): и —> С - аналитическая в некоторой 

окрестности и точки (Ар,7р) функция, причем

^(Ар,7о) , 
дХ Г

Тогда равенство Р(А,7) = К(Ао,7о) определяет единственным образом функцию 

X = А(7): V —> С, аналитическую в некоторой окрестности V точки 70 и такую, 

что при 7 е V (А(7),7) € V, А(7р) = Ар и ^(А(7),7) = ^(Ар,7р) при всех 7 б V.

В качестве Р(А,7) мы возьмем 7?(А,7) = у?1(тг, А, 7), которая является целой 

функцией двух комплексных переменных А и 7. Собственные значения оператора 

Д(П,7) есть нули (по А) функции ф1(тг, А, 7). Пусть 7р ֊ произвольное действи

тельное число, которое мы представим в виде 70 = ар — пт, где ар £ (тг/2,7г/2], 

т € 22, и пусть Ар = А(7р) = А(ар — тт) = Ат(ар) есть значение ФСЗ в 

7р. Тогда ф1(тг,Ар,7р) = ф1(’г,Ат(ар),ар - пт) = 0, ибо собственная функция
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<р(х, Ат(ао)>ао — тгт) удовлетворяет краевому условию (1.3). Докажем, что зна

чение производной в точке (Ао,7о) отлично от нуля. Для этого
дл

заметим, что для решения <р(х, Л, 7) задачи Коши (2.1) имеет место тождество

Э^2^я1Л’7^1(7Г’ А’7) “ Эу1(д’Л,7-^у>2(7Г,А,7) = [ [ф?(я, А,7) + ^(®, А,7)] с!х 
ил Ол JQ

(см., например, [1], стр. 81). Учитывая, что <р1(тг, А(7),7) = 0, получаем

=----- 1 Г де(а.։А(7)>7) +^(х>А(7),7)] <1х. (2.6)
9А ¥’2(1Г,А(7),7)/о

В силу самосопряженности операторов Д(П, 7) при действительных 7 компонен

ты <рг и фг собственных вектор-функций у>(г, А(7),7) можно считать действи

тельными, поэтому |^|2 = |<£>112 + |у>212 = <р1 + <Р2- Отсюда следует, что квадрат 

Д2-нормы
а(?)=/ 1Н®. А(7)>7)|2 ^х (2.7)

•1о
I * ’ ' /•• . ։

собственной функции <р(х, А (7), 7), который обычно называют нормировочной по- 

стоянкой, совпадает с интегралом в правой части формулы (2.6) и всегда отличен 

от нуля при 7 € И. Очевидно также, что ^2(к, А (7), 7) / 0, ибо иначе, из един

ственности решения задачи Коши последовало бы (поскольку ¥>1(тг, А(7),7) = 0), 

что <р(х, А (7), 7) = 0, а это противоречит тому, что <р(х, А(7),7) есть собственная 

функция.

Таким образом, согласно (2.6) значение производной отлич_
ол

но от нуля для любой действительной точки 7. Поэтому, согласно теореме 2.1 

существует комплексная окрестность V С С действительной точки 70, в кото

рой определена однозначная аналитическая функция А(7), 7 € V такая, что 

А(7о) = Ао и у>1(тг, А(7),7) = 0 для всех 7 6 V. Поскольку 70 - произвольное 

действительное число, то нами доказана аналитичность А(-) на всей действи

тельной оси. Точнее, существует некоторое открытое множество, содержащее 

действительную ось, где определена однозначнаня аналитическая функция А(-), 

совпадающая с определенной нами ФСЗ при действительных значениях аргу

мента.
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Из непрерывности ФСЗ следует, что при изменении 7 на [—7г/2,тг/2] 

эта функция принимает все значения от

А(—тг/2) = А(тг/2 - тг) = Ах (тг/2) > 0 до А(тг/2) = Ао(тг/2) < 0.

Следовательно, существует точка ао € (—тг/2, тг/2] такая, что А(а0) = 0. Таким 

образом, доказаны утверждения 1) и 2) теоремы 1.

Известно ([7], [8]), что если р,д € Дцх[0,7г], то для собственных значений опера

торов Ь(П, а) имеет место асимптотика :
ОО

Ап(а) = п - ֊ + Сп(а), с£(а) < оо (2.8)
п=—оо

для любого а € (—тг/2, тг/2]. В терминах ФСЗ эту асимптотику можно записать
*у

в виде А(7) = —-+0(7), где 0(7) - аналитическая в каждой действительной точке
7Г

функция (с(а — тт)=^Сп(а)), обладающая свойством

ОО

12 «£(«) < оо для любого а е (-тг/2, тг/2]. 
п=-оо

Для доказательства представления (1.8), во-первых, заметим, что для любых 

действительных 7 и /3 имеет место тождество

0А(7) 
$7

[Л(7) ֊ АО?)] ֊ (^•,А(7).7),ЧР(-, АСМ) = 8т(/3 -7), (2-9)

где (<р, V») означает скалярное произведение.

Разделив обе стороны (2.9) на 7 - (3 и устремив [3 -> 7, получаем 

^•М-,А(7),7)||а = -1, 

т.е. (см. (2.7))

= --7~х- (2-Ю)а(7)

С другой стороны, хорошо известно ([7], [4]) представление нормировочных 

постоянных Оп(а)=а(а - тгп) через два спектра :

1 Ап(Д)-Ап(а) А^)-Ап(а)
а„(а) ап(а-/3) Хк(а) ֊ Ап(а) 1 '

для любых (3 таких, что -тг/2 < а < (3 < тг/2. Из определения А(а - тгп) — Ап(а) 

ФСЗ и равенств (2.10) и (2.11) следует представление (1.8). Теорема 1 доказана.
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§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
Пусть а и О1 - произвольные точки из (—тг/2,я/2], —?г/2 < а < ат < тг/2. 

Рассмотрим последовательности

рк — А(а - як), ик = A(aj - як), к G 2Z.

Из строгой убываемости функции А(-) следует, что последовательности {м*}*еи 

и {p*}*G2Z перемежаются, т.е.

(3-1)

и имеют асимптотики (см. свойство 3) :
ОО

Шс = к-----+ с(а - як) = к------+ с*(а), У՜' с*(а) < оо,
7Г Я t=-oo

ОО

Vk = к- — + с(сц - як) = к - — + C*(ai), V c*(ai) < оо. 
я я ■е~~'

к=—оо

(3.2)

Известна следующая ([7], теорема 4.2, [8])

Теорема 3.1. Чтобы последовательности {д*}*егг и были спектрами
ЦС1,а) и Ь(?1,оч), соответственно, с матрицей П(г) = -р^х)^’ где

р,д € ^[О.тг], необходимо и достаточно, чтобы они перемежались и имели 

асимптотики (3.2).

Из этой теоремы следует, что существует матрица П1(х) с элементами р, д € 

6 Ь]а[0,7г] такая, что

А*(П1,сг) = рк и A*(fii,ai) = ик, A: G 2Z.

При этом (см. [7], теорема 2.1) величины Оп(П1,а), определенные равенствами

1 _ ^п ֊Мп тт Vk-pn
Ontfli, a) sin(a- - ах) Д* - Мп ’

Лг?&п

n E 2Z,

являются нормировочными постоянными оператора Ь(П1,а), т.е. квадратами 

норм собственных функций <р(х, pn,a), являющихся решениями задач Коши

5^+f2i(x)jj/ = MnV, 

У(0) = sina
- cos a
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Обозначим через {А*(тг/2)}*еи последовательность значений А*(тг/2)=А(тг/2 - 

■к к) функции А(-). Из свойства 1 следует, что эта последовательность будет 

удовлетворять неравенствам (1.4), а последовательность А*(а)^=А(а — тгк) - 

неравенствам (1.5) для любого а € (—тг/2, тг/2).

Если взять вместо оц любую другую точку а2 такую, что а < а2 < тг/2, то, 

совершенно аналогично, последовательности
• '. •

Ик = А (а - пк) и & = А(а2 - тгА;), к € 22

будут перемежаться (... < & < д* < &+х < Дь+х < ••■) и £к будут иметь 

асимптотику
, , а2 . .
£к = к-------- 1- сда2),тг

£ с*(а2)<00.

к=—со

Согласно упомянутой выше теореме 3.1 существует каноническая матрица П2(т) 

с элементами р, д 6 £щ_[0, тг] такая, что

Д* = А^Пг,«)» €* = А* (<22, ск2), к € 22.

При этом величины ап(П2,а), определяемые равенствами

1 _ €п ~ Дп тт & ~ Дп п е ж
Оп(П2,а) 8ш(а - а2) д* - д„’

являются нормировочными постоянными оператора Ц£1г,а). В силу свойства 4 

получаем, что Оп(П2,а) = Оп(П1,а), п Е 22. Таким образом, имеем

Ап(П1,а) = Ап(П2,а), ап^,а) = ап(П2,а), п 6 22.

Согласно теореме В. А. Марченко ([10], [11]) отсюда следует, что Пх(®) = Г22(х) 

почти всюду.

Ананлогичная ситуация будет иметь место для любой пары (а, ап) такой, 

что —тг/2 < а < ап < тг/2. Если выбрать последовательность ап сходящейся к 

а, то из вышеприведенных рассуждений следует, что существует единственная 

каноническая матрица П с элементами р, д е £^[0, тг] такая, что

А*(П, ап) = А(ап - тгА) 
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для любых к е 2Z, п = 1,2,3,.... Отсюда будет следовать, что ФСЗ семейства 

операторов Дирака {L(fl,a), а € (-тг/2,?г/2]} совпадает с функцией А(-) на 

сходящихся последовательностях ап — irk —> а — irk, к €22. Поскольку обе эти 

функции аналитические (свойство 2), то совпадают всюду, где они определены. 

Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The concept of an eigenvalue function of a family of Dirac 
operators is introduced. Necessary and sufficient conditions ensuring that 
a function belongs to this class are obtained.
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О ПОСТРОЕНИИ ЦЕЛЫХ И КВАЗИЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА, РАВНОМЕРНО УБЫВАЮЩИХВ УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ, I
Г. В. Бадалян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 31,№ 6, 1996
В настоящей работе рассматривается задача о наиболее быстром убывании целой функции в угловой области | argz| < а/2 для случая О < а < тг. В отличие от теоремы Н. У. Аракеляна не делается каких- либо утверждений относительно расположения нулей целых функций. Целью является выяснение вопроса о существенности условия р(г)г~’г^а J. О при г -> оо, а также вывод условий, при которых оставались бы в силе аналоги результатов Аракеляна для целых и квази- целых функций. Случай тг < а < 2тг рассматривается нами в другой работе того же названия, но с индексом II.

§1. ВВЕДЕНИЕИсследования целых функций со свойствами наибыстрейшего убывания в угловых областях были начаты М. В. Келдышем [1] (см. приведенную в [2] биб- лиографию). Исследование доведено до конца Н. У. Аракеляном, установившим следующий результат (см. [2], стр. 189).
I 7Г ՝ 7Г ]Теорема 1. Пусть 0 < а < 2тг, р = шах < —, - -------->, и пусть р(г), г > 1 -
( а 2л — а.)неотрицательная функция такая, что

р(г) т 4- 0 при г -> оо, r-(’/a+i)p(r)dr <к< 00. (1)

Тогда существует целая функция иа(г) порядка р и нормального типа, все нули
_ 11^“которой лежат вне угла | argz| < — и которая удовлетворяет неравенствам 

Л! ■ехр (-ф]’/“) < |wa(z)| < exp (-[Rez"7“ + p(|z|)]), | argz| < у, |z| > 1.



13 Г. В. БадалянУказанный порядок или тип нельзя понизить.По данному вопросу известна также теорема К. Н. Хачатряна [3] :
Теорема. Пусть 0 < а < 2тг, и пусть р(г), г > 1 - положительная неубывающая

функция такая, что
г (’А*4՜1) р(г) (1г < оо И Р = шп —:------ .г—>оо 1п Т (3)

Тогда существует целая функция ша(г) порядка р = тах ——-,р (и нор-
Як — а

мального типа в случае р < ———), удовлетворяющая в угле △ = | аг2я| <2тг — о 2
неравенствам

< 1“'а(г)| <ехр(-р(|я|)), М > 1. (4)
Указанный порядок (и тип в случае р < - -------- ) нельзя понизить.
Замечание 1. В случае тг < а < 2тг утверждения приведенных выше теорем сравнимы, чего нельзя сказать для 0 < а < к.В настоящей работе рассматриваются аналогичные задачи для случая 0 <
< а < я, но, в отличие от теоремы Аракеляна, без какого-либо утверждения ’ ’ д, • *относительно расположения нулей.Мы хотим выяснить существенность условия р(г)г_’г/а | 0 при г чоо в (1), а также вывести условия, при которых оставались бы в силе аналоги результатов Аракеляна для целых и квазицелых функций.Пусть задана последовательность чисел {А*}

00 1О = Ао < А1 < А2 < ..., Ап+1-Ап>А>0, п = 0,1,2,..., 5? V՜ = °°> (5)
и пусть /(ж) = £в*^ (6)

*=0- заданная функция, определенная на римановой поверхности логарифмической 
функции Ьпя.



О построении целых и квазицелых функций конечного ... 17Если радиус сходимости ряда (6) равен бесконечности, то его сумма /(я) будет называться квазицелой функцией. Для таких функций порядок и тип можно определить так же как это делается для целых функций, а имеено
Р = ^1лЫ-՞/»-' (7)

Как для целых, так и для квазицелых функций мы устанавливаем аналоги вышеуказанных теорем (без условия р(г) г՜’/“ ф 0 при г —> оо и какого-либо утверждения относительно расположения нулей) при условии, что плотность последовательности {Ап} не выше плотности {п}.Наши методы в корне отличнаются от методов [1] — [3] и основаны на изучении ненулевого решения уравнения Ватсона для угловой области, что позволяет нам представить искомые целые или квазицелые функции в явном виде.
§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ1. Мы будем использовать следующие теоремы А и В С. Мандельбройта (см. [5]), стр. 24 -29 и [6], стр. 14) :
Теорема А. Пусть {тп} - произвольная последовательность положительных чисел. Если существует функция® £ <7°° [0,1], удовлетворяющая условиям

|ф(п)(х)|<тп, ф(п)(0) = 0 (п = 0,1,2,...), (8)
то существует также функция ф(х), х е [0,1], удовлетворяющая условиям

Г 1)^(х)^0; 2)#е)>0; 3) ф(х) = - х);( 4) ^">(0) = ^(п)(1) = 0; 5) |^<п>(®)| < (8е)птп (п = 0,1,...). 1 '
Напомним (см. [6], стр. 12 - 15), что функция 4(4), 4 > 0 называется функцией 
следа последовательности {ап} относительно ш(4), если

вир(п4 - ап) = .4(4). п<ы (10)
Последовательность {ап}> удовлетворяющая условию (10), называется производящей последовательностью функции слада 4(4).

; а.1
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(И')

Теорема В. Среди всех производящих последовательностей функции следа A(t) 
есть такая последовательность {ап}, которая определяется равенством

On = sup [nt-A(t)], n = 0,1,2,... (11)
u>(t)>nи является наименьшей в том смысле, что последовательность {ап} является 

регуляризацией относительно w(t) для всякой производящей последовательности {ап} функции A(t).Примем w(t) = оо, t> 0, t = lnxЛ«)=Л(Ы1) = {^ ’̂ -„ = ln>n„,„ = 0,1,2.........W>1.
Тогда из (11) получим гп 1птпп = supfnlnr — 1пТ(г)], т.е. Шп = sup ■ ,

г>0 г>0 1 (г)где {шп} обладает свойством минимальности в смысле теоремы В. Из объединения теорем А и В следуетТеорема С. Из сходимости интеграла

г2

следует сущесвование функции 0 £ <р G <7°°[u, 1], 0 < u < 1, удовлетворяющей 
условиям

<p<n>(u) = ^n>(l) = O; |V(n)(®)| <cHnmn, xG [и, 1], п = 0,1,2,.... (13)
В самом деле, из сходимости интеграла (12) и теоремы В следует, что последовательность {mn} из (11') определяет неквазианалитический класс функций СцДи, 1], где 0 < u < 1, m = {mn}. Поэтому к функции <р(х) применима теорема А.Приведем теперь аналог теоремы С в терминах обобщенных производных типа введенных в [7].Пусть задана последовательность чисел

0о = 0 < 01 < 02 < .... (14)



О построении целых и квазицелых функций конечного ... 19По определению (см. [7]) обобщенными производными функции <р(х) являются
= <р(х)в, х > 0; (х)р = ,к = 1,2,.... (15)

Нам здесь понадобится более частный вид последовательности (14), а именно
0о =0 <01 <02 < ..., 0*+1 — 0* > Л > 0, 0 < 0П - сп < / < оо, (14')

где числа с>0и/>0не зависят от п.
Теорема 1. Пусть монотонно возрастающая функция Т(т) такая, что сходится 
интеграл (12). Тогда существует функция 0 € С00[и, 1], где 0 < и < 1, такая,что фИ(и)3 = фИ(1)^ = 0, п = 0,1,2,..., (16)

<р^(х)р < сп+1тп, же [г4,1], (17)
где функции (х)д,п = 0,1,2,... определены в (15), а последовательность {тп} 
определенав (11').

Замечание 2. Заметим (см. [6], стр. 10 - 14), что в (17) последовательность {тпп} может быть заменена на {т'}, где {т‘} - выпуклая регуляризация {тп}.
Доказательство теоремы 1. Для доказательства равенств (16) следует заметить, что для функции <р(х) из теоремы А имеем

Ня1(^ = ЕМ*)*>(>)(*)» (18)*=огде <р^(х) - обычные производные <р(х), аЬь(4), 4 € [и, 1], к = 0, п - ограниченные функции, не зависящие от <р(х).Для доказательства неравенств (17) представим функцию (р(х) из теоремы
С формулой Тейлора в левой окрестности точки х = 1. Будем иметь
¥>(*) = гтЛй Г*’(п+1)«(®-*)пЛ = « /\(п+1)(*)^ [Г(п + 1) Л /1 2тг» 11^=0« + ■(19)где контур С охватывает окрестности точек 0, —1, —2,..., —п.



20 Г. В. БадалянПутем последовательного обобщенного дифференцирования в (19) в смысле (15) получаем <р[п+11(®)/3 = Qn(x)^n+1\x')xn-p'^±± /1 Г аЛ (20)
■11 \2mJG 11и=ои +и) /где последовательность {Р„} определена в (11')> |Фп(з)| < Сое”, Со > О, С1 > 0 не зависят от п и х. Полагая £ - 1 = (,' и С = Сп = £п и ^п, где 1п = 1п(£ = 

= 5 + iy, -сп <у < сп), с > 1, <5 > 0, Ьп = Ьп(|С| = сп, Ие< > 5), получаем
^n+1R®)p|<c?+1mn+i, х€ [u,l],n = 0,l,2,..., (17')

где ci > 0 зависит от и (0 < и < 1) и не зависит от п и х
2. ФУНКЦИИ w(t,a) И w(t,/3)Рассмотрим последовательности чисел {a*}, {At} такие, что Д, > а„, 1/ = 1,2,... и О = а0 < ai < а2 < .... 5? ~ = °°> У2 “Т < °°> (21)

' av *—• а‘

0 = Ро<Р1<Р2< .... 52 = °0’ (22)Обозначим Ап=§^’ A“=S^՛ <23>
и положим до = lim exp (An - An‘) = lim <rn < co. (24)

n—>oo n—>ooОпределим функции w(t, a) : 
w(t,a)= lim wn(t,a), (25)

n—>oo 
o ! fa+ioo t-( м

Ct^S)՝ ։>0’<r>0’ (26>где efc,n(C> a) = П I 1 + exp (֊C/av), a = {av}. (27)
v—k ' 'Теорема 2. Пусть {a„} и {Д,} удовлетворяют условиям (21) и (22). Тогда спряв^цлино представление 

о Га° о t
w(t,a)= w(—,p)dg(to), (28) 
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где функции g(t0) монотонно возрастает в [0, сто] и

ff(ao)-5(O) = yo<r"p = l.

Теорема 2 вытекает из следующих трех лемм.
Лемма 2.1. В условиях теоремы 2 справедливо равенство

Ч.М = / Gn(to,a,/?) ( ֊,/3
vtexp(—Ап-1) VO / ‘0

— Ап Ап+1> (29)
где t € (0, ехр (Ап)) и

G„(t0,O!,/?) = ֊ rff+ioo

Ja—ioo
<o dz, ст > 0. (30)

Доказательство. Воспользуемся следующим равенством (см. [8], стр. 62) :
w„(-,a) = [ Gn(—0<t<u 

U Jt U to ‘0
(31)

где
t 1 r+i“ (t/u)-c 
u'a}~ cn^i(i + W

G„(£,a։j0) = :Xid+^)
Положим u = exp (An), 0 < t < u и обозначим

wn(t exp (-An), a) = wn(t,a) 1 ra+ioo

^iJa-ioo <el n«,a)’

где ei,n(C>a) = П (! + </«v) exp (-</av).

(32)
(33)
(34)
(35)

После замены переменной to = to exp (А^֊1) из (31) получим„ /-expa„ 0 о / t '^„(t,a) = / Gn(*o,a,)9)wn_i ->/3
Jt exp(—An-i) \&0

dto
V (31')

где Gn(t0,a,fi) определена в (30), а стп = exp (An - A^.j).Этим, равенство (31') согласно (34) и (35) превращается в равенство (29) леммы 2.1, и доказательство завершено.



22 Г. В. БадалянЛемма 2.2. В условиях теоремы 2 функция gn(t), где

° dtr\to
монотонно возрастает на [0,ао]> притом

9n(°'o) ֊ 9n(0+) = 1, <г'о>°о, <?о= Ит an = lim exp (Ап - А;_х). (36)п—>оо п—>оо

Доказательство. То, что р(£о) монотонно возрастает, следует из условия а„ < 
< /3„ и Сп(1;0,а,/3) > 0 (см. [8], стр. 82). Далее, при <5 € (0, ст0) и и > 0 имеем

ra'o dtn 1
——7----- г-------------------------- az =

—z

1 Г+<0оё1։П_1(я,Д)<5֊« — 77 7 / о / \ az ]2^/a-ioo е11П(я,а) zтак как
о га0\-*r,._ J_ r+to*x,n-x(*,fl(^)-* 1 Г+<°° ех,п_х(г,Д)27rt/ff_joo ё1>п(я,а) -z e1>n(z,a) -z

nei,n(«,a) = Ц(1+ */<։„),
где ctq > hq > an = exp (An — A„_x), и контур интегрирования можно замкнуть в правой полуплоскости, где подынтегральная функция не имеет особенностей и поэтому Л1(<7о) = J„(a0) = о, при O-Q > Но-
Легко проверить, что для -ах < к < О

„ n ex։„_i(Z,^) 5֊* ։ 1Jn(<5) = Resz=o-r—----- г--------+ —e,„(z,a) z 2m
(K+i°° б՜*
K-ioo ёх>п(я,а) z1 fK+i0° е1.п-1(^^) U_dz = 1 + о((У-я) = J + o(JH) 5^0 + .

(37')Следовательно, lim <7n(£) = 1- Лемма 2.2 доказана. d-»0



О построении палых и квазицелых функций конечного ... 23Лемма 2.3. Последовательность {un(t,ß}} равномерно сходится к функции

w(t,ß) = lim wn(t,0), t€[0,oo),_ 1 „1если только > , — = оо, > . < оо.
Ру РуДоказательство. Достаточно заметить, что а։п(0,Д) = ш(0, Д) = 1, а при 4 > О и 0 < А < оо имеем

1 1 
ё1,п(С/3) + eliOO(Cj9)

1 181, n(Gß) + e1։00(GÄ

|in(t,0-w(*,0|<^
еп+1,оо(^։^)

t~<dC

Из последнего неравенства следует утверждение леммы.
Доказательство теоремы 2 вытекает из лемм 2.1 — 2.3 •
3. УСЛОВИЯ КВАЗИЦЕЛОСТИ ФУНКЦИИ ш(х,а)В работе [9] (стр. 1198 — 1200) доказано, что для последовательности {ап}

О < Oi < o-г < ..., вп+1 - an > h > 0, ап < сп, (37")
функция (26) квазицелая и имеет представлениеш(г,а) = ^апт“’, ап = —^—֊ f] (i ֊ ^), Г(ап,а) = 12Г(ап,а) «i <е1|ОО«,а)(25')Порядок р этой функции конечен, если толькот— 1пап lim--------- =- < оо.

П-ЮО y,n 

*/=1 а„Для точного определения порядка р требуется некоторое усиление теоремы 2(И) :
Теорема 3. Для функции

Г(®, а) = — ------г, х > О®8i>0O(x,a)
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справедливы неравенства

ехр I х —— Ci х I < хГ(х,а) < exp I х У^ — + Czx I, (38)
\ av<x av ) \ а„<х av J

где числа Ci и Cz не зависят от х.Доказательство. Второе неравенство в (38) вытекает из оценок (см. [9], доказательство теоремы 2) х /А Гх tdt \О < ։Г(х,а) = ехр (£/о вД( + л j <

<«pf։ £֊+х» £ < exp (. £ ֊ + <*Л
\ a„<x a„>x v J \ or„<x )Для доказательства первого заметим, что

где п(г) - числовая функция последовательности {а„}. Согласно (37') имеем п(х) = О(х), х -> оо и

п (Вг±Ч) < п (1й±а) < ехр «7, х), С. > 0. 
. \ OtlJ ) - \ U J|Л=1 V и z i/=i ՝ 7Следовательно гГ(т,а) > ехр I х У^ —— Cix |. \ а„<х av )Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Порядок р квазицелой функции (26) определяется как-Р— 1пап -р— InOr,
р = lim-------------- — = _lim---------- у-

Доказательство. Имеем 1па,
? n^+ooln Idnl՜1/«» ’
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где ап определены в (25')- Так как П£,,=1(1-ф=о(г(ап,а)), то получаем֊Р— In On -р— In апр n-+ooln Idnl՜1/“" n-+°° 1/а/Замечание 3. В случае конечного р тип функции (25') также окажется конечным, и его значение может быть точно определено только при достаточной регулярности последовательности а = {а,,}. Например, функция (25') будет нормального типа, если 0 < пр' — ап < 1, п = 1,2, ...,р' > 1.§3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Теорема 4. Пусть р > 1 (р = > 1), и пусть для монотонно возрастающей

функции Т.(г), г > 0 сходится интеграл

(40)
Тогда для любых р' > р и последовательности чисел {□։„}, где

0<O!n<p'n, пр'-а'п<1, п = 1,2,«о = 0, (41)
существует целая (если а'п - целые числа) или квазицелая (если «„ - произволь

ные числа) функция
ОО0 /(я) = ао + 52 апя“"

порядка р и нормального типа, удовлетворяющая условиюexp (-Со Rezp) кI/Wl- т.(ил.) ■
где числа {ап} определяются в явном виде / 00 / 1 i \ \

Со = С((т0), сто = ехр ( 52 ( 1 I < оо.
Доказательство. Обозначим

Т(г')=Т.(г).
Так как InT(r') 1

-^dT--p
1пТ(г) 
Т^+рМр

r(i-p)/p dr

(42)
(43)
(44)

(45)
^r^dr, 
р J



26 Г. В. Бадалянто из (40) следует сходимость интеграла̂
Idr.

Обозначим
тп = sup =т-т (Г (г) = sup —-, гг>0 7\г) п>0Из сходимости интеграла (40') следует сходимость ряда

_гп, 
2-/ тс 
п>0 п

(40')
(46)
(47)

где (т'} - выпуклая регуляризация определенной в (46) последовательности {тп}. Составим теперь функцию у1 оЛ(я)= / ш(Ж, а') <р(г) Л, (48)
•/игде последовательность а' = {<*'„} удовлетворяет условиям (41), функция <р(1) согласно (47) - условиям теоремы 1. Докажем, что при удобно подобранной постоянной С > 0 функция /1(С7г) удовлетворяет всем требованиям теоремы 4. Нам следует доказать, что1) - целая или квазицелая функция порядка р' > р и нормальноготипа.2) Л(С'я) удовлетворяет неравенству (43).Согласно следствию 1 и (41) для функции а'), определенной в (26), имеем—— 1п< -р— 1п(р'п) + О(1) р Inn ,

Ри = Ьт =п—֊֊ = hm----------- ч------------- = Inn —— = p.n->00Z,1/=i V“!/ "-»ooj-n J_ + Oh) ,wooL1=i1/1' p! v \ J

Это означает, что (см. [9]) функция
.a+i°o

г—»ОО С ,оо (£> £*')

ОО (49)
п=0где а! = {a'v}, определена в (41) и

—еОп =

\ -1 
a'u) I (50)



О построении целых и квазицелых функций конечного ... 27- целая или квазицелая функция порядка р' и нормального типа ст, который определяется из равенства
(сгер')1у,р* = Нт &'пР‘ |ап|1?'“՛*-

Очевидно, что теми же свойствами обладает функция
ООЛ (г) = Со + 52 с*к“*, (48')

к=1где /•1 у֊1
Со = / ф(4) Л, С* = а* / <“* ф(4) <Й, к = 1,2,...,

•/иа числа {а*} определены в (50). Этим доказано утверждение 1).Для доказательства 2) проинтегрируем по частям интеграл (48) п раз, при этом каждый раз будем создавать обобщенные производные функции <р({) относительно последовательности {/Зп = пр'} в смысле (15).Полагая /Зп - 0п-х — 1 = р'-1ия = Дек > 0, будем иметь
Л(г) = / ^(к*, а') 4"'-1 ֊— сП =

1ш(4т, а') тр 1 <1т ^(яЗ.аЭфМ^А, (51)
где

•ОО

ш՝ Лоткуда согласно теореме 1 получаем
(52)

.1

и
(51')

Повторяя этот процесс п раз, получим 
аЯ п\г, 4, а')ф^(4)дЛ, (51")

где
оД п\г,։,а') = (-1)” / 1<1тп Ртп-!... I ы(гт,а')т( 1 Рту.

■1тп J Т2 (52')



28 Г. В. БадалянЕсли теперь в теореме 2 примем 0 < ап = а'п < /Зп = р'п, (Зп — ос'п < 1> 
п = 0,1,2,то будем иметь

/*^о / 2^7՜ \
ш(гт,а') = / ь>(— ,0] ^р(<о), (28')/о \ *о /где

(°° / 1 1 \\У2 ( -г - д- ) ] < °°> ^о°9 = ff(ffo) - Р(О =) = 1.
Согласно равенству (28')

/•<70 / » \
uJ-n\z,t,a') = uJ-nU-,t,ß ] dg(to). (53)

Jo \*o /С другой стороны (см. [10], стр. 511-512)
, ra+too j-C t

^x,ß) = ы I -------------- 7-------- --------------- 7~c'\ = exp("^ e2mJ^ CnXxfl-b^jexpf-^-)
где Се — постоянная Эйлера. Это значит, что для любого р' > р

{-^с’Ут = 7с.!, 'M41՛''))
ехр (-С'Х)

7сеПоэтому из (53) уже для комплексных z из области | argz| < и t е [u, 1] будем 2риметь
J-"։(K,t,a') = е^п("пУ/‘Г°ехр(- *onp'^(to). (53')7ГЯсно, что (53') остается в силе и тогда, когда | argz| < —, и поэтому получаем 2рнеравенство РП ( ( t \ Р'а')| < j֊ ехр (ехр (-C7«) J Rezp ], (53")

где С, = ec°ffQ , | argz| < р' > р > 1.Возвращаясь к (51"), согласно (53") получаем1/1 Ml < I lv[nl(*)ßl ехр ехр (—Се) (^) Rei/) dt << ^*|Х՞ ехр f- ехр (-Се) (^) Bez“' ,
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7Гесли только I argzl < —где постоянная С. > 0 не зависит от п и z. ~ 2p'Далее, согласно теореме 1 получаем|/i(z)|<^^exp(֊C1Rez'’'),

/ и \ р‘ ,где | argz| < —, \z\ > 1, Ci = exp (-Се) I — ) , С. = ес‘ад .
Zp \0"о JЗначит для /(z) = z) имеем■ Г ՝|/(z)| = \h(C71/p' z)| < exp (-Ci С.֊1 W),

где | argz| < \z\ > 1, Ci = exp (-Се)ст^₽ up', C, = ec‘ag .
‘■PТак как последние неравенства имеют место для всех п = 0,1,2,то они остаются в силе и при• г тп ( ИГ*\ 1пх> " (jup “ЙГ) ~ Т(|«К) ՛

Поэтому exp f-C'Rez^՝)№)|- т.(|»И>) ■ |ate'ls2?где С > 0 - постоянная, не зависящая от г. Теорема 4 доказана.Замечание 4. Для р = — > 1 теоремой 4 устанавливается связь между раство- аром угла, где целая или квазицелая функция убывает с наибольшей быстротой, и характером лакунарности его разложения в виде ряда (42).Замечание 5. Условие (40) теоремы 4 не подлежит улучшению, потому что из
7Грешения проблемы Ватсона для угловой области | argz| < — (здесь а = тг/р < тг) 2рследует, что функция /(z), удовлетворяющая условиям

в

- T.(|z|)’ z zp

dr = 1) ln[T»(r)] dr = oo
равняется нулю тождественно.
ABSTRACT. The present paper considers the problem of maximal rate of decrease of an entire function in an angular domain |argz| < a/2 



30 Г. В. Бадалянfor the case 0 < a < rr. In contrast to N. U. Arakelian’s theorem, no a priori assumption concerning positions of zeros of entire functions is done. The purpose is to clarify whether the condition p(r)r_,r/“ J. 0 as 
r -> oo is essential and to derive conditions under which analogs of Arakelian’s results remain valid for entire and quasi-entire functions. The case it < a < 2n will be considered in the second paper under the same title.
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ТЕОРЕМА ФАТУ ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХАНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
С. А. Григорян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 31, № 6, 1996
В статье рассматриваются классы обобщенных аналитических функций такие, как пространства Харди, определенные в терминах рядов Фурье (пространства Харди-Хельсона-Лауденслагера НЬР) и пространства Харди, связанные с аналитическими почти периодическими функциями (пространства Харди-Бора НВР). Целью является распространение теоремы Фату о радиальных пределах на перечисленные выше пространства, а также на классы обобщенных гармонических функций (пространства Безиковича Вр и пространства типа Степанова 8р).

§0. ВВЕДЕНИЕКак известно, пространство Харди в единичном круге можно определить двумя способами. Первый : те функции из £р на единичной окружности, у которых отрицательные коэффициенты Фурье равны нулю, и второй : те аналитические функции в единичном круге, сужения которых на окружности (с центром в начале координат) равностепенно ограничены в £р-норме. При переходе к обобщенным аналитическим функциям эти два определения приводят к разным не эквивалентным классам (см. [1] - [12]). Пространства Харди, определенные в терминах рядов Фурье, были исследованы в известных работах Г. Хельсона и Д. Лауденслагера [2], [3]. В дальнейшем такие пространства будем называть пространствами Харди-Хельсона-Лауденслагера (НЕР). Второе определение приводит к пространствам Харди, связанным с аналитическими почти периодическими функциями, т.е. к пространствам Харди-Бора (НВР).Аналогичная ситуация возникает и при переходе к гармоническим функци



32 С. А. Григоряням. И тут возникают два класса обобщенных гармонических функций.Это про- странства Безиковича (Вр) и пространства типа Степанова (8Р). Данная статья в основном посвящена распространению теоремы Фату о радиальных пределах на перечисленные выше пространства. В первых трех параграфах исследуются радиальные пределы пространств НВ₽ и8₽,р> 1, Предлагаемый здесь подход позволяет дать законченный результат о структуре пространств функций, порожденных этими пределами (см. [4], [5]). Отмечается, что пространства НВР и 8Р также являются банаховыми алгебрами относительно произведения Адамара. Полное описание идеалов этих алгебр дается в §4. В §5 исследуются пространства НЬР и Вр и для этих пространсв доказывается аналог теоремы Фату.§1. ОБОБЩЕННЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИПусть б - компактная абелева группа, тлО- группа ее характеров. Предположим, б изоморфна аддитивной подгруппе Г группы вещественных чисел 1Н.. Для а € Г пусть € б - соответствующий характер. Каждую функцию / € 6 Г1 (б, <&г), где а - нормированная мера Хаара группы б, можно представить в виде формального ряда Фурье
аёГс коэффициентами Фурье

= [ /Х~а =< />Х~а & > ■ 
•)оМножество тех а € Г, для которых с£ / О, называется спектром функции / (8р/).Пусть С(б) - банахова алгебра всех непрерывных функций на б с нормой Н/Ноо = аир^ |/|. Обозначим через А подалгебру тех функций из б(б), спектр которых содержится в Г+ = {а € Г : а > 0}. Тогда А - максимальная алгебра Дирихле, и ее пространство максимальных идеалов есть комакт А, полученный из декартова произведения б х [0,1] путем отождествления в точку слоя б х {О}. В дальнейшем О будет обозначать эту точку. Множество А - полугруппа с единицей а<г 1 («о - единица группы б) и нулем О. Произведение элементов £ = агиг? = /ЗризД есть £г) = (а/3)(гр). Группу С можно отождествлять с множеством б х {1}, а отрезок (0,1] - с {ао} х (0,1].



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 33Везде в дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что Г не изоморфна группе целых чисел 7., так как в противном случае круг вопросов, рассматриваемых в данной работе, хорошо известен.Обозначим через С(А°), где А0 = А \ С, пространство всех непрерывных функций на Д°. Для г > 1 отображение / -> /г, = /(огр) задает гомоморфизм на С^Д0). Сужение этого гомоморфизма на преобразование Гельфанда 
А алгебры А порождает инъективный гомоморфизм на А.

Определение 1.1. Функция / € С'(А°) называется обобщенной аналитической функцией, если /г € А для всех г < 1.
Пространство всех обобщенных аналитических функций будем обозначать через У(Д°).Для £ 6 Д° пусть гп^ - представляющая мера этой точки для алгебры А. Так как 
А - алгебра Дирихле, то - единственная представляющая мера точки В [1] показано, что свертка * тпп совпадает с мерой т^, т.е. для любой функции / е С((7) /7 /(а^йт^а)^^) = 7/(а)йт€л(а). (1.1)

-МвхС ./оОпределение 1.2. Функция / £ С(А°) называется обобщенной аналитической функцией или просто гармонической, если для любых 0 < п < г2 < 1 выполняется равенство
/н (а) = 7 (а/?) ЛтПгМ = * тг) (а), (1.2)

где тт = таог, г = п/г2.Каждый характер у“ группы О можно непрерывно расширить до гармонической функции у>°, полагая ^(ог)=Ха(а)г1°։. (1.3)
В дальнейшем конечные комбинации ^Сп<ра" будем называть обобщенными гармоническими полиномами.Пусть 5(Д°) - пространство обобщенных гармонических функций. Очевидно, У(Д°) с 5(Д°).



34 С. А. ГригорянЛемма 1.1. Пусть f € 5(Д°). Если 0 < п < г2 < 1, тоsup|/n(a)| < зир|/Г2(а)|.
G GДоказательство. Полагая г = гх/г2, из (1.2) имеемsup |/Г1 (ос)| < [ sup |/rj(afi)I dmr(0) < sup |A2 (a)I 

G Jo a G

(mr - вероятностная мера) •Воспользовавшись равенством (1.2), нетрудно проверить, что S(A°) = Sir(A0)+ 4-։Sjr.(A°), где Sjr(A°) - пространство всех вещественных гармонических функ
ций.Пусть Сг(Д) - пространство всех непрерывных функций на А, гармонических в А0.Лемма 1.2. Сужение Сг(Д) на G есть C(G).Доказательство. Пусть Р - семейство всех гармонических полиномов. Очевидно, Р С Сг(Д) и для всех р е Р справедливо supG |р| = вирд |р| (лемма 1.1). Из непрерывности (1.2) в зирд-норме следует, что замыкание Р в вирд-норме содержится в Сг(Д). Сужение Р на G плотно в C'(G), следовательно, Сг(Д)|д = C(G>Функцию f € С(Д°) можно разложить на GT = G х {г} в рядА (а) ~ ^2 o'(г) х“ (а) г1“1, аег где fr(a) = /(аг), a коэффициенты с£(г) = "èï՜ [ fr(a)x~a{o)da(a), г՛“՛ Jgвообще говоря, не зависят от г.Отметим, что с£(г) - непрерывная функция на г.Лемма 1.3. Функция / € С(Д°) гармоническая тогда и только тогда, когда для 
всех а € Г коэффициенты с£(т) не зависят от г.Доказательство. Пусть / € 5(Д°). Для 0 < Гх < г2 < 1 и г = гх/г2 имеем с£(п) = ֊^| [ ( [ fnW) dmr(J3)\ х-о(а)Лт(а) =

'JG \J G /= 4r [ ([ dmrOS) = ci(r3) f /֊(/3) dmr(0).г“1 J G \Jg J \rlJ J G



Теорема Фату для обобщенных аналитических фу 35Так как последний интеграл равен значению функции <ра в точке аог, т.е. числу (г1/г2)1“1, то СаСп) = са(г։) — °а- Обратно, пусть f € С7(Д°) - такая функция, что с{ не зависит от г для всех а € Г. Зафиксируем р < 1, и пусть д = fp. Тогда 
д € <?(△) и с® = для всех а € Г. По лемме 1.2 найдется такая функция 
h g Сг(Д), что д = h на G. Отсюда с£ = с® для всех а € Г. Следовательно, в силу единственности ряда Фурье, h = д, т.е. д 6 5(Д°). Поэтому для любых О < и < т2 < 1 справедливо

frl(ap)= fr3(.a0p)dmr{0), г=гг/г2.
JgУстремляя р -> 1, получим f g 5(Д°) •
ООПусть теперь р = е՜1 (е = 1/п!). Обозначим через 5₽(Д°), р < оо семействоп=0тех функций f € 5(Д°), для которых

О Г \ 1^р
\fr(a0)\p dmp(0')j <оо. (1.4)

G /Если р = оо, то5°°(Д0) = |/g 5(Д°): 11/Цоо = sup |/(0| < оо I. (1.5)( «ед° JОтметим, что 5₽(Д°) = ^1(Д0)+15р1(Д0),
где SflJA0) - пространство вещестсвенных функций из 5₽(Д°).Лемма 1.4. Если 0<Г1<Г2<1и/€ 5(Д°), то при р > 1 выполняетя неравенство sup [ |/n(a0)|pdrnp(a) < sup [ \fr,(a0)\p dmp(a\ 

PegJg PzgJgДоказательство. Пусть г = ri/rj. Воспользовавшись неравенством Гёльдера итеоремой Фубини, имеем
psup / l/n(a0)|p dmp(a) = sup /

Pegjg Peg J о

C p/ /ra (a 0 7) dmr (7) dmp (a) < 
Jg<sup// l/rj(a07)I” dmp(a)dmT(7) < sup / \fr,(a0')\pdmp(a).

PegJJgxG PsgJgПриведем три утверждения, которыми мы будем пользоваться в дальнейшем.



36 С. А. ГригорянТеорема 1.1 (см. [6]). 5Р(Д°) - банахово пространство в норме || • ||р.

Обозначим НВР(Д°) = 5Р(Д°) ПУ(Д°). Пусть ЛГ(б) - пространство всех регулярных борелевских мер на группе б.Теорема 1.2 ([4]). Пусть } € 5Р(Д°), 1 < р < оо или / е НВР(Д°). Тогда

а) предел /*(а) = 1нп /г(а) существует по мере тп^ для всех £ € Д° ;
б) Г(а)еП€едоГр(С։^);
в) если 1 < р < оо, то для всех £ € Д°

||/г||£я(О,<*т{) ֊> НГ||Г»(О,Л»։) ПР» Т ֊> 1;• :Н
г) при г -> 1

||/г||£~(С,Лп։) Н/*11г~(С,<։т։);

д) если р = 1, то последовательность мер /гтр сходится при г —> 1 в слабой* 
топологии к некоторой мере р € М(б) и ||р||оо = Ктг-ц И/гПггНоо» где II ’ Ноо - норма в М(б).
Замыкание Сг(Д) в норме пространства 5Р(Д°) будем обозначать через бгр(Д).
Теорема 1.3 ([12]). Для всех 1 < р < оо бр(Д°) - замкнутое собственное 
подпрпространство пространства 3Р(А°).В дальнейшем пространство функций {/* = 1нп /г: / 6 5Р(Д°)} будем обозначать через Зр, а пространство {/* = Кт /г: / € бр(Д°)} - через бгр.

Непосредственным следствием теорем 1.2 и 1.3 является
Теорема 1.4. а) Сгр С Зр, 1 < р < оо ;
б) если 1 < р < оо, то Зр и Ср - банаховы пространства в норме

/Г Х1/Р|1Лр = зир / |Г09а)|₽^р(а) = ||/||р.
рее /

§2. ПРОСТРАНСТВА 5р, 1 < р < ооПусть £Р(С, Агпр) - пространство всех функций, интегрируемых в £р-норме по мере тпр (р = е՜1). Обозначим через £^(б), 1 < р < оо, семейство всех 



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 37тех измеримых функций, которые удовлетворяют следующему условию : для / 6 £РА(С) и д € £’(б,<йпр), д = функция
/’(/?)= //(/?«) 5(а)«ЙПр(а) (2.1)

Звнепрерывна на С.Теорема 2.1. СрА{0) - банахово пространство в норме 
( г \1/рН/11р=|зир/ |/(/За)|рЙ7Пр(а) ] . (2.2)
\I3ggJg )

Доказательство. Пусть / 6 £д(б). Покажем, что ||/||р < оо. Из (2.1) следует, что семейство непрерывных линейных функционалов, Ер, (3 е б, определенных на £’(б, сйпр) формулой
'4 ֊1

*№)= [ /(/За)д(а)<1тр(а}, 
Заудовлетворяет неравенству

1^(5)|<б = 8ир|г|. 
вПрименяя теорему Банаха-Штейнгаузена к семейству функционалов Ер, /3 € б, получим вир ||^Н; < оо, (2.3)где ||^||; - норма функционала Ер в пространстве, сопряженном к ЬЧ(С, <1тр). 

И поскольку
™’=(/с1/(^а)1^ТПр(а))1₽>

из (2.3) следует, что ||/||р < оо.Покажем теперь, что полно в норме (2.1). Пусть {/п} - последовательность Коши функций из £д(б). Тогда при каждом фиксированном /3 € б семейство {/п(/3а)} будет последовательностью Коши в пространстве £р(б, <3гпр). Пусть /о(/? о) ~ предел этой последовательности. Из (2.1) следует, что для любого 
д € £’(б, £Йпр) последовательность - ՛ ■ ■ •/®(/3) = [ }п(0а}д{а}<1тр(а)

За



38 С. А. Григорянфундаментальна в С(б). Поэтому функция
/о(0)= [ к(0а)д(а^тр(а)

непрерывна на С. Отсюда /о 03) 6 £д(б) •
Для 4 € ГО определим (а) = е*°‘ € С, а е Г. Хорошо известно, что отображение 4 —> оц порождает плотное вложение вещественной оси ГО. в группу С. Это вложение отображает меру Пуассона

-“5---- 7Г---- У > 0 (2.4)7Г V2 + (*0 - *)2
в меру , где £ = а4о е~у. В частности, меру тр можно отождествить с мерой 1 Л— ------ ;• и, следовательнотг 1 + 42 £?(С,Лпр) = £’(л1,г֊1). (2.5)
Пусть К$(а) - производная Радона-Никодима меры т^, где £ = а1е~у относительно меры тр. Так как эти меры взаимно абсолютно непрерывны, то 

тр.Обознчим через £ линейное многообразие, порожденное функциями К?, 
£ = а։ е~у, 4 € ГО, у > 0.
Лемма 2.1. £ плотно в банаховом пространстве £’((?,<1тр).

Доказательство. Пусть / € £р(С,<4тр) - такая функция, что
/ /дЛтр = 0

для всех д € £. Отсюда в силу (2.4) и (2.5) для всех у > 0 и 4о £ ГО. справедливо
1 Г у& _ _*/ж/( У2 + (*о֊02

Так как интеграл Пуассона от ненулевой функции не обращается в нуль, то / = 0. Пространство, сопряженное к £’ есть £р. Поэтому по теореме о биполярах £ плотно в £’ •



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 39Лемма 2.2. Функцию € £д(б) можно расширить до функции } € 5Р(Д°) так, что /*(а) = 1пп /г(а) для почти всех а € б по мерам т4, £ е Д°.
Доказательство. Поскольку тт = Кртри Кр е £ч(С,<1тпр), то из определения пространства СРА (б) следует, что функция

Ш= [ ГУЗа^тгЮ

непрерывна на б. Если г -> го, то Кр -> Ктр° в норме пространства £’(б, £Йпр). Отсюда функция /ЦЗт) = /Г(Д) непрерывна на А0. Подсчитаем коэффициенты с£(г), а £ Г :с{(г) = да У^хсГ(а^)х-оС8)^09)йтг(а) = <^Х“(а)<йпг(а) = <£.
Воспользовавшись леммой 1.3, получим / е 5(Д°). Покажем, что / 6 5Р(Д°).Действительно

Рзир г<1 0€в |/г(/За)|рЛпр(а)} 1/р < вир
вес

ГЦЗауУтгЫ
\ 1/₽ 

4,тр(а) I
Применив к внутреннему интегралу неравенство Гёльдера, а затем используя теорему Фубини, получим ||/||р < ||/*||р •Таким образом, С?А содержится в 5Р.
Теорема 2.2. 5Р = £^(б).
Доказательство. Пусть /* € Зр и / е 5Р(Д°) - такая функция, что = 1пп /г. Для £ € Д° функция

[ Г(0<*)*тпМ= [ Г^а)К^а^тр{а} (2.6)/С JGнепрерывна на б. Очевидно
8ир|/®(Д)| = ||/«||оо<||Г||р||5||„ (2-7)

где
/да) = [

JG
де£.^в,<1тр).



40 С. А. ГригорянТак как £ плотно в £ч(С,с1тпр), то из (2.6) и (2.7) следует, что можно на О равномерно приблизить линейными комбинациями функций Д, £ ё А0. Поэтому - непрерывная функция и, следовательно, /* € £Р(С). Теперь, воспользовавшись леммой 2.2, получим 5Р = £Р(С).Определим на £р(<7) слабую топологию. За базу окрестностей функции /о € ££(<?) возьмем множество вида
ии0-,д1,...,дп,£) = {/ 6£2(0): ||Л ֊ /05‘ 11« <е, 1 < < < п},

где е > 0 и дг........ дп Е £д(С, Лтр).Скажем, что сеть {/»}/ С £РА(С) слабо сходится, если существует такая функция / Е £РА(С), что для всех д Е £д(С1,(1тр) справедливо
1нп||Л’-/’11оо = 0.

В дальнейшем слабую и равномерную сходимости будем обозначать, соответственно, / = ш - 1пп/ /» и /’ = || • ||оо — Кт/
Теорема 2.3. Пространство £РА(С) слабо полно, т.е. если сеть {/$}/ фундамен

тальна в С(С) для всех д € £’(С, <1тпр), то найдется такая функция /0 € £рА{(з), 
что /о = ш-ИтД.
Доказательство. Пусть Кр - производная Радона-Никодима меры тпг относительно тр. Тогда фунцкияЛС9г)= [ }{{а0)КТр{а)Лтр{а)

принадлежит 5Р(А°). Так как Кр Е £д(в,с1тр), то предел
Л(^) = 703г) = ||-||оо֊КтЛ03г) (2-8)

существует при каждом фиксированном г < 1. Поскольку все /, ё 5Р(А°), i Е I, из (2.8) и леммы 1.4 следует, что / е 5(А°). Покажем, что / Е 3Р(А°).



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 41Пусть Е: £ч(О,йтр) -> С (С) - линейный оператор, порожденный сетью։ € 7: Е(д) = Ц-Ноо-ит//?. Расширим функцию Е(д) до функции Е(д) е Сг(Д).Согласно лемме 1.1
Кт зир |Г(р) - /?| = Кт ||Г(р) - = 0.

г д гСледовательно
II • ||те - Кт = II ■ ||то - Кт Кт (/?)г = Е(д).

Применяя снова теорему Банаха-Штейнгаузена к семейству непрерывных операторов
Ег: £'(С,Лтр) -> С(С),

где Ег(д) = /®, а операторная норма Ет равна ||/г||р, получим, что семейство Ет, 
т е (0,1) равностепенно ограничено. Пусть Е - единичный шар в £’((7,йпгр). Тогда

Г Л Г | Л |Р \ 1/р||ГГ|| = вир зир / ЛОЗ а) д(а) Лтпр(а) = зир / /00г) (1тр(а)) < с,
0есдев За Рев За' 1 /где постоянная с не зависит от г. Поэтому / € 5Р(Д°). Отсюда / € Зр •

Теорема 2.4. Пространство С(С) слабо плотно в £А(С).

Доказательство. Если / € £А(С), то /г € С(С) и / = ш — Кшг_ц /г •Все теоремы данного параграфа имеют аналоги в теории обобщенных аналитических функций.Пусть НВР - множество всех функций / € £рл{0} таких, что спектр 5Р/ содержится в Г+. Используя ту же технику, которая была приведена выше, можно доказать следующее.
Теорема 2.5. а) Пространство НВР, 1 < р < оо, является слабо замкнутым 
подпространством пространства £?А(С);

б) НВР - банахово пространство в норме

ОС \ 1',р|/(/За)|₽<1тр(а)) ;
а /
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в) НВР совпадает с пространством

{/* = ||-Ир-Нт А: /еНВ”(Д°)}.
Теорема 2.6. а) Замыкание А в норме || • ||р есть собственное подпространство 
вНВ”;

б) А слабо плотно в НВ”.§3. ПРОСТРАНСТВА 5Х(Д°)В данном праграфе изучим радиальные пределы функций из 5'1(Д°). Для обобщенных гармонических функций существуют два подхода к исследованию этих пределов.
I. ПуСть M(G) - пространство всех регулярных борелевских мер на G. Каждую меру р € M(G) можно представить в виде формального ряда Фурье- Стилтьеса

авг с коэффициентами Фурье-Стилтьеса<£ = [ X՜“ dp.
JgМножество тех а € Г, для которых с£ / О, называется спектром меры р и обозначатеся через Spp. Заметим, что так как

[ xadmr=T^, (3.1)
Jgто SpmT = Г для всех 0 < г < 1. Поэтому спектр свертки рг = р * mr совпадает 

cSpp.Лемма3.1. Пусть/ € ^(Д0) ид(а) = fr(a)da(oi). Тогдаp*mp = frp(a)da(a).

Доказательство. Поскольку а-тый коэффициент Фурье-Стилтьеса свертки двух мер равен произведению а-тых коэффициентов сомножителей, то из (3.1) следует, что а-тый коэффициент меры р ♦ тпр совпадает с с{ (rp)lxL Из леммы 1.3 следует, что с£ (гр)1л1 - а-тый коэффициент меры fTp(.a) da(a). Поэтому эти меры равны •



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 43Пусть Я1 (ст) - семейство тех мер ц € М(О), для которых мера Дг = д ♦ тпг представима в виде /г(а) где /г(а) € С(С) и
вир г<1 
вес

\/т(а)\ (Итр(/3 а) < оо. (3-2)
Теорема 3.1 (ср. [7]). Отображение дг -> /г порождает взаимно однозначное отображение пространства Я1 (ст) на ЯХ(Д°).Доказательство. Для фиксированного / € ЯХ(Д°) определим семейство мер Дг = уг(а)Лг(а), 0 < г < 1. Имеем

||Мг||оо= [ |/г(а)|йст(а) = /7՜ |/г(а£)| сгст(а) Лп,(Я) <
Мвхв

< [ Гвир [ \/г(.а/3)\атр(Р) \ с4т(а) = ||/||1, 
Ус \г<1 /поэтому найдутся последовательность гп -> 1 и мера д € М(С) такие, что д = ы* - Шип-,«, дг„. Из 11г = д * тг = ш* - ^„^„(д,, * тТ) = || • ||оо֊ - Нтп_,оо /г(агп) </ст(а) = /г(а) </ст(а), поскольку /п 6 0(6), мы заключаем, что деЯх(ст).Из единственности ряда Фурье-Стилтьеса и равнетсва Зртг = Г следует независимость д от выбора последовательности гп —> 1. Пусть теперь д € Я1 (ст) и дг = /г(а)б/ст(а). Покажем, что функция /(аг) = /г(а) принадлежит ЯХ(Д°). Так как д * тг = /г <Уст, то с£ г 1О1 = с{ г1“1 для всех а 6 Г. Отсюда, из леммы 1.3 и формулы (3.2) следует / 6 ЯХ(Д°) •Отметим, что для любого / £ 0(0) мера д^ = /с/ст € Я1 (а). Поэтому замыкание 5х (ст) в норме пространства М(СГ) содержит меры вида дйа, где д € Е £х (С, йст). Но не каждую интегрируемую по мере а функцию можно расширить до гармонической функции на Д°. Отсюда следует, что Я1 (ст) не замкнуто на 

М (С).II. Каждой функции / Е ЯХ(Д°) поставим в соответствие семейство мер д^ = ={"»}«<,'гле д^ = и>* — 1нп /г(а) dтՈp(jЗ՜1 а)(существование д^ следует из теоремы 1.2 д)). Семейство мер д^, / Е Я1(Д°) обозначим через 51(п3р). Очевидно д^ + д® = д/+®.



44 С. А. ГригорянТеорема 3.2. а) 81(тр) - банахово пространство в норме

Н/Ноо = вир ||Др||оо> 
рео

б) 11^1100 = 11/111-Доказательство. Из теоремы 1.2 д) следует11/ЛЦоо = Нт [ |/г(/За)|с4тр(а).г֊»1 ЗеСледовательно, ||д^||оо = ||/||1 и отображение -> / является взаимно однозначным изометрическим отображением нормированного пространства 51(Д°). Отсюда вытекает а) •Следующая теорема является фактически переформулировкой для обобщен- ных гармонических функций известной теоремы Фату о поведении гармоничес- ■ ■. 1 •'՝. "• 4« • • ՛. . •ких функций в единичном круге. »Теорема 3.3. Пусть / е 51(Д°) и /* = 1ппг-н /г (см. теорему 1.2). Тогда а) Рр = Г («) ЖпрОЗ՜1 а) + 7/,где мера 7^ сингулярна относительно меры тПрОЗ՜1 а);
б) /рг = (Г *тпг) 03) + (К; *7^) 03), тт = Кгртр.Из нижеприведенного примера следует, что сингулярная мера может по сути быть любой.Пример. Пусть 2)г е Г и К = {« € С: ^’(а) = 1}- Очевидно, ап е К 

(хаЫ = е'ап). Группа б получается из декартова произведения К х [0,1] путем отождествления точки (а, 1) с (аа1,0). Изоморфизм -ф՝. К х [0,1] б определяется следующим образом : ^03,4) = /Зае- Зафиксируем /Зо 6 К. Пусть /(а, 4) - такая функция на X = К х [0,1], что а) / (/3,0) = / (/3, 1) = 0 для всех 
рек-,

б) }{Р,4) непрерывен на X \ (/30, 1/2) и /ОЗо, 4) = 0 для всех 4 € [0,1];в) / > 0 и для любой сети Р -4 /Зо, /д /03,4) <34 -> 1.Пусть <50 _ атомарная мера, сосредоточенная в точке (/Зо, 1/2). Из в) следует, что если [3 -> ро, то <50 = ы* - Нт дОЗ),



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 45где 4) <И. Поэтому функция= (/* тг) 0?) + , 50) 03), тг = Кгртр,

где / = / о принадлежит 51(Д°).§4. СТРУКТУРА БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЫ НА .?Р(Д0), 1 < р < оо Произведением Адамара функций /,д е 3Р(Д°) называется функция Л = / х д, равная (/ х д') (а г) = (/Г։ * дГ2) (а), где г = гхг2.Теорема 4.1 (см. [7]). Для любых /,д е 5Р(Д°), 1 < р < оо
/хре^Д0) и ||/х<е||/||р-|К.

Приведем доказательство этой теоремы, которое намного проще, чем в [7].Доказательство. Поскольку р > 1, то[ К/ х ff)(ar2)|pdmp(a) < ff [/«.(а/?֊1) gr(P)\pda^ dmp(a) <
Jg JJgxG
<[ \M\P([ da(/3) < ||/i|p / |рР(Д)|р dcx(/3).

Jg \Jg J JgПоскольку mp - вероятностная мера, а мера <т инвариантна, то 
lG\gr^Wda(J3)< lG^lG\gr^a)\pdmp(j3^ da(a) < ||g||p . гТаким образом, произведение Адамара задает структуру банаховой алгебры на 5Р(Д°). Опишем идеалы этой алгебры.Лемма 4.1. Пусть 3-одномерный идеал алгебры SP(A°). Тогда найдется а е Г такое, что 3 = Ia, где 1а =С<ра.Доказательство. Можно проверить, что

f х <р° = с£<р° е 3
для всех J 6 3 и а € Г. Поэтому конечные линейные комбинации вида 52 фр0, принадлежат J. Отсюда и из условия dim J = 1 следует существование /6Jединственного а € Г такого, что <4/0 для всех f G J, f £ 0. Поэтому J = Сф“»Пусть I - замкнутый идеал алгебры 5₽(Д°). Оболочкой идеала I называется множество тех а € Г, для которых <За = 0 для всех f € I.



46 С. А. ГригорянТеорема 4.2. Между слабо замкнутыми идеалами алгебры 5Р(Д°) и подмно

жествами группы Г существует взаимно однозначное соответствие.Доказательство. Пусть <7 - слабо замкнутый идеал алгебры 5Р(Д°) и Ьп11У - оболочка идеала <7. Из леммы 4.1 следует, что если а 7 ЬиПУ, то 1а С 3. Следовательно, I = {/ е Сг(Д): 5р/ П ЬиП«7 = 0} содержится в 3- Поэтому 
31 - слабое замыкание I в 5Р(А°) ֊ содержится в 3■ Из определения слабой замкнутости в 5Р(Д°) следует, что любую функцию / € 5Р(Д°) можно слабо аппроксимировать гармоническими полиномами р такими, что Зр(р) С Зр/. Поэтому 31 = 3- Обратно, пусть £ С Г и /^ = {/ е 5Р(Д°): Зр! П Р = 0}. Тогда 1р слабо замкнуто и Ьи11/р = Р •Свертка двух функций из £р(С,йст) принадлежит С (С). Следовательно, произведение Адамара двух функций из 5Р(Д°) принадлежит (7г(Д).
Теорема 4.3. Сгр(Д) - минимальный среди замкнутых идеалов в Зр(&°) такой, 
что Ьи11Сгр(А.) = 0.
Доказательство. Так как Сг(Д) С Сгр(Д), то С'гр(Д) - замкнутый идеал в 5Р(Д°). Очевидно, ЬиПСгр(Д) = 0 и Стр(&) - минимальный среди замкнутых идеалов, содержащих Сг(Д) •Следствием теорем 4.2 и 4.3 является следующее утверждение.
Следствие 4.1. Пусть I - замкнутый максимальный идеал в 5Р(Д°). Тогда либо существует такой элемент а € Г, что I = {/ 6 5Р(Д°): с£ = 0}, либо I - замкнутая гиперповерхность в 5Р(Д°), содержащая Сг(А°).
Замечание. Поскольку НВР(Д°) является идеалом в 5Р(Д°), то любой идеал алгебры НВР(Д°) является также идеалом и для 5Р(Д°). Поэтому исследование идеалов алгебры НВР(Д°) можно свести к исследованию тех идеалов из 5₽(Д°), оболочка которых содержит Г_ = {а е Г: а < 0}.
§ 5. ТЕОРЕМА ФАТУ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ Вр, 1 < р < ооТеорема Фату о радиальных пределах гармонических функций может быть отнесена скорее к результату из теории мер, чем к теории функций. Особенно это видно при р = 1, когда формулировка теоремы Фату приводится на языке



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 47мер. В данном и в следующем параграфе мы используем именно такой взгляд при изучении пространств HLP и Вр.Определение 5.1 Отображениед: (O,1)->M(G)называется обобщенно гармонической мерой, если для любых 0 < гх < г2 < 1, д(п) = д(г2) * тт, где г = гг/г2.Так как оператор свертки является линейным, то пространство всех обобщенных гармонических мер является линейным пространством.Простейшим примером обобщенной гармонической меры является отображение вида д(г) = до * тг, где до 6 M(G). Действительно, если г = пг2, то 
тг = тТ}* Шга- Отсюда д(п) = д(г2) * пц..Лемма 5.1. Пусть д 6 В. Тогда

а) отображение д непрерывно в || • Цоо-норме;
б) 11м(п)||«> < ||д(пг)||оо при И < г2.Доказательство, а) Не теряя общности предположим, что д(г) = до * mr, где до 6 M(G). В противном случае, зафиксировав го G (0,1), можно рассмотреть гармоническую меру и € В такую, что и(г) = д(го)*гпт. Очевидно, v(r) = д(гог). Пусть д(г) = До * пгг. Поскольку lim KL = 1 по мере mr (см. (2.4)), то 

г'—УГ
mr = || • Цю - limj.'-H.mr'. Отсюда

Нт ||д(г') - д(г)||оо < ||д||оо Нт Нтд - тг||оо = 0.
б ) очевидно •Если f € C(G), то /(or) = (/ * mr)(a) является непрерывной на △ и гармонической в Д° функцией. Пусть д^ 6 В, где д^(г) = (/ da) * Шу. Тогда pf (г) = (f*mr)(a) da(a). Следовательно, обобщенная гармоническая мера д^ однозначно определяется гармонической функцией f(ar). Отметим, что д^ продолжается до непрерывного отображения из [0,1] в M(G).Лемма 5.2. Пусть формальный ряд Фурье функции f е £,l(G,da) равен

абГ
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Тогда для любого г € [0,1] существует функция fr 6 С1 (G, da) такая, что

а) ряд Фурье функции fT есть £ с£ х“ г1“1 ; аег
б) fr как функция от г порождает непрерывное отображение из [0,1] в 

£>{G,da).

Доказательство. Пусть последовательность непрерывных функций сходится в X1 -норме к /. Тогда
Д^Н-Ноо-Шп^, 

п—>оо

где da, pf = f da. Из вышесказанного следует, что обобщеннаягармоническая мера /№: (0,1) >-> M(G), д^(г) = fr^da, (/^ = /С”) ♦ mr) непрерывно продолжается до отображения из [0,1] в Af(G). По теореме 3.2, б) последовательность д^”^(г) равномерно на [0,1] сходится в || • Цоо-норме к pf (г) при п —> оо. Поэтому последовательность функций равномерно на [0,1] сходится к некоторой непрерывной функции /г на [0,1] со значениями в X1 (G, da). Так как f[n^ -> f, то ряд Фурье функции сходится (покоэффициентно) к ряду функции /. Применяя теперь свойства ряда гармонической функции, получим, что ряд fr есть $3 с^Х“г'а| •Заметим, что /о = Cq-
Следствие 5.1. Пусть д: (0,1) ь֊> M(G) - такая обобщенная гармоническая мера, что д(г0) = f da для некоторого го G (0,1). Тогда д расширяется до непрерывного отображения д': [0,1) -> М(G).

» »• ft, , • ., •Определение 5.2. Обобщенная гармоническая мера д: (0,1) M(G) называется р-гармснической, р > 1, еслиа) д(г) = fT da, где fr € XP(G, da);

6) suPr ll/r lip < оо.

Пространство р-гармонических мер будем обозначать через Вр. Заметим, что на Вр естественным образом можно распространить свойства пространства Хр.
Теорема 5.1. Пусть д: (0,1) -> M(G) - р-гармоническая мера. Тогда
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а) если 1 < р < оо, то найдется функция } е £₽(б, йст) такая, что 

р(т} = д^ * тпг, где р! = /«/ст и д продолжается до непрерывного отображения д': [0,1]->М(С);
б) еслир = 1, то найдется функция р € М(С) такая, что д(г) = до ♦ пзг.Доказательство. Для доказательства этой теоремы достаточно воспользоваться леммой 5.1 и методом доказательства теоремы Фату о радиальных пределах для гармонически функции [14] (стр. 55).§6. ТЕОРЕМА ФАТУ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ НЪРМера д € ЛГ(С) называется /-аналитической, если Дрд С Г+. Пространство А- аналитических мер будем обозначать через Мд. Если Г изоморфна группе целых чисел Ъ, то любая мера из Мд абсолютно непрерывна относительно меры <г и ее производная Радона-Никодима принадлежит пространству Харди (теорема Рисса). В случае, когда Г не изоморфна 2, существуют /-аналитические меры, сингулярные относительно ст.Теорема 6.1. Пусть д € Мд. Предположим, что д(г) = д ♦ тпг при некотором 

г € (0,1) абсолютно непрерывна относительно нормированной меры Хаара а 
группы О. Тогда найдется такая функция / Е £г(С,до), что Зр/ С Г+ и д = /с/ст.Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы укажем на одно свойство /-аналитических мер (см. [15]).Не теряя общности допустим, что 2тг € Г. Пусть К = {а Е в: Х2*(а = 1}- Для / € Ш. пусть а։ 6 С - такой элемент, что ^(оц) = е*®* для всех а Е Г.՛ Отображение I -> оч. является вложением аддитивной группы IR.bG. С помощью этого отображения определим гомоморфизм Ф: К х К -> С, Ф(а,<) = а • а*. Очевидно, ядро Ф есть Р — {(ап,-п)}^֊«,, а фундаментальной областью является Р = К х [0,1).В дальнейшем мы будем отождествлять группу С с множеством Р. Пу из М - пространство локально конечных мер на К х И, инвариантных относительно сдвигов элементами груптты Р. Сужение М на Р совпадает с М(б). При этом мера 7 х <Й, где 7 - нормированная мера Хаара группы К, переходит в меру ст.



50 С. А. ГригорянПусть Н1 - пространство Харди на единичной окружности Т. Конформное отображение и>(я) = *—- порождает отображение Н на Т\ {1}. Обозначим 
i + гчерез “И1 пространство тех функций на ВЕ1, которые можно представить в виде суперпозиции (/ о ш)(4), / 6 Н1. Каждую функцию из Н1 можно расширить (по мере Лебега) до аналитической функции в верхней полуплоскости.Пусть И - пространство мер на К х Ш, вида /(а, 1)и х <44, гдеа) V - вероятностная мера на К;б) /(а, 4) е СУ (их ) и при каждом фиксированном а е К принадле- жит Н1 (почти для всех а по мере и);в) мера /(а, 4) и х <44 принадлежит М;г) меры |/(а,4)| и х <44 и и х <44 взаимно абсолютно непрерывны.Из теоремы 3.2 [15] непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 6.1. Пространство Мл совпадает с сужением Н на Р.

Лемма 6.2. Пусть д € М (С) - Л-аналитическая мера и р! = /(а, 4) и х <44 е Н - такая мера, что р'\р = д. Тогда мере д'(г) = /г(а, 4) и х <44 соответствует мера д(г) = д ♦ тг, где
/г(а,4) = ; / /(а.х + 4) -, Уо = -1<^г. 

я -/та Уо + х

Доказательство. Линейные комбинации мер д = х°<4ст, а € Г+ слабо* плотны в Ма- Оператор свертки сохраняет слабую сходимость. Поэтому лемму достаточно доказать для меры вида д = ха Этой мере соответствует мера 
р! = Ха(а) е“4 7 х из Н. Мере д(г) = д х тг = хат՛“՛ будет соответствовать мера д'(г) = %“(<։) е՝а1 г՛“! 7 х <4сг. Очевидно

е»а<г|а| _ А /" е«а(<+х) УО ^Х я՜ Ай. Уо+х2'

Лемма 6.2 доказана. «Заметим, что для любых д 6 Ма и а > О
[ ха^р = О,



Теорема Фату для обобщенных аналитических функций 51т.е. мера д ортогональна к идеалу I алгебры А, порожденному характерамиа > 0. По теореме 7.7, гл. II из [5] меру д можно представить в виде
д = ду + д„

где д' = f da, д, сингулярна относительно ст и д', да € Мл-

Доказательство теоремы 6.1. Покажем, что если д € Мд, д сингулярна относительно ст и д(г) абсолютно непрерывна относительно ст, то д = 0. Допустим противное. Так как д € 1Ид, то соответствующая ей мера д' € Д имеет вид
д' = и х dt,

где и сингулярна относительно 7-нормализованной меры Хаара группы К. Для любого г 6 (0,1) д'(г) = /г(а, t) v х dt. Поэтому д' (г) | F сингулярна относительно ст, т.е. мы пришли к противоречию. •
Определение 6.2. Отображение

д: (0,1)֊>МА
называется обобщенной аналитической мерой, если д(гх) = д(г2)*тГ1 где гх < Г2
И Г = Г1 • Г2-Обозначим через HL пространство обобщенных аналитических мер. Пространство обобщенных аналитических мер, являющихся р-гармоническими, обозначим через HLP.
Теорема 6.2. Пусть д € HLP, р > 1. Тогда найдется такая мера до € Мл, что д(г) = д0 * тпг, До = f da.

Доказательство. При р > 1 теорема 6.2 является следствием теоремы 5.1 а), апри р = 1 - следствием теоремы 6.1 •
ABSTRACT. The paper considers classes of generalized analytic functions such as : Hardy spaces defined in terms of Fourier series (Hardy-Helson- Lowdenslager or HLP spaces) and Hardy spaces connected with analytic almost periodic functions (Hardy-Bohr or HBP). The purpose is to extend Fatou’s theorem on radial limits to these spaces as well as to the classes 
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АДИАБАТИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ ДЛЯ 
^֊СВЯЗАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

Г. Р. Оганесян, Е. А. Тароян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ 6, 1996

Известно, что для линейного гармонического осциллятора отношение 
энергии к частоте есть адиабатический инвариант. В данной работе 
найдены новые адиабатические инварианты для обыкновенного линей
ного дифференцального уравнения порядка 2п (п-связанные осцилля
торы). Знаменатели этих инвариантов стремятся к нулю, если какая- 
нибудь разность частот стремится к нулю (резонанс). Установлены 
оценки изменений рассмотренных инвариантов.

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть х(4,е) - решение уравнения линейного гармонического осциллятора 

Б2х + ы2(е€}х = 0, 4 € Ш-,

где £>( =<//Аие> 0 - произвольный малый параметр. Отношение энергии к 

частоте
/(։>е)=йц±^=£ (10)

называется адиабатическим инвариантом, а полное изменение 7(4, е) опреде

ляется как Це) = 7(оо,е) — 7(-оо,е). В работах [1], [3], [4] показано, что 

7(е) = О(ео°) при е —»■ 0, если ш и х удовлетворяют некоторым условиям.

Рассмотрим обыкновенное линейное дифференциальное уравнение

12 ^։-^Р?(п"‘)® = 0, (1.1)
к=11 <4։ <•••<»* <п

где шт = шт(е4), т = 1,...,п„ а е > 0 - произвольный малый

параметр. Всюду ниже будем предполагать, что частоты {шт(т)}^=1, где т = е4,

удовлетворяют следующим условиям :
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(։) шт(т) е С2пЦ1), функции ига(т) - положительны и ыт / шк, если т / к;

(и) функции мт(т) имеют конечные, положительные пределы о»т(±оо) = 

= и / ш±, если т / к;

(ш) / |о4п:)(т)| бт < оо, к=1,...,2п.
—ОО

Пусть щ(1,е) - некоторые функции, линейно независимые, 2п раз непрерывно 

дифференцируемые по 4 Е R, которые являются двойными асимптотическими 

решениями уравнения (1.1) вблизи бесконечности, т.е.

D*-1^ = [1 + e<5y*(i>€)]^t j,k = l,...,2п,

где {^j(t,e)}in - фундаментальная система решений (1.1), lira <57*(4։£՜) = 0 и 
. । t—>00

|<5jfc(t,е)| < с для любых t 6 IR, е > 0. Пусть W(tp1։... ,<ргп) = НеЬ(Р*_1^-)^”.=1

- вронскиан и т(4,е) -точное решение уравнения (1.1). Назовем величины 

Д(е,ш,е) = W(yi,...,y*-i,g,y*+i, ><Р2п) 3
+ efk(t,x,e)

адиабатическими инвариантами уравнения (1.1). Здесь мы предполагаем, что 

функции Д(4,х,е) для решений х, ограниченных со своими производными О*х 

к = 0,..., 2п - 1 в R х (0, £о), удовлетворяют следующим условиям : 1пп Д = О, 1-¥ ОО
| Д |< с, где с -абсолютная константа. Взяв

у>12 = ш х/2 ехр
/■t

±* / w(es) ds 
Jo

можно получить классическую формулу (1.0) для уравнения осциллятора. Обо

значим

р„ = о?"֊։ + £ £ -о.?
*=1 ։<<! <■•■«*<»

2Гт։(т)=^(т)֊^(т); К= [J Knu, Em = (Pm(Dtx))2+^Pmx)2. 
l<m«<n

Можно заметить, что величины Ет - первые интегралы (1.1), т.е. DtEm = 0 для

шт = const. Подставляя в Рт т — Et, получим оператор

Lm =E2n~2D2n-2 + £ 52 w? ...ш2
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В этой статье на показываем (§3, Теорема 2), что если условия (1) - (ш) 

выполнены։ то величины

Зт(1,х,е) = — ехр тп = 1, ...,п (1.2)

-адиабатические инварианты (1.1). Также мы показываем, что для решений 

х = т(4,е) уравнения (1.1), ограниченных со своими производными О*х, к = 

= 1,...,2п —1 при I € (-оо,оо) и е > 0, инварианты Лп(4,х,е), т = 1,...,п и

70(4,1,е) = Л --Л
*(0)2

Ег---Еп 
о>1 • • ■ шпК2

удовлетворяют следующим условиям :

1° существуют некоторые константы С > 0 и е' > 0 такие, что

I - Л(*2,х,е) |< Се (1-3)

для любых 41, <2 6 (—оо, оо) И 0 < Е < Е՛ ;

2° Л(£) = Л(оо,х,е) - Л(-оо,т,е) = 0(е) при е -> 0, к = 0, ■ ,п. (1.4)

Пример. Для уравнения четвертого порядка

О*х + [ш2(е4) 4֊ (е4)]£>2х + ш2(е4)<д|(е4)х = 0 (1.5)

имеем

Л(,,1,е) = ^ехр(2/‘Ду1а)
\ УО К )

}г{1,х,Е) = — ехр 
й>2

адм
К

где

70(4,х,е) =
^^,х,е)}2(1;,х,е) Е1Е2

К2(0) “ 1Лш2К2 ’

(1.6)

(1-7)

(1.8)

Ек = (£)2 х + и>з_кО1х)2 + шк(О2х + Шз-^х)2, К = о»2 —
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§2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1.1)

Перепишем уравнение (1.1) в виде

£и = £>?”« +52 52 ш1---ш^е-2кБ^п-^и = 0, (2.1)
*=11<»։<-<։*<п

где т = е1 и н(т,е) = т(4,е). Решения этого уравнения выражаются через корни 

±(։шт)/Е соответствующего характеристического уравнения

А2п + 52 52 Ы<1 ’ • • £_2кА2(п-А։) = 0.
*=11<։։<...«*<п

В силу обобщения асимптотической теоремы Левинсона ([7], Теорема 2) из 

(1) - (ш) следует, что для т 6 [Т+,оо) существуют решения {и^(т,е)}^1 е 

€ <72п([Т+,оо)) уравнения (2.1), представимые в виде

Р*-1и+ = Р*-1й,[1 + Л^(т,£)], 1 < у, А: < 2п,

где при тп = 1,..., п

-, ,֊^ ж Г (_ V А ~ _ =■
Н2т—1 —ехР / I _ / < V I ^2п» —^2171—1-

л \ 6 1=7^т )

Функции Л^(т,е) для некоторого с > 0 удовлетворяют оценке

( Г°° 1
с|Л^(т,е)| < |ехр J |Ф2пДй9(*)РУ՜1 (4,иг,... ,й2п)| Л| - 1.

Здесь ТУ(т,й։,...,й2п) = <1е1Ф

(
21 • • • «2п \

П?”՜1«! ... Р2՞-1«^/

и Ф2п ֊ миноры матрицы Ф, полученные вычеркиванием его 2п-ой строки и з-го 

столбца. Проверим, что из (1) - (ш) следует, что

Ит Р*шт(т) = 0, к = 1,...,2п — 1. 
т—>±оо (2.2)

Действительно, так как

БТШ1 = / Р^Ш1(з)йз + РтШ1(а),
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ОО 

то пределы Дг։дх(±оо) конечны. С другой стороны, существует / с!з. 
—ОО

Следовательно, Дто>1(±оо) = 0 (см. [8]). Теми же рассуждениями завершим 

доказательство (2.2).

Используя (4.2), прямыми вычислениями получим

К(0)-2£(2п-1’пТУ(г,й1,...,й2п) = (-2<)п + £р(т,е),

I I- £2п-2 ’ 1$« I- е(п- 1)(2п-1) >

где Пт р(т,е) = 0 и | р(т,а) |< С. Следовательно решения {и/примут вид 
т-+±оо ■' 3

=О^-1йу[1+Ер+(т,£)\, 1<1,к<2п, (2.3)

где Пт р+к(т,Е) = 0 и | Р?к(т,е) |< С для любых е > 0 и т е р’+.оо). 
т—>4-оо ■' э
Также существуют решения {и^՜}^ £ С2п((—оо,Т՜]) уравнения (2.1), 

которые при т € (-оо, Т՜] могут быть представлены в виде

£)* \ = Р* ^[Ц-е^Дт.е)], 1 < Л к < 2п, (2-3’)

где

1™ = °’ \рцА'г’£)\^с('г')

для любых е > 0 и т € (—00, Т]. Предполагая и решением уравнения (2.1) при 

[Г՜,Т+] определим функции ст,- формулами

2п
Д*“1и = к = 1,...,2п.

7=1

Отсюда получим следующую систему :

2п 
= 0, тп = 1,...,2п — 1, 

7=1 
2п 2п
У2 Рга,Р2п-1йу = - У2
3=1 7=1

решениями которой являются

2п
ДтСТк = ^2В3^3>

7=1
= -ТУ՜1^!, • • • ,й2п)Ьй^п.
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Интегрируя Отсгк, получим

-т 2п
О’* — Ск + / У2 ВукО']^3!

1=1
к = 1,..., 2п.

Используя очевидную оценку

2п 2п гт 2п
£|^1<Е1^1+2«/ 1а,|<Ь,
^=1 1=1 >/0 1=1 

I

где В(з) = шах<7- | Вц(а) |< Се, и хорошо известную лемму Гронуолла, получаем

2п 2п ( Сг ՝
У2 I 1^ 12 I |е*р(2п/ в&> 
1=1 1=1 4 ''о

Следовательно

1 2п / /
I <5* 1< 52 I <<? I (ехр(2п 

гп 3=1 4 4

где <тк = С к + ебк- Из условий

1>*-1и(Т+,е)=^-1и^(Т+,е), к = 1,...,2п

следует, что
I

Ск +е6к(Т+,е} =
1 + еа,, 

со*,
{а»}^ = сог^

И

2 - ехр

2п
И-е^а*

*=1

2п

Е1й|

2п
< £ (I Ск | -е I 6*(Т+,е) I) <

*=1

Следовательно С* и <5* ограничены по е > 0 и

Р* Ч = О* хй,[1 + ер,*(т,е)], | р,*(т,е) |< С.

Тем же путем можно продолжить решения (2.3) на (—оо,Т ]. Итак, нами

доказана следующая
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Теорема 1. Уравнение (2.1) имеет решения и± € C^n(R), j = видов

(2.3), (2.3’), где lim р%(т,е) = 0 и |pjj < С дня любыхе > 0 ит е (-оо,оо).
г—>£оо J J

Легко можно проверить, что

7<(0)-2е(2п-1)пР7± = (-2։)” + о(1), т -4 ±оо, (2.4)

где Иг± = W(t, uf,..., Ujj,) = det Ф± и

/ • uf ... u^n \
Ф± = : :

kp2n-iu± ...

Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений хорошо известно, что 

РИ* не зависят от т. Поэтому при т -> ±оо (2.4)

/f(0)-2£(2n-1)nW± = (-2»)п.

Так как и ({и՜}2՞!) - фундаментальные решения уравнения (2.1), то

любое решение и уравнения (2.1) представимо в виде

и = а+uf + • • • + a£Xn = afur + • • • + a^u^, (2-5)

где {а*}2”х зависят от е. Введем матрицу

(
«1,1 ••• al,2n \

: • > («м-= “м(е))>

Л2п»1 • • • ^2п,2п /

определенную формулой

н՜ = oni+, где u* = со!оп(и*,... ,и*п). (2.6)

Используя очевидные равенства det Ф՜ = det Ф+,

Ф~т = (и՜,..., U2"-1u~) = а(и+,... ,2?2п-1и+) = аФ+т

и Ф՜ = Ф+ат, где u±,...,P2n-1u± - вектор-столбцы, получим det a = 1.

Используя (2.5), можно легко показать, что

a+ = aTa՜, где а* = colon(a±,..., а±п). (2.7)
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Лемма 1. Если условия (1) - (ш) выполнены, то

= ^0 + О(е). (2.8)

Доказательство. Дифференцируя (2.6) к раз (0 < к < 2п — 1) и решая 

полученные системы по ощ, получаем

№(т, и?,..., , цГ, и+.х,..., и+п)
ач — 1У+

и
^(Т.й!,.5»,4+1,-.-,й2п) ,

= —-------------- ~Щ+----------------------+ е*Ц (т, г) > (2-9)

где 1 < < 2п, |«у(т,£)| < С- Теперь (2.8) легко следует из (2.9). Следо

вательно, если ограничены в некотором интервале (О,£о), то {а+}?”1

ограничены в другом интервале (0,£1).

§3. ОЦЕНКИ ИЗМЕНЕНИЙ АДИАБАТИЧЕСКИХ ИНВАРИАНТОВ

Лемма 2. Если условия (1) — (Ш) выполнены и решение уравнения (2.1) пред

ставимо в виде (2.5), где {а~}2”х ограничены в некотором интервале (0,ео)> то

4<Эт(0)՜2Лп(е) = О’2т-1а2т - а^т_ха^п, т = 1,... ,п, (3.1)

где <Эт = П-Кть 1 < I < п, I / т и •}т(е) определены в (1.4).

Доказательство. Дифференцируя (2.5) к раз (0 < к < 2п — 1) и решая 

полученную систему по а*, получаем = а±, где

= (—2г)-пК(0)_М2п-1^п1У(т,и^,.. ■ • ->«2п)-

С другой стороны, используя ограниченность {а±}2”х и (4.4), получаем следую

щие две формулы :

г± _/ ^п-1£ЬтВТи + йдтЬти ГТ I шт(1) А ЕМс^/Ч*)]

+еР2т-1(’’>е),

Ы7± - ( л\п^тРТи - ШтЬти ГТ (Шт(1) А ;
2^(0)^2 “Ч е + /=Ьт КтМ ]
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+£р2т(т,€),

где Пт р^(т,е) = 0 и |р±(т,е)| < С. Итак, если решение имеет вид (2.5), где т—>±оо
{о7 ограничены, то

(1 х е)
йт(0)Г = °3я։-1°3т + £^(*’е) = °2т-А + ер£(*,е), (3.2)

где 1։т />^(т,е) = 0 и |р^(т,е)| < С. Из (3.2) легко можно получить (3.1).

Теорема 2. Если условия (1) (Ш) выполнены и решение уравнения (2.1) имеет 

вид (2-5), где {а՜}2՞! ограничены в (0, Ео), то справедливы оценки (1.3) и (1.4).

Доказательство. Из (2.7) и (3.1) следует, что

2п 2п
4<2т(0) 2Лп(е) = У^ 01],2т-1^ О։>,2тйу ~ а2т-1а2т>771 = 1» • • • ։П.

1=1 1=1

Из (2.8) следует, что •7п։(е) = 0(е) при е —> 0. Очевидно

К(0)27о(е) = К(0)3[7о(оо,х,£) - /0(-оо,х,£)] = 

п
= У^{Л(оо,®,£)...Лп_1(оо,т,£)[Лп(оо,г,£) - Лп(-оо,х,е)]х 

т=1

х7т+1(-оо,г.Е)---Л»(-оо,2;,£)} = 0(е), £->0.

Из (3.2) следует, что

|>Лп(^1։1։£) ~ ■Лп(^2>®>е)| < ОщЕ.

Так как

п
К(0)2[7о («!,!,£)- 7о (*2, х, £)] = У^ { Л (*!, X, е) ... Лп-1 (^, X, ё) X 

т=1

^[•^т(^1։®։£) Jm(tշ>X,E)]Jm+l(tշ,X,£) . . . .7П^2,Х,£)},

то имеем

17о(*1,X,е) - 7о(^2,X,е)| < Сое.

Можно легко убедиться в том, что если решение (1.1) ограничено со своими соот

ветствующими производными, то (2.1) имеет вид (2-5), где {а^՜}2՞! ограничены- 

Теорема доказана.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ФОРМУЛ

Пусть (ау)2п+1 - (2п + 1) х (2п + 1)֊матрица. Предположим, что имеет место 

един из случаев :

а) % = 0, если ։ + у четно,

б) = 0, если i + j нечетно.

Обозначим = О2։-1,а^-1, су = 021,2^- 

^2п-ц = <1е1(ау)2п+1, Вп+1 — йе1(Ьу)"+1, Сп — <1е1;(су)п

и докажем формулу
Г 0, если а) выпонено, 

2п+1 [ Вп+1Сп, если б) выпонено.

В этой формуле первая строка правильна, т.е. детерминант равен нулю, так 

как 013,023։ •••а2п+1,»։п+1 = 0. Заметим, что эти произведения будут отличны 

от нуля, только если индексы »2*+1 = 0,..., п) четны. Однако, число четных 

столбцов детерминанта равно п. Следовательно, 013,02,1։ ...а2п+1,»։п+1 = 0.

Второй случай может быть доказан методом индукции. Имеем

•Оц О
О О22

Оз1 О

013 
О

Озз
= 022

Оц
031

013
Озз

Если Агп_1 = ВпСп֊1 и {О1,ау-1}^11,{о2,2,-}”_1 / 0, то
ода _ 031
013 Оц

О3,2п4֊1 _ оц
О1,2»4-1 Он

02» 4-1,3 _ 02« 4-1,1 
а,з оц

-Агп+1 = Оц ... О1,2п+1О22 ... 02,2п

“4± — а43 04,ап _ 043 Оц 013 .. • О1,2п+1
024 <43 О2,2п 022

Оз1 Озз ... аз,2п+1
X • • • — X

О2п,4 О2п,а О2п,2п _ 02 и,2 • • •
024 022 02,2п 022 О2п+1,1 <12п+1,3 ... О2п+1,2п+1

022 024 02,2п
042 044 О4,2п

• 2
• в •

О2п,2 О2п,4 • • • О2п,2п
Нетрудно проверить что последняя формула справедлива и без этих условий.

Приведем также хорошо известную формулу для детерминанта Ван дер Монда :
1

О1
1 

ат

«т

= П -а*>- (4-2)
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Методом индукции можно доказать формулу

/о 1 ... 1 
/1 • • • &-т

/т а? ...

= (-1)т П (“>֊*)[/т + Е(֊1)‘/т-* Е «<։ •••“<*]• (4.3) 
1<։<2<т 4=1 1<»1 <...<։*<т

Теперь мы можем вычислить следующий детерминант :

§ 3 1
-Х1

1
х2

1
-Х2

1
• • • Хп

1
-Хп

А = • • ■

«2п—2 ~2п-2Х1 _2п-2 х2
2п-2 

2-2 Т2п-2 •. . т2п—2 
хп

«2п—1
_2п-1

~Х1
_2п—1
Х2

2п—1
~х2

—2п—1 
• • • хп

_—2п—1 
хп

Путем элементарных преобразований получим

«0 10 1. 0 1
111 + 3-1«0 0 10. 1 0

А = 2п 1х2...хп • ... •
* . •

«2п—2 ж?"՜2 0 ^п՜2 . 0 Т2п-2 
хп

«2п—1 + Х1и2п-2 0 т2п՜2 0 _2п-2 
• • хп 0

Воспользовавшись первой формулой в (4.1), получим

А = -2"-1т2...а:п^(-1)п-*х 

4=1

Учитывая теперь (4.2) и

1
0

0
1

1
0

0
1

1
0

X
0 

„24-2 
Х1

0

^2*֊4х2 
0

Х2к

0 
~2*-2 Х2

0

~24-4
••• хп 

0
Х2к хп

0 
-24—2 
хп

0

(«24-1 + ®1«24-г)

„2п-2 
г1 0 I2՞՜2 0 _2п-2 

хп

•

вторую формулу в (4.1), получим
п

А = (—1)п2п~1х2 .. ,хп П (^֊х?)Е(-1)‘+1х 
1<£<^’<п Л=1

1 1

24-

*2* («24-1 + ^1«24—2)

2п-2
Х2
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и

A = (-l)n2n֊1xa...xn J] («?֊*?)
1<1<У<п

U1 + Х1«о 
«з +X1U2 

«2п-1 + Х1«2п-2

1
®2

2п-2

1
Х2п

х2п-2X2

И наконец, учитывая (4.3), находим

А =-2n_1X2...a:n П (х? “ х?) П ~ х?)х 
1<»<У<П 2<i<J<n

х U2n-1 + ZlU2n-2 + 52((-l)*U2(n-*)-l + ®lU2(n-*)-2) 52
fc=l 2<ii<—ih<n

2 2

(4-4)

ABSTRACT. The energy to frequency ratio is an adiabatic invariant for 
linear harmonic oscillators. In the paper some new adiabatic invariants 
are found for the linear ordinary differential equation of order 2n corre
sponding to n-connected oscillators. The denominators of.these invariants 
vanish when differences of certain frequencies tend to zero (resonance). 
The variances of the invariants are estimated. A new definition of adia
batic invariants is proposed.
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ДРОБНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ПО ВЕЙЛЮ В ОБОБЩЕННЫХ ГЕЛЬДЕРОВСКИХ КЛАССАХ
Н. К. Карапетянц, 3. У. Муссалаева
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 31,№ 6, 1996
Исследуется дробное интегродифференцирование по Вейлю в обобщенных гельдеровских классах Н?,т,*(О,2тг), 1 < р < оо. Характеристика w(t) предполагается принадлежащей классам Ад1Д или классам Ф'п типа Бари—Стечкина, где число т характеризует порядок производной, а к — порядок конечной разности. Основной результат заключается в изоморфизме, устанавливаемом дробным интегральным оператором J(aj¥> = i/)a*ip при произвольном а > 0, между пространствамиЯ£-т-*(0,2тг) и Я"-т'*(0,2тг), где

, ,. 1 cos (kt - ч о , ч

*=0

а параметры гл, A, w удовлетворяют некоторым условиям согласования. Для ш е Лд,д эти условия 0<т<А<д< т+к, а для ш € Ф™ эти условия даются в терминах так называемых индексных чисел.Помимо этого в работе получены оценки типа Зигмунда интегрального модуля непрерывности и изучено действие операторов дроб- ного 1штегр ©дифференцирования.

ВВЕДЕНИЕВ работе исследуется дробное интегродифференцирование по Вейлю произвольного порядка а > 0 в обобщенных гельдеровских классах Н£-т՝к(0,2тг), 1 < р < < оо. Характеристика ш(4) берется из классов Ад>д, 0 < Л < р неотрицательных непрерывных функций таких, что почти возрастает, а почти убывает, либо из классов Ф™ типа Бари-Стечкина, где число т характеризует порядок производной, а к - порядок конечной разности (подробнее об этих классах и их свойствах см. [3], [8], [10], [13] - [15]).



66 И. К. Карапетянц, 3. У. МуссалаеваИзвестно, что оператор дробного интегрирования устанавливает изомор- 7 •физм в гельдеровской шкале между пространствами Яд (0,1) и Яд+о(0,1), где 
а > 0 - порядок дробного интеграла, А + а < 1 и Но соответствует условию. При переходе к классам Я“ ,т,*(0,2%) возникает необходимость найти замену нулевому начальному условию. В непериодическом случае это сделано в [4], [6], [9], [10]. В периодическом случае эта проблема решается отчасти легче за счет возможности периодического продолжения вне [0,2%], при этом рассматриваются функции со средним значением на [0,2%], равным нулю. В [13] рассмотрено дробное интегродифференцирование в пространствах периодических функций Я£°֊*(0,2%). В указанных работах даны оценки типа Зигмунда модулей непрерывности первого порядка дробного интеграла Вейля и дробных производных Маршо при 0 < а < 1.В настоящей работе нам удается рассмотреть случай р < оо и произвольного порядка а > 0. Возможность перехода к произвольному а основывается на двух подходах. Один связан с выяснением условий на характеристику ш(4), при которых классы Нр,т՝к(0,2%) не зависят от параметров тик. Например, для классов это будет при 0<т<Х<р<т + к, а для Ф™ подобное условие дается в терминах индексных чисел ты и Мш.Другой подход связан с получением оценок для Др-модулей непрерывности ш* дробного интеграла 7а и дробной производной ТУ* при любом а > 0. На основании этих подходов устанавливается основной результат работы - теорема об изоморфизме обобщенных периодических гельдеровских пространств, осуществляемом дробным интегралом при произвольном а > 0. В свою очередь этот результат опирается на два центральных утверждения : теорему о действии дробного интеграла : Я"'т'*(0,2%)> Я^“-т-*(0,2%),где о>а(Л) = Лаш(Л) при условии согласования т, к с характеристикой ш, и аналогичного утверждения

2)“/: Я“»'т'*(0,2тг)|—>Я"'т՛* (0,2%)
для дробной производной. Отметим, что дробное интегродифференцирование 



Дробные интегралы по Вейлю в обобщенных гельдеровских ... 67Вейля встречается в различных приложениях (см., например, [2], [14], [15], а также [1] и [17]).§1 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВИ КЛАССЫ ХАРАКТЕРИСТИКЧерез Ьр = Тр(0,21г), р > 1 будем обозначать пространства 2тг-периодических функций с нормой ||/||р < оо, где
11/11, = < при 1 < р < оо,es8 8up։e(0i2K) |/(х)| при р = 00.Пусть Д* обозначает нецентрированную конечную разность порядка к с шагом л>о: кМ/(®) = Е(-1)<+*^*/(® + к Е А(, (1.1)

1=0где А/ - множество натуральных чисел. Модулем непрерывности порядка к функции / € Ьр, 1 < р < оо для 6 > 0 называют величину
ш*(/,J) = sup ||Д*/(х)||р, к eV. (1.2)

0<t<6Напомним, что функция w(t) называется почти возрастающей (почти убыва

ющей), если для ti < ti существует постоянная с > 0 такая, что w(ti) < cw(i2) (w(ti) > cw(t2)).Определение 1. Классом W называется множество почти возрастающих непрерывных на [0, оо) функций, удовлетворяющих условиям ш(0) = 0 и w(t) > 0 при t>0.Определение 2. Для р > Л > 0 класс Дх.д определяется как множество тех функций w(t) 6 W, для которых w(t)t-A почти возрастает, a w(t)t՜** почти убывает.Определение 3. Для />0и0<т<з класс Ф?1 = Ф™[0,/] определяется как множество тех функций w(t) £ W, для которых
['м с г "Ю !' < р “W

где Сы - постоянные. Заметим, что при т> в класс Ф™ пуст.



68 Н. К. Карапетянц, 3. У. МуссалаеваОпределение 4. Для целых т > 0, к > 0 и для р > 1, ш(б) € IV класс 
Ны.т.к (о։2тг) определяется как множестсво тех функций / € Ьр(0,2тг), которые имеют обобщенные производные до порядка т и удовлетворяют неравенству

ПАг/ДОЦр < кт (1-3)
где М > 0 ֊ постоянная, не зависящая от Л 6 Ш.^. Положим

(0.2Ж) = П/Н» + / е н;-’"-*(о,2я),

где М/ - наименьшая постоянная в (1.3). В нижеследуемых оценках будем писать 
М = МР,Ш>ТП1*(/). Пусть ы(А) € РИ. Пространство Нр՝т,к(0,2тг) не зависит от 
выбора параметров т и к, если

=Я“.’"2.*։(О>27Г), (1.4)
Теорема 1.1. Пусть ш(А) € Дх|Р, и пусть ։ = 1,2 - целые числа, удовлетворяющие условию

тах(т1,т2) < А < р < тлфти + к1,т2 + к2). (1.5)
Тогда равенство (1.4) справедливо.

Доказательство теоремы проводится по аналогии с [11], стр. 255 и опирается I •&на следующую легко проверяемую лемму (ср. [11], стр. 200).
Лемма 1.1. Пусть ш(А) 6 Ад։М иО<т<Х<р<т + к. Если для 
наилучшего приближения Еи(/)р в метрике Ьр, р > 1 тригонометрическими 
полиномами порядка и выполняется неравенство Е„(/)р < кш((у + I)՜1), у 6 V, 
то / е Нр'т,*(0,2тг).

Отметим некоторые свойства классов '№,Ах։11,Ф™. Прежде всего они замкнуты относительно сложения, а класс УУ еще и относительно умножения. Пусть нов обозначает суперпозицию функций и и и, т.е. (н о и)(х) = и(«(х)).Лемма 1.2. Справедливы следующие утверждения :

1) если и 6 Ах։Р, и € ЛЛ1„, то ии е Ах+м+и, и ° и 6 !
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2) если и е Фу, V € Фр, то ни 6 ч 0 ч € ФУР;
3) если и € Фу, то и“ € Ф“У, где а > 0 ;
4) если и 6 Ах^, V eW, тоиу eW;

5) если и 6 Фу, V € IV, то ии € IV;

6) если и, V € IV, у возрастает, и почти возрастает, то ио у € ТУ.Доказательство следует из определений классов IV, Лд1Д,Фу и следующего важного утверждения : если € Фу, то для некоторого £ > 0 функция почти возрастает, а 4_*+еы(4) почти убывает.Следующий пример показывает, что 6) не влечет у о и е IV.Пример. Пустьv(x) = exp [, u(x) = х1 \ 2 +sin- ) , 0 < г < 1, 0 < 7 < 1. 
\ х*) \ х)Очевидно, у(х) убывает, а и(х) почти возрастает. Следовательно, и о у е IV, а

v о и £ IV.Для классов Фу и IV можно ввести понятие индексных чисел (см., например,[18]). Функции Q(£) и П(£), определенные какП(е) = Em П(0 = lira 5^, (1.6)л-ю ы(Л) Г=ю ^(Л)называются верхней и нижней индексными функциями, соответственно.Определение 5. Для функции ш € IV (или ш G Фу) числа тш и Мш, определенные из [ж^1 Л-ю ш(1ч
= sup 4>1 1пП(0

1п£ = 8UP 5 7~71п 4>1 I111?

Мш = inf«>1 1пП(е) 
М

■ г / 1 1= inf < — In €>1 (Inf f=^l 
h-Ю ш(Л)

(1-7)
(1.8)называются нижней и верхней индексными числами функции ш, соответственно.Отметим некоторые свойства тш и Мш при условии их конечности. Прежде всего заметим, что если ш е IV, то ш € Фу тогда и только тогда, когда т < 

< тш < Ми < з. Среди функций класса IV выделим те, которые удовлетворяютодному из условий(А) существует limА-ю u(zh) 
Ж՜’(В) lim h-»0 ч(Л)
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а) если выполнено условие (А), то

тпи° = ать, Ми° = аМи, а > 0, тиу<ти + ту, 1Иии > Л7и +
Ь) если выполнено условие (В), то

“ Л(Гц — д, П1УУ — р + тт1у, — р 4՜ .
Отметим еще (см. [18] и [7], стр.76), что если и, и 6 Ж не убывают и существуют конечные индексные числа ти,ту,Ми и Му, то из сравнимости С1Н < V < с^и следует, что ти = ту, Ми = Му, причем это утверждение необратимо. Наконец, отметим, что если ш € Ф™ и удовлетворяет условию (А), 

ТО 7/ 1ц, — АГц,.Важное значение для дальнейшего имеют следующие две теоремы из [10].Теорема 1.2. Пусть ш(£) е Ж и существуют индексные числа тпи, Мш, причем О < тпш < Мш < оо, т < тш, а > Мш. Тогда
I

К= и и Ая- (1.9)
т<Х<т^ М^<ц<вТеорема 1.1'. Пусть ш(4) е Ж и существуют индексные числа тш,Ми, причем О < тПц, < Мш < оо. Если

т < тш < Мш <т + к, (1-10)
то пространство Нр,т՝к(0,2тг) не зависит от выбора параметров тик.

Для дальнейшего важна следующая лемма, выводимая из неравенства Мар- шо (см. [14]).Лемма 1.4. Пусть

<р е Яр'т1А(0,2тг), 1 < р < оо, ш(Л) € Ад1Д, т < А < д, ко = [д] + 1, к > ко, 
где [д] - целая часть д. Тогда

< МЛ) ( Мр + 8иР • (1Л1)
\ Л>0 ^(Л) /



Дробные интегралы по Вейлю в обобщенных гельдеровских ... 71Доказательство. Для простоты рассмотрим случай т = 0. Воспользуемся неравенством Маршо. Имеемh) < ch*” [ dt + hk°|И|Р < cMvh^ + Л*»|М|„.
Так как ко > ц, то h*° < cw(h). Поэтому

(Mvh^ /" ֊֊ + |И|„) <
. ГМ fll II Wp(*’>/l)< cw(ft) ¥» p + sup ” 

\ h>0 <^Wчто и требовалось доказать.Аналогичную лемму можно доказать для характеристик из класса Ф™.В заключение этого пункта остановимся на вопросе о том, сохраняется ли гладкость функций при периодическом продолжении. Пусть
0

r2*-kh \1/Р 2тг' dr , 0<5<— (1.12)о ) К
- непериодический модуль непрерывности. Будем говорить, что периодическое 
продолжение сохраняет гладкость, если ~ a>k(f,<5), т.е. существуютпостоянные с2 > ci > 0 такие, что

ciw*(/,5)<W‘(/,<5)<c22*(/,J).
Нетрудно проверить, что эта эквивалентность имеет место тогда и только тогда,когда

0
г2тг \ 1/Р

l(Akf)(X)fdx] ~
2ir—kh J

(113)
Простые примеры (см. также [12]) показывают, что периодическое продолжение, вообще говоря, не сохраняет свойство гладкости.
Пример. Пусть

№) =
f хп1 f(x - 2тг) при 0 < х < 2тг, при х > 2ir, п

Учитывая, что А*тп = /0h t (-1)**։ hk
при п < к, при п = к,
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к > п > 2. Различны эти модули и при к > п = 1. Имеем ш*(/,й) < ей*, в то время как ш*(/, й) ~ й1^. Если ввести классы

Я£(0,2ж) = {/ : <^(/,й) < ей"} , Я£(0,2тг) = {/ : ш‘(/,й) < ей"} ,
то из сказанного выше следует, что /(т) = х € Я£(0,2тг) для всех 0 < д < 1, в то время как /(т) = х € Яр (О,2к) лишь для 0 < д < 1/р.
§2 . СВЕРТКА В Ьр(0,2тг)Через Ьр,а = Ьр>а(0,2тг) будем обозначать те функции <р(х) € Др(0,2к), для которых =0, £ € ст С И (22 - множество целых чисел), где1 Г2’ / *’(1) ехр(-*А®) с!х

- коэффициенты Фурье функции у>(г). Если а = 0, то пишем Ьр<„ = Ьр, если 
а = {0}, то £Р1<Г = Ьр,о. Очевидно, что ДР|1, С Ьр,а, если ст С и. Напомним, что интегральный оператор

и*V = (и*«)(х) = [ и(ж —(2.1)
называют оператором свертки.

Лемма 2.1. Пространство Ьр,а, р > 1 етсь коммутативное нормированное 
кольцо относительно свертки. Если 22 \ ст не ограничено, то это кольцо без единицы. Если ст С и, то Ьр<и есть идеал кольца Ьр,а. Если и € Ер и и € Е11<г, то 

€ Ьр>а.

Доказательство. То, что Ьр՝а есть кольцо относительно свертки, следует из вложений Ьр<а С Ь\,а, р > 1 и Ър * Ь1 С Ьр. Для коэффициентов Фурье справедливо равенство
(« * и)д. = 2тгикик = (и * и)*. (2.2)

Из единственности коэффициентов Фурье и (2.2) следует, что ЬР։(Г - коммутативное кольцо. Кроме того, если и е Ьр>а то для любого V е ДР11/ имеем (и * д)к = 0 



Дробные интегралы по Вейлю в обобщенных гельдеровских ... 73для любого к € и, т.е. (u*v)(x) € L^. То, что (u*v)(x) - периодическая функция, очевидно. Наконец, из (2.2) следует отсутствие единицы кольца. Иначе, пользуясь произволом в выборе и(х) и выбирая wn(x) = eins € LP,a, п £ ст, получим, что о* = 1/2% для любого к € 2Z \ а, что невозможно, т.к. v* ֊> 0 при к -> оо. Отметим еще, что ||u*и||р < c||u||р||vp||. Наконец, последнее утверждение леммы следует из (2.2) и теоремы о свертке.Отметим, что если и(т) периодична и (△^и)(х) = 0 для любого h > 0 при некотором к 6 М, то v(x) = const. Обознчим через (ть<р)(х) = <р(х + Л) оператор сдвига.
Лемма 2.2. Пусть u,v 6 Lp,a> 1 < Р < оо. Оператор свертки инвариантен 
относительно сдвига

Th(u*v) = t/,u*v = и^т^у, Д*(и*ц) =ц*Д*и, (2.3)
так что ll4(u*v)llP<IMIP Г |(Afr)(t)| dt, (2.4)

J —1Гll△л(u*v)llP</J(△^)(^)l^(«,l^l)di, а/0. (2.5)
Доказательство. (2.3) следует из периодичности функций и и и, а уже из него применением теоремы о свертке получаем (2.4). Что касается (2.5), то при его доказательстве следует дополнительно воспользоваться тем, что «о = 0.
§3 . ДРОБНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ВЕЙЛЮВсюду в дальнейшем рассматриваем класс Lp = Lp,o- Пусть J(a) обозначает дробный интеграл по Вейлю (см. [13], стр. 264)1 Г21Т= 2л /о ~ dt’ (31)
где = «>0, (3.2)

*=1причем при целых а имеем V'n(i) = спВп^/(2п)'), 0 < t < 2л, где Bn(t) - многочлены Бернулли. Можно выписать явный вид V'n(i) при п € -А/՜ и t е [0,2л].



74 Н. К. Карапетянц, 3. У. МуссалаеваПри ЭТОМ ^>1(1) = 7Г - 4, Сз = 7Га/6 и, „х (тг-«)2п+1 (^֊1)2*+1
^2п4-1(0- (2п + 1)| §С2(՞--#) (2; + 1)! ’ ” 1’2’"'>

2=0, , . (тг - 4)2” (тг -1)^ _~(2п)! +§С2(п-,) (2*)! ’ п՜1’2’-’
где = (2п+1)! ' § (2/ +1)! ’ п = 2’3’ -
В дальнейшем нам понадобится неравенство (< € (-тг,тг))

< С1*Г 1 *>[«]» (3.3)
доказанное в [13] для 0 < а < 1. Покажем, что (3.3) верно и для а > 1. Действительно, подействовав на 7(а)^ = сфа *<р при 1 < а < 2 оператором О1 = = получим Р17(с)^ = = сфа֊1*<р. Имеем Теперьдля — 'фа(х) уже применима оценка из [13]. Аналогично можно рассуждать при 

ах
я произвольном а € (з, з + 1) и в € ЛГ.Отметим, что анализируя сходимость ряда для ^а(®)։ можно показать, что равенство л»֊—-^(х) = ^а-։(х) (3.3’)

ах3имеет место при а>2, а-з>1, гб Ш.1 и а > 1, а — з € (0,1), х € (е, 2тг - е), е > 0. Кроме того, из приведенных рассуждений видно, что при целых а дробный интеграл 7(а) можно сводить к обычному дробному интегрированию, но при этом возникает добавка, связанная с тем, что должно выполняться условие (7(а)^)о = 0. Например
Гх 1 С2п 1= /о Л + 2^г /о ~ ~ + 2тг /о ~ йу-

Всюду ниже будем использовать обозначение о>а(Л) = й“ш(Л), а > 0. Пусть теперь а = в

Лемма 3.1. Пусть ш(А) 6 Аа1М и
0<ш<А<д<т + Л-з. (3-4)
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Тогда

Нр՝т՝к(0,2п) —> Я;-т-*(0,27г), 1 < р < оо.
Доказательство. В силу (3.4) пространства Нр,т՝к(0,2тг) и Н?•՝т՝к(0,2тг) не зависят от т и к, поэтому можно написать

= с (Мр.ш.оД*’) + 11Л«)*’)11р) < с(.МР։и,0,к(<р) + ||<р)||р),т.е. Лемма 3.1 доказана.Рассмотрим теперь случай нецелых а, полагая
<р(х - 4)^а(4) сП, X & (—7Г,7г). (3-5)

Лемма 3.2. Пусть ш(к) € Ад1М и
0<т<Х<р<т+к— [а] -1, а > О, а$.М. (3.6)

Тогда

Т(а)<р: Нр’т,к(0,27г) > Я"»-т'*(0,27г)։ 1 < р < оо.
Доказательство. Пользуясь независимостью Яр’т,*(0,2тг) и Я“<։>т’*(0,2тг) от 
т к к, положим т = 0. Покажем (ср. [6]), что Л/р1Ы<։1о,*(/(0)^) < оо. Пусть 0 < а < 1. Будем использовать соотношения

тЛ^(а) = ^(а)ТК1 = *7(о)Д/и Л > 0. (3-7)
•Г.. : .Имеем (△лЛо֊)*’) (х) = ^ + Л». (3-8)

где •ЛР= / 1М*)(Д*¥>)(:е-*) Л. /|4|<Л (4) (△*</?) (х - 4) <44.
В силу обобщенного неравенства Минковского имеем

/
Л / у»2тг|^а(4)|<44 / |(Д^у>)(х — 4)|р <£г■ь \Уо



76 Н. К. Карапетянц, 3. У. МуссалаеваСделаем замену х — I = у. Тогда с учетом периодичности рассматриваемых классов и (3.3), получим
г'1Н-Мр < с||Д^11р / 4“՜1 й < сЛ’НАМр-

JoПри р = оо доказательство аналогично. Оценим теперь || 7<р||р при 0 < а < 1. В силу тождества О1 Л = I, где I - тождественный оператор, а также равенства (3.7), имеем = Д1 ЛД*<р = Р1Д}'Следовательно
Лр= [ - 4) й.Л<|4|<жИнтегрируя по частям, получим

= ^О(-Л)(Д£ 71<р)(т + Л) ֊ ^а(Л)(ДлЛ^)(® - Л)+

1/р

+с / 2?1^О(4)(Д{'7^)(х - 4) Й.Л<|«|<1ГПрименяя неравенство треугольника, найдем
0Г2< [

йх / Р1^в(4)(Д^Л^)(®-4) йо Ул<|։|<яСделаем замену х-1=уи применим неравенство Минковского. Тогда с учетом(3 .3) получим
Н-Мр < С1л“-1||ди11р + сз||диНр Г«°՜2 й < <лв-1||д|д||₽. (3.9) 

ЛПри р = оо получаем аналогичную оценку. Пусть теперь а > 1. С учетомтождества О’ Л = I, О’ = — и равенства (3.7) имеем Д* = В։7,Д* = _О։Д*Л, 
т’где з = [а] +1. Пэтому7(а)Р = [ М(^’А*Л^)(х - «) Й. (3.10)
4|<,г

кИнтегрируя (3.10) по частям (з - 1) раз, получим = >Г<р + гДе (СР- (3-8)) 7'<р = с [ О’՜1^^)^1 △*/,¥>)(х - 4) й,
./|е|<Л7"^ = с [ И*-1^о(4)(Р1Дь7»^)(х - 4) й.
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/'V = с,Д*-^а(-Л)(Д^Л¥>)(1 + Л) — с,О-1-фа{К)^кМ{х - Л)+ 

+с [ о'1ра(Щ&к.т,<р)(х-г) (з.и)
УЛ<|4|<1ГСделаем замену х - 4 = у и применим неравенство Минковского. ПолучимIIГ<рЦР < ЬЛ“-||(^Л<Р)(-)11Р + Н(МЛу)011р Ге—1 <й. (3.12)

ЛСледовательно ||/"¥>||Р<ЬЛ“֊‘||(Д*Л^)(.)||р. (3.13)
При р = оо оценка аналогична. Таким образом, при а > Оll(△^(а)V’)(•)llp < £ ъ^-1\\(Ак7^)(-)НР. (3.14)л-*՜1 откуда 

в
Мр^'О'к^аур) < С Е ъмРщ&к №), (3-15)

,=г-1и остается воспользоваться леммой 3.1. Лемма 3.2 доказана.§4 . ДРОБНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ ВЕЙЛЯ-МАРШО.ИЗОМОРФИЗМДля произвольного а > 0 введем дробную производную Вейля-Маршо(Р°/)(х) = х-угпг / (Д։_4/)(х)-^_о(4) Л, 1>а, хе(0,2тг,) (4.1)
27ГиЦ&) у о Лъусеченную производную Вейля-Маршо

1 Н.(2?“/)(х) = 2^) Л I > а, хе (0,2тг), (4.2)
а также усеченную производную Маршо(Ю“/)(1) = -^1е°° (А~1^(Д֊ ®е(0,оо). (4.3)
Во всех этих производных 

I £/1(а) = -Г(-а)^(-1)п-1С^п“1 а>0 
п=0 ч "(см. [13], стр. 100 - 102). Очевидно, производные (4.2) и (4.3) определены для всех / € Др.о и переводят это пространство в себя.
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и ГО“/ сходятся (как по норме так и для почти всех х) и

Нт 2?“/ = Нт ГО“/, е—»0 е 4 <г-»0 е (4.4)

Доказательство. Отметим вначале, что эта лемма для 1 = 1 есть в [13], стр.270. Для простоты докажем лемму для I = 2. Общий случай можно доказать аналогично. Из того, чтол-։։> = г5)М[2’г§(‘+2’4՜"՜2^ ’ 
получаем

^1֊а(*) = ~Г(1Г՜՜) £(* + 2™)՜1՜“. о < I < 2тг. (4.5)

С учетом (4.5) имеем для производной (4.2)
а ( Г (ДУ)(*) _ Г (А2_{/)(х)

“ Г(1-а)*(а) кА /2я 4*+“

г2тг оо \
+ / (Д^/)(х) 52(4 + 27Гп)՜*՜“ е/4 . (4.6)

п=1 /Поменяем во втором слагаемом порядок суммирования и интегрирования, сделаем замену 4 + 2тгп = у и учтем, что (Д1е/)(х) = (Д1у/)(х). В результате будем иметь
(Р“/)(х) = (ГОе“/)(х) +Са Г Шд2_4/)(х) (4.7)

где Са - постоянная иГ 1 при 4 € (2лк,е + 2тгк), ( 0 при 4 £ (2?гА,е + 2тгА), кеЫ, 4-“-*Ье(4) еЬ^О.оо).

Далее, при е -> О
Г Ш * = £К2-)֊“ - (2^ + е)՜“] -+ 0.

•'21Г п—1Поэтому из. (4.7) в силу неравенства Минковского имеем
||7)“/ - ГО“/||р < с||/||р Й + о, 



Дробные интегралы по Вейлю в обобщенных гельдеровских ... 79откуда следует сходимость по норме Ьр. Из (4.6) в силу теоремы Лебега о предельном переходе следует сходимость почти всюду. Лемма 4.1 доказана.Как известно (см. [13], стр. 267) на функциях ц> 6 1ц,о(0,2л) дробный интеграл Вейля совпадает с дробным интегралом Римана-Лиувилля по всей прямой : = '- = гы С * »<«<։.

где интеграл справа понимается как условно сходящийся :Г у«) .. Г ?(«)/-оо (* ֊ г)1-“ " Л - 4)1-“ <а.

Если обозначить
/•2^

Joто из сказанного выше следует, что для <р 6 ЬР։0 почти всюду 

(4-9)
(4.Ю)

1нп (7^4(®) = /V—>оо= 7(а)у>. Можно дать оценку сходимости и по норме114“)^ - /{в)^||, < С№֊1+^֊1/рц^||р1 р < д < оо.
Лемма 4.2. Пусть } € Ьр$, 1 < р < оо. Тогда

7(а)ГО“/ = Ю“ Т(а)/.

(4.8)

(4-11)

(4-12)
Доказательство. Заметим, что (4.12) имеет место, если «Т(в) заменить на при любом IV, после чего можно воспользоваться (4.11) в случае р = д. В результате получим (4.12).
Теорема 4.1. Пусть а > 0. Для / € Ьр, 1 < р < оо следующие утверждения 
эквивалентны:

1) существует € ЬР։о такая, что Нт ЦП)“/ - <р||₽ = 0 ;1 Г2’
2) /(*) = /о + где /0 = — /(х) ±с;

3) ||Ю“/||Р < с, где с не зависит от е.

Доказательство. Без ограничения общноси можно считать /о = 0, так как если Нт Ю“/ = V, то Нт Ю“(/ - /о) = V и (/ - /о)о = 0.
(Ь,) (Ьр)



80 Н. К. Карапетянц, 3. У. Муссалаеваа) Пусть выполнено 2), т.е. /(х) = <р € ЬР1о, но в силу (4.8) отсюда следует, что /(х) = За<Р- Применяя формулу (6.6) из [13], стр. 106 и переходя в ней к пределу при е -> 0 по норме Ьр, получим
•/воткуда с учетом свойств К'/>аг(£) (см. [13]) в силу мажорантной теоремы Лебега следует 1) а с ним и 3).Ь) Пусть теперь выполнено 1). Тогда в силу ограниченности оператора имеем Пт ||/(с)ГО“/ ֊ /(в)¥>||р = 0.

Поскольку Пт ГО“ 7(а)/ = [°° К1։аШх = /(х), (£> ■/ото с учетом (4.12) получаем 2).с) Наконец, пусть выполнено 3). В этом случае доказательство аналогично доказательству достаточной части теоремы 6.2 в [13] (стр. 107 - 108). Теорема 4.1 доказана.Теорема 4.2. Пусть а>0и1<п<1. Для оператора дробного дифференциро

вания (4.1) справедлива оценка типа Зигмунда :

6) < с & + 5֊Х(/, <*)) . (4.13)
Доказательство. Отметим вначале, что при п = I > а в правой части (4.13) остается лишь первое слагаемое. Имеем

‘ I >. *(△]*Р“/)(х) = 1 Г (△?гд‘_։/)(х)^1-о(*) Л. (4.14) 27Г асПрименяя (3.3) и неравенство Минковского, получим
(((△^“ЛМНр < Гф + Гф. (4.15)

где
Г || (△£△'_։/) (х)||р^=с4кл—— Л,
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■ Г ||(A£Alj)(x)||p
* A<iti<K itii+° dt.

Для оценки У'у? и Т'<р воспользуемся неравенствами
цдйд'_Л1р<сы;(/։а)։ (4.16)
||Д?Д'_։/||Р<^(/,И), (4.17)

ы'(Л|г|)<^(/։|*|), (4-18)
С учетом (4.17) имеем

<р < с
|։|<ь И1+* 'о |t|1+aИз (4.16) получим J"<p < ch aWp(f,h). Из этих оценок с учетом (4.15) легковыводится нужная оценка.Теорема 4.3. Пусть а > 0 и и>(Л) € Ад1Р. Тогда, операторы 7?“ и ГО“ ограниченно действуют из Нра,т,к(0,2тг) в Н?՝т՝к(0,2тг), где

о>о(Л) = Л“ш(А), 0<т<Х<р<т + к-а.

шкДоказательство. Оценка для зир —-—77т-----немедленно следует из (4.13).ь>о ы(п)Замечание. При т = А = 0 теорема 4.3 верна при дополнительном условии
/ *—1си(4) dt < сш(Л).

■/оИз результатов §§3,4 вытекает следующее утверждение об изоморфизме.
Теорема 4.4. Пусть 0 < А < д, ш(Л) € Ад1М и

, (р + а, при аеМ,/С > <
~ [ р + [а] + 1, при а > 0, а £ М.

Тогда оператор дробного интегрирования Вейля изоморфно отображает про

странство Нр,0,к (0,2тг) на пространство Яр<*,о>к(0,27г).
Доказательство. В силу лемм 3.1, 3.2 и теоремы 4.3 имеем

Я"'°-*(0,27г) —> Я““-О'к(0,27г)>
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Поэтому для доказательства теоремы достаточно доказать представимость функций из Я"“'о>*(О,27г) функциями Я“'°'к(0,27г). Так как Я“’0՛* (О,2тг) с Гр(0,2тг), то согласно теореме 4.1 функция /(т) € Я“>0>*(0,2тг) представима дробным нтег- ралом Вейля от функций из Бр(0,2тг), если ГО“/ сходится по норме Ьр(0,2тг). Так как почти возрастает при £1,£з -> 0, то

(р I/” ■»Г <
. Га “£(/, 4) /•” шо(4) Г* 0,(4)< с / ,!+— * < с / &<с — л -4 0.

^81 ь *81 * * *81 *Поэтому / = ф е Ьр(0,2%). Так как ГО“= тр, V» € 1а(0,2тг) и р > 1, то 
<р € Я“>о’*(0,2тг). Теорема 4.4 доказана.
§5. ОЦЕНКИ ТИПА ЗИГМУНДАДЛЯ ДРОБНЫХ ИНТЕГРАЛОВТакие оценки при 0 < а < 1 имеются в монографии [13], стр. 272 - 273, и их также используют при решении задачи об изоморфизме пространств Я^(0,2тг). Здесь мы покажем, что эти оценки можно получить и при произвольном а > 0.
Теорема 5.1. Если

<р(х) € Ер(0,2тг), 1 < р < оо, а > 0, а М, I > [а] + 1, (5.1) 
то справедливо следующее неравенство :

6 ^р(<Р,у) , Г*“р&’У) \
. „ <1у + д1 / ; ву .

у1՜՞ Л у'+1՜“ I
(5-2)

Доказательство. Используя представление типа (3.8), находим
(5-3)

где
А1 = ' “£(¥>,141) |(Д^а)(01

КК(1+<)Л
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|t|>(i+«)hТак как [а] < т < I, то

кд^а)ад| < chmi*io-1-m. (5.4)

Для оценки Ai применим (5.4) с т = [а] :
Ai < [ |t|)AM|t|“ 1 < ch°u>L(^,ft).

У|4|<(1+ОЛПри оценке А2 в (5.4) берем т = I :

А2 < [ ItDA'lil“-'՜1 dt, I > [а] + 1.
^|t|>(l+I)AПри а > О, I > 0, 5 6 (0,1) функция

[S У) . н Г1 <"р(¥>, У) ( ./о -p=^‘ty + lJ։ (5 5)

почти возрастает (см. [5]). Объединение оценок для Ai,A2 дает следующее :пл։ г и ' ( Г1'шр&’У) j и ГШ1^,У) . \
НАлЛ^У’Нр с / „1-а dy + h Лц_а <1У • 

\ J0 У Jh У /В силу монотонности по h отсюда, переходя к sup по |Л| < 5, получаем требуемое.
Следствие 5.1. Пусть

^(х) € Ьр(0,2х), 1<р<оо, а > 0, a^^, 1>[а] + 2. (5.6)• I»Тогда шр(^(а)ЧР>5) < сбаШр(<р,Й). (5.7)
Доказательство вытекает из теоремы 5.1 и того, что функции (5.5) и 5аШр(<р,6) эквивалентны. • • *« гТеорема 5.2. Пусть

<р(х) 6 Др(0,2тг), 1<р<оо, аеМ, />а + 1. (5.8)
Тогда Чц«)¥’,«)<^(ф,г). (5.9)



84 Н. К. Карапетянц, 3. У. МуссалаеваДоказательство. Пусть вначале а = 1. В этом случае ^1(0 = чг — I. При I > 2 имеем при 4 6 (0,2т-/Л)» ( (с, при 4е (2т-/л, 2т).
Поэтому в (5.3) будем иметь

/
Ж ы>,|*|) |(Д^)(<)| Л < / Л < сЛшр(¥>,Л),•я *—откуда следует (5.9) при а = 1. Пусть а = к € V, I > А+1. Так как т/<*(4) является многочленом степени к, то для 4 6 (0,2т—4Л) имеем (Дк^*)(4) = 0. Функция ^>*(4) непрерывно дифференцируема при к > 2. Поэтому можно использовать формулу (3.3’). В оценке (5.4) при т = к - 1

|Д^*)(<)| < сЛ*-1|4|*-1-{*-1) = с/։*՜1, 4 б НЛ,0)-
Следовательно ll△лЛ*)V’llp сЛ*՜1 / Л сЛЧ^.Л), 

•ичто доказывает теорему 5.2.Теорема 5.3. Пусть 0 < А < д < 1, ш(Л) € Ад։М. Тогда оператор дробного 
интегрирования Вейля Т(а), а £ V ограниченно действует из Ну՝°՝к(0,2чг) в Нра1°’*(0,2т), где 1<р<оо, к>1 + а.

Доказательство немедленно следует из леммы 1.3 и оценки (5.9).
Теорема 5.4. Для 0 < А < д < 1, о?(Л) € Ал,д оператор дробного интегри

рования Вейля а £ X, а > 0 ограниченно действует из Нр՝°՝к(0,2т) в Нр“,о’*(0,2тг), где 1 < р < оо, к> р + а.

Доказательство вытекает из леммы 1.3 и оценки (4.13).Дадим теперь формулировку теоремы об изоморфизме, которая при данном подходе несколько отличается от формулировки теоремы 4.4.
Теорема 5.5. Пусть 0 < А < д < 1, ш(Л) € и, (1 + а, при ае//,~ [ [д + а] + 1, при а > 0, а V.
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Тогда оператор дробного интегрирования Вейля изоморфно отображает про

странство Нр,0՝к на пространство Нра,0,к.

Доказательство с учетом теорем 5.3 и 5.4 аналогично доказательству теоремы 4.4 и поэтому опускается. Отметим лишь, что подход, связанный с оценками Зигмунда, не требует использования независимости пространств и в некоторых случаях позволяет понизить порядок конечной разности в определении пространств.В заключение отметим, что результаты §§3-5 легко переносятся на случай характеристик из классов Ф™ типа Бари-Стечкина.
ABSTRACT. The paper studies fractional integro-differentiation by Weyl in the generalized periodic Holder classes Я“'m'*(0,2л), 1 < p < oo. These classes depend on the characteristic cj(t) from the classes Ад>р or from the Bary-Stechkin type classes Ф™, where m stands for the order of derivative and к for the order of finite difference. The main result is an isomorphism theorem asserting, that for an arbitrary order a > 0 the Weyl’s fractional integration operator J(ayp = ipa ♦ Ф is an isomorphism between the spaces Я">т’*(0,2л) and Hpa՝m՝k(0,2л), where= ֊ £ c08(t‘~T), *.(0 =
The parameters m,k,w satisfy certain consistency conditions. For w € Ад1М we require 0<m<X<p,<m + k, while for ш e Ф™ these conditions are given in terms of index numbers.We also establish Zigmund type bounds for integral modulus of continuity and investigate the properties of fractional integro-differentiation operators.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О ЧИСЛЕ РАЗЛИЧНЫХ НУЛЕЙ МНОГОЧЛЕНА

М. А. Мкртчян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 6, 1996

В работе [1] Р. Браун получил некоторые результаты относительно числа раз

личных нулей многочлена. Тому же вопросу посвящена настоящая заметка.

Теорема 1. Количество различных нулей многочлена

Р(г) = И-а*я* + --- + апкп,

где п > к, ап / 0, не меньше к.

Теорема 2. Количество различных нулей многочлена

Р(к) = 1 + О1Х + • • • + акгк + ОтР” Ч------ Ь ОпКп,

где п > т > к > 0, апакат / 0, не меньше-------- :---------.п — т + к Ч- 1
.. '* ։ . • .4. Л*!, « •
При т = п из теоремы 2 получаем

Следствие. Количество различных нулей многочлена

Р(я) = 1 + ахк + • • • + акгк Ч- Оп-г”,

где п > к > 0 и апа* / 0, не меньше
п

к 4՜1

Замечание. Если в теореме 2 положить к = 0 и т = к, то оценка числа

различных нулей многочлена Р(г) будет п
п-к + 1'

Так как п > к, то

п
п — к + 1

= 1 + < 1 + к - 1 = к,
п — к + 1
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т.е. результат теоремы 1 сильнее результата теоремы 2.

Доказательство теоремы 1. При P(z) точка z = 0 является 1-точкой крат

ности к. Следовательно, число различных 1-точек P(z), т.е. число различных 

корней уравнения P(z) — 1 = 0, не больше чем п — к 4-1 (я = 0 есть fc-кратный 

корень, а остальные могут быть простыми корнями).

Известен следующий факт (см. [2]) : количество различных точек, в которых 

многочлен степени п принимает значения 0 или 1, не больше п -I- 1. Если 

обозначить через 7V(a) количество различных a-точек многочлена P(z), т.е. 

количество различных корней уравнения P(z) — a = 0, то из вышесказанного 

следует

N(l) <п-к + 1, . N(0) + N(l) >п+1.

Отсюда IV(0) > к. Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Если Р(£) = 0, то в условиях теоремы 2 крат

ность я = £ / 0 не больше п — т + к 4- 1. Действительно, к 4- 1-ая производная 

многочлена P(z) представляется в виде

p(*+D(z) = zm-fc-lQ(z)։

где Q(z) - многочлен степени п — т. Следовательно, z = £ может быть нулем 

многочлена р(*+1)(я) с кратностью не больше п—т. Тогда кратность нуля z = £ 

многочлена Р(я) не больше п—т+к+1. А. так как число нулей многочлена Р(я) 

с учетом их кратностей равно п, то 7V(0) ■ (п — m+/։ 4-1) >п. Теорема 2 доказана.
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