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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապա- 
րակել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «.Մաթե­

մատիկա* ամսագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամու- 

լյչ (այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էք), իսկ համառոտ հաղորդումների 
ծավալը ոչ ավելի քան 5՜~ք) մեքենագրված էջ:

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրա­
պարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որռչմամբ:

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռ ուսեր են 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով:

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ­

վել համապատասխան լեզվով:
3. Մեծատառ, լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 

պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծի­

կով վերևում:
Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 

մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:
4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 

համարը և տեգր տեքստում էջի ձախ մասում:
5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 

է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգր, հրատարակչությունը, հրատարակման 
տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համա­
րը, տարեթիվը և էջերը:

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համա­
պատասխան տեղում:

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում:

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես 
հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբա­
նումով:

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
ւ է տվյալ աշխատանքը:

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագ­

րության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24լւ Գիտությունների Ակադեմիայի . 
Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա* :



АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ВЕРХНИЕ ГРАНИЦЫ ДЛЯ 
РИСКА ОЦЕНОК ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ 
ОТ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ*

*Статья написана при частичной финансовой поддержке АО "Прометевс”

М. С. Гиновян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № б, 1996

Пусть Х(и) — стационарный гауссовский процесс со средним нуль, и 
спектральной плотностью /(А). Мы рассматриваем задачу непарамет­
рического статистического оценивания линейного функционала £(/) 
на основе выборки {Х(и), 0 < и < Т). Для спектральных плотнос­
тей из гельдеровских классов и функций потерь удовлетворяю­
щих условию 0 < го (г) < С\ ехр{Са|г|} с положительными постоянными 
С1 и Сг, мы получаем асимптотические верхние границы для рисков 
Е{™(|1т-Ь(/)|)}.

ВВЕДЕНИЕПусть Х(и), и 6 и - центрированный стационарный гауссовский процесс, обладающий спектральной плотностью (с.п.) /(А), причем /(—А) = /(А), А £ ф. Рассматривается одновременно два случая : случай непрерывного параметра (н.п.), где и = (֊оо, оо), и случай дискретного параметра (д.п.), где и = = {0,±1,±2,...}. В случае н.п. областью изменения С} переменной А является 
С} = (—оо, оо), а в случае д.п. - (^ = [—тг, тг]. В случае непрерывного параметра процесс Х(и) предполагается измеримым и среднеквадратично непрерывным.В настоящей работе мы рассматриваем следующую общую задачу непараг- метрического статистического оценивания (ср. с [6] - [9], [12]). Пусть нам из­вестна частная реализация Хт = {АГ(и), 0 < и < Т (или и = 1, Т в случае д.п.)} процесса Х{1) с неизвестной спектральной плотностью /(А), А Е Пусть £(•) - линейный функционал, определенный на пространстве Ьр = ЬР(С?), р > 1. Задача 



в М. С. Гиновянсостоит в оценивании значения L(f) на основе наблюдения Хт при условии, что с.п. /(А) принадлежит заданному множеству Е спектральных плотностей.Предположим, что функционал L(՛) непрерывен в LP(Q), р > 1. Как известно (см., например, [16]), такой функционал допускает представлениеь(/) = / fWeWdx, (1)
Jqгде д(Х) е Lq(Q); 1/р + 1/q = 1 и ||L|| = ||р||,- Здесь и ниже || • ||, обозначает Lq- норму. Обозначим через Нр(/Э), ß = а + т, 0 < а < 1, г eN гельдеровский класс функций, т.е. класс тех функций ^(А) б Lp, которые имеют г-ые производные в 

Lp и удовлетворяют условию||^)(. + Ä)-^)(-)||p<C|Ä|e. (2)
(Здесь и всюду ниже буквой С будем обозначать различные положительные постоянные).Обозначим через ЕР(/3) множество всех спектральных плотностей, принад­лежащих пространству H.p(ß), а через W - множество всех симметрических, неубывающих на положительной полуоси функций потерь w : Ш.11—> IR1, удов­летворяющих условию : 0 < ю(г) < (71 ехр{Сг|г|} для некоторых положитель­ных постоянных Ci и Сг- Обозначим через Lt = Lt(X.t) статистическую оцен­ку функционала L(f), построенную на основе наблюдения Хт- Отметим, что в качестве статистической оценки для L(f) можно выбрать любое измеримое ото­бражение 1>т • IR-T 1—► IR1. Качество оценки Lt функционала L(f) мы измеряем величиной △т(£т,/)=Еу{«(|Ьг֊Ь(/)|)},где Еу{-} обозначает математическое ожидание относительно меры, порожден­ной спектральной плотностью /. Пусть Дт обозначает минимаксный риск ста­тистической оценки Lt, т.е.

△т = sup inf sup Е {го (| Lt — L(f)|)}.
||Ь||=1Ьт/бВВ настоящей работе мы получаем асимптотические верхние границы для рисков △т при Т —> оо. Эти границы зависят от свойств функционала L(f) и множества 



Асимптотические верхние границы для риска оценок ... 7Е. Отметим, что в случае квадратичной функции потерь эта задача была рас­смотрена автором з работе [8], аналогичная задача для плотности распределения была рассмотрена И. А. Ибрагимовым и Р. 3. Хасьминским в работе [14].
§1 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТРассмотрим статистическую оценку Ьт,л линейного функционала £(/) (ср. [2], [6] ֊[9], [14]):

Бт,л = [ ТтЩдлЩМ, (3)

где А = А(Т) < Г, А(Т) —» оо при Т —> оо, рл(А) - сингулярный интеграл Дирихле, соответствующий функции д(А) (см. формулу (5) ниже), а 7т(А) - так называемая периодограмма процесса X (и) :
1 

2>гТ
Е ВДе-«А

2

э в случае д.п.,
«=1

1т (А) = <
1

2*Т  
ь

т 2
1Х(и)е֊^<1и , 
0

в случае н.п..

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема. Пусть функционал Ц/) непрерывен в Бр, и пусть Е = Ер(/3). Тогда для любой функции потерь ги(х) € АУ существует значение А такое, что справедливы следующие утверждения:

А) если р > 2 и (3 > 1/р, то

НтвирвирЕ/ |Дт,л —■Ь(/)0}<оо; (4)
т-юо /ев 1 .

Б) если либо р > 2 и /3 < 1/р, либо 1 < р < 2 и /3 > 1/2, то
Нт вир вир Е/ {ад (Тр |Ьт,л — Ь(/)|)} < оо; 
Т-юо /ев

В) если 1 < р < 2 и /3 < 1/2, то
Нт аир аир Е/ {го (т1/2 |Дг,л — -Ь(/)|) } < оо.

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫДля доказательства теоремы нам понадобятся некоторые вспомогательные ре­зультаты, относящиеся к сингулярным интегралам Дирихле, и норм Шаттена 



8 М. С. Гиновянусеченных теплицевых операторов (или теплицевых матриц). Обозначим через ■0л(Л) сингулярный интеграл Дирихле, определенный для функции ip(X) G Lp, 1 < р < oo следующим образом :
. ш = лРи À G [-»,%]А Iпри agir1.Перечислим некоторые свойства функции ^л(А).

al) Пусть V’(A) G Нр(/3), 1 < р < оо, /3 > 0. Тогда

Ш1Р < <?(р)1М1р « \\гР-^а\\р<С(р,р,м)а-р.

61) Пусть ^(А) 6 Ьр։ р > 1. Тогда

||^л||9 < где р<д<оо.

в!) Пусть г/>(Х) е Нр(/3), р > 1 с 0 < /3 < 1/р ир < р1 < р/(1 — /Зр). Тогда

^(А)еНР1 (/?-֊ + ֊).
г1) Пусть ^>(А) С Нр(/3), где р > 1 и /3 > 1/р. Тогда ^(А) непрерывна и 1М1оо < оо.
д1) Пусть ■ф(Х) 6 Нр(/3), р > 1, (3 > 0, д > р и (3 1/р — 1/д. Тогда

||^л||,<С-тах{1;А1^-1/^}.
• . :.?ЛГДоказательства утверждений а1) - г1) можно найти в монографии Никольского [15], а доказательство утверждения д1) - в работе [14].Обозначим через {«у (2?)}у>1 множество сингулярных значений компактного

* м ՛оператора В, т.е. множество собственных значений оператора К = (В*  В)1/2, где 
В*  - сопряженный к В. Для числа р, 1 < р < оо р-норма Шаттена компактного оператора В определяется формулой||о|| ( (£ ^(֊®))1/р. при1<р<оо

11-вЦр = < /=1( впр7- 8] (В), при р = оо.Для 1 < р < оо через Зр обозначим класс всех компактных операторов В, для которых ||В||р < оо. Перечислим некоторые свойства классов Зр.



Асимптотические верхние границы для риска оценок ... 9

а2) |£г [В]| < ||В||1, причем знак равенства достигается при неотрица­

тельном В, где 4т[В] обозначает след оператора В.

62) Если В; б р, > 1, ) — 1,п и р՜1 = 522=1(?) -1 < 1» то 
В = В1 х • • • х В„ € Ер, и *

Цв||р<||в1||Р1.............||вп|(₽.
в 2) ||В||оо = |Щ||, где ||В||՜- операторная норма В, т.е.

||В||= вир |(Ви,ц)|.11«11»=1Доказательства можно найти в монографии Гохберга и Крейна [10], стр. 120 - 122 и стр. 135.Пусть “ф(Х) - 2тг-периодическая функция класса £1(—тг, тг), и пусть
= Г е-‘А^(Л) </А, к = 0, ±1,...

д-1Г- ее коэффициенты Фурье. Матрицы
ЗД) = ||&_у||м=5^ Г =0,1,...,

называются теплицевыми матрицами, порожденными функцией 1/>(Х). Усечен­ный теплицев оператор Др (У>), порожденный функцией ‘ф(Х) £ Ь1(—оо, оо), опре­деляется следующим образом : для и (А) £ Д2[0,Т]
Вт(У>)ц(А)=/ ^(А - д)и(д)йр, 

догде т/>(-) - преобразование Фурье функции Нормы Шаттена усеченых тепли­цевых матриц и операторов удовлетворяют следующим неравенствам, справед­ливым для 1р(и) бД1ЛДрИ1<р<оо:аЗ) ||Втт<|М|РТ1'р.63) ||ЗД)||со < 2||^||рТ1/р.Доказательство утверждения аЗ) можно найти в [1] (для теплицевых матриц) и в [8] (для усеченых теплицевых операторов), доказательство же 63) - в [2], [6] и И-



Ю М. С. Гиновян

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫМы докажем только утверждение А) теоремы, утверждения Б) и В) доказыва­ются аналогично. Начнем с двух лемм.
Лемма 1. Пусть / б Ер(/3), /3>0, р>1и^б Ьч, 1/<1 = 1- Тогда

{
СТ~Р при Р < 1СТ-ЧпТ при /3=1 (6)СТ՜1 при (3 > 1.

Доказательство можно найти в [8].Обозначим через |Сишк(1<г1х)| кумулянт (семиинвариант) порядка к слу­чайной величины 2<г,д.
Лемма 2. Пусть / б Ер(/3), р > 2,/3 > 1/рид б Ьч, причем 1/р+1/д = 1. Тогда для всех к = 3,4,...

|Ситк(Аг,л)| <(* ֊ 1)Ю(Ьг,л) (||/1|оо||а||,Т-1А»)‘՜2 , (7)

где О(Ьт,л) ~ дисперсия случайной величины Ьт,л- 
Доказательство. Хорошо известно (см. [2], [11], [13] ), что

Ситк(Ьт,л) = Т~к2к~1(к - 1)! 1г[Вт(№(<7а)]‘. (8)Из утверждений в2), аЗ) и 61) следует, что1|Дг(^)||0о<1Ьл||оо<2А^|Ьл||։. 1։ (9)Поэтому имеем| Ьг[Вг(/)Вт(зл)]*|  < ||Вт(№(<7а)]‘||1 (в силу а2)) < ||Вт(№(<7а)]2||1 • ||Дг(/)Вт(<7а)]‘-2||оо (в силу 62)) < 4Г[Вт(/)Вт(/,л)]а • ||ВТ(/)||^2||ВТ(<7Л)||^2 (в силу а2) и 62))< 1г[Дг(№(/м)]2- (|И1оО|ЫИ1/’)*՜ 2 (в силу 63) и (9)).
Учитывая утверждение а1) и равенствооП(Тт,а) = 4г[Вт(№(5а)]2, (10)получим (7).
Доказательство утверждения А) теоремы. Нетрудно убедиться, что соот­ношение (4) достаточно доказать для функций потерь видаш(г) = ехр{±сг),
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где с - положительная постоянная. Полагая 7 =----- - ——мы можем написать
р — 2 + 2рр

Е/ 1^ - £(/)|) } = Бу {ехр{±СТЧДг,л - Ь(/)|}} <
< ехр{±сТ7|Е/{2<г1л} - Ь(/)|}Еу {ехр{±сТТ'|£т,Л - ЕД£т^})|}}. (11)Таким образом, нам нужно доказать следующие два неравенства :ехр{±С7гЧЕ/{Бт>Л} - £(/)|} < С < оо (12)

и Еу {ехр{±сТ7|1т,л — Еу{£т,л}|}} < С < оо. (13)Неравенство (12) непосредственно вытекает из леммы 1. Действительно, полагая 
А = т1р/(р-2+2р0)1 из леммы 1 получаем|ЕД£т,л} - Д(/)| < СТ~?=*&7,откуда немедленно следует (12).Для доказательства неравенства (13) покажем, что в условиях утвержденияА) имеет место неравенствоО(Ьт,л) < СТ-2р/(Р-3+2р^. (14)Поскольку /3 > 1/р, то с учетом г1) имеем Др(/3) С Ьоо ■ Поэтому полагая рх = оо, рг — 2 и последовательно применяя утверждения в2), аЗ) и (10), получимП(Ьт>Л) = 2Т-2||Дг(№(<7л)||| << 2Т-2||ВТ(/)|&||Вт(<мШ < СТ-1||/|^||рЛ||2.Поскольку д = р/(р—1) < 2, то из 61) имеем ||<7л||з < С'Л.1/я—1/2||р||в. Из г1) имеем ||/||оо < оо. Из последних двух неравенств получаем

Щ1т,а) < СТ^А2'9՜1.Полагая А = тр'^~2+2р^\ получим (14). Далее, полагая£т,л = - Е/{ДГ,Л}|,из леммы 2 и (14) имеем •• I |Сшп*(^, Л)| < С (к- 1)!Т֊НЙ^ (||/||оо|М1яТ-1л1)‘՜2.
Снова полагая А = 7т/(р-։+2р^)։ прямыми вычислениями получим|Сшп*(£т,л)|  < С (к ֊ 1)! (п/Поо 1Ы1, ТТ5^&т)*՜ 2.
Следовательно |Сит*(£т 1Л)|<^=^, к = 2,3,..., (15)
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Учитывая (15) (ср. [3]), имеемЕ/ {ехР{±сГт|£т,л ֊ Е/{Ьо՝,х}|}} = Е/ {ехр{±с<Т1л}} < '<2ехр/^|Сишк(4т1л)|^у-1 < 2ехр|с252^ (д) }• и=2 ‘ ) I 4=2 )Так как по предположению р > 2 и /? > 1/р, то Д՜1 —> 0 при Т —> оо. Следовательно, для всех достаточно больших Т имеемЕ? {ехр{±сТ7|£т,л ֊ Е/{Ьт,л}|}} < 2 ехр{Сс2} < оо,откуда следует (13). Доказательство завершено.Автор выражает благодарность рецензенту и редактору за полезные заме­чания.
ABSTRACT. Let X(u) be a zero mean real-valued stationary Gaussian 
process in continuous or discrete time u, possessing a spectral density 
/(A). We consider the problem of nonparametric statistical estimation of 
a linear functional L(f) on the basis of a sample {X(u), 0 < u < T}. For 
spectral densities from Holder classes and loss functions w(z) satisfying 
0 < w{x) < Ci exp{Ca|®|} with positive constants Cj and C2, we obtain 
asymptotic upper bounds for the risks E{w(|Lt ~ ■£(/)!)}•
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О СИЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ

В. Н. Маргарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ б, 1996

В работе найдены необходимые и достаточные условия для сильной 
гипоэллиптичности многочленов с постоянными коэффициентами.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть ПГ* и С" - п-мерные вещественные и комплексные эвклидовы простран­

ства

= R = (6, •••> Ы е пт* : & >0,5 = 1,..., п},

и пусть 22" - п-мерное пространство мультииндексов, т.е. точек а = («1, ...,ап)

с целыми неотрицательными компонентами. Для £ Е ПТ* и а Е 22" положим

Г _ 1 х/а
04 , К1“=к11в։--кп1“%

п.

Определение 1. Многочлен Р(£) = £ 7оЛа> ?№ (Р) = {а,}1 С 22
ае(Р)

называется гипоэллиптическим, если при ||£|| —> оо

РрР(£) 
Р(£)

/ЗбИ", 1/31/0.

Для данного многочлена Р положим 2>(Р) = R £ С" : Р(£) = 0}, а через 

<3р(£) обозначим расстояние точки ( от множества 2>(Р). Известно (см. [1], лемму 

4.1.1), что для любого многочлена Р с постоянными коэффициентами существует

постоянная с = ср > 0, для которой

с>«) Е

1/з|>о

РРР(£) 1/|Э|
, £Е1Й.", РЮ/0. (0-1)
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Из оценки (0.1) немедленно следует, что если многочлен Р гиппоэлиптичен, то 

<(р(£) —> °° при ПСП Поэтому, не умаляя общности, всюду ниже будем 

считать, что <1р(() > 1 для всех £ 6 П1п, если многочлен Р гипоэллиптичен.

Определение 2. Функция А(£) > 0, £ £ Ш." называется весом гипоэллиптич­

ности многочлена Р, если для некоторой постоянной с > 0

А(С)<сЙр(<), УСбК11.

Определение 3. Многочлен Р называется сильно гипоэллиптическим, если

Р(4) —> оо при ЦСП —> оо и с некоторыми постоянными с, М > 0

|Р(С)1 <<^(С), СбШЛ ||С||>^ т = ог<1Р = шах |а|.
огб(Р)

Пусть R - однородный многочлен и г £ 5 = {£ £ Ш." : ||СН — 1} является его 

нулем, Я(т) = 0. Обозначим через огИдт порядок нуля т, т.е. натуральное число г, 

для которого ПрК(т) = 0 при |/3| < г и 53 |-О^Я(т)| 0. Пусть 5(Я) = {т £ 5 :
101=г

Я(т) = 0}. Для многочлена Р(£) при 4 > 0 положим

Р(с,«) =

В настоящей работе мы находим необходимые и достаточные алгебраические 

условия для сильной гипоэллиптичности многочлена Р(С) с постоянными коэф­

фициентами.

§1. ЛИНЕЙНАЯ ТРАНСФОРМАЦИЯ СИЛЬНО

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

Пусть многочлен Р с постоянными коэффициентами сильно гитттгоэлитттичен.

Тогда в силу оценки (0.1) для некоторых постоянных с, М > 0

с-1|Р(С)|<^(С)<с|Р(С)|, септ*, ||С||>м, т = от&р. (1.1)

Лемма 1.1. Пусть Р - многочлен с постоянными коэффициентами, а Т - 

линейное ограниченное обратимое отображение Т : Ш.” >—> Ж/1. Тогда для 

некоторой постоянной с = с(Т) > 0 и для всех т) £ Ш.”, г = 0,1,..., т имеем

с-1 £ |р;р(Тл)| < £ |РвР(ТЧ)| < с £ \О°Р(Тт))\. (1.2)
|а|=г |а|=г |а|=г

Доказательство очевидно.
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Следствие 1.1. Если многочлен Р с постоянными коэффициентами сильно 

гипоэллиптичен, а Т - линейное ограниченное обратимое отображение Т : 

ПГ >—> !ИП. то многочлен (?(т/) = Р(Тт)} также сильно гипоэллиптичен.

Лемма 1.2. Пусть Рт(£) 0 - однородный многочлен порядка тп, и пусть

г1,!՜" Е <$(Рт). Если порядок нуля многочлена Рт в точке т՛ равен тп, то для 

любых чисел <1, <2

Рт(*1^+*ЗТ") = 0.

Доказательство. В силу того, что огИр,,,^ = тп, т" Е 3(Рт), учитывая 

формулу Тейлора, имеем

'« ' >=0|а|=>

= Е Е = Е —^(т/)(*зт,/)°=<грт(т") = о.
У=О|а|=) ’ |а|=т

(1-3)

Лемма 1.2 доказана.

Следствие 1.2. Если в условиях леммы 1.2 огс!ртт" = тп, то оп!рт (^т'+^т") = 

= тп.
т

Лемма 1.3. Пусть Р(() = $3 Ру(€)» где Р,’(£) = 52 7а£°> ~ многочлен с 
л=1 Не­

постоянными коэффициентами и Р(т) = 0, т Е Ш.п. Если отАрт = тп, то для 

любого т)€ТЯ.п Р(т + т]) = Рт(т)).

Доказательство. В силу формулы Тейлора

р(т+т]) = 52 в-~ст~ча = Е = Е =Р^-
о |а|=т |а|=т

т
Лемма 1.4. Если многочлен Р(£) = ^2 рт(£) 0 порядка тп сильно

У=1
гипоэллиптичен, то для любого т 6 5(Рт) т =огдртт = тп.

Доказательство. Пусть < > 0 - любое число. Тогда для некоторых постоянных

С1, сг > 0, с3 > 0 имеем

|Р(*-г)| < С1*т-1
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52 |PaP(tr)|> £ \DaPm(tr)\-^ |D°[P(tr) —Pm(tr)]| > cat՞*֊’՜ —с3<т_г֊1. 
|o|=r l«l=r
Отсюда, из оценка (0.1) и сильной гипоэллиптичности многочлена Р при всех

t > 1 с некоторой достоянной с< > 0 имеем

оо > с > dP(tr) 52
|о|=г

|Д°Р(<т)|11/г
|р(*т)1 J -

>с< 5Z
|а|=г

• l-PaPftr)l
JP(*r)|1-7m

qi/r c2tm-T -с3Гп-г-1]1/г
c1t(m-1)(1-r/’n)

откуда немедленно следует, что т = т.

Лемма 1.5. Пусть 0 - однородный многочлен порядка т, и пусть

т1, ...,т* G <S(Pro) линейно незавосимы. Если

ordpmrJ = т, j = 1,..., k, Рт(£) / 0 при £ G Ж" е {т1,..., т*}։

где {т1,..., т*} - линейная оболочка, натянутая на векторы {т1,..., г*}, то сущест­

вует линейное ограниченное обратимое отображение Т : К." >—> Ж” такое, что 

многочлен = Рт(Тт)} удовлетворяет следующим условиям :

а) С} однороден порядка тп,

б) С}(т)} не зависит от переменных т)п_к+1,

в) (2(т]) / 0 при |»?1| + ••• + |»?п-к| / 0, т.е. С} эллиптичен относительно 

переменных г)1, ...,г)п^к-

Доказательство. Дополним точки до базиса в Жп. Пусть в1, ...,вп~к, г1, ...,т* 

является базисом в Ж.”. Через Т обозначим оператор

0 1 ... 0 / р1 ...’1 Ч •■•’1 \
Ь о .?. 1/ <■■■<)

В силу линейности оператора Т и однородности порядка т многочлена Рт для 

любого < > 0 имеем

Q(tT)) = Pm(Ttt]) = Pm(tTr]) = tmPm(TT)) =

т.е. утверждение пункта а) леммы.
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Покажем, что многочлен ф(т?) не зависит от переменной т)п. В силу утверж­

дения пункта а) леммы многочлен (т}) можно представить в следующем виде :

п»
<Э(’?) = Е’^ 52 . а' = (а1,...,ап-1). г)' =

1=1 |а'|=т—У

В силу леммы 1.1

е<"> = (0,0,1) = Т-1т* € 8(С}), отйде^ = т.

Используя это, получим, что 0 = С(е<п> = £(0',т). Допустим, что

<5(а',у) = О, п»>у>г>0, а'бИ՞՜1, |а'|=т —у.

Покажем, что 6(а', г - 1) = 0 для всех а' е И”՜1, |а'| = т — г+1<т. Пусть 

/3' 6 22”-1, |/б'| = тп—г+1 - любой мультииндекс. Так как, в силу предположения

.<?(»?) = Е^ Е 
1=0 |а'|=т-у

и Я7С2(е(п)) = 0 для всех 7 6 22”, |7| < т — 1, то

О = |Р^(?(е(”))|=/3'!<5(^,г-1)>

т.е. 6(/3',г— 1) = 0. В силу индукции отсюда получим

= Е *(а'.О)0/)“', 
|а'|=тп

т.е. многочлен Q(т]) не зависит от т)п. Аналогичным образом доказывается, что 

многочлен СЦт)} не зависит от г)п-!, ...,г]п_к+1, т.е. <?(։;) = С)(г)1,...,т)п_к,О,...,О). 

Утверждение пункта б) доказано.

Теперь докажем утверждение пункта в) леммы. Пусть, наоборот, сущест­

вует точка е = (ех, ...,еп_к, 0, ...,0), ||е|| / 0 такая, что (Э(е) = 0. Так как 

е, е”՜*՜*՜1, ...,е” линейно независимы, то Те, т1, ...,тк также линейно независимы 

и Рт(Те) = (}{е) = 0. Это в силу леммы 1.3 и следствия 1.2 противоречит усло­

вию Рт(£) 0, £ € Ш.” © {т1,..., т*}, так как Те можно представить в виде

£ + 4, где £ £ {т1,...,?-*}, £ ± £ и £ 0. Полученное противоречие доказывает

справедливость утверждения пункта в). Лемма 1.5 доказана.
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Теорема 1.1. Пусть многочлен Р порядка т сильно гипозллиптичен. Тогда 

существует натуральное число к, 1 < к < п и линейное ограниченное обратимое 

отображение Т : Ш." •—> Ш.” такое, что многочлен

Шп) = р(Тт>) = 
3=1 

удовлетворяет следующим условиям:

а) Q сильно гппоэллиптичен,

б) многочлен (}т(г)) = С3т(т)1, —,*?*, 0,..., 0) эллиптичен относительно пере­

менных Т)1, ГЦ:.

в) ф(0,0, г)ь+1, •••, т)п) гипозллиптичен как многочлен от переменных г)ь+1, 

...,т)п свесом |ф(0...... 0։%+1,...,Г7п)|1/т.

Доказательство. Утверждение пункта а) следует из леммы 1.1. Утверждение 

пункта б) следует из лемм 1.4 и 1.5. Докажем утверждение пункта в) теоремы.

Так как в силу утверждения пункта а) теоремы с некоторой постоянной с > 0
1/|а|

|а|>0
чеш.", Qfo)^o,

то для всех Т)" = , rçn) G IR" *

1<?(о,л")11/т £
|о|>0

таких, что Q(0', rf') ф 0, имеем

-D“Q(0',O 1/101 
Q(0',»?") -с‘

Отсюда немедленно следует утверждение пункта в) теоремы, так как ф(0', г/') —> 

—> оо при Цт/'Н —> оо. Теорема 1.1 доказана.

Для натурального k, 1 < к < п, через А* обозначим множество тех сильно 

гипозллиптических многочленов Р, для коорых

I) . 0") / о при lie'll 0, е' = (€1, rn =ord Р;

II) Р(0',£"), е" = (&+1>— >е«») гипозллиптичен с весом |Р(0',e,z)|1/т. 
п

Положим А = (J Afc. Теорему 1.1 можно переформулировать следующим обра- 
fc=l

зом:

Теорема 1.1'. Многочлен Р сильно гипозллиптичен тогда и только тогда, когда 

существует линейное ограниченное обратимое отображение Т : Ш.” >—> Ш.” 

такое, что Р(Т^) € А.
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§2. РОСТ МНОГОЧЛЕНА И СИЛЬНАЯ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ

Предложение 2.1. Пусть Р — многочлен с постоянными коэффициентами. 

Тогда для любого е > 0 и любого £ е Ш." существует постоянная 6 > 0 такая, 

что |р(£ + ’?)| < *|р(£)1 °ри 1Н1 < е<М£) •

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] и нашей оценки (1.1) для 

всех ||т/|| < £ € ®-‘ имеем

|Р(£ + »?)1< вир 1^(£+ ’?)!< 
1Ы1<‘Ме)

< С1Р«,^рЮ) < с2£|Р“Р(0|#|(£)) < с3|Р(4)|, 
а

где С1,са,сз > 0 ֊ некоторые постоянные.

Следствие 2.1. Если многочлен Р сильно гипоэллиптичен, то для любого 
.. , » * *•'',* « ' (

числа е > 0 и любого £ 6 Ш.” существует постоянная 6 > 0 такая, что 

|Р(4 + п)1 < «|Р(£)1 °ри ||п|| < е|Р(£)|1'т, т =ог<1 р.

Предложение 2.2. Для любого многочлена Р существует постоянная <5 > О 

такая, что

«+»?)>«р(0 при 1Н1<^р«)> 6ч € ж.". (2.1)

Доказательство. Выполнение неравенства (2.1) достаточно показать для тех

для которых (1р(£) 0. Пусть, наоборот, существуют последовательности {СИ°

и такие, что

Нч'Н<|<МГ)^о, 3 = 1,2,... + Ч') лИ --- J . - -> 0 при 3 -4 ОО.
ер«’)

В силу замкнутости множества 2?(Р) для любого з существует точка 6 2?(Р) 

такая, что dp^+t]*) = ||С+’7* ~С||- Отсюда, при достаточно больших в, имеем

ПС-СП = 11Г + ^-(С-^)11<11Г + ^-ГН + 1И1 <
1 ?

<dp(e+v‘) + MC)<Mc)>£• U

что противоречит определению dp(^). Предложение 2.2 доказано. 
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Следствие 2.2. Если многочлен Р порядка т сильно гипоэллиптичен, то для 

любого f G Ш." существует постоянная 6 > 0 такая, что |Р(£ 4- я?) | > <5|P(f)| при 

ihii<i/2|p(ai1/"՛.

Доказательство немедленно следует из предложения 2.2 и определения сильной 

гипоэллиптичности.

Предложение 2.3. Пусть для многочлена Р порядка т P(f) = P(f, 1) —)■ оо 

при ||£|| -> оо. Если для некоторых чисел 6, к > 0 и достаточно больших £ 6 IRn 

|Р(£ + »?)1 < *1Л£)1 IMI < 1/21^(01"» р(£) -> оо при ||<|| -> оо.

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] с некоторой постоянной с > О 

и при достаточно больших f Е IR" имеем

Р (е>< с sup |P(f + 7?)| < c<5|P(f)|. (2.2)

Отсюда, с некоторой постоянной ci > 0 и при достаточно больших f имеем

р(е\ < г _____ 1Р^)1_____ О ЧА
<0- Е|.|<„|Р(«)1-1“1' ( ’

Утверждение предложения немедленно следует из неравенства (2.3), так как в 

противном случае существовала бы последовательность {£*}”, ||f’|| —> оо при 

s —> оо такая, что |P(f*)| =const^4 0.

Предложение 2.4. Если в условиях предложения 2.3 к = 1/тп, то многочлен Р 

сильно гипоэллиптичен.

Доказательство немедленно следует из предложения 2.3 и неравенства (2.2).

Лемма 2.1. Если для однородного многочлена Рт(4) 0 с некоторой постоян­

ной с > О

El^Pm«)l<c|Pm(f)|(’n-1)/"’,' fern.", (2.4)
i=i

то для любого т Е 8{Prf.) ordpmr — m.

Доказательство. При m < 2 доказательство немедленно следует из неравенства 

(2.4). Пусть m > 2, т Е S, Рт(т) = 0 и ordpmr = I. Покажем, что I = тп. В силу



(т—1)/т

(т—1)/т
Н-1

а!
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оценки (3.3.7) работы [1] с некоторыми постоянными с-^с? > 0 имеем, что при 

1>0 п __ "
У'|Р,Рго(т,<)| <С1£2 вир |РуРто(т + »/)| < 
1=1 ,=111«НП<*

<С1Су вир |Рт(т + ^)|(т-1)/т<С2^ 6л“Рга(т)|^ 

^ПчЛ1<‘ |а|>/ ' “•

Откуда

£ £ |Р,^Рт(т)| < С, $3 

у=1101=1-1 1“1>'
Так как

£ 52 |^Рт(т)|/0, огаРтт = /։ 
>=1101=1-1

то отсюда имеем, что — / + 1 < О, т.е. I > т. Лемма 2.1 доказана.

Предложение 2.6. Пусть Рт - однородный многочлен порядка т. Если для 

любого т 6 5(Рт), отбрит = тп, то неравенство (2.4) выполняется.

Доказательство немедленно получается использованием лемм 2.1 и 1.5.

Лемма 2.2. Если однородный многочлен Рт удовлетворяет неравенству (2.4), 

то для любого мультииндекса а 6 И", |а| > О существует постоянная сх > О 

такая, что

Р“Рт(е)| < с1|Рт(^)|<’п-|“1)/т, £ е пг*.

Доказательство. Пусть т1,..., тк € 3 - все независимые корни многочлена Рт. 

В силу предложения 2.5 имеем огс1ртт* = т, ) = 1,..., к. По лемме 1.5 существует 

линейное ограниченное обратимое отображение Т : ПТ* ।—> ПГ* такое, что 

многочлен С)т(т)} = Рт(Тл) не зависит от т)1, ...,т)к и с некоторой постоянной 

Х>0

\QrnMI > х(|^+1|а + • • • + Ы2)т/2, Г) е пт*.

Используя это, получим с некоторыми постоянными Х1> Х2> Хз > 0, = Тт) 

1^Л»Ю1 < XI 52 |^с?т(т-Ч)1 <Х2(Ь№+1|2 + ••• + |<|2)(га-‘)/3 < 
101=|а|

< хз|<2га(т-Ч)1(т-|а|)/га = хз|Рт«)|(т-|а|)/т, е е ПТ*.

Лемма 2.2 доказана.
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Предложение 2.6. Если однородный многочлен Рт удовлетворяет неравенству 

(2.4), то для любого ГП1, 0 < тщ < тп существует постоянная 6 > 0 такая, что

1« + »?)! + 1К+< *(|Р.»«)1 + 1К1Г1)

при
1Ь||<|(|Рт«)1“ + 1ИП^), 1кП>1. (2.5)

Доказательство. С некоторыми постоянными С1,сз,сз > 0 в силу леммы 2.2 

имеем
|Pn.«+»?)i < |pm(£)i+cx £ |PaPm(oi4^<

|а|>0

<|Лп(01+са $2 |Рга(О1<”‘-։“П'"’ (|Рт(01^ + 1Ю1^)<
|а|>0

<сз |Яп(£)|+ |pm(e)|("‘-i«i)/"‘nei|i»i’»*/m
1«1>0

Применяя неравенство Гёльдера, отсюда для гр удовлетворяющей неравенству 

(2.5), получим

|Рт(< + ч)1 < с<(|Рт(С)| + нет). <> Г) е №.

С некоторыми постоянными С5, се > 0 и при всех £, тр удовлетворяющих неравен­

ству (2.5), получим

не+’?нга1 < с8(1кпт։ + |мг։) < сбП^п.

Из этих двух неравенств немедленно следует предложение 2.6.
т

Лемма 2.3. Если многочлен Р(£) = 52 Р/(£)> Ру(£) = 52 ?<։£“ сильно гипоэл-
х-1 |а|=У

липтичен, то неравенство (2.4) выполняется с некоторой постоянной с > 0.

Доказательство немедленно следует из леммы 1.4 и предложения 2.5.

Лемма 2.4. Пусть Р(£) = Pm(Ç) + Pmi (f) + R(() - многочлен с вещественными 

коэффициентами, где

Рт(0 = S = Е <5(Рт) П5(Рт1) = 0, m > mi > 0.
|or|=m |a|<n>i
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Для сильной гипоэллиптичности многочлена Р необходимо и достаточно выпол­

нение условий (2.4) и

Р(£) ֊> ос при ||£|| ֊> оо. (2-6)

Доказательство необходимости немедленно следует из леммы 2.3 и определения 

сильной гипоэллиптичности. Для доказательства необходимости покажем, что

|Рт(е)1 + |Л»1(«)1<с(|Р(01 + 1), гепт, (2.7)

где с > 0 - постоянная. Предположим обратное, что существует последовательн- 

соть ПСИ -* °°> которой

|Рт(е)^+)1|Рт1(е)|_>0 “Р”*՜*00’ (2֊8)

Тогда для некоторой подпоследовательности последовательности {£'} (не умаляя 

общности, возьмем саму последовательной» {£*})

||£«|| т £ <$(Рт)՛

Из условия Рт, (т) / 0, т 6 <$(Рт) леммы и соотношения (2.6) следует, что Рт, (т) 

имеет тот же знак, что и Р(() на бесконечности (пусть, ради определенности, 

положительный). В силу вещественности Р(£) и соотношения (2.6) Рт(£) > О, 

( Е ПС1. При достаточно больших з с некоторыми постоянными С1,С2,Сз, с< > О 

имеем

|Р(£‘)1 +1 > |Рт(Г)| + |Рт։(С)1 ֊ |(Р - Рш - рТО1)(Г)1 =

= |Рт(С)| + |Рт։(С)| - |Я(£')| > |Рт(О| + С1Це||т1 - с2|к'Цт։՜1 >

> |Рп.(С)| + сз||Г11га։ > <ч[|Рт(С)| + |Рга։(Г)|]-

Это противоречит соотношению (2.8) и доказывает неравенство (2.7). Теперь 

достаточность утверждения леммы немедленно следует из оценки (2.7) и пред­

ложений 2.6 и 2.4.
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§3. ВИД СИЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

Теорема 3.1. Пусть Q^շ, ...,&,) ~ гипоэллиптический многочлен от (п — 1) пе­

ременных с вещественными коэффициентами. Тогда существует сильно гипоэл­

липтический многочлен Р(£1, ...,&») такой, что Р(0,£2, ...,£„) = —։^п)-

Доказательство. В силу условия теоремы для некоторого четного т > 0 имеем
г > п VI«!

а' = (а2,.... а»), (' = ((2, ...,£.) е ПС”՜1, (?(£') 0.

Положим Р(£) = где

д _ Г 1, если <?(£')->+оо при |К'||-» оо,
1—1, если С}(£՛) -> -оо при ||£'|| -> оо.

Тогда с некоторыми постоянными С1,с2, сз > 0 и при достаточно больших £

имеем

im1/m Е
|а|>0

DaP(t)
ЛО

1/|а|

<ci[kin-mi1/n։]E Е 
г=1а1=г=|а’| kiim+mi

|д?чг1 + |р«,(?(е,)1

г=1 а,=г=|а'|
Е тЦ&Г- । 1Д“'<Ж')1

н(|бim-r + iQ(e)I1-~) ыт-' + mi1՜»
Отсюда немедленно следует утверждение теоремы 3.1.

Лемма 3.1. Пусть Р(£) = ^2 7а€а б А* - многочлен порядка т, а к, 1 < к < п 
«е(Р)

- натуральное число. Тогда

|Р(Г,о")1<с[|Р(0| + 1], = Г = (€*+1,....,Сп),

где с > 0 - некоторая постоянная.

Доказательство. В силу сильной гипоэллиптичности многочлена Р с некоторой 

постоянной С1 > 0 имеем, что

■|Ло,Р«)|11/(т-1) 
. 1Л£)1 .rai1/m Е € е ПТ. (3.1)



f
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Так как в силу условия Р G Ajt

52 7<Л" = 52 7(а',0»)(С')0 > 
|or|=m |a|=m

то для любого a G 2Z", |а| = т — 1 имеем

DaP!£) = DaPm(£)+Da(P-Pm'№) = В“ Pm(£', 0")+const = DaP(£՛, 0")+const.

Поскольку однородный многочлен Лт(т/) может быть представлен в виде

ЯпЬ) = ^ Е DaRm№°>

то в силу условия Р G Ак с некоторой постоянной с2 > 0 и при всех £ Е IRn 

имеем
£ |flQ-pm(*)l> Е \оаРт(С 0")| > 

|<y|=m—1 |а|=т—1
> -|Рт«',0")|1/т > £-|Р(€',0")|1/’п - const, 

т

Из неравенства (3.1) получаем

<* > swi1/m
Г|Р(€',о")|1/т11/(т"1) ____ |Р(4)11/т

|Р(01 |Р«)р/(™-1)’ £ еж.”,

откуда следует утверждение леммы, так как |Р(£)| -> оо при ||£|| -> ос.

Лемма 3.2. Пусть функция Л(£) > 0, для которой + т]) > <УА(£) при 

||т?|| < 1/2Л((), является весом гипоэллинтичности для многочлена Р. Если для 

многочлена с некоторой постоянной с > 0 и числом т > О

лгК)1<ж)1 < с[|р(е)|+1], (ег,
то с некоторой, быть может другой, постоянной ci > О

fc|o|+r(€)|PeQ«)|<c1[|PK)|+i], £eiR՞, crezz;.

Доказательство. В силу оценки (3.3.7) работы [1] и предложения 2.1, настоящей

заметки с некоторыми постоянными са, сз > 0 имеем

Лг(£)ё(£,Л(<)/2)<Лг(£) sup |Q(£-l֊n)l < с2 sup |br(£ + ’W + ’7)l < 
Пт11<л(€)/2 Пч11<л(е)/2

<с2с sup [|Р(€ + ч)| + 1)<сз[|Р(01 + 1], f G г.
11ч11<М€)/2

Отсюда немедленно следует утверждение леммы.
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Лемма 3.3. Пусть Р(£) = 52 7аС* € Л* - многочлен порядка т, а к,
°е(Р}

1 < к < п - натуральное число. Тогда для любого мультииндекса Р £ 22*, 

|/?| > 0 существует постоянная с > 0 такая, что

1<3/>(£)1<с[|Рф| + 1], £еП1"։ (3.2)

где

(ЫС) = £ 7а',а«(Св'«"Г". £' = Ю> ••••.&), Г = (&+1, ....,€п). 
о€(Р) о‘=А

Доказательство проведем методом индукции по |/3| < т. При |/3| = т утверж­

дение настоящей леммы совпадает с утверждением леммы 3.2. Пусть неравен­

ство (3.2) верно при всех р 6 22*, 1 < |/3| = г < т. Докажем его для Р 6 22*, 

1Р1 = г — 1. В силу сильной гипоэллиптичности многочлена Р с некоторой посто­

янной Сх > О
|Р(€)|1/т ^рю 

р®
< С1 < ОО, (екв.

Так как

РЮ = Е <ЬЮ> 
7622*

то для любого £ € П<п, Р(£) О

С1 > |РЮ11/т

1/(г-1)Е ^О7Ю + Р»/3(?^Ю 7еи‘,
= |РЮ11/т

Р(^)

7бИ*,7>0 РЮ
1/(г-1)

В силу леммы 3.2 и нашего предположения с некоторой постоянной сг > 0 и при 

достаточно больших £ Ш." имеем

|рю11/т|:^^ 1/(г-1)
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Поскольку

то отсюда с некоторой постоянной сз > 0 и при достаточно больших £ Е Ш.п 

имеем
|РЮ|(-1)М (^(0—р^} ьсз,

В силу непрерывности многочленов я Р с некоторой постоянной с< > 0 и при 

достаточно больших £ 6 Ш-" отсюда имеем

1<?/з«)1<с4|РЮ11-(г-1)/т(еУ- (з.з)
Так как из определения множества А и леммы 3.1

||£'1Г < с։[|Р(Г,0")| +1] < сб[|р(е)| + 1], £ € пе,

то утверждение леммы немедленно следует из неравенства (3.3).

3.4. Пусть Р(() = 52 7о^а € Ак - многочлен порядка гп, а к, 1 < к < п -
<»е(Р)

натуральное число. Тогда с некоторой постоянной с > О

|Р(0',Г)1<с[|Р(£)| + 1], (6,....,&), €" = (6+1, 6).

Доказательство немедленно следует из леммы 3.3 и неравенства треугольника, 

так как

р(о',€") = р(€)- £ 07(е), 
Тб=^ 

т>0

где многочлены определены выше.

Лемма 3.5. Пусть Р(() 6 А* - многочлен с вещественнтлупг коэффициентами, а 

к, 1 < к <п натуральное число. Тогда с некоторой постоянной с > О

1 + |Р(0',Г) + Р(£',0")| > с[|Р(0'։С) + Р(£',0")|],
(3-4)

(епт, €' = (6>--.6), €" = (6+1,.....6).

Доказательство. Так как Р(€/,0") эллиптичен относительно а Р(0/,^//) ги-

поэллиптичен относительно и оба являются многочленами с вещественными 
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коэффициентами, то знаки на бесконечности они не меняют. Поэтому для до­

казательства неравенства (3.4) достаточно показать, что Р((',0")Р(0',(") > О 

при достаточно больших Пусть, наоборот, существуют последовательнос­

ти к''}!° и {£Н€ ’Н “*■ °°> Н€”'П 00 при 3 ОО такие, что

Р(С, 0")Р(0',("') <0, в = 1,2,...

Тогда в силу непрерывности и вещественности многочлена Р существует после­

довательность для которой

||т‘||> пш1(||£''||, |К"‘||), Р(т*) = 0, 8 = 1,2,...

Это противоречит гипоэллиптичности многочлена Р. Полученное противоречие 

доказывает справедливость утверждения леммы 3.5.

Как показывает следующий пример, утверждение леммы 3.5 перестает быть 

справедливым для многочленов Р £ А с комплексными коэффициентами.

Пример. Пусть Р((1, (г) = £? + — £2- Тогда Р 6 А1, так как Р семиэллип­

тичен, но соотношение
|Р(6>о)1 + |Р(о,6)1

1+|Р(£1,0) + Р(0,6)|

неограничено на Ж2.

Лемма 3.6. Пусть Р(£) = € А* - многочлен порядка т, а к, 1 < к < п
«£(Р)

- натуральное число. Тогда для любого мультииндекса /3 6 22* существует 

постоянная ср > 0 такая, что

1ОДГ)1 < сд[|Р(0',П11-|/’|/т +1]. Г € пг-*, (3.5)

где

<2^Г) = Е 7а(Г)“"։ €' = «1..... ,&), Г=(6+!......Лп).
<*€(Р)

Доказательство. При достаточно больших £ € Ж.п имеем

|р({)11/т /1/։1 < с.
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Следовательно, при достаточно больших к имеем, что

|р(о',Г)11/га ДрХ’,-р|/"' с- <3-6)

Так как Л^Р(0',^") = ^3!^(4"), то неравенство (3.5) немедленно следует из 

соотношения (3.6).

Лемма 3.7. Пусть для многочлена Р(£) выполняются условия предыдущей 

леммы. Тогда для любого мультииндекса /3 6 существует постоянная ср > О

такая, что

О < сД|Ри',о")| + |Р(0'О + 1], ее пт.

Доказательство. Утверждение леммы очевидно для |/3| = тп и /3 = 0. Пусть 

/3 е 22*, 1 < |/3| < гл — 1. Тогда в силу неравенства

|։су|<Н+1^, р>д>1, - + | = 1 (3.7)

имеем

1€'№О < 1/?1л— (1^10™^ + 1^01^ <

<1^|!1^1|е,11^ + ^^|0 (€")|^։ ебИГ.

Применяя неравенство (3.5) и учитывая, что Р(£', 0) эллиптичен относительно 

е', получим утверждение леммы.

Следствие 3.1. Пусть к, 1 < к < п - натуральное число, а Р(£) Е Л*, 

£' = (€1։•—»<*)։ €" = (&+1> —•>&։)• Тогда с некоторой постоянной Ср > 0 и при 

всех е 6 1Л-П

с-1[|р(о',е")|+|р(е', о")|] < 1 + |р«) । < с[|р(о',е")1 + !-?(£'. о")|+ц.

Лемма 3.8. Пусть к, 1 < к < п -натуральное числое, Р(£') - многочлен порядка 

т, С = (€1,—.,(к), С = (&+1,-—,4п), Я(^") и Q(C,) ~ многочлены от £"■ ^сли 

для некоторого мультииндекса Р 6 22* и постоянной с > 0

КГ 130<с[|Р(П1 + |ИО + 1], ееПГ, 
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то с некоторой другой постоянной Ci > О

IQO < cdl-Rtf")!1՜^ +1]. Г е пт՜*.

Доказательство. Очевидно, |/3| < m и утверждение леммы при |/3| = m 

тривиально, ибо тогда Q(£") =const. Пусть

<1 = ... = <fc=t|Q(^)|^r։ o<|/3|<m-l, t > 0.

Тогда

KTIQO = ^Ш")1^+1 =*|/5||«(Г)1^

и, следовательно, с некоторой постоянной сг > О

*1/’||ё(^)|=5Ьт < С[|Р(£')| + |л(£")| +1] < са[его|«(Г)|=^ + |я(<")| +1].

Отсюда немедленно следует утверждение леммы 3.8.

Пусть В - некоторое множество из 2Z* , £' = (&, ....,&), = (&-ц, •••ч^п)-

Теорема 3.2. Пусть Qp(£"), Р ЕВ - такие многочлены с постоянными коэффи­

циентами, что для многочлена

Р(^) = £
Рев

выполнены следующие условия :

I) Р(£г, 0”) эллиптичен относительно ;

II) Р(0',£") гипоэллиптичен с весом |P(0z, ™ =ord Р ;

III) с некоторой постоянной с > О

i+|р«)1 > | Е кжо>
рев

IQ3^")l<c[|P(o',r)l1_^ + i], €entn, рев.

Тогда многочлен Р сильно гипоэллиптичен.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого a € К", |а| > 0 и при 

достаточно больших ( G IRn

|P(ai|a|/™ !^*^ < const < оо.
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Для любого мультииндекса а е 22", |а| > 0 и при достаточно больших £ € Ш." 

имеем

|РК)||.|М < V <
15,1 р«) - й; |р«)|‘-У

< 2 ул |Ра'(£Г1 • |Дд"^(Г)1 < 2 у 5

Р>а՛ »><•'
где

5 ||Г1|1/?|-1‘,,||Д0,"<?д(Г)1
0 |Р(0',4")11-^ + 1^«'>0/')|1-^1՜

Так как при |а"| > т — |/3| Л° = 0, то

52 8Р = 52 8Р- 
рев,в>а' рев,р>о' г* ՝н֊ |/։|<л.-Т«"|

Применим неравенство (3.7). Для любых [3 € В, а! < /3, |/3| < т— |в//|, постоянных 

С1, с3 > 0 и достаточно больших ( Е Ш-”, из условий I), II) и лемм 3.2, 3.8 получим

< С1 [ ____Н£Т^2_______ + |Да,,^(^)1:иТ;;1г11^1 1 < С2
“ С1 [|Р(0',е,)11-^ + |Р(С.0")11՜^ |Р(0',£")11-^1 + |Р(£',0")|1-^] _ С2‘

Этим утверждение теоремы 3.2 доказано.

Следствие 3.2. Многочлен R сильно гипоэллиптичен тогда и только тогда, 

когда существуют натуральное число к, 1 < к < п и линейное обратимое 

ограниченное отображение Т : Ш." ।—> Ж.” такие, что для многочлена Р(т?) = 

= К(Тт)} выполнены следующие условия :

I) Р(^', 0") эллиптичен относительно = (&, ;

и) Р(0',£"), С' = (&+ь "ч£п) является гипоэллиптичным многочленом с 

весом |Р(0',(")|1/т, т =ог<1 Р;

ш) для некоторой постоянной с > О

с-152 < 1 + |Р(€)1 < с[|Р(0',Г)1 + |Р(Г,0")1 + 1], ( е пг,
а1 

где многочлены Qa, (£") определены выше.
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Доказательство следует из теорем 1.1, 3.2 и лемм 3.3, 3.4.

ABSTRACT. The paper presents necessary and sufficient conditions for 
the strong hypoellipticity of polynomials with constant coefficients.
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СУЩЕСТВЕННО-СОВЕРШЕННЫЕ И 
СУЩЕСТВЕННО-ОРСОВЕРШЕННЫЕ ГРАФЫ

С. Е. Маркосян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 5, 1996

В настоящей работе продолжены исследования тех понятий и проблем, 
которые впервые были приведены в [1]. Определены новые классы со­
вершенных графов : класс существенно-совершенных графов и класс 
существенно-орсовершенных графов. Описаны определенные подклас­
сы совершенных графов и сформулированы некоторые проблемы.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе продолжены исследования тех понятий и проблем, кото­

рые впервые были приведены в [1]. Определены новые классы совершенных 

графов : класс существенно-совершенных графов (ЕР) и класс существенно- 

орсовершенных графов (EDP). Описаны некоторые известные подклассы ЕР и 

EDP, а также другие классы совершенных графов, сформулированы некоторые 

проблемы. В частности показано :

EDP С ЕР, ЕР С Perf, Comp С EDP,

где Perf - класс совершенных графов, Сотр - класс графов сравнения.

§1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть G = (V,E) - простой граф без параллельных ребер и петель. Введем 

следующие обозначения :

a(G) - число независимости,

w(G) - плотность (число вершин наибольшей клики),

K(G) - кликоматическое число (наименьшее число клик, покрывающих все 

вершины графа G),
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х(б) ~ хроматическое число.

Нечетной дыркой С2к+1 будем называть цикл нечетной длины 2Л + 1 > 5 без диа­

гоналей. Скажем, что граф имеет а-покрытие, если к(б) — а(б). Класс графов, 

нс содержащий нечетных дырок и их дополнений, называется классом Бержа. 

Ребро е графа называется критическим, если а(С —е) > а(б). Цепь называется 

критической, если все ребра этой цепи критические. Критической компонентой 

графа б называется максимальный по включению подграф, вершины которого 

связаны критическими цепями. Ясно, что если граф С имеет а-покрытие, то 

критические компоненты этого графа полные. Граф б называется совершенным, 

если каждый подграф графа б имеет а-покрытие. Сильная гипотеза (СГБ), ко­

торая остается до сих пор открытой, следующая :

Предположение СГБ. Граф С совершенный тогда и только тогда, когда б и 

С не содержат нечетных дырок.

В работах [1], [3] приведены два предположения, которые вместе взятые 

равносильны СГБ.

Предположение 1. . Если граф б из класса Бержа, то критические компонен­

ты б полные.

Предположение 2. Если критические компоненты любого подграфа графа б 

полные, то б совершенный.

Несмотря на то, что оба эти предположения до сих пор остаются открытыми, 

доказано [3], [4], что только предположение 2 отдельно взятое равносильно СГБ. 

Последнее утверждение получается из нижеследующей теоремы [4]. Монстром 

называется минимальный несовершенный граф, при надлежащий классу Бержа.

Теорема 1 ([4]). Критические компоненты монстра полные.

Из вышеприведенных фактов видно какое важное значение имеют понятия 

критического ребра, критической компоненты в исследовании совершенных гра­

фов. Немаловажное значение имеют в этом направлении также понятия сущест­

венного ребра и существенной компоненты (см. [1]). Разрезом будем называть 

множество всех ребер (Ух, Уг) С Е графа б(У, Е), соединяющих вешины из Ух и 
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V3, где ViUV3 = V՜, Vi П V3 = 0. Скажем, что разрез (У1։ Уа) разделяет верши­

ны и и v, если и 6 Vi, V e V3 (или и б V3, v G Vi). Разрез (Vi, V3) называется 

увеличивающим, если

a(G(V1))+a(G(Va))>a(G),

где G(K) - подграф, порожденный подмножеством вершин VJ (։ = 1,2). Ребро 

е = uv назовем существенным, если любой разделяющий разрез и, и является 

увеличивающим. Из определений следует, что критическое ребро существенное, 

но обратное утверждение неверно, более того, есть графы, которые не содержат 

критических ребер, но содержат существенные ребра.

Цепь назовем существенной, если все ребра этой цепи существенные. Су­

щественной компонентой графа G назыается максимальный (по включению) 

подграф, вершины которого связаны существенной цепью. В отличие от крити­

ческих компонент, ребра которых могут быть не критическими, все ребра су­

щественных компонент существенные. Критическая компонента целиком входит 

в одну существенную компоненту, котороая может состоять из многих критичес­

ких компонент.

Ясно, что если граф G имеет a-покрытие, то его существенные компоненты 

полные. Нетрудно убедиться, что если существенные компоненты любого подгра­

фа G полные, то граф G совершенный [1].Отсюда и из предположения 2 следует, 

что СГБ равносильна следующему :

Предположение 3. Если критические компоненты любого подграфа графа G 

полные, то и существенные компоненты G полные.

§2 . КЛАССЫ ЕР И EDP

Определение 1. Граф Бержа G назовем существенно-совершенным (essentially 

perfect), если в каждом подграфе G' графа G концы любого существенного ребра 

соединены критической цепью.

Класс существенно-совершенных графов обозначим через ЕР. Ясно, что 

если G G ЕР, то критические и существенные компоненты в любом подграфе 

G' С G совпадают. Обозначим через Perf класс совершенных графов [2].
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Теорема 2. ЕР С Perf.

Доказательство. Если теорема 2 неверна, то существет монстр М G ЕР. Зна­

чит, критические к существенные компоненты в любом подграфе монстра М сов­

падают. В силу теоремы 1 эти критические компоненты полные, следовательно, 

существенные компоненты любого подграфа М' С М тоже полные. Нетрудно 

доказать, что такой граф совершенный (утверждение 7 [1]). Полученное проти­

воречие доказывает теорему 2. .

Теорему 2 можно сформулировать и так : СГБ верна для графов класса ЕР.

Пусть G = (V. Е) - простой граф, ।—> - некоторая ориентация, графа G, а 

G - орграф, полученный из G после этой ориентации. Ориентацию >—> назовем 

существенно-совершенной (essentially diperfect), если в каждом подграфе G' С G 

для любой существенной дуги е = ху существует ориентированная кририческая 

цепь, соединяющая начало дуги z с концом дуги у.

Определение 2. G назовем существенно-сов ершенным (essentially diperfect) 

графом, если G допускает существенно-совершенную ориентацию.

Обозначим через EDP класс существенно-орсовершенных графов. Из опре­

деления следует EDP С ЕР. Обозначим через Сотр класс графов сравнения 

[21-

Теорема 3. Comp С EDP.

Доказательство. Пусть G G Сотр я. G - транзитивно ориентированный граф, 

полученный из G. Дугу с = ху G G назовем неудлиняющейся, если в G не 

существует пара дуг xz и zy. Орцепь назовем неудлиняющейся, если каждая дуга 

этой цепи неудлиняющаяся. Нетрудно проверить, что если существенная дута 

е неудлиняющаяся, то е критическая. Действительно, если е не критическая, 

то подграф G — е не обладает a-покрытием, т.к. е существенная. С другой 

стороны, G — е - транзитивно ориентированный граф, т.к. е неудлиняющаяся 

и, следовательно, имеет a-покрытие. Полученное противоречие доказывает, что 

е должна быть критической.

Теперь предположим, что теорема 3 неверна. Пусть G - минимальный (по 

числу дуг) транзитивно ориентированный граф, который не принадлежит EDP.
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Тогда G содержит такую существенную дугу е = ху, что х не соединена с у кри­

тической орцепью. Нетрудно убедиться, что в качестве дуги е можно выбрать 

такую, что из х не выходят, а в у не входят критические дуги, которые принад- 

лежат орцепям, соединяющим х с у. Ясно, что существует неудлиняющаяся цепь 

Pi — х, Xi,..., Хк, у, в противном случае е была бы неудлиняющейся и существен­

ной, т.е. критической, что противоречит предположению. Тогда граф G — ej, где 

дуга ex = xxi, транзитивно ориентирован, т.к. дуга ei не критическая (в силу 

выбора дуги ху) и неудлиняющаяся. Следовательно, G — ei существенно орсовер- 

шенный и существует критическая цепь Pj = x,yi, ...,ут,у, соединяющая х с у. 

Дуга fm = уту стала критической после удаления дуги ei (в силу выбора дуги 

ху). Но это невозможно. Действительно, множество дуг {ei, fm} критическое, 

т.е.

а (б — {ei,Ут}) > а Çg)

и, значит, подграф, порожденный множеством вершин {x,ii, ут,у}, содержит 

только дуги ei и fm. Но это неверно, т.к. в силу транзитивной ориентируемости 

G должен содержать дуги xym, xiy и, конечно, дугу ху. Полученное противоречие 

доказывает теорему 3.

G называется графом Мейниела (Meyniel) [4], если каждый нечетный цикл 

длины п > 5 содержит хотя бы две диагонали. Класс всех таких графов 

обозначим через Меу.

Теорема 4. Меу С EDP.

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из следующего утвержде­

ния (см. [4]) : В графе Мейниела существенное ребро является критическим.

Ниже приведено взаимоотношение EDP и ЕР с другими известными клас­

сами графов (обозначения взяты из [2]). Доказательства этих утверждений при­

ведены в скобках, а для некоторых утверждений доказательства опускаем, т.к. 

их проверить не сложно.

EDP С ЕР, EDP / ЕР (1)
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(для цикла Сб длины 6 Се € ЕР, Св £ EDP).

Mey С EDP, Comp С EDP, bip С EDP. (2)

bip С ЕР, bip £ EDP ■ « (3)

(для цикла Сб имеем Св G bip, Св £ EDP).

ЕР strong perf, EP alt or, EP £ perf or (4)

(для цикла Св имеем Св G ЕР, Св $ strong perf, Св £ alt or я Св $ perf or).

perf or EP, alt or 0 EP (5)

(для графа Gi (см рис. 1) имеем Gi G perf or, Gi G ait or, Gi £ EP).

EDP (f superperf, EDP ÇÉ P< — Comp (6)

(для графа S3 (см. рис. 1) имеем S3 G EDP, S3 £ superperf и S3 £ Р4 — Сотр).

loc.perf (f ЕР, circi Çt EP (7)

(для графа G2 (см. рис. 1) имеем G2 G loc.perf, Gz G circi, G2 £ EP).

EP loc.perf (8)

(для графа G3 = Gt+iUe, где e - триангулятор, имеем G3 G EP, G3 £ loc.perf).

G E EP G E EP (9)

(для графа Gi (см. рис. 1) имеем Gi G ЕР, Gi $ EP).

G,

Рис. 1. Графы Gi, S3 и Gz-
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§3 . ПРОБЛЕМЫ

Существуют разные расширения класса Сотр (см. [2]), однако они не входят в 

класс ЕР, как это видно из вышеприведенного списка. Но два класса — Сотр 

и superperf, как нам кажется, являются подклассами ЕР. Здесь приведены три 

предположения, которые в частном случае мы докажем ниже, но в общем случае 

они остаются открытыми проблемами.

Предположение 4.

Предположение 5.

Предположение 6.

Р4 — Сотр С ЕР.

р4 — Сотр С EDP (усиление предположения 4).

Superperf С ЕР.

Для исследования этих классов было бы полезно полностью описать класс ЕР 

(EDP) с помощью запрещенных подграфов. К сожалению, это нам кажется очень 

трудным делом, поэтому мы попытаемся найти некоторую неполную систему 

подграфов, которую содержит любой граф G $ ЕР. Это даст нам возможность 

доказать предположения 4 и 6 в частном случае. Пока мы будем изучать свойства 

минимального (по включению множества вершин) графа Бержа Н, который не 

является существенно-совершенным, т.е. Н ЕР, но любой его подграф H' С Н 

существенно-совершенный, т.е. H' € ЕР.

Теорема 5. Граф Н совершенный.

Доказательство. Из определения графа Н и теоремы 2 следует, что для каждой 

верптины г £ Н подграф Н — г совершенный, значит, если Я՜ несовершенный, то 

Н - монстр. Тогда для каждой вершины г ЕН существенными компонентами 

подграфа Н — г являются клики а-покрытия этого подграфа (теорема 2 [1]). Т.к. 

граф Н — г € ЕР, то эти клики и являются критическими компонентами Н — г, 

т.е. любые две вершины каждой такой клики соединены критической цепью. Для 

любой клики С) монстра Н существует такая вершина к, что а-покрытие подгра­

фа Н — г содержит С). Тогда весь граф Н будет одной критической компонентой. 

Но критические компоненты монстра полные (теорема 1). Следовательно, Н - 

полный граф, т.е. совершенный. Полученное противоречие доказывает теорему.

Существенное ребро назовем сильным, если концы этого ребра соединены 

критической цепью. Если существенное ребро не сильное, назовем его слабым. В 
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свойствах 1-4 предполагается, что е = ху - слабое существенное ребро. Тогда 

граф Н = (V, Е) обладает следующими свойствами :

Свойство 1. Через каждую вершину г ф х, у проходят хотя бы два а- 

независимых множества, одно из которых не содержит х, а другое не содержит 

у, а через х(у) хотя бы одно а-независимое множество.

Доказательство. Пока докажем, что через каждую вершину г / х, у проходит 

а-независимое множество. Действительно, если через я не проходит никакое а- 

независимое множество, то подграф Н — я имеет такое а-покрытие, при котором 

вершины х и у принадлежат разным полным подграфам С)х и Qгl а-покрытия. 

Тогда

а(Н-(Эх) = а-1, хеС)х, убО». (2х^<2у-

Т.к. Н — (}х совершенный, то Я — имеет (а — 1)-покрытие, т.е. е = ху не 

существенное в Н. Аналогично можно доказать, что и через х и через у также 

проходят а-независимые множества. Из вышеприведенных рассуждений видно, 

что через любую вершину я / х, у проходят два а-независимых множества, одно 

из которых не содержит х, а другое не содержит у.

Свойство 2. Для любой вершины г / х,у существует такое а-покрытие 

{Фх.^у.—} графа Н — я (покрытие разделяет х и у) и такие а-независимые 

множества 5(С») и З^у), что

5(0«) П Ох = 0, 3(0у) п Оу = 0, Я е 3(<эх) п 5(0у), г е Ох. у е Оу, Ох Qy■

Свойство 3. Для любого а-покрытия {01» 0։> •••> 0а} графа Н каждое С}՝ 

является кликой (максимальный полный подграф) и |ф,-| > 2; если {х, у} С 

то|О. |>3, ։=1,..., а.

Доказательство. Т.к. в силу свойства 2 через каждую вершину I € графа 

С проходит а-независимое множество, то в Qi, { j должна существовать 

вершина, которая не смежна с I. Поэтому никакую вершину £, не принадлежащую 

нельзя добавить к так, чтобы и I была кликой. Значит, С}, является

кликой. Если = {х, у}, т.е. |0.| = 2, то из свойства 1 вытекает, что

я У. х^3(@у), у € 5(<?։) => я 6 5(<?я) Л 3(()х), 
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т.е. г не смежна ни с х, ни с у. Но тогда ребро е = ху было бы критическим, 

что противоречит предположению, что е — слабое существенное ребро. Значит, 

10,1 > 3.

Свойство 4. Для любой вершины я х,у в подграфе Н — я ребро е — ху не 

существенное, а для любого а-покрытия {фх, а} графа Н в подграфе Н —

ребро е, где е £ С}{, сильное, существенное.

Доказательство. Из определения Н следует, что подграф Н — я имеет х, у- 

разделяющее а-покрытие, поэтому в Н — я ребро е не существенное. Ясно, что в 

подграфе Н — С}; ребро е опять существенное, в противном случае е не было бы 

существенным в Н. Но граф (Я — <&) £ ЕР, поэтому ребро е сильное.

А А А А.у;-у։ у; з? у»
Рис. 2. Графы Я’з, ։ = 0,1,2,3.

Обозначим через 53 граф, полученный из 5з (“З-вид”, см. Рис. 1 и [2]), 

добавлением ։ ребер г = 0,1,2,3 (см. Рис. 2).

Предположение 7. Если граф в 0 ЕР, то С содержит подграф Б3 хотя бы 

для одного значения г = 0,1.

Теорема в (частный случай предположения 7). Если С £ ЕР и ы(б) < 3, 

то в содержит подграф З3 хотя бы для одного значения ։ = 0,1.

Доказательство. Ясно, что граф б содержит подграф Н, поэтому мы покажем, 

что Н содержит подграф Я3. Из определения графа Н следует, что Н содержит 

слабое существенное ребро е ֊ ху. Т.к. ш(Н) < 3, в силу свойства 3 для любого 

а-покрытия Н существует такая клика С], что — {г, у, я}, |0| = 3. Пусть 8Х - 

независимое множество, содержащее х и х1} х / х3. Из свойства 2 следует, что 

<2 содержит такую вершину /, отличную от х, которая вместе с гх находится
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в некотором a-независимом множестве Si (t = у или t — z). Ясно, что в Sx 

существует такая вершина ц, которая смежна су, в противном случае ребро е 

было бы критическим. Значит, для такой вершины Xi t = z, т.е. Xi не смежна с 

х и z, но смежна с у. Аналогично существует вершина yi £ Sy, которая смежна 

с х, но не смежна с у и z. Теперь остается доказать, что существует вершина zi, 

которая смежна с z, но не смежна с х и у. Из свойства 2 следует, что существует 

такая весршина zi из Sx U Sy, которая смежна с z и не цмежна с х и у. Ясно, 

что zi не смежна или с zi или с yi- Мы доказали, что Н содержит подграф S3 
--2

хотя бы для одного значения г = 0,1, 2. Но S3 несовершенный, а Н совершенный, 
—2поэтому Н не содержит S3.

Следствие 1. Если граф G € — Сотр и w(G) < 3, то G £ ЕР.

Доказательство. Нетрудно проверить, что если G £ Р4 — Сотр, то G не может 

содержать подграфы S3, i = 0,1,2, 3. Но в силу теоремы 5 любой граф, который 

не принадлежит классу EDP, содержит S3 для некоторого значения i = 0,1. 

Следовательно, G £ ЕР.

Следствие 2. Если G £ superperf и w(G) < 3, то G £ ЕР.

Доказательство. Аналогично следствию 1 можно убедиться, что если граф 

G £ superper f, то G не содержит S^.

ABSTRACT. The paper continues the study of notions and problems first 
considered in [1]. We defined new classes of perfect graphs : the class of 
essentially perfect and essentially diperfect graphs. Certain subclasses of 
perfect graphs are studied and several problems are formulated.
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3-ПОЛУПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ В 
ПРОСТРАНСТВАХ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ КАК 
ОГИБАЮЩИЕ 5-ПАР АЛЛЕЛЬНЫХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ

В. А. Мирзоян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ 5, 1896

Доказано, что в пространствах постоянной кривизны Мп(0) т-мерное 
подмногообразие М класса С°° является огибающим з-го (з > 3) по­
рядка семейства тп-мерттых з-параллельных подмногообразий тогда 
и только тогда, когда М имеет полупараллельные фундаменталь­
ные формы 01-1 и а,. Рассмотрен случай симметрических фундамен­
тальных форм. Показано, что подмногообразия с полупараллельны- 
ми фундамента лт.ттт»тмхт формами а։—1 и а, удовлетворяют условию 
Д(Х,У)Я=О.

§1 . ВВЕДЕНИЕ. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Подмногообразие М в пространстве постоянной кривизны 1Ип(в) называется 

полусимметрическим (см. [1]), если его вторая фундаментальная форма (ф.ф.) 

«2 удовлетворяет следующему условию :

R(X,Y)-a2 = O (1.1)

для любых касательных к М векторных полей X в Y, где R(X, Y) = V%Vy— 

—Vy V% — V[x,y] ~ оператор кривизны связности Ван дер Вардена-Бортолотти 

V = V ф Vх (V - риманова связность, а Vх - нормальная связность). Условие 

(1.1) называется также условием полупараллельности ф.ф. а2 (см. [2] - [4]).

В 1990 г. Ю. Г. Лумисте получил один из центральных в теории полусим- 

метрических подмногообразий результатов. Им была доказана следующая харак­

теристическая

Статья написана при финансовой поддержке “Zakneftegazstroy-Prometheue” 
Joint-Stock Company.
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Теорема 1 ([5]). т^мерное подмногообразие М в Мп(9) является полусиммет- 

рическим тогда и только тогда, когда оно является огибающим второго порядка 

семейства m-мерных локально симметрических подмногообразий.

Напомним, что подмногообразие М называется локально симметрическим, 

если его вторая ф.ф. аг параллельна, т.е. удовлетворяет условию Х7аг = 0 (см. 

[б])-

Теорема 1 сформировала новый взгляд на природу полусимметрических 

подмногообразий и открыла новые возможности в решении классификационных 

задач и геометрического описания полусимметрических подмногообразий. Обзор 

важнейших результатов относительно этого класса подмногообразий и подробная 

библиография приведены в [7] - [10]. Теорему 1 можно обобщать и развивать в 

двух диаметрально противоположных направлениях : в направлении усиления 

закона огибания или, наоборот, в направлении его ослабления.

В настоящей работе рассматривается обобщение в первом направлетгии : 

в случае объемлющего пространства постоянной кривизны дается положитель­

ное решение следующей общей задачи : являются ли подмногообразия с полу- 

параллельными ф.ф. высших порядков огибающими для подмногообразий с па­

раллельными ф.ф. соответствующих порядков ? Эта задача представляет из се­

бя часть следующей более общей проблемы : являются ли полупараллельные 

структуры огибающими для соответствующих параллельных структур ? Напри­

мер, являются ли подмногообразия, удовлетворяющие условию R(X, У) ■ R = 0 

или R(X, У) • Ric = 0 {R - тензор кривизны, Ric - тензор Риччи, а Л(Х, У) = 

= VxVy — Vy — V[x,y]) огибающими для семейств подмногообразий, удов­

летворяющих, соответственно, условию = 0 иди VBtc = 0 ?

Для того чтобы сформулировать полученные результаты, приведем сначала 

некоторые определения. Пусть М и М — два пь-мерных подмногообразия в 

пространстве постоянной кривизны Мп (в), имеющие общую точку х. Говорят, 

что х является точкой касания второго порядка для М и М, если для каждой 

кривой 7 6 М, проходящей через х, существует кривая 7 Е М, проходящая через 

х и имеющая в этой точке общую с 7 касательную и вектор кривизны. В [5] 
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доказано, что х Е М является точкой касания второго порядка тогда и только 

тогда, когда совпадают касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М), а также 

вторые ф.ф. а2х и а2։. В последней форме понятие касания второго порядка 

допускает следующее обобщение.

Определение 1. Общая точка х двух ш-мерных подмногообразий М и М 

в Мп(в) называется точкой касания з-го порядка (з > 2/ если в точке х 

совпадают:

1) касательные пространства ТХ(М) и ТХ(М),

2) все соответствующие ф.ф. подмногообразий М и М до з-го порядка 

включительно, т.е. агх = агх, г = 2,..., з.

Такое понимание касания в-го порядка подмногообразий отличается от обще­

принятого (см. [11], стр. 190), но оно имеет то преимущество, что определяется 

с помощью фундаментальных объектов самих подмногообразий, характеризую- 
I •• 4 ' «1-?։ г*. '

щих всю их геометрию.

Определение 2. т-мерное подмногообразие М в Мп (0) называется огибающим 

з-го порядка (в > 2) некоторого семейства т^мерных подмногообразий {О}, 

если в каждой своей точке х 6 М оно имеет касание з-го порядка с каким-либо 

подмногообразием этого семейства.

Другие подходы в теории огибающих освещены, например, в монографии 

[12] и цитированной там литературе.

Ф.ф. а, называется параллельной, если = 0 для любого X и полупа- 

раллельной, если Я(Х, У) • а, = 0 для любых X и У. Подмногообразия, удовле­

творяющие первому условию, называются в-параллельными, а второму условию 

- з^полупар аллельными.

Теперь мы можем сформулировать основные результаты работы.

Теорема 2. В пространстве постоянной кривизны Мп(9) т-мерное подмного­

образие класса С°° является огибающим з-го порядка некоторого семейства тп- 

мерных з-параллельных подмногообразий тогда и только тогда, когда оно имеет 

полупараллельные ф.ф. п,-1 и а, при з > 2 и полупараллельную ф.ф. а2 при 

8 = 2.
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В частном случае симметрических фундаментальных форм имеет место 

более сильное утверждение :

Теорема 3. Пусть тгь-мерное подмногообразие класса С°° в пространстве Мп (в) 

имеет симметрические ф.ф. аз, ...,а,-1 (в > 4). Тогда его ф.ф. а, будет симмет­

рической тогда и только тогда, когда М является огибающим (в — 2)-го порядка 

семейства т^мерных (я — 2)-параллельных подмногообразий, у каждого из кото­

рых все ф.ф. до (я - 2)-го порядка включительно также являются симметричес-

КИМИ.

Как известно (см. [2]) условие (1.1) влечет Л(Х, У) • R = 0. Эта импликация 

является частным проявлением следующего общего принципа.

Теорема 4. В пространстве Мп (в) каждое подмногообразие, удовлетворяющее 

условиям Я(Х, У) • а։_1 = 0, Я(Х, У) • а, — 0 (я > 3), удовлетворяет также 

условию Я{Х, У) ■ R = 0-

Условие R(X,Y) • R = 0 характеризует полусимметрические римановы 

пространства, которым посвящено значительное количество публикаций (см., 

например, обзорную статью [8]). Их локальная классификация получена в [13].

§2 . ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ И УРАВНЕНИЯ

В настоящем параграфе, используя формализм расслоения адаптированных ор- 

тонормированных реперов подмногообразия, мы получаем основные уравнения 

и формулы, используемые в доказательствах основных результатов. Пусть ш ֊ 

= ® еа является канонической 1-формой на ЛГп(0), а - формы связнос­

ти Леви-Чивита в главном расслоении О(1ИП((?)) ортонормированных реперов 

{х, ех,..., еп) в Мп (в), где а, Ь = 1,..., п. Тогда = 0 и имеют место следу­

ющие структурные уравнения :

<1ыа =ыь <1ы^ = ш® Г\ыье — выаЛыь.

Пусть М - тп-мерное подмногообразие класса С°° в Мп(в). Тогда расслоение
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О(Мп(в)) может быть приведено ктлавному расслоению О(ЛГ, М„ (0)) адаптиро­

ванных реперов {г, в1,вп}, характеризуемых тем, что векторы 81,..., ет при­

надлежат касательному пространству Т9(М), а векторы ет+1,..., еп - нормаль­

ному пространству (см. [14], т. 2, стр. 11 — 15). В силу этого и первой

группы структурных уравнений имеем

ы“ = 0, ы? = Л^, = (2.1)

где вторая группа уравнений получается из первой путем внешнего дифферен­

цирования и последующего применения леммы Картана. Аналогично, из второй 

группы уравнений в (2.1) получаются соотношения

V/»?- = , л?* = (= (2-2)

где V обозначает связность Ван дер Вардена-Бортолотти, а ковариантный 

дифференциал V/!? определяется формулой

(2.3)

В (2.1) и (2.2) функции Л?-, кцк, симметрические по нижним индексам, являются 

компонентами второй а2 и третьей аз фундаментальных форм (ф.ф.), соответ­

ственно. Это - Т-*-(М)-значные формы, действующие, соответственно, по прави­

лам

а2(Х,У) к^Х‘УЧа, (2.4)

а3 : (X, У, Я) >-»• к°-кХ'У^ Хк еа, (2.5)

где X — Х'е,, У = У*еу, 2 — 2ке^. Из (2.2) следует, что а3 = Vaշ. Компоненты 

^?1...։,+х Фундаментальных форм а,+х определяются соотношениями

= Л?1...<,+1«<’+1, в = 3,4,..., (2.6)

где левые части раскрываются по той же схеме, что и в (2.3). Формы а,, 

з — 4,5,... также являются Т՛^ (М)-знатными и их действие определяется по 

формулам, аналогичным (2.4) и (2.5). Однако эти формы, в отличие от форм 
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аг и аз, симметричны только по первым трем аргументам и в общем случае 

симметрическими не являются. Из соотношений (2.6) следует, что а,+х = 57а,.

Говорят, что ф.ф. а, подмногообразия М является параллельной или кова- 

риантно постоянной, если ее компоненты А“։-։ удовлетворяют условию

֊ Л?.а..лХ---------ЛГ։..л._։^?, = 0. (2.7)

Это условие более коротко можно записать в виде = 0 или Va, = 0.

В силу (2.6) условие (2.7) равносильно условию А“ ..л,«.+1 = 0, т.е. равенству 

о։«+1 = 0. Очевидно, что тогда а, = 0 для любого 1 > з.

Перейдем теперь к определению полупараллельности ф.ф. а,. Дифференци­

руя внешним образом уравнения

^..л-. + а?...,-.^ - а£,.։...(х---------А?...<։_1к^։ = а? к<

получим

А“։..л-.н«‘ А«' = А?,+ • • • + - С.Л.П?. (2.8)

Формы

Ф = <4 “ ы? А А ш‘, (2.9)

< А = ֊ £2 А?(к Н^.шк А ш1 (2.10)
»

являются 2-формами кривизны связности Ван дер Вардена-Бортодотти V = V ф 

Vх, где V обозначает риманову связность на подмногообразии М, определенную 

1-формами Ш(, а Vх - нормальную связность, определенную 1 -формами

Говорят, что ф.ф. а, подмногообразия М является полупар аллельной, если 

ее компоненты удовлетворяют следующему условию :

Аь։...,Х + • • • + Л£...<,_1кО?. ֊ А* = 0. (2.11)

Из (2.8) следует, что (2.11) равносильно симметричности компонент А“ к1 ф.ф. 

а,+2 по двум последним нижним индексам, что, в свою очередь, равносильно 
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симметричности выражения а,^.2(Х1, ...,Х,, Х,У) по аргументам X и У. В 

формулах (2.9) и (2.10) коэффициенты

= - (ел“[*Ч + Ми ’ = - ЕЛ“Л- <2-12)

\ а / 1

при о>* Л ы' являются компонентами тензоров кривизны R и Я՜1՜ связностей V и 

V՜*՜, соответственно. Если R — 0, то подмногообразие М называется локально­

эвклидовым, Если Дх = 0, то говорят о подмногообразии с плоской нормальной 

связностью.

Подставляя (2.9) и (2.10) в (2.11) и учитывая, что 2-формы оР՛ Аш’ являются 

базисными, получим следующее алгебраическое условие полупараллельности 

ф.ф. а, :

+ • • ֊ + ֊ ^..Л.^РЧ = 0- (2-13)

Таким образом, как а,, так и а<_х являются полупараллельными, если ф.ф. а, яв­

ляется параллельной. Действительно, если Х7а» = 0, то Л® Л1с = 0 и Л®= 0. 

Первое равенство влечет полупараллельность а,֊1, а второе - полупараллель­

ность а,. Итак, если ф.ф. а, является параллельной, то выполняются следующие 

условия :
I + ■ ■ •+Л?,..- <..<„,«? = «■

I *£„..,.4 + ■ ■ •+֊ <.«.«4 = о-

Дифференцируя внешним образом уравнения (2.2) и все уравнения системы 

(2.6), получим

^..л.г^ = + • • • + ' = 2>3... (2.15)

Эта система и дает нам фактически условия интегрируемости системы уравне­

ний (2.2) и (2.6).

Из системы (2.15) непосредственно следует, что ф.ф. а«,...,а, подмногооб­

разия М одновременно будут симметрическими тогда и только тогда, когда вы­

полняются следующие условия :

Лы,...։-+ • • • + - <.,Х = 0, г = 2,..., 3 - 2. (2.16)

Очевидно, что у локально эвклидовых подмногообразий с плоской нормальной 

связностью ф.ф. всех порядков являются симметрическими.
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§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Необходимость. Пусть тл-мерное подмногообразие М пространства Мп (в) явля­

ется огибающим »-го порядка семейства т-мерных подмногообразий {С}, име­

ющих параллельные ф.ф. а, порядка в. Докажем, что ф.ф. а։-1 и а, подмно­

гообразия М являются полупараллельными (при л = 2 имеется ввиду только 

полупараллельность аз).

Действительно, пусть х £ М - произвольная фиксированная точка, а М 

- подмногообразие семейства {б}, которое в точке х имеет с М касание л-го 

порядка. Тогда имеем

О!2։ = 0!2։, ••• , = (3-1)

где аг (г = 2,..., л) - ф.ф. подмногообразия М. Так как а, параллельна, то как 

аТТ1, так и а՜, являются полупараллельными. Следовательно, их компоненты 

А“ и А? в любом базисе пространств ТХ(М) и ТХ(М) удовлетворяют 

условиям (ср. с (2-14)) : 

где - компоненты тензора кривизны подмногообразия М. Условия (3.2)вы- 

полняются в любой точке подмногообразия М, в частности, в точке х. В силу 

(3.1) компоненты форм аг,О!,_1 и а, подмногообразия М в точке х будут сов­

падать с соответствующими компонентами форм 52,а,_1 и а,. Следовательно, 
• .4

в точке х они будут удовлетворять таким же алгебраическим условиям, что и

(3.2), т.е. условиям, эквивалентным (2.14).

Таким образом, мы доказали, что в каждой точке х £ М компоненты ф.ф. 

а,_1 и а, удовлетворяют условиям (2.14), что и доказывает их полупараллель­

ность.

Достаточность. Доказательство будем проводить с помощью метода подвижно­

го репера Картана и теории вполне интегрируемых дифференциальных систем 

Фробениуса-Картана. Идейная сторона доказательства такая же, как ив [5].

Пусть Еп - п-мерное евклидово пространство, х £ Еп - произвольная точ­

ка, Т — т-мерная плоскость, проходящая через х, уг (г = 2,..., в) - линейное 
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отображение из Т х • • ■ х Т в Т՜1՜, где Т՜1՜ - ортогональное дополнение к Т в Еп, 
г раз

причем 72 и 7з симметричны. Пусть Ь, обозначает многообразие всех наборов 

(г, Т, 72,74) в евклидовом пространстве Еп- Число я > 2 будем называть дли­

ной набора Ь,. Если мы дополним такой набор адаптированным ортонормирован- 

ным репером (®, е1,...,еп), где е,- £ Упри։ = 1,...,тпиеа 6 Т1՜ при а = тп+1, 

то получим реперир о ванный набор. Многообразие всех реперированных наборов 

длины з в Еп обозначим через Е£г. Локальными координатами в Ь{т являются 

(®1,.... хп)-хоординаты точки х, параметры <рр, р = 1,..., п(п — 1)/2 таких орто-
Г 5 1

тональных матриц А з О(п,Е), которые преобразуют базис < —■ > в базис {еа} 

после стандартной ортогонализации, компоненты Л,-։...<* форм 7*, к = 2,..., я в 

базисе {ео}.

На многообразии Цг рассмотрим дифференциальную систему 
ыа = О, 

-а ■ — к^ы3 = О,

~ ~ Ккик = °’
+ А?!...«..,«? ֊ А?*,...<,_><---------= °>

֊ <&£...<, + А?1..л.уд - А^։...<,"?։ ֊ • • • ֊ = 0, 3)

в предположении, что функции Л” ,-4, к = 2,...,я, удовлетворяют

1) второму уравнению системы (2.14) при 8 = 2,

2) уравнениям (2.14) при я = 3,

3) системе (2.14) и первым 8 — 3 уравнениям системы (2.15) при в > 3.

Определим и используя (2.12), (2.9), (2.10), соответственно, при

этом подставим вместо ЛЙ. Путем прямых вычислений можно убедиться, что 

внешние дифференциалы левых частей уравнений системы (3.3) равны нулю. 

Это значит, что система (3.3) вполне интегрируема.

Реперированные наборы (х,Т,72, ...,7։,е1,..., еп) и (х'.Т'.Та,-,...,<) 

длины з называются эквивалентными, если е( = А^еу и е'а = А^ер, где

||А{|| £ О(т,Я), ||А£|| £ О(п — тп, Я).

Для любого г = 2,..., в имеем
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Эта эквивалентность определяет отображение Ь[т ।—> Ь,, которое проецирует 

систему (3.3) в корректно определенную, вполне интегрируемую дифференциаль­

ную систему на Ь,. Отсюда следует, что для каждого фиксированного набора из 

Ь, локально существует единственное интегральное подмногообразие этой диф­

ференциальной системы, которое имеет максимально возможную размерность, 

равную размерности инволюнтного распределения на Ь,, соответствующего этой 

системе, т.е. тп. Уравнения системы (3.3) показывают, что фундаментальными 

формами этого подмногообразия будут 7а, ...,7«. Последнее уравнение системы 

(3.3) показывает, что форма 7, параллельна.

Пусть у тп-мерного подмногообразия М в Мп(0) ф.ф. а,֊1 и а, являются 

полупараллельными (при в = 2 полупараллельной будем считать только аа). 

Если х Е Мп(0), то в качестве Бп будем рассматривать касательное п-мерное 

евклидово пространство в этой точке. Если к тому же х € М, то в качестве т- 

мерной плоскости Т будем брать касательное пространство ТХ(М). Тогда каж­

дый фиксированный набор (х,Т։(АГ), аг,,..., а,х) определит некоторое т-мерное 

подмногообразие М (проходящее через точу х), порожденное соответствующим 

интегральным подмногообразием системы (3.3). Так как в точке х £ М Г> М на­

боры (х, ТХ(М), се2г,..., а,х) и (х,Тх(М),а2Х, ...,а,х) совпадают, то М является 

огибающим з-го порядка всех таких М.

§4 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Необходимость. Будем рассуждать так же, как и при доказательстве достаточ­

ности условий теоремы 2. Однако теперь на многообразии Б{т мы рассмотрим 

дифференциальную систему, которая получается из системы (3.3) при замене в 

на з — 2. Обозначим эту новую систему через (3.3’) и будем предполагать, что 

в ней функции к = 2, ...,з — 2 удовлетворяют условиям (2.16). Тогда не­

посредственной проверкой можем убедиться, что система (3.3’) является вполне 

интегрируемой. Далее, рассуждая так же, как и в §3, приходим к выводу, что 

для каждого фиксированного набора из Ь, локально существует единственное 

интегральное подмногообразие дифференциальной системы (3.3’), которое имеет 

максимально возможную размерность, равную размерности инволютивного рас­

пределения на соответствующего этой системе, т.е. тп. Из (3.3’) следует, что
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фундаментальными формами этого подмногообразия являются 7з> Так

как их компоненты удовлетворяют условиям (2.16), то все эти формы являются 

симметрическими Последнее уравнение системы (3.3’) показывает, что форма 

7,-3 параллельна.

Если теперь т-мерное подмногообразие М в 1Ип(в) имеет симмегри ческие 

ф.ф. «4, ...,а„ то ф.ф. аз, ...,а,_з одновременно будут полупараллельными, а их 

компоненты будут удовлетворять условиям (2.16). Как и в §3, каждый фикси­

рованный набор (х, ТХ(М), аз®, ...,а(®) подмногообразия М определит некоторое 

т-мерное подмногообразие М (протодятдее через точку х), у которого все ф.ф. до 

порядка з — 2 включительно будут симметрическими, а ф.ф. порядка в — 2 будет 

параллельной. Очевидно, М и М будут иметь в точке х касание в — 2-го порядка. 

Это и означает, что М является огибающим (в — 2)-го порядка всех таких М.

Достаточность. Пусть М - т-мерное подмногообразие в Мп(в), имеющее сим­

метрические ф.ф. а3, ...,а,_1 (в > 4), и пусть М является огибающим (в - 2)- 

го порядка семейства т-мерных подмногообразий {С}, обладающих свойствами, 

указанными в теореме 3. Докажем, что ф.ф. а, подмногообразия М симметричес­

кая. Действительно, так как ф.ф. строятся по рекуррентной формуле аг = Vаг_l 

(см. §2), то из симметричности ф.ф. аз, ...,а,_1 следует симметричность формы 

а, по первым в — 1 аргументам. Докажем, что а, симметрична также по послед­

ним двум аргументам.

Пусть х 6 М - произвольная точка, и пусть М - подмногообразие семейства 

{С}, которое в точке х имеет касание с М (в — 2)-го порядка. Тогда выполняются 
Л* - .равенства

а2х = а2®, ••• ։ Л(*-з)« = 2(»-а)«> (4.1)

где 57 (г = 2,..., в — 2) - ф.ф. подмногообразия М. Так как а,_2 параллельна 

по условию, то она автоматически полупараллельна. В силу алгебраического ха­

рактера условия полупараллельности, равенств (4.1) и произвольности точки х 

мы заключаем, что ф.ф. а,_2 также является полупараллельной, что, в свою оче­

редь, равносильно симметричности а, по последним двум аргументам. Теорема 

3 доказана.
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§5 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

Пусть тп-мерное подмногообразие М в Мп(0) удовлетворяет условиям Я(Х, У) • 

а,_1 = О, Я(Х, У) -а, = 0, и пусть ж 6 М - произвольная точка. Согласно теореме 

2 М является огибающим з-го порядка семейства т^мерных з-параллельных 

подмногообразий {(?}. Пусть М 6 {<?} - подмногообразие с параллельной ф.ф. 

а՜,, которое в точке ж имеет касание з-го порядка с М. Так как Ча՜, = 0, то 

непосредственной проверкой, с учетом первой формулы в (2.12) для компонент 

тензора кривизны R подмногообразия М, убеждаемся, что Х72,-3Д = 0. Отсюда, 

на основании известного результата К. Номидзу и X. Од зеки, утверждающего, 

что для любого риманова многообразия с тензором кривизны R условие ЧкЕ = 0 

для некоторого к > 1 влечет ЧЕ = 0 (см. [14], т. 1, стр. 279), получаем VЯ = 0. 

(Подробнее о результатах К. Номидзу и X. Одзеки см. [15].) Тогда Е(Х, У) ■ R = 0 

и, в силу тождества Риччи

(Д(Х,У).Я)(С7,У) =

= Я(Х, У) • Ё(и, V) - Л(Я(Х, У)и, V) - Д(П, Ё(Х, У) V) - Я(У, У) - К(Х, У), 

имеем

я(х,у)-л(г7,у)-л(я(х,у)г7,у)-вдя(х,у)у)֊д(г7,у)-я(х,у) = 0. (5.1)

Пусть Е?{к1 - компоненты тензора R в некотором адаптированном к М поле орто- 

нормированных реперов. Легко показать, что последнее равенство равносильно 

следующему :

~ ~ ^<։1^крд ~ ^Ц^рд = 0- (5-2)

ш I
Так как Е-к1 выражаются через компоненты Л?- ф.ф. ад подмногообразия М ал- 

гебраически (см. (2.12)), то (5.2) фактически является условием на Л?- и кривизну 

объемлющего пространства. Это условие выполняется в любой точке подмного­

образия М и, в частности, в точке ж. Так как в общем для М и М ортонормбазисе 

в ж Л?- будут совпадать с компонентами Л?- второй ф.ф. ад подмногообразия М 

(это следует из того, что ж - точка касания з-го порядка, где з > 3), то послед­

ние в точке ж будут удовлетворять такому же алгебраическому условию, что и 
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(5.2). Следовательно, в точке х тензор кривизны R подмногообразия М будет 

удовлетворять условию R(X, У) • R — 0. Так как точка х € М — произвольная, то 

теорема 4 доказана.

ABSTRACT. We prove that an m-dimensional submanifold M of class 
C°° in a space of constant curvature Mn(0) is an s-order (s > 3) envelope 
of a family of 771-dimensional s-parallel submanifolds if and only if M 
has semi-parallel fundamental forms a,_i and a։. The case of symmetric 
fundamental forms is considered. We show that the semi-parallelism of 
a,_i and a, implies the condition R(X,Y) • R = 0.
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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ РОБИНСОНА НА 
СЛУЧАЙ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ВСТРОЕННЫХ ПРЕДИКАТОВ

С. А. Нигиян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 5, 1996

К известному правилу резолюции Робинсона добавляется правило 
унарной резолюции Ли. Правило Яи применяется к дизъюнкту, исполь­
зующему интерпретированный на эрбрановском универсуме вычисли­
мый предикат. Рассматриваются так называемые разумные ограниче­
ния Яи и доказывается полнота модифицированного правила резолю­
ции в случае любых разумных ограничений Яи.

ВВЕДЕНИЕ

В предлагаемой работе модифицируется метод резолюций Робинсона на случай 

использования встроенных предикатов (интерпретированных на эрбрановском 

универсуме вычислимых предикатов. Модификация заключается в определении 

обобщенного правила резолюции Я, которое помимо правила резолюции Робин­

сона включает в себя правило унарной резолюции Яи, применяемое к дизъюнкту, 

использующему встроенный предикат. Правило Яи оказывается не эффективным 

правилом, так как вопрос о том можно ли Яи именно таким образом применить 

к дизъюнкту или нет сталкивается с алгоритмически нерарзешимой проблемой. 

Поэтому нас будут интересовать его эффективные ограничения, а если точнее, 

то так называемые эффективные разумные ограничения, которые по своим воз­

можностям эквивалентны Яи.

Правило резолюции Робинсона, дополненное некоторым (эффективным) ра­

зумным ограничением Яи, будем называть (эффективным) разумным ограниче­

нием правила Я. Нами доказана полнота любого разумного ограничения правила 

Я (теорема о полноте). Полнота понимается следующим образом : из конечного 
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множества дизъюнктов S выводим пустой дизъюнкт тогда и только тогда, когда 

S противоречиво на множестве эрбрановских интерпретаций.

В §1 вводятся необходимые понятия и обозначения, в §2 дается определе­

ние модифицированного правила резолюции R и его (эффективных) разумных 

ограничений, §3 посвящен доказательству теоремы о полноте.

§1 . ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим три непересекающихся счетных множества F, Р и X. F - множество 

функциональных символов с приписанной каждому символу местностью, причем 

для любого п > О, F содержит счетное число символов местности п. X - 

множество предметных переменных.. Из элементов множеств F и X строятся 

термы :

1. каждый 0-местный символ из F есть терм,

2. каждая переменная из X есть терм,

3. если ti, (п > 0) ֊ термы и f - n-местный символ из F, то /(ti,..., t„) 

есть терм,

4. никаких других термов не существует.

Через М обозначим множество всех термов, не использующих переменных.

Пусть Рх - множество предикатных символов с приписанной каждому сим­

волу местностью, причем для любого п > 0 Pi содержит счетное число мест­

ности п; Рг - некоторое множество интерпретированных предикатных символов 

(встроенных предикатов), каждый fc-местный (Л > 0) встроенный предикат яв­

ляется вычислимым отображением Мк >—> {true, false}. Положим Р = Pi U Рг-

Атом определяется традиционным образом :

1. каждый 0-местный символ из Р есть атом,

2. если ti,....,tn (n > 0) - термы и р - n-местный символ из Р, то p(t1։..., tn) 

есть атом,

3. никаких других атомов не существует.

Литерой назовем атом или его отрицание. Литеру, использующую предикатный 

символ из Pj, назовем интерпретированной литерой (и.литерой). Дизъюнкт 

представляет собой литеру, либо дизъюнкцию конечного числа литер. Пустой 
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дизъюнкт условимся обозначать о. Далее, говоря “выражение Е” мы будем 

понимать терм, литеру, дизъюнкт или множество дизъюнктов. Обозначим через 

Уаг(2?) множество всех переменных, входящих в выражение Е.

Напомним определения подстановки, унификатора, наиболее общего унифи­

катора, взятые из [2]. Подстановка сг есть множество вида

<т= {ti/x1,...,tn/xa}, = n > 0,

где t, - терм, ։,• - переменная. Пустую подстановку условимся обозначать через 

с. Традиционным образом вводится композиция подстановок, которая является 

ассоциативной операцией. Введем обозначения :

Arg(a) = тп) и Уаг(ст) = Var(ti) U • • ■ U Var{tn).

Пусть Е - выражение. Через Есг обозначим выражение, полученное из Е путем 

одновременной подстановки термов t,-, i = 1, ...,п вместо соответствующих пере­

менных Xi, i = 1,..., п. Напомним, что для любых подстановок a, 5 и выражения 

Е имеем (Ea)S = E(aS).

Будем говорить, что выражения Ei,..., Еп (n > 1) унифицируемы, если 

существует такая подстановка S, что E^S = • • • = EnS. Подстановку S назовем 

унификатор ом этих выражений. Унификатор <г называется наиболее общим 

унификатором выражений Ei,...,En (a =mgu(_®1։ ...,Еп)), если для любого их 

унификатора S существует подстановка 7 такая, что cry = 6.

Опишем рассматриваемые нами интерпретации. Предметным множеством 

рассматриваемых интерпретаций будет множество М. Функциональные симво­

лы интерпретируются следующим образом : каждому 0-местному символу из F 

сопоставляется он сам, каждому n-местному (п > 0) символу f Е F сопостав­

ляется отображение Мп >—> М, которое n-ке (ti, ...,tn) € Мп ставит в соответ­

ствие терм /(ti, ...,tn). Каждому 0-местному символу из Рх сопоставляется один 

из элементов множества {true, false}, а каждому n-местному (п > 0) символу из 

Рх сопоставляется некоторое отображение Мп ।—> {true, false}. Заметим, что 

описанные интерпретации могут отличаться одна от другой лишь отображени­

ями, сопоставляемыми символам множества Pi. Обозначим через Н описанное 

множество интерпретаций.
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Пусть D — непустой дизъюнкт, Уаг(Д) = 0 и I — интерпретация из Н. 

Через Уа//(Р) условимся обозначать значение дизъюнкта D на интерпретации 

I. Если дизъюнкт не использует символов из Pi, то значение D на любой 

интерпретации из Н будет одним и тем же. Условимся обозначать его Val(D). 

Будем говорить, что интерпретация I € Н есть модель непустого дизъюнкта 

D, если Val {Da) = true для любой подстановки а такой, что Var{Da) = 0.

Пусть S — непустое множество непустых дизъюнктов. Будем говорить, что 

множество S противоречиво, если не существует такой интерпретации I £ Н, 

которая была бы моделью всех дизъюнктов множества S.

§2 . МОДИФИЦИРОВАННОЕ ПРАВИЛО РЕЗОЛЮЦИИ

R И ЕГО РАЗУМНЫЕ ОГРАНИЧЕНИЯ

Модифицированное правило резолюции R может быть применено как к паре 

дизъюнктов, так и к одному дизъюнкту. В обоих случаях результатом является 

дизъюнкт. Может оказаться так, что R не применимо к данной паре дизъюнк­

тов или к данному дизъюнкту. Правило R определяется, используя следующие 

три вспомогательных правила : склейку Rs, бинарную резолюцию Rb, унарную 

резолюцию Ru. Напомним правила Rs и Rb, используемые в определении пра­

вила резолюции Робинсона, и введем правило Ru. Ввиду того, что дизъюнкция 

является коммутативной и ассоциативной логической операцией, то дизъюнкт 

мы будем рассматривать как множество литер.

Правило Rs применимо к любому непустому дизъюнкту D. Rs(D) = Der, где 

либо а = е, либо а =mgu(Li,...,Zm), где Li,...,Lm - некоторые унифицируемые 

литеры из D, т > 1.

Правило Rb применимо к паре дизъюнктов D, D', если они не имеют общих 

переменных и существуют такие унифицируемые атомы А и А', что А G D и 

-ъА.' е D1.

Rb{D, D1) = Rb{Dl, D) = {Da \ {Ao֊}) U (D'a \ {֊•A'n}), а = mgu(A, A').

Правило Ru применимо к дизъюнкту D, если существуют такие и.литера L 6 D 

и подстановка а, которые удовлетворяют следующим трем условиям : •
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а) Arg (а) С Var(L);

b) Уат(сг) Г1 (Var(D) \ Var(L)) = 0 ;

с) Val(Lrry) = false для любой подстановки 7 такой, что Var(Lcry) = 0.

В этом случае будем говорить, что Ru L-применимо к D я Ru(D) = Der \ {Ztr}.

Определение правила R :

R(D) = Ru(Rs(D)), R(D, D') = Rb(Rs(D), (Rs(D')),

где D, D' — дизъюнкты, не имеющие общих переменных.

Рассмотрим правило Ru. Правило Ru является не эффективным правилом, 

так как проверка пункта с) “упирается” в алгоритмически неразрешимую проб­

лему (см, например, [3]). Введем понятие разумного ограничения Ru. Пусть Ru 

L-применимо к дизъюнкту D, где L - и.литера из D. Рассмотрим множество всех 

L-применений Ru к D. Каждое такое ^֊применение определяется некоторой под­

становкой <г. Пусть S(D, L) - множество подстановок, определяющих все возмож­

ные L-применения Ru к D. Рассмотрим подмножество некоторых L-применений 

Ru к D, определяемое подмножеством подстановок S'(L>, L) С S(jD, L). Будем 

говорить, что данное подмножество L-применений Ru к D разумно, если для 

любой подстановки 6 такой, что Var(L6) = 0 и Val(Lti) = false, существуют 

такие подстановки а՝ g S'(jD, L), 7 и 71, что

<Т7 = <^71, и хЕ Var(D) \ Var(L) ==> t/x Е 7 <=> t/x Е S,

где t - терм. Очевидно, что в этом случае Da^ = DS.

Пример. Пусть с - 0-местный, д - 1-местный, f - 2-местный символы из F; р - 

2-местный символ из Pi; тг - 1-местный, = - 2-местный встроенные предикаты 

из Р2; х, у - различные переменные из X и

Va2(ir(t)) = false <=> t — /(ii,t2), ti,i2 E M.

Пусть дизъюнкт D = {Li, L2, L3}, где Li есть ->(x = /(c, L2 есть тг(х), L3 

есть p(x,y). Тогда

S'(L>,Li) = { mgu (x,/(c,p(y)))} 
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есть разумное множество Li-применений Ru к D ;

S'(Z>, Lj) = {{/(х, z)/x} : z £ X, z/x, z / у}

есть разумное множество ./^-применений Ru к D.

Пусть для каждого дизъюнкта D и каждой и.литеры L таких, что Ru 

L-применимо к jD, выделено некоторое разумное подмножество S'(D,L) L- 

применений Ru к D. Ограничимся только такими применениями Ru. В этом 

случае будем говорить, что имеем некоторое разумное ограничение Ru. Обозна­

чим его через R'u. Правило R'u назовем эффективным разумным ограничением 

Ru, если вопрос о принадлежности подстановки к множеству s,'(D, L) решается 

аффективным образом ДЛЯ любых D И L.

Заметим, что если для любых D и L £'(D,L) ~ S(D,L), то R'u = Ru 

и R'u есть разумное ограничение Ru, однако эффективность R'u зависит от 

множества встроенных предикатов Pj. Если для любых D и L подмножество 

s.'{D,L) состоит из всех тех подстановок <r € E(jD, L), для которых Var(La) = 0 

и Val(Lo-) = false, то R'u будет эффективным разумным ограничением Ru при 

любом Pi.

Будем говорить, что правило R' есть (эффективное) разумное ограничение 

правила R, если для некоторого R'u - эффективного разумного ограничения Ru 

имеем

R'(D) = R'u(Rs(D)), R'(D, D') = R(D, D')),

где D, D' - дизъюнкты, не имеющие общих переменных.

§3 . ПОЛНОТА ЛЮБОГО РАЗУМНОГО

ОГРАНИЧЕНИЯ ПРАВИЛА R

Пусть R' - некоторое разумное ограничение правила Ли S - некоторое непустое 

множество дизъюнктов. Мы считаем, что дизъюнкты множества S не имеют 

общих переменных, так как в противном случае их всегда можно переименовать. 

Будем говорить, что из множества S R'-выводим дизъюнкт D и обозначать это 

S Ьд/ D), если существует конечная последовательность дизъюнктов Di,...,Dn 

(n > 1) такая, что Dn = D, и каждый дизъюнкт £>,• (1 < i < п) либо принадлежит 
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S. либо получен из предыдущих дизъюнктов последовательности с помощью 

правила R'. Последовательность Z>i,..., Dn назовем R'-выводом дизъюнкта D из 

S.

Теорема о полноте. Пусть R' - разумное ограничение правила R и S - 

конечное непустое множество непустых дизъюнхтов. Тогда S противоречиво 

тогда и только тогда, когда S о.

Перед тем, как перейти к непосредственному доказательству теоремы дока­

жем три леммы.

Лемма 1. Пусть D, D' - дизъюнкты, D" = R'(D, D') (или D" = R'(D)), D" / о 

и интерпретация I G Н есть модель дизъюнктов D, D'. Тогда I будет моделью 

дизъюнкта D".

Доказательство. Пусть

D" = R'(D, D') = Rb(Rs(D), Rs(D')) = Rb(Dm, Ящ) =

= (Dma2 \ {Ао-щз}) U (Z>'ai<r2 \ {-‘А'<г1<т2}),

где ni - подстановка, A, A' — атомы

аг = mgu(A<7i, A'<7i), A G D, ->A' G D1.

Пусть в - подстановка такая, что

Лг<7(0) = Var(Daitr2) U Var(D'aicr2), Var(0) = 0.

Тогда Vali(D"0) = true, так как

Vali(Dci<T2e) = Уа//(Р/<71П20) = true, A<Ti<r20 = A'aia20.

Следовательно, I - модель D". Пусть теперь

D" = R'(D) = R'u(Rs(D)) = Я'и^) = DS& \ {L<5i<52},

где L - и.литера из D, Si, S2 - подстановки. Пусть 7 - подстановка такая, что

Arg(y) = Var(DS2S2), Var(y) = 0.

Тогда Vali(D"^՝) = true, так как Vali(DSiS2^) = true и Vat(LJiJ27) = false.

Следовательно, I - модель D". Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть D, D' - дизъюнкты и о = R'(D, D') (или о — R'(D)). Тогда не 

существует такой интерпретации I G Н, которая была бы моделью дизъюнктов 

DhD'.

Доказательство. Пусть

о = R'(D, D') = (Daw \ {Ла^}) U (D’a1a2 \ {-.А'очстз}).

Тогда DaitT2e — Aa\ff20 и D'a՝ia20 — где <ri,<r2,0 - подстановки из

доказательства леммы 1. Так как Ао՝т.<т20 — A'cio^O, то не существует такой 

интерпретации I G Н, для которой

ValilDffi&O) = Valj(D,a1cr20) = true.

Пусть

о = R'(D) = D6i62 \ Wj}).

Тогда и<515г7 = £^1^27, где <5i,<$2։7 ~ подстановки из доказательства леммы 1. 

Так как Val(L6162y) = false, то для любой интерпретации I &Н Vali(D6i62y) = 

= false. Лемма 2 доказана.

Лемма 8. Пусть So — бесконечное противоречивое множество дизъюнктов, не 

использующих встроенных предикатов. Тогда So Нд< о.

Доказательство. Множество So содержит конечное противоречивое подмно­

жество Sq, так как полному семантическому дереву множества So соответствует 

конечное замкнутое семантическое дерево (см. [2]). Из [2] имеем S'o Нд» о, так 

как правило R', применяемое к дизъюнктам, не использующим встроенных пре­

дикатов, является по существу правилом резолюции Робинсона. Следовательно, 

So Ьд> о. Лемма 3 доказана.

Доказательство теоремы. Достаточность. Пусть S Ид» о и D2,..., Dn 

(n > 1) есть Я'-вывод пустого дизъюнкта из S такой, что В,- о, i = 

= 1,..., n— 1. Предположим, что S не противоречиво. Это означает существование 

интерпретации I 6 Н, являющейся моделью всех дизъюнктов из S. Но тогда по 
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лемме 1 I будет моделью дизъюнктов Di,..., Dn_\. Получили противоречие, так 

как Dn = о, а по лемме 2 это невозможно.

Необходимость. Пусть S - противоречие. Покажем, что S Hr, о. Обозначим 

через Pi (S) множество предикатов из S. Каждому встроенному предикату тг из 

Pi (5) сопоставим предикатный символ pr € Pi так, что местность совпадает 

с местностью тг, рг не входит в S и если тг1' ,к" 6 Р2(Я), тг7 тг7', то рк> pF„. 

Если в выражении Е каждый встроенный предикат тг G Pi(S) заменить на ря, 

то такое выражение будем обозначать через Е. Пусть Si,S2 - два множества 

дизъюнктов :

Si = {pr(ti,...,**) : ireP2(S), Уа/(тг(<1,...,4)) =

= true, ti ЕМ, i = 1,..., к, к > 0},

Si = : ire Pi(S), Val(ir(ti, ...,tk)) =

= false, t{ EM, i = 1,..., к, к > 0}

и So = SUS1US2. Легко видеть, что из противоречивости S следует противоречи­

вость So- Применил лемму 3, получим So I~r< о. Пусть Di,..., Dn = о (n > 1) есть 

Я'-вывод пустого дизъюнкта из So- Покажем существование Я'-вывод а пустого 

дизъюнкта из S. Из последовательности Di,...,Dn выделим подпоследователь­

ность D{1,..., D,m (1 < m < п) всех таких дизъюнктов, которые не принадлежат 

множеству SiUS2. Покажем, что существует Я'-вывод D'lt..., D'm из S такой, что 

Djdj = Dij для некоторой подстановки 6j, j = 1, —,m. Отсюда будет следовать, 

что jDJn = о и S Ид» о.

Дизъюнкт определим следующим образом : = Di, и di = е. Пусть

1 < к < m, D'jOj = Dis для всех 1 < j < к и D'1,...,D'k есть Я'-вывод 

из S. Покажем, что существуют такие и 0*+1, что Pj+10t+i = •Di),+i и 

..., есть Я'-вывод из S. Возможны три случая :

i)A*+։eS.

2) Dih+l = R'(Di„, Dr), где Dr E Si U S2, 1 < r < ik+i, l<v<k.

3) Dik+, = Я'(П,•,,!>„), где 1 < v,u < к.
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Случай 1. Положим О*+1 G S и -О*+1 = А*+։- Очевидно, что в этом случае 

6к+1 = Б-

Случай 2. Пусть

Dik+l = Rb(Rs(Diu), Ra(Dr)) = Rb(Di.<Ti, Dr) = Di,w2 \ {b<rxcr2},

где L - и.литера из Л,,, cr\ - подстановка, о2 = mgu(Lori, ~<Dr), где -d)r мы отож­

дествляем с атомом, если Ur использует отрицание. Рассмотрим дизъюнкт D'v. 

Так как v < k, то Dfy,<ri<r2 = О<„спсг2. Пусть L'ltL't - все такие и.литеры из 

D'v, что L'}0vcr1cr2 = Lai<r2, j — 1,..., s, s > 1. Пустьдля некоторой подстановки <5

, ( mgu^'j,.при s > 1,
<7i = < , — 0вО-1ОГ2[ е при 8 = 1,

и L' - и.литера из D'„ такая, что L'6V = L. Так как

L'0Bo-iO-2 = La\cr2 = ’"‘Dry DT € Si U S2,

то

УаЦЬ'а^б) = VaHL'OvOiCb) = false.

Так как R' является разумным ограничением Я, то к дизъюнкту Ra(D[) = D'v 

можно применить правило R'u так, что R'u(D'v= D'v\ {b'oiOj}, где сг^ - 

подстановка, для которой существуют такие подстановки 7 и 71, что 0^7 = £71 

и Р^о/1сг/27 =

Дизъюнкт -Dfc+i определим следующим образом :

D'k+1 = Л'Щ) = D'M \ {LM}.

Далее получим

^+17 = \ m^7} = D'^S \ {LM =

= D'v6vffior2 \ {170,,aia2} = Diuaia2 \ {Lo-io-2} = Di։

и 0jt+l = 7.
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Случай 3. Пусть

Л.*+։ = Diu) = Rb(Rs(Diy), Rs(Diu)) = Rb(Div<rlt D^) =

= (D^a^ \ {ЛсГ1<тз}) U (Diu<ri<r2 \

где <Ti ֊ подстановка, A, В - атомы, о-2 = mgu(Aoi, B<7i), A G Diy, ->В G D,u, 

Рассмотрим дизъюнкты D'„ ni D'u. Мы считаем, что дизъюнкты D'v и D>v не 

имеют общих переменных. Тогда в = в„ U ви есть подстановка и D'v в = Р,у, 

D'u6 = Diu. Пусть A'1։...,A't - все такие атомы из D'„, что A'-0oio-2 = Aoi(r2, 

j = 1,..., s ; пусть -՝В'1,..., -В'г - все такие литеры из D'u, что В^йа^о^ = B<ri<72, 

h = 1, ...,г. Пусть

{•mgufAi,..., А',) при s > 1,
С при 8=1,

( mgu(Bj,...,B') при г > 1, ,
02 = < а. = <51 U Оз

1 Е при 7 = 1,

и <rÇ5 = 0<7i<72 для некоторой подстановки 8. Пусть А' - атом из D'v такой, что 

А'в = А и ->В' - литера из D'u такая, что В'О — В. Так как A«7i<72 = B<7i<72, то 

А'6<Г1<Т2 = В'в<71(7з и A'crjJ = В'<715. Следовательно А'о^ и В'а^ унифицируемы 

и Rb применимо к дизъюнктам Rs(D'v) = DMi и Rs(D'u) = В^сг^. Пусть

Я6(ад, D'M) = (D'MM \ {А'а'М}) и (DM \ ЬВМУ),

где ai = mgu(A'<Ti,B'oi). Пусть 7 - такая подстановка, что а^-у = 8. Дизъюнкт 

В^+1 определим следующим образом :

D'k+1 = B/{D'V,D'U) = (DM \ U (DM^'2 \ Ь-В'а'М-

Далее получим

Pk+17 = \ {Л/охОг?}) U \ {-1B7«4o։7}) =

= \ u côw \ ьвед) =

= (В£0<71Оз \ {А'0СГ1<Тз}) U (B^<71<72 \ {-1В'0<71О-2}) =

= (В,-,0-10-2 \ {А<71<72}) U (В|и<710-2 \ {-’В<710-2}) = Dik+1 
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и flfc+i = 7- Теорема доказана.

ABSTRACT. A unary resolution rule Ru is considered together with 
the well-known Robinson’s resolution rule. The rule Ru is applied to a 
disjunct, which uses a computable predicate interpreted in the Herbrand’s 
univers«».. The so-called reasonable restrictions of Ru are considered and 
completeness of the modified resolution rule for any reasonable restrictions 
of Ru is proved.

ЛИТЕРАТУРА

1. J. A. Robinson, “A machine-oriented logic based on the resolution principle”, Jour­
nal of ACM, vol 12, № 1, pp. 23 - 41, 1965.

2. Ch. Chang, R. Lee, Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving, Academic 
Press, NY, 1973.

3. С. А. Нигиян, “О разрешимости алгоритмических проблем”, сб. Прикладная 
математика, ЕГУ, № 2, стр. 82 - 90, 1983.

12 апреля 1996 Ереванский государственный университет
E-mail : algoritm@ysu.am



ЛЕММА ШВАРЦА ДЛЯ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ В ШАРЕ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Н. Е. Товмасян, Т. М. Кошелева

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № б, 1996

В работе доказано, что если и(х, у, г) — гармоническая функция в шаре 
х2 + у2 + г2 < 1 и удовлетворяет условиям |и(ж,у, я)| < 1 в этом шаре, 
и(0,0,0) = 0, то справедлива оценка

1«(®,»,*)1 < , 1----7 “11VI + г2(У1 + т1 + 1 — т)

где т = у^с2 + у2 + г2. Полученные результаты применены для эффек­
тивного решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в шаровом 
слое.

ВВЕДЕНИЕ

Если функция и(ж,у) гармонична в круге х2 + у2 < 1, |и(х, у)| < 1, то для нее 

справедлива следующая оценка [1] (стр. 102) :

4 -----------
|и(х, У) ~ и(0> 0)| < — агсзш у х2 + у2.1Г

Эта оценка называется агсзгпиз-формулой. В книге [2] (стр. 169, задача 288) эта 

оценка уточняется (аналог леммы Шварца для аналитических в круге фукнций) :

Лемма 1. Если функция и(х, у) гармонична в круге х2 + у2 < 1 и удовлетворяет 

условиям |и(х, 2/)| < 1, «(0,0) = 0, то имеет место оценка

4 .----------
|и(х,3/)| < — агсЬап ух2 4֊ у2.7Г

В данной работе лемма Шварца распространяется на случай гармнических 

в шаре функций :
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Лемма 2. Если функция ц(х,у,я) гармонична в шаре у/х2 + у2 + я2 = г < 1, 

внутри которого удовлетворяет условиям |и(а:, у, я) | < 1 и и(0,0,0) = 0, то

!»<’•».'»I ± ^ + г»(^ + ^ + 1_г) " Е (1)

При доказательстве леммы Шварца для гармонических в круге функций су­

щественно используются методы теории функций комплексного переменного, не­

применимые в трехмерном случае, поэтому здесь предлагается иной метод дока­

зательства указанной леммы. Далее, оценка (1) применяется для эффективного 

решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в шаровом слое.

§1 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ ШВАРЦА ДЛЯ

ГАРМОНИЧЕСКИХ В ШАРЕ ФУНКЦИЙ

Лемма 3. Пусть 1*1 (®, у, я) ֊ гармоническая в шаре х2 + у2 + я2 < 1 функция, 

удовлетворяющая условиям |г*(а:, у, я) | < 1 при х2 + у2 + я2 < 1 и

Тогда

при х2 + у2 +я2 = 1, 
при х2 + у2 + я2 = 1,

я > О, 
я < 0.

«1(0,0, г) = 2(1 +г)
1/1 + г2(>/1 + г2 + 1 — г) О < г < 1.

(2)

(3)

Доказательство. Как известно, «1(0,0, г) определяется формулой Пуассона (см. 

[3], стр. 326)

1_ Г2’ / Г”'2 (1-г2)зш0
яг /о \/о (1 + г2 — 2г соз 0)3/2

Г (1- г2)зш0 \
к/2 (1 + г2 — 2тсоз0)3/2 )

<1в I

(4)

Для функции и(х, у, я) = 1 эта формула примет вид

- г2) зш в 
— 2г соз в)3/2

(!։/>. (5)

Суммируя (4) и (5), получим

(1 — г2) зш0
(1 + г2 — 2г соз б)3/2

<18 I <1<р. (6)

1=ЛГ

«1(0,0, г) + 1 =
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Интегрируя (6), получим формулу (1). Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 2. Пусть и(х, у, г) гармонична в шаре х2 + у2 + г2 < 1, 

непрерывна в замкнутом шаре х2 + у2 + г2 < 1 и удовлетворяет условиям 

|г*(ж, у, г)\ < 1 при т2 + у2 4-к2 < 1, и(0,0, 0) = 0. Покажем, что функция ц(г, у, к) 

удовлетворяет неравенству (1). Сначала покажем справедливость неравенства 

(1) в точках с координатами (0, 0, г), 0 < г < 1. Согласно формуле Пуассона

. 1 г2" / г* (1-т2)зшв \и(0,0, г) = — / I / — — -------—ут и(р) <10 ) <1<р,
4тг ,/0 \Уо (1 + г2 — 2г созб)3/2 )

где

р = (зш 0 соз у>, зш в зш <р, сов 0).

(7)

(8)

Пусть и1(х,у, г) - гармоническая функция, определенная в лемме 3. Суммируя 

(4) и (7), получим

„,(0,0,г) + „(0,0,г) = (£ 11+1^:22вв}а1гМ *) (»)

где
1 + «(р)
—1 4- и(р)

при 0 < 0 < у, 0 < < 2тг, 
при у <0 < тг, 0 < <р < 2тг. (10)

Здесь координаты точки р определяются формулой (8). Подставляя в (7) г = 0 и 

используя условие «(0, 0, 0) = 0, получим

зш 0 <10 <1<р = 0. (И)

Из (10) и условия [и1(г,у,к)| < 1 следует

/(у>, 0) > 0 при

0) < 0 при

п „ тг
0 < * < ?,А
ТГ
2 < 0 < »Г-

Из (10) и (12) следует равенство

1 г2* гП
— I / /(<р, 0) зш 0 <10
4л- Л Ь/о

<1<р = 0.

(12)

(13)

(14)

Равенство (9) можно записать в виде

их(0,0, г) + и(0,0, г) = /х(г) + 72(г), (15)
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где

h(r) =

(1 — г2) ЗШ0 
(1 + г2 — 2г сов 0)3/2 d<f>,

1 Г2” / Г” (1-r2) sing 
4тг Jo \J„/2 (1 + r2 - 2rcos0)3/2 f(tp,0) d0 dip.

Очевидно, что

I _  1 — г2 7Г
------ 5 n > Й а при 0 < 0 < —, 1 + r2 —---2r cos в ~ 1-+ r2 — 2

1 - Г2 1-Г2 7Г
-------~ Z < Z Z при — < 0 < 7Г. 1 + г2 —---2r cos 0 ~ 1-+ r2 2

Поэтому из неравенств (12), (13), (16) и (17) имеем

! ,2k / »г/г J _г2 \
h(r)> — / —-у sin0/(y>, 0) d0 dtp,

4ir Jo \Jo 1 + r J

(16)

(17)

(18)

1 r2n ( r*!2 1  r2
dtp. (19)

Суммируя (18) и (19) и используя равенство (14), получим Л (г) + 12(г) > 0.

Следовательно

ui(0,0, г) + п(0,0, г) > 0.

Аналогично мы получим, что

и(0,0, г) — ui(0,0, г) < 0.

(20)

(21)

Неравенства (20) и (21) можно записать в виде

|u(0,0,r)| < ui(0,0,r),

где их(0,0, г) определяется формулой (3).

Пусть теперь (®о> Уо,хо) ~ произвольная точка, х2 + Уо + < 1. Тогда

при помощи поворота координатной системы доказательство оценки (1) в точке 

(яо^о^о) сведем к доказательству этой же оценки в точке (0,0, г) при г = 

= д/®о +-го- Таким образом, лемма 2 доказана для гармонических функций, 

непрерывных в замкнутом шаре х2 + у2 + г2 < 1 и удовлетворяющих условиям 

|и(х, у, г) | < 1 и и(0,0,0) = 0.
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Пусть теперь \и(х, у,г)\ < 1 при æ2 + у2 + z2 < 1 и и(0, 0,0) = 0. Здесь не 

требуется непрерывности и(х, у, z) в замкнутом шаре г2+у2+г2 < 1. Рассмотрим 

функцию W(x, у, zj = u(Rx, Ry, Rz), 0 < R < 1. Ясно, что W(x, у, z) непрерывна 

в замнкутом шаре х2 +у3 + z2 < 1. Поэтому для W(x,y,z) имеет место оценка 

(1), т.е.

Ry, Rz)l < ifi(r), г = у/х2 + у2 + z2, (22)

где определяется формулой (1), т.е.

= y/ï + r^ltr^+l-r) " L (23)

Переходя в (22) к пределу при R —> 1, получим неравенство (1). Лемма 2 доказана. 

Замечание. Легко установить, что функция ^(г), определенная формулой (23), 

удовлетворяет оценке
3

0 < V'W < -г, 0 < г < 1. (24)

§2 . ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ЛАПЛАСА В ШАРОВОМ СЛОЕ

Пусть D ֊ шаровой слой, ограниченный сферами <ri и а2 :

о*1: x2+y2+z2 = Rl, а2 : x2 + y2+z2 = Rշ, Л1 > Л2.

Рассмотрим уравнение Лапласа

д2и д2и д2и .
дх2 + ду2 + дг2 ~ (25)

с граничными условиями Дирихле

Ц(®,У,Я) = /1(1, у, Я), (Х,У,Я) 6 СГ1, (26)

и(®,у,я) = /2(х,у,я), (г,у,я)ео֊2, (27)

где /1(г,у, г) и /2(®,у, г) - заданные вещественные непрерывные на <71 и сг2, 

соответственно, функции.

Задача (25) - (27) рассмотрена в монографии [4] (стр. 293). Там же эта 

задача решалась следующим образом. Заданные на сфере х2+у2+г2 = 1 функции 
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/1(х,у, г) и /2(3:, у, з) разлагались в рад по сферическим функциям, а решение 

и(ж, у, я) представлялось в виде

«(®,У.*) = £ (лптп + Л(в,^),

п=0 '

где Ап и Вп - постоянные, (г, в,։р) - сферические координаты точки (х,у,г), а 

7П (в, ¥>) ~ сферическая функция порядка п.

В [4] не оценивается остаточный член полученного рада. В случае, когда 

/1(®, у, г) и /2(х,у,х) - лишь непрерывные функции, получение такой оценки 

предложенным методом представляет значительные трудности.

Мы предлагаем искать решение этой задачи в виде рада по определенным 

гармоническим функциям. Используя лемму 2 Шварца, нам удается получить 

оценку остаточного члена полученного рада для любых непрерывных данных 

/1(г,у,я) и /2(х,у,г).

Рассмотрим следующие случаи.

1) Пусть /1(х,у, г) = сх и ^(х,у, г) = с2, где сх и с2 ֊ заданные вещественные 

постоянные. Тогда решение задачи (25) - (27) определяется формулой

и(х, у, г) = ֊֊ + а2, г= \/х2 + у2 + г2, (28)

где
_ (с2 ~ сх)ЯхЯ2 _ схЯх ~ с2В2 

Л1 “ Ях-Л2 ’ “2 “ Лх-Я2 ’

2) Пусть /2(с, у, г) = 0, а /1(х,у,г) удовлетворяет условию

/1(х,у,г) (18 = 0. (29)

Обозначим через У(х,у,г) гармоническую в шаре х2 4֊ у2 + г2 < функцию, 

удовлетворяющую условию Дирихле

У(х,у,г) = /х(х,у,г), (։,у,г)е<гх.

Как известно У(х,у, г) определяется формулой Пуассона

1 // ЛЗДИЯ?

(30)

(31)
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где dSq - элемент площади сферы tri, а

Q = ((, С)> r = y/x2 + y2+z2, г0 = у/{х - Ç)2 + (у- г))2 4- (z - С)2.

Из условия (21) следует, что У(0, 0,0) = 0. Согласно принципу максимума

1^(ж,у,г)| < А, А= max |/i(a:,y,z)|. (32)

Поэтому для функции ^У(хЯ1, yRi, zRi) имеет место утверждение леммы 2, т.е.

|У(а;Я1,уЯ1,яЛ1)| < < 3 , г = ^2 + + 0 < г < 1. (33)
А £•

Из (24) и (33) получим

3 т
\V(x,y,z)\<-A—, 0 < г < 1. (34)

Z 2Ъ1

Как известно (см. [3]), решение u(xyy,z) уравнения Лапласа в области D пред­

ставляется в виде

u(i,y,z) = Vi(a:,y,z) - V2(x,y,z), (35)

где Vi(æ, у, z) гармонична в шаре х2 + у2 + z2 < R%, a V2(x, у, z) гармонична вне 

шара х2 + у2 + z2 < и V2(x,y,z) -> 0 при г —> оо. Подставляя (35) в (26) и (27) 

(при f2(x, у, z) = 0), получим
■ ■ f-

У1(р) -И2(р) = /1(р), при р = (х, у, z) € 0-1, (36)

V1 (р) - У2(р) = 0, при р £ <т2. (37)

Пусть р = (я, у, z) ֊ точка в трехмерном евклидовом пространстве IR3. Через а(р) 

обозначим точку, симметричную точке р относительно сферы х2 + у2 + z2 = R2, 

т.е.

Пусть ТУЦа^у, г) - некоторая функция в шаре х2 + у2 + к2 < R2 (или вне этого 

шара). Тогда функция
р

W2(p) = -И<1(а(р)) 
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называется преобразованием Кельвина функции И^р). Известно (см. [3], стр. 

302), что если И^(р) гармонична в шаре х2 + у2 + £2 < Я2, то 1У2(р) гармонична 

вне этого шара и наоборот.

Условия (36) и (37) можно представить в виде

У1(х,у,г)- —У2 = Л(®> !/>«)> (г>У>г)ео-1, (38)

—У1(^,^,^)֊^(г,у,я) = 0, (г,у,я)е<72. (39)

Левая часть (38) -гармоническая функция внутри шара х2+у2 + я2 < R2, алевая 

чатсь (39) - гармоническая функция вне шара х2 + у2 + г2 < Я| и обращается 

в нуль в бесконечности, поэтому из граничных условий (38) и (39) эти функции 

определяются при помощи формулы Пуассона

У1(х,у,г) - ^У2 (7^7^ 75^) = У(х,у,я), при г < Ях, (40)

^_У2(Я!։У12!) = О։ приг>я2։ (41)

где У(х,у, г) определяется формулой (31). Из (41) получим

\ Я2 Я1г\
У2(х,у,я) = — (42)

Подставляя Рг(г, у, я) из (42) в (40), получим

У1.(х,у,г) = дУ!(д2х,д2у,д2я) + У(х,у,я), 9=^, х2 + у2 + г2 < R2. (43)

Так как 0 < д < 1, то уравнение (43) можно решить методом последовательных 

приближений :

14(®>У>г) = 52?к^(д2*®,д“у, д2кя). 
к=0

Подставляя У2(х, у, я) из (44) в (42), получим

Е кгг (п2к^^- -2к п2к^1
1 У И -Т2--4 72՜

к=0 Х

(44)

(45)

Так как 0 < д < 1 и V удовлетворяет оценке (32), то ряды (44) и (45) сходятся 

равномерно в замкнутом шаровом слое Я| < х2 + у2 + я2 < Я2. Таким образом, 
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решение задачи (25) - (27) определяется формулой (35), где Vi(®, у, z) и У2(а:, у, z) 

определяются при помощи рядов (44) и (45). Следовательно, в качестве п-го 

приближения решения задачи (25) - (27) берем следующую функцию :

«.(w) = •
к=0 к=0 ' Г '

(46)

Так как V(г, у, z) - гармоническая функция в шаре х2 + у2 + z2 < R2, то каждый 

член рядов (44) и (45) является гармонической функцией в области D.

Оценим погрешность решения и(х,у, z) — ип(х,у, z), где u(x,y,z) - точное 

решение задачи (25) - (27). Из условия (30) следует, что гармоническая в области 

D функция un(x,y,z) удовлетворяет граничным условиям

„ (~ „ — ^2_п-1т/ f-2n-2 ^2g „2П-2Д2У „2п-2 Д^^ ,
Un(x,y,z) =------ q K g ~5՜ +

г \ г* т‘ J (47)
+ /1(®>У>г), (x,y,z) e ai,

un(x,y,z) = 0, (x,y,z) £ о-2. (48)

Из (26), (27) (при f2(x,y,z) = 0), (47) и (48) получим

t \ \ п-i-tr ( 2п-2^х гп-г-ДгУ гп-г-Дг^
u(x,y,z)-un(x,y,z) = —д” XV 1д £-֊-,д2п *-֊-,q‘n i-֊֊ Т \ Т Т Т

(x,y,z) е <71,

u(z,2/,z)-t4n(®,y,z) = O, (x,y,z) 6 <т2.

(49)

(50)

Так как и(х, у, г) — ип, п = 1,2,... - гармонические функции в области В, то из 

условий (49), (50) и принципа максимума для гармонических функций получим

|u(a:,y,z)-un(®,l/,z)| < Дг9՞ \ тад
(®,s,z)e<ri

l-rr ( 2п-2^2Х „2п-2 Д2У „2n-2^2z
~v 9 ~2՜  ̂ ~2~՝Ч ~^՜г \ т1 т1 г2

(51)

Из оценок (34) и (51) имеем

3 
|u(a!,JZ,z)-un(i,y,z)|< ֊Ад3”, А = тах |/i (р)|. 

pt<71

Следовательно, погрешность п-го приближения не превышает |Ад3п и при 

п —> оо стремится к нулю, как убывающая геометрическая прогрессия.
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Пусть теперь в граничном условии (26), (27) /1(х,у,г) = 0, а fշ(x,y,z) 

удовлетворяет условию А /г (х, у, г) = 0. После применения преобразования 
о-а 

Кельвина

У(Я1У,я) = (52)

этот случай приводится к вышерассмотренному.

3) Теперь рассмотрим общий случай. Представим функции /1 и /2 в виде

fk(x,y,z) = gic(x,y,z) + С/с, к =1,2, (53)

где

<ГЬ

Очевидно, что

9к(х,у,г) dS = 0, к = 1,2. 
<Гк

Используя представление (53), общий случай приведем к случаям 1) и 2).

Рассмотрим теперь задачу Дирихле для уравнения Лапласа в области, 

ограниченной сферами

(54)

При помощи параллельного переноса системы координат эту задачу можно 

рассматривать в области Do, ограниченной сферами

f <71 : (х - х0)2 + у2 + z2 = Я2,
t сг2 : (х - х0 ~ d)2 +у2 + z2 = R%,

где ~ произвольно заданная отрицательная постоянная, хо < —Ях- В дальней­

шем будем выбирать хо таким образом, чтобы обратное преобразование

_____~_ _____ «_____ г _ _____ ______  
х2 + у2 + z2' х2 + у2 + z2' х2 + у2 + z2

переводило сферы <71 и <т2 в концентрические сферы 71 и 72. Центры сфер 71 и 

7г расположены на оси ( и их координаты равны

i ( 1 1 )
2 \хо — Ri Х0 + Д1/

е 1И 6=2 1
d + xq — R2 d + х0 + R2 /

1
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Радиусы этих сфер, соотвественно, равны рх и р2 :

2 Sq — Ах
1___ '

®о + Ri.
, 1 ’

И С 2 = —
2 d + sq — Аг

Следовательно, при обратном преобразовании образами а2 и а2 будут концент­

рические сферы тогда и только тогда, когда £х = £2, т.е.

1 + 1 _ 1 + 1
®о ~ Д1 ®о 4՜ Ai d + sq — R2 d + sq + R2 (55)

Найдем решение уравнения (55), удовлетворяющее условию го < — R2. Уравнение

(55) можно переписать в виде

ds§ + s0(d3 - R% + R2) + dÄ? = 0. (56)

Из условий (54) следует, что дискриминант уравнения (56) положительный, и

одно из решений определяется формулой

х° = à - d2 - r2Za
- ÿ^A2 - d2 - А2)2 - 4d2Ä2 . (57)

1 Г 1 1 1
d + s0 + R2

Из условия (54) следует, что во < —Ах- Пусть значение го выбрано по формуле 

(57). Тогда, после преобразования Кельвина (52) с г = ^/s2 + j/2 + z2, задача

Дирихле для уравнения Лапласа в области Ло сводится к той же задаче в 

шаровом слое

Pl < (® - £х)2 + У2 + г2 < р?.

ABSTRACT. We prove that if u(s, y, z) is harmonic in the ball x2+y2+z2 < 
1 and satisfies the conditions |u(s, y, z)\ < 1 in the same ball and u(0,0,0) = 0, 
then

—V “1։
V1 + r2(v 1 + ՛ + 1 — r)

where r — y/x2 + y2 + z2. This inequality is applied for an efficient solution 
of the Dirichlet problem for Laplace equation in a spheric shell.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЭКВИВАРИАНТНОЕ ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ АРЕНСА-ИЛЛЗА

П. С. Геворкян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ 5, 1996

В работе [1] Р. Аренсом и Р. Иллзом были получены теоремы о замкнутом рав­

номерно (изометричном) вложении равномерного (метризуемого) пространства 

в локально-выпуклое (нормируемое) топологическое пространство. В настоящей 

работе получены эквивариантные аналоги указанных результатов (теоремы 2 и 

4), которые являются теоремами линеаризации тихоновских (метризуемых) б- 

пространств, обобщающие известные результаты Г. Д. Мостова [2] и Р. С. Палле 

[3] в случае компактной группы Ли, Ю. М. Смирнова [4] и Ян де Вриса [5] в слу­

чае любой локально-компактной группы.

Пусть X - произвольное множество. Обозначим через М(Х) множество 

действительных функций т : X •—>• Ш. следующего вида :

{
п

А,-/ О для х = Х(, г=1,...,п, £ А,- = О,
1=1 

О во всех остальных случаях.

Множество М(Х) является вещественным линейным пространством с поточечно 

определенными алгебраическими операциями. Для А £ Ш. и х £ X условимся че­

рез Ах обозначить ту функцию, определенную на X, которая принимает значение 

А в точке х и 0 в осталных точках. Тогда ясно, что всякую функцию т £ М(Х) 
п п

можно представить в виде т = £ А,х,-, где х,- £ X, а А,- = 0.
•=1 <=1

Для фиксированной точки хо £ X обозначим

•Лхо — {2* 2*0 • 2* £ X, X 2*о}՛ 
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Лемма 1 (Аренс-Иллз, [1]). ВХп является базисом Гамеля линейного простран­

ства М(Х).

ВХо называется базисом Гамеля в точке хд. Если для пространства М(X) 

выбран базис Гамеля ВХо, то это пространство обозначим через М(Х,ю). 

Оказывается, что если X - равномерное (метризуемое) пространство, то М(Х) 

- локально-выпуклое линейное (нормируемое) топологическое пространство. В 

самом деле, пусть Р = {ра : а £ А) - комплект псевдометрик, порождающий 

равномерность на X. Каждой псевдометрике из комплекта р £ Р сопоставляется 

некоторая псевдонорма за на линейном пространстве М(г) формулой

(1)

где нижняя грань берется по всевозможным представлениям т ֊ 52/Му> — зу) 
У

элемента т. Тем самым комплекту псевдометрик Р будет соответствовать 

семейство псевдонорм 5 = {за : а £ А} на линейном пространстве ЛУ(Х). 

Этим семейством 3 порождается совместимая с линейной структурой локально­

выпуклая топология. При этом, как нетрудно заметить, если X метризуемо, то 

М(Х) нормируемо (см. [1]).

Лемма 2 (Аренс-Иллз, [1]). Для любых х,у £ X и а 6 А

За(г-У) =Ра(х,у).

Пусть теперь (X, р) - метризуемое б-пространство, где б - произвольная 

группа. Действие группы б на X обозначим через к : б х X •—>• X. Условимся 

вместо тг(<7, г) писать дх, если из контекста ясно о каком действии идет речь. Рас­

смотрим соответствующее X нормируемое пространство М(Х,хо). Определим 

отображение тг: б х М(Х, го) ’—> М(Х, хо) формулой

*(у>т) = 52 Му®« - ®о), 9 е с, (2)

п
где т = 52 А,(г< - го) - произвольная точка из М(Х, го). 
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Лемма 3. Пусть X — метрическое О-пространство с инвариантной метрикой р и 

неподвижной точкой Хо- Тогда отображение, определенное формулой (2), задает 

линейное действие группы б на нормируемое пространство М(Х, ®о).

Доказательство. Следует доказать :

1. етп = т, где е - единичный элемент группы б;

2. д'(дт) = (д'д)т,

3. д(Хтп) = Х(дт),

4. д(т + т') = дт + дт' для любых д, д' € б, т,т! € М (X, ®о) и Л £ И;

5. тг - непрерывное отображение.

Пункты 1—4 доказываются просто. Проверим, например, пункт 2. Предположим, 
п

что т = $2 — ®о)- Тогда
1=1

(
п \ я

52 А.(рх,- ֊ ®о) I = 52 - ®о) =
։=1 / ։=1

П п
= 52 А<((^)х< - х°) = (^) 12 А<(®<_ ®о) = (з'д)т- 

«=1 <=1

Для доказательства непрерывности отображения тг оказываются существенными 

следующие две леммы :

Лемма 4. Пусть Ь - линейное топологическое пространство, а В - его базис 

Гамеля. Линейное действие тг : б х Ь ।—> Ь группы С непрерывно тогда и только 

тогда, когда оно непрерывно в точках подмножества С и. В.

Доказательство. Необходимость очевидна. Достаточность, как нетрудно заме­

тить, вытекает из следующих двух утверждений :

а) если линейное действие тг непрерывно в точке (р, х), то для любого А £ Ш. 

оно будет непрерывным и в точке (р, Аг),

б) если т непрерывно в точках (д, Х1) и (р, х2), то оно непрерывно и в точке 

(д,х1 + х2).

Докажем а) (утверждение б) доказывается аналогичным образом). Пусть и - 

произвольная окрестность точки тг(р,Ах) = д(Хх) в пространстве Ь. Так как 

операция умножения на скаляр непрерывна и д(Хх) = А • дх £ и, то существует 
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такая окрестность Ui точки дх, что Л • t/j С U. А так как действие % непрерывно 

и в точке (д,х), то для выбранного Ui существуют такие окрестности V и U2 

элементов д и х, соответственно, что V • U2 С Uk. Положим W = А • С72. Нетрудно 

проверить, что V и W - искомые окрестности точек д и Хх, соответственно, т.е. 

V W С U.

Лемма б. Если X — метрическое G-пространство с инвариантной метрикой р, 

то норма в G-пространства М (X), порожденная формулой (1), тоже инвариантна 

относительно к.

Доказательство. Следует доказать равенство s(gm) = e(m). Рассмотрим все­

возможные представления ^2 vk(^k —tk) элемента дт. Согласно формуле (1) име- 
к 

ем

з(дт) = inf < ? = mf S > =
I к )( к J

= urf S 52 Р* |р(р-1А*, д~Чк) > = з(т).
I к J

Теперь мы в состоянии доказать непрерывность отображения 5г. В силу леммы 4 

достаточно доказать непрерывность отображения 5г в точках множества G х Вх„. 

Пусть (до, у0 — z0) £ G х ВХо - произвольная точка, а е > 0 сколь угодно малое 

число. Так как тг : G х X ।—> X непрерывно, то существует такая окрестность 

V точки д0, что р(дуо,доУо) < е/Ъ для всех д е V. В пространстве М(Х,х0) 

рассмотрим открытый шар В(уо — ®о> е/2) радиуса е/2 с центром в точке уо — хо- 

V и В(уо — хо, е/2) - искомые окрестности точек до и уо — х0. Действительно, для 

всех д G V и т € В(уо — ®о։ е/2) выполняется

llfffn -9о(Уо ֊ ®о)|| < Hffm- до(уо - хо)|| + ||р(уо ֊ ®о) -до(уо ֊ ®о)|| =

= Il5(m-5o(yo -®о))|| + ||РУо-РоУо|| = ||m ֊ (ito ֊ хо))|| + p(ffj/o,Soyo) < е.

Лемма 3 полностью доказана.

Теорема 1. Всякое метрическое С-пространство с инвариантной метрикой и 

неподвижной точкой эквивариантно, изометрично и замкнуто вкладывается в 

некоторое нормированное линейное С-пространство.
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Доказательство. Пусть X — метрическое пространство с инвариантной мет­

рикой р и фиксированной точкой хо- Согласно лемме 5, М(X, xq) является ли­

нейным G-пространством. Отображение <р : X ■—> М(Х, xq), заданное формулой 

<р(х) = х —xq, будет искомым вложением. Действительно, замкнутость и изомет- 

ричность вложения <р доказаны Р. Аренсом и Р. Иллзом [1]. Эквивариантность 

отображения <р следует из соотношения

<р(дх) = дх-х0 = д(х - х0) = д<р(х).

Теорема 2. Всякое метрическое G-пространство с инвариантной метрикой эк- 

вивариантно, замкнуто и изометрично вкладывается в некоторое нормированное 

линейное G-пространство.

Доказательство. Пусть (X, р) - метрическое G-пространство без неподвижных 

точек. Рассмотрим дискретное объединение X' = X U {ш} G-пространства X и 

одноточечного тривиального G-пространства {ш}. В X' определим инвариант­

ную метрику d формулами

( d(xi, хг) = p(xi, хз), если Xi, xj G X,
I d(x, w) = dist(x, [a]) + | diam [a], x E X,

где

diam [a] = sup {p(ga,g'a)}, dist (x, [a]) = inf {р(х,ра)}, 
g,s'EG

[a] - орбита некоторой точки a E X с конечным diam [а]. X является замкнутым, 

инвариантным подмножеством метрического G-пространства X' с инвариантной 

метрикой d и неподвижной точкой w. Остается применить теорему 1.

Теорема 3. Пусть G - счетно-компактная группа. Тогда всякое метризуемое G- 

пространство эквивариантно и замкнуто вкладывается в некоторое нормируемое 

линейное G-пространство.

Доказательство непосредственно следует из теоремы 2 и следующей известной 

леммы [7], [8].

Лемма 6. Пусть G - счетно-компактная группа. Тогда на всяком метризуемом 

G-пространстве существует инвариантная метрика.
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Определение 1. Пусть X - равномерное пространство с комплектом псевдо­

метрик Р{ра։ a Ç A), a я : G х X >—> X - непрерывное действие произвольной 

группы G на X. Равномерность пространства X назовем инвариантной, если 

инвариантна каждая псевдометрика из Р.

Определение 2. Тихоновское G-пространство X назовем инвариантным, если. 

на X существует инвариантная равномерность, порождающая топологию про­

странства X.

Теорема 4. Всякое инвариантное тихоновское G-пространство эквивариант- 

но и замкнуто вкладывается в некоторое локально-выпуклое линейное G- 

пространство.

Теорема 5. Пусть G — счетно-компактная группа. Тогда всякое тихи и и некое 

G-пространство эквивариантно и замкнуто вкладывается в некоторое локально­

выпуклое линейное G-пространство.

Доказательства теорем 4 и 5 подобны доказательствам теорем 2 и 3.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИИ Ер(г,ц)

Э. А. Даниелян, 3. С. Микаелян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31,№ 5, 1996

1. Класс целых функций типа Миттаг-Леффлера

“ я*Ер(я, д) = V —7----- Гч-’ 0 < Р < °о, —ОО < д < +оо,
?=5г(д+у

где Г(-) - гамма-функция Эйлера, лежит в основе теории гармонического анализа 

в комплексной области, построенной М. М. Джрбашяном [1], [2]. Множество 

интегральных представлений использовано при построении этой теории.

Для функции Миттаг-Леффлера Ер(г, 1) общеизвестны связи с плотностями

$(*> “) = “ Е?՜1)* ®՜*0'՜1« 0 < а < 1

правосторонних устойчивых законов, возникающих в качестве предельных рас­

пределений для сумм независимых одинаково распределенных случайных вели­

чин (см., например, [3], [4]). Как нетрудно заметить, в известной формуле пони­

жения порядка [5] для функции типа Миттаг-Леффлера, в частном случае 

д > 1 — —, O<P1<P2<00
Р2

(1)

также появляются плотности д(х, а). Именно, в случае (1)

Ел(я,д) = [ ЕР1 ^д(и,—^ Ли, г&С. (2)
Уо \ Рг) \ Рз/

Следует отметить, что частный случай формулы (2) при д = 1 является 

предметом специального рассмотрения в монографии В. В. Золотарева [4].
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Целью настоящей заметки является получение нового интегрального пред­

ставления функции типа Миттаг-Леффлера Ер(г, ц) посредством обобщенной ги­

пергеометрической функции

Г(а + пс) хп
= > , ---- Г ~Г’ Ъ>а>0, с > О“ Г(Ь + пс) п!

и плотностей д(х,а). Преимущество найденного здесь представления заключа­

ется в том, что оно приводит к более простому, чем в [1], [2] доказательству 

формул для моментов Ер(г,р). Одновременно, найдено новое, простое доказа­

тельство формулы (2).

2. Теорема. При д > р՜1 и р> 1 имеет место представление

Доказательство. На рис. 1 для любых е > 0 и /3 6 (0, тг) изображен бесконечный 

контур 7(е,/3) плоскости пробегаемый в направлении неубывания а^£. Он 

состоит из лучей

R = а^( = ±Д Е < |С| < оо}

и дуги окружности, соединяющей концы ее±^ этих лучей. При г 6 б, где б -

(тг тгХ
—, — I, имеет место представление2р р]

(4)
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(см. [1], стр. 127). Подставляя в (4)

« + в)֊1 = [°° du, s > О, 
Jo

и поменяв порядок интегрирования, получаем

Ер(-з,р) = [ e—uf(u)du, 
Jo

где
у (и) = [ 2₽(1՜*') ехр(гр — ги) dz =

27г։ А(։,|в)

= [ Ср~х-р ехр(֊С1^ + Си-р) <%. (5)
2тп Л-(«, /3)

Здесь 7* (е, /3) - образ контура -у (е, /?) при замене переменной я = Согласно

результатам [4] и формуле (5) при д = 1/р имеем /(и) = и-рд(и-р, р՜1). Поэтому

Ер(-з,р х) = [ е ,хх рд(х Р,р х) йх. (6)

Отсюда и из другого легко доказываемого представления

ер(֊ы)=г, 1 _п д>р՜1
Г(д- Р х) Jo

(см. М. М. Джрбашян [1]) приходим к формуле (3) при г = — з < 0. На остальные 

г € С равенство распространяется аналитическим продолжением.

3. Теперь приведем простой способ доказательства формул для моментов (см. 

[6]) - те ‘ "
[ д) dx = Г^а-Г^ р > 0 < 3 < 1. (7)
Л г(д-|) 2

Нетрудно видеть, что при 0 < р < min (1, -) имеем

хр 1Ке(а, Ь, —х) dx =

Тах как

dx = i-^rfr),

то

xJ’“1jK’c(a, b, — z) dx = г(р)г(°- cp)
Г(Ь-ср) • (8)
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При р > 1 из известных равенств

г'-1з(х, а) <1х = Гф ~^)՜՜՜՜’ 0 < 3 < 1 + °=> (9)

легко доказываемых в теории устойчивых законов (см. [4]), а также формул (3) 

и (9) находим (7).

Докажем формулу (2). Она, как нетрудно заметить, является очевидным 

следствием моментного равенства

/ х* 1EP1(—x,p)dx — 
о

[ t *^+1 *9 (t, — dt [ х* 1ЕР (—х, 1 — (1 — д) — dx.
о \ 92 / Jo \ 91J

Последнее равенство проверяется подстановкой моментов из (7) в (9).
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Статья А. Б. Нерсесяна и Н. В. Оганесян “Алгоритмы высокого порядка для 

интегральных уравнений с разностными ядром” (Изв. НАН Армении, Матема­

тика, т. 29, № 6, стр. 67 - 79, 1994) содержит некоторые неточности и описки. 

Приведем их исправления.

Функция gi(z), 5г(х) и дз(х) должны считаться определенными по формулам 

(12) - (14) только на [0,1], а на отрезок х 6 [—1,0] они должны быть продолжены 

нечетным образом.

Из заключительной оценки в доказательстве леммы 1 следует, что вывод 

леммы нужно сформулировать так : “Если т > 4pip2, то функция R(x) = 

— Г1(гг(®)) удовлетворяет тем же условиям при р = 2pipa”.

Доказательство теоремы 1 следует изменить. Заметим, что функцию Л(х), 

определенную формулой (17), можно записать в виде

Л(х) =ехр 2 Г1 + ?—֊) , 
\ х — “ /

откуда следует, что вместо (19) можно использовать более точные оценки

iifjtb м . Л(г)(1 — в)* ( Л(х) \ Const|Л< >М|< С»п»։ < (Гг^>,* = 1.-.2р+1.

Вместе с формулой (5) эти оценки доказывают теорему 1.

Лемма 2 справедлива лишь при = 62. В левой части формулы (24’) должно 

быть I — Т, где I - единичная матрица.

В тестовой функции (26) второе слагаемое справа должно быть возведено в 

степень (—1). В таблицах 6-8 первый столбец должен быть обозначен 2П.

В пояснении после формулы (28) вместо “(29)” должно быть “£п(*) и dn(t)”.

Авторы выражают благодарность профессору Г. Геворкяну за полезные 

замечания.

А. Б. Нерсесян, Н. В. Оганесян
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