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Ի ԳԻ8ՈԻ1ԵՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻԽմբագրությունը խնդրում է ալն անձանց, որոնց ցանկանում են հողվածներ հրս պա­րտկել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկացիր սե,ւ1ա «Մաթե­մատիկա» ամսագրում, հաշվի առ՛նել հետևյալ կանոնները' 1. Հողվածների ծավալը, որ. պես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը (այսինքն ոչ ավելի բան տեքոստի 24 մեքենագրված էշ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավալը' ոչ ավելի քան 

5 մ մեքենագրված էջ:Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրա­պարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կպեգիայի հատուկ որոշմամբ:
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսե­րեն (հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգ­լերեն և ռուսերեն լեզուներով:Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակ­վել համապատասխան լեզվով:
3. Մեծատառ լատինական տասերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք է ընդգծվեն սե մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծի­կով վերևում:Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մատիտււվ, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով:
4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց համարը և տեղը տեքստում' էջի ձախ մասում: 5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդ­վածի վերջում, ընդ հրում, գրքերի համար նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատա­րակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, համարը, տարեթիվը և էջերը:Օգտագործված գրականությունը նշվում է քսւոակասի փակագծերամ, տեքստի համ պատասխան տեղում:
6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փովւո- խւււթյանները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում: 7. Հալվածը վերամշակման նպա­տակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես նււդվածի ստացման ժամկետ Н. մարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվւռմ է ձեռագրի մեկ Օրինակը և խմբագրությունը իրավոլնյչ է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզ., բանւսմււվ:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­ված է տվյալ աշխատանքը:
10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր (րիվ հասցեն, անունը և հայրա- նււլնը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոգվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ Գիտությունների ակա­դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»:



ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ПРОСТРАНСТВ ФУНКЦИЙ 
ОБОБЩЕННОЙ ГЛАДКОСТИ И ИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
С ПОМОЩЬЮ АНИЗОТРОПНЫХ КЛАССОВ

А. Г. Багдасарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

В статье мы доказываем интерполяционную теорему для Н- и В- 
пространств типа Соболева-Лиувилля и Никольского-Бесова с разны­
ми анизотропиями, предполагая, что одно из интерполяционных про­
странств вложено в другое. С помощью классических анизотропных 
пространств на плоскости мы доказываем формулу представления для 
пространства обобщенной гладкости, порожденного вполне правиль­
ным многогранником.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В монографии [1] X. Трибель назвал “нерешенной проблемой” задачу описания 

интерполяционных пространств между двумя анизотропными пространствами 

разной анизотропии (см. стр. 377). В работе [2] мы доказали интерполяцион­

ные теоремы в более обшей ситуации, рассматривая пространства Я*(р;Шп) и 

В*>?(р;1й."), которые при конкретизации функции р(£) совпадают с анизотроп­

ными классами. Оказалось, что интерполяция между классическими анизотроп­

ными пространствами разной анизотропии приводит нас к пространствам, поро­

жденным некоторым вполне правильным многогранником (см. [3]). Такого рода 

В-пространства были рассмотрены в [4], а В-пространства (они возникают при 

“вещественной” интерполяции) были рассмотрены в [5], [6].

В настоящей работе мы обобщаем результаты работы [2] и доказываем ин­

терполяционные формулы при ослабленных предположениях. Поскольку интер- 

полируя между анизотропными классами мы приходим к пространствам, поре- 
; 1 ՝

жденным вполне правильным многогранником, естественно поставить обратный 
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вопрос : можно ли каждое из пространств типа Н (Соболева-Лиувилля) и В 

(Никольского-Бесова), порожденных вполне правильным многогранником, пред­

ставить в виде интерполяционного пространства между анизотропными класса­

ми ? На этот вопрос мы даем положительный ответ при п = 2 (теорема 2).

Поставленный вопрос, кроме приведенной мотивации интересен и сам по се­

бе, учитывая, что с помощью возможных представлений можно распространить 

множество результатов для классических анизотропных классов и на случай про­

странств, порожденных вполне правильным многогранником.

§2 . НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Будем пользоваться следующими обозначениями :

Кп - п-мерное евклидово пространство,

- множество мультиин дексов, т.е. векторов с целыми неотрицательными 

компонентами,

■9 - класс Шварца,

Мр - пространство мультипликаторов Фурье типа (р, р), 

Р - оператор преобразования Фурье.

Для £ € ЯВ-" и а е положим £а =

Определение 1. Непустой многогранник А/" с вершинами из "П1+ -вязовем пол- /
ным, если начало координат является вершиной А/ и ?/ имеет вершины на ка­

ждой оси координат И+. Полный многогранник М назовем вполне правильным, 

если внешние нормали (п — 1)-мерных некоординатных граней М имеют только 

положительные координаты.

Пусть М - полный многогранник с вершинами од, од, ...,ап,р\......при

этом вершина од находится на ^-той оси (У = 1 п) и од = (О,..., 0). Сопоставим 

многограннику А/" функцию

Определение 2. Пусть 1 < р < оо. Через Ф(р; Жп) обозначим множество систем 

функций {рд}к^о> обладающих следующими свойствами :

а) р*€3(Ип), (/>*)«) >0, 4 = 0,1,...
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б) supp F<pk С К е И" : 2*՜1 < р(<) < 2t+1}, supp F<p0 С R Е IR՞ : 

д(€) < 2}>оо

в) Е(^*)(€) = 1, €GlRn,
Jb=O

г) * = 1>2,...

Пример системы из Ф(д;П1”) приведен в [5].

Определение 3. Пусть 1 < р, q < оо, —сю < в < оо, {^*} € Ф(д; JR.n), и пусть S'

- класс, сопряженный классу Шварца S. Положим

Я;(р;И") = я;(р) = {/ € S1||/||я = ||Г֊1{(1 + раГ/а^}||^(Ж1.) < оо},

Если вершины многогранника М не являются мультииндексами, то Н и В- 

пространства определяются как пополнение класса Шварца 5.

В работе [2] были доказаны интерполяционные формулы для Н и В- 

пространств с разными анизотропиями (разными порождающими многогранни­

ками или разными порождающими функциями р(£)).

§3. ИНТЕРПОЛЯЦИИ ПРОСТРАНСТВ

С РАЗНЫМИ АНИЗОТРОПИЯМИ

Пусть Ло я М ֊ порождающие многогранники интерполяционных пространств. 

В [2] мы предположили, что Л/1 С Л/о и что некоординатные грани этих 

многогранников не имеют общих точек (см. [2], теорему 7 и замечание 3). 

Следующая теорема обобщает теорему 7 работы [2], освобождая ее от второй 

части условия.

Теорема 1. Пусть

1 1-0 8 1 1-0 0
О < 0 < 1, 1<ро,Р1,Р,5о,91,г<оо, — =-------+ —, — =

Р Ро Р1 д до 51

и пусть функции щ порождены полными многогранниками М ({ = 0,1/ Пусть 

далееAG. С Л/о- Тогда

•) (в1,лМврлА^ =в1г.г^0-в^,
\ / »,г
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<0 (вр.л(До).В‘։,л(д1)') = В^։,.^-*д!),

") [вяо.։о0*о)> Вп,։1(М1)] ։ = ^г.гО'о՜*^!).

г) (яр1(д0),Н,1(Р1)') = 
\ / »,г

Доказательство. Докажем формулу а); формулы б) - г) доказываются ана­

логично. Согласно вышеизложенному результату [2] достаточно предполагать, 

что некоординатные грани многоугольников Ло и Л/1 имеют, по крайней мере, 
• > Г Г' ’

одну общую точку. Воспользуемся теоремой вложения разных метрик для В- 

пространств (см. [2], теорему 7). Имеем

С«СВШ е>0,

причем константы, фигурирующие в этих вложениях, не зависят от е. Тогда

(^0м).^Л1(Д1)) С (в;лДдо),Вр\։1(Д1)}, с (вр\։в(До),В‘,7(Д1))< ■ 

‘в)

Первые и последние интерполяционные пространства в (2) определяются с помо­

щью теоремы 7 из [2], т.к. некоординатные грани соответствующих многогран­

ников уже не имеют общих точек. Тогда (2) принимает вид

А! С Аа С Аз, (3)

где
а^в^Дд^-'М). л2=(в1Р։1м,в1Р։1м') , 

аз=вр1։Г(Д;-*/4(11-‘)*).

Каждое из В-пространств в (3) порождено некоторой системой Чтобы

различить эти системы друг от друга вместо <рк напишем <рк(р), где д - 

соответствующая порождающая функция типа (1). В частности 
{\ сю

•Рк(т) г е ф(д։;Ш.՞), »= о, 1.
Ь=о

По соображениям плотности можно огрничиться функциями из В. Используя 

теоремы 4 - 6 из [2] и правое вложение из (3), для / Е В получаем

Н/Пл։ = £2‘г11/*ЫдГМ1'։)*)11£, ~ 
4=0
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֊ 1Г ~
»=о>1 Их.

-£2—<»'11/|И„ (<)

1=0
где с՜ > 0 не зависит от е, знак ~ означает двустороннюю оценку и

// = Г֊1 [(1 + + Д?)*,аВ/] •

Аналогично, из левого вложения в (3) имеем

МЬ. < ^'П/Плх = Е2‘г11/*^и1-*К1+։)я?)11£։> ~ Е2։(1-,)г||^*^(ро)||2 . 
к=0 к=0 ’

(5) 

Из (4) и (5) получаем

С1||1/||В1 < ||/||а, < со|№„ В1 = в-;*(Д1), в2 = в#-'Ш (6)

где с0 и С1 не зависят от Е. Поскольку / 6 3, то ряды, определяющие нормы 

слева и справа в (в), сходятся равномерно по € на [0,1]. В качестве мажорантного 

ряда можно взять ряд, определяющий норму || 1/||вх ,(д0)՛ Тогда можно перейти 

к пределу при е —♦ 0. Учитывая теоремы 4 и б из [2], получим

Теорема 1 доказана.

Замечание. В утверждениях а) - г) теоремы 1 верхний индекс слева и справа 

можно заменить на (—1). Доказательство аналогично доказательству утвержде­

ний а) - г).

§4. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АНИЗОТРОПНЫМИ КЛАССАМИ

Рассмотрим специальный случай (проблема Трибеля), когда Я и В в левой 

части утверждений теоремы 1 суть классические анизотропные пространства 

Соболева-Лиувилля и Никольского-Бесова с разными анизотропиями, т.е. со- 

ответствующие многогранники суть пирамиды. Многогранники анизотропных 

пространств не имеют вершин вне координатных осей. Нетрудно убедиться, что 

многогранники пространств справа в утверждениях теоремы 1 имеют верши­

ны и вне координатных осей, т.е. эти пространства не являются классическими 
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анизотропными пространствами. Таким образом, интерполируя между анизо­

тропными пространствами разной анизотропии, мы получаем пространства, по­

рожденные вполне правильным многогранником, который имеет вершины и вне 

координатных осей.

Представляет интерес и обратная задача. По всей вероятности задача пред­

ставления пространств, порожденных вполне правильным многогранникам, в ви- 

де интерполяционных пространств между анизотропными пространствами, в об­

щем случае имеет отрицательный ответ.

Нам удается доказать формулы представления для п = 2. Оказывается, что в 

этом случае всякое Н и В-пространство, порожденное вполне правильным много­

гранником, получается многократной интерполяцией между соответствующими 

анизотропными пространствами. Причем количество интерполяций равно числу 

вершин вне координатных осей порождающего многогранника.

Каждому утверждению теоремы 1 соответствует теорема представления. 

Поскольку, в первую очередь, нас интересует появление вершин вне координат­

ных осей, воспользуемся только случаем в) при р0 = р1 = р и до = дг = д. Пусть 

задан вполне правильный многоугольник М в первом координатном углу коор­

динатной плоскости с вершинами (0, в), (т, 0), п., •••« гх- Вершины и.,..., ги на­

ходятся вне координатных осей. Проведем из точки (0, в) прямые, параллельные 

отрезкам [(0, в); п]> [»ч; Га]» ... ,[пг-1;гх], [гх;(т,0)]. Для а,р € Ш.2 через [а,Д 

мы обозначили отрезок, соединяющий точки а и р. Обозначим точки пересечения 

этих прямых с осью абсцисс через то > ТП1 > • • • > т^. Тогда появляются 1 

треугольников, для которых одна вешина (0,а), а вторая (т,,0), » = 0,1 ЛГ. 

Обозначим эти треугольники через Л/<.

Будем рассматривать В-пространства с верхним индексом 1 и нижними ин­

дексами р и д. Обозначим через начальное В-пространство, порожден­

ное многоугольником М. Через В^. - классические анизотропные пространства, 

порожденные треугольниками » = 0,1.......V. Верхний индекс показывает от­

сутствие вершин вне координатных осей.

Теорема 2. Пусть 1 < р, д < оо, п = 2. Справедлива следующая формула
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представления:

где

0 R0 1 т«-1'в',Л = =

91 =

(7)

Доказательство. Многоугольники всех используемых пространств вложены 

один в другой, поэтому, интерполируя можно применять теорему 1. Доказатель­

ство проведем индукцией по ЛГ. При IV = 1 (7) имеет вид

В\М) = оО дО
-°т0’-°тх > г = (»-1,г2). (8)

Пространства В^. (։ = 0,1)- анизотропные пространства, порожденные функ­

циями (см. определения 2, 3) €а) = (€?”* 4-й')1^3- Используя теорему 2 из 

[7], теорему П. И. Лизоркина о мультипликаторах Фурье (см. [8]) и теорему 1, 

с помощью несложных вычислений получим (8). Заметим, что функция 

из теоремы 1 порождает две вершины вне осей координат, одна из которых не 

существенна (см. [8]). Пусть формула (7) верна для любого вполне правильного 

многоугольника с R вершинами вне осей координат. Пусть, далее, многоуголь­

ник М имеет R + 1 вершин г1,..., г7**1 вне координатных осей и две вершины 

(0, а), (т, 0) на осях. Докажем сначала, что

Г 1 -«+1Вл+1(Л0= , 9Л+1 = ^-, (9)
*■ -I вв+։ *

где [г71, (х",0)] || [гл+1,(т,0)] и [г®, (х',0)] || [гл,гя+1]. В формуле (9) простран­

ства справа имеют многоугольники А/7, Л/7' с вершинами (0, в), г1,..., г11, (д', 0)

и (х", 0), сооветственно, а слева - исходное пространство с многоугольником М.

Обозначим

По теореме 1 функция, порождающая пространство [В^,В^„, имеет

вид

(>’«>+£?•՛) (а’«)+е") ■ (10)
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После некоторых вычислений, отбрасывая несущественные вершины (см. [8] и 

теорему 2 из [7]) приходим к формуле (9). Применяя (7) к пространствам В$ и
Г1

В%, в (9), отсюда для 01 = получим

ВЯ+1(ЛО =

= [-®то>' ”» [Ятж_1>Ят|,|] ' ’ ‘ > [^т0> ‘ ՛ ‘> 1®тя_։» >] ‘ ‘ ՛] -Щ)

С помощью теоремы 1 нетрудно проверить, что

[[л,п]По,[а,с] 1 =[д[в,с] 1 , (12)

где А, В, С - анизотропные пространства В£( (» = 0,1,.... R + 1), 0 < гщ, тц < 1. 

Применяя (12) к (11), придем к требуемой формуле представления для R + 1 

вершин вне координатных осей. Теорема 2 доказана.

Аналогично, применяя другие утверждения теоремы 1, можно доказать и 

другие формулы представлений анизотропными классами.

Как уже отмечалось, формула (7) дает возможность характеризовать пове­

дение любого линейного непрерывного оператора в пространствах, порожденных 

вполне правильным многоугольником. Точнее, справедлива следующая

Теорема 3. Пусть в предположениях и обозначениях теоремы 2 линейный 

непрерывный оператор Т таков, что Т : В%,. ।—» В°,{ с нормой М{ (» = 0,1,..., Ы). 

Тогда Т : В^ЛГ) ।—♦ ВН(ЛГ) с нормой М, удовлетворяющей неравенству

М < П (13)
4=1

Доказательство. Докажем индукцией по ЛГ. При П = 1 неравенство (13) 

непосредственно следует из (8) и теоремы 4.1.2 из [9]. Пусть (13) выполняется для 

многоугольника с = R вершинами вне координатных осей. Согласно теореме 

4.1.2 из [9] и предположению индукции из (11) имеем

М< М? ''М.
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\ к=1

к=1 
Теорема 3 доказана.
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ABSTRACT. In the paper we prove an interpolation theorem for the H— 
and B-spaces of type Sobolev-Liouville and Nikolski-Besov with differing 
anisotropies provided that one of the interpolation spaces imbedded into 
another. By means of classical anisotropic spaces on the plane we prove 
a representation formula for a space of generalized smoothness generated 
by completely regular polyhedron.
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ОЦЕНКИ ДЛЯ ФУНКЦИЙ ОШИБОК АСИМПТОТИЧЕСКИХ 
РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Г. Р. Оганесян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

В статье устанавливаются асимптотические представления для реше­
ний лбыкповапных линейных дифференциальных уравнений с параме­
тром. Предполагается, что коэффициенты уравнении неограничены 
вАпичи особой точки 1 = 0. Эти представления могут быть использова­
ны к изучению некоторых уравнений математической физики таких, 
тяг уравнение Шрендингера и уравнение Чаплыгина. Некоторые тео­
ремы, доказанные в данной работе, оценивают разность между точны­
ми и асимптотическими решениями, другие же описывают построение 
асимптотических решений. Результаты применяются к изучению кор­
ректности весовых начальных задач вблизи особой точки.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Многие задачи математической физики приводят к дифференциальным уравне­

ниям, которые не могут решаться точно, однако допускают асимптотические 

решения. Например, для уравнения

U"(i) + 5(t)U(t) = 0, *6 [0,1] (0-1)

с общим g(t) кроме тривиального других решений не найдено. Несмотря на это, 

нетрудно получить асимптотические решения. Действительно, полагая q = 0 в 

(0.1), получаем вспомогательное уравнение и"(1) = 0, общим решением которого 

является

u = Ciipi + Cjy>2,

где

^1 = 1, <Р2 = t (0-2)

Исследование, проведенное в данной работе, частично осуществилось благодаря 
Joint-Stock Company “Prometheus”.
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- фундаментальные решения. Хорошо известно, что если

веьКМ). (о.з)

то общее решение уравнения (0.1) может быть представлено в виде

и(*) = (С’1 + €1(*))у>1(*) + (Са + еа(О)<Ра(*)> Н™^(*) = 0» 1 = 1.2- (0.4)

Другими словами, функции (0.2) являются асимптотическими решениями (0.1). 

Функции €] называются функциями ошибок.

Если функция д(Х) имеет особенность в точке 1 = 0, то для уравнения (0.1) 

данные Коши и(0), и'(0) не имеют смысла. Например, если д(*) = -22՜՜2, 

то и = С1^1 + С^2 с фудаментальными решениями = I՜1, ^2 = *а. В 

более ранней работе [5] в таких случаях мы пользовались весовыми начальными 

данными в форме вронскианов. Проиллюстрируем это на примере (0.1).

Возьмем общее решение уравнения (0.1), написанное в терминах фундаменталь­

ных решений 1/>1, ^/>2 я произвольных констант С±, С2 :

и = С21Р1 — С11Р2, и' = — (71^2.

Решая эту систему, получаем

= У = 1,2. (0.5)

Здесь 1Р2) = V1! — ^2^4 _ вронскиан. Если ^1(1), ^г(*) - асимптотические 

решения (0.1) такие, что

#-Ч(*) = [1 + €,(<)] в*֊1 «,(*). Ит£,(*) = 0, = 1,2, (0.6)

то с необходимостью

И^1, 1^) <-0 ТУ(у>1, ¥>2) ’ 1 = 1,2.

и из (0.5) получаем
Дд ^(“,и) = с ։ = 1,2. (0-7)



16 Г. Р. Оганесян

Эти соотношения могут заменить начальные данные. Отношения в (0.7) назовем 

вронскианными данными. Так как всегда можно выбрать <Р1, р2, 4>2 так,

чтобы МЩп, ^з) = , у?з) = 1, то из (0.7) получим

ИтР7(и,^) = С/, 1 = 1,2.

Если условие (0.3) выполнено, то вронскианные данные для уравнения (0.1) 

превращаются в данные Коши. Таким образом, при отсутствии особенностей 

вронскианные данные обобщают обычные данные Коши.

Построение асимптотических решений обычно состоит из следующих шагов :

1) выбор подходящих пробных функций,

2) доказательство того, что разность точного решения и пробной функции 

мала в некоторой норме,

3) доказательство дифференцируемости асимптотического представления 

(ср- с (0.6)).

В настоящей работе мы применяем этот анализ к уравнению 
т

М«,€) = Е®т-*(«,е)а? «(*.€) = о, »0 = 1, *6]О,Т[. (0.8)
*=0

Основным методом является обобщение асимптотической теоремы Левинсона 

(теорема 2), которая оценивает функции ошибок для линейных дифференциаль­

ных уравнений высшего порядка с параметром. Мы применяем теорему 2 к син­

гулярным начальным задачам с вронскианными данными.

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе мы формулируем шесть теорем. Теорема 1 является теоремой 

единственности для (0.8) с вронскианными данными. Теорема 2 дает достаточ­

ный критерий для асимптотических решений. Теорема 3 является вариантом 

теоремы 2 для систем первого порядка. Теорема 4 является частным случаем те­

оремы 2 для дифференциальных уравнений второго порядка. Теорема 5 (Петров­

ский) — хорошо известный необходимый и достаточный критерий корректности 

задачи Коши. Теорема 6 - асимптотический вариант теоремы 5.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

£«(<,0 = 0, <б]0,Т[, (1-1)



Оценки для функций ошибок асимптотических решений ... 17

где L как в (0.8); относительно коэффициентов мы предполагаем, что 

?m-*(.,£)6C(]0,T]), * = 0.........т. (1.2)

Для любого вещественного а обозначим через Н* = H*(TELn) обычное простран­

ство Соболева с нормой

IK={(2<)՜՞ /а+lei3)1 iw «ю1/3=п<)1ь. м

где v - г֊ преобразование Фурье функции v(z) :

»(€)== /«(х1,...,®՞) ехр(—ix dx1... dxn, £G]R.n. (1.4)

Обозначим через С*(]0,7'],.ЕР’) пространство к раз непрерывно дифференцируе­

мых отображений из ]0,Т] в Нр, Н°° = ПН*.

При заданных функциях

фД-.ОбС^аО.ТО. 1 = (1.5)

рассмотрим т х т матрицу

* = (Г<=1 (1-6)

и вронскиан 

Г7(<р1,...,<рт) = ЯГ('/>) = &ЬФ. (1.7)

Через Ф՞4՛ обозначим миноры, полученные вычеркиванием из Ф т-ной строки 

у'-го столбца.

Предположим, что функции щ выбраны таким образом, что

/ |Иг’1(9?)Фпи £р4|Л<С1 + са1п<£ >, 4,у = 1,...,т, (£1И՞, (1.8)
•1о

где с,- ( ]=1, 2 ) являются некоторыми неотрицательными постоянными, а 

< ( >= (9 + |4|а)1,а, И13 = €1 + Й + ■ ■ • + £3 • Мы выбрали < € > так, чтобы

1п < ( >> 1. Рассмотрим начальную задачу (1.1) с вронскианными данными

HmW(Fi....... W-i.«>W+i>--.Fm)/Wr(^)=j/(e), i = (1.9)

Справедлива следующая теорема.

№ YP-՝"* 
fcfj֊.-vn ...
4 f1 ii ‘i ii "■ а .

H * a tf ?
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Теорема 1. Если условия (1.5), (1.8) выполнены, то в СТ^О, 7*]) задачи (1.1), 

(1.9) с gj = 0, j = 1..... m имеет только тривиальное решение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.2), (1.5), (1.8). Тогда для любых 

gj G Ьз(®-") существует решение u(i,() уравнения (1.1), представимое в виде

= + q(*.e)] * = i........m, (1.10)
1=1

lim||e>(tl.)||, = 0, j = при некотором р G 1t, (I-IO*)

с оценками

|ej(*.€)l<El40H-1 + «P Г Е j = l,...,m
Р=1 J° bj=l

(1-11) 

или в ослабленном виде

m
|1«1(<»€)11р < cEllwCOIIp+^m’, j=l,...,m, при некотором рЕПС 

1=1
(in')

Замечание 1. Если в (1.8) с2 = 0, то соотношения (1.10) выполняются, но вместо 

(1.10Q имеем

limej(U) = 0, k,j = l....... m, (1.10")

равномерно по ( G Кп.

Теорема 2 остается верной при замене полуинтервала ]0,7^ в (1.1), (1.2), (1.5), 

(1.8) и (1.11) на [Т, оо[ и при замене t —* 0 в (1.10'), (1.10") на t —♦ оо.

Для mxm системы дифференциальных уравнений первого порядка с параметром 

е

в, = Л(*, £)<«,{), *€]0,Т[ (1.12)

имеется следующий вариант теоремы 2.

Теорема 3. Пусть существуют неотрицательные постоянные ci, cj и матричная 

функция Ф(.,£) G С’10О,71) такие, что

(ci +с21п<€ >)-1||«-1(АФ-»«)||м G Ь1([0,7]), для всех {GH՞, (1.13)
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где ||.||м ~ норма матрицы. Если

А(.,€)есао,П)1 (1.14)

то для любого С(£) G £з(1й.") существует решение и(.,£) системы (1.12), 

имеющее вид

»(i) = *(t,e)(C(O + «(*,€)), (1.15)

где С(£) и € - m-векторы, и для некоторого р

Йт||еМ||, = 0. (1.15)

Замечание 2. Бели Ф - матрица Коши системы = Bw, где В не зависит от 

т. е. Ф удовлетворяет уравнению
Г

Ф( = ВФ,

то условие (1.13) переходит в

||Ф-1(А - В)Ф||лг 6 Ь1([0,П). (1.17)

Замечание 3. Бели в качестве В выбрана диагональная часть А, т. е.

В = diag(an,a32,. ...Отт), А=||а,у||, (1.18)

то из теоремы 3 (с cj = 0 в (1.13)) следует классическая теорема Н. Левинсона 

(см. теорему 3.1 в §3 или [2],[4]).

Для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

Ьа« = [а?+?1(<,о9t+»(*,€)]u(t,t) = о, *G]0,T[, îf(^)GCaao,TD> (1.19)

получаем такое следствие теоремы 2.

Теорема 4. Пусть существуют неотрицательные постоянные ci, с3 и функции

Ф1(.,€), w(.,e)€CeQ0,TD (1.20)

•
такие, что для k, j = 1,2, £ G IR"

• ■ b v y

JO
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/•Г
= / |*»71(у’иУ’Г1-*’31*’21)-1Ь2^4|А<С1 + са1п<{ > . (1.21)

уо

Тогда для любых д,(£) € 1>2(1Н.П), ) = 1,2, существует решение и(1, () уравнения

(1.19), имеющее вид (1.10), (1.10’), с тп = 2.

Замечание 4. Если положить

¥у(«,£)=«Р/ оу(*,()Л, У =1,2, (1.22)
УТ

то условие (1-21) перейдет в

,т
/ \<р/1(^1-^)'1’Р^л + «г] + д1^ + 92՝)\а։<с1 + с3}п<^> (1.23)

УО

для всех £ е И”, 4, у = 1,2.

Если вместо (1.22) взять

<Р!=ехр [ л(1,£)М, <р2=ч>1(1,£) [ ¥>2.1(*,0Л> (1.24)
УТ Ут

где ¥»2д - решение начальной задачи

(3։ + 2<рм<Р11 + ?1)¥»2,1(*, •) = 0, 4 Е]0, Т[, ¥>з,1 |<=т= 1, (1.25)

то

<Р11Ь<Р1 = <Р21Ь<Р2, ^^(^Рх, ^Рх^2х • (1.25')

Замечание 5. Пусть существует функция

<-Л)бС1ао,то (1.26)

такая, что для некоторых неотрицательных констант сх, с2 

,Т и
/ ММ(/ (^1(г)«1т)1(а< + аа + д1Л + д2)|Л<С1 + с31п<€ >, (1.27)

Уо .!т

в = 0,1,2, х € Я”. По теореме 4 существует решение и(*,£) уравнения (1.19), 

имеющее вид (1.10), (1.10') с ш = 2, где функции Р1,у>2 определены в (1.24).

Замечание 6. Если в уравнении (1.19) дх = 0, дг = д > 0 и в формуле (1.22)

о՜! = »д1/2 — д«/(4д), = —»д1/3 — д</(4д), то с помощью замечания 5 получаем 
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хорошо известные (см. [4]) ВКБ-оценки (1.10),(1.10") с т = 2. Действительно, 

для уравнения

u« + «(*,€)u(*,O = 0, (1.28)

где функции <pi, <pi определены как

V»i = «_1/4exp|ij( g1/3dtj, ¥>2 = д-1/4ехр {-։ д1/3 й} , (1.29)

условия (1.21) (с C2 = 0) принимают форму

5-l/4(rl/4)t։G2zl([0>T]) (1.30)

Замечание 7. Если в (1.24)

а = ։(д - g?g-2/16)1/3gtg-1/4, S(i) = (֊g-1/a/2)t = 9*/(4д3/2), (1-31)

то согласно замечанию 5 представления (1.10), (1.10") имеют место, причем 

условия (1.27) принимают вид

f \<Р2М^]\ч>Т2(у)^ ((Sa-l)1'a-S)t|dt<c1+e3ln<e>, к = 0,1,2.

(1-32)

Это следует из trt + о3 + ?0) = g1^3((S3 — l)1^3 — S)t-

Замечание 8. Если определить ^1,^2 по (1.24), (1.31), то для уравнения (1.28) 

условия (1.27) принимают вид

/■Т
/ |^^t(o-1 + <r3 + g|<ft<ci + c21n<^ >, j,Jb = l,2. (1.33)

Jo

Если в (1.24)

o-(t) = oti(i) + Of2(*) +... + an(t), (1.34)

где aj - решения уравнений первого порядка

ort(i)+g(t) = 0, <«/(t)+e’-i(*)+2o(j(<) t“i+: • •+“/-J = °» J = 2, • • •, »»■ С1-35)

то получаем

о՜* + ffa + g(i) = аа. (1.36)
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Замечание 9. Пусть для некоторого п > 1

€£1([0,Т1), *,у = 1,...,т, (1.37)

где функции определены в (1.24), (1.34), (1.35). Тогда существует решение 

«(•,€) € С2(]0, Т]) уравнения (1.28), которое может быть представлено в виде 

(1.10), (1.10") с тп = 2.

Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных порядка гп 

(т > 2) :
т—1

Ьи = 31"и + Е Е а»а(*)в?0£«(<, *) = о, I е]0,Т[, X € Жп, (1.38) 
4=0 |а|<т-4

где а — мультииндекс и

в» = д/дг, д: = (д/дх1,.... д/дх'). (1.39)

Используя ^-преобразование Фурье (1.4), из (1.38) получим обыкновенное диф­

ференциальное уравнение (1.1) с

70 = 1, 7т-к(*,е)= $2 акв(«)<|в|Г. (1-40)
|а|<т—к

Задача Коши

Э?и(0,։) = Як(т), хбК”, й = 0, ...,тп-1 (1-41)

для уравнения (1.38) называется хорошо поставленной или корректной, если 

для любого 7»(х) Е Н°° существует единственное решение и е ^([О,^),#00) 

задачи (1.38), (1.41) и для любых I, е > 0 существуют р, 6 > 0 такие, что из
т—1 т—1
52 1Ь։(®)11р < 6 следует тах ||^’и(1, х)||| < е.
4=0 ]=0 [0,Т]

Пусть {^(<,()}^1 - фундаментальная система решений (1.1), (1.40).

Хорошо известна следующая теорема Петровского.

Теорема 5. Задача Коши (1.38), (1.41) хорошо поставлена в том и только в том 

случае, когда существуют с > 0, р £ Ш. такие, что

№(*,()1<с(1 + 1е|р), j = l,...тn, септ, *е[0,п (1.42)

Из теорем 2 и 5 следует
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Теорема 6. Пусть существуют функции удовлетворяющие усло­

виям (1.2), (1.5) и (1.8). Условия

|^(*,€)|<с(1+|€Ю, ; = 1,...т, £ 6 ИГ,* € [0,71 (1.43)

являются необходимыми и достаточными для корректности задачи Коши (1.38), 

(1-41).

§2 . НОВАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ЭНЕРГИИ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Пусть {^/(*>€)}^=1 - фундаментальная система решений уравнения (1.1). Тогда 

общее решение (1.1) имеет вид

«(*, о=С1(е)^(*, €)+...+ст(о<м*, о, (2.1)

где Су (О 6 Ьг(ИГ) ~ произвольные функции.

Дифференцируя (2.1) 4 раз по * (А = 0,1,..., т — 1) и решая относительно Су(£), 

получим

Су(О = (1/И^)) ........^--1, и, ^+1,.... К). (2.2)

Неотрицательное выражение

Ми) = Е|С№)13 (2-3)
/=1

назовем плотностью энергии.

Закон сохранения энергии = 0 следует из независимости Су (О от времени. 

Для произвольных ру(.,0 6 С^О, 71), ) = 1, ...,тп, с И7^) / 0 определим 

вспомогательные функции и^*, €)։ 7 = 1,...»т, положив

= «?(*,О #¥>,(*,О, * = 0.........т-1, (2.4)

где суммирование по 5 = 1........тп выполнено. Ниже для уц мы выберем прибли­

женные решения уравнения (1.1).

Из (2.4), используя (1.9), получим

1?(<, О = РИ(у>1,..., ру_1, Ы, <ру+1.........Рт)/^?)},
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u,(*,€) = W(€) + o(l). J = !>•••,т. , (2.5)

Далее из (2.4) и (1.1) имеем 

= * = 0,l,...,m-2,

t4(*.O $"'4(U) = 3 = 1, ...,m (2.6)

ж
attP(t,€) = -u‘a,O*mJb»’*/^(¥’). J = 1........m, (2.7)

где Ф”4 - миноры матрицы Ф.

Умножая (2-7) на 1^ и прибавляя комплексно сопряженное выражение, получим 

адш^сШОДМ), (2.8)

где

K(U) = E Д*,£) = £|u’(t,e)|a. (2.9)
kj=l j=l

Здесь E - плотность приближенной энергии, рассмотренная в работе [6]. Исполь­

зуя неравенство Гронуолла, из (2.8) получим основную энергетическую оценку

E(t,€) < ДО,С) ехр{сjf К(т,€) dr). (2.10)

m
С учетом (1.8), (2.5) и Д0,£) = £ |у/|а отсюда следует теорема 1. 

> = 1
§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 2 И 3 

Напомним асимптотическую теорему Левинсона. Рассмотрим систему обыкно­

венных дифференциальных уравнений

j/(t) = [Д<) + B(t)]y(i), i €]0,П (3.1)

где Д(4) = diag{ri(t),...,rm(t)} - диагональная матрица. Пусть Д*) и B(t) - 

m х m матрицы и

(3-2)

(3.3)

Д*)> B(t) e CQ0,n).

Если B(t) = 0, то (3.1) имеет систему решений 

и
%(*)=ехр/ rj(e)de, j = 

■ : Jt
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Теорема 3.1 (Левинсон). Пусть выполнены следующие условия :

1) /от|цв(«)цав< оо,

2) для любых фиксированных] и к = 1,..., т, Яе{гу (а)—Гк(в)} не меняют знака 

при в е]0, Т]. Тогда система (3.1) имеет решения ]‘ = 1,...,т такие, что

Доказательство теоремы 2. Преобразуем (1-1) к виду

»*(*) = №*(*) + */*(*)) «ф /т г1 (*) (3-4)

Нш«ад(<) = 0, 4,1 = 1........т. (3.4')

«։ + Аи = о, *е]о,т[, (3.5)

где
/О -1 0 ... О \

о = со1оп(и,и«, ...,^п-1и), А— О О —1 ... О

\ Чт • ■ • 92 ■ • • 91 /
Полагая

V = Фи, (3.6)

из (3.5) получим систему

+ С?ш = 0, 1 е]о, Т[, (3-7)

где С = Ф-1(АФ + Ф։). Прямыми вычислениями получим

Сц = Фт>1^/(^(У>), Ь, > = 1,..., т. (3-8)

Применяя к системе (3.7) теорему 3.1 с R = О, В = —С, с учетом (1.8) (сз = 0)

получим

шц = 6^ + еъ(4, {), *,1 = 1........т, (3.9)

где - символ Кронекера, а

Возвращаясь к предыдущим переменным (3.6), получаем (1.10), (1.10")-

С»; ~» 0, при 1 —♦ 0. (3.10)
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Докажем оценки (1.11). Интегрируя (2.7) по [0, *], получим

^(1,0 = 91(0֊ / И^_1(¥»)ик(тЛ)^Ь^*(г,{)йг, 5 = 1,...,т (3.11)
«/о

или

|^(*,€)1 < 1«(е)1 + Г|И'-1(р)ик(т,€)^у՜ь^(т,е)|^, ; = 1,...,т. 
./о

Суммируя эти оценки, получим

ин, <) < 0(0 + Г К(т, €) и(т, о ат, (3.12)
•/о

где
£'(М) = £|"'М1> <?(€) = £>(01» 

/=1 3=1

к(т,$ = £ |иг-Ч^1р*М1.
М=1 ՝

Согласно лемме Гронуолла, из (3.12) имеем

$ < <?(€) ехр К(т, О ат. (3.13)
•1о

Для еу(<,{) = «’(*,€) - Р/(0> 7 = 1, ■. • ,т, с учетом (3.11), (3.13), подучим

|еу(<Л)1< Г |И'-1(р)«к(т,€)Ф’* Ь<р1с(т,^\ат< С К(т,^)и{т^ат< 
./О 70

< 0(0 £ К(т,{) {ехр К(у,<) <4/} ат < С(е) [-1 + ехр К(т,() йт] .

Оценки (1.11) доказаны. Выражения (1.10), (1.101) можно получить аналогичным 

образом, после того, как мы заметим, что используя теорему Лебега из (1.8) 

сз = 0, (1.11) можно получить (1.10Э-

Из (1.8) получаем ехрК(т,£)ат < с < { >т’е։, а из (1.11) следуют оценки 

(1.1Г).

Доказательство теоремы 3. Положив

V = Уиз, (3.14)

из (1.12) получаем систему уравнений

I •' = ф-г(АФ ֊ Ф<)ги.

Применяя теорему 3.1 к (3.15), получаем теорему 3.

(3.15)
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§4. ПРИМЕРЫ

Пример 1. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение порядка тп :

9?у(<) + £>(*) 8Т* р(0 = о. (4.1)

/=1

Пусть pj (У = 1........т) - корни характеристического уравнения

<(<> Р) = Рт + 52 «ДСр* = 0- (4.2)
5=1

Определим функции <р] следующим образом (см. [4]) :

= ехр Ут <Ъ'(в) <*•» °7(в) = Р;(’) ~ 52 рДз)-р^з)* > = х» • • • >т- (4-3)

В предположениях (1.8) теоремы 2 существуют решения уравнения (4.1), имею­

щие вид (1.10), (1.10").

Пример 2. Пусть в уравнении (1.28)

«(*,€) = /9*'՜3. (4.4)

Случай 1 : с < 0, Р > 0. В этом случае условие (1.30) выполнено и можно 

получить асимптотические решения с помощью ВКБ-оценок (см. замечание 6). 

Случай 2 : £ = 0. (уравнение Эйлера). В этом случае точные решения имеют вид 

*А.

Случай 3 : £ > 0. Если в (1.24), (1.34) выбрать

“1М = Д(! - е)՜1 **-1, е#1,

а1(*) = -^1п*, £ = 1, (4.5)

то из (1.35) получим выражения

а*+1(<) ~*3**՜1, * = 1,...,п. (4.6)

Если £ > 2 ”, то условия (1.37) выполнены и можно применить замечание 9.
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Пример 3. Рассмотрим уравнение (1.19) с q = |f|2 + «(<). т.е.

[5? + KI3 + «№(*> 0 = 0, i €]0, Т[. (4.7)

Полагая

<П,а = ±» И | +0Щ, (4.8)

из условия (1.23) (сз = 0) получим

pj1?* р+^(Д+« + 02)}б£1([О,Т]), М = 1,2, (ен" (4.9)

или

р, Д + 02 + а Е Ь1([0,71). (4.10)

Пусть

j9(t) = ai(t) + ... + an(i), (4.11)

где ап определены в (1.35).

В случае

а = t՜7, 0 < у < 2, (4.12)

из (1.35) получим

ах = (7 - I)՜1 *1-7, “г ~ *«r-i ~ *“ । w = 2Г - 1 - 2г-17. (4-13)

Из (4.13) следуют условия (1.37) замечания 9 :

а2 Е-I>i([0,T]), при 0 < 7 < 2. (4.14)

Из замечания 9 следует

Утверждение 1. Пусть выполнено условие (4.14). Тогда для решении и урав­

нения (4.7) справедливы представления (1.10), (1.10") (ст = 2), где функции <pj 

определены в (1.22), (4.8), (4.11), (1.35).

Пример 4. Рассмотрим радиальное уравнение Шредингера

ty = 0? + *’֊W = O (4-15)



Оценки для функций ошибок асимптотических решений ... 29

с обобщенным колумбовым потенциалом

V = Рог՜’ + Р1Г-8/3 + РзГ-4/3 + РзГ՜1 + Р4Г-а/3 + р8Г~1/3,

РО =1(1 + 1), 1>0.

Случай 1 : т —♦ 0. Будем искать приближенные решения уравнения (4.15) в 

виде

9>i = reipi(r)exp(»fcr), ра = г“։да(г)ехр(-։Ьг), (4.16)

Д1 = 1 + Лг;/3 + far2'3 + far + ... + far''3,

ра = 1 + 71 г1/3 + 7аг2/3 + 73г + 74г4/3 +... + 7,г'/3.

Коэффициенты ttj и mj определим из выражений

= ffor՜2^3 + ffir՜1^3 + ffj + пЗг1^3 + ... ։ CTq = /?i/3,

pi’1p/1' = mor_e/3+m1r_4/8 + mar~1 + ...1 mo = -2/?x/9. (4-17)

Прямыми вычислениями получим

tpi1 L<pi = (a2 - a — po)r՜2 + (2otffo + mo - Pi)r-8/3+

+(2a<n + mi ֊ piY՜4'3 + ... + Ьг<-6)/3 + 0(г<'-8У3). (4.18)

Выберем a, fa, j = 1,..., s так, чтобы коэффициенты степеней г уравнялись 

нулю. Тогда получим

«* = '+*• « = ֊'■ <41’)

Имеем также

W(<p3, ¥>1) = PiVbfai ~ оч)/г + 2»* + (ln(pi//ia))'] = 1 + 0(г1/3), г -»0,

< сг֊2Г+(*-8)/3 е Ii([0,1]), *, j = 1,2, (4.20)

если з > 61 + 2.

Случай 2 : к > 0, г —» оо. Приближенные решения уравнения (4.15) выберем 

в виде

<Р1,8 = ехр |±» У {*2 - Vi}1/2 dr|, Vi(r) = рз/г + рь/т213 + рв/г1/3. (4.21)
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Из условия к > 0 следует существование R такого, что Р — У! > 0 при г > R.

Имеем

И7(^,^1) = 2»{*а-Ю1/а = 0(1); ^,^ = 0(1), г->оо,

= 0(г-</3) е Ь1[1,оо), к,] = 1,2.

Случаи 3 : Ь = 0, рв < О, г —♦ оо. Приближенные решения уравнения (4.15) 

выберем в виде

Р1,я = *а֊1/4 “Р ±։' {/ Уг /3(г) » уз = -Рз/г - р</г2/3 - рв/г1/3, (4.22)

Юг~1('Р1,'Р2)'Рк1'<Рз = 0(г~7/в) е £1[1,оо), к,] = 1,2.

Для общего решения тр уравнения (4.15) будем иметь

= [С1 + о(1)]3*Р1 + [Сз + о(1)]5*ра, г—» 0 или г-»оо, к = 0,1, (4.23)

где <Р1, <р2 определены в (4.16), (4.21), (4.22).

Отметим, что в случае к = 0, рв > 0, г —» оо условия теоремы 2 выполнены и 

представления (4.23) с асимптотическими решениями (4.22) могут быть доказа­

ны только для к = О ([3]).

Пример 5. Рассмотрим уравнение Чаплыгина ([1])

^-■^-^-^, + ^=0, ' = ֊ (4-24)

ИЛИ

- АаГ(» - иА2Г„ = О,

где

А = <т(и - с)1^֊»/’, а = у֊՝<Я2(с + »^’(с2 - ен2)՜1'2.

Мы хотим найти асимптотические решения уравнения (4.24) вблизи сингулярной 

гиперплоскости у = с. Подставляя

Г = а(у)и(у,0), (4.25)

получим уравнение

_ А։ивв + (щ + (и = о.
\ а / \ а а /
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Выбирая

(4-26)

и применяя преобразование Фурье

«(«,£) = / ехр(—*0£)и(«, 0)Л7,

получим уравнение

+ (€2А2 + 2-1(«А2)„ - 2-2«2А4)й = 0. (4-27)

Преобразование

дает

где

й = я(т){|€|А(«)}1/’,

Р1г = Ягг + (1 + 0т-3)я(т) = 0,

(4-28)

(4-29)

Р = [1/2 + «А„/А - «2А2/4 + 4-хА-4(ЗА2 - 2ААО„)] (4.30)

Будем искать асимптотические решения уравнения (4.29) вблизи особых точек 
„ в

т = 0, т = оо. Обозначая х =-----1, получаем

А = х1/а<гс-1, а = (х + Х)՜1^ + 2)х/2[1 - е(® + I)2]՜1/2.

Вблизи х = 0 имеем

ог = <г0 + <Г1® + а3х2 4- аз г3 +...,

где
п = 2«’(1 -«)-֊/’ = (7+1)^, й = _ ’ = 1^1 _

и тд. Определим ро, р±,... из соотношений

у = 5՜ + ~ = «Г + Ро + Р1Х + Р2Х2 + О(х3), 
Л ЛЭС СГ

где

И = у = (7 - 0/2 - 3/4, Л = ^ ֊ (’>М)։ = |(7 - 1)’ + ^ + п
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и т.д. Из (4.28) получим

= 2х3'2ICIЬ/З + xai/б + ....} = 2|{| (֊ - 1)3,а [(7 + ОД1'’

X = - - 1 = [Зт|ег։(7+ l)֊1'2]2'^֊2'3. 
с

Определим ко, ki>••• из соотношений

A(v) duj А՜2 = 4с2х2(Ь0 + tix + О(х2).

Отсюда имеем

1. -i/o i- ֊ 1 °՜’ - (7՜1)3 , П/ пз 97 t il. 67
*° 1/9’ 1 15 9<г0 12 72 7 720 7 ^+480’

ЗА2 Амм / 7® \ л
4ÂÏ- 2ÂU Л(*Н А =

= 36 + 48 [в “ 12(7 ~ + "(К7 “ “ ^3] ® +

Представляя (4.30) в виде

0 = 0о + 01 г1'3 + 0JT2'3 + +0(т),

находим

00 = 5/36, 01=0,

Л = - + [з|£Г‘(т+1)-1/։2-*]։/։.
“О I О Хл U J L J

Решение z уравнения (4.29) будем искать в виде

«1 = т՜71 + mir“1 4- тп2Таз + 0(т“։), яа = тп. (4.31)

Для малых т подстановка (4.31) в (4.29) и выбор

7(7 ֊ 1) + 0о = 0, ai = 7i + l/3, аз = 71+2/3, mj = —у = 1,2 
«j(l - aj)

или

71 = 1/6, 7з = 5/6, «1 = 1/2, аа = 5/6, 

m — П m- — 36 A.mi °’ m’-«։(l-«։)= 5A
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дает

Р1*1 = [71(71 ~ 1 + А)т71 2 + г“1 а[п»1 «1(01 - 1) + Л]+

+та։-2[таоа(о3 -!)+&] + Дг71՜1 +... = 0(т71-1)

ИЛИ

*1Р1*1 = о^֊1), = 0(г27’֊1).

С учетом того, что 71 > 0, 272 > 1, получаем оценки для функций ошибок :

*,7 = 1,2.

Применяя теорему 2, получаем

[С1 ехр(։т) + С2 ехр(—։т)](1 + о(1)), 
[Сз^/в + тзт“’) + С4тв/в](1 + о(1)),
Св(1 + о(1))ехр(-։т),

т —♦ оо, г - вещественно, 
т —» 0, т - вещественно, 
|т| -» оо, Де(»т) > О

или в предыдущих переменных

Г (С1Ф1 + С2^2)(1 + о(1)), 
и = < (Сз^з + С4^>4)(1 + о(1)),

I С։(1 + о(1))^5,

т > АГ —♦ оо, V > с, 
т < АГ —» О, V > с, 
т > АГ —♦ оо, с > ю,

где

■01.2 = {|€|А(«)}-1/2ехр

^ = {|е|А(«)}֊1/2

^ = |€|1/3А-1/3

2/31

V = (7 + 1)-1/з35/з2-8/з [7 _ 13(7 _ 1} + П(7 _ 1)3 _ (7 _ 1)31

Если 7 = 1, то и = 3®/32-67 и

^6 = (|€|д) 1/2 ехр {-К| У д(з)<й|, д = ^(с2 - о2)1/’^ - еи2)-1/2.

Отметим, что если Бед > 0, то д = »А.

Используя асимптотическое поведение А, имеем

А = (7 + 1)1^2С ®^2(« — с)1/2, / А(з) <18 = 23 г(7 + 1)1^ас-8^а(« — с)3^3,
•/с
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и получаем асимптотическое представление для решений уравнения Чаплыгина : 

' [1 + о(1)]КГ1,а(« - с)-1/4{С1ехр[^1(7 + Х)1^« - с)8/3с֊8/3} 4֊ Сах 
хезф[=^(7 + 1)1/’(«-с)8/’с_8/։}> если «>с> К К® “ с)8/3 — оо, 

л _ (1 + о(1)){С'з|е|-1'я[1 + *^(® - с)8/2] + С<(у - с)ИР/э>,
если V > с, К|(и — с)3'3 —♦ О, 
(1 + о(1))СЫеГ1,а(с ֊ «р[^(7 + 1)1,а(с- 1>)8'3с-8/3},

. если с > V |€|(с — «)3^3 —♦ ОО

р1 = (7 + 1)1/в32/82-8/3с73/а [֊֊у(7֊1) + у(7֊1)։-(7֊1)3 •
L© Z о

ABSTRACT. The paper establishes asymptotic representations for solu­
tions of ordinary linear differential equations depending on a parameter. 
It is assumed that the coefficients of the equations are unbounded near 
a singular point t = 0. The representations can be used in the study of 
some equations of mathematical physics, like Schrodinger equation and 
Chaplygin equation. Some of the theorems proved in this paper estimate 
the difference between exact and asymptotic solutions while others de­
scribe the construction of asymptotic solutions. Applications to the study 
of correctness of weighted initial value problems near a singular point are 
given.
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О КОММУТАТИВНОСТИ ОБРАЗА А-ЗНАЧНОЙ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

М. И. Караханян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

Пусть ВЪ(Н) — банахова алгебра всех ограниченных линейных опера­
торов, действующих на комплексном гильбертовом пространстве Н. Н. 
Глобевник и И. Видов показали, что если множество значений опера­
торнозначной аналитической функции /, определенной в области Д С С 
со значением в алгебре ВЪ(Н) состоит из нормальных операторов, то 
его образ У(Р) есть коммутативное подмножество в алгебре ВЬ(Н). В 
настоящей работе существенно усилен этот результат.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ВЬ(Н') - банахова алгебра всех ограниченных линейных операторов, 

действующих на комплексном гильбертовом пространстве Н. Н. Глобевник и И. 

Видов показали, что если множество значений операторнозначной аналитической 

функции /, определенной в области Б С С со значением в алгебре ВЬ(Н) состоит 

из нормальных операторов, то его образ /(Р) есть коммутативное подмножество 

в алгебре ВЬ(Н'). В дальнейшем Флеминг и Джемисон в [2] обобщили этот 

реизультат на случай банаховых алгебр. Пусть А - комплексная банахова алгебра 

с единицей 1. Напомним, что элемент Л £ А называется эрмитовым, если 

||ехр(ЛЛ)|| = 1 для всех вещественных чисел 4 £ Ю.1. Это условие равносильно 

тому, что числовой образ

У(Л) = {^(Л): £ А*, |М| = р(1) = 1} С Ж1.

Множество всех эрмитовых элементов алгебры А обозначим через Н(А). Отме­

тим, что элемент а £ А называется эрмитов разложимым, если а = Л + »Л, где 

Л, Л £ Н(А). Если коммутатор [Л, Л] = ЛЛ — ЛЛ = 0, то элемент а называется
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нормальным. Легко видеть, что для каждого элемента а 6 А имеем 8р(а) С ’И(а) 

и, в частности, если элемент а 6 А нормален, то со(Эр(а)) = У(а), где со(8р(а)) 

- выпуклая оболочка спектра 8р(а) элемента а (более подробно см. [3]).

Напомним, что (см. [4], [5]) элемент А е А называется квази эрмитовым, если 

|| ехр (йА)|| = о(1*11/а) ПРИ 1*1 ~* °°> * е '^то условие обеспечивав, чтобы 

спектр лежал на числовой оси И1, однако числовой образ У(А) не обязан лежать 

на числовой оси. Если а = А+<А, где [А, к] = 0, и элементы А, к - квазиэрмитовы в 

А, то а называется квазинормальным. Вышеуказанное свойство между спектром 

элемента а € А и его числовым образом было бы интересно проследить и для 

квазинормальных элементов.

В настоящей работе, исходя из позиций работ [4 — в], будут существенно 

усилены результаты работ [1], [2].

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе будут получены некоторые результаты, которые имеют саг 

мостоятельный интерес и будут использованы в следующем параграфе. Целая 

функция ш(я), я 6 С конечной степени принаделжит классу Полна Р, если ы(я) 

не имеет нулей в открытой полуплоскости 9(я) < 0 и при 9(я) < 0 имеет место 

неравенство |«(*)| > |о>(я)|. Функция ы(я) 6 Р называется Р-майорантой для 

целой функции конечной степени /(я), если степень ш(я) не меньше, чем степень 

/(я) и |/(л)| < |ш(х)| при —оо < х < сю, где ։ = ։+ »у ЕС. Для дальнейшего 

нам понадобится следующая важная теорема, являющаяся обобщением теорем 

Бернштейна (см. [7], [8]) :

Если степень ш(я) Е Р не меньше степени /{я), |/(х)| < |ы(х)|, где х е Ш1, 

то 1/(р)001 < |уСр)(х)|; если функция ш(г) не есть многочлен и для какой- 

нибудь точки го е ЛЯ.1 выполняется неравенство 1/°’>(«о)| < |ш(р)(хо)|| »ПО 

у(х) = С1ш(ж) + с3ы(л), где |сг| + |с2| = 1.

Пусть а = (оп)1° есть такая последовательность элементов банаховой алгебры 

А, что

п—*оо
(1)
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00 апяпТогда функция А(я) = 52 , является А-значной целой функцией экспонен-
п=о я։

циального типа рл. Число р4 определяет конечность радиуса наименьшего круга 
оо а

|г| < R, вне которого сходится А-значный степенной ряд а(я) = 52 —тг- От- 
п=0 *”+1

метим, что А(я) = т—: / а(*)еХ< Хорошо известно, что преобразование
2™ /|<|=д4+.

Бореля В։ а(я) —♦ А(я) устанавливает линейный изоморфизм между всеми А- 

значными функциями а(я), аналитическими в окрестности оо, и множеством всех 

А-значных целых функций экспоненциального типа [9]. В случае, когда Оп = ап, 

а £ А, функция а(я) = (я1 — а)՜1 есть резольвента элемента а, а А(я) = е“.

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что последовательность а = (ап)£° 

элементов алгебры А удовлетворяет условию (1).

Будем говорить, что последовательность а = (а,,)“ С А принадлежит классу 

Р(А), если функция А^(я) = ^[А(й)] имеет Р-майоранту для всех <р из единич­

ной сферы 5(А*) в сопряженном пространстве А*. Будем говорить, что элемент 

а £ А принадлежит классу Р(А), если последовательность а = (ап)£° принадле­

жит классу Р(А).

Предложение 1. Пусть последовательность а = (ап)“ С А принадлежит 

классу Р(А). Тогда ||ап|| < шГ{|ыаП\о)|: ша € Р}, где а»а(*) - Р-майоранты 

АМ-

Доказательство. Рассмотрим функцию А,р(я). А}, (я) = 52 “—7---- ■ ,
п=р (п-р)1

поэтому А$р\о) = р(ор)- Функция А^(я) - целая, экспоненциального типа и 

имеет Р-майоранту ма(я). Согласно обобщенной теореме Бернштейна имеем 

|А#)(а:)| < ^(х)! так, что |^(ор)| < |ы£)(0)|.

Предложение 2. Пусть последовательность а = (ап)]0 С А принадлежитР(А) 

и имеет Р-майоранту ша(я) типад^ < ра- Тогда

||°1|| < ка(0)1 + + Ра- (2)

Доказательство. Рассмотрим целую функцию Ау>(>). Так как ад* = ра > 

то имеем

|{"а(®)ехр (—»(ра ֊ ■
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Следовательно

||<»1|| < |ыа(0)| + (ра - Ра(0)| < |«а(°)I + (р* + °’«*>*) 1Ьь’а(0)1

из условия ша(0) = 1 следует (2).

Предложение 3. Пусть последовательность а = (ап)1° С А принадлежит 

классу Р(А) и имеет Р-майоранту ша(») нулевого рода. Тогда для любого 

натуральногор
Ы<Е(^1“?_'։(о)14- (3)

)=о

Доказательство.Так как ыа(я) имеет нулевой род, то из предложения 2 следует, 

что для любого натурального р

|л£)(*)| < |{ша(х)ехр(-<рах)}(,’)|, где — оо < х < <р.

Отсюда получаем (3), завершив доказательство.

В частности, если ыа(0) = 1, то имеем (2). Как следствия из предложений 1 — 3 

имеем :

Следствие 1. Если элемент a G А принадлежит классу Р(А), то ||ар|| < 

< inf |ш^(0)|, где инфимум взят по всем Р-майорантам элемента а.

Следствие 2. Пусть элемент а 6 А принадлежит классу Р(А) и имеет Р- 

майоранту ша(х) типа <гЫа < р(а), где р(а) - спектральный радиус элемента 

а. Тогда

1М< |“>'а(0)1+Р(“) + <^.-

Следствие 3. Пусть элемент а Е А принадлежит классу Р(А} и имеет Р- 

майоранту ыа(*} нулевого рода. Тогда для любого натурального р

В частности, если we(0) = 1, то ||а|| < |а>'(0) | + р(а).

Для а > 0 и а € IR1 обозначим через Ва{а) банахово пространство всех 

целых функций f экспоненциального типа не больших чем ст, для которых 

№'“:=8up(iT^<00-
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При а = 0 мы получаем классическое пространство Бернштейна Ва(0) = Ва. 

При а < 0 имеем Ва(а) С Ва(/3). Из теоремы Фрагмена-Линделефа вытекает, 

что для всех / £ Ва(а)

|/(*)| <07(1 + И)“е’1Ьп*11 я = х + »» £С.

Из теоремы Коши и вышеуказанного неравенства следует, что оператор диф­

ференцирования 6 = — — непрерывно действует в пространстве В„(а) и, кроме 

того, в пространстве В „(а) существует функция w(k), для которой на веществен­

ной оси выполняется следующее неравенство :

Afi(l + |х|)° < |ш(х)| < .Мз(1 + |х|)“, где Mi,Mi > 0 - константы.

Отсюда заключаем, что в пространстве В, (а) имеет место следующая асимпто­

тика:

||ехр(։х5)|| ~ (1 + |х|)°, где х-+±оо.

Более подробно об этом можно найти в [10].

Следствие 4. Пусть Л 6 А - элемент из класса Р(А), который имеет Р- 

майоранту шд(я) £ В^(л)(а), где а > 0. Тогда

||Л|| < M(p(h) + а), где М - константа.

Доказательство. Рассмотрим целую функцию шл(г) = Е1(1р(к)я;1 + а), где

В1(х; а) - функция Миттаг-Лефлера (см. [11]). Тогда при х —♦ ±оо

К(Х)| < АГ1 (1 + р(Л)|х|)“ + 1 + ^)|z

и значит при подходящей константе, в силу следствия 3, для любого натуралъ-

ного р

ЦЛ'||<М 
j=0

= M(a + p(h)y.

В частности, для р = 1 имеем ||А|| < М(а + р(А)).

Замечание 1. Если для Л £ А имеем || ехр (йЛ)|| = O(|t|“), при |i| —» оо, t £ Ш.1 

и а > 0, то ||Л|| < М(а + р(А)).
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Замечание 2. Если а = 0, то из замечания 1 следует теорема Кацнельсона (см. 

[12]).

Замечание 3. Пусть а — h 4- ik - квазинормальный элемент алгебры А. Тогда 

||Л|| < М(1/2 + Хл))» 11*11 < АГ(1/2 + />(*)) я значит

||а+1| = ||Л - й|| < 11 А|| + ||£|| < М(1 + р(Л) + X*)) < М(1 + 2||0||).

Отметим, что для нормального элемента а Е А имеем ||а+|| < 2||а||, и эта оценка 

точная. Было бы интересно уточнить значение константы М в вышеуказанном 

неравенстве.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этом параграфе докажем основной результат статьи и некоторые следствия 

из него. Для этого напомним известные определения, а также докажем вспомога­

тельные утверждения.

Пусть семейство {и(1)}1ет.1 С А есть равномерно непрерывная однопараме­

трическая гуппа в А, т.е. и(1 + в) = и(1)и(з), и(0) = 1, и пусть и(1) - равномерно 

непрерывна в точке О, т.е. Пт ||и(1) — 1|| = 0. Это условие эквивалентно следу- <—*ОО
ющим двум условиям :

i) u(t) равномерно дифференцируема при t = 0, т.е. существует элемент
"(М а _0.--------------а =0;аЕА такой, что lim

1—0
0° 1пап

й) существует элемент а Е А такой, что и(1) = У) —— 
п=0 п՛-

нимн^ехра^.н).

Для достаточно малых значений 1 имеем || 1/1 /д и(в) — 11|

д(1) = 1/1 /д и(в) Лв Е А՜1. Так как

= exp(ta) и

< 1 и значит

—МО) = А [ <MU(S + е) ֊ «(«)] = 
е Jq

1 Г՝+‘ 1 Г “W-l /ч= iÊJt U^da~tëJ0 u^da=~t--- /*(«)>

то правая часть этого соотношения при е —♦ 0 стремится к «(*)֊!
t

. Следова­

тельно

Иш »—о
ïWbl-ïWzlxi)֊1 

е t ' = 0.
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Таким образом, u(t) равномерно дифференпируема и ее генератор а в точке О 
u(t) — 1 , _

задается выражением а = ---- ------p(t) . Из этого равенства получаем инте­

гральное уравнение u(i) — 1 = af* u(s) de, которое методом последовательных 

приближений приводит к равенству u(i) = exp (ia). Из сказанного следует, что 

сумма генераторов и равномерные пределы генераторов снова будут генерато­

рами. Легко видеть, что если u(t) и v(t) - равномерно непрерывные группы с 

генераторами а и Ъ, соответственно, то u(t) — u(t) = t u(et)(a — b) u((l — s)t) de 

я значит

ll«W-v(*)ll<texp(|i|(||e|| + ||6||)).||a-6||.

Предложение 4. Пусть {Лп} С А - последовательность квазиэрмитовых эле­

ментов и hn —* Л при п —♦ оо. Тогда h Е А - квазиэрмитов элемент.

Доказательство. Так как hn —» h, то

|| exp («h») ֊ exp («Mil < 1*1 <1*1) • ||*n ֊ Ml-

Таким образом, последовательность {ехр(й/1п)}“=1 есть фундаментальная по­

следовательность относительно равномерной по t сходимости по норме А на каг- 

ждом компакте в IR1. Следовательно, существует u(i) = lim exp (ithn) E Ав том п—*оо
же смысле. Нетрудно видеть, что u(i+e) = u(t)u(a), u(0) =1 и lim ||u(t)—11| = 0, a 

значит u(t) — exp (ЙЛ). Тогда || exp (йЛ)|| = lim || exp (йЛп)|| в смысле раввомер- 
п—*оо

ной сходимости по t на любом компакте в Ш.1. Так как ||ехр(йЛп)|| = od*!1^2) 

при |t| —> оо, то || ехр (ЙЛ)|| = oQt)1/2). Мы доказали предложение 4, а также 

нашли, что предел последовательности квазинормальных элементов есть квази- 

нормальный элемент.

Теорема 1. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей 1, А = {|к| < 

<1}ССи/:Д —» А есть такая А-значная аналитическая функция, что при 

каждом z Е A f(z) есть кжазинормальный элемент алгебры А. Тогда образ /(А) 

- коммутативное подмножество в А.

Доказательство. Так как
ОО

/w=52а> °ри *еЛ>
>=о
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то 22 ll«ill < 00 при 0 < г < 1- Для каждого я е А 
/=о

[/(>), /+(*)] = /ЮЛЮ - ЛЮ/Ю = 0.

Производя почленное умножение, имеем

Поскольку aj =
/^(0)

(4)

, то aj являются квазинормальными элементами и значит

Ца+Ц < М[1 + 2||а,-||], откуда имеем

^||а/||Н<М 1^г>+2^||а,||гМ <оо при 0 < г < 1.

1=0 \j=o 1=0 /

ОО ОО
Из сходимости рядов 22 Ца;|| г’ и 22 ||а+|| г> следует, что при 0 < г < 1 сходится 

1=0 1=0
и ряд

£ Н - (5)

1=о \т=0 /

Таким образом, ряд в (4) равномерно сходится в каждом замкнутом диске внутри

А. Пусть р € М. Умножая (4) на я’’՜1 и почленно интегрируя по границе диска 

△г = {|к| < г}, имеем

ОО
У^[а^,о^4-р] ^+>,\ при 0 < т < 1.
1=0

Сходимость ряда (5) показывает, что ряд

W = D‘V,»/+phaa+')
i=o

абсолютно сходится в А и значит А-значные функции hp(z) являются аналити­

ческими функциями в круге А. Из условия АДг) = 0 имеем

Ю>а/+р1 = 0 °РИ

Ввиду произвольности натурального р имеем, что [а7-, а/] = 0, где I 6 М. Так 

как элементы aj квазинормальны, то используя теорему Фугледе (см. [4] — [б]), 

получаем [а>,а|] = 0. Теорема 1 доказана.
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Замечание 4. Вместо единичного диска △ можно взять произвольную область 

В.

Замечание 5. Ввиду того, что существует (см. [10]) банахова алгебра Ло с 

таким элементом во = Ло + »'Ло € А, что [Ло, Ло] = 0, || ехр (йЛ0)|| = 0(|<|1^а)> 

||ехр(йЛ0)|| = О(|*|1/а)> при |«| —♦ оо, 4 е Ш.1, где во £ И(Ао) (центр алгебры), 

однако = Ло — »'Ло £ %(Ао), то получаем, что теорема 1 является точной.

Следуя Г. Вайсу [13], будем говорить, что двусторонний идеал I удовлетворя­

ет обобщенному свойству Фугледе (СЕР), если для каждого квазинормального 

элемента аЕ Аи элемента Ъ Е А из условия [а, Ь] 6 I следует, что [а+, 6] С I.

Теорема 2. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей 1. Тогда 

каждый замкнутый двусторонний идеал I С А удовлетворяет условию (СРР).

Доказательство. Пусть а Е А - квазинормальный элемент и Ь Е А - такой 

элемент, что [а, 6] С I. Пусть яу: А —* А/1 - канонический гомоморфизм, 

порожденный идеалом I и а/ = яу(а). Так как [а, Ь] € I, то [а/, бу] = 0 и [О’*, Ь] 6 I

для р > 2. Следовательно, ехр Е I и ехр 0. Мы

получили, что

Ъ/ = ехр • 6/ • ехр

Пусть <р Е {А/Г)*, ||^|| = 1 и

А>(А) = <Р

где иу(А) = ехр |(Аа)՜ 
Л!

• Ь/ • ехр

, Лес.
Так как ||иу(А)| = о(|А|1/3) при |А| —» оо, то |/|ц>(А)| = о(|А|). В силу теоремы 

Лиувилля Д,(А) = Д>(0) и значит [а+, 6] Е I. Доказательство завершено.

Напомним, что банахова алгебра А называется простой, если она содержит 

ровно один нетривиальный замкнутый двусторонний идеал I. В связи с этим, 

банахово пространство X называется простым, если операторная алгебра ВЦХ) 

- простая алгебра.

Операторные алгебры В£(/р), В/,(Со), при 1 < р < оо являются простыми. 

Однако ВЬ(ВР [0,1])) (1 < р < оо, р / 2) и ВЬ(С([0,1])) не являются простыми 

алгебрами (см. [14]).
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Пусть I - замкнутый двусторонний идеал в А. Скажем, что элемент a G А 

квячинлрмален по модулю идеала I, если существует такой квазинормальный 

элемент b G А, что а — Ъ G I.

Множество Е С А назовем коммутативным по модулю идеала I, если для 

любых элементов а, Ь € Е имеем, что [а, 6] € I. В случае I — {0} получаем 

обычное коммутативное множество. Если, в частности, I — Rad(A), то имеем 

коммутативное множество по модулю радикала алгебры А. В случае А = 

= ВЦП) в качестве I можно взять идеал £(Я) компактных операторов, который 

является единственным замкнутым двусторонним идеалом в этой алгебре. В 

случае А — ВЦХ), где X - банахово пространство, таких идеалов бесконечно 

много. Следующая теорема является следствием теоремы 1.

Теорема 3. Пусть А - комплексная банахова алгебра с единицей, I - замкнутый 

двусторонний идеал в А. Пусть f(z) - А-значная аналитическая функция такая, 

что для каждого я G △, /(а) - квазинормальный элемент по модулю I. Тогда 

/(А) есть коммутативное по модулю идеала I подмножество в алгебре А.

Доказательство. Пусть я՜/: А —♦ A/I - канонический гомоморфизм, порожден­

ный идеалом I. Рассмотрим функцию //(а) = %/(/(а)): А —♦ A/I. Тогда при 

каждом a G △, ~ квазинормальный элемент в фактор-алгебре A/I. В силу

теоремы 1 множество fi(&) есть коммутативное подмножество в A/I, т.е. для 

любых a, a' G А имеем [Л(а), /г(а')] = 0, откуда следует, что [/(а), /(а7)] 6 I, что 

и требовалось доказать.

ABSTRACT. Let BL(H') Ъе Banach algebra of all bounded linear opera­
tors defined on a complex Hilbert space. H. Globevnik and I. Vidav have 
demonstrated that if the values of operator—valued analytic function f de­
fined in the connected open set D С C with value in the algebra BL(H) are 
normal operators, then the range of f(D) is a commutative subset in the 
algebra BL(H). In the present paper this result is essentially strengthened.
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ВЕСОВЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
В ПОЛИДИСКЕ И В ПРОСТРАНСТВЕ С՞

А. И. Петросян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

В статье получена формула типа Коши-Грина для класса функций 
/(я), определенных в единичном полидиске О". Эта формула выделяет 
из функции / ее “аналитическую часть”, которая получает оператор*  
ную интерпретацию. Аналогичные результаты получены для функ­
ций, определенных в пространстве Сп.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Б - единичный круг на комплексной плоскости, /(к) - комплехсозначная 
_  П/

функция, непрерывная на Б вместе со своей производной Известная формула

Коши-Грина

/(4= ֊?(/)(>)+т(*/)Ю, (1)

где

является эффективным техническим средством теории функций одного комплекс­

ного переменного. Ее удачное применение привело ко многим глубоким резуль­

татам, среди которых отметим, к примеру, решение проблемы “короны” для 

крута в работе Л. Карлесона [1] и решение проблемы равномерной аппроксима­

ции на компактных подмножествах плоскости в работе А. Витушкина [2]. Еще 

одно применение формулы (1), связанное с 3-уравнением, основано на том, что 

эта формула выделяет “аналитическую часть” функции /. Это позволяет выпи- 
т, 8/

сать в явном яиде решение неоднородного уравнения Коши-Римана = р, где 
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д - функция, непрерывная на О. А именно, одним из решений этого уравнения 

является функция Т(д Ля).

Интегральные представления для функций многих комплексных перемен­

ных, которые являются аналогами (1), были получены сравнительно недавно. За 

историей этого вопроса мы отсылаем к обзорной статье Хенкина [3], где можно 

найти также много примеров использования метода интегральных представле­

ний в многомерном комплексном анализе.

Выбирая соответствующим образом весовые сомножители к функции / из 

(1), можно получить различные весовые формулы. Например, применяя (1) к 

функции

Д(С)=(—/(0, а > —1, яеР 
\ 1 ֊ /

и учитывая, что Л (я) = /(я) и /*(0  = О, при |£| = 1, получим

1+1 [ Ж)а-К1а)а — [ д֊1 (1^1£Г+1 (2)
2™ Л> (х֊-<)“+2 2^л дс и֊<) с-2 ( )

Одно из преимуществ весовых формул типа (2) по сравнению с (1) заключа­

ется в том, что они позволяют выписывать формулы решения 3-уравнения и 

в том случае, когда правая часть неограничена у границы области. Формула 

(2) обладает еще одним замечательным свойством : выделяемая ею “аналитиче­

ская часть” является проекцией в соответсвующем весовом ^’-пространстве на 

подпространство голоморфных функций, поэтому выписываемые с ее помощью 

формулы решения 3-уравнения имеют минимальную норму в этом пространстве.
О £

Если функция / голоморфна, т.е. — = 0, то второе слагаемое в (2) 

исчезает. Для этого случая формула впервые получена (другим способом) в [4]. В 

дальнейшем, в работе М. Джрбашяна [5] были введены ядра более общего типа 

и получены соответствующие интегральные представления (см. ниже теорему 

А). В той же работе [5] дано интегральное представление гладких функций, 

заданных на всей плоскости (Теорема В).

В настоящей работе получены многомерные интегральные представления 

функций, заданных в полидиске (§1) и в пространстве С" (§2).
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§1 . ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПОЛИДИСКЕ
2 *4 “ 7

1.1. Предполагая, что р > 0, а > —1, 7 > —2 и д = —-—, рассмотрим функцию

типа Миттаг-Лефлера

*=0Г(д+|) 

а также функции

«(*.<)  = Ф(я,0а«,7) = 2Г(Г+а) /о°° Л, (3)

=1 - /<(1 - и)“г,+1 £ л *.  (4)

Теорема А. (см. [5]) Пусть / является гладкой функцией на В. Тогда для 

любого я Е Б

м = ? Л1 ~ К1')в кгясж*.  о ֊ ֊ I (5)
’ ЛВ * ./о о(, ~ *

Отметим, что формула (2) является частным случаем (5), когда р = 2,7 = 0. 

Соответственно

о 4-1 /1 — 1Н’\“+1

Перечислим те свойства ядер Ф и Ф, на которых основывается доказательство 

теоремы А :

а1). При фиксированном я 6 Б функция Ф(я, С) является гладкой на Б \ {0} 

и удовлетворяет равенству

= (я - 0(1 ֊ 1О')“КГ«(>.0.

61). При с —► о >

ФГя<П = Р + 0(|С|7+1)’ ЛР* ’*0-
՝ ' 114- О(|С|7+а), при я = 0.

в1).Ф(я,О = 0, при Ю = 1.

г1). Ф(я, ж) = 1, при я / 0 и Пт Ф(0,0 = !•
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1.2. Приведем необходимые нам обозначения :

П” = {я еС" : |я*|  < 1, 1 = 1......п} - единичный полидиск в пространстве С՞

Ок/ = ^ = 1
дяк 2 \дхк дук) ’

п 
^/=Е^/**.  1=1

</к[1] = Л • • • Л </7*_1  Л Л • • • Л Лгп,

Лх Л (1г = <1x1 Л • • • Л Лхп Л А»1 Л • • • Л <1хп.

Пространство С” предполагается ориентированным так, что <&Л</я = (21уЧУхп, 

где </р2п означает 2п-мерную меру Лебега в Сп и Ш2п. Обозначим через 

01> "чЗп-к) мультииндекс, дополнительный к (*!,...,•*).  Для заданных чисел 
2 Н“ 'Укрк > 0, а*  > -1, 7*  > -2 (1 = 1,...,п) пусть р*  = --------  и р = (рх......р,,),

Рк
а = (о<1......ап), 7 = (71, ...,7п). Пространство функций /, имеющих норму

■ п -р/р
/ 1/Ю1р ГП1 -Ккггчаг^..ур» 4=1

< оо,

обозначим через о 7 (!)”).

Теорема 1. Пусть / - гладкая в Ип функция такая, что /, Ок/ С Л(П՞),

1 = 1,..., п. Тогда имеет место интегральное представление

/(*)  = ^,»Л(/)М + Тр.а.7(5/)(>), (6)

где

РЛ«,т(/)Ю = ֊ / Ж) Па֊ Кт1”-)“НСтГ-Ф(*т,Ст)  <ЛМ0. (П
т=1

= ֊Е(»֊‘֊1)! £ 
к=0 •'Л*

т,1а,7(а/)М = 
п-к _ 

т=1

• • ■ х Па-к.-,1т,֊Фа»-,.с-,)|с^1-ДР (8)
т=г1

Заметим, что условия на функцию / по сравнению с теоремой А ослаблены : 

вместо гладкости на И требуется гладкость в О и условие Бк/ Е а ^(0").
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Предварительно докажем лемму, имеющую сугубо технический характер, 

введя для краткости записи следующие обозначения :

Фт — Ф(*т1  Ст> Ртг ат, 7т), $т — Ф(^т, Ст! Рт, “т, 7т),

Фт = (1-|СтГ-)“-КтГ-Фт>

л> = Е /, /*'■  101 ~~
14 1

1 < к < п,

в‘= Е /„ |Е№.*л -•<֊.*..  •8„ ***„,
«1 <•••<«*  •/£> 1т=1 К 1

О < к < п - 1.

Лемма. Пусть / Е С1(£>г‘). Тогда Л4 = —^-г(В4 4- Л4+1), 1 < 4 < п — 1. 
П — К

Доказательство. Используя тождество

К.։֊^1а + ---+К.ч֊^|2_ 1
К _ ,рп-»+а п “ “1 К ֊ ж|3п-а‘ ’

справедливость которого проверяется непосредственным вычислением, будем

иметь

А‘ = ^т, Е Е Мл
<!<•••«» т=1/.

‘ $«» |£^_ 3|2п-2*  Л —

1 
п — к Е ЕС-1У--1*

<1<—<<» т=1

х Д /Фь'''*Л-‘Ф<1 ’‘Л< к-ж|*"-ц  *̂1 Л (9)

Рассмотрим следующие формы бистепени (п, п — 1) при фиксированной точке 

же Л” :

^«1,—.«»— ^/1 ■' ■ ^|3Я_24 ^СЬт] Л

которые имеют особенности в точке £ = ж и на координатных плоскостях 

{£р = 0}- Пусть е > 0. Применяя формулу Стокса в области ГУ1 \ (В^ и К)> 

где

В« = К : |С-ж| <е}, К = : |й| < 4,
4=1
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получим

(Ю)

Интеграл по ЗУ, стремится к нулю вместе сев силу свойства 61). Оценим

интеграл по сфере дВ, :

IC—I« IC—1=«

где С - константа. Перейдя к пределу при е —* 0 и учитывая, что Л = 0 на dDn,

из (10) получим f dX = 0, или 
р»

В*

= 0.

Отсюда и из (9), с учетом свойства al)

At =

֊CjjVj.f

1
п — к

Фь-"Ф։-.-Л1 ~ dCAdC
“ IC - я|2"֊2*

■ Dj^jm ■ • •Ф'.-Лч • • • К *** =

֊Ц^ + ----- Гх п — к
1

х ■ . ■ ■ ■«/_Л. • • ■ «<. 1|^,р.-£ Л

Объединяя слагаемые, имеющие одинаковый набор индексов, получим утвржде-

ние леммы.

Доказательство теоремы 1. Напомним формулу Мартинелли-Бохнера для

гладких функций (см., например, [6]) :

(И)
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где и(з) - функция, гладкая на замыкании ограниченной области в с кусочно­

гладкой границей, ы'(С> *)  “ Ф°Рма бистепени (я,п — 1), имеющая вид

“'«՛ ’> = (2„ук-,р» - ։,) Л *•

Рассмотрим сперва случай, когда / - гладкая на О функция. Применяя (И) в 

области С = Оп \ где V, определяется как в лемме, к функции

«,(<) =/«)♦(*!,  С1)-«(За.и

и учитывая свойство г1), будем иметь

/(») = / /«)♦(>!.Ci)-*(*»,C»W,*)-  J 

BD. BV.

- J0/(0ЛФ(к1,<1)-- Ф(кп,Сп>'(С,я)-у /(0^[«(>1.С1)"-Ф(»п,<п)]л«'(С,«)-  

D» D.
(12)

Как и в лемме получим, что интеграл по 0V, стремится к нулю при е —» 0, а

интеграл по 8Dn равн нулю. Итак

/«=
(п-1)! Г 
(2х»)п J

Л=1

Ль/«, к) =

тЬдН/ ЬЪ֊С‘,Р։/

р»

В обозначениях леммы это равенство выглядит следующим образом :

(13)

Из леммы последовательно получаем

Ai — ——-Bi + ——-А3 =-------Bi 4-----——
п— 1 п — 1 п— 1 п — 1

/ 1 „ 1 л \ ( - --- 9 + -—9^3 )
\П — 2 Я — 2 /
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= + (п-1)(л-2)Ва + + (п-1)!՜8"՜1 + (п-1)!Лп՜ (14)

Подставляя (14) в (13), получим

/(Ж)= В° + ^ (« ֊ П -(»-*)  В‘ + (^1)!Лп. =

_(2я*) п^" + § (2»»)п Вк՛ (15)

Заметим, что согласно определению Л*,  Вк и Ф*  имеем

(2^р/ Л№-*. -------------------------л:л* =

= ֊/Ж)Ф1- -«п ^М0 = ^,«.т(ЛЮ; 

о»

и утверждение теоремы 1 для функций, гладких на 15", следует из (15).

Рассмотрим, наконец, случай произвольной функции, которая удовлетворяет 

условию теоремы 1. Пусть (4) - последовательность функций, гладких на [0, оо) 

и удовлетворяющих условиям

{1 при 0 < 4 < 1 — ֊,
о ^.>1^, 1«4Ю1<₽ <1в>

Существование др(1) очевидно. Пусть кр(х) = 9р(|*1|)  • • • 0Р(|*п|)  для х еС”. Так 

как функции /Л,, гладкие на И", то, по доказанному

= Рр.а.тС/Лр)« +Тр1а,7(3(/Лр))(*)  =

= Ъ,а,т(/Лр)« + ТЛалМ/)(л) + ТР1а,7дар)(к). (17)

Последовательность Лу ограничена и стремится к 1 во всех точках х Е Оп. 

Поэтому ՛. , .

1вп/(з)Лу(к)^/(я), (18)
р—*оо

1пп РР։ аМЬЮ = Рр,оМИ, (19)р-»оо



54 А. И. Петросян

Um T,,a.7(M/)W = тлв17(5/)(*)-  (20)
p—*oo

Для опенки заметим, что по построению dhp отлично от нуля лишь

на множестве

ч, = и{,ес": 1_2<|„|<1_1}пл»1

причем, как это следует из (16), на Sr имеет место неравенство

(1-|С*|* ‘)РУ*МО1<  Const.

В работе [5] получена асимптотика ядер Ф*  : Ф*  = О((1 - |Ct|* ‘)°* +1) при 

|£t| —♦1, хк е D фиксировано. Учитывая все это, имеем

|Т(.,«,т(/ЭЛж)(я)| <

< ֊ Е Е (п - * - 1)! Const [ |Я<)| £ |IMf(C)I • 1»я1 - 
Jt=O »»<-•-<»*  s m=l

к
■ • • IK1 - ю-1я-)“‘- i*.r-  1ф.-1ад < 

m=l

< const f 1/(01
S, ‘=1

Последний интеграл стремится к нулю при р —♦ оо, т.к. / е Ь^а>7(Р"). Итак

1ипТЛв,т(/5й։>)(я) = 0. (21)
р—*оо

Утверждение теоремы следует из (17) - (21).

Интегральное прдставление (6) - (8) является многомерным аналогом (5) и

(2). В работе П. Шарпантье [7] установлен многомерный вариант формулы (2).

1.3. Пространство Z^a7(P") является гильбертовым, если скалярное произве­

дение в нем определить следующим образом :

(/.хЛв>7 = / /юно ГВ1- к*И ‘)“‘1аг‘ ^»ю- (22)

Множество функций из L^ai7(Z>՞), голоморфных в Р՞, составляет замкнутое 

подпространство, которое обозначим через Н?о 7(РП).
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Теорема 2. Оператор Рр,а,1 является ортогональным проектором из а 7 (О՞)

наЯ^Я»).

Доказательство. Прежде всего, если / е Н^а.1(Вп), то 5/ = О, и, как следует 

из (6), /(я) = Л>.о.т(/)(։)- Пусть, далее, У(я) принадлежит ортогональному 

дополнению Я’в|7(О"). Имеем

Л.«.ЛЮЮ = (т П 
\ т=1

(23)

Функция Ф(я, С) при фиксированном я Е О голоморфна относительно ( в О I 
_  п _________

непрерывна в О (см. [5]). Поэтому П Ф(*т>  Ст) принадлежит Я’ в։7(Оп) и, как 
т=1

следует из (22) и (23), РР,а,ч(У) = 0. Это и доказывает теорему.

§2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ С"

2.1. В работе [5] построены ядра Ф°° и Ф°° :

Ф«(з,0 = Ф~(з,С;р,<г,7) = ^Ер/2(а3''яЪр), 
Л»

Ф°°(>, С) = Ф“(я,С;р,а,7) = 1 - Л' е-^Р+^^^г’я/С;/*)  <*%

Ч 70

где

р > 0, а > 0, 7 > ֊2, р = . (24)

Теорема В. (см. [5]). Пусть для гладкой на комплексной плоскости функции / 

при некотором е > 0 выполняются следующие условия :

/(я) = О(е(1—»’1') и Р/(я) = О(е<1-*>։*1') ։ ,оо.

Тогда имеет место интегральное представление

/« = ֊ [ 1СГе-<,|<17(С)Ф“’(х,<;)</У2(С)֊֊/ Р/(С)Ф”(а,С)^^ 
я Ус я Ус Ч — *

Доказательство этой теоремы основано на перечисляемых ниже свойствах 

а2) - г2) ядер Ф°° и Ф°°, которые вполне аналогичны свойствам а1) - г1), 

соответствующим случаю круга в §1).
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а2).При фиксированном я € Б функция Ф°°(»,(/является гладкой наС\{0} 

и удовлетворяет равенству

!?<«“(>, 0 = (я - 0КГ е-'К1*  Ф»(,. 0.

••• х фоо(^.-ь,0-0 П 1С-17'-в-',-|<,-|'<"Фте(^-.,С<.)|—(27)

62) . При ( —»О имеем

( 1 + О(|(|'т+1) при я / О, 
11 + О(|(|'г+3) при я = 0.

в2). Для любого е > 0 имеем Ф°°(я,0 = О(е~(1—, при ( —♦ оо.

г2). Ф°°(я, >) = 1> при я / 0 и Пт Ф°°(0,0 = 1.
1

2.2. Для заданных наборов чисел р = (рх...рп), р = (М1, ....рп), а = (<Т1,...,о֊п),
г

7 = (71...... 70, удовлетворяющих (24), обозначим через 1Ур а>7(Сп) пространство

измеримых в Сп функций с конечной нормой

/1/(01” п ЛУ2п
н. т=1

а через П^вл(Сп) — его замкнутое подпространство, состоящее из целых функ-

Теорема 3. Пусть / - гладкая в Сп функция такая, что ГБк/ е £?,,.7(С») 

(1 = 1,..., п, р > 1). Тогда имеет место интегральное представление

/(«) = Л” ЛЯЮ + ^,7^/)(*). (25)

где

П КтГ-е"'-1и1'’Ф“(*т.Ст) ^2п(0, (26)
т=1

,,(Л (') = / /К)
с»

^17(а/)« =
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Доказательство. Возьмем гладкую на [0, оо) функцию и(<), удовлетворяющую 

условию
Г! прн0<*<1,  
( 0 при 2 < I < оо, 

и построим последовательность функций

*

= жеС"> м=1՛2՛-
Очевидно, од(я) = 1 в полидиске Б„ = {я е Сп : |я*|  < IV, к = 1, ...,г»}, и 

од(։) = 0 вне полидиска Б^. Далее, производные от од(з) отличны от нуля 

лишь в “кольце” Б^ \ Б^ и, кроме того

|раД од(я)| < Сопб1 .

Рассмотрим последовательность /од. Поскольку эти функции финитны, то фор­

мулы (25) - (27) для них доказываются с использованием свойств а2) - г2) так 

же, как теорема 1 доказывалась для гладкой в Л**  функции; только вместо еди- 

ничногио полидиска Бп нужно взять Б^, при этом ввиду финитности интегралы 

по границе Б^ исчезают. Итак

/(я)од(я) = РД7(/од)(я) +7^>7(5(/од))(я) =

= Р%,7(/од)(*)  +Т^17(ОД5/)« + 7£,7(/Зод)(я). (23)

Введем для краткости обозначение

<Н0 = П 1СтГ-е"'ш1С’1'’’^п(С). т=1
Имеем

1%7(Л«1г)«֊%7(/Х*)1<7 1/(01 • МО-1|П !* “(*»>  <т)ИН0<
т=1

< / 1/(01 П1ф"(*"-< ’»)Ия(0-
■. т=1

Из свойств функции типа Миттаг-Лефлера следует, что функция Ф°° (гга, Ст)
т=1

х * л 1
имеет по каждой переменной порядок -грт, поэтому она имеет конечную
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1Л(</р)-норму. По неравенству Гельдера правая часть последнего неравенства 

не превосходит следующей величины :

Так как f Е то при N -*  оо

TC.7(/^)W-Pp“.7(nWI< Const |f(C)|₽<fc -0. (29)

Далее имеем

|7^17(охЭ/)(л)-7^>7(а/)(л)|<

< ֊ Е(»- * - п! Е 7 Е - </-| • мо -11« *=0 <1<—<•*£.  ш=1
х|^/1-|Ф^1---1«у“_й| П (30)

т=1 К ~ 2>

Оценим каждое слагаемое в (30), считая точку я фиксированной и 

настолько большим, что х Е Очевидно

fcT7|3n-a*  - ConBt ' при С еС՞ \ ^n-
Далее

1^1 < Const exp[(H-i)ff,-m|Q-|i/’<~], при любом 6> 0,

1ф/11< Const ехр[-(1 — e)ffjw|C;w|r*«].

Последнее неравенство следует из в2). Имеем

Con8t J 

^•\D,
{

n—t
П IG.I_qa-«p(^wlG.|»-]x 
m=l

t >
x Д exp [(l + tyrulGJ*«-]  dp(C) < 

m=l J

(31)
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где через Q обозначено выражение в фигурных скобках. Далее 

. - П-t
J IQI* d^= J П IC-raTA"e4>K«®-1)e7-lG-lw’]*

С"\£>*  C-\D- m=1

X JJ exp [g(l - WijCJ**-]  <TOan < Const . (32)
m=l

Последнее неравенство следует из того, что е можно взять столь малым, чтобы 

удовлетворялось неравенство qe — 1 < 0. Из (30) - (32), с учетом того, что 

df 6 b₽(rf/*),  следует

^(vNSf)(z) = Т^17(Э/)(я). (33)

Аналогичными рассуждениями получаем

lim Т^>7(/^)(ж) = 0. (34)
/V —*оо

Кроме того, очевидно 

lim /(я)^(я) = /(я). (35)
/V—*оо

Утверждение теоремы 3 следует из (29), (33) - (35).

Формулы (25) - (27) приобретают особенно простой вид при выборе параме­

тров pt = 2, <rjt = 1, 7*  = 0 (4 = 1,..., п). В этом случае

Ф°°(>, С, 2,1,0) = ехр(зС), «°°(з, С, 2,1,0) = ехр[(я ֊ С)$,

А°°1.о(/)Ю = ^ / /(Oexp((>-C,0)dV3n(0, 

С-

^ад,о(ДЛ(*)  — (Я,Д j <0/.*֊0ехр((я-СС))  

с-

1
4! Ik-CI2՞֊2* dV^Q,

п _
где (а,Ь) = 52 акЬк. 

։=1
Оператор Тдд 0 встречается в работе [8] в связи с решением 5-уравнения.

2.3. Пространство Д2СТ7(СП) со скалярным произведением

(/,*>,. ,17 = ft ^2" 
m=1

является гильбертовым. Справедлива следующая теорема.
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Теорема 4. Оператор Рр,а,ч являтся ортогональным проектором из 1’Л7(СП) 

н*Н*„(С").

Замечание. От гладкости f можно отказаться, в этом случае производные Dtf 

в формулах (6) и (25) нужно понимать в смысле обобщенных функций.

ABSTRACT. In the paper a Cauchy-Green’s type formula is obtained 
for a class of functions /(s) defined in the unit polydisc D”. This formula 
separates from f its “analytical part”, which receives an operator inter­
pretation. Similar results are obtained for functions defined in the space 
C".

ЛИТЕРАТУРА

1. L. Carleson, “The corona problem”, Leet. Notes Math., vol. 118, pp. 121 - 132, 
1970.

2. А. Г. Витушкин, “Аналитически емкость в задачах теории приближений”, 
Успехи Мат. Наук, т. 22, N  6, стр. 141 - 199, 1967.*

3. Г. М. Хенкин, “Метод интегральных представлений в комплексном анализе”, 
Итоги Науки : Совр. Проб. Мат., ВИНИТИ, т. 7, стр. 23 - 124, 1985.

4. М. М. Джрбашян, “К проблеме представимости аналитических функций”, 
Сообщ. Инет. Мат. и Мех. АН АрмССР, т. 2, стр. 3 - 40, 1948.

5. М. М. Джрбашян, “Весовые интегральные представления гладких или голо­
морфных функций в единичном круге и в комплексной плоскости”, Изв. НАН 
Армении. Математика, т. 28, N  4, стр. 1 - 28, 1993.*

6. Б. В. Шабат, Введение в Комплексный Анализ, т. 2, М., Наука, 1985.
7. Ph. Charpentier, “Formules explicities pour les solutions minimales de 1’equation 

Эн = f dans la boule et dans le polydisque de Cn”, Ann. Inst. Fourier, vol. 30, 
№ 4, pp. 121 - 154, 1980.

8. B. Bendtsson, M. Andersson, “Henlein-Ramirez formulas with weight factors”, Ann. 
Inst. Fourier, vol. 32, N« 3, pp. 91 - 110, 1982.

12 декабря 1995 Еревнский государственный университет



О СХОДИМОСТИ И ЯВЛЕНИИ ГИББСА РЯДОВ ФРАНКЛИНА

О. Г. Саргсян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

В статье содержатся теоремы о сходимости и равномерной сходимо­
сти в точке для простого ряда Франклина, а также о А-сходимости и 
равномерной А-сходимости в точке для двойных рядов Франклина. Ре­
зультаты применяются для изучения явления Гиббса системы Фран­
клина.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {/п}^_0 ~ система Франклина (см. [1]) и

(1)
п=0

- ряд Фурье-Франклина интегрируемой на [0,1] функции /(*).

В работе [2] Чисельским была доказана следующая теоерма.

Теорема А. Пусть f (<) е Ь1([0,1]) я точка. 40 € [0,1] такая, что

Я*о)=1ш1А у /(<)л.

<0

Тогда ряд (1) сходятся ж /(*о)-

В настоящей работе обобщается теорема А на однократные и двойные ряды

Фр анклина - 
. • « • ՛

§2. НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть ;?(*) и р($, в) - функции, интегрируемые по Риману, соответственно, на

отрезке [0,1] и на квадрате [О, I]3. Положим

а,«.)
ь ~~ »0 1—♦$© * *0
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△*։,*։$(*>в) = X* + ^1>в + Ьа) — р(* +Л1,«) - Х*> * + М + ХМ).

ВдЦ,з) = -^^9^^, Вд(1,а) = ^п^а^й\ 

*։-*“ Л1Ла »։-» Л1«ак։—О к։—0

бд(*о) = | РХ<о) - £Х«о)], 0Х«о) = 1 [в,(*0) + Ля(е0)],

6д(։, •) = | [ЯХ*> в) - £Х*,«)] , ОдЦ, в) = | [Рд(1, л) + Од(1, в)],

£„(*) = [' Кп(*. •) *д(‘), 5п.т(х, У) = [' Г кп({, х)Кт(в, у) Лд(Ь в), 

до до Уо

где Кп(*> в) “ «ДР» Дирихле для системы Франклина.

Определение 1. (см. [3], т. 1, стр. 100). Если существует предел

5 = .1Н2, М*)> 
«—•о

то скажем, что последовательность Зп(1) равномерно сходятся в точке 1о к 

пределу 5.

Определение 2. (см. [3], т. 2, стр. 465). Если для любого А > 1 существует 

предел

3 — Мт 3П։т, — < — < А, 
{п,т}-»оо а т

то скажем, что последовательность 5п,т X-сходится (или ограниченно сходится) 

к 3.

Определение 3. Если для любого А > 1 существует предел

$ ~ 5"."*(х>у)> Т — т —А т

то скажем, что последовательность Зп,т ^-сходится я 3 в точке (хо, уо).

Определение 4. (см. [4]). Пусть — точка разрыва первого рода функции 

д(<) £ £(0,1), причем |д(Х0 + 0) — д(<о — 0)| = 2Л, и пусть последовательность 

функций {дп(*)} сходится к д(1) в каждой точке некоторой окрестности точки <о- 

Функцию

С(*о, 9, {вп}) = С(*о) = Тт ֊ ?п(<) ֊ <Н*°+0) + ^-°) 
Ж «ОО

назовем функцией Гиббса для последовательности {?п}. Если б(<о) > 1, то 

скажем, что для последовательности {дп} в точке <о имеет место явление Гиббса.



О сходимости и явлении Гиббса рядов Франклина 63

Хорошо известно (см. [5], стр. 123 - 126), что для частичных сумм ряда 

Фурье по тригонометрической системе имеет место явление Гиббса : функция 

(7(<о) не зависит от 4о и равна постоянной Гиббса

С(х0) = - Г — Л » 1.7. 
к Jo 4

Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша наличие явления Гиббса установлено в 

работе [6]. Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша функция б(то) не является 

постоянной. В работе [4] найдены точные оценки сверху и снизу для этой 

функции.

В этой работе исследуется явление Гиббса для рядов Фурье -Франклина.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть функция д(4) интегрируема по Риману на отрезке [0,1].

1) Если имеют место неравенства —оо < 1>д(4п) < Од(1о) < оо в точке 

4о € [0,1], то

-М6д(10) + Од(10) < Иш &(*о) < Нт 8п(1о) < М6д(10) 4- £>д(40), 
п—*оо п—*оо

где М - абсолютная постоянная.

2) Если в некоторой окрестности точки 4о функция д представляется в виде 

Х0 = р(«о) + [ Х(т) Лт,

где х(т) непрерывна в точке 40, то последовательность Зп (I) равномерно сходится 

к д'(<о) в точке <о-

Замечание 1. Из одной теоремы, независимо доказанной Ф. Г. Арутюняном [7] 

нН. Б. Погосяном [8], следует, что для любой измеримой и конечной п.в. на [0,1]
ОО

функции д(1) существует ряд Франклина £ а„/п(4), сходящийся к д(Г) п.в. на 
п=0

(0,1).

Тот же результат следует из пункта 1) теоремы 1. Действительно, из 

теоремы Лузина [9] следует, что что для любой измеримой и конечной п.в. на 

[0,1] функции д(4) существует непрерывная функция ^(4) такая, что Е'(1) = д(4) 

для почти всех 4 Е (0,1). Следовательно, из теоремы 1 вытекает, что ряд

$2впЛ»(<), где вп = [ /П(4)(4Г(4), 
п=0 Л



64 О. Г. Саргсян

сходится к g(t) п.в. на (0,1). Отметим, что Г. Г. Геворкян [10] доказал возмож­

ность представления п.в. конечных измеримых функций абсолютно сходящимися 

рядами Франклина.

Теорема 2. Пусть д(х,у), д(х0, у),д(*,Уо), д(О,у), д(1,у), д(х> 1),р(®, 0) - инте­

грируемые функции по Риману, соответственно, на отрезке [0,1]2 и на отрезке 

[ОД].

1) Если имеют место неравенства -оо < Dg(x0, Уо) < Dg(*o, Уо) < об в точке 

(®0, уо). то лля любого А > 1 имеем

-М36д(х0, уо) + Ру(։0, Уо) < __1цп_5п,т(®о. Уо) < , Кт 5П1т(хо, Уо) <
(п.т)—«оо (п,т)-»оо

< М26д(х0, уо) + Вд(хо,уо), т < — < А. 
А т

2) Если существует предел

то последовательность 5П|т(®.у) равномерно А-схсдится к Лр(хо.Уо) в точке 

(®о.Уо)-

Теорема 3. Пусть $о является точкой разрыва первого рода функции /(<) и 

дп(<) = 5п(/>4) (см. определение 4), где 3П(/,Р) - частичная сумма ряда Фурье- 

Франклина функции /(<), и б(*о) = б(*о> /> {5п(/))) “ функция Гиббса. Тогда в 

каждой точке <о € (0,1)

0 3(3 + уЗ ]

причем почти всюду

С(*о) = 1 + ■
3(3 + -Уз)

§4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть п = 2" + п, где р > 0, 1 < и < 2*, и пусть кп - разбиение отрезка [0,1] на 

п отрезков точками
- I 2*+1 для 0 < • < 2н,

I для 217 < * < п-

Положим = [4,-1,1,],» = 1...... п.
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Замечание 2. Если функция д(4) интегрируема по Риману на отрезке [0,1], то 

для любой функции АО) системы Франклина интеграл Стилтьеса АО) 4й0) 

существует.

Доказательство. Функция АО) линейна на отрезках А^п\ j = 1,..., п, следова­

тельно, на каждом отрезке существует интеграл Стилтьеса функции д(4) по 

функции АО)- Из непрерывности функции АО) следует, что существует инте­

грал Стилтьеса функции д(Г) по функции АО) на отрезке [0,1]. Но, как извест­

но, из существования интеграла дО) 4А0) следует существование интеграла 

/о/-0)^0)-

Пусть д(я, у) и /(л, у) - две ограниченные функции на квадрате [0,1]а, и 

пусть (71, Та) - разбиение квадрата [0,1]а точками 0 = хо < ®1 < ■ • • < ։т = 1, 

0 — уо < У1 < • • • < Уп = 1. Величину 
т п

а = а(/, д) = 52 52 /(*<• »)△*< ь^(®<-1. М-1). (2)
.-=11=1

где Л] = Х{ — х,_1, /։{ = У] — Уу-1, назовем интегральной суммой. Пусть 

А(7*) = тах/4, к = 1,2.

Определение 5. Если существует предел

Кт а = [ [ /(х, у) <1д(х, у)
Х(Тх)-.0,Х(Т։Ь0 Л-Л

интегральных сумм (2), то его назовем интегралом функции / по функции д. 

Несмотря на то, что мы используем стандартное интегрирование Стилтьеса, 

наше определение интеграла носит более общий характер, чем классическое 

определение инеграла Стилтьеса.

Замечание 3. Если функции д(х, у), д(0, у), д(1, у), д(х, 1), д(х, 0) интегрируемы 

по Риману, соответственно, на квадрате [0,1]а и на отрезке [0,1], то интеграл

[1 /Чо)АО) (3)
Jo Jo 

существует.

Доказательство. Для любых последовательностей {од}, {6,}, {с^} имеет место 

тождество 
т п . я>—1 п-1

- а^-1 - а,֊1^) = 52 52 °у(ь<+1 ~ ^)(с1+1 ~ с1)+

«■=11=1 1=0 1=0
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т-1 п-1 "~1
4-Со У2 Я<о(Ь<+1 ~ М + <»0>(с/+1 ~ С>) ~ Ъгп / , ат>(с>+1 ~ с])~

»=0 1=9 1=а

т—1
—Сп У О1п(Ьл-1 — 6<) + СоЬовОО + СпЬтвтпп — Сп^ОООл ~ Со 6т 0^0- (4)

4=0
Так как функции системы Франклина непрерывны и имеют ограниченную вариа­

цию, то без ограничения общности можем предполагать, что точки разбиений тр 

и т,, соответственно, являются точками разбиений Тх и Та. Применив преобра­

зование (4) к интегральной сумме (2) с а<у = й(>4>К/)> »4 = /р(х<), су = /,(«#), 

получим интегральные суммы интегралов

/ / «О,а) <*(/₽/«)(*,я), Г ։)!,{*) <%(*), Г *(*,«)/₽(*) <։Ю, (5)

Уд ’> Уд ։) Уо Уо
»1 '3

г = 0,1, и сумму

֊/р(0)А(1Ж0,1)+Л(О)Д (0)р(0,0) - /Р(1)/,(0)р(1, о)+/,(1)А (1)р(1,1).

Из интегрируемости функции р(4,в) по Риману и линейности функций /р(*) и 

/д(з) на отрезках и а|*\ соответственно, а также из замечнаия 2 следует, 

что эти интегральные суммы имеют пределы при А(Тх), А(Т2) —♦ 0. Из существо­

вания интегралов (5) следует существование интеграла (3).

Следующие утверждения доказаны в работе [2].

Лемма 1. ([2], стр. 296) Пусть пи։ такие, что п = 2т+4,1 < к < 2т, 0 < ։ < п. 

Тогда
’ 2ао, + ах,- = |во։>

ау-х,4 + 4ау< + ау+х։,- = у бу,, ) = 1,..., 24 - 1,
* | азк-1,4 + За2ь,։- + а2к+х,; = |б2*,4,

ау-х,,- + 4а,ч + ау+х,,- = |йу,-, ) = 2к +1,п — 1, 

> °п—1,» + 2ап։ = 7^п։, 

где

«։/ = •^п(<։,*х), 6 = 2 т = 1^]

Положим а = 1о£(2 + у/3).

Теорема В. ([2], стр. 298) Если п = 2т + к, 1 < к < 2™, т > 0, то

оу = ч/3 2т+Ч(֊1),+^и.
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где

7П1 = sinh ап 4- sinh а(п — 2i) cosh a2fe,

’ 2coshamin(»,j)[coshamin(n —*‘,n —j)+ 

+ sinh a(n — 2fc) sinh a min(2b — »', 2k — j)] 

cosh a min(n — i, n — j)[cosh a min(i, j)+
+ cosh a2fc cosh a min(t — 2k, j — 2fc)]

2 cosh a min(t, j) cosh a min(n — », n — j)
. для », j таких, что min(t, j) < 2k — 1 <

для։՜, j < 2k — 1, 

для »’, j > 2k, 

max(։,j).

Лемма 2. ([2], стр. 301) Пусть n > 2, n = 2m + к, 1 < к < 2m. Тогда

|ад «)1 < Спе-оп|<-* V2 (6)

для любых I, 8 6 [0,1].

Здесь и в дальнейшем через С мы обозначаем абсолютные постоянные (не 

обязательно одинаковые в различных случаях).

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 1. Из замечания 2 следует, что интеграл

1= /1К„(*,*о)^о(<) (7)

го

существует, где (*) = $0) ~ 9^о) - Рг(*о)(* ~*о)- Поэтому I = 5п(*о) - £»(*։։)•

Оценим интеграл (7). Для любого е > 0 найдется 6 > 0 такое, что

£Х«о) ֊ е < я^~я^ < + е (8)
։ —*о

при |4—<о | < 6. Поскольку функции системы Франклина непрерывны, то интеграл 

(7) можно представить в виде

I = Д (<о) + Та (<о) + 7з(*о) + Ц^о), (9)

71(*)=/1 Кп(т,*) ^о(т), 1а(«)=Г

Ло+« -/о
/*^0

7з(<)=/ Кп(т,*) ал.(т), /<(*)=/ к„(т,*) ^о(т).
7»о • </»0 —<

Имеем

71(<о) = ^о(1)7Сп(1,*о) - ^о(*0 + №(Й> + 6,*о) - Л Ло(*) <։кп^о). (10)
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Так как для функции имеем, что ^0(<о) = 0 и |^0(»)| < В(*о,р) Для » 6 [0,1],

где В(1о,д) ~ постоянная, зависящая только от »о и д, то

< 2В(*о,$)

1=1 1=(Й+*։-։)/а ■,[‘а+4'1]пЛ5

|КпО»,*о)|+|Х„(»о + «,«о)| I • (И)

Используя (6), из (10) и (11) получим

И1(*о)| < С ВЦ0, д)п2е~ап1^2. (12)

Аналогично

|/а(<о)|<С В(*0,»)пае-“՞*/2. (13)

Для 1з имеем

Jr<o+»
' 1М)^Кп(Мо) =
«о 

т—1
= 1М*о+$).Кп(*о+Мо)- Пт ^0(т։)[^п(л+1,<о)-Кп(п,<о)]-

тах(п - п-1) ֊♦ 0

(И)

Из (8) имеем

(п)I < (6дЦ0) + е)(п - *0), » = 0,1...... т.

Следовательно

уп—-1
52 ^о(п)[^п(п+1,*о) - Д'п(пЛо)] 
«=0

т-1
< (6д(։0) 4֊ е) £ (п - «о)(5» ֊ 5.+1) = 

1=0

(т—2
52 (^+1 ~ п)5,-+1
•=0

(15)

где
т—1

3. = 22 |*п(п+1,*о)֊Мп,*о)Ь * = 0,1......т-1, 5т = 0.
*=1

Используя оценки (см. [2], стр. 301)

Р Уат чат
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для любого п > 0 и t G [0,1] получим

Из (6) и (14) - (16) следует, что

|1»(*о)| < Л/(^(*о) + е) + с B(to,ff)n’e-“՞«/3. (17)

Аналогично для Д получим оценку (17). Согласно (9), (12), (13)

|SB(t0) ֊ Dff(to)| < M(6g(t0) + е) + о(1).

а так как е - произвольное положительное число, то пункт 1) теоремы 1 доказан.

Перейдем к доказательству пункта 2). Тах как функция хО) непрерывна в 

точке Д, то для любого £ > О существует 6 > 0 такое, что

1х(*) - Х(*о) I < е, при |t - *о| < 6. (18)

Аналогично при |t — to| < 6/2 получим оценки

|Ii(t)| < С B(t0, д)пЧ~ап1'4, |I2(t)| < С В(1ь,д)пЧ֊т114. (19)

Оценим интеграл 1з. Из замечания 2 имеем

т—1
73(t)= , Нт п£Кп(п,*)[^о(л+1)-^а(п)], (20)

шах(п - п-1) 0 i=0

а из (18) следует, что

1К(п+1) - К(п)| < e(n+i - п).

Но ак как функции Лебега для системы Франклина равномерно ограничены (см. 

[1], стр. 229), т.е.

»1
шах / |Xn(i, e)| de < С, п = 1,2,..., 

<e[o,i] Jo
(21)

то из (20) следует, что

т-1
|1з(*)|<е Нт V 

max(n - n-i) ֊* 0 i=0
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Г1
<е вир / \Кп(т,х)\ dr < еС. (22)

•«to.il Jo•кн

Аналогично получим |Д(*)| < еС, при |t - t0| < 6/2. Таким образом, из оценок.

(19) и (22) получим

|Sn (*) ֊ х(*о) I <еС + о(1) при |t -10| < 6/2,

где о(1) сходится к нулю при п —» оо равномерно по t 6 (*о - 6/2, t0 + 6/2). Этим 

завершается доказательство теоремы 1.

Доказательство теоремы 2. Пусть

«) = ») - в(хо, Уо) - DgÇxo,yo)(t - х0)(в - у0).

Поскольку функции системы Франклина непрерывны и имеют ограниченные 

вариации, то из замечний 2 и 3 следует

5n,m(®tbJ/o) •Од(®о<Уо)— [ [ J^n,m(®0> У0>^։ s) dl/>Xo^oÇt, в) — 

Jo Jo

= Л(։о> Уо) + Л(®01 Уо) + J&(xo, Уо) 4- Jt(xo, Уо)> (23)

где

КП.т(в,У,։,в) = КпЦ,х)Кт(в,у), 

= [ [ ХП1т(х,У,*,»)

Л(«>у)= / / Кп,т(.х,у,г,в)Лф,.о1а(1,в),
Jo Jy0

•7з(®,у)= / / Кп,т(х,у,։,а) ^хо,о(*>»)>

Уг0 •'о
Г*о ГУо

Л(г,у)= / / Кп,т(х,у,։,а) ЛфхвЯо(։,8).
Jo Jo

Для любого £ > 0 найдется 6 = 5(е) > 0 такое, что при тах(|А1|, |Л2|) < 6

Од(х0, уо) ֊ £ < < Йд^уо) + £. (24)
Л1Л2

Из замечания 3 имеем

k k
Л(։о,Уо) = Ira о ^252Кп>т(хо,Уй,П,»>)х 

лръР» i=i у=1
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X [^«о»о(п, 4) + ^Хо»о(П-1, »/-1) - ^хо»о(п> в/-1) - ^«о»о(П-1, «у)] , (25)

где (Т1,Та) - разбиение квадрата [0,I]2 точками Хо = тъ<п<,"<П = 1, 

Уо = во < в1 < • • • < в* = 1. Без ограничения общности можем предполагать, 

что (хо + 6, уо + 6) - также точка разбиения, т.е. существуют ։0 и jo такие, что 

х0 + 6 = п0 > Уо + 6 = ву0. Интегральную сумму в (25) разобьем на интегральные 

суммы по прямоугольникам [х0,х0 + 5] х [у0 + 5,1], [х0 + 5,1] х [1/о,1/о + 5], 

[։о,хо + 5] х [уо.Уо + 5], [х0 + 5,1] х [у0 + 5,1]. Положим ац =

с,- = Кп(т1,х0), Ъ] = Кт(в7-,уо) и применим преобразование (4) к интегральной 

сумме по праямоугольнику [хо, Хо + 5] х [у0 + 6,1]. Получим

52 52 СЧ = 52 52 “ Ь1)(с<+1 - с։) + со 52 ««(*/+1 - Ь;)+

։=1 У=>о+1 »’=01=зо ]=1о

<0—1 «о-1 4-1
+*Л 52 ®(/о(®<+1 - *=») - Ьк 52 а«*(С«+1 ~ С‘) - *0 52 а«оЯЬ/+1 “ М+ 

.•=0 .-=0 /=/„

+СоЬ/оаО/0 + С<05*а<0* — С,06;оа1аЛо ~ ^0^1001, (28)

С,у = с,Ь;(а։у + а,_1у_1 — а>у-х - <Ч-1у).

Для (I, в) 6 [О, I]2 имеем |^воЖо(<, в)| < В{д, хо, уо). Следовательно

<о—1 *-1
52 52 “ 61)(с։+1 ~ *)

<=о >=/0

<СВ(д, Хо,Уо). г , г,-^п(*,։о) е Г„ , X 1т-^п»(в, Ро)- 
։ € [Хо, Хо + д] з е [ро + 5,1]

Используя оценку (6) и линейность Кп(1, хо) и Кт(в, ро) на и Дут\ получим

А < С В(д, хо, уо)т2п£~ат1^2.

Оценивая аналогично остальные суммы правой части равенства (26), получим

<о к

Е 2
•=1 ^=^о+1

< С В(д, хо, и։)[пЛи-вт,'а + п2те-оп*/2]. (27)

Аналогично получим оценку (27) для интегральных сумм по прямоугольникам 

[х0 + 5,1] х [ро, уо + 5] и [х0 + 5,1] х [у0 + 5,1]. Теперь докажем оценку для 

интегральных сумм по прямоугольнику [хо, хо + 5] х [уо, Уо + 5]. Положим

Ац = ^хоЯоСп. + ^хо»о(Л), во) - ^хо»о(тЪ| ч) - ^хоГо(тг, во),
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» = 0,1...... *о +1> У = 0,1,.... зо + 1. Так как

<0 /о <0 Зв
52 с‘3 = 52 52 ^ьз (^ + Л-и-1 - А^-1 - Л֊1 л), 

,=1 3=1 <=х3=1

то применяя преобразование (4), пол у им

5252с<>= 52 52 А{з(ьз+1 - ьз)(я+1 - <ч) -<ч0 52 лн/(ь/+1 - ьз)~ 

{=13=1 «=0 3=0 3=о

Ь-1
~ЬЗв 52 Л</в(с<+1 ֊ С,) ֊ • (28)

1=0

Из (24) следует, что

И«1 < (йд(х0, Уо) + е)(я - х0)(в/ - уо).

Используя оценку (6) и аналогично (15) и (16) оценивая правую часть равенства

(28), получим 

• о Зв

1=1 3=1
< М2(М*0, Уо) + е) + с В(д, х0, уо)[т3пе-“тЛ/3 + п3те-“",'а].

Следовательно (см. (25) и (27))

IЛ(®о, Уо)I < М3(М։о, Уо) + е) + С В(д, х0, y0)[mane ат1/2 + п3те~т,/3]. (29)

Для Ji, i =2,3,4, можем получить ту же оценку (29). Из (23) и (29) следует, что 

iSn.mfco, Уо) - Вд(хо, Уо)| < М3(6д(х0, уо) + с) + «К1)»

где о(1) сходится к нулю для каждого д > 1 при п —» оо, т —» оо и 1/д < п/т < д.

Таким образом, пункт 1) теоремы 2 доказан.

Что касается пункта 2), то заметим, что для любого Е > 0 существует 8 > О

такое, что

g(». У) ~ g(»i. У) - У(», У1) + У(»1,Ух) 
(։-Х1)(у-ух)

-Dg{xo,yo) <е, (30)

при |z — ®о| < 6, |®х — хо| < S, |yi — уо| < 6, |у — уо| < 6. Принимая во внимание 

непрерывность и ограниченность вариаций функций ситемы Франклина, а также 

замечания 2 и 3, имеем

Sn,m(x, у) - Dg(x0, уо) = [ [ 

Jo Jo
Kn,m{x,y,t,s) d^0{t,a)
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= Л(»> V) + /»(*» V) 4- 1з(х, у) + Л(х, у). (31)

Оценим интеграл Л при |х — х0| < 6/2 и |у — уо| < 6/2. Из замечния 3 имеем 

к к
Л(®, V) = Нт о 5352 #п,т(®, V, П, «;)х

»(ТЬ)-О <=1 }=1

х [^о»о(п, «>) + ^хо»о(п֊1, *>-1) ֊ 1^о>о(п, */-1) - 0«о»о(^-1. «/)], (32)

где (71,Та) - разбиение квадрата [О,I]2 точками х0 = т0 < п < < п = 1,

Ро = во < в1 < • • • < в* = 1. Без ограничения общности можем предполагать, что 

(хо4-б, 1/0+5) тоже является точкой разбиения, т.е сдуществуют ։0 и /о такие, что 

хо + 6 = Т1в, уо + 6 = в]„. Интегральную сумму в (32) разобьем на интегральные 

суммы по прчямоугольникам [х0, ®о + Л] х [уо 4- 6,1], [х0 + 6,1] х [уо, Уо + 6], 

7[х0, х04-6] х [ро, уо4-6], [хо-Ьб, 1] х [уо4-б, 1]. Полжим с,- = Кп(г„ х), 6,- = Кт(в;, у) 

и оценим интегральную сумму по квадрату С) = [хо, хо 4- б] х [уо, уо 4՜ б]. Из (30)

|ау 4- Oi-ij-i — Gij-i — o»-ij| < £(*ï — 'П-1)(ву — «j-i),

i = 1,»o4-1, j = 1,...» Jo4-1. Поэтому, для интегральной суммы по Q получим

К = lira

Используя (21), можем написать

К <еС. (33)

Применяя доказательство пункта 1) для модулей интегральных сумм по квадра­

там [х0, хо 4- б] х [уо 4- б, 1], [х0 4- б, 1] х [уо, уо 4- б] и [х0 4- б, 1] х [ро 4- б, 1], получим 

верхнюю оценку (27). Но из этих оценок и (32), (33) следует, что

|Л(х, у)| < еС 4- С В(д, х0, yo)[m^ne՜։։m,^4 4- п2те՜“”^4]. (34)

Аналогично можно получить опенку (34) для Л(х, р), » = 2,3,4, |х — х0| < 6/2, 

|у — Уо | < 6/2. Из (31) и (34) следует, что

|5n,m(։, у) - Dy(xo, Уо)| < еС 4- о(1), 
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где о(1) равномерно по (х, у) € (хо — 6/2, *о + 5/2) х (уо — 5/2, уо + 5/2) сходится 

х нулю для любого д > 1, при п —♦ оо, т —» оо и 1/р < п/т < р. Теорема 2 

доказана.

Для двоично-иррациональных точек х0 Е [0,1] обозначим через ЕХо предель­

ные точки последовательности 5П = (2п®о), где (4) - дробная часть числа 4, а 

для двоично-рациональных точек хо 6 [0,1] Положим ЕЯя = {0,1). Обозначим

Oij =
«n(*) = Г°ХП(М)<Ь, 

Jo

а(х0) = Пт Яп(*), а(х0) = lim Rn(t).

тт Л*) - т т + 1Полуинтервалы = 1^-, 

ранга к > 0. При этом = [0,1].

будем называть двоичными интервалами

Лемма 3. Для любого у0 £ [0,1] множество Е = {х Е [0,1] : у0 Е Ех} измеримо 

и mes Е = 1.

Доказательство. Для фиксированного уо обозначим через №\уо) объединение 

тех двоичных интервалов ранга к, замыканию которых принадлежит у0 (при 

фиксированном к таких интервалов не более чем два). Легко видеть, что

СЮ сю
[0,1] \ Е = и и В?, В? = {х £ [0,1]: (2*х) £ 2™(у0) для I > п}.

*=1п=0

аш
Но так как В£ = 0 (-В? © М> где 5; - двоично-рациональные числа вида */2”, 

1=0
0 < » < 2” (об определении ® см. [1], стр. 168), то для доказательства леммы

достаточно показать, что множество В* измеримо и тез В% = 0.
Пусть х = Ё 

n=0 z
- двоичное разложение числа х Е [0,1], причем для

двоично-рациональных чисел будем рассматривать только те разложения,для 

которых начиная с некоторого номера по все хп равны нулю. Исключением будет

число 1. Скажем, что двоичный вектор Ртх = (хо, •••, ®т-1) содержит двоичный 

вектор Р’у = (уо,—,У.-1), где у 

по + » < т, хПо^.у = у^, 3 — 0,1,

сю 
£ 

п=0

Уп 
2п+1 , если существует по такое, что

— 1. Пусть А^, * - множество тех точек

х Е [0,1], для которых вектор Ртх не содержит вектор Р*уо. Если уо - двоично­

рациональное число, то — множество тех точек х Е [0,1], для которых вектор
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-.»1-1).глеУо= Êo2^îРтх не содержит вектор Р‘у0 = (Уо> и все у„ равны 1,

начиная с некоторого номера. Множества А‘т к, i = 1,2 являются объединениями 

двоичных интервалов ранга т. Так как

äJ, = {։ е [о, 1] : (2'х) £ 1^к\уо) при 0 < / < т} =

(-^т+к-1,к ПРИ двоично-иррациональных Уо,
I -^т+*-1 к п <+*-1 к при двоично-рациональных Уо, 

ОО
и Вк = П Я^, то Я*, и Вк измеримы. 

т=3к .
Обозначим через Л^ ։ множество тех векторов Ртх, которые не содержат 

вектор Ркуо, а через |Л| - мощность множества А. Нетрудно убедиться в 

справедливости следующих рекуррентных соотношений :

|^+1.к | = 2 |^m,k1 - | (^n-k+1,4 X П | ,

|(-^m-k+l,fc x n-^i»,k| = |4n»-k+l,k| “

֊Е|(^֊ь -ii+l.tх{1фй-k+l,k| I 

iei

где y> - вектор размерности tj, kj < к такой, что вектор (у’,Рк-гУо) содержит 

вектор Ркуо, I - множество тех индексов », для которых вектор у* не может 

быть представлен как (я, 7), где я - вектор. Так как из определения у1, i G I 

следует, что fc,- / fcj, » / j, i,j G I, то из рекуррентных соотношений и из mes 

^.k = l^m.k | 2-m> лт+1,к С л^ к следует, что

lim 2՜* mes Л^,_к+11 < JV«-* lim mes Л^_4_4{+11.

iEl

Следовательно lim mes Л1 k = 0. A из 
m—*oo »

B°t = П я^, etc Ai.+fc_liJk 
m=3i

следует, что mes Bk = lim mes Я^, = 0. 
m—»oo

Лемма 4. В каждой точке z0 € (0,1) имеют место оценки

2(3 + л/3)
- 3>/3 + 4

12 ’
< a(z0) <14

275 

з(з + 7з)’
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причем почти всюду

, ч Уз . 27з

“<’"> = “ *°) = 1 + з(з+73)'

Замечание 4. Из леммы 4 следует, что для почти всех «о верхние и нижние пре­

делы а(։о) и а(®о) частичных сумм ряда Фурье-Франклина характеристической 

функции <р(х) отрезка [0, ®о] расположены ассиметрично относительно прямой 

у = 1/2. Для рядов Фурье и Фурье-Уолша функции <р(х) имеет место симметрия 

(см. [5], стр. 123 и [4], [И]).

Доказательство леммы 4. Пусть точка х0 фиксирована, тогда для любого 

п существуют »о = «о(») и Д, е [0,1] такие, что х0 € = [*|0-1,4.-0]

и хо = + (1 — Д»)Ч>- Из линейности Кп(^,л) на отрезках д("^ при

фиксированном } имеем

= Е /, , *) Л + Г Кп(^, 4) Л =

= (х0 — 4< *о) | д(п) ^п(^У»'-1) + Кп(^-,4,-) _

<0^1 Д(П) д(п)
= Е + + С1 “ + (1 “ Дп)аЛ<в1-

1=1

а) Если >о < 2Ь։1X5 и3 леммы 1 имеем

= Е 2^+2 + ал) + 2т+а К°1.«0-1 + °Л1о) + Д»(а/Л-1 - ®/,<о)1 =

= 2^+5՜ (а>° + 2оУ1 + • •' + 2°1,<о-а + а/.<о-1) + х

«о-1 !
х[(а/,«о-1 + а1,«о)+^п(ау,.о-1 ֊<։/,.•□)] = Е 6Ч + ё^+з (Г1(Л)^Л-1 + *^(А»)«/։*о1 > 

4=0
(35)

где
2 1Г1(Д) = -֊ + (1-^), га(^) = ~4֊(1֊^)2.
□ о

б) Если »о > 2^Ь + 1, то из леммы 1 имеем

-КлС*/) = Е 2^+2 + а^) + ' 2«п+1 Л(^.<0-1 + °1,|'о) + А>(°/1<0-1 “ а1.<о)1+
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•о՞՜! "1
+ 52 дамтС“/.'՜1 + = 52 + От+Т [г1(Д>)о/Л-1 + ’■з(Д»)®М»] ■ (36)

.=2*+1 1=0

1
Из У Хп(4,в) ей = 1 и оценки (6) следует, что Яп(4) равномерно сходится вне 

о
любой окрестности точки хо- Следовательно

а(։о) = Inn max Rn(t), а(ло) = Ит min Rn(t).

Из теоремы В следует, что при j < io, |aioj| возрастает, когда j возрастает; при 

J > *о> |°i0JI убывает, когда j возрастает; a,D_ij и а<0|у имеют противоположные 

знаки; выражение а^’*°՜-1 зависит от ։0 и не зависит от j при j > i0 и при 
®/,<о

j < »о — 1. Так как Rn(t) является ломаной из п звеньев и узлов в точках t,-, то 

из вышеизложенного и из (35), (36) следует, что для Яп(<) точки максимума и 

минимума находятся в множестве Л/о>^о+1}-

Положим
Р1(^) = ^-։в[гз(^)-е“г1(«], 

О
./оW, ь) = ^е-2“[га(/7)(3 - е՜2“4) - е“г1()9)(3 - e֊2«*֊2«)],

Qi(0, d) = ^е-3“[п(Д)(3 + e-2“d+2“) - е“г2(0)(3 + е֊2“*)],

Р(/3) = max (РХ(Д), Р2(Р, 6), —е®Рх(0), -е“Р2(Д Ь)), 
ич.£> voo

P^) = mm (Рх(/?)> Ра(Д, Ь), ֊евРх(0), -е“Р2(Д 6)), 
ичОчоо

Ш) = max (Qi(P,d),—eaQi(P,d)), Q(P) = min (Qx(/?,d),֊e“Qx(0,d)). 
Iva^oo lva<oo

Найдем предельные точки последовательностей {Pn(Aj)}> J = ‘0—2, »о—1> »o> »o+l- 

Если послеовательность Рп,(*/) сходится, то без ограничения общности можем 

предполагать, что последовательность /3Пг тоже сходится.

а) Если »о < 2кр — 1 и /3Пг —♦ Р, р G ЕХо, то из теоремы В и (35) имеем

al)

°«o,io-2 = \^7п2т+2 cosh а(։'о — 2)[cosh a(n — io) + sinh a(n — 2fc) einha(2fc — io)],

“io-i.io-a = -Т37п2т+2 cosha(io - 2)x 

x [cosh a(n — i0 + 1) + sinh a(n — 2k) sinh a(2fc — io + 1)],
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1 г

Яп,(*.0-з) = 1 + ^7п, соаИ а(»о - 2)х

х {г3(Д.,)[«»Ьа(пр - »о) + в1пЬа(пр - 2*р)вщЬа(2йр - ։0)]-

- п(Д«,)[со8Ь“(п։> - »о + 1) + мпЬа(пр - 2кр)ашЬа(2Ьр - ։0 +1)]} = 1+

^7п>е«(<о-։)е«(п»-՜») {га(А,,)[3 - е°(а1<>-“>) _ е<*(«Ь-з«,)]_

֊ пОМНЗ - е“«3*"֊4*»֊3) - е»(4*,-ап,)]} = 1 + ^7п>е-3ае<т,х

х {г3(&,)[3 - с֊2“*’ - е՜3“'’] - пСЛ^е’р - е֊3“'’ - е֊3^֊3«]} + о(1),

где

Ьр = 2£р-»о, ср = пр — 2кр, Пр = 2՞*’ +кр, 1<Ьр<2т».

Так как Ър +Ср = Пр — 1о —♦ оо, при пр —♦ оо, то без ограничения общности можем 

предполагать, что Ьр —♦ оо или Ср —♦ оо, а 6р остается постоянной. Предельные 

точки последовательности Япг(^0-2) имеют следующий вид :

Г1 + |Р1(Д), если Ьр -» оо,
11 + Р3(0, Ь), если Ср -+ оо, Ьр = Ь = 1,2,...

В остальных случаях получим

а2) Для последовательности

•Уз
■^,(*<0-1) = 1 + 2^-7п,е-“е“п’х 

О

X [֊г»(Д»,)(3 ֊ е՜3“*’ ֊ е՜3“®*) + г1(Д.,)е“(3 - е՜3“’ - е֊3“Ь֊3а)] + о(1)

предельными точками являются

( 1 — |еаР1(/3), если Ър —» оо, 

11 — еаР3(0, Ь), если Ср —» оо, Ър = Ь.

аЗ) Для последовательности

Яп,(*.о) = ^7п,е֊“е“^(3 - е֊3“Ь _ - п(Д.,)] + о(1) 

предельными точками являются

Г —eaQl{P, оо), если Ьр —»оо,
1 —1(3 — оо), если Ср —♦ оо, Ьр = Ь.
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а4) Для последовательности

Яп,(*<о+1) = ^7п,е-аае“”’(3 ֊ е֊2“‘’+2а _ е֊*"*)(п(Д.,) - е“г2(Д.,)] + о(1)

предельными точками являются

С1()5, оо), если Ьр —» оо,
|(3 - е-а°‘+2о,)<31(Д, оо), если с, — оо, Ър = Ъ.

б) Если »о > 2^р + 2 и Рп, —♦ Р, Р € ЕХа, то из теоремы В и (36) имеем

61)

-/5՜
ЯпД^-а) = 1 + 2Г7п,е-2“е“"’(3+е-2“<,'+4“+е-2“ь)[г2(Д1,)-еаг1(Д։,)]+0(1), 

О

где

др = 24р, Рр = »о — 2кр, Пр = 2т» + кр, 1<кр < 2т’.

Так как Рр + др = *о —♦ оо, при Пр —♦ оо, то без ограничения общности можем 

предполагать, что Рр —+ оо или др —» оо, а Рр остается постоянной. Предельные 

точки последовательности Яп,(*։о-з) имеют вид

1 + |А(£). если Рр -♦ оо,
14֊ |(3 + е֊2в<։+4“)Р1(/3), если -♦ оо, Рр = Л = 2,3,...

62) Для последовательности

ЯпД<.0_1)==1+^7п,е-оеоп'(3 + е-2“‘։’+2“ + е֊2^)[г1(^,)ев-г2(Д։,)] + 0(1)

О

предельными точками являются

Г 1 - |Р1(0), если йр -» оо,
11 ֊ 1(3 + е-2а*+2а)Р1(Р), если 9р — оо, йр = <1.

63) Для последовательности

Лп,(^о)= ^7п,е-“е“"’х 
о

х[֊(3 + е~2аЛ^2а + е-2а’0’*1(Д>,) + (3 + е՜2“^ + е-2а^аг2(рПг)] + о(1)

предельными точками являются Ь

—е“ф1(Д, оо), если Рр —юо,

—е“01(Д, Р), если др —► оо, Рр = Р.
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64) Для последовательности

./5Яп,(*<о+1) = ^7п,е-а“е“"»х 
О

х[(3 + е֊а“*+а» + е֊ав»0г1(Д.,) ֊ (3 + е֊2“^ + + о(1)

предельными точками являются

( Ql(JЗ,oo), если Лр —♦ оо,
I 31(Д если 9Г -*оо, ар = Л.

в) Если «о = 2ЬР +1, то из теоремы В и (36) следует, что

в1) Для последовательности

Яп,(*<0֊2) = 1 + ^7п,е֊2“еоп’[г9(Д։.) - е“^»,)] + о(1)

предельными точками являются 1 +

в2) Для последовательности

= 1 + ^е-’Н^^е“ - г3(Д,,)] + о(1)

предельными точками являются 1 — е“Р1(/?).

вЗ) Для последовательности

•к/ЧЯпЛо) = ^7п,е-“[(3 + е֊2“)г2(Д1,)е“ - 4^,)] + о(1)

предельными точками являются —taQ\{P, 1).

в4) Для последовательности

./зЛп,(*<о+1) = ^7п,е-2“е°”4-(3 + е-2“)г2(Д։,)е“ + 4п(Д.,)] + о(1)

предельными точками являются Q■լ{P, 1).

г) Если »о — 2кр, то из теоремы В и (35) следует, что

г1) Для последовательности

Лп,(*.о-а) = 1 + ֊г7п,г-а“г“п’[2г2(Д.,) ֊ евГ1(Д,,)(3 - е՜2»)] + о(1)
О

предельными точками являются 1 + Рз(^, 0).
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г2) Для последовательности

./чЯп,(Ч>-1) = 1 + ^7п,е-ае“п’[֊2’'з(^,) + е“г1(Д.,)(3 - е֊3“)] + о(1)

предельными точками являются 1 — е“Р2(/?, 0).

гЗ) Для последовательности

= ^пг'-а'т’Ы0п,)'а -п(М + о(1) 

предельными точками являются — |е“^1(^> оо).

г4) Для последовательности

./оЯп,(*М.1) = ^7п,е-2“Сот'[-гз(^,)ев + п(Д,,)] + о(1)

предельными точками являются оо).

Уравнения

РХ(Д) ֊ Р1(0, 0) = о, Рх(0) = 0, е“Р1(Д) + Р2(0, 0) = 0,

Р3(0, 0) = 0, Рх 0?) + е“Р2(£, 0) = 0,

<?1(Д1) = 0, «1(^1) + е“д1(^,оо) = 0, <?1(Доо) = 0,

<Ы0, 1) - <21 (Д оо) = 0, еаС)х(Р, 1) 4֊ <21(Д оо) = 0

имеют единственные решения в интервале (0,1), которые мы обозначим через 

А1,...,Аз, Р1,...,Дз соответственно. Обозначим через Ав, А?, Вв, Вт точки мак­

симумов —еаР1(р), — е“Р2(Д0), С^Р,!), (}1(Р, оо). Ясно, что

Аг < Аб < — < А< < Аз < А2 < А1, А< < Аз < А2, 
Л

В1 < Вз < Вз < — < В^ < Ве < Вт, Вх < Вз < В3.
Л!

Убедимся, что
[ -е“А(0), 

Р(^) = < Р2(Д0), 

И1(Я 

(А(Д), 

Р(/9)=< -евР2(Д0), 
( -е“Р1()9),

когда Р е [0, Аз], 
когда Р € [Аз,Ах], 
когда Р £ [А1,1],

когда Р € [0, Аз], 
когда р е [Аз, А։], 
когда Р 6 [Ах, 1],

(37)
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0(0) =

01(0,1).
С)1(Р, оо).

когда Р е [0, В2],
когда Р Е [В2, В4], 
когда р 6 [В4, 1],

О1(0,оо),
< -е-РхОМ), 

, -е^ДВ.оо),

когда Р Е [О, В8],
когда р Е [В8,В4], 
когда Р Е [В4,1].

(38)

Для этого покажем, что имеют место неравенства

Рз(М)<Р2(0,О), 0Е[Л4,1], 6 = 0,1......  (39)

Рз(^,0)<Р1(Я 0е[Аъ1], (40)

Р1(0)<*(0.О), ££[0,^], (41)

Р1(0) < Р։(0, Ь), Дб[0,Ая], 6 = 0,1......  (42)

Ql(PЛ)<QЛP,^<MP,<x>\ 0е[в4,1], <1=1,2,..., (43)

О1(0,«>)<О1(0,<*)< 01(0,1), 0€[О,В4], <1 = 1,2,.... (44)
I ,

Так как Р2(Л4,0) > Ря(Л4,6), Ря(1,0) > Р2(1,6) и коэффициент главного 

члена трехчлена Р2(0, 0) — Р2(0, 6) отрицателен, то выполняется (39). Уравнение 

Р2(0,О) — Р1(0) = 0 имеет единственное решение в интервале (0,1). Поэтому, 

из Ря(1,0) < Рг(1) следуют неравенства (40) и (41). Неравенство (42) следует 

из неравенства Рх(0) < Ря(0,6), Рх(Ля) < Ря(А2,6) и из неотрицательности 

коэффициента главного члена трехчлена Р2(0,6) — Р1(0). Неравенства (43) и (44) 

следуют из

01(1,1) < (1, <1) < <?х(1, оо), ^(0, оо) < <№, <1) < «1(0,1)

и из того, что уравнение <21(Р, <11) — С^(Р, <12) = 0, <11 / <12 имеет единственное 

решение В4 в интервале (0,1).

Из (35), (36) и а1) - г4) следует, что

а(л0) = тах тах[1 + Р(^), ^)], а(х0) = тт тт[1 + Р(^), £(£)].

Так как

Ж =д(0) < ж =- -1։
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то имеем

“(®о) = 1 + тах Р(£), а(х0) = шт ()(Р). (45)
р€лж0

Из определения следует, что ЕХо содержит левые и правые точки от 1/2. С учетом 

того, что Р(1/2) < Р(Р), при р е [0,1/2], $(1/2) > $(£), при р е [1/2,1], и из 

(37), (38), (45) следует, что

1 + Р(1/2) < а(хо) < 1 + Р(Л6), $(В7) < а(х0) < $(1/2),

причем

Л6 =
е° + 1’ В7 =

е°
1 + е“’ (46)

?(1/2) = ֊. Р(Лб) =
275 

з(з + 75)’

$(1/2) = 3^+4
$(в7) = -

3

Согласно лемме 3

тез {4 Е [0,1]: В7 6 Е^ — 1, тез {4 £ [0,1]: Лб Е = 1.

Следовательно, из (45) и (46), для почти всех х0 имеем а(х0) = 1 + Р(А6) и 

а(х0) = $(В7).

Доказательство теоремы 4. Пусть функция /(х) имеет неустранимый разрыв
•• ' 1

первого рода в точке х0 и /(хд + 0) = <41, /(хд — 0) = <4з, а у>(х) - характеристи­

ческая функция отрезка [0, х0]. Тогда функция /(х) = /(х) - у>(х)(<42 - <41) имеет 

устранимый разрыв в точке хд, и согласно пункту 2) теоремы 1 ряд Фурье- 

Франклина функции /(х) равномерно сходится к нулю в точке хд. Следовательно

Нт 5п(/,х) =
(<42 — <41)а(х0) + <41,
(<4з — <41)а(хо) + <41,

если <42 > <41, 

если <42 < <41,
(47)

Ит £>(/,х) =
(<4а - <41)а(х0) + <41, 

(<4з — <41)а(хд) + <41,
если <42 < <41,

если <42 > <41,
(48)

где 5П(/, х) - п-ая частичная сумма ряда Фурье-Франклина функции /(х). Из 

определения функции Гиббса (см. определение 4) и из (47), (48) следует, что

С(хо) = шах(2а(х0) — 1, -2а(хо) + 1). (49)
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Из (49) и леммы 4 следует утверждение теоремы 3.

Автор выражает благодарность профессору Г. Г. Геворкяну за постоянное 

внимание к работе.

ABSTRACT. The paper contains theorems on convergence and uniform 
convergence at a point for simple Franklin series, as well as A-convergence 
and uniform A-convergence at a point for double Franklin series. The 
results are applied to the study of Gibbs phenomenon for Franklin system.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ СЕГЕ

А. А. Вагаршакян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 31, № 1, 1996

В статье представлено новое обобщение теоремы Г.Сегё о полноте си­
стемы {е‘п'}^_0 в весовом пространстве, обобщающем хорошо извест­
ное пространство Жеврея.

В статье обобщается теорема Г.Сегё о полноте системы {е,пг}“_0 в весовом 

пространстве Подобное обобщение теоремы Сегё ранее было предложено

Н. Г. Макаровым [1] и автором [2].

Пусть ,7в(йд) - пространство бесконечно дифференцируемых 2я-периодических 

функций /(л), удовлетворяющих условию
, _ , . 2 ч 1/211/11лс*) = ֊(^ ^(Х)) <о°՛

где а > 0. В случае, когда Лр -мера Лебега, пространство ./„(Ав) фактически 

совпадает с хорошо известным пространством Жеврея. Найдены условия на </р, 

при которых система {е1ПГ}^=0 полна в

В данной статье мы исследуем также задачу полноты системы {е,А։}д>о в про­

странстве ,7а((/д,К.1). Класс ^о(с/р,К1) состоит из бесконечно дифференцируе­

мых функций /(։), —оо < х < +оо таких, что
СТ’*-

Оказывается, что для полноты системы {е<Аг}д>о в пространстве К-1) на 

меру Лц следует наложить существенно разные условия в окрестности конечной 

и бесконечно удаленной точки.

1. В дальнейшем мы воспользуемся следующим обобщением неравенства

Гарнака.
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Лемма 1. Пусть u(x) -неотрицательная гармоническая функция, определенная 

в единичном круге. Тогда для любых точек х0, »1, |яу| < 1, j = 0,1, удовлетво­

ряющих условию
l*l֊*b|<^, 

ЛЯ

имеет место неравенство

и(*1) < 12«(«о).

Лемма 2. Пусть Е С 9D ֊ некоторое множество, хаусдорфовы меры Мо которой 

положительны (см. [3]) : М„(Е) >0, 0 < a < 1, и пусть

Пл = |л: 0 < 1 - Ы < A #֊' (֊, 1?) j ,

где d(w, Е) = inf։6£ |я — ш|, а А - постоянная. Тогда существует аналитическая

в единичном круге функция F(z), обладающая следующими свойствами :

1. F(0) = е,
2. 1 < |F(x)| < exp } > 1*1 < 1> Ь - постоянная,

3. для любого е > 0 число А > 0 можно подобрать настолько малым, чтобы 

имело место неравенство

|Г(л)|<е‘, яеПл.

Доказательство. По теореме О. Фростмана существует вероятностная мера dX, 

сосредоточенная в Е (т. е. suppA С Е) такая, что для любой дуги А С &D имеет 

место неравенство

А(Д)<С|АП (2)

где С > 0 -постоянная, не зависящая от длины |Д| дуги А. Обозначим 

Г(я) = ехр(/ £±1^«)}, |*| <1.
I Jav С - * J

В силу неравенства (2), всюду в единичном круге имеет место оценка

l^lFWISexpfb.Cl-M)’-1}.

Для х 6 &D обозначим

Ct(*) = {w : |w - z\ < t, w е ВТ)}.
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Тогда для любой точки я 6 Т> и Од имеем

Из этой опенки следует третье утверждение леммы.

Лемма 3. Пусть }(я) - аналитическая в единичном круге функция, удовлетво­

ряющая неравенству |/(я)| > 1. Тогда для любых 0 < р < 1 и натурального п 

имеет место неравенство

дхп \1-Р/

Доказательство. По теореме Коши

1/п)(*)1< 2֊—-) п! тах |/(ш)|
1-Р/ |«-»|<т£

В силу леммы 1 имеем

о \пI֊) »'1'“'

Очевидно

Следовательно, лемма верна при п = 1. Предположим, что она верна для всех 

натуральных чисел до п и докажем ее для п + 1- Имеем

= (ОП+1 [А(1")ре։’/<1)(ре«)+

+(ХЙ) 4֊ 2А^)(ре"У^2\ре{‘) + ... + 4")(ре։’)"+1/<п+1)(ре")] ,
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У/(ре") =_ 
дхп

= (»)" [4‘>,ж/<1 )(/*") + 4’)(ре")а/(2)(ре<’) + ... + 4<п)(ре")п/<п\ре")] .

Следовательно
А(։”+1) = 4-1 + кА^\ к = 1,2,.... п +1, 

где = 0, 4+1 = °֊ Очевидно

(3)

У/(Р^) 
дхп

Обозначая
С„ = ^А$Г)*! 

4=1

и учитывая (3), можем написать

л+1 л+1
Сп+1 = £ 4"+1)Ь! = £(4"Л + *4°)*։ < 2(п+ 1)СП| 

4=1 4=1

откуда следует, что Сп < 2”п!.

Теорема 1. Система функций е*пх, п = 0,1,... полна в пространстве Уа(</р), 

где а > 1, если существует множество Е С д!) такое, что Ма(Е) > 0, где 

О < с < 1 и
ИтшГй(а-“’+а)1г=т 1овр(Е<) < О,

где Е/ = и<ев{и1: ш 6 дТ>, |я - ш| < £}.

Доказательство. Пусть I 6 и

/(е,м) = 0, п = 0,1, (4)

Заметим, что функция

М/1

аналитична вне единичной окружности. При |я| > 1 имеем :

*м=' =4' (г2^՝) = 4 £ =’■\ & Л У Л 1 I — ■ — ■ / л
՝ ' X « / п=0
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Мы хотим доказать, что функция Ф(я) обращается в нуль также при |з| < 1. 

Отсюда будет следовать, что (4) имеет место не только для неотрицательных но 

и для всех целых п. Предположим обратное. Не теряя общности можно считать, 

что Ф(0) = /(е<г) ф 0. Заметим, что для любых 0 < р < 1 и натурального п имеет 

место неравенство

н<1,

где •/'’(я) — функция, построенная в лемме 2. Действительно, если обобщенная 

функция I порождается обычной функцией, т. е.

= /еЗДд),

где д(е1г) е Д1(—1Г,г), то условие (4) означает

/(е,вв) = Г у(е<ж)е(пж <1х = 0, п = 0,1.......
2тг У—

Следовательно, функция д(е։г)е_,։ допускает аналитическое продолжения б(я) 

внутрь единичного круга. Заметим, что б(я) 6 Н\. Тем самым, при |я| < 1 имеем 

ф(я) = I (-Д—) = — Г <1х = [ = С(з).
\е‘* — х) 2я,/_<е<ж —я Л® С ~ '

Так как ^п(ря) - аналитическая функция в круге {х : |я| < 1/р], то 

Ф(я)Г*(рз) = С(я)Г"(ря) = ± =
^Т> Ч — *

_ 1 Г
2х е‘* — х \ е.1Я — х )

В общем случае мы аппроксимируем функционал в слабой топологии простран­

ства (<1р) функционалами, порождающимися обычными функциями и удовле­

творяющими условиям (4). Рассмотрим последовательность функций

е-։А1Р(е<х) = е-п-<хГп(ре"). (5)

Докажем, что выбирая р = рп = 1 — п1 п = 1,2,..., получим последователь­

ность функций, стремящихся к нулю по норме пространства Следоааг- 

тельно, Ф(0) = 0. Имеем

1 ат/п1,(е,х) 
(т!)“ дхт

а
р(</х) =
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^1а"(ре<>) 3

т=0

Полагая 1 - р — Аб3՜՞, будем иметь

“ е—2п ( 4о \2т е34*пНЛХ.(-М) * Е ֊2Г (пУ \Е^+

е֊а" / 4р \2т ей^ .
£ 2* К1՜'' (т!)а(»-ПХЕ,)>

где Е{ = П։ев{ш : |ш — ։| < 6, ш е дТ>}. Заметим, что при 1 — р = А 63~а имеем 

р^ е Пл Для £ £ Е«. Далее, можем написать

1 1 X 4.11Л,,|&.«.> <֊ й х®։ Е (г^) + 

п»=0 ' ' ' г'
, 1 ( п , Ъ-п \ /е։ЧА 1 ( 4р \2™+2яеХр(ч 2” + (1 - Ру-о £ (т!)2(“֊1) Ц ֊ р/ “

< ехр |-п(2 - 24е) + | (а + р(Е։)} .

Выбирая (1 — Рп)1^“ = о(п)> получим

С М 1■Ла,“» (-”<2 - м,>+(1-<,я—>)=’■
где 0 < е < 1/12. Из условия теоремы следует, что

ха) < «р {-{(2-„(,е_.^)}< =р {֊(Г^>} •

Следовательно

пИт П/п.дНу.^) = 0.

2. Доказанная в предыдущем пункте теорема имеет континуальный аналог. 

В данном параграфе мы приводим этот аналог. Будем говорить, что бесконечно 

дифференцируемая функция /(г), -оо < х < +оо принадлежит классу Уа(4р), 

если она удовлетворяет условию (1).
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Теорема 2. Система функций {е<Ах}д>0 полна в пространстве о > 1,

если существует компактное множество Е С (—оо, 4֊оо) такое, что Мв(Е) > О, 

где 0 < <г < 1 и
Итяир£<1_’+=М(а“в’)1ояи(Е,) < О, 

«-.о

где Е{ = П։ев{у : |х - у| < 6, у Е (-оо, +оо)}.

Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательству теоремы 1. 

Поэтому мы его не будем приводить.

Теорема 3. Если

цтюр ^((-оо.-ЛМД+оо)) < 
Л ֊.ОО А

то система функций {е<А*}д>о полна в пространстве .7а(фх), а > 1.

Доказательство. Пусть I 6 и /(е,Ах) = 0, А > 0. Обозначим

Е(А) = /(е<Ах), -оо < А < оо.

Имеем

Г(")(А) = I ((։х)пе‘Ах) , п = 0,1,...

Следовательно

1^П)(А)| < 11/Ц^) 11x^11^) < |И|^(йд)||хп||Л(^)11^в<Ая11л(ая)-

Далее, имеем

Отсюда следует, что в окрестности любого конечного интервала функция Е(А) 

является аналитической. Так как Е(А) = 0 при А > 0, то она тождественно 

обращается в нуль.
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ABSTRACT. The paper presents a new generalization of Szego’s theorem 
on completeness of the family {ein։}”=0 in the weighted space generalizing 
the well-known Jewrey space.
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