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1Է. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ Ո֊. Լ. ԾԱՀԲԱՂՅԱՆգլխավոր խմբագրի տեղակալ

Պատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. Հովհաննիսյան
Ի ԳԻՏՈԻԹ֊ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻԽմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրս պարտկել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկա լիր սեր'ա «Մաթեմատիկա* ամսագրում, հաշվի առ՛նել հետևյալ կանոնները' 1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը (այսինքն ոչ ավելի քան տեքոստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավալը' ոչ ավելի քան Ծ—6 մեքենագրված էջ:Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ:

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով: Ռուսե- ր ւն (հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն և ռուսերեն լեզուներով:Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել համապատասխան լեզվով:
3. Մեծատառ ւատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում:Հու՛նական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մատիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն սղիքաձև գծով:
4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց համարը և տեղը տեքստում' էջի ձախ մասում: 5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անու՛նը, ամսագիրը, համարը, տարեթիվը և էջերը:Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապատասխան տեղում:
6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում: 7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը:
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված է տվյալ-աշխատանքը:
10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը« ՚ <■Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ. Գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»:



СХОДИМОСТЬ И СУММИРУЕМОСТЬ

КРАТНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ

Сборник статей

под редакцией А. А. Талаляна



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Статьи настоящего сборника посвящены некоторым аспектам многомерного 

гармонического анализа. В них исследуются вопросы сходимости и единственно

сти кратных рядов по системам Хаара, Уолша и по тригонометрической системе. 

В связи с этим, изучены также аддитивные функции многомерных сегментов и 

функции многих переменных, имеющих ограниченную вариацию.

Исследование кратных тригонометрических рядов, а также кратных рядов 

по другим ортонормированным системам обычно требует применения новых, 

отличных от одномерного случая, методов. Это обстоятельство в некоторой 

степени отражено в настоящем сборнике.

Сборник может интересовать специалистов по теории функций и по гар

моническому анализу. В сборнике содержатся также результаты о сходимости 

интегральных средних Римана частных сумм кратных рядов Фурье, а также о 

равномерной сходимости и явлении Гиббса для двойных рядов Фурье-Уолша. 

Эти результаты могут интересовать специалистов по теории приближений.

Ереван, сентябрь 1995 А. А. Талалян



О ЕДИНСТВЕННОСТИ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ двоичных КУБОВ И РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ ХААРА1

1 Работа частично финансирована АО “Прометевс”.

Г. Г. Геворкян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 30, 5, 1995
В работе рассматриваются аддитивные функции двоичных кубов. Доказано, что если функция распределения мажоранты двоичных производных отношений удовлетворяет некоторому необходимому условию и почти всюду существует двоичная производная, то аддитивную функцию можно восстановить по ее производной. Указан процесс восстановления. Полученные результаты применены к рядам Хаара.

Сегменты вида [тп2՜*, (т + 1) 2՜*], т £ 25 назовем двоичными ранга к и их совокупность обозначим через к £ 25. Через П4 обозначим совокупность -мерных кубов ранга к, т. е.
пл (л * Г”»1 ”*1 + 11 Гта тп^ + Х] 11 х ... х [^, —р т1,...,тл £ .

Пусть П4 = функция определенная на П4, называется аддитивнойфункцией двоичных кубов, если для любых 1,1г........1п £ П4, удовлетворяющих
I = и.”=1 Л и Л П 7^ = 0 при ։ / 3, где I -внутренность I, имеет местоФ(/) = £ф(4 ։=1Для точек х = (®1,...։Е<1) € Ш-4 с двоично-иррациональными координатами г,-, определим производную Ф'(г) и мажоранту Ф*(г) производной следующимобразом : Ф'(г) г $(Л)= Пт

гбЛЕП* д(7*)
Ф*(х)= аир 1^1. гб/ЕП* НУ1)Здесь и ниже д - мера Лебега.



8 Г. Г. ГеворкянТеорема 1. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и /0 Е Если
Нт шГ А • р{х Е 1п: Ф*(х) > А} = О А—>+оо (1)

и Ф'(х) = 0 почти всюду (п. в.) на 10, то Ф(/) = 0 для всех I 6 Я* и I С 1о-

Теорема 2. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и 1о € П“*. Если 
выполняется условие (1) и п.в. на 10, Ф'(я) = /(®) 6 (1о), то для всех I Е Яа,

I с /о имеет место Ф(Т) = [ Кх)(1х. Л (2)
Теорема 2 следует из теоремы 1, так как из Ф1(7) = /(х)<1х, I Е ЯЛ, I С 10следует, что (см. [1], стр. 38 - 41)

^Кт^ А • р{х Е /о: Ф1(«)>А} = 0. (3)
Поэтому по теореме Лебега о дифференцировании интегралов в Ш՛1 Ф'х(г) = /(х) п. в.. Следовательно аддитивная функция двоичных кубов Ф1(А) - Ф(Д) = 0 и имеет место (2).Теорема 1 является частным случаем более общей теоремы 3.
Теорема 3. Пусть Ф - аддитивная функция двоичных кубов и 1о С П*. Если 
для некоторой последовательности Ат | +оо

Пт Ат • р{х Е 1о: Ф’(х) > Ат} = ОТП—»00
и п. в. существует Ф'(х), то для всех I 6 и I С 1о 

Ф(1) = Пт / [Ф'(х)]А (1Х, (4)
где У’(г).О, если |9?(х)| < А если |^(х)| > А.



О единственности аддитивных функции ... 9Напомним, что функция д(х) называется А-интегрируемой на множестве С, если
д{хеС7: |<7(х)|>А} = о(А֊1)

и существует предел
Нт / [$(х)]Л (1х = (А) / д(х) <1х. 

л—оо

Из теоремы 3 немедленно вытекает следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть Ф -аддитивная функция двоичных кубов и Е О'*. Если

Нт А-д{гЕ/о: Ф*(х)>А} = 0 
А—>+оо

и Ф'(х) = /(х) п. в. на 1о, то для всех I Е и I С 1о имеет место

Ф(1) = (А) [ /(х)ах. (5)
■1։

Доказательство Теоремы 3. Очевидно, что достаточно доказать теорему в случае I = 10. Разделим куб 1о на 2кЛ равных двоичных кубов △,-*),» = 1,2,2кЛ и положим
ф(д(*И »(*)М®) = когда хЕД . (6)

Тогда п. в. существует предел
Нт Ф*(х) = Ф'(х) = /(х) (7)

л—»ОО

И Нт Ага ■ д{х Е 10: вир |Фк(х)| > Ат} = 0. 
т—оо кПусть е - произвольное положительное число и £ < 2~Л ■ д(1о). Тогда для достаточно больших тп

Ат • р(-Ет) < £, где £т = {хЕ/0: Ф‘(х) > Ат} (8)



10 Г. Г. Геворкяни при фиксированном т для достаточно больших к £ 
ц{хе!0- |Ф*(։)-Ф'(®)1>е} < т—• 

лт
(9)

Пусть к пт фиксированы и выполняются (8) и (9). Построим последовательность функций Фр(г), 1 < Р < к следующим образом. Положим Ф1(г) = Ф1(х). Функция Ф1(г) на кубах объема 2~л ■ д(/о) принимает постоянные значения по модулю не больше чем Хт. Пусть Д - один из кубов постоянства функции Ф1(х). Разделим Д на 2а равных кубов Д1,..., Д2<. Если на всех Д,-, » = 1,2* модуль функции Ф2(х) не превосходит Ат, то на Д положим Ф2(х) = Ф2(х) и кубы Д,- назовем кубами первого класса для Ф2(х). В противном случае Ф2(х) = Ф1(х) на Д и куб Д назовем кубом второго класса для Ф2(х). Пусть построена функция Фр(х). Построим функцию Фр+х(х) следующим образом. Кубы второго класса функции Фр(х) остаются кубами второго класса для функции Фр+1(х) и на них положим Фр+1(х) = Фр(я). Если Д -куб первого класса для Фр(х), то разделим Д на 2Л равных кубов Д1,..., Д2*. Если на всех Д,-, » = 1,.... 2Л модуль функции Фр+1(х) не превосходит Ат, то положим Фр+։(х) = Фр+1(х) на Д и кубы Д< назовем кубами первого класса для Фр+1(х). В противном случае куб Д назовем кубом второго класса для Фр+1(х) и на Д положим Фр+1(х) = Фр(х). Итак, функция Фд(х) принимает постоянные значения на двоичных кубах Д1,..., Д? (вообще говоря, разных рангов) и
Ф։(х) = Ф(Д.) когда х 6 Д։-. (Ю)

Очевидно, что
|ф*(®)| < Ат (11)

Положим
Г1 = {»: Д, ֊ куб первого класса) и Г2 = {»: Д< - куб второго класса).



О единственности аддитивных функций ... 11Заметим, что если А,- -куб второго класса, то по меньшей мере на 2-а порцииА,- имеем Ф* (х) > Ат. Поэтому
Ет С □ А,- и р ( □ А,-] < 2“ ц(Ет). (12)

>ЕГз мбГа /Положим
Га = {»еГх: |ФА(х) - Ф'(х)| < е, когда х е А,}, Г4 = Г1\Г3. (13)

Поскольку Фк(х) = Фь(х) на и,-еГ։ △»> то из (8) следует, что
лбГ<

1тЯсно, что (см. (8) и (10))

.=1 (14)М(А.)
е.

Далее, учитывая, что △« С То \ Ет (см. (12)), получаем (см. также (13),(11), (8) и (14))

< £р(Т0) + 2АтМ < ЕД(То) + 2Ат
(15)

Из (9), (14) и (15) следуетФ(То)֊ / [Ф'(о:)]Ате 7/о dx <Е(р(То) + 3 + 2<'+1).
Теорема 3 доказана.



12 Г. Г. ГеворкянЗамечание 1. Любую аддитивную функцию двоичных кубов Ф можно аддитивно продолжить на семейство двоичных параллелепипедов следующим образом.Для_ Гп31ТП1 + 11 [mj ny +1 11 d • •
1 — 2*7>~2*7 х...х и I — Ip е П , /рГ1/р< — 0, р ф р,

J рположим Ф(7) = У2Ф(/р)- Очевидно, что в теоремах 3 и 4 соотношения (4) и (5) рбудут выполняться для любого двоичного параллелепипеда.
Замечание 2. Легко видеть, что последовательность функций Фь(г), определяемая (6), является регулярным мартингалом. Поэтому из условия supt |Фь(®)| < < +оо п. в. следует существование lim Ф*(г) (см. [2] или [3], стр. 242). Следо- к—*оовательно, существование производной в теоремах 1 - 4 (а в теоремах 5 - 8 п. в. сходимость ряда) не является дополнительным условием.Пусть {Xn(։)}^=i -ортонормированная система Хаара. Тогда любой ряд по кратной системе Хаара

52 ОпХп(*)= 52 ani-..n*Xn1(®l)...Xng(Xd) (16)
n6N* ’=1.*порождает аддитивную функцию двоичных кубов по формуле

Ф(А) = lim N—*оо если △ £ nd, (17)
где запись п < N означает, что max {п.} ~ !<«<<» < N. Предел в правой части (17)существует для всех △ € П*, так как для достаточно больших N = 1У(Д)

/ anXn(s) dx — 0, когда max {n,} > N.

Для всех х с двоично-иррациональными координатами из (17) следует
$'(z)= lim 52 а^^х)> и $‘(®) = sup 52 «nXn(®) • 

14—»ОО лг * *
n<N N n<NИспользуя это и применяя теорему 3, получаем следующую теорему.

(18)



О единственности аддитивных функций ... 13Теорема 5. Пусть кубические суммы кратного ряда Хаара (16) п. в. сходятся 
к /(х) и для некоторой последовательности Хт Т +оо выполняется

Jim Хтр{х е [0, l]d: Ф*(х) > Am} = 0. m—*оо
Тогда для всех n= (r»i,тм)

[/(®)Хп(г)]Ат 
т-°° 7(0,1]*

dx,
где AJJ, — Ат • ||х?г||оо-
Доказательство. Фиксируем некоторое n Е Nd. Функция Xn(z) принимает значения ±||хп||оо на двоичных параллелепипедах Д1, ...,Д2^, авне U,-=1 равна нулю. Для двоичного куба I С Д,, положим

Ф,(7)= lim / Xn(x) в1хг(х) dx, /V—»ОО /г _—*
k<N

» = l,...,2d. (19)
Ясно, что функция Ф,(х) является аддитивной функцией двоичных кубов

Ф<(х)= lim 52 акХ&)Хг&) = f(x)xn(x) п. в. и (20) 
/V—*оо

k<Nlim Хтр{х Е Д;: Ф‘(х) > ||х5г||оо • Ат) = 0. (21)
ТП—*ооВ силу теоремы 3 и замечания 1, из (20) и (21) следует

Ф,•(△<)= lim [ [/(х)хй(х)]а1г dx, i = 12d. (22)m-,0° "Складывая соотношения (24) и учитывая аддитивность интеграла, получаем (см.также (19))

Теорема 5 доказана.Из теоремы 5 немедленно следуют теоремы 6 и 7.



14 Г. Г. ГеворкянТеорема 6. Если кубические суммы ряда 52 ОпхН1) п- в сходятся к /(х) я
Нт Ад <

А—»оо
вир /V 52 аи-Хй-Сх) (23)хе [0,1]“:

то все функции /(х) Хп», п € И“ А-интегрируемы и

ап- = (А) [ /(х) Хп(х) Лх, п Е Ы“.Лод)"
Теорема 7. Если кубические суммы ряда 52 апХ?г{г) п. в. сходятся к инте- 
грируемой по Лебегу функции /(х) и

ПтшГА • р{х € [0,1]“: Ф*(х) > А} = 0, 
А—♦+оо

(24)
то ряд $2 ОпХп(®) является рядом Фурье-Хаара функции /(х),. т. е. не и*

°п /(х)хн(х)<1х, пЕИ“. (25)
Ясно, что условие (23) сильнее, чем (24). Но тем не менее теорема 7 не следует

ООиз теоремы 6. Можно построить ряд 52 апХп(։), который удовлетворяет (23) и п=1п. в. сходится к некоторой функции /(х), но не выполняется (25). (Предельная функция может оказаться не интегрируемой по Лебегу, см. [4].) Сопоставляя соотношения (3), (17), (18) с теоремой 7, получаем следующий результат.
Теорема 8. Ряд 52 °пХп(г) будет рядом Фурье некоторой интегрируемой по 
Лебегу функции /(х) тогда и только тогда, когда выполняется (24) и

1нп V ОпХ^х) = /(х) п. в. на [0,1]“. /¥—♦00
Теперь рассмотрим ряды Хаара одной переменной.ООЛемма. Для рядов Хаара 52 “пХп(®) следующие условия эквивалентны : п=1

1нп
А-»+оо

А ■ р X Е [0,1]: аир ы52<»пХп(®) п=1 И (26)
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I1/։Пт А • д х Е [0,1]: = 0. (27)
Доказательство. Пусть выполняется (27). Ясно, что множество

Г оо 1/2 (28)
является объединением двоичных сегментов и (см. [5], стр. 104 - 105) 

-11/252 «пХп(®) < Л.
_{п}£Вдгде {п} -носитель функции Хп(®)- Очевидно, что лг >

(29)
՛ х Е [0,1]: (30)С х Е [0,1]: вир л

{•)еядИзвестно, что система Хаара является системой типа (2.2) (см. [5], стр. 83).Следовательно
д х Е [0,1]: вир Е 

«:з1

апХп(*) 252 °пХп(г) <1х < 
»=1

{»}СВд

(31)

Ял = < Х6[О,1]:

где с -абсолютная постоянная. Положим
^=Ье[0,1]: А Г“ 11/2 А2* < 52апХп(*) < 2*тт ’л=1 -I * = 1,2,... (32)

Из (29) и (32) имеем[ 52 в^Хп(«)<*«= / 52 °пХп(*И* + 52 / 12 °пХп(։)^< ֊7° {п}(2Вх 4=1 {п}£Ех< А2д(£а) + £ / £ °пХп(®) Лх < 4=1 ',Е1 п=1
<>’Иа) + Е^5Я(^)-4=1 (33)



16 Г. Г. ГеворкянИз (30), (31) и (33) следует
вир 12апХп(г) п=1

< Ар(Ед) + сАд(Еа) + 4с^2 
4=1 2

(34)

Очевидно, что при фиксированном к, [А 2 * р(£^)] = 0 (ср. с (27) и (32)). Поэтому (26) следует из (34), (27) и (28).Теперь пусть выполняется (26). Положим
вдв{«е[о,1]: (35)

Множество Вх можно представить в виде ВА = 1т> где 1т - двоичныйсегмент ранга кт, 1т П 1т, = 0 при т т!. Если - двоичный сегментранга кт - 1, содержащий 1т, то
Гт^Вх. (36)

Для множества
(37)ГЛимеем д(ВА) < 2д(ВА) и

52опХп(։)= £2 впХп(х), когда х $ В'х. (38)
п=1 , •=>

Из (35) — (38) получаем
вир 12 апХп(х) 

п=1{•)ев;
когда х $ В*х (39)

вир Л 12 апХп(г) 
{-Ив;

для всех х. (40)

А х е [0,1]: > А <

< А

л



О единственности аддитивных функции ... 17Очевидно, что
(41)

и

р х:

Обозначая
Вх,к = х е [0,1]: А

<8иР

из (39) — (42) получаем ОО

1 1/213 а„Хп(.х)
.{п}Щ

< Л [ °пХп(®)<*®- л Уо (42)

12апХп(г) 

п=1
* = 1,2.......

з1/2А ■ д х Е [0,1]:
1 у Л Г \ а<4Ад(Ва) + т12 / аир ^а^х) 6х < (43)

п=1

4=1Так как для каждого к, 1пп [А 2~к д(Ва,*)] = 0, из (43) получим (27). Лемма 
А—*+оодоказана.

Теорема 9. Пусть выполнено условие (26). Тогда для любой ограниченнойОО
последовательности {еп}, п = 1,2,... ряд £ ^пОпХп(х) является рядом Фурье- 

п=1

Хаара в смысле А-интегрирования.

Доказательство. В силу леммы из (26) следует (27). Поэтому для любой ограниченной последовательности {еп} имеем
1пп А ■ д х е [0,1]:

4; л

1/2 (44)



18 Г. Г. ГеворкянОпять применяя лемму, из (44) получаем 
( Ы 1ип А-д ։6[ОД]: аир V еп ап хп(х) А- + оо [ П=1Остается применить теорему 6. Теорема 9 доказана.Условию (26) удовлетворяют ряды Фурье-Хаара всех интегрируемых по Лебегуфункций. Поэтому, полагая еп = 0 или 1, получаем седствие теоремы 9.ООСледствие (Л. А. Балашов [6]) Пусть апХп(х) является рядом Фурье- 

П=1Хаара некоторой интегрируемой по Лебегу функции /(х). Тогда всякий ряд 
0°52 епОпХп(®)> где еп = 0 или 1, сходится п. в. к некоторой Л֊интегрируемой 

п=1функции д(х) и является ее рядом Фурье в смысле /-интегрирования.
В связи с полученными результатами возникает следующий вопрос : Пустьфункция /(х) /-интегрируема на любом двоичном сегменте [п>2՜4, (т+ 1) 2՜*]и ^2 Пт> Хп(х) - ее ряд Фурье-Хаара в смысле /-интегрирования, т. е. п=1~

Оп = (А) / Дх) Хп(х) Лх, 7» = 1,2,...
* ООБудет ли в этом случае ряд 52 «п Хп(®) удовлетворять условию (26) ? Ниже мы п=1покажем, что ответ отрицательный.Пусть функция <р(х) определена на [—1,1] и монотонно убывающая на [0,1]. Крометого

1-1
/ <р(х) (1х = +оо, Пт А • д{х £ [0,1]: <р(х) > А} = 0, и у>(-х) = -Дх). УО Л-»оо

(45)Очевидно, что у>(х) /-интегрируема на [—1,1] и существуют неотрицательныечисла Х1 > ... > Хк > хь+1 > ... с условиями (см. (45))
Хк < 2՜4՜2 и к< [ р(х) Лх < к +1. (46)

•/։*+!Пусть Д(х) = <р(х)хв1,(х), где Хс4(х) -характеристическая функция множества
Ок = [-®4,-®ц-1]и[хц.11х*]. Положим £к = 2-* + 2՜*-1 И Дх) = 52 Л(х֊6)- 

4=1



О единственности аддитивных фу наций ... 19Нетрудно видеть, что /(г) и <р(х) равноизмеримы и /(г) А- интегрируема на любом сегменте [а, 6] С [0,1]. Более того, /(г) интегрируема по Лебегу на [е, 1], 
е > 0. ООПусть 52 ап Хп(я) - ряд Фурье-Хаара функции /(х) в смысле А-интегрирования п=1и X Е [2՜* 4- 2~*+1]. Тогда (см. (49))

аир /(х)Фе > £2Ь+1. (47)
Учитывая, что д([2՜* + 2՜*՜*՜1]) = 2՜*՜1, из (47) получаем

д х £ [0,1]:НггйпГА • 
А—»4-00

аир
п=1

> А > 0.
ООСледовательно, для ряда У) а„ Хп(х) не выполнено (26). 

п=1Напомним (см. [7], [8]), что функция /(ж) называется ДА-интегрируемой (равномерно А-интегрируемой) на [0,1], если последовательность
Гп(х) = / [7(*)]ПЛ, п=1,2,... (48)7осходится равномерно.Оказывается, что даже {7А-интегрируемость функции /(х) не обеспечивает выполнение (26). Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно в предыдущем примере функции /*(г), к = 1,2,... из отрезка [—14,14] продолжить с периодом ОО2х4 и положить Ф4(®) = /к(к3х)хО1.(х) и /(х) = 52 Ф4(® - &)• 

к=1Покажем, что из условия (26) не следует иА-интегрируемость предельной функ- ООции ряда У) апХп(х).
п=1Нетрудно убедиться, что если Е* | 0 и 2* < п* < 2*+1, то

п»,+։Пусть числа £4 и т, выбраны так, чтобы £1 > ... > £4 > ... > 0 и 52 £4 > ».
։-1Положим х,- = +2“’/3, где & = 52 2~; > и выберем П4 так, чтобы х, 6 {714} для 1=1



20 Г. Г. Геворкян
к е [пч +1. пч+1]-Ясно- что

(49)
Пусть /(®) - поточечный предел ряда 52 £* 2^аХп*(®)- Тогда /(г) ограничена на любом отрезке [0,1 - е], Е > 0 и, как видно из (49)

Jim / [№)]n«fc>-.
>-ОО J{. 6 (50)

Из (48) следует, что функции (47) не являются равномерно ограниченными.Следовательно, функции Fn(x) не могут равномерно сходиться. Значит функция /(г) не является UА-интегрируемой. В заключение отметим, что вопросы, близкие к рассмотренным здесь, были исследованы в работах [9-16].
ABSTRACT. The paper studies additive functions of dyadic cubes. It is proved, if the distribution function of majorant of dyadic derivative ratio satisfies to some necessary condition and almost everywhere there exists dyadic derivative, then the additive function may be restored by its derivative. The process of restoration is indicated. The receiving results to Haar series are applied.
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УНИВЕРСАЛЬНЫЕ РЯДЫ ПО КРАТНОЙ СИСТЕМЕ УОЛША

К. А. Навасардян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 5, 1995

В статье доказывается следующая теорема : пусть {сн՜}՜последователь
ность, удовлетворяющая условию 0 < Ет < Еп,если т > п и ен՜ = 00 
для любого М, то существует функция /(х) € Пр<21>₽[0,1]* с коэффици
ентами Фурье-Уолша |/(п)| < ряд Фурье-Уолша которой являет
ся универсальным относительно знаков в классе п.в. конечных изме
римых функций, а для некоторого набора знаков {Ан՜}։ А„ = ±1 ряд 

Ап/(п)1Уп(։) является универсальным относительно подрядов в 
классе п.в. конечных измеримых функций.

§1 . ВВЕДЕНИЕПусть 3 - некоторый класс измеримых функций. Ряд£/п(х) (1)
п=0называется универсальным в 5 относительно знаков, если для любой функции Г(х) Е 5 существует последовательность знаков {?,,}, 7п = ±1, для которой ряд СО52 7п/п(з) сходится почти всюду (п. в.) к Р(х).

п=0 Ряд (1) называется универсальным относительно подрядов в классе 3, если для любой функции ^(х) Е 5 существует последовательность чисел {7П}, 7п = О ООили 1, для которой ряд 52 7п/п(։։) сходится п. в. к ^’(х).
п=0Ряд (1) называется универсальным относительно перестановок в- классе 

3, если для лйюбой функции 7г(х) Е 3 члены ряда (1) можно переставить так, чтобы полученный ряд сходился к Г(х) п. в.Первые примеры (в выше указанных смыслах) универсальных тригонометрических рядов были построены в работах [1] - [б]. Отметим некоторые из них.
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Теорема А. (А. А. Талалян [3]) Существует тригонометрический ряд

ОО^ + 52(апсовп^ + 6пвтп*)1 (2)
п=1

обладающий следующим свойством : для любой измеримой функции /(х), опре

деленной на [0,2тг] (/(х) может равняться +оо или —оо на множествах положи

тельной меры) и для любого натурального № найдется подряд этого ряда

ООУ^(ап> СОЗ П*Х + 6П|_ 8Ш ПкХ), ЛГ < ти < п2 < • • •, 4=1
сходящийся к /(х) п.в. на том множестве, где /(х) конечна и сходящийся к /(х) по мере на [0,21г].

В работе [4] Г. М. Мушегяном описан некоторый класс ортогональных систем, для которых существуют универсальные ряды относительно перестановок в классе всех измеримых функций. В частности, в этот класс входят системы Уолша, Хаара и тригонометрическая система.
Теорема В. (Н. Б. Погосян [8]) Пусть {£п}“=о -последовательность чисел, 
удовлетворяющая условиям еп ]. 0 при п —» оо и {еп} £ /2. Тогда существует 
функция /(х) € Лр<2£р[0,2т] с коэффициентами Фурье ап,Ьп, |а„| + |6П| < еп, 
п > 1, для которой тригонометрический ряд (2) является универсальным в 
классе п.в. конечных измеримых функций, одновременно относительно знаков, 
перестановок и подрядов.

Об универсальных ортогональных рядах подробно можно узнать из [6] и [7].
§2 . ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТВведем некоторые обозначения. Пусть т = (пи,...,гпк) и п = (ти.......п*)-векторы из ИЧф, где Ж о -множество целых неотрицательных чисел. Обозначим через |п| сумму тц + •••+ Пк, а символом 2” вектор (2П։,...,2"*). Сумму и разность двух векторов, как обычно, будем определять покоординатно, т. е. 



24 К. А. Нава сард янт ± п = (гп1 ± П1,...,п»4 ± п*). Если М -неотрицательное целое число, то Л/ = (Л/,.... М) £ Запись тп < п (тп < п) будет означать ш,- < тц < щ) для всех ։= 1,Для х = (х1։...,х*) € [0,1]* обозначим через И^х) функциюWn, (®1) • ՛ ■ И'пЛ®։)! где Wn(x) -система Уолша. Положим гл mi
£ы®)= £ • 2 у’рф- 

р=п Р1=П1 Ph=n*Мы будем рассматривать мажоранту
£•(/, х) = sup n £/(р)>ВДp=0где /(x)Wftx) dx.

В настоящей статье мы докажем следующий неполный аналог Теоремы В для кратных рядов по системе Уолша.
Теорема 1. Пусть последовательность {е„} = {еП1....п*} удовлетворяет следу-

ОО

ющим условиям : 0 < Ет < Еп при ТП>П И 2 с! = 00 для любого М. Тогда 
п=М

существует функция /(х) 6 ЛР<2ДР[0,1]*, с коэффициентами Фурье |/(п)| < £„, 
ряд Фурье которой является универсальным относительно знаков в классе п.в. 
конечных измеримых функций, а для некоторого набора знаков {тп}։ 7?г = ±1, 
ряд £тп/(п)^п(г) п=0
является универсальным относительно подрядов в классе п.в. конечных измери

мых функций.

Непосредсдственным следствием этой теоремы является следующая теорема, доказанная в работе [9].
Теорема С. Пусть последовательность {е„} удовлетворяет условиям теоремы 

ОО

1. Тогда существует нуль-ряд ^2 с коэффициентами |а?г| < £д-.
п=0
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§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Обозначим Я = {пбК§: В(п) =
ООДля любого М имеем £ В(п) = со. Без ограничения общности можно считать, п=Мчто для любого М

.^В(п) = ОО. (3)
яеМ 
•енРассмотрим следующее подмножество Ну = {п € Н : В(п) > 2_1"1/(2*)} . Ясно, что Е В(й)<£2-Я=£։֊»...£։-*<«,.*а0 П=О П[=о п»=0

яен\«1

ООПоэтому для любого М (см. также (3)) В(п) = оо. Нетрудно убедиться,
'ПСИ!что существует последовательность {оп^пеЯц 0 < а?г < 1, удовлетворяющая следующим условиям : ОО 

сипВ(п) = оо для каждогоЛ/, (4)
_1ш1 а„В(п) = 0, ОпВ(п) >2՜®, п 6 Н1- 
я—»оо 
"€ »1Для 2”՜* < т < 2”, п 6 Я1 обозначим

ОГп€2К. (5)
Очевидно, что ащ < £т (при условии, что От существует) и для любого М (см.(4) и (5)) Е 2|Й1^2»= Е 2|Н1“п+1ф+Т = °°-Р+Т)еИ1 р+^е»1Следовательно, без ограничения общности можно считать, что для последовал тельности {£„} существует множество С С Н, для которого выполняются следующие условия :

ООУ2 В(п) = оо для любогоЛ/, (6)



26 К. А. НавасардянПшВ(п) = О, В(п)>2՜®, когда п € С, (7)И—* ОО п£О

е^ = е^, если 2" < т < 2"+Т, п £ в. (8)
(Если одно из условий (6) - (8) не выполняется, то вместо {е„} можно взять последовательность {ст™}, а С = ; (п + Т) £ Я1}).Существуют натуральные числа {гп}пес> гд- —юо такие, что

~ б2п < 2 Г® < ^2?) п Е в.
Л!

Без ограничения общности можно считать, что
пЕЙ. (9)

Поэтому
ОО 2"2г=+1я1 = оо для любогоМ, (10)

_1Ш1 [|п| ֊ 2гп] = -оо, (11)
•со|й|֊2пг>-^>~, пес. (12)

Мы будем предполагать также, что
ОО 2~3р։+1”1 = оо для любогоЛГ, (13)

п=М•евгде В = {пеС :п,1 -четное }. В случае, когда ряд (13) сходится, для любого М
ряд

21Н1-2ПГ-1 

»■=*? •ео\врасходится, и всегда вместо (13) мы можем рассматривать этот ряд.Следующая лемма доказана в [9].
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Лемма 1. Для любого интервала I =
i *+Г2’ ’ 2° , a g IN, 0 < i < 2” и для

любого натурального п > а, где п — от -четное число, существует полином по 
2”

системе Уолша Р(ж) = такой, что
4=1

1. |а£4)| = 2֊(”+’)/а = (2-пд7)1/а| 1 < * < 2",
2. Р(х) = 1, если х Е Е\ С I, рЕ\ = -р1,

3. Р(х) = -1, если хЕЕяС!, рЕ2 = ^р1,

4. Р(х) = 0, если х*1,5. S’(P, л) < (2”д/)-1^2, если х £ I,

6. S*{P,x) <С, если xEl, 
причем множества Е\ и Е2 являются конечными объединениями интервалов типа

Хаара, а С - абсолютная постоянная.

Пусть множество В, {£„} и {гд} удовлетворяют условиям (8) - (13), тогда справедлива следующая
Лемма 2. Для любых неотрицательных целых чисел ։, М, для любых положи

тельных т),р, 1 < р < 2 и для любого k-мерного куба типа Хаара А, дД = 2՜*7 
N

существует полином Р(л) = c^-lVn(z) и числа 6ц = ±1 такие, что 
п=М_

1. |Сп| < 2-*£п, М <n < N,

2. Р(х) = 1, когда хе Е1С А, дЯ1 = ^дД,
3. Р(х) = -1, когда хеЕ^С Д, рЕ2 = |дД,
4. Р(х) = 0, когда х А,5. S*(P,z) < С, когда х 6 А,б. S* (Р, z) < т], когда х А, 17. Р'(х) = ^2 «SnCflWnfc) = 0, когда 

n=~M 2
8. S*(P',x} < т), когда min {zt } > —, 

' ' - ։<•<* М

9. Н^ФПр < л,
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где Е1 и Е3 являются конечными объединениями кубов типа. Хаара, а С - 
абсолютная постоянная.

Доказательство. Из (12) следует, что существует Мо такое, что
щ + |п| - 2пг- 2» + (к- 1)7 > 0, когда п&В, п> Мо. (14)

Пусть 1 < р < 2 -произвольное число. Выберем Мо так, чтобы выполнялись и следующие условя (см. (11)) :
(Сп1)*-12 ’и/4+[2‘ (* Ф]/2 < £, когдал > Мо, (15)

(2С’)>-12-(^"7-11/2 < ֊, когда п > Мо, 5 = 2,3 к, (16)
|п| - 2гп - 2» < О, когда п > Мо, (17)

£ 0«)
п=М0где С - постоянная из леммы 1. Из (11) и (13) следует, что существует конечноеподмножество О С В такое, что

у; 2^-”^֊ 2‘ = ДД = 2-Н (19)
и тш{п4 : п = (П1........ п*) 6 П} > тах{1о£2 М, 7+1, Мо}. (20)
Из (19) следует, что куб △ является конечным объединением ^-мерных прямоугольников типа Хаара

△= и^= и п£О пбОгде 1 = 1, ...,к -интервалы типа Хаара, = 2՛"^ аг=~2’, = 2 7, если
П] — 7 -четное и = 2՜7՜1, если п,- — 7 -нечетное, j = 2,..., к и

р41) = д/я-[
V-2



Универсальные ряды по кратной системе ... 29Пусть п € О фиксировано. Из (20) и (14) следует, что для 1 = 1,к к и пу (напомним, что П1 - четное, так как п 6 И С В) применима лемма 1. В итоге получаем полиномы
^n(xy) = Е j = 1,.... к,

m=lкоторые удовлетворяют условияма) #1 = [г՜՞^#5]’72. 1 < т < 2% 3 = 1,
Ь) Pjn(xj) = 1, когда Xj G Е^ С 1^, цЕ'~ =

с) Pjn(xj) =-1. когда х5 G Е"- С ßE^=1-^,

d) Лп(г/) = °. когда xiе) 5*(Р,п,ху)< 7, когда х}■, £ l£>,

f) S’(Pj^,Xj) < С, когда Xj Gгде Е‘- и Е£, j = 1,...,к являются конечными объединениями интервалов тинаХаара, а С - абсолютная постоянная. Рассмотрим следующий полином77 / к \
Р(х) = Е Cr.W^x) = Е П ■ (21)

п=М n^D v=1 /Из (8), (9), (21) и а) следует, что |ся-| < 2_,£п> ЛГ < п < /V՜' Из b) - d) и (21)получаем, что Р(х) удовлетворяет условиям 2-4 леммы 2.Пустьq = (gi,..., Jt) G IN*. Обозначимaj„ = min{2n>,gy-2n>+l}, j =l,...,k,тогда 9E = J1(®) + J2(®) + J3(®)> (22)
n=Äf 

где 

2”1 2** 2*i a։5-

a(s)= £ E-E«. ад= E E E
_«e_p m,=l n>k=l n»j=l mj=l m*=l

an։+4«i<։*S» 

“j4 “*» ' »•ли= E_ E-E°. •£D,a»s? mi=l n>k=l
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Пусть х £ △. Очевидно (см. 6)), что Л(х) = 0. Так как может принадлежать не более, чем 24՜1 интервалам пЕО (это следует из способа дробления куба А), то количество ненулевых слагаемых в Уз не превосходит 2*՜1. Для таких п из в £ А следует, что для некоторого д, 1 < д < к, хд £ Поэтому из Ъ) и с) (если 1 = 1), е) (если у = д') та Г) получаем
|7з(®)| < 2*-1С‘-а Г2՞'^) <С‘-’2-<п»-т'-1)/2+*-1. (23)

Из (16), (20) и (23) следует, что
|л(2)| < (24)

Разобьем Уз на две части
Узф = 4® + №), (25)

где 
■№)=£ е е 

Т п»1=1 т*=1

т={вео, 2” <?, 2՞՛ <5, <2">+1,
да=Е Е 

у 1711=1

— Г -• 52 О, Т={пеБ, 2п<д, 2П* <д1 <2П*+1, Х1 ть=1Так как х £ А, то из Х1 Е 1^ следует, что для некоторого д = 2,к, хд £

Но число таких п Е О, для которых Х1 6 не более чем 2*՜1. Поэтому из (16), (20), (25), е) (у = д) и Г) получаем1^з(®)1 < 2*_1с‘_1 (2п'д4г)) 1/2 < (гс)4՜^-^»-7՜1^2 < (26)
Поскольку П1 > • • • > Пк при п е О С В, то количество слагаемых в Уз не превосходит п}՜1 (заметим, что при фиксированном ? число тц тоже фиксировано). Следовательно (см. е) 0=1) и £))1^з(®)1 < (г՞1^15)՜172 < (п1С)‘-12-։п։+<‘-1>7+1я11/2+г5н-\ (27)



Универсальные ряды по кратной системе ... 31Из (12), (15), (20) и (27) получаем |да)1 < (п1С)‘-12-^"|-։,_‘»_1>7 < 2. (28)
Из (22), (24) - (26) и (28) следует, что 5*(Р, г) < г), есл х £ △.Пусть теперь х 6 △. Из Ь) - с1) следует, что

71(х)=1 или /1(®) = 0. (29)
Из Ь) - И) (для 1 — 1) и Г) получаем

|/2(г)| < (2С)*՜1, (30)
так как х\ может принадлежать не более чем 21 1 интервалам 1֊\ п Е О.Следовательно, из Ь) ֊ <1), е) (для 7 = 1) и Г) имеем

|/з(х)| < 1ВД1 +|ДО)| < (2С)*-1 + £ ск֊\ (31)
кеоПоскольку П1 > • • • > Пк при п Е О С В, то количество слагаемых в правой части(31) не превосходит п4՜1. Следовательно, из (12), (15), (20) и (31) получаем|/з(®)| < (2С7)*-1 + (пхС)*-12-1п1+<*-1)7+|я1]/։+гг+< < (32)< (2С)4՜1 + (щС)4'^-^*^ < С1,где С1 - абсолютная постоянная.Известно, что функции системы Хаара выражаются функциями системыУолша : Хо°\*) = Ио°\*), а Для » = 0,1,..., 1 < к < 2",

2’= 4% = ±1- (33)
тп=1Из а), (21) и (33) следует, что существуют ^- = ±1 такие, чтоIv ( к \р'(х) = £ = £ ( П i4Si2"'/2x&>) • (34)

п=М теР V=1 /Ясно, что Р'(®) = 0, когда Из а), (17), (18), (20) и (34) получаем
ИР'ФПр < £ 2֊^<+1я’/а nxSÿfo) Е< Ж <35)

ПЕ£> /=1 Пб£>
11 РДля доказательства утверждения 8 будем пользоваться следующей теоремой.
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Теорема П. (см. [10]) Пусть / 6 М°.1]* и /(х) = 0 вне некоторого к-мерного 
к

прямоугольника △ = £[△>• ТогдаУ=15’(/• л) = П՛ △>)՛где С-абсолютная постоянная и р(х;, ^-расстояние точки х, до интервала

В силу монотонности £р-норм (||/||Р։ < ||/||р, если Р1 < р2), из (35) и теоремы В получаем утверждение 8. Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Для любого натурального числа М, для любых чисел 1,т) > О,0<е<1,1<р<2и для любого к-мерного куба типа Хаара △ существуют 77
полином Р(х) = Ьп№п(х)։ множество Е С △ и числа 6^ = ±1 такие, что 

п=М __
1. |М < £п, М <п<Ы,

2. Р(х) = I, когда х£ Е, рЕ> (1 — е)р&,

3. Р(х) = 0, когда х$Д,

4. 3*(Р,х) < С—, когда х 6 А, где С -абсолютная постоянная,

и утверждения 6-9 леммы 2 имеют место.

Доказательство. Обозначим а = pog2£ ’] + 1- В силу леммы 2 существуют полином Р\(х) = У2 СпИ^п(х) и числа 6п = ±1 такие, что п=М
1- |стг| < ПТ®՞’ < п < 12. Р\(х) = 1, когда х е Е{ С △, рЕ{ = -р&,

£3. Р1(®) = —1, когда х е Р1 С △, рЕ1 =-рЛ, и соответствующие утверждения 4-9 леммы 2 с 1) ~ щ имеют место.Пусть полиномы Р1(х),..., Рт_1(г) и множества Е\....... Ещ-г уже построеныи Ет-\ = и^Д.т, где Д,т - ^-мерный куб типа Хаара, ։ = 1,..., пт- В силу леммы 2, для каждого », ։ = 1....... ит существуют полином Р,т(х) =ту.™
= И ЧИСЛа 6п = ±1, М(т < п < М^т > ЛГ«—1,т, 1^0т = 1^т—1

п=М<ттакие, что
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։’• 1^1 2m-l|/|Ä*’2’. Pim(x) = 1, когда X Е E'im С Aim, ßE'im = |pAim>3’. Pim(x) = -1, когда x E Eim C A,m, p.Eim = |дА։т
4’. Pim(x) = 0, когда x $ A.im,5’. S*(Pim,z) < С, когда x e Aim,6’. S՝(Pim,x) < min —, 9т_Л.. > , когда x $ Aim,

z “iTmJ

7’P!m&) = E «пСй-И^х) = 0, когда nun {xy} >—֊, n=M»m
l|/7m(®)ll. < 2и֊1в|||цп։Обозначим

Pm(®) = £Pim(x), P^(»)=£^m(«), Äm = U^m 

i=l i=l i=lНетрудно убедиться, что полиномы »
Р(х) = £; 2т-1/Рт(х), Р'(х) = Е 2т_1^(5) 

т=1 т=1и множество Е = А \ Еа удовлетворяют всем условиям леммы 3.Лемма 3 доказана.Рассмотрим множество {(А, /,£)}, зависящее от трех параметров : А пробегает все А:-мерные кубы типа Хаара, I пробегает множество всех рациональных чисел, а е - множество положительных рациональных чисел. Пронумеровав это множество, мы можем представить его в виде последовательности
(Ai, G, £1),(Am> 1т 1 6т), ••• (36)

Возьмем последовательности положительных чисел {^т}“=1 и {9т)т=1> где

ОО1 > »n > Чз > • -Е^<0°’ ։=1 (37)
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1 < 91 < 92 < • • • > Ит 9т = 2. (38)— я т—*оо
В силу леммы 3, для любого т = 1,2, существуют полином Рт(х) =

Мт+1_ ^2 Ъп^п{х), множество Ет С Дт и числа бд- = ±1 такие, что
П=Мт + 1 _____ _____А) |М < ей֊, Мт<п<Мт+1,в) Рт(®) = 1т, когда х е Ет, цЕт > (1 - ет)ц^т,С) Рт(х) = 0, когда X <£ Дт,П) 5*(Рт, ®) < с—, когда X е Дт, 

£тЕ) 5*(Рт,®) < Пт, когда X £ Дт,
М-+1 ' 1Р) Рт&) = 12 = 0, когда ։тш {х,} > м р

П=М„+Т “ т2 С) 5’(Рт.< Пт, когда тт {։,} > 
А —-**^771 I 1֊н) ||Р^(®)||։я.<Чт-Положим ( 2 1Ст = < х е [0,1]* : тш {х,} > —— к т=1,2,... (39)( 1<«<* Мт) к '

Поскольку Л/т+1 > Мп, п» = 1,2,..., то, очевидно, ЧТО
Ст-1 С Ст, цСт “» 1 при ГП -» ОО (40)

Рп(х) = 0 при п>т, хе Ст- (41)
Лемма 4. Пусть у>(х) -п.в.канечв&я измеримая функция, определенная на [0,1]*.
Пусть 0 < Е < 1/2, 6 > 0 -произвольные числа., а тп -произвольное натуральное 
число. Тогда существуют натуральные числа ГП1,...,тп,, тп < тп1 < ■■■ < и 
множество Е, удовлетворяющие условиям :
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[ г—V __\ _с) У . Ртсх — С - + £ для всех х Е Е, где С -абсолютная \<^1 / е
постоянная.

Доказательство. Легко видеть, что существуют конечное разбиение куба [0,1]1на попарно непересекающиеся кубы типа Хаара Д'1։ ..., Д^- и множество Ео такие, 
что ЯоС[0,1]‘, д£о>1-֊, (42)

Л!|^(х)| > |/(| при х £ Д< Л Ро, .։= 1,...,;, (43)
|^>(х) — /<|<5 при х 6 Д< П2?о> » = 1....... (44)

Для фиксированного », 1 < » < 5 существует подпоследовательность (Д-,/,,£*։), ..., (Д-,/-,£*„),..., последовательности (36) такая, что
> £, » = 1,2, — и £*, —» е при п — оо. (45)

Применяя условия В) - Е) для тп = кп с достаточно большим индексом п, в силу (37) (43) и (45) для ш,- = кп > т,-_1 получаем
Pmi(x) = I'i когда х Е Ет;, (46)

где

Emi С Д<, ?Em{ > (1 - £4.)дД< > (1 ֊ £)ЯД< ֊ £, (47)
Рт.(®)=0, когда х£Д<, (48)

■$*(Рт<>®) < £> когда г£Д;, (49)S*(Pmi,®)<C^-<C^H, когда хбД-ПЕо. (50)
Обозначим 

/ i \
Е = Ео Л MJ Emi . (51)

\t=l /
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Из (47) следует, что
/ j \ i > е зр ( U > (l-e)ZMi - 2 = Х՜ 2е-
\»=1 / 4=1 1=1Поэтому, с учетом (42) и (51), получаем цЕ > 1 - 2е. Из (46) - (48), (44) и (51)следует утверждение Ь).Поскольку Mmi < п < Mmi+l как только Рт։(й) 0, то для любого х Е Есуществуют ։0 6 IN и Q е JN§ такие, что

(52)
где 

io-i QЛ(х) = £Pmi(ä), Л(х) = £ ЬУЩх). i=1 "="-.оПусть X е Д^. В силу (48) - (50), при j0 < i0

№)\<^(Ртзо,х)<С^, (53)
|Л(*)1 < S*(Pm.„,®) <е

Отсюда следует с).Если ]о > «о, то (см. (48)) Л (г) = 0. В этом случае неравенство с) следует из (49), (50) и (52). Лемма 4 доказана.Рассмотрим ряд
ОО ОО£а;ги^(х)=^р;(х) (54)

п=0 т=1и докажем, что он удовлетворяет теореме 1. Из (54), А) и Г) следует, что |ап | < Еп для любого п £ Из (37), (38), Н) и из монотонности £р-норм следует, что ряд (54) является рядом Фурье некоторой функции из П9<2£9[0,1]*. Выберем последовательность положительных чисел {7т} и »о таких, что (см. (40))ОО1>71>7а>г-| 527т<оо, дС,0 > 1 - у. (55)
т=1
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т=1 ^) = /(х)֊£^(г), е=%,

т=1

5=4- - = ‘0- 4
о осуществуют полном т°0 и множество такие, что

(56)
•о ого

7П=1
т֊. 4 (57)

Возьмем »1 > т°в так, чтобы выполнялись условия (см. (37) и (40))
£ Чт < 73. /*Ф։ > 1 ֊ '֊■■ т=»1Положим Л = {1,2,...,»о,т?,...,т°о},
>0 °0 Н«!(»)= £ Р4(®) + ЕРт;(»)+ £ РЦх), (58)

т=1 /=1 т=։0+1
МЛЯ' = Я1ЛС,-0. (59)

Из (55), (56) и (59) имеем цЕ{ > 1 - 71, а из (41), (57) и (58) получаем
|/(х) - ^1(х)| < у, для всехя £ Е{.

Пусть на р-ом шаге определены число 1р, множество Е'р и полином Qp(x) такие,что
ОО

7р+1> 
т=«яДр;>1-7Р, Е'рСС^,

Лх)-^(х) 
1=1

хеЕ'р.

(60)
(61)
(62)

> 1 ֊ у
и

рС.., >1-^1,



I

38 К. А. Навасардян

Положим
/р(*) = /(*)֊Е (бз)

7=1В силу леммы 4 для
1рИ = /,И. ». = <,,

существуют натуральные числа ։р < < • ■ • < и множество £р+1 такие,
что

М-Ер+1 > 1 - (64)
аР 2Ш-ЕМг)<2Г’ ге^+1, (65)

7=1

5* 7^ + 2Т1֊ ®е^+1> (66)
где С -абсолютная постоянная. Возьмем 5,4.1 > гп?а так, чтобы выполнялись условия (см. (37) и (40))

Лт < 7р4-1, 1^С{г+1 >1 2
и положим

/р+1 = {1,2,...,<р,п^......щРД,

аг •'»+։
QP+l(z) = Y/pm^+ £ р;(х), 

1=1 «=<,+։

^р+1 = ^р+1ЛС,-„ ^'+1 = ^+1Пе;.

(67)
(68)

Из (61), (64) и (68) следует, что
Д^+1>1֊7р+1, р^'+1 >1֊7р֊7р+1- (69)

Из (41), (65), (67) и (68) следует, что на множестве Е'р+1

1Л(г)-(?р+1(2)|<^.
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р+։

Я>)-£<&(*) 

1=1
'р+1- (70)4

Из (62), (63), (66) и (68) получаем, что на множестве Е"+1

(Ор ։ Л 2ЁДп?.* <С^+^-<(С+1)7р+1. (71)’ / 7р+1 4
Из С), (39), (40), (60) и (68) имеем, что на множестве £"+1

< Е 5*(Р^,г)< Чт<7р+1. (72)
т=»\+1 т=»,

Следовательно (см. (67), (71) и (72))
5*(«р+1,х)<(С7 + 2)7р+1, (73)

Рассмотрим множества
^о= и П*%= и П3?» (^=[м]‘). 

т=1р=т т=1р=тИз (55) и (69) следует, что цЕ'о = цЕ'о = 1. Следовательно, учитывая также (55),(70) и (73), получаем, что ряд
£^ИМ®) = Е<?;(х)
п=0 1=1сходится к /(х) на множестве Е'о П Е1̂ , ц(Е'о П Е'о՝) = 1.Аналогично можно доказать, что ряд ОО ОО
п=0 т=1является универсальным относительно подрядов в классе п.в. конечных измеримых функций.Теорема 1 доказана.
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О СХОДИМОСТИ И ЯВЛЕНИИ ГИББСА ДВОЙНЫХ РЯДОВ 
ФУРЬЕ - УОЛША ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ ГАРМОНИ
ЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИ

О. Г. Саргсян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 5, 1995

В статье доказывается, что если интегрируемая функция /(г, у) имеет 
ограниченную гармоническую вариацию и непрерывна в каждой точке 
компакта К, то двойной ряд Фурье-Уолша функции /(г, у) равномерно 
сходится на К. Применяя этот результат, исследуется явление Гиббса 
для двойных рядов Фурье—Уолша.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть /(х), х € (—оо,оо), 2т-периодическая, интегрируемая на [— х, х] 

функция, и пусть

^֊ + '^1(ап(/')совпх + Ьп(/)втпх) (1)
1 п=1

ее ряд Фурье. Следующая теорема хорошо известна (см. [1], стр. 121).

Теорема А. Если функция /(х) имеет ограниченную вариацию на [-х, х] и 

непрерывна в каждой точке отрезка [а, 6] С [—х, х], то ряд (1) сходится к /(х) 

равномерно на [а, 6].

Аналог теоремы А имеет место также для рядов Фурье-Уолша (см. [2], стр. 58).

Напомним определение понятия ограниченной гармонической вариации, вве

денной А. Саакяном в [3]. Всюду ниже функция /(х,у) считается измеримой. 

Пусть /-интервал или отрезок на (—оо, оо) с концами а и Ь. Через П(7) обо

значим множество всех конечных систем попарно непересекающихся интерва

лов /п = (ощЬп), для которых [ап,Ьп] С I. При фиксированном уо положим 
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ЯЛ Уо) = /(&, 2/о) - /(а.уо), и через 14(Л®,Уо),1) обозначим обычную гармони

ческую вариацию функции /(х,уо) на I относительно х .

Аналогично, при фиксированном хо определяются /(хо,1) и Ур(/(хо,у),/).

Положим

/(/, А) = /(а, а) ֊ /(а, Р) - /(6, а) + /(6,0), 

,,»р 52^. {д։}еа(д) ">*
где А -интервал с концами а и (3.

Определение. Скажем, что функция /(х, у) имеет ограниченную гармоническую 

вариацию на прямоугольнике О = I х А (/ 6ВНУ(£))), если

УМ, Б) = £>) + «), I) + Уг(/(а, у), А) < оо.

Теорема В. (А. Саакян [3]) Пусть /(х,у) непрерывна в точках открытого 

множества Е С [—х, я]3 н /(х, у) бВЯУ([-я, я]3). Тогда прямоугольные частные 

суммы ряда Фурье функции /(х, у) равномерно сходятся к /(х, у) на каждом 

компакте К С Е.

Эта теорема была усилена автором (см. [4]) :

Теорема С. (см. [4]) Пусть интегрируемая функция /(х, у) принадлежит классу 

ВЯУ([—я, я]3). Если /(х,у) непрерывна в каждой точке некоторого компакта 

К С [—я, я]3, то прямоугольные частные суммы ряда Фурье функции /(х, у) 

равномерно сходятся к }(х, у) на компакте К.

Понятие функции Гиббса было введено в [б].

Определение. Пусть Хо точка разрыва функции у(х), имеющей ограниченную 

вариацию в некоторой окрестности точки х0, причем |у(х0 + 0) — у(х0 - 0)| = 2<1, 
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и пусть последовательность функций {^п(®)} сходится к д в каждой точке 

некоторой окрестности zq. Функция

г \ т— 1 > з(®о + 0) + д{хо — 0)
G(«o,9, {ffn}) = G(®o) = hm j ----------------g—--------- ֊

называется функцией Гиббса для последовательности {ffn}- Если G(zo) > 1, то 

скажем, что для последовательности {<?п} в точке zq имеет место явление Гиббса.

Хорошо известно (см. [1], стр; 123 - 126), что для частичных сумм ряда 

Фурье (1) имеет место явление Гиббса, причем функция G(zo) не зависит от zq 

и равна
. 2 Г* sint „G(zq) = ~ I —7— Л w 1«7։ 

JQ *

называемой постоянной Гиббса. Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша нали

чие явления Гиббса установлено А. М. Зубакиным в [5]. В работе [6] показано, 

что для частичных сумм ряда Фурье-Уолша функция G(zq) не является посто

янной и найдены точные оценки сверху и снизу для этой функции. Для кратных 

рядов Фурье функций из класса BHV явление Гиббса было установлено в [4].

В настоящей статье исследуются равномерная сходимость и явление Гиббса 

двойных рядов Фурье-Уолша функций из класса BHV.

§2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим через G множество последовательностей из нулей и единиц, т. е.

= -’*/’•••)> xi = ° или i» i = 0,1,2...

Через G' обозначим подмножество G, которое получается, если из G исключить 

все последовательности, члены которых равны 1, начиная с некоторого места, за 

исключением последовательности, все члены которой равны 1. Если х G [0,1], то 

z=£zi/2i+1,rW{z.}“0GG'.
i=0

Суммой двух последовательностей {®i}”0 и {у,}“0 называется последова

тельность {■։»}”□ :

{*}“о = ЫХо ® = {«< ® *}~о.
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где
Г 0, если®,- + у,- = 0 или 2, 

Х{ Ф Ы . 1[ 1, если ®,- + у,- = 1,

т.е. операция ф представляет собой покоординатное сложение по модулю 2. Для

х = V ®,-/2,+1 и у = £ у</2<+1 определим сумму
•=0 <=0

я = ®©у = £^֊§г-, если{®<}”0 ф {у<}“0 6 б7. 

<=0

При фиксированном у сумма ® ф у определена всюду на [0,1], за исключением 

некоторого счетного множества. Ниже полуинтервалы △ (*) _ Г™ гп+ 1 
т - 2*’ 2* будем

называть двоичными интервалами ранга к > 0. Обозначим через г*(®) функции

Радемахера : при х = $2 х,/2’+1 с € С, г*(®) = (—1)'*. 
•=о

Напомним определение функций системы Уолша в нумерации Пэли. Поло

жим И^оС®) = 1. Чтобы определить И^»(х) при п > 1, представим натураль- 
к

ное число п в двоичной записи п — £2 е,-2‘, где е* = 1 и с,- = 0 или 1, когда 
•=о

1՛ = 0,1,..., к - 1. Очевидно 2* < п < 2*+1, где к = к(п). Положим

к 4-1
^(х) = П(г,(г))“ = г*(х) П(*(*))“• 

1=0 1=0

С системой Уолша, а также с операцией ф подробно можно ознакомиться в книге

[2]. Нам нужны следующие свойства :

1) если х ф у определена, то

^п(х)-И7п(у) = й7п(хфу); (2)

2) если п = 2* + т, 1 < т < 2*, то

п-1
Рп(®) = 52 ^(®) = Я2*(®) + ^(®)£>т(®); (3)

1=0

3) для любого ® е (0,1)

|ад| < ֊• (4)



О сходимости и явлении Гиббса ... 45

Для любого измеримого по Лебегу множества Е С [0,1] и для любого х € [0,1] 

множество Е®х = {1®х,1 Е Е} измеримо и тез(,Е®х) = тез Е. Следовательно 

и Г1
/ /(1®х)дИ = / /(*)<«. (5)
Л до

Рассмотрим прямоугольную частичную сумму ряда Фурье-Уолша функции 

/(х.^е^ЦО,!]2):
7¥-1 ДГ-1

$*.м(Л®,у) = Е Е сп.т1Уп(х)Жп(у), IV, М = 1,2.....
п=0 т=0

где

Сп,т = СП|т(/) = / [ /(*, у)ТУп(х)УИт(у) бхбу 
до ./о

коэффициенты Фурье-Уолша функции /(х,у). Положим

Р(/, *о, Уо) = , 1пп ^.м(/, х, у), Р[/, х0, у0) = Пт Ддг.м(/, х, у). 
(Ы.М)—ос

Скажем, что последовательность 5к։м(/,х,у) сходится к в равномерно в точке 

(го, Уо) при (ЛГ, М) -> оо, если Р(/, х0, Уо) = £(/, г0, Уо) = «• Пусть /(х, у) в точке 

(хи, уо) имеет разрыв первого рода, т.е. существуют пределы

<*++(/, х0, уо) = /(®о + 0, уо + 0), <£|_(/, г0, уо) = /(г0 + 0, у0 - 0),

d_+(/, х0, уо) = /(г0 - 0, уо + 0), </—(/, г0, уо) = /(г0 - 0, у0 - 0).

Точка (хо,уо) называется точкой устранимого разрыва, если

5(/, го, Уо) = max {d±±(/, г0, уо)} = d(f, х0, уо) = min {d±±(/, г0, у0)} -

В противном случае точка (го,уо) называется точкой неустранимого разрыва. 

Точка (го,уо) называется двоично-иррациональной, если хо и уо - двоично

иррациональные числа.

Скажем, что для последовательности Sw,m(/, г, у) в точке (хо,Уо) имеет 

место явление Гиббса, если

j(/,ao,yo) — d(/, гр.уо) < х 
P(f, го, Уо) ֊ P[f> го, Уо) 

Нам потребуются следующие леммы (см. [3], [4]).
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Лемма 1. (см. [3]) Если /(х,у) € ВЯУ(В), И = I х Д, то для произвольных

(®> у), (*'.։/) е о

а) у),Д) < Ия(/,В), 14(/(г,у),/) < Ун (Л В),

6) |/(х,у)-/(г',у,)1<2^(/,£’).

Лемма 2. (см. [4]) Если функция Цх, у) 6 ВНУ(В) и непрерывна в (х0, у0), то

1нп Уя(/, [®о — А, хо + А] х [у0 — А, уо + Л]) = 0. Л->0

Теорема В. (см. [6]) В каждой двоично-иррациональной точке х0 имеет место 

оценка 
4 3 3
- < С(х0, Я, {5п(р)}) < х И в(х0, д, {5п(з)}) = - п. в. О А I

Вместе с тем, существуют двоично-иррациональные точки, для которых имеет 

место равенство С(х0,д, {З’п(р)}) =

Обозначим 
1, если хо < * < 1,
0, если 0 < * < х0,

а(х0) = Нт 5п(ХгоЮ.*)> “(®о) = Пт 5п(хго(*),«), 
‘—*0 ։—»0
■ «ОО п 1

где Зп(Хх0(!)Л) -частичные суммы ряда Фурье-Уолша функции Хх0(^)-

Лемма 3. Для частичных сумм ряда Фурье-Уолша функции Хх0 И справедливы 

следующие равенства :

а) для двоично-иррациональных точек хо и х

Х«о(*) = |

5п(х«оИ>®) + 5п(х1֊гоИ>1-®) = 1;

б) для п > 2к+1 и х, Хо 6 До*4՜1)

<5>п(Ххо (^)1 ®) — ■Зп Х։о+2~* 1(^)։®4՜ 24+1 '
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Доказательство. Так как

1Уо(1 - х) [' Л + И^о(х) [' Ххо«^о(*) Л = 1,

Уо Уо

то для доказательства а) нужно убедиться, что для к > 1

Ак = ИЪ(1 - х) [' Х1-»оЛ + И<*(х) [' Л = 0. (6)
Уо Уо

Согласно (2), (5) и /д №к (2) А = 0, к > 1, имеем 

/•1 «-1
Ак = Х1-хоМ^*(*® (I՜1)) Л+ / Хх„(*)ИЪ(* © х) Л =

Уо Уо
И у! л

= / И4(* © (1 © ։)) <&+ / И4($®х)Л = / \¥к(1®х)<И+
У1-х0 •'«о У1®[1-Го,1]

г г г1
+ / ИЪ(1фх)Л = / РУ*(«®х)Л = / ТУь(4)Й = 0.

У[»о,1] У[од] До

Таким образом, равенство (6), а следовательно и утверждение а), доказаны. 

Тетерь докажем утверждение б). Нетрудно видеть, что функции Радемахера 

обладают следующими свойствами :

г< (х+2Гй) =г’(®)' '±к' Гк (х+2Ей) =-г*(г)> ®€Д^+1). (7)

Из определения функций Уолша и из (7) получим

2*+*-1 2*-1 2*+1-1 2*-1 .Го+з-*-‘ 2*+1-l .J-*-’

$2 b.= £b։-+ 52 д = 52 / Wi(t)dt- £ / 1<й+
։=0 ։=0 ,=2* ։=О »=2*

2*+։-1 «xq+2՜*՜ 1 2*+1-1 .1

+ 52 / 1Л = 2‘+1х0= 52 Wi(x) (1-х.оИ)^(*)Л, (8)

где
Bi = Wi(X+2^i) ^о+2-‘-х W) Wi(i) dt.

Из (8) следует, что

2*+1-1 2*+1-1 .1

52 в; = 52 w^x) xroWwi«*.
։=0 i=0 Jo

В'< = Wi(x+ Ххо+2-*֊х (i)Wi(t) dt.
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Поэтому достаточно доказать, что при ։ — 2t+1,п 1

B{ = W(») Z'xxoW^G) dt.
Jo

Пусть » > 2i+1 и ։ = 2m + e^, e, = 0 или 1. Тогда из (7) и из определения
~ i=o

системы Уолша следует, что

, 1 
Ot+l

xq+2
Wi(t) dt=Wi

= (x +

( 1x rHi+2TiT

Wi(t) dt +

x2«+l

1 + 2*+i= Wi x +

Bi = Wi(z +

dt =

Wi-«։2*(«)H*(i)]“ A =

= W(x) f(l-X..(<)W) Л. 
JO

Теперь, учитывая /J Wÿ(t) dt = 0, j > 1, получаем

-В'{ = В( = -Wi(x) f Xx0(i)Wi(t) dt, 
Jo

։ = 2*+1,...,n-l.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Для почти всех х 6 [0,1], а(х) = 5/4, а(х) = —1/4.

Доказательство. Из теоремы D и из определения функции Гиббса следует, что

• • ‘Л ,
5 Л 1 Г 5 113(х) < -, а(х) > mes < x Е [0,1] : ô(z) = -, или а(х) = --1 = 1. (9)

Согласно лемме 3, для двоично-иррациональных точек

а(х) + а(1 — x) = 1, (Ю)

и для x G Ао*+1) имеем

а(х) = а G+ 2*+0 ֊(x + À) а(х). (И)
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Обозначим

Из (10) следует, что

mes (Ei) = mes (Ez). (12)

Применяя индукцию по к докажем, что

mes (Ei Л д/}) = 2՜* mes (EJ, j = 0,1,..., 2к - 1, k > 1. (13)

При к = 1 равенство (13) следует из (11). Предположим, что (13) имеет место 

при к — 1. Так как

^ÿ = ^ + 2j2֊k, j = 1,..., 2*՜1 — 1, д<‘> = д<*>+2-‘, j = Ÿt€i2i,

ï=0

где Ej = 0 или 1, из (11) имеем

â(z) = âfaî + ^^îY а(г) = а^ + 52Й?1У ® € Д^.

\ 1=0 / \ 1=0 /

Следовательно, для j = 1, ...,2i-1 — 1 имеем

mes (Si Л Д^) = mes (Ei Л Д^) = mes (Ei Л Д«у^ . (14)

Из этих соотношений и из индукционого предположения следует (13).

Из (13) следует, что в каждой точке множества Е\ для достаточно малых Л имеет 

место равенство

mes ((х — h, х + Л) Л EJ = mes (£i). 2Л

Так как почти все точки множества Е± являются точками плотности множества

Е1, то тев(2£1) = 0 или тез(£։) = 1. Согласно (9) и (12)

1= mes(E'i)+ mes(E'2)+ mes (Ез) = mes (Ез) + 2 mes (EJ. (15) 
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Поэтому mes (£1) / 1. Следовательно, mes (Ei) = 0 и mes (Е3) - 1.

Лемма 4 доказана.

Для А = (Ах,.... Ат) € lRm рассмотрим норму

w(A) = max{IA,|, |А,- - Aj|, », j =

Норму матрицы В порядка т х т определим как

«(ВА)
11 1|ц'"л#Ро •

Обозначим через замыкание множества ДуР\ для которого х Е Запись 

А С/ В будет означать, что А С В и А ф В.

Чямрчяпие 1. Мы будем использовать следующие простые свойства функции 

ip*(x, у) = Ai® + Лау + Аз®У-

а) На прямоугольнике I х Д = [а, 6] х [а, Р\ функция ip’ (г, у) принимает свое 

максимальное и минилальное значения на вершинах прямоугольника I х Д ;

б) если функция ip* постоянная, тоА1=Аз = Аз = 0;

в) если 71 С/ 1и Ai С/ △ и функция ip*(x,y) непостоянная, то

max ip*{x,y)- min ip’(x,y)> max ip*(x,y\- min ip’tx.y}.(«,я)е/хд K J («.aje/xA 4 ' (м)е/։хд։ v ‘ (։,v)e/։xA։ k

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Теорема 1. Если f(x, у) Е BHV ([О, I]2) и N, М > 2Р+1, то

|/(«,У)-З„,м(f,®, У)| < 8Уя (/, х Aû>)) +4-2”Уя(/1 [0,1]2) .

Замечание 2. Из теоремы 1, в частности, следует, что для функций из класса 

BHV имеет место принцип локализации, т. е. если f(x,y) = 0 на открытом 

множестве Е С [О, I]2, то Sjv,m(/, ®, у) —» 0 равномерно на каждом компакте 

К С Е при (TV, М) —» оо. Принцип локализации для двойных рядов Фурье 

функций из класса BHV по системе [e‘(n։+m»)}°° был доказан А. А.4 > п1т~—оо

Саакяном [3].
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Доказательство Теоремы 1. Из (2), (3) и (5) имеем

Злг.мСАя, V) = [ [ /(х©4,у©з)Дх(4)£>м(з) Л<4з, (16)
Уо Уо

М-1
где Оу(1) = 52 И^(4) -ядро Дирихле системы Уолша. Для # = 2” + ^,

«=о
1 < М < 2”, М = 2т + Мг, 1 < Мг < 2т имеем

Л®> у) - Зн,м(/, X, у) = / [ Г • -Олг(4).Ом(з) ей <1з = 
Уо Уо

= [' /1г[Р2.(«) + ^2.(е)ДхД*)][д2я.(з) + ^(а)дМ։(в)]й^ = у՝4,
Уо Уо ,=1

где

Р = Лх, у) - /(г ф 4, у ф з),

/1 = Л Л Р • Р2.(4)Д2™(з) Л <1з, 12= [ [ Р- О2п(4)£>М1 (з)ИЪ-(з) Л Ув, 
Уо Уо Уо Уо

1а= Р- Д2»(з)1У2.(4)РЛг1 (4) Й Уз, 
Уо Уо

и = [ [ Р- Wշ.(t)D^1 (4)ДМ1 (з)И^п. (а) Й <18. 
Уо Уо

Достаточно доказать, что

141 < ги» (/. Д?> х д?>) + V ум, [о, 1]’) . (П)

При * = 1 неравенство (17) непосредственно следует из пункта б) леммы 1.

Выражение 12 представим в виде

Р ■ Д2.(4)Рм1(з)Иг2»(з) Уз Й. (18)

Очевидно Дм,(з) постоянна на каждом д(т1 = Д^+1^ и Ду*.^, и 1У2т(з) = 1, 

когда з 6 Д^™+1\ и 1У2™(8) = —1, когда з € Да^1^. Кроме того, если з 6 Да™+1\ 

то з © 2~т~1 е Д^^1!. Поэтому

д(.) д(т+1) 
“о “зу

Р • ^»(4)^^, (з) <1з <Н =
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в ф 2^4 - Дх Ф У Ф в) О2. (*)ЛМ։ (а) Оз 01.

Учитывая, что !)«,(։) постоянна на каждом Д^, из (4) получим |Рм։(в)| < 

< _?__ Ппи з е Д;՞*). В каждом из интегралов сделаем замену переменной 

в ।—» з © jշ-m, тогда получим

3"->֊1 . 1֊ пт+п 2 1 у У
|13|< Е / ] \К1\^<^ + £ у у |К,|2₽+"ЛгЛ,

/=° Д<->Д<’+1’ >=3“-’Д(.)Д(~+Х)

где
/ 21 \ ( 21 +1= /^ф*,уф^фв^ -/^©«.уф-^-фа

Г 25 25+1 1Легко видеть, что для различных з пары точек < у ф ф в, у ф —+1 ф в 

принадлежат разным интервалам ранга т. Поэтому они образуют непересекаю- 

щиеся интервалы. Следовательно, согласно пункта а) леммы 1 имеем

(
2»_2т-, \ 2™_!
Ё ։՜-1 Е У У 1^|2₽+"^л<2’(1֊2_,,)^(5,[0,1]3).
1 = 1 / 1=2“՜’ (») д(т+1)

о о

Таким образом

< (/, △£) X ДМ) + ֊ун(/, [О, I]2).

Неравенство (17) при 1 = 3 доказывается аналогично. Остается рассмотреть

случай । = 4. Имеем

Е ■ ^^О^Ом^^в) <18 Л =

х ф < ф 2^Т'Уфв - /(г ф I, у ф а) х

хЛя։(*)РМ1(я)^2-(в) <18 01 =

-/ГгФ^Ф^-.уфв) -/ Ггее.уеве^Ау + /(гф*,уфв) х

Х (*)-°М։ (в) 08 01.
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Ниже мы будем использовать следуюшие обозначения :

( Хф<© 2^+Т>У®в® 2;
2™+1

V) = /(“ ®М “ /(«, V). △?/(“>и) = /(«> V ® л) - /(и, п).

Имеем 
2“—12"*—1 . . з

;<=е е
4=0 ]=0 *“о •'△о 4=1

где Ом1^ ~ постоянное значение ядра £։«>(«) на интервале и 

2«֊>_1 2”»֊»_1 2“՜’-! 2“-1 2"-1 2т-1
* = Е £ *= £ £ г«> 7з= £ £^-,

4=0 з=0 4=0 у=2"-я 4=2*՜’ з=0

т</ = <1з <н.
^0 “о

Из определения гармонической вариации следует, что

г г 2՞+"*
1ЛК У У / Илк ,>Д< ;△<»+*)/д(~+х)1 '•(*+1)0 + 1)

<|ун (л д(р>х △(₽>),

<2р-2(1-2-р)Уя(/,[0,1]2),

2"_-1г1 23^1 г г 2п+р 9Р-1

•=0 ^=2">-»՝'“о •'“о

Аналогично доказывается, что

2Р՜1|Л|<^М/.[о,1]а).
1ПЛ

Отсюда следует неравенство (17). Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть /(х,у) 6 ВЯУ([0,1]2). Если (ло.Уо) ~ точка устранимого 

разрыва функции /(х, у), то частичные суммы Зн։м(/> х, у) равномерно сходятся 

к /(х0 + 0, уо + 0) в точке (х0, у0)-

Из теоремы 2 непосредственно следует
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Теорема 3. Если f(x, у) Е BHV([0,1]2) и f(x, у) непрерывна в точках некоторого 

компакта К С [О, I]2, то частичные суммы SN։M(f,x,y) равномерно сходятся к 

f(x,y) на К.

Доказательство Теоремы 2. Пусть функция 7(х,у) равна /(z0 + 0,уо + 0) 

на множестве {z0} х [0,1] и [0,1] х {уо}, и равна /(z,y) - в остальных точках 

множества [0,1]2. Так как 5н.м(/,х,у) = SN։M(f,x,y) и 7(®о + О,уо + 0) = 

f(x0 + О.уо + 0), то остается доказать, что 5н,м(/,х,у) -♦ 7(®о + 0,уо + 0) 

равномерно в точке (zq, уо) при (N, М) —» со. Пусть £ > 0 - произвольное число. 

Согласно лемме 2, существует 6 = 6(e) > 0 такое, что

Ун (f, [®о — 6, хо + 5] х [уо — 6, уо 4- 6] П [0,1]2) < —.

Фиксируем натуральное число р, удовлетворяющее условию 2_₽ < 5/4. Тогда из 

леммы 1 следует, что на множестве Q = {(г, у) : |х- х0| < f, |у ֊ Vol < (} 

выполняется

Ун (7, Д^ X Д^) < 3Ун (7 [хо - 6, Z0 + 5] х [уо - 6, у0 + 5] Л [0,1]2) .

Если N и М достаточно большие, то согласно теореме 1, на множестве Q имеем

|7(®, у) - SNiM (f, х, у) | < £.

Теорема 2 доказана.

Определим верхнюю и нижнюю функции Гиббса в точке (zq, уо) равенствами

G(x0, уо) = sup G(f, z0, уо), 
/

И G(xo,yo) = inf G(f, хо,уо),

гч։ - \ _ <*(/> 2;о> Уо) - хо, Уо)Ь(/, хо, Уо) = =77------- г——--------г,
Р(Г, хо, Уо)֊£(/, хо, уо)

где вир и т/ берется по всем функциям из класса ВНУ, для которых (хо,уо) 

является точкой неустранимого разрыва.
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Теорема 4. В каждой двоично-иррациональной точке имеет место оценка

О < С(го, Уо) < С'(хо) Уо) < 1, 

4 — 2
и почти всюду С(х0, Уо) = д > С(х0, уо) = -.

Доказательство. Пусть функция /(г, у) Е ВНУ([0,1]2) имеет неустранимый 

разрыв в точке (го, Уо)- Обозначим .

¥>(«,«) = й++(/. ®о,Уо)Хю(в)х«0(<) + ^-+(/,г0,уо)Ху0(з)(1 ~ Х»о(*))+

+с«+_ (/, х0, Уо)(1 ֊ Х»о(*))Ххо(0 + <*—(/, ®о, 2/о)(1 ֊ Х«о(*))( 1 ~ Х»о(*))-

Система уравнений

’ Ло = с1—(/,хо,Уо),
Л1 = й+_(/, хо,уо)-с1—(/,хо,Уо),
А2 = <1-+(/, х0,у0) - <1—хо,уо),

. А3 = </++(/, го, Уо) ֊ <*-+(/, хо,уо) - <*+-(/, г0, у0) + <*__(/, г0, Уо) 

(19)

равносильна уравнению А = С<1, где

/ 1 О
-1 1
-1 о

\ 1 -1

О 0\ /с4__(/,г0,у0)\
О 0 | | с4+_(/,го,уо) I
10’ I <4_+(/,го,уо) I ՛
-1 1/ \^++(/,го,Уо)/

Очевидно, что

(1 0 0 Ох 
110 0 1 
10 10 1 
1111/

Точка (го, уо) является точкой устранимого разрыва для функции /(г, у)—

—^>(г,у). Согласно теореме 2, частичные суммы двойных рядов Фурье-Уолша 

функции /(г, у) — ^>(г, у) равномерно сходятся к нулю в точке (го, уо)- Следова

тельно

Л/>го,Уо) = Р(^,®о,Уо), £(/,г0,уо) = £(1Мо,уо). (20)

Согласно теореме В имеем

[0,1] С/ [а(г0), а(г0)], [0,1] [а(уо), а(у0)]. (21)
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Пусть #.•(։,у) = А3ху + А2у + А^х + Ао и /(•) = [а(-), <•)]. Тогда из пункта а)

замечания 1 следует, что

(22)

Р(гЬ, х0,Уо} = шш ^*(®>у) = , т‘п '1>*(х,У), (23)
—' (։,у)е/(®о)х/(1/о) (։,»)е8/(хо)ха/(»о)

хп, Уо) = тах 1р*(х,у)= тах ^*(х,у), (24)«цу.ю.эт; (։>„)е[о,1р (х,р)еа[о։1]ха[о,1Г

<1(1Ь.хо,Уо) = тт ^(х,у) = т‘п ^’(ж.у), (25)о>яо; (г,1/)е[0,1рг 4 (х1Р)бв[о,1]ха[о11]г 4 'У1' ' 1

где д! обозначает множество концевых точек интервала I. Обозначим 

/1 а(хо) а(уо) й(»о)а(уо)\ / 1 0 0\ /1 0 0\
О= 0 X0 - Уо а1о - Уо ։ё= 0 1 0 О 10;

1 а(го) о(Уо) а(®о)а(уо) I \ _1 _1 1 / \ 1 1 1 /
\1 а(х0) а(Уо) а(®о)а(уо)/ ' / \ /

(а(хо) - а(®о) 0 а(хо)а(уо) - о(хо)а(Уо)
0 а(уо)֊«(Уо) а(®о)а(уо)-в(хо)а(уо)

а(хо) - а(*о) 5(у0) ֊ а(уо) а(хо)а(уо) - а(х0)а(у0)

711 \
А2 I
Аз/

А =

Докажем, что матрицы О и О обратимы. Допустим противное, тогда суще- 
з

ствуют действительные числа А,, » = 0,1,2,3 такие, что £ А? 0 и
1=0

з(уо)\ 
й(уо) | 
в(Уо) I 
а(уо)/

+ Аз

й(®о)а(уо)\ 
“(зо)а(уо) 
а(хо)а(уо) 
а(®о)о(уо)/

0\
0 I
0
0/

(26)

Следовательно, функция Ф1(х,у) = Ао + АххА2у + А3гу принимает значение

нуль на вершинах прямоугольника 1(хо) X 1(уо)- Из замечания 1 следует, что 

Ао = А1 = А2 = А3 = 0. Это противоречие доказывает, что йе1(£>) 0. Строки

матрицы О линейно независимы, так как в противном случае существовали бы 
з

действительные числа р,-, * = 1,2,3 такие, что £ д? 0 и
։=1

Д1(а(а:о) ֊ а(®о), 0, а(хо)а(Уо) ֊ а(®о)а(уо))+

+ М2(0, а(уо)-й(уо), а(®о)а(уо) - а(*о)а(уо))+

+ р3(а(х0)-а(х0), а(уо)-а(уо), а(хо)а(уо) ֊ а(х0)а(у0)) = (0, 0, 0), 
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и следовательно

֊ (Д1 + M2 + Мз)(1, а(®о)> а(уо), а(г0)а(у0))+

+ Д1(1> «(®о), а(уо), а(®о)в(Уо))4-
(27)

+ Д2(1, а(®о)> а(уо), а(го)а(уо))+

+ Мз(1, а(®о), а(уо), а(го)а(уо)) = (О, 0, 0, 0).

Из (27) следует, что строки матрицы D линейно независимы, что противоречит 

существованию обратной матрицы D՜1. Нетрудно видеть, что

(а(уо)Т-՜1 а(Уо)Ь-1 -а(уо)Ь-1 \ 
a{xo)L՜1 aixo^L՜1 — а(го)Ь-1 I >
-£֊։ -L-1 L՜1 /

где L = det .О = |1(®о)| • |7(уо)|- Из (20), (22) - (25) следует, что

?(/, «о, Уо) ֊ £(/, ®о, Уо) = ы(5Л), (28)

5(/, го, Уо) - ^(/, го, Уо) = ы(С-1Л). (29)

В силу замечания 1 имеем £?(/, го,уо) < 1. Отсюда и из (28), (29) следует

\ ш(С-ХА)
С(/,®б,Уо) = - ֊ = ֊֊֊; <---- ֊ < 1, (30)

ш(БА) ш(х)

где г = БА. Множество {г 6 Ж3 : ш(к) = 1} компактно в Ж3 по норме ш(-) и

С՜1 Б՜1 является непрерывным оператором. Поэтому из (30) следует, что

(31)

Из (19) вытекает, что (го,уо) является точкой устранимого разрыва тогда и 

только тогда, когда А = 0. Согласно (30) имеем

О(г0,уо) = 8цры^ =8цр^^ = ||С \D х|| , (32)
ш(БА) х#о w(z) II Пы

G[xo,yo) =
п —1 

1 u(DA}
SUP -------- Г = SUP  = i=-
i G(f, г0,у0) ^ytou(tC~1A)

u(DCz) 
sup ֊ «(«)

(33)
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Из (31) - (33) следует, что

О < О[х0, уо)> <3(®о> Уо) < 1-

Докажем неравенство б(го,Уо) < С(хо>Уо)- Допустим противное : б(го,Уо) — 

= С(л0, Уо)- Тогда при

будем иметь

_ 1. = ^(С-М3) = 1
(®°,У°; а(го)-а(։о) ш(РА2) а(1Л>) ֊ а(уо) ’

______________________1_____________________ ^(с-1^3)
(®о,Уо) тах{а(хо)[а(уо)-а(Уо)];а(у0)[а(го)-а(г0)]} ш(5а3)

Отсюда следует, что а(уо) = а(®о) = 1, а(®о) = а(уо). Из теоремы Б имеем 

|а(®о)| < |> следовательно

. «(С^А4) 3 , . „
^.Уо)- -(1_а(го))(3 + а(хо)) И ^°) ֊ °֊

С другой стороны, имеем а(у0) = а(ла) = 1 и а(хо) = а(уо) = 0, которое 

противоречит (21).

Согласно лемме 4, для почти всех (го,Уо) имеем

Нетрудно проверить, что

ш(РСА) < |ш(А), у (5с(А4 - А3)) = ^(А4 - А3), 

ш (С՜1!?-1!) < |ы(А), ш (С՜1^^3) = |у(А3).

Следовательно, Д(го,Уо) = С(®о>Уо) = | для почти всех (хо,Уо)- 

Теорема 4 доказана.
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Замечание 3. Если хо и уо двоично-рациональные, то в точке (хо>Уо) отсут

ствует явление Гиббса.

В случае, когда только одна из точек хо и уо двоично-рациональна, явление

Гиббса зависит от функции. Например, в точке для частичных сумм

двойного ряда Фурье-Уолша функции

/1(®>У)=
при 1/2 < х < 1, 
при 0 < х < 1/2,

отсутствует явление Гиббса, а для функции

Л(г,у)= <
1,

О, при 0 < у < 4

в той же точке имеет место явление Гиббса. Автор приносит благодарность

профессору Г. Г. Геворкяну за постоянное внимание к работе.

ABSTRACT. In the paper is proved that if an integrable function 
/(z,y) has bounded harmonic variation and is continuous at each point 
of a compact K, then the double Fourier-Walsh series of function /(։, y) 
uniformly convergence on K. Applying this result the Gibbs phenomenon 
for double Fourier-Walsh series is investigated.
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ОБ ОДНОМ ЛИНЕЙНОМ МЕТОДЕ СУММИРОВАНИЯ КРАТНЫХ 
РЯДОВ ФУРЬЕ

Н. А. Талалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 5, 1995

В настоящей работе путем подходящего выбора последовательностей 
векторов Л = (Л1,...,Лт), р = (р1..... рт) определяется линейный метод
суммирования, равномерно суммирующий кубические и сферические 
средние частных сумм рядов Фурье функции / еС(Тт).. Дается оценка 
сверху отклонения этих частных сумм от /(х) в терминах модуля 
непрерывности Аналогичные результаты доказываютая для
пространств Ьч(Тт), 1 < ? < оо.

§1. ВВЕДЕНИЕВведем следующие обозначения :К.՞* - m-мерное вещественное евклидово пространство; х = (xi, ...,xm), t == ~ элементы пространства IRm ; п = (ni,...,nm) £ IRm обозначаетвекторы с целочисленными координатами; Тт = [—х, х)т - т-кратное декартово* . •*> 1 •произведение интервала [—г, х); п-х = щхг+.-.+ПтХт ~ скалярное произведение в Ш.т векторов п и х; N = (Ni,77m) - вектор с натуральными координатами ;С(Тт) - класс 2х-периодических по каждой переменной, непрерывных на Тт функций /(х); Lg(Tm) - класс 2х-периодических по каждой переменной, интегрируемых на Тт в степени q (1 < q < оо) функций /(х); ||/||оо и ||/||д - нормы в пространствах С(Тт) и Lq(Tm) соответственно.Для заданного 5 = 6j > 0, 1 < j < т, обозначим через ы(/;й) имодули непрерывности вС(Тт) и Lq(Tm), соответственно :
w(/;5)= sup |/(xi+ Ai,...,xm + Am)-f(xi,...,xm)|,



Об одном линейном методе суммирования ... 61о/’)(/;$) = sup ||/(xi + /»i,...,a:m + Äm)-/(xi,...lxm) ։. 1$>$тРяд Фурье функции f Е Li(Tm) пишется в виде£>1П1 = £ ... £ Cn։...„mein”‘...ei"’-»’-l (1.1)
п m=—ОО nm=-ooгде

Сй’-Сп‘ "п" - (2^ХтЛг)е ,ПГ<^՜

- коэффициенты Фурье.Для заданного натурального вектора N обозначим через SjrfJ, х) прямоугольные частные суммы ряда (1.1) :
SMx)= £ Сйвйгг= £ ... £ . (1.3)

|n|<|JV| ni=-Wi nm=-NmЗдесь и ниже запись |п| < |JV| и |п| > |ЛГ| означают |nj| < |JVj| и |п;-1 > |7V,-1 для всех 1 < j < т, соответственно.В частности, если N = где N - натуральное число, то кубическиечастные суммы S-^-(f,x') будем обозначать через S/y(/,x).Пусть р = (pi,...,Pm)։ Л = (Ai........hm), где pj - натуральные числа, hj > О,1 < j < пг и
Pi > 2> Pjhj < х, 1 < j < rn. (1.4)

Положим △(р, Ä) = [-P1Ä1.P1Ä1] X ... X [-PmÄm.PmAm] , (1-5)£'einj4՛ с1-6)
л! л 1 \ /4 j J /\ пу= —ОО х J J ' j

л?(г) = Пд&)^)- М
;=iгде У)7 означает отсутствие в сумме члена с п;- = 0.



H. A. T ал ал ян62Известно (см. [1], р. 364), что функция R^\xj) обладает следующими свойства
ми :

> °- XÎ 6 НъЛ.рЛ]. (1-8)
Rh/4xi) = °> xi е \ [-Pihi<Pjhi]- (1-9)

Следовательно, согласно (1.5) и (1.7) имеем
4Ю(*)>°. геА(₽,л) и я^(х) = о, хеТга\Д(р,Л). (1.10)

Из (1.6) — (1-10) получим
Г R$\xi) dxj = [”lhl R^4Xj) dXj = 1, 1 < j < m, (1.11) 
J—к J-Pjhj

[ R^>\x)dx= [ R^(x)dx=l. (1-12)
JTm h Jb&,h)Обозначив через ан֊ = On։...nm коэффициенты Фурье функции 7?^(x), из (1.6) и 

(1.7) будем иметь
jTn ,=1 \ n,nj /где в правой части (1.13) сомножители с nj = 0 считаются равным 1.Рассмотрим интегральные средние

Ф?)(/,®)=/ f(x-t)R^^dt= [ f(x-ï)I&®£, (1.14)
F^f^=f ^f,x-ï)R^(t)(rt= [ _S^/,x-t)^(ï)Æ (1.15) 

1 JT„ П Jbfoh) ПЗаметим, что вторые равенства в (1.14) и (1.15) следуют из (1.10).В дальнейшем при N = (N, вместо F^L(f,x) будем использовать обозна
чениеИз (1.13) следует, что ряд Фурье функции R^(t) сходится абсолютно и равномерно. Поэтому, в силу (1-14) имеем



Об одном линейном методе суммирования ... 63Правая часть (1.16) является рядом Фурье функции Ф^(/,х), который сходится абсолютно и равномерно, так как р,- > 2.Аналогично имеем

Из (1.10), (1.12), (1.14), (1-15) и теоремы о среднем значении интеграла от непрерывной функции получаем
= №+№), е(х) = (6(®),...,ыг)) 6 Д(Р,Л), (1.18)

^(/> «) = ® + ч(®))> ^(®) = М®)« •••> Чш(®)) е △(₽, Л). (1.19)
В настоящей работе путем подходящего выбора последовательностей векторов Л = (Ai,...,Am)> Р = (Р1,— >Рт) мы определяем линейный метод суммирования, равномерно суммирующий кубические и сферические средние частных сумм рядов Фурье функций f GC(Tm).. Мы приводим оценку сверху отклонения этих частных сумм от /(г) в терминах модуля непрерывности ш(/;5). Аналогичные результаты доказываютая также для пространств Lg(Tm), 1 < q < оо.

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯПусть М = {1, ...,т}, и пусть В -подмножество М такое, что В / 0 и В М. Элементы множества В в возрастающем порядке обозначим через jv(B), 1 < и < < |В|, где |В| - число элементов В. Через jv{Be) обозначим также в возрастающем порядке, элементы множества Ве = М \ В. Для В С М положим
։(5) — (г;’1(в)> •••> ®л'|в|(-В))> ®(М) — (®1,..., zm) (2.1)

и а(п(В),Л(В),р(В)) = П лев sin(njftj) 
nihi



Н. А. Тал ал ян64 рг /мд(^>(в)Лмд)у,|>(в) J-JA пк(д)л^(д) / (2.2)
В этих обозначениях, для любого В/М имеем

= a(n(B),h(B),p(B)) • a(n(Be),h(Be),p(Be)).

Для В С М и Ьп = &П1...пт, будем обозначать
Е_ Е_ *=

|n(B«)|<W(B«)|n(B)|>N(B)= Е Е 12 - Е
Пл(В«)<^л(В") nj|eo|(B»)<Afj|B<։|(B") ni։(B)>WJl(B) ni|B|CB)<W5|B|(B)

(2.3)

(2.4)
Нетрудно убедиться, что из (1.16) и (1.17) следует

Ф®(/Л)-ф։) = 52_а(п,Л,р)с;ге‘"г+|Hl>w+ Е Е_ Е а(п,Л,р)спеЙГг, (2-5)
ДСМ |n(B-)|<X(jB«)|n(B)|>W(B)где сумма £) распространяется на все непустые подмножества В С М, В / М. 

всмСначала мы докажем две леммы. Обозначим
^(М) = 8иР{Ы : 1»1 >^}> £jv(B)=eup{|cn: |nj|>^-,jGB}. (2.6)

Лемма 1. Для всех f Е L(Tm), N, Л ир, удовлетворяющих условию (1.4), имеет 
место неравенство

1|ф?(/.г) -< 52_|а(п,л,р)1|сп|+ |и|>*+ Е Е Е 1“(".л,р)|ы< (2.7)Дем |„(в°)|<лг(в°) |п(в)|>лг(в)2™։_ П m +1)
< Z £N(M) + у՝ 2|В| £_ JEB-_______Д [лр N^՜1 (Pj - 1)] SCM П ^Г՜1 (Р> - Х)]



Об одном линейном методе суммирования ... 65Доказательство. Первое неравенство в (2.7) немедленно следует из (2.5), поэтому нам нужно проверить только второе неравенство. Из (2.2), (2.3) и (2.6) следует
Е Е |°(п-Л՛ ₽)11^1 ^(в)х 

|п(В«)|<Х(В«)|п(В)|>ЛГ(В)
(2-8)

X Е_ 52- 1<ад,Л(В),р(В))|-|о(п(Ве),Л(В'=),р(В'))|. 

|П(В")|<^В<=)|п(В)|>Х(В) •Очевидно

Поэтому

|а(п(Ве),Л(В'),р(Ве))| = П

УеВ°

|а(п(В),Л(В),р(В))|=ПУ ев
зт(пуАу)"УАУ8Н1(пуЛу) ПуЛу

Р_>

Рл

<1, (2-9)

1 11 ।
“ уЦ I”/ Д \П1ЛВ)К1^В) ■ (210)

52_ 1°(">Л,Р)| < 52_ |а(п(В),Л(В),р(В))| < 
|п(В)|>7У(В) |Н(В)|>ЛГ(В) 1*1 1< у ... у п___ -___"Л(в^։(в, ",1в1(в^1в1(в)-1 (2-11)

Для всех Л > 0, р > 1 и для натурального ТУ имеем
п₽ЛР - ЛР7УР-։(р- 1)' (2-12)Е

Применяя эту оценку поочередно к каждой сумме правой части (2.11), получим
1

А^?-1(ру-1)՜Е_
|п(в)|>;у(в)

|в(п, Л,р)| < 2|в| И Уев (2-13)
Из (2.9) и (2.13) следует

Е Е 1а(п>А>р)Нсй-1 < 
|п(В<’)|<]У(В<։) |Й(В)|>77(В)

2|в| ®Ж(В) П (2^- +1) I П ^^-1(ру -1)уев- \.ев (2-14)
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Аналогично получаем52 |а(п,Л,р)||с„| < 2|м|е/7(М) т • (215)
ри>^ П^Г՜1^֊1)

7 = 1Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Если Кир- натуральные числа, удовлетворяющие условию (1.4), то 
для всех /(х) бС(Тт) и /(х) Е Ьч(.Тт) имеют место, соответственно, неравенства

||/(х) - Ф^(/,г)|| =Г^Р, 1Я®) - Ф^(/>®)1 < "(ЛР1Л1....... РтЛт), (2.16)а\^/(г)-Ф<Я(/>г)|^ <
< ш(?)(/;Р1Л1,...>ртЛт). (2.17)

Доказательство. Неравенство (2.16) следует из (1.Е), (1-18) и из определения модуля непрерывности у(/;б). Докажем, что неравенство (2.17) следует из свойств (1.10), (1.12) и (1.14) функции Ф^(/,г). Применяя обобщенное неравен
ство Минковского получаем||/(х)-Ф^(/,х)||,=

< / /?^)(1)а;(’\/;р1Л1>...,ртЛго)«Я = ш(’>(/;р1Л1,...,ртЛт).7д(₽,л) лЛемма 2 доказана.
§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМПусть 0 > т, и пусть Т9-^(},х) обозначают функции, полученные,соответственно, из Ф^(/,г) и ^х^(/1®)> когда в них полагается

К=(ев/И1,...,ев/Мт), р = ([1пМ].........рп^]), (3.1)



Об одном линейном методе суммирования ... 67где [а] -целая часть числа а. Условимся считать, что
С(Тт) = Ьж{Тт), ||/||оо = 11/11 = тах|/(г)|, а/”>(/;5) = ы(/:б)

и 1/д — 0 при 9 = оо.
Теорема 1. Пусть /(х) € Ьч(Тт), 1 < 9 < оо, в > т. Тогда для всех П, 
удовлетворяющих условиям 1пМ > 2 и е8 1п Щ/Щ < тг, 1 < ] < т, имеет место

неравенство

е8 1пМ е81п Мт \Мт ) 2те8тп (2х)т^
+ £/У(ЛГ) "т

Пм/^ОпМ-г)

2|В|е«|Я| (2я֊)т/? П (2М + 1)
. V Е— ______________ 3—________

всм П^՜1^^՜2)
(3-2)

Доказательство. Из леммы 2 следует, что для всех 9, 1 < 9 < оо имеет место
№) -гв,„(/.*)Н։ < №) ֊ 0^(/.*)Н, + 11«а,„(/.*) -гв,„(М)||։ <

< шы Г/; + ||<эв1У(/,х) - тв։м х)||։. (3.3)
Для оценки второго слагаемого в правой части (3.3), мы применяем лемму 1 с векторами Лир, определенными в (3.1). Подставляя эти значения Л и р из (3.1) в (2.7), вычисляя || • ||? нормы обеих частей этого неравенства и используя следующие неравенства :

___________________ 1________________________ е8т 
т / 6 \ Р°_________________________________ ~ 171 ’П(тг) мГ^-1([1пМу]֊1) Пм^ОпМ֊2)

1=11П(лг) мГп^1-1([1аМ,]֊1) уев ՝
е«|в|

Уев



Н. А. Талалян68получаем (3.2). Теорема 1 доказана.
Положим

2тевт(21Г)т/։
“(*- д, Г/) = ЕЛГ(М) уут(»֊1) (1пЛГ _ 2)т +2|В|ев|В|(2я.)т/? (2Л +

+ ь £*(В) ДГ1В|(в-1)(1п#-2)1В|
ВС.М

2те»т 2|В1е«|В1(2// + 1)т-|В|
- р/т(е-1) (1п ТУ - 2)т + ТУ^К’-1) (1пТУ — 2)1В1 ’

где 9 >т, Ы -натуральное число, е/^м) = Ср/(М} и е*(В) = е77(В) ПРИ(см. (2.6)).Пологая ТУ = (ТУ,..., ТУ) в формулировке теоремы 1, получаем следующий результат.
Теорема 2. Пусть 9 > т и N ~ натуральное число такие, что 1п ТУ > 2, ев 1п ТУ/ТУ < к. Тогда для любой функции /(х) £ Ьд(Тт), 1 < д < оо имеет место неравенство

||/(х) - ад/, ®)||, < ^(,) (/; ........+ °(9, д, М), (3.5) 
где Тв>я(/, х) = Тв р,(/, х) при Щ = N,l<j <т.

Теперь рассмотрим сферические частные суммы ряда (1.1)
Я>0.

NR = (NR։...,NR),

(3.6)

а(п,А,ТУл) = ПТ=1 8ш(п,е*/ТУд)\ рп 
тчс9/Мц )

(3.7)
(3-8)

Ав>д(/,х)= а(п, б, ТУд)спе|П®. 1|н11<н (3-9)
Коэффициенты а(п, ТУд), ||п|| < R определяют линейный метод суммированиясферических частных сумм (3.6). Так как т-мерный куб [—ТУд, Ии\т содержится



Об одном линейном методе суммирования ... 69в т-мерном шаре радиуса Я, то в силу (1.16) с N = 7УЛ и (3.8), (3.9), имеем
||(г^я(/,х)-Лв1Л(/,г)||< £ |а(п,₽Лл)||с?г|+

|И1>*я

+ Е Е Е 1*(млЛ)1Ы- (з.ю)
ВСМ |п(Д-=)|<ЛГв(В<=)|п(В)|>2Уя(В)

Теорема 3. Пусть 9 > т и = [Я/^/т] такие, что 1п ЛГЛ > 2, - < ж.
К/ у/тп

Тогда для любой функции /(г) 6 £,(Тт), 1 < д < оо имеет место неравенство||/(х)֊Л91Д(У,?)||։<< ш(?) (/; е8 1п И/\/гп е8 ЫЯ/у'тп 
И/у/т— 1 ’ ’ П/у/тп— 1 4-а(0,д,ЛГл). (3-11)

Доказательство. Из (3.7) и леммы 2 следует
е8 1п R/у/гп е8 1п R/у/т\
R/^/тn — 1 1 ՛"’ R|y/rn — 1 / (3.12)

С другой стороны, повторяя доказательство теоремы 2 с N = Ыд и учитывая (3.10), получаем
||А9>л(/, х) - СЗе^х)^ < а(0, д, /Уд). (3.13)

Из (3.12) и (3.13) следует (3.11). Теорема 3 доказана.
Используя подходящие замены переменных Xj в формуле коэффициентов Фурье, легко проверить, что для любого непустого подмножества В С М, В ф М и для любого натурального числа Ы имеет место неравенство

Зд(»> ... £)•(։«)-"'՛•

В условиях теорем 2 и 3 справедливы, соответствено, следующие оценки :
е91п/У к е91п(ЯД/т) тг
~ГГ~ > Й’ Я/7^-1 > Мд'

Поэтому из теорем 2 и 3 вытекают
(3-14)
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Следствие 1. Пусть 0 > и», и пусть У -натуральное число такие, что 1п N > 2, 
ев 1п < ■к. Тогда для всех /(я) € 1<։(Тт), 1 < 9 < °° имеет место неравенство

( 1 „Л (<л (е e*lnN е*1пУ
||/(я) - T9։N(f,x)\\, < J __...... ___

Следствие 2. Пусть 0 > т, и пусть ЛАЛ = [Л/у/т} такие, что 1п./Ул > 2, 
ев 1п И/у/гп < * Тогда для всех /(я) 6 Л,(Тт), 1 < д < оо имеет место 

Л/у/гпнеравенство||/(я)-Ав1Л(/,я)||,<
г(,Ай1й [R/ Л и?) Л. е’1пЯМй ев1пЯ/\/гп\
< (։ + ։«’. (ЯЛ/ЯЧ); яд^.!... д/7й_։ ) ■

Из (3.4) следует, что величины /3(0, У) и /3(0, [ЯД/т]) не зависят от функции/(я) и для всех 0 > тп стремятся к нулю, при /V —♦ оо или Я —»оо. При этом чем больше 0 тем быстрее они сходятся к нулю.
ABSTRACT. In the present paper by means of an appropriate choice 
of sequences of vectors h = (Aj,...,hm), p = (pi,...,pm) we define a linear 
summation method which sums the cubic and spherical means of partial 
sums of the Fourier series of f G C(Tm) uniformly. We give an estimate 
from above for the deviation of these partial sums from /(z) in terms of 
the modulus of continuity u(f;6). We also prove similar results for the 
spaces Ls(Tm), 1 < q < co.

ЛИТЕРАТУРА1. А. Зигмунд, Тригонометрические ряды, т. 1, М., Наука, 1965.28 августа 1995 Ереванский государственный университет



О ПРИБЛИЖЕНИИ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ РИМАНО
ВЫМИ СРЕДНИМИ ЧАСТНЫХ СУММ ИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

Н. А. Талалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 5, 1995

Для функций многих переменных оценивается разность между неко
торыми римановыми интегральными средними и аналогичными сред
ними для кубических частных сумм рядов Фурье этих функций.

§0. ВВЕДЕНИЕВ настоящей стстье Шт обозначает т-мерное вещественное евклидово пространство, х = (г1,..., хт) 6 Пи”. Скалярное произведение и норма в НГ” определяются равенствами
т 

гу=52^%-, 
1=1

Через п = (П1,...,Пт) будем обозначать векторы с целочисленными координат тами. Запись | г» | < ТУ, где N -натуральное число, будет означать, что |п;-1 < ТУ, 1 < У < яз.Через Тт обозначается т-кратное декартово произведение интервала [0,2т).Пусть У(л), х € Жт -периодическая по каждой переменной, с периодом 2т функция, которая принимает действительные значения и интегрируема на Т™ по Лебегу. Тогда ее ряд Фурье по тпг-кратной тригонометрической системе е‘" * = е*”1®1... е‘п»®™ обозначается через
ОО ОО£0^* = £ ... £ С„։...„те։”^...е<п»։-, (1)

п п։=—ОО Пт=—ОО
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Для натурального через 5х(х) обозначаются кубические частные суммы ряда Фурье функции /(х). Кубические частные суммы ряда Фурье функции /(4 + я), где 16 Тт рассматривается как параметр, обозначаются через 5?/(4, я).Имеем
Зн&х) = £ = $„(* + х) =

|и]<* (3),е»п »(։»+«»)

|т։։|<АГ |п„И<АГДля натурального числа к и вектора и = (1/1,..., рт), где 1 < V,- < к, ] = 1,т, натуральные числа, через △£ обозначаются т-мерные интервалы
2я-(։/1 - 1) 21Г1/А Г2т(1/т-1) 21Г1/т\

к ' к ) к ’ к )՛ (4)
Для положительного Л и натурального числа р, удовлетворяющих условиям рЛ < 1г, Л < 1, р > 1, обозначим

1(1 г՜՜՝ (з^ 1 ...Яр(Л,х) = ֊ I- + соэдх I . (5)
\ 5=1 4 4 ' /Известно (см. [1], стр. 364), что Яр(Л, х) обращается в нуль на интервалах (рЛ, к), (—к,—рЛ), неотрицательна на (—тг,%), является полиномом степени р — 1 на каждом из интервалов ((р—2)/։,рЛ), ((р —4)Л, (р —2)Л), ..., и имеет непрерывные производные до порядка р — 2. Легко видеть, что

(6)
и (7)



О приближении интегрируемых функций ... 73где С > 0 -абсолютная постоянная.Неравенство (7) вытекает из следующих неравенств : для Л < 1 имеем

Как обычно, [а] обозначает целую часть числа а. Рассмотрим функции
(г» / • чг \ Р \1 v—A / sing-Л- \ \ тг9+12 coaqx l=Rp^,x^ * = 2>3>-- (9)«=1 \ / / p

и

при
при

[2x(j -1) 2irj 
k ' k

Л К J

(10)
Для V = (vj, ,^m)> 1 < Vj < k, определим на Tm функцию т переменныхЯ^(х) равенством

=П«ч)=ПЧ‘>(ч֊1Й;^)- 
j=l J=1 ' К /Определим также кусочно-постоянные функции

ф^(®)=д х е д*' <12)
Ф&(®)=/ s^(йде(й)dй> ze^k. (13)

Так как ид£ = т"» (14)



74 Н. А. Тал ал янто функции Ф^(х) и Ф^дг(®) определены на Тт и на каждом m-мерном интервале совпадают, соответственно, с интегральным средним Римана порядка р функции /(х) и кубической частной суммой ряда Фурье функции /(х).Целью настоящей работы является оценивание сверху модуля разности |Ф*₽)(х)- ф^(х)| при различных N = N(k)- В случае р = 1 (случай обычных интегральных средних) мы доказываем некоторые вероятностные оценки для величины ПФ^^х) - Ф*,*։(х)||з> где || • ||з -норма пространства L։(Tm).
§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕЖДЕНИЯ

Лемма 1. Если f(x) непрерывна, то для каждого натурального р > 1 последова

тельность {Ф*’^®)}*^! сходится к fix') равномерно и сходится к /(х) в метрике 
L9(Tm), q > 1, если |/(х)|» интегрируема на Тт.

Доказательство. Если /(х) - непрерывная периодическая функция с периодом 2тг по каждой переменной, то она равномерно непрерывна.Так как — О ПРИ « € , то имеем
М2 [ R^(u)du< [ f(u) !&)(&<&< Mt [ R^(u)du, (15) Jaj; Ja: 7дг

где Mi, M2 -наибольшее и наименьшее значеиния /(х) на △£, соответственно. Из (9) — (11) имеем
Следовательно / Ли)<>(й) ** = /(€,), (16)'△гИз (16) и из равномерной непрерывности /(х) на Тт следует, что последовательность {Ф^(®)}4^1 равномерно сходится к /(х) на Тт.

Рассмотрим случай, когда /(х) е £,(Тт), ? > 1- Сначала покажем, что
*=2.з......... (17)



О приближении интегрируемых функций ... 75где || • ||7 - норма в £7(Тт), а С - постоянная, зависящая от ц и т. Заметим, что согласно (7), (9), (10)
о й >«><.,)< с (£). г,-е[ЗМ,^).

и, следовательно 0 < я£}(г) (у) ՛ ® е
Применяя неравенство Гельдера, из (12), (14) и (19) получаем

(18)
(19)

(20)
= С- (крГ ф ||/(х)||, = С(т.р) 11/(35)11«.

Таким образом, неравенство (17) доказано.Пусть /(г) € Ь,(Тт) и Е > 0. Возьмем непрерывную функцию <р(х) такую, что
||/(х) — у>(х)||} < е. (21)

Для заданной функции Г(х) обозначим через Ф^/՝, х) средние, определенные (12) с Р(х) вместо /(х). Имеем
ф?\/ -?,*) = Ф^(/,®) - Ф^^.г), ||Ф^(/- р,х)||։ < С(т,р)Е (22) 

и поэтому ||ф(р\/,х) ֊ /(х)||։ < ||Ф^(/,х) - Ф»(р,1)||,+
+ 1|Ф^> *) - р(®)11։ + ПИ*) ֊ /(5)11, < (23)
<е + С«Е+||Ф^,х)-¥>(х)||?.Заметим, что третье слагаемое правой части (23) стремится к нулю, при к —» оо. Следовательно, Ф^х) сходится к /(х) в метрике £,(Тт), когда к —+ оо.Справедливость этого утверждения в случае д = 1 доказывается аналогично.
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Лемма 2. Пусть /(х) - интегрируемая на Тт функция и, пусть к > 2, р > 2 - 

натуральные числа. Тогда для любого интервала имеет место
Пт / 5лг(й)^)(г)<^= [ /(й)Я<‘Л5)^- (24)

м-оо Зь!

Доказательство. Пусть
‘*=^/тЛ‘Л5,։՜՞”՛“’ (25)

где п = (П1,. ..,пт), й = (и1, ....ищ) и
1 Г2*а«> = 2;/0 !<><”»• (2в)

Для натурального обозначим через 5^(г) кубические частные суммы ряда Фурье функции Яр*\®) и через 5уу(г>) -частные суммы ряда Фурье функции 4Й(®^)’Из (11), (25) и (26) следует

2т(м?-— 1) 2киЛ 
)՛

^(*) = Е •" Е ^•••«п>е<”։в’ -е’п’"։- = П^(гу). (27)
|П1|<АГ |п„|<АГ 7=1Каждая из последовательностей {5^ (я/)}“=!> 1 < 1' < т, равномерно сходится к Яр^(®>), которая равна нулю на множестве [0,2т] \Поютому из (27) следует, что последовательность {5^ (®)}“=1 равномерно сходится к П^к„\х) на Тт. Последовательность /(х)5^(г) сходится к /(г)я£*\з) почти всюду и имеет интегрируемую мажоранту М • |/(х)|, где М > 0 - постоянная. Следовательно

Нт / /(х)5^(х)(йв= 1т / /(г)5^(г)«/л= / /(л)^^)
*’”*оо^7’т /V—»СЮ Уд»* •/△**

(28)
С другой стороны, имеем

(29)
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(2^/т 5Лг(й)Я(*2(г)^=^;-Д5Лг(х)^*)(г)^ = у, (30)
Правые части (29) и (30) - действительные числа, следовательно они равны.Имеем

Нт / 5м(х)Е^(^)0х= Ът / /(г) 5^(г) Лх = / /(г) (31)
—оо Уд* /У-.ОО

Лемма 2 доказана.
§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для любого е > 0 существует натуральное р такое, что для любой 
функции [(х) е Ь1(Тт) имеем

& “ Фй*(1+«)-+1](®)1 = °> (32)
где функции Ф^\х) и ф^(1+.)»+1](1) определены (12) и (13), соответственно.

Доказательство. Согласно (9) и (10) имеем 
Р

СОЗ (33)
или в комплексной форме

«й(.,) = ^ + Е (З^)

пУ=-°° \ п1 кр )

где 52' означает отсутствие члена с Пу = 0.Пусть В - непустое подмножество множества (1,2,..., т), и пусть п == (п1,..., Пщ) - вектор с отличмыми от нуля целыми координатами. Определим вектор пд = (пр..., п'т), где п< = пу при у € В и п< = 0 - в противном случае. Для В = (51 > уз,..., у,) обозначим
|В|“п(В)(дь) = П ехр (֊»тпу(2иу - I)*֊1), (35)
1=1где |В| = д - число элементов множества В.



Н. А. Тал ал ян78Согласно (11) и (26) имеем
тп

<МВ) = (2т)т-|В| П - а0 ֊ (2%)т > 
где 0 = (0,...,0).При nj / 0, в силу (34) имеем. тгп,- \ р sin "й I тп/՜ е*Р (֊*™/(Ч - I)*!՜1). 

kp / •

(36)
(37)

(38)
Из (30) и (35) - (38) получаем

СпСВ).
|пв1<*в

(39)
где - сумма, распространенная на все непустые множества В С (1,2,..., т). 

в ’Согласно лемме 2 получаемг /ат т|пу| \
/ /(«)ф\«)й=ч+£М։|£аад(д։)П <ад- (“»)

>'Д* в Пв 3&В \ кр /Заметим, что при р > 2 все ряды правой части (40) абсолютно сходятся, так как |ап(в)(Д*)| < Ь коэффициенты Фурье с^{в) равномерно ограничены и
Нт Сп(В} = 0. 

шах{|п^|,;еВ}->сх։ 1 ‘

Для данного В С (1,2,...,т) обозначим через <2 (В) множество тех векторовп(В), для которых |п,-1 > ^xoтя бы для одного ] е В. Из (39) и (40) получаем

֊Ew|B| 52 сп(в)Оп(в)(А4) П
В n(B)EQN(B) jEB

(41)



О приближении интегрируемых функций ... 79При опенке сверху модуля каждой из внутренних сумм, достаточно оценить соответствующую сумму для В = (1,2,. ..,д), 1 < ц < тп. В этом случае п(В) = (П1,П2,...,п։,0,...,0). Обозначив сн(в) = с^цл-п,, получим
52 сн(В)ап(в)(А4) П п(в)е<г*СВ) Уев

Положим
<Е1 Е ЕЕ к֊».1

У=1 ։#у |п։|>1

<ьр),р

б№ тах аир |сП1...Пт|, 
1<7<т 1^077

(42)
(43)

где внутренний максимум берется по всем гц, I / Для оценки правой части (42) достаточно оценить модуль внутренней суммы при j = 1. Имеем
, у У ••• У |< I (Ы" |< 20 с„^ 1 («,

где р > 2, к > 2
Из (41) — (44) следует

£.Л®)«£>(=)Л-ДЯ.»я£)(в)л < (45)
для всех р > 2, к > 2 и и = (^1, ..., ит), где т (2х)т.
Следовательно (см. (12), (13)) имеем

так |Ф^(г) - Ф^(х)| < М. ттЦ֊^, ®ЕТт' * ՝ ' л~ (р-1}^тР ЛГР՜1 (46)
для всех р > 2, к > 2, # > 2.Пусть теперь € > 0. Полагая = [Д;(1+в)т] и учитывая неравенство Л(1+։)т + 1 >
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> ^(1+«)т, из (46) получаем» т Ср) /—м ^(^Р) Ре[><ч-,)т] -геТт Ф* Е ~ Ф*>/* Ж _ (р - 1)ттР*(1+«)’п(р-։) ~
Мр? 1 ,„,4- (р -1)%’”’’ л(1+«)т(р-1)-тР е[*(1+,)ж]՜ ( )

Пусть р такое, что (1 + е)т(р - 1) - тпр > а > 0, тогда для целого р > 2, удовлетворяющего неравенству р > 14՜ £-1 4՜ а/(тле), имеем
таре |Ф(кр)(х) - ФЙн«+.)-](г)1 < (р^^-ту ре[Н1+.)-]. (48)

для всех к > 2.Так как £[Ь(ц-.)»] —» 0 при к —♦ оо, то для указанных р правая часть (48) стремится к нулю при к —» оо. Теорема 1 доказана.Из теоремы 1 и леммы 1 вытекает следующая теорема.Пусть Ьоо(Тт) ~ пространство 2т-периодических непрерывных функций.
Теорема 2. Для любых а > О, е > 0 и р > 1 +е-1 + а/(т£), где р - натуральное 
число, и для любой /(г) Е £9(Тт), 1 < д < оо имеет место неравенство

IIЛ») ֊ *й«».1-1(։)11< < + ПЛ®) - *?’(г)11, (4»)
для всех к и Нт ||/(х) - ФЙ4(։+.).](г)||։ = о. (50)
§3. СЛУЧАЙ тп = 2, р = 1Теперь докажем одну теорему о приближении обычных интегральных средних функций из £2 интегральными средними частных сумм ее ряда Фурье. Обычные интегральные средние получаются из интегральных средних Римана порядка р при р = 1. Для простоты выкладок рассмотрим двумерный случай, а интегральные средние будем брать на интервалах

"[Л - [< 4- ~ # 4. V [у 4. 2^Р2 “ # 4-
Ац։) — <1 Ч--------- -------- ,11 -I----- I х га Ч--------------- - -------,12 Ч- —— I , 



О приближении интегрируемых функций ... 81и AJ(0) = △*, где k -натуральное число, v = (vi.va), 1 < vi < k, 1 < i/2 < k, 
t = (ti,t2) 6 7j. Имеем

T2(t) = [tj, ti + 2x) x [t2,t2 + 2x), T2((J) = T2.

Пусть x = (xi,®2), f(x) g LztTi) периодична с периодом 2тг по каждой из переменных з?2, и пусть ряд .
оо ОО52Сй-е1Пг = с00 4- ^З'сп.о«։1՜՞*’1 + £ соп։«*՜՞3”-»-

П П1=—ОО П3=—ОО

ОО ОО (51)
+ 52' Е։с»*"’е‘(П1։1+па’а)

П1=—0012 = — ООявляется рядом Фурье функции /(х), т. е.
1 Г2тСп = с„։па = 75֊ч2 / / /(х1,®2)е_,П։։։е_*ПаХа(/х1(й:2. (52)1^*՜; ./о 7о

Квадратичные частные суммы Sn(x) имеют вид
N N

Sn(x) = Sjf(xi, Х2) = Coo + 52,Cn։°e"։i։i + £сОпае*ПаД2 + 
nj=-N na=—N

+ E'cnin։ein։ei.ein”a.

nj=-Mij=—NИмеем
/ SN (uj, u2) dm duj =

k2 1‘ti+^P-
= S"(”1՛u,)dUldU2 =

, N , N= c“։+2? + ->)«”=՛•+
nx=-N nշ=-^

L2 ЛГ N
+ ^2 S' £'^-a(n1,i,Pi)a(n2,*։U2)ei"ltleina‘a =

ni=-Nn3=-N 1 2

= coo+ E PinnJ* ) сп,о^(п1,М1,А;)е,'П1<1 + 
ni=-Z nn /

N Zain« »\ NN+ Ё' ( n r J СОП3^(П2,P2,fc)e*na<a + 5^'

n3=—JV՝ * ' ni=—Nn3=—N

(53)

(54)
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а(п,к,]) = ехр ( »п-^ } - ехр ( т—= 2։аш ехр(. ’ГСУ —0^0(п, 7, к) = ехр I *п----- ------- I, (55)

и
7(«1>«з) = спша (81°1П|~) О ^(’»з>։,1>*)^(па,У2,*)е<П։։1е<Па‘։.

Легко проверить, что утверждение леммы 2 верно и для р = 1 (см.[2], стр. 4), т.
1пп । л Ат-,7 / $к(«1,“2)Ж*1 ^“а =

°О / * 1Г \=ет /д.йЛ“ь“»>й“>‘'“’=со°+„151(^1£)
+ £'(^֊^-'1 с0пЛп2,^,к)е,П։‘։+ £' £Ч։па. 

х—* \ 712 Т- / *—*
у»2=— ОО ՝ * Пх=—0012=—ОО

(56)Заметим, что для каждого фиксированного к ряды правой части (56) абсолютно сходятся, так как |/9(п, / Л)| < 1 и
£'|сП1о|։ < +оо, £'|с0па|2 < +оо, £' £'|сП։П,|2 < +оо.

П1=—ОО Пз=—ОО П1=—ООП2= — соДля I = (<1,<а) и х €Е △£(£) на квадрате 7г(£) = ^1,41+2я)х^2^2+27г) определим кусочно-постоянные функции :
ф*(г, ®) = ।лу1՜ / /(«ь«з) = -г֊2 / /(их,«2) (57)

1дк(*)1 4я /△ЦТ)

Флг(*.аО = |Лу/7м / -^(их.иг^их^иг = у? / 5лг(их,и2)<йц<1и2. (58) 
1дк(’)1 •/△£(*) 4,г •'△:(«)Согласно (55) и (56) имеем для всех х Е △*(?)

Фк(*,®)-Флг(*,ё) = £ Г — >* ) Сп^^пх,Ух,А)е1П1<1+

+ 52 сопЛп2,У2,*)е<П։1а+ £ £ 7(пх,п2)+ /ддх
|па|>АГ 4 2‘ ' |п։|>^п։|^

+ £ 52 7(пх,П2)+ £ £ 7(пх,п3).
|п1|=Х|па|х^ |П1|>ЛГ |па|=Х
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Теорема 3. Пусть /(х) £ £2(Т2), и пусть (51) является рядом Фурье функции 
/(х) по двойной системе е1пг. Тогда

|Ф*(*> х)130х Л < 16т2 52 |СП1О|2+ 52 1с0п։|2+
,1п1|>*а |па|>4։

4’ к3 \

+ 52 52 К"э13+ 52 521сп1п։|2+ 52 52 1с~>~а|2) (6°)
|п։|=1 |па|>*я |п։|>4»|па|=1 |ш|>4а |па|>*։ /

И Пш [ [[ |Ф*(*,х) ֊ Ф^(г,х)|2<й ) Л = О, (61)1-“Ут3 \^т3(7) )
где Фк(1, х) определена равенством (57) и Ф*а(^ г) определена (58) для № = к2.

Доказательство. Обозначим через правую часть (59). Заметим, что модули чисел 0(п,1/, к) равны 1 (см. (55)), а интервалы △*(?) попарно непересе- каются и △£(*) — ?а(4). Следовательно, используя (59), получим

|Ф*(7, х) — Ф;у(?, х)|2 Лх Л = («2)
=4 ^(тУ19«։*’1’)*=(тУе^й«1’*-

Так как сумма квадратов модулей коэффициентов 
8ШП1 у

П1Г
Сп։0։ 8ШП2^ ”21 С0па>

сходится, получаем, что правая часть (59) является рядом Фурье функции м по системе е,п‘ и Q^^lN 6 Ь2(Т2).
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84Используя равенство Парсеваля, получаем

Обозначим через А1 - -Л», соответственно, суммы в правой части (63) и оценим

Из (62) и (63), учитывая (64) - (67), получаем
[ (/ |Фк(Лг)-ф*’(*-;в)|2£^) Л-

/та утэ® '

< 1б1г2-^2 У? |сп։о|3+ У? |сопя|։
Л \|п։|^+1 |па|=^+1

16к4 № оо IV
Е Е к».|։+

|п։|=^+1 |па|=1
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16А4+ уу2 N оо - оо оо

52 52 knxnj’+jya 52 52
|nj|=l |na|=W+l |п1|=ЛГ4-1 |па|=ЛГ+1

(68)
Из (68) с W = Р следует (60). Теорема 3 доказана.
ABSTRACT. For functions of several variables we estimate the difference 
between certain Riemann integral means and similar means for cubic 
partial sums of their Fourier series.
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О ФУНКЦИЯХ ОГРАНИЧЕННОЙ СУЩЕСТВЕННОЙ ВАРИАЦИИ ПО ВИТАЛИ
ф. А. Тал ал ян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 30, № 5, 1995
Работа посвящена изучению функций многих переменных с конечной гуттте.с.твенной вариацией по Витали.

§1 . ВВЕДЕНИЕНастоящая статья является продолжением работы автора [1] и посвящена дальнейшему изучению функций многих переменных с конечной существенной вариацией по Витали. Мы пользуемся обозначениями, введенными в [1] и [2], где можно найти необходимые определения, в частности, определение понятия существенной вариации по Витали. Нами было доказано ([1], теорема 3), что если суммируемая на n-мерном сегменте J функция f удовлетворяет условию
[ |An(f;[*,x + Ä))|dAn(S) = 0(1*1...^!), (1)
Jj

то ess var (/; J) < со.В одномерном случае имеет место также обратное утверждение, т. е. конечность существенной вариации влечет (1). Это следует из того, что функция одной переменной с конечной существенной вариацией почти всюду совпадает с некоторой функцией ограниченной вариации. Автору неизвестно справедливо ли указанное свойство в многомерном случае. Тем не менее при одном естественном дополнительном условии на функцию, обратное утверждение удается доказать и в многомерном случае.



О функциях ограниченной существенной вариации ... 87Указанное дополнительное условие заключается в требовании, чтобы существенная вариация рассматриваемой функции была почти аддитивной функцией сегмента в смысле следующего определения.
Определение. Пусть 7 = [а, 6] есть п-мерный сегмент, а < Ь, и пусть Ф - функция, определенная на всех п-мерных сегментах I, содержащихся в ]. Ф называется почти аддитивной функцией сегмента на 7, если для каждого ։ = 1,..., п существует множество Ei С [а,-, Ь,] с мерой А^Е,-) = 6, - а» такое, что для любого сегмента I С 7 и для любой точки с, £ (а,, 6,) выполняется равенство

Ф(7) = Ф [7 Г) {х : х,- < с,}] + Ф [7 П {х : х{ > с,}]. (2)
Основным результатом настоящей работы является следующая.
Теорема 1. Пусть f - существенно ограниченная действительная функция на п- 
мерном сегменте J такая, что ess var (/; 7) является конечной почти аддитивной 
функцией сегмента на 7. Тогда имеет место соотношение (1).

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫСначала докажем ряд лемм.
Лемма 1. Пусть д есть п-мерный сегмент, Ф - аддитивная функция сегментана 7, и пусть с Е 7 ֊ произвольная точка. Положим

F(x) = sign П<®‘ ~Cf) 
J=1

Ф([с, *]). хе 7. (3)
Тогда для каждого п-мерного сегмента I С 7 такого, что с не лежит на (п — 1)- 
мерных гиперплоскостях, определяемых (п—Тумерными гранями I, имеет место 
равенство Ф(7) = (4)
Доказательство. Пусть 7 = [а, 6], а < Ь. Положим ^ = {։ : а,- < с, < Ь,}, № = {* : с,- < а,}, = {£ : 6,- < с,}. Рассмотрим следующие пять случаев



88 Ф. А. Талалян(еще два логически возможных случая, отсутствующих в приведенном списке, аналогичны, соответственно, 1) и 3)).1) . М = 0, N2 = 02) . ^2 = 0, ЛГз = 03) . Ni /0, № = 0. № # 04) . Ni = 0, N2 * 0, N3 / 05) . Ni /<b, N2* 0, № t 0.Имеем △(F;/)= £ (-l)"-l=lF((T֊ô)â + âé) =
ägvert (Q”)

= E (-1)n-|51si«n 

ä Evert (Q")

nJJ((1 - ач)<4 + ctibi - c,)
.1=1

Ф [[c;(l — a)a + ab]] . (5)
Правую часть равенства (5) обозначим через А. В случае 1) имеем

А= Е (֊l)|5|$[[q(l-ä)ä + ä?]] =Ф(7). er E vert (<?•)В случае 2) имеем с € int (7) и, следовательно
I = _ U I 

w Evert (Z)
(6)

Кроме того, для каждого a 6 vert (Qn)
sign nJJ((1 - a,)ai + euh - Ci) j=i (7)

Из (5) - (7) получим
A= E Ф[[с;(1֊а)а + аб]] = E Ф(1С> = Ф(Л- HE vert (<?•) wEvert (J)Теперь рассмотрим случай 3). Без ограничения общности можно считать, что Ni = {1,..., i} и Æs = {Ь +1,..., п} при некоторых 1 < к < п. Представим 

а в виде а = (а*, а"), где а1 = (ai,..., at), â" = (А +1,..., п). Выражения a՜, Î*, 
х", I" имеют аналогичный смысл (например 1' есть к-мерный сегмент [о՜, У]).
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Имеем sign яП«1 - “i)ai + “i6i - Ci)

.1=1

Рассматривая Ф ([S', (1* —

= (-i)n-i='<.
как функциюсегмента сначала на I", а потом на 1' и применяя, соответственно, случаи 1)

и 2), получим

Л = Е (—I)*՜1®*1 £ (֊1)п-‘-15"1(-1)1г'1ф([с;(Т-а)а + аБ]) =

a'gvert (Q‘) crgvert (<?’“*)= E E
o' gvert (Q<l)a"Evert (<?•“*)

x Ф ([o', (Г - cF'Ja' + o'6՜] x [г", (Г' - a")a" + =

= E Ф ([o', (I* —a/)a/ + a/6/] x/") = Ф(Г x/") = Ф(/). 

advert (Q*)

Теперь рассмотрим случай 4). Можно считать, что = {1,...,А։} иЛ/з = 4-1,..., п], где 1 < к < п. Тогда имеем
sign пIJ((1 “ а0°< + QiJi “ Ci) 

.1=1
= (֊l)n-‘

и

Л = Е (֊1)‘+|51Ф[[с;(Т֊а)а + а6]]. (8)
абуеЛ (<3“)Вершина ш = (61,..., 6*, 0*4.1,..., а„) сегмента I, полученная при а == (1,..., 1,0,.. •, 0), обладает тем свойством, что I целиком лежит в п-мерной квадратуре с вершиной в точке ш, содержащей с. При этом, противоположная с ш) вершина I лежит в сегменте [с, ш]. Коэффициент при Ф([с, ш]) в правой части (8) равен 1. Так как Ф аддитивна, то в силу известной комбинаторной формулы, правая часть (8) совпадает с Ф(/)> что и требовалвлось.Случай 5). Можно считать, что= {1,...,4} и ^շU^з = {^4-1,.. .,п}, где 1 < к < п—2, ^շ / 0, #3 -ф- 0. Заметим, что относительно координат {Л+1,..., п} выполняется случай 4). Представляя а. в виде а = (а7, а")) где с! — (оц,..., а*) 
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и а" = (Л + 1, • • • > «)> будем иметь

7 = и [г',(Г-5')а'+а'Г]хГ. (9)
5* 6vert (Qfc)Заметим что сегменты под знаком суммы попарно не перекрываются.Теперь, применяя случай 4) к сумме по а" и учитывая (9) и аддитивность Ф, получаем

А = 52 53 С՜1)” * '“"'sign Ц((1 - Q,)ai 4-а,-6, ֊ с.) х
â'еvert (Q*)êf"evert (Q՞՜1՛) Ь=1

а

= s * 

cTevert (Q*)

([c՜, (t - ô'X + ô'ô'] x 7") = Ф(Г x 7") = Ф(7).
Лемма 2. Для каждой почти аддитивной функции сегмента Ф на J существует 
множество Е С J с Лп (7 \ Е) = 0 такое, что для каждого сегмента I С 7 с vert (7) С Е и для каждой точки с G Е, не лежащей на гиперплоскостях, 
определенных (п — 1)-мерными гранями I, имеет место равенство

Ф(7) = ДП(Д;7). (Ю)
Доказательство. Пусть Е, С [щ, Ь<] -множество из определения почти аддитивности. Пологая Е = El х • • • х Еп, получим Лп(7 \ В) = 0. Для каждой точки с G Е и для каждого n-мерного сегмента 7 с vert (7) С Е, дословным повторением доказательства Леммы 1, приходим к требуемому результату.Для каждого a' G vert (Qn) положим

A(â) = (Qn + âh) П (Qn — h + âh) и B(â) = (Qn + âh) \ (Qn — h + âh).

Лемма 3. Пусть 0 < |h,| < ֊ для ։ = 1, ,n и G G Тогда

справедливы неравенства

a £ vert (Q-)
/ GdXn
^(5)

(H)
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и

Е (֊I)՞՜151 / GdXn 
ögvert (Q-) Jb&)

<М|/Ц---Л„|>
где M - постоянная, зависящая от G и п.

Доказательство. Можно считать, что Л,- > 0, » = 1, 
(12)

..,п. Пусть S естьсемейство всех сегментов вида
п [°> А*1 х П fa.1 - Л.-1 X П I1 - Л.-. 1], (13)«б¥>о «ем>1 «буагде <poi <Р1, ^2 попарно не пересекаются и <р0U<pi U<р2 = {1,...,п}. Из очевидного неравенства л(а)= IKo.i-ajx П[л.-,1] а<=0 а,՝=1следует, что для каждого а G vert (Qn) множество Л(а) можно представить как объединение некоторых сегментов из S. Следовательно, имеет место равенствоЕ (-1Г-И [ GdXn = ^Cj [ GdXn, (14)

ÖGvert (<?») JESгде коэффициенты Cj ограничены некоторым числом, зависящим только от п. Пусть J - сегмент из S, для которого в представлении (13) имеем у,- 0.Допустим, что j G <pi- Если J С А(а), то имеет место также включение 
J С 4(â + ?(ï-2ô)), где Т есть гг-мерный вектор с координатами (б3 ),- = 5,,-, 
i = 1,..., n (6ij - символ Кронекера). Таким образом, если сегмент J G S имеет вид (10) с непустым <pi, то множество вершин a G vert (Qn), для которых 
J С А (а), состоит из пар сосенных (т. е. отличающихся на одну координату) вершин. Следовательно в равенстве (14) коэффициенты Cj, соответствующие указанным сегментам, равны нулю и имеемЕ (֊1)-1Ч [ GdXn= Y'Cj [ GdXn, (15)

ÔEvert (Q-) Ja&> JES‘где S' - семейство всех сегментов вида
П [0, Ai] х JJ [1 - hi, 1], <p0 П sp2 = 0, <p0 U y>2 = {1,...,n}. «evo ։gv>ï



Ф. А. Тал ал ян92Так как G 6 ^^(Ш.՞) и An(J) = Ах • • • A„ для J € S', из (15) получим (11). Перейдем к доказательству неравенства (12).Сначала заметим, что для каждого â е vert (Q՞) имеет место равенство
5(ô) = Q([1 + («7 - l)hj, 1 + oyAj] х fJ[a,Ai, 1 + a,AJ). (16) 

j=l »#7Далее обозначим через S семейство всех сегментов вида
П MJ х ПРМ֊Ых П^-АьЦх П [1,1 + Ai], (17) 

i&Po «Е^згде <р0, <Р1, попарно не пересекаются, у>0 U ç?i U <р2 U <р$ = {1..........п}и pj и^з / Й. Из равенства (16) следует, что каждое множество 73(5) есть объединение некоторых сегментов J g S. Следовательно
£ (_1)П֊1=1 [ _ GdXn = £ Cl / GdXn. (18)

ÔEvert (Q-) J€S JjИз (16) и (17) следует, что если J С В(5) и j Е для некоторых J £ S и 
а Е vert (Q"), то выполняется также включение J С В (а + ?(1 — 25)). Отсюда следует, что в равенстве (18) коэффициенты Cj, соответствующие сегментам 
J G S с tpi / 0, равны нулю. Теперь остается записать равенство (18) без слагаемых, соответствующих указанным J и оценить его правую часть.
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Без ограничения общности можно считать, что ess var (/; 7) является почти аддитивной функцией сегмента на Qn. Тогда, по лемме 2, существует множество 
Е С Qn с Хп(Е) = 1 и точка с 6 Qn такие, что для каждого n-мерного сегмента
I С Qn с vert (7) С Е имеет место равенство

△n(F;7) = ess var (19)
где

F(z) = sign П(®« ~
Л=1

ess var [/; [c, x]]. (20)



О функциях ограниченной существенной вариации ... 93Имеем △n(F֊/;Z)=essvar(/;7)֊An(/;7)>0. (21)Из (19) и (21) следует, что при vert (7) с Е
IM/; 1)1 <M2^-/;/)• (22)

Пусть задан вектор h с координатами |Л,| < 1/2, ։ = 1,...,п. Для почти всех 
х G Qn fl (Qn — h) имеем vert ([z, x + Л]) с E. Поэтому, в силу (11) и (12), будемиметь / _ |△n(/;[z>z + Л))|dAn(z)<Q-n(Q--h)î [ _ |An(2F - /; [z, z + A])|dAn(z) =jQ-n(Q“-h)

aEvert (<?•)
f _ (2^ ~ /)(® + ah)dAn(z) =

aEvert (Q»)В силу (12) и (22) имеем
[ (2F֊f)dXn ÇMlÀx-.-Ànl.
Ja(ô)

(23)
/ _ |An(/; [z, z + A])|dA„(z) <Ç [ |△„(2F֊/;[z,z + Л])|dAn(z) =

aEvert (Qn)

[ (2F֊f)dXn <M\hi-՝-hn\. 
JB(a)

(24)
Теперь утверждение теоремы следует из (23) и (24).
ABSTRACT. The paper is devoted to investigation of functions of several 
variables with finite essential variation in the sense of Vitali.

ЛИТЕРАТУРА1. Ф. А. Талалян, “О существенной вариации в смысле Витали функций многих переменных”, Изв. НАН Армении, Математика, т. 28, № 4, стр. 67 - 77, 1993.2. Ф. А. Талалян, “Монотонные функции многих переменных и многомерная вторая теорема о среднем”, Изв. НАН Армении, Математика, т. 27, № 2, стр. 83 - 103, 1992.28 июля 1994 Институт прикладных проблем физики НАН Армении



КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О ПОДСИСТЕМАХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ, 
ПОЛНЫХ НА МНОЖЕСТВАХ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ МЕРЫ

А. А. Талалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 5, 1995

1. Пусть ^-измеримое множесто, д(£) - его лебегова мера. Обозначим через £2(£?) пространство интегрируемых с квадратом на Е функций, и пусть || • ||в - норма в £2(2£).
Определение 1. Ортонормальная на [а, 6] система функций {^>п(х)} называется полной на измеримом множестве Е С [а, Ь], р(Е) > 0, если для любой /(х) € 6 Ьг(Е) из равенств 

Е
х)<рп(х) йх = О, п = 1,2,... (1)

следует, что /(х) = 0 почти всюду на Е.

Определение 2. Ортонормальная на [а, Ь] система функций {^п(х)} называется полной по рядам из £2 на измеримом множестве Е С [а, 6], д(£) > 0, если для любой /(х) 6 Ь2(£) найдется сходящийся в метрике || ■ ряд
£Х<+оо> (2)

п=1 пкоторый сходится к /(х) в метрике Ь2(Е).
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Определение 3. Ортонормальная на [а, 6] система функций {^п(։)} называется почти полной по рядам из Ь?, если для любого £ > 0 существует измеримое множество Е С [а, 6], р(Е) > Ь — а — е, на котором она полна по рядам из £2.
Известно (см. [1], стр. 120), что существует ортонормальная на [0,1] система, которая полна на любом интервале [0,1 — б], 6 > 0, но не является полной по рядам из £2 на [0,1 — 5].Пусть Р1,—,Рг -первые д простые числа, и пусть п, = П В работе [2] В. Я. Козлов доказал, что если из тригонометрической системы {1, сов(2япх), з!п(2япх)} удалить функции соз(2яп,а;), зш^тгца;), ։ = 1,2,..., то оставшаяся система будет полной (в смысле определения 1) на каждом измеримом множестве 
Е С [0,1], р(Е) < 1. Нам неизвестно, следует ли из полноты подсистемы тригонометрической системы на множестве Е ее полнота по рядам из Ь? на том же множестве Е.В работе [3] показано, что ряд важных свойств полных в Е,з[а, Ь] ортонормиро- ванных систем {фп(г)} остается в силе и для тех подсистем, которые полны в смысле определений 2 и 3.В настоящей заметке показывается, что некоторые системы, полученные из системы {зш(2япг)} после удаления из нее бесконечного числа функций, являются полными по рядам из £2 на любом множестве [0,я]\(а, Ь), (а, 6) С [0, яг], Ь — а < я. 
2. Верна следующая
Теорема. Для каждой возрастающей последовательности натуральных чисел таких, что 1пп8ир(*п+1 - кп) = +оо, (3)п—*оосистема {зш = {атпг}“_1\{зт2։,1}"_1 полиапо рядам из £2 на любом

множестве [0,я] \ (а, Ь), (а,Ь) С [0,я], Ь - а < я, т. е. для любого интервала (а, 6) С [0, я], 0 < Ь — а < я и для любой функции /(г) е Ь2([0, я]) существует
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сходящийся в £2([0,тг]) ряд

ООУ^а,- ШМ| У2а?<+°°> (4)։=1 •
сумма которого совпадает с /(х) почти всюду на множестве [0, тг] \ [а, 6].
Доказательство. Сперва докажем, что система {з1ппх}“=1\{в!п2*х}£1п полнапо рядам из Ь? на множестве [2~п тг, тг]. Пусть /(х) 6 Лт([0, тг]). Положим

, , ч _ Г /(*)> если х е [тг/2, тг] . .1 (/(тг —х), если ®С[0,х/2].
Пусть ан - коэффициенты Фурье /1(х) относительно системы {вш(Ах)}^1. Так как /1(я) четна относительно точки тг/2 и вш(2пх), п > 1 нечетны относительно /1тг/2, то имеем ан = 0 для всех к = 2П, п = 1,2....... Таким образом, рядоо а*1 вш кх сходится к /(х) в метрике Ь? на множестве [тг/2, тг] и при этом 4=1Е а41 < +°°> а2"1 = о, П = 1,2,....
4=1Далее, положим

{
/(х) -/1 (®)> если х е [тг/4,тг/2]/(тг/2 - х) - Л (тг/2 - х), если х Е [0, тг/4] (6)О, если хе[тг/2,тг].Легко видеть, что /з(х) четна на [0, тг/2] относительно точки тг/4, а функции в!п 2*х, к > 2, нечетны. Поэтому, если ац - коэффициенты Фурье функции /а(х), то а*2 = 0 при к = 2”, п > 2.Пусть Ькз = а*! + “42- Из определения 041,042 следует, что Ъц = 0 для всех

к = 2П, п > 2 и 52 б« < +оо. С другой стороны, согласно (5) и (6) имеем 4 /1(х) + Л(х) = /(®), х е [тг/4, тг]. (7)
Из определения коэффициентов 041,042, 642 и (7) следует, что в метрике Дг([О, тг]) имеет место равенство

ООУ2 642 вт кх =4=1 /(х),/1(®) + /2(х), если гб[т/4, тг] если хб[0,т/4]. (8)



О подсистемах тригонометрической системы ... 97Пусть для натурального п > 2 определены функции /((х) е £2([0, х]), 1 < ։ < п-1 такие, что Fn-1(®) = £ /<(։) = /(«), х G [^?, т] , (9)1=1а коэффициенты Фурье а*,՜ этих функций удовлетворяют условиям
< 4-оо, аз« = О, j > i, 1<»<п-1. (10)

кПоложим
f(z) - Fn-i{x),/п(г) = ' “Fn՜1 (г՞֊’ ®)’
о,

еслиеслиесли
—1 12" ’ 2п—1] (И)

Заметим, что функция /п(®) четная на [О, T21 п] относительно т2 п, а функции sin2*x, k > 2”, нечетны. Поэтому, обозначив через акп коэффициенты Фурье функции fn(x), получим]Га?п<4-оо, а2>п = 0> 3>п. 
кПоложим 2 Г*

Ъкп = - 4- /п(г)) 8П1А:гйг, к > 1.* УоИз индукционных предположений (10) и из (12), (13) следует, что п
Ькп = 23®«> = о, 1 > п, 22 61П < +оо.։=1 кИз (9) и (11) следует, чтоГп_1(х)4-/п(®) = /(х), ®е[^’>,г]

(12)
(13)
(14)
(15)

“ [ Л®).
2^Ъкп sinkx = <
*=i I Л»-11

если х Gесли х G (16)и 
в метрике £2([0,х]). Следовательно, ряд в левой части (16) сходится в метрике£2([0,х]) и его сумма совпадает с /(х) на интервале [т2֊п,тг]. Таким образом, для любого п > 1 и для любой /(х) Е £2([0,х]) мы построили ряд (16), который сходится в метрике £2([0, к]) и сумма которого совпадает с /(х) на множестве [2-пх,х].
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Замечание 1. Используя вышеприведенные расуждения, легко проверить, что система {8ш(пх)}“=1 \ {аш(2^х)}^п также полна по рядам из £2 на всех множествах вида
М\[Ц^.£]. (И)

Пусть 0 < а < г/8. Пользуясь (З)выберем натуральное и такое, что
Я-2М+1 < а, (18)

где у = (kv+i - fc„)/2 и [7] означает целую часть числа 7. Положим [7] - 1 = т. Заметим, что
k„+i - (fc„ + m) > 2. (19)

Рассмотрим интервалы
Aj = [(» - 1) 1г2-(*»+от), ix2-(fc֊+m)j , 1 < i < 2*-, (20)

полученные разбиением интервала [0, ir2-m] на 2*р равные части.Пусть f(x) G Ьз([0, х]). Как было установлено выше, существует сходящийся в метрике Ь2([0,%]) ряд
ОО57 it sinfcx, Ьщ-= 0, j > т (21)4=1такой, что

ОО57 ^4 sinkx = /(х), х € [к 2-го, и].4=1Пусть F(x) -сумма ряда (21) в метрике Д2([0, х]), т. е. bt -коэффициенты Фурье функции F(x). Согласно (19) имеем k„+i > т. Поэтому из (21) следует 62*. = 0, 
п > и + 1.Докажем, что существуют действительные числа с,-, 1 < ։ < 2tu такие, что кусочно постоянная функция

Г ci, если х € Ai, 1 < i < 2**(0, если хЕ[л-2-т,т]



О подсистемах тригонометрической системы ... 99удовлетворяет условию2 2 Г- / р(х) 8ш(*х) dx =-----/ ^(х) яп(Лх) dx = -Ьк, 1 < к < 2*-. (23)к у0 т Л ~ ~Для этого достаточно доказать, что следующая система линейных уравнений имеет решение :
С1 / 8ШХ^Х + С2 / 8Ш X б/х + ... + С2*.. / 8Ш X б/х = — — ./△> 2............................................................................................................................................................................ (24)С1 / зш2**'х</х + с2 / sin2k‘'xdx+ ... + с21,п. / 8т2ь,,х<й; = —

•/Д1 -»Да ■'△а*,. 2Покажем, что строки матрицы системы (24)линейно независимы. Пусть Ду, 
1 < j < 2к“ такие, что а** .52 I 8Ш]х dx — 0, 1 < » < 2*"- (25)5=1Пологая х0 = 0, х, = гк2~(к,,+т\ 1 < » < 2км уравнения (25) можно переписать в
виде

а‘*-57 -r-(co8jx։- - cos jxf-i) = 0, l<։<2t>'. (26)5=1 JОбозначим 2*u 2*w
= 52 cos^> C° = 525=1 3 j=i 3Полином T(x) - четный. Следовательно, из (26) следует, что Т(х) принимает значение со в точках ±х,-, 0 < t < 2*и, лежащих на [—т, яг]. Поэтому все числа ctj равны нулю. Таким образом, детерминант системы (24) отличен от нуля и (24) имеет решение. Если с,-, 1 < i < 2к“ -решение системы (24), то функция р(л), определенная (22), удовлетворяет (23). Положим

ак = — у։(х) sin(Ajx)dx, к > 1. (27)я՜ JoЕсли j > kv+i, то в силу (19) имеем j — (kv + m) > 2. Поэтому
J sinVx dx = -2-> (cos (։ir2’-(fcl'+m)) - cos ((» - l)7r2J-(i*'+m))) = 0. (28)



А. А. Тал ал ян100Из (28) следует, что
аг> = - 5? с. / з1п2^х<Й! = 0, ] > £«+1. (29)Я* 1=1

Пологая 2ф(х) = Р{х) + ^(х), с* = — / Ф(х) зш!;х։/х, (30)я՜ Уоиз (21) и (22) получаем
Ф(х) = /(х), (31)

В силу (30) и (23) имеем с* = 0, 1 < к < 2к". С другой стороны, в силу (28)са*. = 0, п > и + 1. Следовательно
с2«. =0, п=1,2,... (32)

Из (18) и (19) следует, что [а,т] С [я-2“т,1г]. Из (30)—(32) вытекает, что рядОО •сь зш Ах, с2ь. = 0, п = 1,2, ...1=1сходится в метрике Е2([0, тг]) и на [а, т] его сумма совпадает с /(х). Легко видеть (см. замечание 1), что в наших рассуждениях вместо интервала (0, а) можно взять любой интервал (а, 6) С (0, к), Ь — а < тг и построить сходящийся в метрике Е2([0, тг]) ряд, сумма которого совпадает с /(х) на [0, к] \ (а, 6). Теорема доказана.
ЛИТЕРАТУРА1. А. Зигмунд, Тригонометрические ряды, т. 1, М., Наука, 1965.2. А. А. Талалян, “Представление измеримых функций рядами”, УМН, т. 15, К« 5, стр. 77 — 141, 1960.3. В. Я. Козлов, “О полных системах ортогональных функций”, Мат. сборник, т. 26, № 3, стр. 351 — 364, 1950.4. А. А. Талалян, “О локальном характере некоторых свойств полных ортонор- мированных систем”, Труды МИАН, т. СЕХУ, стр. 155 — 168, 1983.28 октября 1995 Институт математики НАН Армении
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