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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА
Статьи, вошедшие в настоящий сборник, объединены основными идеями и по
нятиями вейерштрассовской теории аналитических функций, такими, как един

ственность, аналитическое продолжение, особенности, а также общей концепцией 

этой теории - выразить свойства аналитической функции в терминах коэффици

ентов его ряда Тейлора. Эта проблематика исследовалась и получила мощное 

развитие в работах Адамара, Фабри, Линделефа, Полиа, Карлсона и др. Что 

касается комплексных приближений, то они представлены в сборнике двояким 

образом : как средство исследования вейерштрассовских проблем и обратно, как 

исследование постановок аппроксимационных проблем, возникших под влиянием 

последних.
Проблема единственности в разных постановках исследована в статьях [1] - [3] 

(нумерация согласно содержанию настоящего сборника). В работе [1] вопрос о 

единственности аналитических и гармонических функций ставится и исследу

ется с единой методологической точки зрения, получив решение в рамках рас

ширенной трактовки концепции “передачи малости”. В [3] исследуется влияние 

ограниченности целой функции в некоторых неограниченных областях на лаку

ны в ее разложении Тейлора. В работе [2] продолжается исследование проблем эф

фективного аналитического продолжения степенных рядов в терминах их функ

ций коэффициентов, включая случай векторно-значных коэффициентов. Здесь 

приближения целыми функциями выступают как вспомогательное средство ис

следования. К этой проблематике примыкает и заметка [6]. В заметке [7] изучены 

вопросы локализации особенностей степенных рядов с векторно-значными коэф

фициентами. В статьях [4] и [5] исследуется задача о возможности равномерного 

и касательного приближения целыми и аналитическими функциями, разложения 

Тейлора которых имеют предписанные лакуны. Такие приближения могут найти 

применения в вопросах аналитического продолжения и локализации особенностей 

степенных рядов.

В заключение, считаю своим долгом отметить, что исследования, вошедшие в 

этот сборник, не были бы выполнены без существенной международной поддерж

ки и солидарности. Исследования [2] - [7] были выполнены благодаря финансовой 

поддержке Международного Научного Фонда, а статья [1] при поддержке ХЗЕНС 

(Канада) и ГСАИ. (Квебек). Всем этим организациям я выражаю свою глубокую 

благодарность и признательность.

Ереван, Август 1995 Норайр Аракелян



ПЕРЕДАЧА МАЛОСТИ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ И ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

Н. У. Аракелян, П. М. Готье

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

В настоящей работе мы устанавливаем некоторые аналоги теоремы 
Адамара о трех окружностях для случая гармонических функций п > 2 
переменных и для трех возможных некоцентрических п-мерных шаров 
(см. Теоремы 1-2). Эти результаты приводят к теореме единственно
сти для гармонических и голоморфных функций в духе классической 
теоремы Фрагмена-Линделефа (см. Теоремы 3-6).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Концепция “передачи малости” была развита в основном для голоморфных функ

ций. Ее можно рассматривать в качестве следствия свойства логарифмической 

субгармоничности модуля голоморфной функции, выраженной в теореме о двух 

константах (см. [12], гл. III, §2). Эта теорема приводит к теореме Адамара о трех 

окружностях и к теореме Фрагмена-Линделефа со следующим дополнением :

Пусть f - голоморфная функция в верхней полуплоскости П, |/(г)| < 1 для 

г G П и |/(z)| < ет для z G П, |z| = Rm —» оо при т —♦ оо. Если

lim r^logem = -оо, (*)
m—»оо

то f = 0 в П.

Для гармонических функций двух (и более) переменных свойство логариф

мической субгармоничности их модулей не действительно и приведенное выше 

утверждение о единственности теряет силу.

Данное исследование было поддержано со стороны NSERC(KaHana) и 
ГСАК(Квебек).
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Контрпример. Рассмотрим полукольцо

12 = {г е II: 0 < п < |г| < г2 < оо},

и пусть и - гармоническая мера радиальных интервалов [-г2,-п] I) [г։, г2] 

относительно 12. По принципу симметрии гармонических функций, и имеет 

ограниченное гармоническое продолжение на П такое, что и(г) = 0 для г 6 П, 

И = Гт, ГДе Гт = Г1(Г2/Г1)ГО-1 -> оо.

Таким образом, для гармонических функций двух переменных полуокружность 

является слишком “тонким” множеством для передачи малости. Для того, что

бы иметь некоторые ориентиры для этого случая, рассмотрим опять условия от

меченного выше утверждения о единственности. Используя решение проблемы 

Карлемана-Мию (см. [12], гл. IV, §5), мы легко можем вывести из этих условий, 

что для т £ М

1/(з)1<бт ПР” *еП, к-։гт|<у-, (**)

и л 
где с > 0 - некоторая абсолютная константа.

Для ограниченных голоморфных на П функций условие (**) вместе с (*) снова 

достаточно для заключения / = 0 на Д. Интересно, что это же самое утверждение 

верно и для гармонических функций. Это легко следует из приведенных далее 

Теорем 4, 5 (случаи р = оо и п = 2).

В настоящей статье трудности, связанные с отсутствием свойства логарифмиче

ской субгармоничности для гармонических функций, обходятся с помощью раз

вития некоторых гармонических аналогов теоремы Адамара о трех окружностях 

на случай трех п-мерных (п > 2) и возможно неконцентрических шаров (см. ни

же Теоремы 1-2; в связи с этим см. также [4], [5] и [11]). Из этих результатов мы 

выводим некоторые теоремы единственности в духе классического'условия (*). 

Относительно проблемы единственности см. также [1].

Мы благодарим Луис-Филип Жиро и Манфред Стол за полезные комментарии.

Мы будем использовать следующие обозначения :

Ш.” = п-мерное евклидово пространство;
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= ДЦ* \ {в} для а £ Шп ;

(х,у) = скалярное произведение для х, у 6 Ш.” ;

|г| = норма элемента х £ Ш.՞, |ас| = \/(х,х);

ВХ։Г = В^г = {уС1В.п: |у-«1<г}, ВГ=ВО|Г;

В = /Уп(= Вод) — открытый единичный шар ДЦ*;

В’хг = 5^г = граница ВХ|Г, сфера с центром в г и радиуса г, Вг = Во,г ;

5 = $”(= Вод) — единичная сфера в ЛГ ;

(11/ = <1ип п-мерная мера Лебега, ип(т) = ^(Вг>г) = ипгп ;

(1а = (1аТ1 — (п — 1)-мерная поверхностная мера, <тп(г) = сгп(ВХ1Г) = огпгп՜1; 

Отметим : <тп = пип ;

С(Е) = множество непрерывных комплекснозначных функций на Е С Ш.п ;

П/Поо.к = 8ир{|/(®)|: X £ В}.

Для поверхности В С П1П с д(Х) < +оо и функции / £ С(В) мы полагаем
/ 1 г \1/₽

||/||р,5 = ֊7ХГ / |/|рЖг > для 0 < р < оо;
\°дВ) )

£р(г>г>/) = |1/||рЛ ДЛЯ В = Вх>г И Вр(г,/) = £р(0,г,/) для 0 < р < оо.

Для открытого множества й С Ш-п с р(й) < +оо и функции / £ С(П), мы 

полагаем

||/11р.п = (^(П) /п ’ при 0 < Р < °°!

Ар(г,г,/) = ||/||р,п Для О = ВХ'Т и ЛР(г,/) = Ар(0, г,/) при 0 < р < оо ;

А(П) = множество (комплекснозначных) гармоиических па й функций;

Д(Й) = множество голоморфных на П С С = Ш2 функций.

Мы рассматриваем следующие пространства Харди :

Л₽ = {и £ Л(ВП): ||и||р = зир0<г<1 Др(г, и) < +оо} ;

Я” = {/ £ Я(В2): ||/||р = зир0<г<1 Вр(г, /) < +оо} ;

Л₽ = {и£Л(В"): ||и||р,в" < +оо} ;

Я₽ = {/еЯ(В2): ||/||р1Ва < +«>}.
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§2. СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ И
ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ВЫПУКЛОСТЬ

Для п С И, я > 2 и т = 0,1,2,..., через Р„ обозначим семейство всех однород

ных гармонических на ПГ* полиномов точной степени т (и, таким образом, точ

ной степени однородности т). Включение в Р^ нулевого полинома 0, имеющего 

бесконечную степень однородности, превращает Р^ в линейное полупростран

ство Л(Ш.П).

Пусть 3 = 5" - единичная сфера в Ш.". Сужение Р | 3, где Р е Р£, иногда 

называется сферической гармоникой в Ш." (степени т) (см. [2], [3] или [13]). 

В Рп = и“_0Рт естественно использовать норму Р —♦ ||Р||21$ наслаждаясь 

следующим свойством ортогональности : для Р ЕР" и <2 Е Р"

1 Г   Г 0 если ։
<гп А $ п 111^11։,5 если * = 3 и = Р-

Рассмотрим теперь гармонический элемент и на Ш.” (с центром 0), т. е. функцию 

и, гармоническую в некоторой окрестности начала координат. Поскольку и - 

аналитическая функция от вещественных переменных («1.......хп) = х Е Ш.՞,

существует 6 > 0 такое, что и может быть разложена в равномерно и абсолютно 

сходящийся степенной ряд на В(, т. е.
ОО

и(г) - 52 с“!с“> х 6 (2)
|а|=0

с мультииндексами аЕ2". Отсюда вытекает следующее однородное разложение 

и на В{ :
ОО

«(г) = 52 М®)> «т(г) = 52 саха. (3)
”»=0 |а|=п>

Очевидно, что ищ является однородным полиномом степени т (или и™ = 0), и 

ряд (3) сходится абсолютно и равномерно на В/.

Заменяя в (3) х на 1х, I > 0, для любого фиксированного х Е ИГ* мы получим 

разложение по степеням I
ОО

“(<г) = 52 (4)
т=0

сходящееся абсолютно и равномерно для 4|х| < 6. Из (4) следует единственность 

разложения (3). Кроме того, применяя к (4) оператор Лапласа △ для достаточно 
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малых t, имеем, что △um(z) = 0 для любого х £ IRn, так что um £ Р£ для 

т = 0,1,2,....

Полагая в (5) х = в £ S и t = г < 6, мы получим следующее разложение в 

терминах сферических гармоник :
ОО 

и(г0) = 52 rmurn(f), ДЛЯ 0 € S, 0 < г < 5, (5)
т=0

где сходимость абсолютная и равномерная (относительно г и в). Из (5) и (1) 

прямым вычислением следует равенство Парсеваля :

^2(г»и) = 11«11а,яг= 52r2mflUmll21s> для (6)
т=0

где Sr = So,г- Обозначим также Вг = Во,г и B«, = JR”.

Замечание 1. Любой гармонический полином Р имеет только конечное число 

сферических гармоник (остальные тождественно равны нулю). Равенство Пар

севаля выполняется для и — Р при 0 < г < 5 и в частности для самого Р для 

всех г > 0.

Кратко подведем итоги. С каждым гармоническим элементом и мы ассоции

руем однозначно определенную последовательность (um)“_0 сферических гармо

ник £ Р£. Абсолютно и равномерно сходящееся разложение (5), а также то

ждество (6) выполняется для достаточно малого 6 > 0. Обратно, любое такое раз

ложение для некоторой последовательности um € Р” определяет гармонический 

элемент и. Следующая лемма дает1 дополнительную информацию о взаимосвязи 

между и и (um)“_0. Для ее формулировки введем некоторую терминологию. Для 

R < +оо, скажем что точка го 6 Sr является особой точкой функции и £ ä(Br), 

если для любой окрестности ш точки го не существует функции v £ А(ш), такой, 

что и(г) = и(г) для г £ ыПВд. В противном случае точку го назовем регулярной 

точкой.

Лемма 1.. Пусть и Е K^Br) с ассоциированной последовательностью полиномов 

um G Р„- Тогда :

1) Для ряда (3) выполняется формула типа формулы Коши-Адамара :

limsup ||ит||УГ < 1/Д> (7)
т—»оо 
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где 1/R = 0, если R = оо ;
2) В случае R < со равенство в (7) выполняется только при условии, что и 

имеет особую точку на Sr ;

3) Ряд (5) сходится к и абсолютно для х = тО G Br< и равномерно 

относительно х — гО на любом замкнутом шаре Вr> С Br j

4) Равенство Парсеваля для суммы и в (5) выполняется для всех 0 < г < R. 

Доказательство. Достаточно доказать лемму для случая R < оо, и в этом 

случае можно без ограничения общности считать, что R = 1. Поскольку любая 

непрерывная функция на сфере может быть равномерно приближена линейными 

комбинациями сферических гармоник (см. [13]), для функции и G Л(В) суще

ствует последовательность (Pt)tgN гармонических полиномов на lRn, так что 

||u - PkllooB —♦ 0 при k —» оо для всех 0 < г < 1. Для k E N обозначим че

рез Pm։k, m = 0,1,... сферические гармоники для Pt. Фиксируя г = 6 < 1 и 

m E N U {0}, для и — Pt из (6) мы получим, что

Ilum - Pm.tlks < 6-m ||u- pkI|aA < 6-m ||u- Allocs. - 0 (8)

при k —» оо (см. также Замечание 1). Для m G N U {0} имеем

||Pm,4||2,S-♦ ||Um||2,S, при k->OO,

и полагая k —» оо в неравенстве ||Pm,k||a,s < r~m ЦРкЦа.в,, получим

IHw^Hv,-

Мы заключаем, что

limsup llumllj^1 < 1/г для 0 < г < 1, 
т—*со 1

что и доказывает (7) при R = 1.

Относительно других утверждений леммы : 2) следует прямо из 1) .и един

ственности um ; 3) это Следствие 5.23 из [2]; 4) следует из утверждения 3) и из 

(1) прямым вычислением.

Функцию Z > 0 на (Ro,R) называют логарифмически выпуклой (см. [6], стр. 

16), если logZ выпукла. Аналогично, если 0 < Яо < R < +оо, мы скажем, что 
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функция Ь > 0 на (Яо, Я) логарифмически-выпуклая (лог-выпуклая) функция (от 

логарифма), если для г £ (Ло, Я) и ։ = ^г функция х ।—»1ойЛ(ег) выпуклая. 

Равносильное условие состоит в том, что для и, г2 6 (Яо, Я) и а 6 (0,1)

(9)

или что для г € (и,г2) и а, заданное по г =

L{r)<La^Lx֊a{r2),
log(r2/r)
log(r2/ri)‘

(Ю)

Отметим, что если Ь > 0 удовлетворяет условию (10) и £(п) = 0 для некоторого

П, то Ь = 0. Более общо, для функции Ь > 0, удовлетворяющей (10), имеем

logL(r)
jell п---- ;—гге(Яо,я) | logr| + 1 > -оо, (И)

где | 1о£г| может быть заменен 0, если Яо ф 0 и Я / оо. Теория выпуклых 

функций учит (см. [б], секция 3), что функция Ь > 0, удовлетворяющая (10), 

должна быть непрерывна или даже локально удовлетворять условию Липшица. 

Кроме того, пределы £(Яо + 0) и £(Я-0) существуют в [0,+оо] и в (9) и (10) мы 

можем положить п = Яо и £(Яо) = £(Яо + 0), если 0 < Яо и £(Яо + 0) € (0,+оо) 

(соответственно, мы можем положить г2 = Я и £(Я) = £(Я — 0), если Я < +оо 

и £(Я — 0) е (0, +оо).

Предполагая, что £ ограничена вблизи Яо = 0, рассмотрим функцию

г!
А(т)= / £(г*)с!д(<), для ге(0,Я), (12)

7о

где р - положительная мера на (0,1). Из (10) следует, что для п, г2 £ (0, Я) и 

«6(0,1)
< [ ^(п^Т1-“^«)^)- 

./о

Применяя неравенство Гельдера (с р = 1/а и д = 1/(1 - а)) к интегралу в правой 

части, приходим к условию (9) для А. Итак, имеет место следующая

Лемма 2. Если L - лог-выпуклая функция от log, такова же функция А, 

определенная по (12).



12 Н. У. Аракелян, П. М. Готье

Примеры
1. Теорема Харди о выпуклости (см. [7], стр. 9, теорему 1.5) утверждает, что 

для функции /, голоморфной в единичном круге С(= IR.2) и 0 < р < +оо

(i) функция £р(г, /) - неубывающая функция от г;

(ii) если f 0, то функция Lp(r, f) является лог-выпуклой от log.

В случае р = оо, утверждение (ii) - это хорошо известная теорема Адамара о 

трех окружностях. Случай р = 0 также может быть включен, если мы положим 

£0(»-, /) = exp log+ |/ (re,e) | dfl) .

Тогда оба свойства (i) и (ii) следуют из свойства субгармоничности функции 

iog+1/|.

2. Для функции и, гармонической в единичном шаре В в IR”, п > 2, свойство (i) 

выполняется для р > 1 : функция v = |u|p субгармонична и тогда Z-i(r, и) =

= £Р(г, и) - неубывающая функция от г (см. [9], стр. 70, Лемма 4.18). Важно 

отметить, что свойство (ii) выполняется для р = 2 (см. [11], Лемма 2.1). Это сразу 

следует из теоремы Адамара о трех окружностях, примененной к степенному 

ряду в тождестве Парсеваля для и.

3. Легко видеть, что для функции f G С(В։,Г)

^(®,r,/)= f ^(z,rt,/)An.
Jo

Отсюда и из предыдущей леммы следует, что если функция f обладает свой

ствами (i) и (ii) (с центром х), то этим двум свойствам удовлетворяет также 

функция Ар(х, г, /).

§3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СРЕДСТВА

3.1. Инверсия и преобразование Кельвина

Инверсия относительно сферы Sa,p - это взаимно-однозначное преобразование

V = 4>а,р: IR-a ~» ®-a > определенное по формуле
2 

^)=а+1^4р(г_о)-

Точки х G IR" и х* = <р(х) называются симметричными относительно Sa,p. 

Очевидно, уТ1 = <р, т. е. (г*)* = х.
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Замечание 2. Для xi, Xj G IRn мы отождествим разность xj — Xi с вектором с 

начальной точкой в Xi и концом в xj. Тогда по приведенному выше определению 

а) векторы х —а и х* — а колинеарны, одинаково направлены и |х — а||х' — а| = 

= Р2։,

Ь) если |х — а| > р, тогда для г = (|х — а|3 — р2)1/2 сферы S։,r и Sa>p 

ортогональны; вектор х* — а является ортогональной проекцией на направление 

х — а касательных к 5Г1Г векторов с началом в точке а.

Преобразование <р бесконечно дифференцируемо на IR". Чтобы вычислить 

<р' = <PaiP, достаточно рассмотреть а = 0. Очевидно

^'(x)u = ~v - —у?—* х для х G IRJ, v G JR", 
1®Г |®|

иля

где I - тождественный оператор в IR”.

Вычислим Якобиан Jv(x) = det у>'(х). Полагая х = х,е,-, где (е,)” - стандарт

ный базис в JR”, имеем

р t № a<i)iJ=1 ’ "Sii ~ “R5՜’

где 6{j - символ Кронекера. Таким образом

/ \ 2п
Jv(x) = det(aij).

Полагая det(ay)”։J_1 = d(xi,...,xn) и записывая элементы последнего столбца 

ain в виде
Л — К ^xixn 
°in - °«՜՞ -

мы представляем det(e1J ) как сумму соответствующих детерминантов :

d(®i, •. ■, xn) = d(x1։..., хп-1) + d'.

Детерминант d' может быть легко вычислен. После того, как мы вынесем 

множитель — хп из последнего столбца, умножая этот столбец на Xj и прибавляя к 

j-тому столбцу, j-тый столбец становится равным 5,-у. Поэтому d1 = —2(х„/|х|)3
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и поскольку й(®1) = 1 ֊ 2(*1/Ы)2> мы получим, что </(хъ...,хп) = -1. 

Окончательно мы имеем, что ^(х) = -(р/|«|)2п, ® 6 ®-о> а для произвольного 

а6®՞ . .Зп
Л..» = -(|֊4ь) . «6^ (13)

С каждой функцией / £ 67(0), где О С 1К2, мы ассоциируем ее преобразование 

Кельвина /* = £ С(у»(П)) (где <р = <ра>р), определенное в р(П) - (р-1(П)

формулой 2
Лу)=(|֊|У И> Уб^(П) = <1((2). (14)

Главное свойство /* состоит в том, что Г £ Л(^(Л)) если / £ Л(Л). Для п = 2 

/• £ Я(^(П)), если / € Я(П). Кроме того, (/*)* = /. С помощью замены 

переменных, учитывая (13) для 0 < р < +оо, получим

/ I® - а!՜’ 1/(®)1р Лх= [ |у - а)* |/в|Р(у)|р Лу,
./а

Г Г Нх-а\\” (15)
/ |/а,Р(у)|₽<*У = / |/(х)|^Х,

•Мп) Рп\Р /

где Р = (р/2)(п-2)-п = (п/2)(р-2)-р. Интересно отметить, что Р не зависит 

от п, если р = 2 и не зависит от р, если п = 2.

Если 0 < </1 < |у — а| < для у £ П и ¥>(Л), то из первой формулы следует, 

что
(£ / 1/1р^< / 1Г1₽^< ֊) / |/|р^
\«1/ 7п 7^(0) \«1/ 7п

или
с՜1 1 • Н/1|р.п < 11Г ||Р1УП) < с • ||/||р,п,

(16)

где

7 = \Р\!р = с=[‘'Р)лт)]1/р-
Из (14) легко видеть, что (16) выполняется также для р = оо, когда 7 = у - 1 и 

с = 1.

3.2. Концентризадия шаров

Найдем теперь образ <р(0.) в случае П = Вх>т. Поскольку а ВХ։Г, то длина 

касательной точки а к сфере Зх<г равна

Рг,г(а) = Рт.г = (|г ֊ а|2 - г2)1/2. (17)
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Заметим, что условие С 6 Вх,г равносильно условию

|С - а|2 -2(£ - а,х - а) + р2г < 0.

Полагая я = у?(£) для я 6 <р(ВХ1Т) и учитывая, что — а| |( — а| = р2 и С = ^(г), 

имеем

р4 - 2(г - а> Р2(® - а)) + А,Л2 ~ а12 < 0,

так что |я - х'[ < г', т.е. <р(ВХ։Г) = ВХ<։Г>, где

(\2 / \а
— ) (х - а), г՛ = ( ) г. (18)
Рг.г/ \Px.rJ ’

Согласно (18) векторы х՛ — а и х — а колинеарны и одинаково направлены. Для 

наблюдателя из точки а шары ВХ։Г л ։р(ВХ1Г) видны под одинаковым углом а. 

Это следует из равенства

г՛ г . ,г՜;-- г - ।--- г = 81П(а/2)-|г'-а| |г — а|

Рассмотрим теперь шары Вг>г С В։0,г0 и пусть х го. Найдем условия на р и 

а & ВХО։Го при которых <р = ^в1Р-образы этих шаров становятся концентрически

ми. Очевидное необходимое условие состоит в том, чтобы границы этих шаров 

не пересекались и поэтому |г — го| + г < г0.

Мы полагаем, что р задан соотношением р = рХо,Го(а) (см. (17)). Тогда сферы 

5Х0։Г0 и 5а,р ортогональны и из (18) имеем, что х‘о = хо и Гд = го, так что 

^(Вхо.го) = ВХо,го- Согласно (17) и (18), образ В։/։Г/ шара Вх.г концентричен с 

Вхо.г0, если х՛ = хо, т.е. если

Хо — а _ х — а 
Р2 ~ Р2,г ' (19)

Можно легко проверить, что (19) можно записать как ^а,р»0>го(®о) = <Ра,р,,г(х). 

Используя Замечание 2, мы приходим к следующей геометрической интерпрета

ции условия (19) : векторы го — а и г — а колинеарны и одинаково направлены;

ортогональные проекции на это направление касательных от точки а к сферам

5го,го и Зх>г совпадают.
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Рассмотрим теперь (19) как уравнение относительно переменной а, и докажем 

существование и единственность решения. Поскольку векторы х0 — а и х — а 

колинеарны с хо — ® и выполнено условие |х — а| > г01 мы имеем

х0-а = А(х0 - ®)> г - а = (А - 1)(г0 - »), (20)

для некоторого А СИ, такого, что |А| > г0 |г - го|-1- Вместе с (20) уравнение 

(19) эквивалентно
Рхр,Го _ Рх,т

А “А-Г

Учитывая (17) и (20), имеем

2 2
+ <21>

Квадратное уравнение (21) (относительно переменной А) имеет два корня 0 < 

< А1 < Аг, причем А1А3 = г2 |г — хо|-2> так что А = А(а) = Аз - единственный 

корень (21) такой, что А > го |г — я?о|-1. Таком образом, чтобы найти точку 

а £ ГО.П, удовлетворяющую (19), мы можем воспользоваться (20) с А = А(а).

Следующая двусторонняя оценка А(а) будет нам полезна :

2г0 —г—|х —Хо| ч Гл , .------1 1 < А(а) < 1---- 2-—. (22) 
|г֊®о|--------------|г —хо|2 4 '

Вторая оценка в (22) сразу следует из (21). Чтобы доказать первую оценку 

отметим сначала очевидное неравенство

А > 2т———т - . Г°/\,, для всех А > 0.
I® — ®о| |г-г0|2

Остается подставить значение г^/А из (21) и заметить, что согласно (20)

г _ г 
(А-1)|х-хо|- |а-х| <1։

Для а, удовлетворяющего (19), обозначим через (1 = с<(а) расстояние а от ВХ0։Г0. 

Поскольку для А = А(а)

(1 = |а - яо| - г0 = А - г0| - ’’о.

неравенства (22) приводят к

0 < 60 < (1 < , Г° .6, 
I® —®о| (23)
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где до = П) — |г - ®о| — г, 6 = го — |х - ®о|- Используя также формулу (18) 

для радиуса г' шара <р(Вх,г), мы получим по (19) и (20), что Нг՜1 = А(А — I)՜1- 

Отсюда и (22) легко вывести оценки

В<֊<Т Г<Г'֊ ™
Рассмотрим теперь множество М всех шаров С ВХО1Го, <р = <рЛ։Р, образы 

которых концентричиы с ВХа :Го. Фактически, параметры а и р были выбраны 

таким образом, чтобы обеспечить включение В£^ 6 М для предыдущих двух 

случаев, когда соответственно х = ю, г = го и х = х, г = г. Согласно (18) 

условие
хо — а _ х — а

Р2 ~ Pt.f

необходимо и достаточно для включения B£if G М.

(25)

Согласно (25) вектор х — а колияеарен и одинаково направлен с хо — а и поэтому с 

хо — х. Можно считать, что х — хо = р(х — хо) для некоторого р > 0 и переписать

(25) в виде 
2 2Pgp,Гр   Pf,f 

|а-х0)| ~ |а֊®|

или согласно (17)
_2 =2
^0 ■ I-

।—Г = i----- =7 + ® ®|а- х0| |а- х|

Теперь рассмотрим множество

(26)

Mo — {Bg։f G М : ВХ։Г С Bg։f}.

Необходимым и достаточным условием для 6 Мо вместе с (26) является 

условие г > г. Поскольку ВХ։Г С М, мы приходим к условию

/ _2 \ /г? \? = (|д °- I ~1»~2!о|) (| - ° ,֊|*-го| |а֊х| = г2.
\|а —х0| / \1а — жо| /

Очевидно, что неравенство выполняется тогда и только тогда, если |а — х| >

> |а — х|, т.е. если |х — хо| < |® — го| или р < 1 и таким образом х С [ео>з]՛ 

Правая часть этого неравенства положительна, а левая часть определяет г2 как 

функцию от х. Наконец, В£։г Е Мо тогда и только тогда, если х Е [®о։ г] и г 

является положительным корнем (26).
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Имеется другое представление г без привлечения точки а. Легко проверить, 

что (26) может быть записано в виде

Гр 4-|л — а?о|а — г3 _ г24-|а —дор
|д —др| |а — ®о|

Правая часть этого равенства не зависит от г и г; заменяя х на х и г через г,

находим
Гр |ж — Дор - г2 _ Гр 4՜ |д — Дор - г2 

|ж-жо| |д-Др| (27)

Это равенство явным образом определяет г в терминах др, гр, д, г и д 6 [др, д]. 

Полагая теперь <р(Вг,г) = ВХ0։г, из (18) получим

г1 _ |а — др| _ |а — д0| г0
г՜ |а — д| ~ |а — др| — |д — д0| г0-|д-®0|'

так как |а- др| > г0. Чтобы оценить г1 сверху, представим (26) в виде

-2 । -12 |а — д| ог = а — х — т--------р1 , ,1 1 |з —до|я°|0

откуда с учетом (28)
/-м2 _ 2 |®~®о| 2(г) -г°"Т^Г^о-

Поскольку для <1 = <1(а)

|а ֊ До| = гр 4- <1, р301Г0 > 2г04, |а-д| = (гр-|д-д0|)4-с<,

из (23) следует, что

Рхо,г0 > 2го5о, |а —д| <

С учетом этих оценок и формулы (г')2 получим

г0 ) г0 —|д —д0|

Так как 0 < 1 < 1, из оценки 1о£(1 - *)-1 > I имеем

гр |д-Дрр 60
г1 2г§ гр-|д-д0|' (29)

Подъедем итоги предыдущей дискуссии. Для не касающихся и неконцентриче

ских шаров ВХ։Г С ВХО|Го1 (20) определяет точку а 6 ПГ* \ Вг0,г0> где А = А(а) - 
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наибольший корень (21). Далее определим р из условия р = рГо,Го(а) (см. (17)). 

Тогда для инверсии р = <ра,р имеем, что <р(ВХо,го) — ВХО)Го ^(•®։,’֊) — BXOiT‘.

Мы доказали, что для любой х Е [го, х] и для г > О, удовлетворяющего (26) или 

(27), <р = у։О1Р-образы шаров ВХ։Г С Bgtf С Вх„։Го концентричны с ВХ0։Г„ :

<p(.BXir) = BXOtr> С <p(Bt։r) = ВХ0։г С ^(Дхо.го) = ВХ0։Г0.

§4. ЛОГ-ВЫПУКЛОСТЬ (НЕКОНЦЕНТРИЧНЫЕ ШАРЫ)

Обозначим через Вт = Во,г открытый шар в JRn с центром в точке 0 и радиуса 

г; Bi = В = Вп - это единичный шар в ffi.n.

Рассмотрим теперь обсужденные выше не касающиеся и неконцентричные 

шары. Для простоты будем полагать, что ВХО։Го = В, т.е. го = 0, го = 1. Тогда 

отмеченные выше параметры зависят лишь от г и г. Итак, мы рассматриваем 

шары BX։r С Bi։f С В для г € [0,г], имеющие концентрические = 9?о,Р-образы

Вг՛ = <р(ВХ։Г) С В?՛ = ipfBf'f՝) С В = ¥>(В). (30)

Возьмем функцию f 6 С(В) с ||/||Р1в < +оо для некоторого р Е (0,+оо] и ее 

преобразование Кельвина f* = fa>p с параметрами аир как выше. Поскольку 

<р(В) = В, из (14) и (16) следует, что f* Е С(В) и ||/*||Р,в < +оо. Подчиним 

функцию Ар(г) = Ар(г, f*՝) на [0,1) следующим условиям :

(i) Ар не убывает;

(ii) Ар является лог-выпуклой от log.

Согласно (ii) и (10) для Ар с п = г1, г = г1 и г2 = 1 получим

Ар(т',Г)<А^г',Г)А^֊а(1,П,

где
bg(l/H 
WH՜

Из (i) следует, что в (31) можно заменить а произвольным ш G (0, а]. Согласно 

(18) г'/г = |а|/|а — z|, т'/f = |а|/|а — г|, где г > 0 - корень уравнения (27) (с 

го = 0, го = 1). Кроме того, а = Az, где А (см. (21)) - больший корень уравнения 

1/А = г2/(А—1)+|z|2.

(31)

(32)



20 Н. У. Аракелян, П. М. Готье

Для того, чтобы переписать (31) в терминах /, мы должны оценить Ар(г',/*) 

снизу и Ар« /*) вместе с Ар(1, /*) сверху. Отметим сначала, что для некоторого 

у £ В из (23) следует, что 50 < |у — а| < 2 + ^ < 21®!՜1-

Применяя (16) для О = Вг՛ с ск = 60 и <12 - 2|х|-1 и учитывая, согласно (24) 

г < г' и отсюда в (16) с < 1, получим

/ 2 VЛ₽(г'’г)-(щ) А₽(г՛Г1/)-
Аналогично, согласно (28), (30) и (16) имеем

/2\՜7 , / 2 VАР«Г)Ц^) (1-|«|Г/₽Лр(х,г,/), АР(1,Г)<^—Ар(1,/).

Подставляя последние три оценки в (31), для 0 < ш < а мы приходим к 

следующему “приближенному” условию лог-выпуклости :

Ар(х,г,/)<а;(х,г,/)а;-‘-(1,/) 5о27. (33)

где 7 = |/?|/р, 2£ = р(п — 2) — 2п. Из (32), (27), (29) (для хо = 0 и го = I) можно 

усмотреть некоторое конкретное значение ш 6 (0, а] , определенное формулой

“ = 2(ГТТЛ) ^՛ гае *=1-М-г. (34)

Применяя (15) в (31), представим вместо (33) более точную версию лог-выпукло- 

сти для неконцентрических шаров. Полагая <1ца = |х — а\2/)<1х, получим для 

О < ш < а

Напомним теперь, что наши условия (I) и (и) фактически выполнены в следую

щих двух случаях (см. §2, Примеры 1-3) :

1) . Если р = 2 и / б Л(В), где В — Вп - единичный шар в П1п, п > 2, то (1) 

и (п) следуют из Примера 2. Если / б Л’, то /* б Л£.

2) . Если п = 2 и / б Н(В'), р > 0, где В - единичный круг в комплексной 

плоскости С, то (1) и (п) следуют из Примеров 1 и 3. Если / б Н%, то/* б Н%.

Следующие теоремы резюмируют (31)-(35).
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Теорема 1. Пусть f Е h.2 в В = Вп, п > 2, ВХ։Г С В, х Е [0, х] и г > 0 - корень 

уравнения (27) (с х0 = 0, г0 = 1). Пусть ш Е (0, а], где а определяется по (32) (в 

частности, ы может быть выбран согласно (34)). Тогда, для р = 2 условия (33) 

и (35) выполняются с (3 = —2 и у = 1.

Теорема 2. Пусть f Е в единичном круге В С С для некоторого р Е (0, +оо], 

BZ։T С В, х 6 [0,х] и г > 0 ֊ корень уравнения (27) (с х0 = 0, го = 1). Пусть 

w € (0, а], где а определяется по (32) (в частности, ш может быть выбрано 

согласно (34)). Тогда условия (33) и (35) выполняются с /3 = -2 и у = 2/р.

Замечание 3. В Теоремах 1 и 2 условия (33) и (35) могут быть рассмотрены 

как аналоги хорошо-известной теоремы Адамара о трех окружностях в новой 

ситуации ( гармонические функции многих переменных, неконцентрические шаг 

ры). Условие (33) представляется более “приближенным”, а условие (35) более 

точным, особенно для ш = а.

§5. ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ

Из Теорем 1 и 2 мы можем вывести некоторые результаты о единственности.

Теорема 3. Пусть и Е h,2 в В = Bn, п > 2, ВГт>Гт С В и Aj(xm,rm,u) < ет, 

для т Е N. Если для некоторой константы с > О

lim (pm log em 4- clog -—jf) = -oo, где pm = 1 (36)
m—°° \ 1— |Xm|/ l°g

то u = 0 в В.

Доказательство. Классический вариант теоремы единственности для и €

Е А(В) утверждает, что если и(х) = 0 для х G ВТ0։„0 С В, то и = 0 в В. 

Последнее условие может быть заменено на Аг(хо, од, и) = 0. Используя аргумент 

компактности, мы заключаем : для фиксированной и Е Л(В), и 0 и т 6 (0,1), 

о Е (0,1 — т) существует константа а — aTia > 0, такая, что

аТ։а < Аз(х,а,и) для х Е Вт. (37)

Докажем, что допущение и 0 противоречит предположениям Теоремы 3. 
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Пусть сначала гт 0. Тогда 1 - |гт| > гт > 2а для некоторого а > 0 и 

подпоследовательности т = тк -» со. Из (36) заключаем, что £т„ -» 0. Однако

А2(хт1։,а,и) < Аа(гт* 1’'т*>и) < £т*։

что противоречит условию (37) ст — 1 — 2а для к > ка.

Предположим теперь, что гт ->0и |®т| /» 1. Тогда 1-|хт| > 4а для некоторого 

а > 0 и т = тк -» оо. Из (36) следует что

.. logem»
Д» log(l/rmjc)

Полагая т = 1 - 4а, рассмотрим константу Ьа > 1, для которой

А2(х,еа,и) < Ьа для х G Вт.

(38)

(39)

Применим теперь свойство (10) лог-выпуклости к функции £(г) = A2(z, г, и) (см. 

§2, примеры 1—3). Поскольку rmik < а для к > ка, в (10) можно выбрать rj — гтк 

для к > ка,г = а и Г2 = еа. Используя также (37) и (39), получим

log < а к log Ет„, где at = [ log — ) .
\ TmiJ

Левая часть этой оценки конечна и не зависит от к. Это противоречит условию 

(38).

Для завершения доказательства остается только рассмотреть случай |хт | —» 

-» 1. Можно считать, что 1 - |zm| > 2rm для т G N (иначе можно заменить 

на BXmirm/2, не изменяя условия (36)). Применим Теорему 1 с (33) к 

функции f = и и к шарам Вх г„ С Bi fm С В, где хт = с достаточно
lzm|

малым фиксированным a G (0,1/4) и гт, определенным по (26) или (27) (с хо = 0, 

Го = 1, X = хт, г = Тт и х = Хт). Поскольку |xm| —» 1, имеем, что |xm| > 1 - а 

для т > то. Тогда гт > |хт ~ Хт| > а и Btn։a С В«т1г„- Из (37) для т = 1 — 2а 

и х = хт (полагая а^а = аТ) следует, что

а„ < A2(zm, а,и) < A2(zm,гт,и), т>тпа. (40)

Поскольку Йо = 1 — |®m| — гт > |(1 — |zm|), можно в (33) и (34) заменить Йо на 

|(1 - |хт|). Из (34) следует

т > та. (41)
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Полагая 6=1 + Л2(1, и) и применяя (40), из (33) с р = 2 и 7 = 1 для т > та 

получим
^’(1-|хт|)-։>6„ где Ьа = ^—^. 

100

Отсюда и из (41) для т > та имеем

Pm log ет + 64а log -—*—। > са (42)

с са — 32а log Ьа. Для константы с > 0 в (36) можно выбрать а так, чтобы 64а < с. 

Тогда (42) противоречит (36). Это доказывает Теорему 3.

Совершенно аналогично, теорему единственности для голоморфных функций 

можно вывести из Теоремы 2 с условием (33).

Теорема 4. Пусть f G в единичном шаре В С С для некоторого р G (0, +оо], 

В1т,Гт С В и Ap(xm,rm,f) < ет для т е N. Предположим, что условие (36) 

выполнено для некоторой константы с, полагая, что с > 0, если р / оо и с = О 

(см. (45)), если р = оо. Тогда f = О в В.

Замечание 4. В Теоремах 3 и 4 условие (36) может быть заменено более простым 

условием
lira frm logem + с-—7----J = -00, (43)

m->oo \ 1—|zm|/

которое в Теореме 4 для р = оо принимает крайне простой вид :

lim rmlogem =-оо. (44)
m—»оо

Это следует из очевидной оценки pm > (гт/2).

Пример 4. Условие (44) точное. Чтобы показать это, выберем произвольную 

последовательность хт G (0,1), хт —» 1, положим 2rm = 1 — хт и выберем 

f е Н(В), В = В2 С С, ||/||оо,в = 1 по формуле

/ 1 4-
/(z) = exp ( -А------  ) , А > 0.

\ 1 — г/

Легко видеть, что для гт — ||/||оо1в.т,Гт

1-1 2 и
lira rmlogEm = --А,
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откуда следует, что для каждой последовательности ат б (0,1), ат —» 1 и хт, 

подчиненной условию (1 - г™)1՜“՞ ->0 при т-оо мы имеем

Пт г“”* 1о££т = -оо. т—*оо

Следующее условие заменяет условие (36) в Теореме 4 для равномерной нормы 

р = оо :
1 — |х I

Нт рт = -оо С рт = -—■ ™ > . (45)
т^°°

Для наиболее интересного случая |гт| —»1, условия (45) и (44) равносильны при 

условии 1 - |хта| = О(гт) при т -» оо (Пример 4).

Для общего случая рассмотрим произвольную последовательность ат б (0,1) 

такую, что ат -» 1, и построим функцию / б Я (В), В = В2 С С, ||/||с»,в = 1 

(так что / 0), удовлетворяющую слегка более слабому, чем (45) условию ;

1пп Ц—'ь-7^ I 1о8£т = ~°о- (46)
т-ОО ]ОЙ '

Для т Е N определим хт б (0,1), хт —♦ 1 из

(1 — хт)1-““ = т՜4 (47)

и выберем гт б (0,1 — хт) произвольным образом; чтобы избежать трудностей 

со знаменателем в (46), мы теперь считаем, что 2гт < 1 — хт.

Записывая через [£] целую часть числа I > 0, рассмотрим последователь

ность натуральных чисел

Хт = [(1 - гт)՜^], т б М. (48)

Согласно (47) и (48), 7Ут(1 — хт) < т՜2 , что обеспечивает сходимость ряда 

£Мп(1 — хт)- Это позволяет определить функцию / как произведение Бляшке :

Очевидно, для г б В։гт

|/(*)|<ет=(Г^)

\ 1 — Хт / 
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Выражение под знаком предела в (46) равно —(1 — хт)а’՝1'1т. Согласно (48) и 

(47), оно эквивалентно -т2 —* —оо. Что доказывает (46).

Из случая р = оо Теоремы 4 напрашивается вопрос. Является ли присутствие 

константы с > 0 реально необходимым в условии (36) Теорем 3 и 4 (случай 

р / оо), или выбор с = 0 достаточен? Мы не имеем ответа на этот вопрос для 

Теоремы 4 ( случай р / оо). Тем не менее, для Теоремы 3 ответ положителен 

(см. Теорему 6). Рассмотримсначала равномерный вариант этой теоремы.

Теорема 5. Пусть иЕ^вВ = Вп,п>2и ||и||оо < ет в Вх^>Тп С В для 

т £ М. Тогда из условия (45) следует, что и = 0 в В.

Доказательство. Так как ||и||։,п < ||«||оо,п Для П С В, имеем, что и € Л’(В) и 

А2(хт,гт, и) < ет для т£М. Если |®т| 1, то условия (45) и (36) становятся

равносильными для некоторой подпоследовательности т = т* —+ оо, и Теорема 

5 следует из Теоремы 3.

Рассмотрим теперь главный случай хт —» 1 и допустим и 0 в В. Применим 

Теорему 1 с условием (35) (полагая там р = 2 и р = —2) к функции / = и и к 

шарам ВХт,гт С Вг„,г„ С В, т Е Г*?.

Предположим, что 1 — |хт| > 2гт для теМ (иначе, можно просто заменить 

гт через гт/2).Как и в доказательстве Теоремы 1, выберем хт = ^^-хт, но 

теперь ст = 32՜1. Согласно (41), положим в (35) ш = рт, т 6 Г4. Определим гт по 

(27) с ®о = 0, г0 = 1, » = хт, г = гт и х = хт. В частности, гт > |®т - гт| > ст 

для т > ту. Наконец, положим ат = Ат®т, где А = Ат - больший корень 

уравнения

Таким образом, согласно (35) при т > ту

|®֊ат| <2 + ^) < 2+ < 3.
|®т|
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Поскольку дра„ = |® — ат | * дх > 3 л <1х
У |и|2 о(м0т > З՜4 У |и|24/®>3՜4^ |и|а<*в>а, (50)

где а > 0 - не зависящая от т константа. Последнее утверждение следует из 

предшествующего (37) утверждения (с а = 32՜1 и г = 1 - 2а). Из (49) и (50), 

используя оценку ||и||оо < £т в Вх„,г„ и положив М = 1 4- ||и||оо,в„ получим 

а<е^М / |®-ат|-4б/® для т>тгч. (51)
ЗВ

Ограничим временно наше внимание случаем п > 5. Теперь последний инте

грал сходится, если позволить От быть произвольной точкой ПЦ*, и интеграл 

достигает своего максимума при ат = 0, так что

[ |г —ат|-4с1®< [ \х\~4дх = -^—,
Зв .Зв п-4

где ап _ поверхностная мера на В7*. Отсюда и из (51) для п > 5 
(п — 4)а

Левая часть этой оценки положительна и не зависит от т. Для достаточно 

больших т это противоречит условию (45), согласно которому —» 0 при

т —» оо. Это доказывает теорему для п > 5.

Доказательство Теоремы 5 для остальных размерностей п = 2,3 и 4 следует из 

утверждения : если Теорема 5 верна для некоторой размерности по > 2, то она 

верна также для всех размерностей п между 2 и по.

Для доказательства мы используем вложение ГО7* в ГО.՞0, полагая ГО7*0 = 

= ГО” хГО.’ ; I = по — п. Функция и 6 Л“(ВП) может быть продолжена до функции 

и € А“ (В7* х В1) по формуле

и(х,у) = и(х), для х Е Вп и у Е В՛. (52)

Применяя Теорему 5 с п = по к продолженной функции и и по-мерным шарам

В(ПЛ.0).г„ С В7*0, тем, (53)

и учитывая, что ||и||оо < Ет остается в силе для т-того шара, мы получим, что 

и = 0 в В7*0 и поэтому в В71. Это завершает доказательство Теоремы 5.

Теперь докажем £2-нормный вариант Теоремы 5, используя процедуру 

вложения для всех размерностей п > 2. Мы приходим к следующей теореме, 

которая усиливает как Теорему 3, так и Теорему 5.
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Теорема 6. Пусть и £ А2 в Вп, п > 2, ||и||2 < ет в B”mTm С Вп для m e N. 

Тогда из условия (45) следует, что и = 0 в Вп.

Доказательство. Сравним условия (36) и (45). Аналогично доказательству 

Теоремы 3, мы можем ограничиться случаем |xm| —» 1. Пусть и 0 в Вп. 

Вложив Ш.п в IRn+5 и используя (52) для 1 = 5, мы найдем продолжение функции 

и £ А2(ВП) к функции u £ A2(Bn х Bs). Как в доказательстве Теоремы 5, 

рассмотрим точки ат = Xmxm, где А = Am > 1 - наибольший корень уравнения 

соответствующий шарам В™пТп,т £ М. Используем подготовительный мате

риал доказательства Теоремы 5, включая оценки (49) и (50). Роль точек Ощ для 

случая продолженной функции и и для (п + 5)-мерных шаров (53) играют точки 

(От, о) € ли**6. Пусть для X е ип и у £ И5

К»(*> у) = |(®> у) ֊ (От, 0)Г4 = (|х - ат|2 + |у|2)՜2, (54)

так что ЛрОп֊ = ^ат ^п+5- Из (49) и (50), для

О/. ' \Рт ( Г \1-р™
' 1«|2^<1т ^п+5 ( / |«|2^ат ^п+5 ) , (55)
в՝+я / ив"+» /[•т,0),Гт /

где а > 0 - константа, не зависящая от т > ть

Нам будет удобно распространять интегралы (55) на произведение множеств. 

Более точно, мы расширим первый интеграл на В"ГО|Гт х В5, а второй - на 

Вп х В5. Согласно (54)

’/’аш(։,!/) < Ivi 4> Для x£lRn, у £ IR5.

Из (55) и (52), для т>т\, применяя теорему Фубини, получим

О
 Г \Рт f Г \1֊р™ г
' |u(x)|2dx I ( / |u(x)|2 dx) / |y|-4dy. (56)
в- , J \Jb" / Zb»»m i rm /

Поскольку тт < 1, первый интеграл не превосходит 1/пЕт (где ип - объем 

Вп). Второй интеграл конечен и так как и 0 в Вп можно считать его равным 
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1 Третий интеграл сходящийся и фактически равен crs - поверхностной мере 

сферы S5. Поэтому из (56)

— <(»'nem)p”> m>m։.
O'S

Здесь левая часть положительна и независима от т G N, между тем правая 

часть согласно (45) стремится к нулю при т —юо. Это противоречие доказывает 

Теорему 6.

Замечание 5. Применяя нашу технику вложения, Примеры 4 и 5 могут быть 

прямо использованы для демонстрации точности условия (45) в Теоремах 5 и 6 

для всех размерностей п.

Замечание 6. Пусть п = 2, тогда, для р = оо Теорема 5 усиливает Теорему 

4, а для р = 2 Теорема 6 распространяет Теорему 4 на случай гармонических 

функций.
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ЭФФЕКТИВНОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ 
СТЕПЕННЫХ РЯДОВ С ВЕКТОРНОЗНАЧНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Н. У. Аракелян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

В работе автора [1] были установлены критерии эффективного анали
тического продолжения степенных рядов от комплексного переменного 
вне логарифмически выпуклых множеств. Формулируемые в терминах 
голоморфных функций, интерполирующих коэффициенты степенных 
рядов, эти критерии обобщали классические результаты Э. Линделе- 
фа, Ф. Карлсона и др.
В настоящей статье результаты работы [1] обсуждаются более подроб
но и обобщаются на степенные ряды с векторнозначными коэффициен
тами. Дополнительно обсуждается вопрос о единственности интерпо
лирующих “функций коэффициентов”. Это позволяет устанавливать 
некоторые взаимосвязи указанного метода функций коэффициентов с 
теорией голоморфных полугрупп операторов.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть X - комплексное пространство Банаха. Х-значный аналитический эле

мент с центром в нуле - это сходящийся в X степенной ряд от комплексной 

переменной г :
ОО

/(я) = $3>пуп, н<я, /п6Х. (1)
п=0

Аналитический элемент с центром в бесконечности определяется сходящимся

рядом вида

Л2) = Е^г> М>д- Аех. (2)
п=0

Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным 
благодаря поддержке Грантом № МУКООО из Международного Науч
ного Фонда.
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Проблема описания коэффициентов обеспечивающих однозначное аналити

ческое продолжение рядов (1), (2) в ту или иную область, содержащую круг 

сходимости ряда, является (в случае X = С) основной проблемой вейерштрассов- 

ской теории аналитических функций. Ограниченность возможностей и затруд

нения предложенного Вейерштрассом подхода изучения проблемы подтолкнули 

исследователей конца 19-го столетия к поиску новых более эффективных методов 

аналитического продолжения. Основы нового подхода были заложены в иссле

дованиях Адамара, Ле Руа, Лоо, Линделефа, Вигерта, получивших дальнейшее 

прополжение и развитие в работах Фабера, Карлсона, Полна, Коулинга и дру

гих авторов (подробную информацию об этих и других работах можно извлечь 

из книг [2] - [4], обзора [5] и работ [1], [6]).

В основе нового подхода к проблеме аналитического продолжения степенных 

рядов вида (1) или (2) лежит идея интерполирования коэффициентов (/п) неко

торой голоморфной на полуоси [0, оо) функцией <р (“функцией коэффициентов”) :

/п = <р(п) Для п 6 ЕЧ0 = {0,1,2,(3)

Обычно полагают, что функция <р - целая либо голоморфная в некотором угле, 

содержащем [0,оо), связывая вопрос об аналитическом продолжении элемента с 

асимптотическим поведением функции <р вблизи бесконечности.

Следует.՛ отметить плодотворность указанного метода функции коэффици

ентов также при решении другой важной проблемы Вейерштрассовской теории 

аналитических функций - проблемы локализации особенностей степенных рядов 

(см. [7] и [8]).

Для заданного элемента вида (1) или (2) всегда можно указать (см. [4], §1.2) 

бесконечное множество функций коэффициентов, являющихся к тому же целыми 

функциями экспоненциального роста. Однако они, как правило, малопригодны 

для удовлетворительного решения задачи аналитического продолжения. Тради

ционно продолжение аналитических элементов (1) или (2) рассматриваются вне 

множеств особенностей Е вида

Е = ехр(Д), (4)
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где £ С С - выпуклое и замкнутое множество (можно привести веские дово

ды в пользу рассмотрения именно такого вида множеств особенностей). Таким 

образом, деликатность построения функции коэффициентов <р заключается в не

обходимости связывания ее асимптотических свойств с величинами, характери

зующими множества Е или Ь.

В случае множеств Е вида (4), где Ь - выпуклый компакт, Ф. Карлсон в 

основном решил задачу аналитического продолжения элемента (1) вне Е, указав 

необходимые и достаточные условия в терминах экспоненциальной индикатрис- 

сы функции коэффициентов <р (см. [9] и [10], атакже [4]). В случае же множества Е 

с неограниченным Ь (включая простейший случай Е = [1, оо)), имелись лишь от

дельные достаточные условия (Линделеф, Лоо). Некоторые критерии аналитиче

ского продолжения для неограниченных множеств (включая случай Е = [1,оо)) 

впервые были получены в [6] благодаря применению результатов из теории каса

тельных приближений целыми функциями. Дальнейшее развитие этого подхода 

в [1] привело к решению общей задачи продолжения элементов (1), (2) вне про

извольных множеств Е вида (4).

В настоящей статье результаты работы [1] об аналитическом продолжении в 

некоторых аспектах рассматриваются и обсуждаются более подробно ; они обоб

щаются на ряды вида (1), (2) с коэффициентами из комплексного банахова про

странства X. Специфический интерес представляет случай, когда X - алгебра 

Банаха с единицей.

Формулировка результатов, комментарии и доказательства приведены в 

параграфе 2, а параграф 1 содержит необходимые для этого понятия и факты 

из теории функций и теории приближений.

Мы будем использовать следующие обозначения :

IV = множество натуральных чисел, Ко = IV и {0} ;

Ж. = вещественная ось;

С = комплексная плоскость, С = С и {оо} = расширенная комплексная 

плоскость;

X = комплексное банахово пространство
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Для множества А С С обозначим

А° = внутренность А, А — замыкание А, 9А = граница А;

ВХ(А) = множество функций / : А ।—♦ X, голоморфных в окрестности А, 

Я(А) = ЯС(А).

Для множества А С С обозначим

А = замкнутая выпуклая оболочка А ;

-А = {-я : я € А}, А* = {я : я £ А] ;

/(А) = {/(я) : я £ А} для / : В С и А С В СС ;

иг(а) = открытый круг {г : |я - а| < г}, а 6С, т > 0.

Для ш £ К, а < Р < а + 2тг обозначим

△ш(а, Д) = спиральный угол {ге‘® : г > 0, а<0-ш к^г < /3} ;

£ш(а) = логарифмическая спираль Аш(а,а); △(а,)3) - угол До(а.£);

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ И ФАКТЫ

1.1. Опорная функция Минковского Н : С ।—» (—оо,оо] непустого множества 

А С С определяется следующей формулой :

Я(я) = вир Не ((я), я ЕС.

Очевидно, имеем

Я(я! + я2) < Я(я1) + Я(я2), я1|я2ЕС,

Я(-я) > -Я(я), Я(Ая) = АЯ(я), я Е С, А > 0.

Из этих неравенств, учитывая, что Я(0) = 0 и договорившись положить 0-оо = 0, 

мы приходим к следующему свойству функции Я. Если Ля = А121 4-А2я2, А £ И, 

А], А2 > 0, ях, я2 £ С, то

АЯ(я) < Я(Ая) < А!Я(яг) + А2Я(я2). - (1.1)

В комплексном анализе более принято называть опорной функцией функцию (см. 

[11], гл. 1, §19)

Хд(б) = Я(е’9) = вир Де (Се՜1®), 0 £ Ш..
Сел
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Легко проверить, что К а = Кд, где А - замкнутая выпуклая оболочка множества 

А. Очевидно, что К а является 2т֊периодической функцией на R, непрерывной 

в случае ограниченных А. Отсюда следует, что в случае неограниченных А она 

является полунепрерывной снизу функцией. Характерным свойством функции 

К = К а является свойство тригонометрической выпуклости :

К (О') 3ш(02 - 01) < К(01)ып(02 - 0) + Я(02)зш(0 - 0!), (1.2)

если 01 < 0 < 02, 0 — 01 < к и 02 —0 < тг. Оно следует из (1.1) с учетом тождества 

е*® зш(02 — 01) = е*®’ зш(02 — 0) 4- е1®’ зш(0 — 01).

Обратно, пусть К : R ।—» (—оо, оо] - некоторая 2тг-периодическая, полунепре

рывная снизу и тригонометрически выпуклая функция. Тогда существует, и при

том одно, непустое множество А такое, что А = А и К = К а , а именно

А= П {<€С: Ке(Се-®)<Х(0)}. (1.3)
р|<х

С небольшим изменением доказательство проводится аналогично случаю непре

рывной К { см. [12], 5.2). В частности, условие А / 0 выводится из того, что 

функция К достигает минимума в некоторой точке 0о 6 R. Тогда (см. [11], §16) 

из (1.2) следует, что

К(0) > К(0О) соз(0 - 0О), 0 е R,

так что Я(0о)е’®0 6 А. Из (1.2) при 02 = Р, 0\ = р - к следует оценка

К(Р) + К(Р ֊ т) > 0 для р 6 R. (1.4)

Левую часть оценки (1.4) называют шириной множества А в направлении е'р. 

Из (1.2) также следует, что множество Л’д1(+оо) либо пусто, либо состоит из 

интервалов длины не меньше тг, концы которых могут принадлежать ему или 

нет. При этом функция К а непрерывна на внутренности R\ Кд^+оо).

Опорной прямой множества А = А при 0 € R, Хд(0) < +оо, называют 

прямую : В,е (•ге՜1®) = Кд(0). При этом А П 1д является замкнутым (в С) 

интервалом (или точкой), концы которого называются крайними точками А. 

Отметим также, что для множеств А = А и В = В условие А С В равносильно 

условию К а < Кв-
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1.2. Индикатор и индикаторная диаграмма. Пусть X — комплексное ба

нахово пространство. Для открытого множества Q С С через Ях(52) обозначим 

множество Х-значных голоморфных в 52 функций (см. [13], гл. 3, §2), полагая 

#х(52) = Я(52) ПРИ % = С. Для замкнутого множества Е С С обозначим через 

Нх(Е') объединение множеств Я%(52) по открытым множествам 52 D Е, полагая 

Нх(Е) = Н(Е) при X =С. Для <р е Ях(52) и произвольного х* е X* (сопряжен

ное к X пространство) функция z ।—» log|x,(y>(z))| субгармонична в 52. Легко 

заключить, что функция z i—» log ||^(z) 11 является также субгармонической в 

52. Это замечание позволяет распространить на Х-значные голоморфные функ

ции теорему о двух константах и ее следствия - теоремы Фрагмена-Линделефа, а 

также понятие индикатора с сохранением его свойств. Приведем вкратце нужные 

нам понятия и факты из этой области.

Для угла △ = Д(а,0) обозначим через Д° = Д°(а,0) его внутренность, 

полагая, что Д = Д° = С при /3 - а = 2тг. Положим также Дт = Д(а + т, Р — т), 

при 0 < т < {Р — а)/2, так что Ат С Д°и {0} для всех т. Экспоненциальным 

типом функции <р 6 Я%(Д) назовем величину

о-у, = а>(Д) = limsup |z|-1 log՜*՜ ||y>(z)|| 
•ед

и скажем, что <р - функция экспоненциального типа (на Д), если <rv < +оо; 

множество таких функций обозначим через Н%(Д). Аналогично внутренним 

экспоненциальным типом функции <р Е Нх{^°) назовем величину

а’ = сг^Д') = sup ^(Дг).
△ гСД°и{0}

Скажем, что <р - функция внутреннего экспоненциального типа (на Д°), если 

сг° < +оо, а множество таких <р обозначим через Я^(Д°). Последний термин 

особенно уместен, когда <р Е НхЩ, поскольку тогда <гДД°) <• <т^(Д) и 

возможны случаи, когда o-v(A0) < +оо и ^(Д) = +оо. Отметим однако, что 

а^(Д°) = а-щ(Д) при Д =С.

Введение функций внутреннего экспоненциального типа оказалось полезным 

в вопросах аналитического продолжения (см. [6], §1 и [5], гл. 1, §5). Они обладают 
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многими свойствами экспоненциального типа. Отметим, в частности, что для 

МеЯх(Д’) иД£Я(Д°)

< зир(^, Оу,), + °’я- (1-5)

Для функции <р 6 Ях(А°)> <Р 0 ее (экспоненциальный) индикатор : 

(о, Р) ।—♦ [—оо, оо] определяется формулой

= Цтзирг՜11ов ||у?(ге‘в)||, (1.6)
г-»+оо

полагая А^ = —оо при <р = 0. Для <р 6 #.?(△) мы полагаем в (1.6) в € [а,Д]. 

Интересно отметить, что если (0,+оо) С А0 и уз - полугруша ограниченных 

линейных операторов, заданная и голоморфная в А°, то ^(Ат) < +оо на каждом 

угле Дт С Д'ЩО) и б (1.6) верхний предел можно заменить пределом.

Далее мы ограничимся рассмотрением функций из линейных классов Н£ (А) 

и Нх(&°). Для них индикатор будет ограниченной сверху функцией. В частно

сти, если уз, $ £ Нх(А°') и р £ ЯВ(Д°), то с учетом (1.5) имеем

< 311р(А^, Ау,), < А^ 4՜ Рц՛ (1*7)

Об основных свойствах индикатора см. [11], гл. 1, §§15,16 и [12], гл.5. Наиболее 

важным из них является свойство тригонометрической выпуклости функции 

А = Ку (ср. (1.2)) : если < в < 02 и 02 — < тг, то

А(0)зш(02 — 01) < А(01)зт(02 — 01) + Л(02)вн1(0 - 01), (1.8)

полагая, что [01,0г] С (а,Р), если <р £ ЯВ(Д°) и [01,0г] С [а, Д], если <р £ Я^(А).

Рассмотрим далее следующие два альтернативных случая : либо Л > —оо 

на (а,Р), либо А(0о) = -оо для некоторого 0о £ (а, /9). В первом случае 

из (1.8) с учетом конечности Л на (а,Д) и ее ограниченности сверху следует 

ограниченность А на (а, Д). С учетом этого из (1.8) следует, что А удовлетворяет 

условию Липшица на(а,/?), откуда следует, что А непрерывна на (о,Д), а в 

точках а и р существуют пределы соответственно справа и слева :

1нп А(0) = Л(а + 0), Нт А(0) = Л(Д- 0).
о—♦ат-и и—*р—\)
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Если Л определена на [а, 0], то она ограничена там сверху и из (1.8) следует 

ее полунепрерывность сверху на [а, Р]. Это означает, что Л(а + 0) < А(а) и 

Л(^ - 0) < А(/3) ( имеются примеры со строгими неравенствами). При а = Р — т 

из (1.8) следует :

Л(а + 0) + Л(/9 - 0) > 0. (1.9)

Отметим также следующее свойство индикатора (см. [12]), Теорема 5.1.9). Для 

е > 0 и Дг С Д° О {0} существует г0 > 0 такое, что

г՜11ое ||</5(ге։в)|| < + е, г>г0, ге'® £ Дт. (1.10)

Во втором случае из условия А(0О) = —оо и из (1.8) следует, что А = -оо на 

(а, Р) и если <р 0, то для каждого угла Дт С Д’ II {0}

Пт |яГ11об||р(*)|| = -оо. (1.11)
• 6АГ

В действительности последнее утверждение возможно только при р — а < к; это 

следует из утверждения, легко выводимого из [15], 5.8 : если <р £ Я*(Д), <р 0 

и Р - а = тг, то

А(а) + А(/3) > 0. (1.12)

При этом условие (1.12) нельзя заменить условием (1.9).

Сказанное выше позволяет, с учетом (1.12), распространить для функций 

0 свойство тригонометрической выпуклости на более общий случай, когда 

9 у < в < 02, 9 — 01 <?ги02- 9 < 1г (ср. (1.2)).

В частности, индикатор целой функции <р экспоненциального типа обладает 

всеми свойствами опорной функции некоторого выпуклого компакта (см. 

пункт 1.1.), названного Г. Полна индикаторной диаграммой функции <р (см. 

[14]). Нам будет удобно, следуя Г. Полна, называть индикаторной диаграммой 

функции <р £ Я^(Д°) или <р £ Я^(Д) множество

4 = П {С£С: Не(Се-в)<А^)}.

Оно не изменится, если положить 9 £ [а,^0], заменяя в первом случае А(а) на 

А(а 4- 0) и А(уЗ) на А(/? — 0). Кроме того, — 0 тогда и только тогда, если
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Л^(0о) = —оо для некоторого во £ (о, Р). При Р — а > -к это возможно только для 

<р = 0. Если 0, то и для Р֊ а > я, 1<р компактен. Кроме того, если К 

- опорная функция множества то очевидно, что в общем случае К(в) < А<Д0) 

для 0 & (а, р), однако

К(в) = Ьр(0), ве(а,Р), при Р-а<1г. (1-13)

Это следует из того, что полагая К(а) = Л|р(а+0), К(Р) = Л^^-О), Х(0) = 4-оо 

для в £ (р,а + 2-я՜), мы получим на [а, а + 2%) функцию, 2т-периодическое 

продолжение которой на Ж удовлетворяет всем свойствам опорных функций, 

а множество совпадает с множеством (1.3). Из сказанного следует, что при 

Р — а = тг ширина индикаторной диаграммы в направлении е‘^ (см. (1.4)) 

равна левой части (1.9), если конечно 1<р £ 0. Таким образом, в отличие от случая 

целых функций (Д =С), величина (1.12) может оказаться больше ширины 1^ в 

направлении е*^.

Для <р £ Н% (Д°) и а Е Д° положим у։а(я) = <р(г + а) для я Е А0. Мы 

утверждаем, что

Л^. = Л,,, т.е. для а Е А°. (1.14)

В случае целых функций >р экспоненциального типа соотношение (1.14) было 

доказано Г. Полна (см. [14], гл. 2, п.29). При Д С можно ограничиться случаем

> -оо (иначе либо <р = 0, либо выполняется (1.11), откуда = 0 для а Е А0). 

Тогда мы можем воспользоваться оценкой (1.10).

Для а Е Д° и реа Е Д“, р> ро, положим ре11 + а = те'6 Е Д°. Поскольку

|р-г|<|О|, |е"-в«|<^։
Р

то при подходящем выборе ро имеем, что те'6 £ Дт и г > го- Так как т/р —♦ 1 

и е'в —» е“ при р —♦ оо, то учитывая непрерывность А^, и переходя в (1.10) к 

верхнему пределу при р -» оо, получим, что \,.(г) < А9,(4) + £, так что А^,. < А^,. 

Отсюда, заменяя а на —а и <р на <ра, мы получим обратное неравенство Л^։ > А^,, 

что доказывает (1-14).
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1.3. Единственность. Пусть <р я ф - целые функции экспоненциального типа 

со значениями из комплексного банахова пространства X. Спрашивается : при 

каких ограничениях на индикаторные диаграммы Iv и 1ф из условия

çj(n) = ф{п) для п G INq (1-15)

следует, что <р = ф? Ответ на поставленный вопрос необходим для выяснения 

запаса “функций коэффициентов”, обеспечивающих аналитическое продолжение 

соответствующего степенного ряда вне компактов Карлсона. Наиболее извест

ный результат в этом направлении - это теорема единственности Карлсона (см. 

[12], гл.9 или [4], §1, Теорема 1.3.5; о векторнозначном аналоге см. [13], гл.3, 

Теорема 3.13.6). Она решает вопрос в терминах индикаторной диаграммы функ

ции ф = — ф, требуя, чтобы ее ширина (см. (1.4)) в направлении мнимой оси 

была меньше 2г. Это излишне строгое для наших целей требование. Простая 

идея рассмотрения ширины индикаторной диаграммы в подходящем направле

нии приводит нас к следующему результату.

Теорема 1.1. Пусть ф - целая Х-значная функция и аф < ео. Если ф(п) = О, 

п Е INq и индикаторная диаграмма 1ф не содержит вертикального отрезка длины 

> 2тг, то ф = 0.

Отсюда следует ответ на интересующий нас вопрос.

Теорема 1.2. Пусть <риф -целые Х-значные функции экспоненциального типа, 

удовлетворяющие (1.15). Пусть Iv С А и 1ф С А, где А - выпуклый компакт, не 

содержащий вертикального отрезка длины > 2т. Тогда f = ф.

Краткое доказательство. В самом деле, полагая ф = <р — ф, учитывая (1.5), 

(1.7) и свойство монотонности Ка по А, получим 1ф С Iv U 1ф С А, откуда, 

согласно Теореме 1.1, ф = 0.

Саму Теорему 1.1 можно вывести из следующей теоремы.

Теорема 1.3. Пусть ф G Ях(Д), где А = А(а, ot+т) для некоторого a Е (—т, 0). 

Если ф(п) = 0 для n G INq и

Ма) + Ма+ т) < 2т|вша|, (1-16)
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то ф = 0 на А.

Теорема 1.3 является аналогом теоремы единственности Карлсона для слу

чая “косых” (относительно множества ЕЧо) полуплоскостей, совпадая с ней при 

а = —я/2. Доказательство стандартное. Если ф 0, то полагая

Е(х) = для я е А, 81П 7ГЯ

получим, что Г О и

Ар(0) = 7ц(0) - х|зт0| для 6 £ [а, а+т], (1.17)

так как для функции агптгя верхний предел в (1.6) можно при 0 / 0 заменить 

пределом. Из (1.16) и (1-17) следует, что Ьр(а)+кр(а+п') < 0, что противоречит 

свойству (1.12).

Нам остается вывести Теорему 1.1 из Теоремы 1.3. Сколь угодно малым рас

ширением мы можем заключить 1ф в выпуклый компакт А с гладкой границей, 

состоящей из одних крайних точек. Мы можем считать, что множество А также 

не содержит вертикального отрезка длины > 2х.

Полагая а = —Кд(х) и Ь = Кл(0)> согласно (1.4) имеем, что а < Ъ. Таким 

образом, А лежит в полосе : а < Не г < Ь. Для х € [а, Ь] пересечение 1Х 

множества А с прямой Нея = х является отрезком, сводящемся к точке при 

х = а и х = Ь. Это исключает случай а = Ь, так что а < Ъ. Длина /(г) отрезка /г 

дифференцируема по х и /(а) = /(6) = 0. Поэтому /'(хо) = 0 для некоторой точки 

хо € (а, Ь), так что касательные к границе А в концах отрезка 1Хо параллельны.

Обозначим через 5г замкнутую полосу, ограниченную указанными касатель

ными, и пусть е’а, а Е (—тг,О) - перпендикулярное к ним направление. Тогда 

ширина полосы равна 1(х0)|8ша|, и поскольку /(хо) < 2х, то ширина парал

лелограмма 51 П $2 3 А Э 1ф в направлении е'а будет меньше 2я-|8хпа|. Таким 

образом, условие (1.16) выполнено, и по Теореме 1.3, ф = 0.

1.4. Логарифмически выпуклые компакты. Компакт Е С С назовем лога

рифмически выпуклым (лог-выпуклым), если Е является замыканием в С множе

ства вида ехр(£), где Ь - некоторое выпуклое в С множество. Нам будет удобно 
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считать лог-выпуклыми также множества Е = {0} и Е = {оо}, полагая для 

них Ь = 0. Множества вида ехр(Б), где Б С С выпукло и замкнуто, естествен

но возникают в связи с задачами аналитического продолжения степенных рядов 

в терминах их коэффициентов. Случай ограниченных Ь впервые в общем виде 

рассмотрен Ф. Карлсоном (см. [9] и [10]); общие неограниченные множества Ь 

рассмотрены в [1] и [5], гл.1, §5.

Лог-выпуклый компакт очевидно связен. Без ограничения общности можно 

считать, что определяющее Е выпуклое множество Ь замкнуто в С, так что 

Ь= Ь. Тогда

Е\ {0,оо} = ехр(£). (1.18)

Отметим, что точка 0 или оо не может быть изолированной точкой Е, если 

Ь -ф. 0. Условие 0 Е или оо £ Е равносильно ограниченности Б, соответственно, 

слева и справа. Лог-выпуклые компакты Е, содержащие обе точки 0 и оо, имеют 

простую структуру : Е = (а, /3) при некотором ш£1Ниа<^<а-Ь21Г. Далее

мы рассмотрим лишь лог-выпуклые компакты Е, для которых либо оо £ Е, 

либо 0 $ Е. Кроме того, достаточно ограничиться лог-выпуклым компактами Е 

со связным дополнением.

Итак, пусть Е С С — лог-выпуклый компакт со связным дополнением. 

Рассмотрим сначала случай 0 £ Е°. Тогда из (1.18) следует, что Ь не может 

содержать вертикального отрезка длины > 2х, так что функция ехр однолистна 

на Ь. Это означает, что существует непрерывная в некоторой окрестности 

множества Е \ {0} ветвь логарифма 1ой, такая, что

Д = М^\{0}), (1.19)

оправдывая введение термина “логарифмически выпуклый компакт”. Из (1.19) 

следует в частности, что

1о6(5Я\ {0}) = дЦЕ). (1.20)

Множество Ь = ЦЕ), определенное в рассмотренном случае с точностью до сдви

гов на вектор 2тгт։ (где т — целое число) назовем логарифмической диаграммой 

Е. Для уточнения геометрии ЦЕ) рассмотрим следующие случаи.
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а) Пусть 0 6 РЕ. Будучи ограниченной справа ЦЕ) неограничена слева; с 

учетом выпуклости и замкнутости ЦЕ), для точки ш £ ЦЕ) существует такой 

луч /ш, что ш £ С ЦЕ). Поскольку ЦЕ) не содержит вертикального отрезка 

длины > 2х, то все лучи 1Ш параллельны и одинаково направлены, составляя с 

полуосью (-оо,0] острый угол Р £ (-т/2, тг/2). Назовем это число Р = Р(Е) 

направлением логарифмической диаграммы ЦЕ). (Отметим, что вектор е’^ 

направлен противоположно лучам /ш.) Угловой коэффициент ш = 1ап/3 лучей 

определяется однозначно по Е :

.. 9(г)ш = 1пп , . ..»-о 1о® |и| (1-21)

где 9(г) - непрерывное значение аргумента точки г на Е \ {0}. Отметим, 

наконец, что совокупность всех прямых, пересекающих ЦЕ) и имеющих угловой 

коэффициент ш, образует некоторую полосу вида 

5 ={«+»«: и — ши ЕР], (1-22)

где У - интервал длины Л < 2тг (не обязательно замкнутый). Поскольку

ехр(3\ЦЕ)) =С\Е, (1.23)

мы заключаем, что С \ Е является ш-звездной областью относительно точки 

оо, т. е. для каждой точки £ £ С \ Е область С \ Е содержит также дугу 

логарифмической спирали ЬЦа), соединяющей ( с точкой оо.

Ь) Пусть теперь 0 Е, так что ЦЕ) ограничена. Повторяя соответствую

щую часть доказательства Теоремы 1.1, мы можем заключить ЦЕ) в паралле

лограмм, ограниченный некоторой полосой а < Ее ш < Ъ и замкнутой полосой 

5 вида (1.22), где Л < 2тг. Часть полосы 3, лежащая левее прямой Ее и = Ь, 

определяет направление р £ (—тг/2,?г/2) диаграммы ЦЕ) с соответствующим 

угловым коэффициентом ш = 1ап р. Отметим, что в случае 0 Е и при фиксиро

ванном ЦЕ) полоса 5 и число Р не единственны. Кроме того, из условия Л < 2х 

следует существование логарифмической спирали £ш(а) С С \ Е, соединяющей 

точки 0 и оо.



42 Н. У. Аракелян

Перейдем теперь к рассмотрению случая О Е Е”, для которого приведенное 

выше определение (1.19) логарифмической диаграммы теряет силу. Положим

г0 = е“° = inf |я|, п = е“‘ = вир |ж|,

и пусть L — L- порождающее Е, согласно (1.18), множество. Если uq < U], то 

пересечение L с прямой Re ш = и является замкнутым отрезком длины меньше 

2тг, если u £ («о> «1] и имеет длину 2%, если и = и0. Пусть ш0 = ио + »'«о и wi = 

= wo+2*՜։ - концы упомянутого отрезка. Рассмотрим опорные прямые множества 

L в точках wo и wj, и пусть /о и /1 - их части, лежащие в полуплоскости 

П : Re w < uq. Лучи /о и li образуют с полуосью (—оо,0] углы соответственно 

раствора Po,Pi 6 (—тг/2, т/2) . Кроме того, Iq и не могут пересекаться на П 

(иначе множество L будет՛ ограниченным слева), откуда следует, что /?о < Pi- 

Выбирая теперь р Е [А), А], w = tan А, положим

S = {« + iv : 0 < v - vo — ы(ц - u0) < 2?r}.

Очевидно, что множество LUo = L \ П° замкнуто, выпукло и лежит в S. Полагая 

SUa = 5ПП, легко проверить, что замкнутое множество ЦЕ) = LUo\JSUo, будучи 

пересечением замкнутых полуплоскостей, является выпуклым продолжением 

LUo. Кроме того, ЦЕ) С S и

exp(LUo) = Е \ Dro(0), exp(Su„) = Dro(0) \ {0},

так что ЦЕ) удовлетворяет условию (1.18). Определенное таким образом множе

ство ЦЕ) мы назовем логарифмической диаграммой лог-выпуклого множества 

Е, а число р - его направлением. Если uq = ui, то Е = £>Го(0) и мы полагаем 

LUo = 0, ЦЕ) = SUo, выбирая р произвольно из интервала (—тг/2, к/2). Очевид

но, что как и в случае 0 Е дЕ, условие (1.23) выполнятся и при 0 Е Е°, так что 

С \ Е является w-звездной областью относительно точки со для ы = tan р.

Из определения множества LUo следует, что функция ехр однолистна на ZUo\ 

\{wo, wi], так что аналогично (1.19) существует непрерывная ветвь логарифма 

log в некоторой окрестности множества Е \ РГо(0), такая, что Lu„ = log(E'\



Эффективное аналитическое продолжение степенных рядов ... 43

\2?Го(0)). Отсюда, в частности следует, что

\ {Со}) С ЭЦЕ), где <0 = ехр(ш0). (1-24)

Таким образом, понятие логарифмической диаграммы ЦЕ) и ее направле

ния Р = Р(Е) с соответствующими свойствами мы определили для всех лог- 

выпуклых компактов Е С С со связным дополнением. Несколько другой вариант 

определения ЦЕ) непосредственно в терминах лог-выпуклого компакта Е см. [5], 

гл.1, 5.4.

Отметим в заключении, что полуплоскость А — —, Р 4- содержит полуось

[0,оо) и ортогональна к ЦЕ). При этом опорная функция К{0) множества ЦЕ)

ограничена для О Е и равна +оо для в € I р + . Анало-

гичную роль для множества Ь*(Е) играет полуплоскость А Р — — Р 4- .

Понятие логарифмической диаграммы (и ее направления) можно легко опре

делить и для лог-выпуклых компактов Е С С \ {0} со связным дополнением, для

которых оо Е Е. Так как для преобразования ф 

ЦЕ) С С является лог-выпуклым компактом и О

: я ।—» г х мы имеем, что 

Е ЦЕ), то в этих терминах

ЦЕ) — -ЦЦЕ)), р = -р(ЦЕ)), где Р(Е) € (—х/2, тг/2) угол между образую

щими ЦЕ) лучами и полуосью [0,оо).

Замечание. Из аналитических представлений лог-выпуклых компактов Е С С 

(см. [5], гл.1, §5), следует, в частности, что граница ЭЕ является спрямляемой 

кривой. -

1.5. Результаты из теории приближений. Для дальнейшего нам необходимо 

привлекать, как.и в работах [6] и [1], некоторые результаты из теории касатель

ных приближений целыми функциями. Первым результатом в этом направлении 

является следующая теорема, принадлежащая Т. Карлеману [16].

Теорема. Пусть 7 - замкнутая жорданова кривая в С, оо £ 7, комплексная 

функция / и функция 6 > 0 непрерывны на 7 \ {оо}. Тогда для числа е > О 

существует целая функция д такая, что

1/(0 -<?(С)| <еб(С) дляСб7\{оо}. (1.25)
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Приближения вида (1.25) называют касательными, если 6«) -» 0 при 

1֊ , оо функцию 6 называют скоростью касания (на бесконечности). Это

более строгий сорт приближений, чем равномерные. Более подробные сведения 

о касательных приближениях можно найти в [17] и [18].

Лемма 1.1. Пусть 71 и 72 - жордановы дуги в С с общим концом Со и 71 72 = 

= {Со}, функция б > 0 непрерывна на (71 и 72) \ {Со}- Тогда существуют 

голоморфные на С \ {Со} функции А։ и Аа такие, что Ах + А2 = 1 и

1МС)|<«(С) для С 6 7* \ {Со}, к = 1,2. (1.26)

Схема доказательства. Без ограничения общности можно считать, что Со = 

= оо, сделав в противном случае замену переменной С = Со + я՜1- Определим 

на (71 О 72) \ {Со} непрерывную функцию /, полагая / = 0 на 71 \ {оо} и 

/ = 1 на 72 \ {оо}. Существует замкнутая жорданова кривая 7, такая, что 

71072 С 7- Продолжим функции / и б непрерывным образом на 7\{оо}, сохраняя 

положительность 6. Применяя теорему Карлемана с £ = 1 и полагая А1 = д, 

Аа = 1 — д, из (1.25) получим (1.26).

Пусть теперь X - комплексное пространство Банаха.

Лемма 1.2 Пусть 71 и 72 - жордановы дуги в С с общим концом Со и 71 П 72 = 

= {Со}, функция 6 > 0 непрерывна на (71072)\{Со}- Для Х-значной голоморфной 

на С \ {Со} функции д существуют Х-значные голоморфные на С \ {Со} функции 

дх и д2 такие, что р(С) = 51 (С) + 5г(С) для С еС \ {Со} и

|ЫС)||<5(С) для С е 7* \ {Со}, к = 1,2.

Лемма 1.2 следует из Леммы 1.1, если заменить там <5(С) на —- для
110(011 +1

С 6 (71 С 7з) \ {Со} и положить дк = Хкд для к = 1,2.

Лемма 1.3. Для последовательности (5п)“=о С X такой, что ||5п||1/п -> 0 при 

п —► оо, и числа а 6 (—х/2, тг/2) существует Х-значная целая функция <р порядка 

< 1, экспоненциального типа < тг на полуплоскости △ (а — а + такая, что

¥’(’’։) = 0п ДЛЯпЕНЧо, р(п) = О для п = -1, -2,..., (1-27)
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Av(0) = -оо, если |0 - а| < (1-28)

Лемма 1.3 по существу является Х-значным аналогом Леммы 1.2 работы 

[6]. С помощью Леммы 1.2 ее доказательство сводится к случаю, когда целая 
ОО

Х-значная функция р(я) = zngn с экспоненциальной скоростью стремится к 
п=0

нулю на бесконечности на некоторой гладкой жордановой кривой у, когда либо 

7 = Аы(—тг), ш = tana, либо у՜ асимптотически стремится к спирали я), 

касаясь ее в бесконечности. В остальном повторяется доказательство Леммы 1.2 

из [6].

Нам необходимы еще некоторые сведения о касательных приближениях це

лыми функциями вида (1.25), но на этот раз на неограниченных замкнутых в С 

областях fi с жордановой границей, оо £ fi. Очевидно, функцию f необходимо 

считать непрерывной на fi и голоморфной внутри fi. Для нас достаточно рас- 

смотреть случай, когда f просто голоморфна на fi. В этом случае возможность 

равномерного приближения f на fi целыми функциями (т.е. когда 6 = 1 на fi) 

была указана Карлеманом еще в работе [16], однако вопрос о касательном при

ближении на fi оказался более деликатным. М. В. Келдыш показал (см. [19] и 

обзор [20]), что приближения вида (1.25) на fi могут оказаться невозможными 

для скоростей касания вида 5(0 = ехр(—|£|м), если р. > 1/2, но они оказыва

ются всегда возможными, если д G (0,1/2). Это связано с существованием для 

д Е (0,1/2) такой целой функции ш, что

0 < |ы(я)| < ехр(-|<|д) для z G fi. (1-29)
... . _ . -J - . Г Л-՝-' ,

Векторно-значный вариант результатов М. В. Келдыша также имеет место. 

Отметим в связи с этим статью [21], где получены аналоги общих теорем о 

равномерном приближении целыми функциями на случай приближения функций 

f со значениями в комплексном пространстве Банаха X (см. [21], Теорема 3). Для 
•...... • и •

голоморфной на fi Х-значной функции /, равномерно аппроксимируя функцию 

(1/ш)/ целой Х-значной функцией д\ и полагая g = wgi с учетом (1.29) приходим 

к следующему результату (для удобства применения мы заменим точку оо на 

Со G С).
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Лемма 1.4. Пусть О - замкнутая жорданова область вС.СоеПи/е 

е НХ(П \ {Со}). Для Е > 0 и р € [0,1/2) существует функция д е НХ(С \ {Со}), 

такая, что

11/(0-17(011 <еехр(-|С-СоГя) дляСеп\{Со}. (1.30)

§2. КРИТЕРИИ АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ

2.1. Формулировка результатов. Ниже через X мы будем обозначать произ

вольное комплексное банахово пространство. Основным результатом настояшей 

статьи является следующая теорема.

Теорема 2.1.. Пусть Е С. С - лог-выпуклый компакт со связным дополнением 

я 0 £ Е Пусть ЦЕ) - логарифмическая диаграмма Е с направлением р. 

Формальный степенной ряд

СЮ
52 *՜"-1/«, ДеХ дляпе№0 (2.1)
п=0

сходатея в окрестности оо и представляет голоморфную функцию, допускающую 

однозначное аналитическое продолжение в С \ Е, тогда и только тогда, если 

существует X-знатная целая функция <р порядка не выше 1, экспоненциального 

типа на полуплоскости Д(-0 - ֊, -/3 + ^) (ня С, если 0 6 Е°), такая, что

<р(п) = /п для п е 1М01 (2.2)

Мб) < КцЕ^-в'), при |0 + 0| < ֊. (2.3)

Замечания 1. В случае X =С Теорема 2.1 является версией Теорем 3.1 и 3.2 

из [1].

2. Величина ^£(Н)(—0) представляет собой опорную функцию сопряженного к 

ЦЕ) множества 1*(Е). С учетом (1.13) и монотонности по А опорных функций 

КА, условие (2.3) равносильно условию Ц С Е*(Е), где Ц - индикаторная 

диаграмма >р.

3. В доказательстве части достаточности Теоремы 2.1 ограничения на функцию 

9? можно ослабить, полагая, что <д е Яд(Д) и сг^Д0) < +оо для △ -
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= △(—Р — + 2)1 сохранив при этом условия (2.2) и (2.3). Тогда из части 

необходимости Теоремы 2.1 следует утверждение об интерполировании таких <р 

целыми функциями <р (Ф(п) — у>(п) для п 6 1Ч0) порядка не выше 1, <т^(Д) < +со 

(<Гф < +ос на С, если 0 6 Еа), удовлетворяющими (2.3).

4. Теорема 2.1 содержательна даже в случае Е = {0}, когда ЦЕ) = 0, предлагая 

условия для того, чтобы ряд (2.1) представлял пелую Х-значную функцию от 

я՜1. Условие (2 3) (' или включение 1Р С Ь"(Е)) означает что интерполирующая 

согласно (2.2) пелая функция р (см. Лемма 1.3) должна удовлетворять условию

= —со, при |0 + /3\ < Ре . (2.4)

5. Георему 2.1 лзгко переформулировать для степенных рядов с центром в точке 

0 вида
ОО
22 Зп/п> /п е X для п € ®<0: (2.5)
п=0

полагая, что Е - лог-ьыпуклый компакт в С \ {0} со связным дополнением и 

по Е Е. Необходимо лишь в условии (2.3) множестве ЦЕ) заменил, на —ЦЕ), 

։՝.то равносильно включению С (— Ь*(Е)). При этом условие а։в < -|-оо на С 

утверждается при со £ Е°

Пример 1. Для ш € Ж. и <г 6 [0, т) рассмотрим лог-выпуклый в С \ {0} компакт 

Е = Дш(-с, а) \ 0^0) Поскольку

-£*(£) = {и + ։и : и < 0, |д + ши|<а},

то полагая ы = Lan/?, |Z?| < тг/2, получим

К-L’(E'){6) - п| вш 0! при |0 + р\ < ֊.

Таким образом, из Теоремы 2.1 (ср. с Теоремой 1.2 в [6]) следует

Теорема 2.2. Если ряд (2.Л) имеет радиус сходимости единица, то он допус

кает аналитическое продолжение в область С \ Д(и(֊т,сг) тогда и только то

гда, когда существует X-знатная целая функция <р экспоненциального типа на
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Д (-Р- -,-0 + 101 < 1г/2, Ьап0 = Ш, удовлетворяющая (2.2) и условию
\ 2 2'

Лф(0) <’’|8Ш0|, при |0 + 0| < 1Г/2.
. , »• *՜' •՛ *՜ • , • *• •’ й- . 1 .

Следующий критерий регулярности дуги также может быть выведен из 

Теоремы 2.1 (аналогично случаю X =С см. [1], Теорему 3.3).

Теорема 2.3. Степенной ряд (2.5) с радиусом сходимости единица может ана

литически продолжаться через дугу

7„ = {г : |к| = 1, а < | а^я| < тг}, 0 < а < -к

тогда и только тогда, если существует (Х-значная) целая функция <р экспонен

циального типа, удовлетворяющая условию (2.2) и условиям

МО) = о, |(£>±М(0)| < и, 

где - производные функции справа и слева.

В следующей теореме рассматривается не охваченный Теоремой 2.2 случай, 

когда индикаторная диаграмма лог-выпуклого компакта ограничена.

Теорема 2.4. (а) Пусть <р - целая Х-значная функция экспоненциального типа 

с индикаторной диаграммой I = 1^. Тогда из (2.2) следует, что ряд (2.1) имеет 

однозначное аналитическое продолжение на компоненту открытого множества 

С \ ехр(Г), содержащую точку оо.

(Ь) Если множество I = 1^ не содержит вертикального отрезка длины > 2тг, 

то из (2.2) следует, что представимая рядом (2.1) функция { имеет аналитическое 

продолжение в точку 0 вдоль логарифмической спирали £ы(а) и в окрестности 

нуля имеет разложение вида (2.5)
ОО

/(*) = - 52 хпу>(-п - 1). .. (2.6)
п=0

(с) Если выпуклый компакт I С С не содержит вертикального отрезка 

длины > 2тг, а ряд (2.1) сходится в окрестности точки оо и имеет однозначное 

продолжение в область С \ ехр(/*), то существует Х-значная целая функция <р 

экспоненциального тина с индикаторной диаграммой I? С I, удовлетворяющая 

условиям (2.2).
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(с1) Функция коэффициентов <р, фигурирующая в пункте (с), единственна.

Теорему 2.4 также легко переформулировать для степенных рядов вида (2.5) 

с центром 0. Учитывая это, выделим два частных случая Теоремы 2.4, хорошо 

известные при X =С.

Пример 2 (Г. Полна, [14]). Ряд (2.5)с радиусом сходимости 1 допускает одно

значное аналитическое продолжение вне дуги {е'в : |0| < а}, 0 < а < к тогда 

и только тогда, если существует целая функция <р, удовлетворяющая условиям 

(2.2) и такая, что а у < а и 1<р С [—»о՜, »О’՜], т.е. Л9>(б) < ст| 8Ш0| для |0| < к.

Следствие.(Ло, Вигерт; см. [4]) Ряд (2.5) представляет целую функцию от 

(я - I)՜1 тогда и только тогда, если существует целая функция <р, = 0,

удовлетворяющая условиям (2.2).

Отсюда и из Леммы 1.3 мы приходим к следующей лемме.

Лемма 2.1. Пусть д Е Нх(С \ {Со}), где (0£Си $(оо) = 0. Тогда около точки 

оо функция д разлагается в ряд (2.1) - (2-2), где <р - целая Х-значная функция 

порядка < 1 такая, что

а) если Со = ехр(шо), то а<р < +оо и = {шо} ’>
Ь) если <о = 0, то °>(А) < +оо и = 0 для △ = А (~Р - -р + и 

произвольно фиксированного Р, |/3| < я/2.

Отметим, что здесь условие = 0 означает, что <р удовлетворяет условию 

(1.28) для а = -р.

Замечания. 6. Пункт (а) Теоремы 2.4 был установлен Ф. Карлсоном (при 

X =С,что несущественно; см. [4], §§ 1 - 3, а также [9], [10]).

7. Ограничение на выпуклый компакт I в пунктах (Ь) и (с) Теоремы 2.4 означает, 

что множество ехр(Р) не разделяет точки 0 и оо. Об утверждениях этих пунктов 

см. Дифренуа и Пизо [22]. Ранее Ф. Карлсон (см. выше) в этих пунктах подчинил 

компакт I более строгому условию, что ширина I в направлении мнимой оси 

меньше 2л՜, утверждая в (Ъ) аналитическую продолжимость по некоторому 

радиусу; наличие логарифмической спирали в (Ь) следует из обсуждений §1, 

пункт 1.4.
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8. В статье [23] получен аналог пункта (с) Теоремы 2.4 в том случае, когда 

множество ехр(7*) отделяет точки 0 и оо. Этот случай охвачен Теоремой 2.1 при 

оо € Е°.

9. Вопрос о единственности “функции коэффициентов” <р возникает и в условиях 

Теоремы 2.1, но здесь этот вопрос не разрешим чисто в терминах индикаторной 

диаграммы Ц, поскольку либо Ц содержит вертикальный отрезок длины 2тг 

(случай 0 € Е°), либо функция Ау может иметь разрывы в точках -р ± т/2 

(случай 0 € дЕ). В случае 0 € дЕ каждое из следующих условий обеспечивает 

единственность функции из Теоремы 2.1 :

I) неравенство (2.3) выполняется также при в + /? = ±т/2 и ширина 

множества Ь'(Е) в направлении ֊Р + тг/2 меньше, чем 2тсоз/?;

ц) функция удовлетворяет условию ЬЦ-р ± тг/2) < тгсоз/З.

Доказательство следует из Теоремы 1.3 при а = — р — — применительно к

ф = <Р1 — 9°2, где ф — фк ~ функции из Теоремы 2.1, удовлетворяющие одному из 

условий 1), и).

Предположим теперь, что в сформулированных выше теоремах банахово 

пространство X заменено некоторой комплексной алгеброй Банаха В с единицей 

е (в частности, алгеброй ограниченных линейных операторов в X). Для элемента 

а Е В положим :

р(а) = резольвентное множество а;

Я։(а) = резольвента а для х 6 р(а);

<г(а) = С \ р(а) - спектр элемента а;

г(а) = Пт ||ап||1/" - спектральный радиус а. П—»ОО
Голоморфная по г функция 7?х(а) в окрестности точки оо имеет разложение вида 

(2.1)
ОО

Л«(°) = 52 г~п~1ап рп |х| > г(а). (2.7)
п=0

Пусть теперь Е С С - некоторый лог-выпуклый компакт со связным дополне

нием, ЦЕ) - логарифмическая диаграмма Е с направлением р. Применим к 

аналитическому элементу (2.7) Теоремы 2.1 и 2.4. Из условия <г(а) С Е следует 
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существование некоторой В-значной целой функции <р порядка < 1 и экспонен- 
✓ я* тг\

циального типа на △ [-Р - 2>~Р + (на С, если 0 £ дЕ), удовлетворяющей 

условию

<р(п) = ап для п € ЕЯо (2.8)

и условию С Ь'{Е}. Для квазинильпотентного а, т.е. г(а) = 0 и а / 0, по

следнее условие при Е ~ {0} означает выполнение (2.4) для произвольно фикси

рованного Р, |.5| < т/2. Обратно, если существует целая функция с указанными 

свойствами, то а(а) С Е и даже'можно считать, что а(а) \ {0} С ехр(Т^).

В случае, когда 0 Е, из связности С \ Е следует, что диаграмма 1^ 

не содержит вертикального отрезка длины > 2?г, и тогда пункт (<1) Теоремы 

2.4 утверждает, что “функция коэффициентов” <р единственна. Более того, для 

т Е ЛЧо рассмотрим целые по л функции

= ¥’("» + -։), ^т(-г) = р(п»М*)> гЕС,

удовлетворящие согласно (2.8) условиям рт(п) = ^т(п) для п £ 1М0. Очевидно, 

что /1^>т < так что С а из свойства (1.14) следует, что = 7^,. 

Применяя к функциям <рт и Теорему 1.2, мы получим, что для

т Е 1Мо, т.е.

<р(гп + г) = у>(т)^(л) для л ЕС, т Е 1№о-

Фиксируя г и применяя еще раз свойство (1.14) и Теорему 1.2, мы приходим к 

групповому свойству функции :

9»(С + *) = Для <,г ЕС, р(0) = е, у>(1) = а. (2.9)

Таким образом, множество уэ(С) является аналитической группой.

Аналогичные рассуждения применительно к случаю 0 Е дЕ, при условиях 

единственности “функции коэффициентов” р в терминах индикатора (в

частности, при выполнении одного из условий 1) или И) Замечания 9) приводят 

к соотношению (2.9) для £, г Е А = А + тг)> так что р(Д) является

аналитической полугруппой. Полагая Ь = у/(0), из (2.9) получим, что уХ”)(О) = 

= Ьп для п ЕР^о, так что <р(г) =■ ехр(бл) для г ЕС (ср. [13], 9.5). При этом роль 

индикаторной диаграммы 7* играет множество ст(6) (см. [13], 17.4).
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Сказанное выше позволяет интерпретировать “функцию коэффициентов” у? 

применительно к интерполяционным данным вида (2.8) как некоторую замену 

экспоненциальной интерполирующей функции (в случае отсутствия последней), 

сохраняющую некоторые ее свойства (голоморфность, экспоненциальный рост, 

связь со спектром а (соотношение а(а) \ {0} С ехр(/*)) и т.д.)).

2.2. Доказательство Теоремы 2.1 : достаточность. При доказательстве 

этой части Теоремы 2.1 ограничения на функцию <р можно ослабить, полагая,
что 6 Я%(Д), ^(Д0) < +оо для Д — Д Г—Р — —Р + —)

' -ы л» г и <р удовлетворяет

условиям (2.2) и (2.3). Рассмотрим аналитический элемент /, представимый ря

дом (2.1), (2.2): из условия (2.3) следует, что этот ряд сходится при |к| > КцЕ)(0) 

(нрй к / 0, если ЦЕ) = 0). Возможность аналитического продолжения элемента 

/ на остальную часть области С \ Е можно доказать, используя метод работы 

[1]. Это включает применение к рядам (2.1), (2.2) известной формулы Карлемана 

(см. [2]) и аналитическое продолжение контурного интеграла с помощью вариаг 

ции контура интегрирования. В качестве альтернативы можно воспользоваться 

тем фактом, что часть достаточности Теоремы 2.1 доказана в случае X = С в 

Теоремах 3.1 и 3.2 работы [1].

С этой целью рассмотрим сопряженное к X пространство линейных функ

ционалов X* и пусть х* С X*. Полагая <р, = х*<р л учитывая, что |у».(я)| < 

< ||г*11 • ||^(я)|| для г еС, имеем, что 6 Я(Д) и

ог^ДД0) < о>(Д°) < 4-оо, \>.(0) < ЬЦР) при |04- Д| < ֊•

Таким образом, скалярная функция удовлетворяет интерполяционным усло

виям у>.(п) = ®‘(/п) Для я 6 ЛУо и остальным условиям Теоремы 2.1. Тогда из 

указанных выше теорем работы [1] следует, что аналитический элемент х*/ с 

коэффициентами (л‘/п)о° допускает однозначное аналитическое продолжение в 

область С \ Е. Учитывая это, заметим теперь, что если элемент /о с центром 

а € С \ Е является аналитическим продолжением элемента / вдоль некоторого 

пути I С С \ Е, то /о должен сходиться в максимальном круге Ог(а) СС\Е. В 

противном случае особая точка /а на границе дОг(а) С С \ Е круга сходимости 
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была бы особой точкой скалярной функции х*/а хотя бы для одного х* 6 X* (см. 

[13], 3.12). Однако х*[а является аналитическим продолжением вдоль I элемента 

х' / и по сказанному выше не может иметь особых точек в С \ Е.

Напомнив, что С \ Е является ы-звездной областью относительно точки 

оо (см. 1.4), рассмотрим такую область 9 С С \ Е, где элемент / допускает 

однозначное аналитическое продолжение вдоль дуг логарифмических спиралей 

соединяющих оо с точками Я. Из сказанного выше о максимальности 

кругов 7?г(а) следует, что П не может иметь граничных точек в С \ Е, так что 

П = С \ Е. Это завершает доказательство.

2.3. Доказательство Теоремы 2.4. Рассуждениями раздела 2.2 доказатель

ство пункта (а) Теоремы 2.4 сводится к случаю X =С, т.е. к теореме Карлсона. 

В условиях пункта (с) положим Е = ехр(7‘) и рассмотрим голоморфную в С \ Е 

функцию /, заданную аналитическим элементом (2.1). Пусть 1ой֊однозначная в 

некоторой окрестности П множества Е ветвь логарифма такая, что IogЕ = Г. 

Рассмотрим целую функцию

= / ГЛСНС (2.Ю)
27Г1 ур

где = ехр(я1о££), а Г - гладкий контур Жордана в О \ Е, обходящий 

Е в положительном направлении и отделяющий его от точек 0 и оо. При 

этих условиях функция <р не зависит от выбора контура Г и очевидно, что 

удовлетворяет интерполяционным условиям (2.2). Пусть 7, для е > 0 означает 

границу выпуклого компакта с опорной функцией К/« +е. Для достаточно малого 

£ Г։ = ехр(7։) С П\Е, и мы можем положить в (2.10) Г = Г։ с соответствующей 

ориентацией. Тогда из (2.10) имеем оценку

|р(ге19)| < М, ехр[г(К,.(0) + £)],

где

= 11ЛО11МС1-/7Г

Отсюда следует, что Л¥>(5) < К/.(0) + £ для 0 е 1Й., т.е. Л^, < К/- или 7^, С Г.

Утверждение пункта (<1) Теоремы 2.4 следует непосредственно из Теоремы 1.2 
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параграфа 1 о единственности. Наконец, из (d) следует, что в условиях пункта (Ь) 

функция <р должна иметь вид (2.10). Тогда разложение (2.6) следует из формулы 

Коши
гг> 1 Г ЛО 

2тг։ Jr С — z

разложением ядра (С — z)՜1 по степеням z в достаточно малой окрестности нуля.

2.4. Доказательство Теоремы 2.1 : необходимость. Пусть f Е НХ(С \ Е), 

/(оо) = 0 и около точки оо имеет разложение (2.1). Заметим сначала, что если 

построена для д G Я%(С \ Е) и для функции F = f - д, то можем положить

+ д>,. Это легко следует из (1.7) и (2.1) - (2.3).

Рассмотрим далее точку Со Е- 9Е такую, что |Со| < |<| для С 6 дЕ. При 

(о / 0 можно считать, что Со = ехр(ш0), где w0 G ЦЕ) и (ш0 + 2чг») 6 ЦЕ). 

Если теперь g G Я%(С \ {Со}) и д(оо) = 0, то из Леммы 2.1 следует, что 

функция = <ра из этой леммы удовлетворяет условиям Теоремы 2.1, если учесть 

Замечание 2 и включение lVg С L‘{E). Таким образом, для построения функции 

<pj достаточно построить функцию 4>j֊a> где выбор функции д Е Нх(Р \ {Со}), 

д(оо) = 0 произволен. Из рассмотрений раздела 1.4 следует (см. (1.20) и (1.24)) 

существование непрерывной ветви логарифма log в некоторой окрестности О 

множества 3£\{Со}> Со £ 90 такой, что log(ö£\{Со}) С 9 ЦЕ). Тогда существует 

лог-выпуклый компакт Ej. с жордановой границей Ги {Со}, Г С О\ Е такой, что 

Е С Е°U{Со}- При этом можно считать, что Г локально гладкая, имеет конечную 

длину (см. замечание в конце пункта 1.4), а в точке Со касательна к границе Е.

Рассмотрим теперь жорданову область Q = С \ Е°, ограниченную контуром 
»

Г U {Со}, положительно ориентированном относительно Е\. Применим к области 

Q и функции f аппроксимационную Лемму 1.4, полагая там е = 1 и ц = 1/3. Мы 

можем выбрать функцию д Е НХ(С \ {Со})> Л°°) = 0 так> что Для Я = f - д Е 

Е НХ(С \ {Со}). Я(оо) = 0 согласно (1.30) имели

||F(C)|| < ехр(— 1C ֊ СоГ1/3)> сеп. (2.11)

Нам остается только построить функцию <рг- Пусть (Яп)^_0 - коэффициенты 
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разложения Г около ос. Тогда

для п б ЛЧ0- (2.12)27Г1 ур

Формула (2.12) - это формула Коши для коэффициентов элемента Е после де

формации контура интегрирования к точке Со с учетом голоморфности подынте

гральной функции и оценки (2.11). Искомую целую функцию <рр, удовлетворяю

щую условиям ^г(п) = Еп для п б И^о, определим формулой

= для*еС- (2-13)

где С* = ехр(г1о2С) с фиксированной выше ветвью логарифма на О. Подынте

гральная функция здесь голоморфна по С на О, целая по я и непрерывна по (С, я).

В случае Со / 0, она для С Е Г и я бС удовлетворяет, с учетом (2.11), оценке

IICF(C)II < ехР(0֊1'г1)> o’ = sup | logC|. 
(er

(214)

Отсюда следует, что у>р - целая функция экспоненциального типа < ст.

В случае Со = 0 положим Tj = ГП£>1(0), Г2 = Г\Г1 и если Г2 0, то разобьем 

интеграл (2.13) на два интеграла по Г1 и Г2, соответственно. Очевидно, что 1г 

имеет оценку вида (2.14). Для оценки интеграла Л заметим, с учетом (1.21), что 
log Ст—г— —♦ 1 -t-ш* при С —* О, С € Г1- Поэтому существуют константы cj > 0 и 

log KI
с2 > 0 такие, что

llogCl < Cl log (֊j + C2 дляСеГх.

Полагая |C| = i3, для г EC и(ЕГ] с учетом (2.11) получим оценку

||С։Г(С)|| < ехр(С2|я|) sup (г3е^1е-‘) <(|я| + 2)е’(Н+1), 
<е(о,1]

где сз > 0 - некоторая константа. Из этой оценки следует, что при Со = 0 <рг 

является целой функцией порядка < 1.

Остается доказать, что функция <рр удовлетворяет условию (2.3), и если

Со = 0, то ст^(Д) < +оо для △ = △ (-0 -
՝ Zi

7Г\
—/3 + — I. С этой целью для £1 '

С Е £1 \ Е обозначим через одну из ближайших к С точек из дЕ, так что 
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1ог£ - 1с^ш( -» 0, когда С -» Со- Для числа е > 0, выберем р > 0 так, что 

| 1ое< - 1о£ шс| < с для < € Г П £>Р(0). Это неравенство сохраняется всюду на 

некоторой гладкой кривой Г։ С О \ Е такой, что Г։ П £>,(0) = Г Г) 0,(0), а часть 

Г։ \0,(0) лежит в достаточно малой окрестности дЕ и гомотопна части Г\О,(0). 

Тогда для я £ С и < 6 Ге имеем

|С | < ехр[ Ие (л 1ов + е\г|)] < ехр(Я(з) + ф|), (2.15)

где Н - опорная функция Минковского для множества Ь’(Е). Кроме того, с

учетом (2.11)

iraidci<+oo-Z7T Jr (2-16)

Заменив в (2.13) контур интегрирования Г на Ге, с учетом (2.15) и (2.16) получим 

оценку

Hv’fWII < ЛГ։ехр[Я(г) + ф|] для z GC.

Отсюда для 0 G IR- и г > О имеем, что

г՜1 log||^г(ге‘9)|| < Ä£,.(ß)(0) + E + r_JlogAf։. (2.17)

Из ограниченности функции Кь-(£)(0) при |0 + ß\ < тг/2 и из (2.17) следует, что 

a<,F(A) < оо при <о = 0. Наконец, из (2.17) имеем, что hVP(6) < Х£«(£)(0)+е для 

6 G JR, откуда ввиду произвольности е получим, что функция <рг удовлетворяет 

условию (2.3). Это завершает доказательство Теоремы 2.1.
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ, 
ИМЕЮЩИХ ЛАКУНАРНЫЕ СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 
И ОГРАНИЧЕННЫХ НА УГЛЕ ЖОРДАНА

Э. В. Габриелян, В. А. Мартиросян

Известия Нягтионяльной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

В статье исследуются вопросы единственности целых функций, име
ющих лакунарные степенные ряды и ограниченных на угле Жордана 
переменного раствора. Найдены новые достаточные условия на лаку
ны, сводящие любую ограниченную на угле Жордана функцию к по
стоянной.

§0. ВВЕДЕНИЕПусть С} - подпоследовательность натуральных чисел, Е(С}) - множество всех целых функций, имеющих лакунарные степенные ряды
ОО/(*) = £ А*”» /п=0, при в£«□{()}. (1)

п=0Рассмотрим простой угол Жордана из конечной комплексной плоскости С :
△ = {։: |аг8«|<»(И)}.

Функция в является положительной, непрерывной и невозрастающей на полуоси [0,+оо) и 0(а) —♦ 0 при и —» +оо. В этой статье мы изучаем такие условия на подпоследовательность и угол Жордана △, при которых произвольная ограниченная на △ функция из Е(<2) является постоянной. Такого типа вопросы единственности целых функций берут начало от известных работ Г. Полна [1] и А. Макинтайра [2]. Помимо самостоятельного интереса эти вопросы имеют
Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным 
благодаря поддержке второго автора Грантом № МУКООО из Меж
дународного Научного Фонда.



О единственности целых функций ... 59интересные связи с вопросами аппроксимации лакунарными полиномами. В настоящей работе получены новые результаты о единственности, обобщающие и усиливающие имевшиеся ранее в [3].Статья состоит из двух частей : в §1 приведены вспомогательные утверждения, а в §2 - основные результаты.
§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯВведем сперва некоторые обозначения. Для множества е С С обозначим через ё замыкание е в С. Положим П = {я : Йе я > 0} и обозначим через Я(П) множество всех голоморфных на П функций. Для а 6 С и г > 0

Дг(а) = {я: |я-а|<т}, Бг = Дг(0).
Пусть / - медленно изменяющаяся функция на полуоси [0, оо), т.е. I положительна и непрерывна на [0, оо), дифференцируема на (0, оо) и/'«) — 0, при * -> +оо. (2)
Тогда функция является уточненным порядком при порядке один в смысле Валирона. Из Леммы 9 главы 1 работы [4] следует, что функция

^(г, О') = Йе я — <Й — я2 я я = ге‘®Л ,
равномерно по 6, |01 < тг/2, удовлетворяет условию

0)Пт ----- л---- - ■-- 5»-*+оо г/(г)(соз 0 + 0 зш 0)
= 1. (3)

Предположим дополнительно, что / ограничена и удовлетворяет условию
при г (4)

Рассмотрим функцию
д(я) - ехр -я2 Л , я 6 П. (5)

Очевидно, что д Е Я(П) и не имеет нулей. Из (3) следует, что равномерно по 0, |0| < х/2, Нт кц|д(гей,)|-|-гГ(г) соз0 _ х —+оо г/(г)(сО8 0 + 63Ш0) (6)



60 Э. В. Габриелян, В. А. МартиросянПусть {Ап}“ ~ последовательность положительных чисел, для которой
Ап+1 - Ап > 6 > 0 для некоторого 8 > 0, п = 1,2,... (7)

Положим
ад=Пттл;ехрЫ՛ ’еп- (8) 

п=1Из условия (7) (см. [5], стр. 159) следует, что Л е Я(П), имеет нули только на последовательности {Ап}” и удовлетворяет оценкам
1о81Л(я)| < (2Я(|г|) + С1) Ее х, при ։ £ П, (9)

ОО1ой|Л(я)| > (2Я(|я|) + С2) Ее г, при я е П \ и О4/3(п), (10)
п=1где Я(г) = 52 А՜1 и постоянные О], С2 зависят только от 8.

Л.<г

Лемма 1. Пусть {Ап}“ - последовательность положительных чисел, удовле

творяющая (7). Для того чтобы существовала нетривиальная функция из Я(П) 
нулевого экспоненциального типам имеющая нули на последовательности {Ап}”, 
необходимо и достаточно выполнение условия

Пт Щ = о. (П)
г—+00 1О£Г

Доказательство. Необходимость. Пусть существует функция <р с требуемыми свойствами. По формуле Т. Карлемана для полукруга П А £>г имеемХ֊՝ ( 1 А„\ 1 Г 1ог|р(й)р(-й)|£,(а7 - 5 2? ------- П?------- + *
1 гг/24----- / к^|^(ге'в)|со8 0 <10 + 0(1), приг—►+оо. (12)

ят У-т/ЗПоскольку <р нулевого экспоненциального типа на П, то легко видеть, что интегралы в правой части (12) являются величинами порядка о(^г) при г —♦—» +оо. Из (7) следует, что левая часть (12) не меньше величины Я(г) + 0(1) при г —» +оо. Следовательно, из (12) вытекает (11).Достаточность. Для построения требуемой функции <р рассмотрим два возможных случая. Если функция Я ограничена, достаточно положить
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tp(z') = h(z)g(z) exp(-Cz), z G П, (13)
где К - функция (8), д - функция, соответствующая по (5) подлежащей выбору функции I, С > 0 - достаточно большое число, зависящее только от 6. С целью выбора функции I положим/х Г » при I > 40 = тах(А1,е),

Е\ / } — °I® > при<б[0,*о)и пусть £1(г) = 8ир{е(4) : I > г} при г 6 (0,оо). Ясно, что Е1(г) положительна, не возрастает и £1 (г) > е(г) на [0, оо). Кроме того, из (11) следует, что Е1 ограничена сверху и Е1 (г) —» 0 при г —» +оо. Рассмотрим функцию/Т. > при г > е,е*(г) = )^/« ‘ -Л • при г € [0, е).Она положительна, непрерывна и не возрастает на [0,оо). Из невозрастания Е1 имеем £1(г) < £*(г) < £1(г/е)> при г > е. (14)
Положим теперь 1(г) = у— [ —т՜^ Л \ ■ при г > еlogrJi t log2 ги продолжим / на [0, е) с сохранением положительности, убывания и дифференцируемости. Определенная функция I, очевидно, положительна и дифференцируемана [0, оо) с отрицательной производной. Из невозрастания е* имеем

/ —-р- dt > £*(г) log г, при г > 1.JJ *Откуда легко следует, что / удовлетворяет условию (2) := _ 1 + 2e*(r)logar — 1/(г) log г 2 iog։ г e-^fldt + log г при г —» +оо.
Далее, из невозрастания e*,ei, из (14) и £i(r) > е(г), получим

1(г) > 2£*(г) > 2£1(г)> при г > е
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Г(г)= [ / Л + 2Е1(г)(к^г֊1) >
Л 4 Л ‘ 71 1> 2£(г)Нг + О(1) = 2ТУ(г) + О(1), при г -» +оо. (15)Итак, I удовлетворяет условию (4). Отметим, что функция г/(г) возрастает к бесконечности на (е2,оо). Применяя правило Лопиталя и учитывая (14) найдем

Нт /(г) = 2 Нт е*(г) = 0. Г—♦+<» г—*+ооТаким образом, выбор функции I осуществлен вполне корректно и следовательно, из (6), (9) и (15) вытекает, что формула (13) задает требуемую функцию. Лемма 1 доказала.В следующей лемме оцениваются коэффициенты степенного ряда произвольной функции из £'(<Э), если - достаточно редкая последовательность.Лемма 2. Пусть △ = {г : |а^я| < в(|я|)} - простой угол Жордана с

положительной, непрерывной и невозрастающей на [0, +оо) функцией в такой, 
что 0(и) —» 0 при и —♦ +оо, С) - подпоследовательность натуральных чисел, 
удовлетворяющая условию (11). Тогда для произвольной функции / Е Е(&) 
имеют место оценки : для любого г > 0 и каждых в > 1, д > 1

1Л.1Г?П < С,птМ(/-,зг)У(г-,в,д), при п = 1,2,..., (16)
где {*оо > ч1, / ехр[и(тгд/(и) - 0(вг))] 1 “ I, 7о I +и° )

М(/; г) = тах {|/(к)| : я € △ П 57},
/ - функция, соответствующая С} по Лемме 1, если функция М неограничена, и

1 = 0, если М ограничена, С > 0 - постоянная, не зависящая от г и п.Доказательство. Зафиксируем натуральное число п и определим
фп(*) = (1 )4 М*)й(*) ехр(-С1я) 6 Я(П), я 6 П,

где д соответствует по формуле (5) функции I, кп соответствует по формуле (8)последовательности ф\{дп} и С1 > 0 - постоянная, не зависящая от г и п. Из (9), 



О единственности целых функций ... 63(10) и рассуждений, использованных в доказательстве достаточной части Леммы 1, легко следует, что Фп является нулевого экспоненциального типа на Л, имеет нули только на последовательности Q U {0} \ {?п} и для каждого q > 1
|Фп(«)| < у^|4-ехр[д| Im г| |arg«|/(|3|)], при z е П, (17)

1ф"М1 - (] J2|z|j4 ехР(-С2 R* *). при z & П \ (J Р1/3(Ь), (18)
где Ся > 0 - постоянная, не зависящая от я и п. Поскольку Фп нулевого экспоненциального типа на П, то по классической теореме Е. Линделефа (см. [6], стр. 216 или [7], стр. 340) степенной ряд

^=£фя(*)А |я|<1, (19)
4=0определяет функцию дп, голоморфную в С \ [1,оо). Рассмотрим адамаровскую композицию ([6], стр. 37) функций f и дп :

ОО

*(*;/, $п) = 1>Фп(*)Л *ес.

4=0С одной стороны, для произвольного г > 0
h(r,f,gn)=f,.W'. (20)

С другой стороны
f(t)9n(r/t^, (21)

Z7TI Jy zгде 7 - произвольная окружность с центром в нуле и радиусом больше г, Ind7(0) = 1. Для подходящей деформации контура 7 возьмем з > 1 и рассмотрим контур Г = Fi U Г2 U Гз, Indr(0) = 1, где
Г1 = {t: |t| = sr, | argt| < 0(sr)},

Г2 = {t: ֊ < |t| < sr, | argt| = 0(sr)} ,
Гз = {t : |t| = ֊, 0(sr) < | argt| < ir]֊, а e (0,1).



64 Э. В. Габриелян, В. А. МартиросянПоскольку f- целая функция и gn(r/t) голоморфна при I еС\[0,г], то контур у в формуле (21) можем заменить на Г. При таком выборе контура интегрирования из (20), (21) для произвольного г > 0 имеем
IÄ« I l$n(«n)|r։“ < С3гЛГ(/; sr) max{|ffn(r/t)|: t G Г}, (22)

где Сз > 0 - постоянная, не зависящая от г и п.Для оценки функции дп нам понадобится формула Л ин делефа (см. [6], стр. 216) :
= dT' (ВД

где log w = log |w| + i Arg w, Argw - однозначная ветвь аргумента с 0 < Arg w < < 2%. Совершая в (23) замену переменной т = tu и учитывая неравенство
|ехр(—2яи) - 1| > С^՜1 exp(tr(|u| — и)), иЕ (—оо,оо),

где С4 > 0 - абсолютная постоянная, получим : при |ir— Arg w| < тг
lffn(w)| < С4 f |Фп(«и)1 exP[lul(I* - Arg w| - к)] du = 

00

/■оо

= C4 (|Фп(ш)| + l$n(-»u)|)exp[u(|ir - Arg w| — %)] du. (24) 
JoПерейдем к оценке |ffn(r/i)| при t G Г. Предположим сперва, что t G Г2 иГз- Для 

w = r/t выберем Arg w = — argi при argt < 0 и Arg w = тг - argt при argt > 0. Тогда из (24) найдем
Iffn(r/t)| < С4 / (|ФП(tu)| + |ФП(—tu)|) exp[-u0(sr)] du, t G Г2 U Г3. (25)

JoДля t G Г1 имеем |w| = |r/t| < s՜1, так что из (19) и (17) найдем
lffn(r/t)| < С5> при t G Г1, (26)

где С5 > 0 ֊ постоянная, не зависящая отг,4 и п. Из (18), (22), (25) и (26) очевидно следует (16). Лемма 2 доказана.



О единственности целых функций ... 65Замечание 1. В предположениях Леммы 2, если функция неограничена, то
», ?) < С։ ехр 9(зг)Г я՜« /. для г > О,

где I՜1 - обратная к функции I, С\ > 1 - постоянная, не зависящая от г.Замечание легко следует из (16), так как функция I убывает к нулю и непрерывна на [0, оо), а функция г/(г) возрастает на [е2, оо).Для выпуклой на полуоси [0, оо) функции гр, удовлетворяющей условию^>(г) ֊> +оо, при г —> Ч-оо, (27)
положим т^,(г) = шах{г< — : I > 0}, г > 0. (28)
Хорошо известно (см. [8], стр. 7), что функция т\р сама является выпуклой

при г —» +оо
и ф(г) = тах{Н — (1): < > 0}, г > 0.
Дж. Андерсон и К. Бинмор получили в [9] результат, который мы формулируем в приспособленной для наших целей форме.
Теорема А. Произвольная трансцендентная функция / £ лля которой

I/?» 1г?п < ехр(ф(1ой г)), г > 1, п = 1,2,...,
где ф - выпуклая функция на [0, оо), удовлетворяющая (27), и постоянная С > 1 не зависит от п и т, является неограниченной на [0, оо) тогда и только тогда,

когда

Пт 
г-»+оо

ОД - К1Т*(Г) (29)
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§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть △, <2, а, д и V - те же, что в Лемме 2. Тогда произвольная 
ограниченная на Д функция из Е(О) является постоянной, если существует 
выпуклая на [0, оо) функция ф, удовлетворящая (27), (29) и условию

ф(г) >т + 1о&У(ег;з,д), г > 0. (30)
Доказательство. Пусть / - произвольная ограниченная на △ трансцендентная функция из Е(С)). Оценим коэффициенты ряда Маклорена этой функции. Применяя Лемму 2, из (16), (30) и из ограниченности / на Д получим, что при 
г > 1

< с՝ ехр(^(108г)), п = 1,2,где постоянная С > 0 не зависит от п и г. Из Теоремы А следует, что / является многочленом. Теорема доказана.
Замечание 2. В Теореме 1 условие (29) следует из условияНт 77(г) — ^ф 1(т) = —оо,г—»+оо . 2 (31)
где ф՜1 - обратная к функции ф.Подставляя в (28) 4 = ^-1(г) имеем т^(г) > г^-1(г) — г для г > 0, так что (31) влечет (29).
Предложение 1. Пусть Д - угол Жордана из Леммы 2, ($ - подпоследова

тельность натуральных чисел с ограниченной функцией 14. Тогда применима 
Теорема 1.

Доказательство. Из ограниченности IV следует ограниченность функции /(т;а, д) для г > 0. Поэтому можем применить Теорему 1, положив в ней, например, ф(г) = г2 + С\, где С\ > 0 - достаточно большая постоянная.
Предложение 2. Пусть Д - угол Жордана из Леммы 2, <2 - подпоследова

тельность натуральных чисел, с неограниченной функцией 14, удовлетворяющей 
следующим условиям а) и Ь) :

°) (32)
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где I - медленно изменяющаяся и убывающая к нулю на [0, оо) функция, удовле

творяющая (4), а функция /(г) log г - вогнутая на [0,оо) и --------- » +оо прицг) log г г -»+оо ;
Ь) существуют постоянные а > 1, g > 1, Ci G (0,2) и Сз такие, что

v-1(r) > г + 0(зег)/-1 [ Яе ) 4- Сз, при г > 0, (33)
где I՜1, v՜1 - обратные к функциям 1(т) и р(г) = CV(r) logr соответственно.

Тогда применима Теорема 1.

Доказательство. Поскольку функция N неограничена, то из (32) следует, что Z(r) log г -» +оо при г —♦ 4-оо. Из вогнутости функции /(r) logr на [0,4-оо) следует, что она возрастает к бесконечности на [0,4-оо). Замечая еще, что функция г/logr возрастает к бесконечности на [е,4-оо), получим, что функция г/(г) также возрастает к бесконечности на [е, 4-оо). Следовательно, в Леммах 1,2 гможем выбрать I как в (32). Из условия 77-77--------- » 4-оо при г —» 4-оо следует/(г) log г(27). Из (32) и Замечания 2 следует (29), а из (33) и Замечания 1 следует (30). Теперь можем применить Теорему 1. Доказательство завершено.
Следствие. Пусть подпоследовательность Q натуральных чисел и угол Жордана △ удовлетворяют одному из условий :

1) lim г—lim ^(rjexp^) >0, P > 0; ' r^+oo logloglogr ip՝2> ^ад?1>0՛s>0;—- AT(r) ziy+d-/»-1)’ /2су/д ~+oo (10gr)W ^\l) < X J '0(r)(logr)^-1 > С, при r > e, P > 1, C > 0.
Тогда произвольная ограниченная на △ функция из E(Q) является постоянной. Следствие легко вытекает из Предложений 1 и 2 соответственно ограниченности и неограниченности функции N.Отметим, что Теорема 1 обобщает и усиливает имевшиеся ранее результаты о единственности из работы [3], в которых вместо функции Ы использовалась 



68 Э. В. Габриелян, В. А. Мартиросянфункция п(г) : п(г) - число членов последовательности Q, не превосходящих числа г. В [3] имеются также некоторые результаты о точности Теоремы 1.Теорема 1 легко обобщается на случай целых векторно-значных функций. Пусть X - комплексное пространство Фреше, т. е. локально выпуклое (комплексное) топологическое пространство, топология которого задается полной и инвариантной метрикой (см. [10], [11]). Пусть E(Q,X) - множество всех голоморфных отображений из С в X, имеющих лакунарные степенные ряды вида (1) с коэффициентами из X.Теорема 2. Для любого комплексного пространства. Фреше X справедлива 
Теорема 1, если в ней множество E(Q) заменить на E(Q, X).
Доказательство. Пусть f 6 E(Q, X) их*- произвольный линейный непрерывный функционал над X. Тогда целая функция х*(/) принадлежит E(Q) и удовлетворяет Теореме 1. Поэтому имеем x’(/(z)) = х*(/(0)) для всех z 6 С. Поскольку линейные непрерывные функционалы над X разделяют точки пространства X, то получим, что /(л) = /(0) для всех z ЕС. Теорема доказана.
ЛИТЕРАТУРА1. G. Polya, “Untersuchungen uber Lücken und Singularitäten von Potenzreihen”, Math. Z., ßd. 29, S. 549 - 640, 1929.2. A. J. Macintyre, “Asymptotic paths of integral functions with gap power series”, Proc. London Math. Soc. (3), vol. 2, pp. 286 - 296, 1952.3. В. А. Мартиросян, “О целых функциях, представимых лакунарными степенными рядами и ограниченных на угле Жордана”, Изв. АН Арм. ССР, Математика, т. 21, № 3, стр. 280 — 300, 1986.4. Б. Я. Левин, Распределение Корней Целых Функций, М., Гостехиздат, 1956.5. R. Р. Boas, Entire Functions, Academic Press, New York, 1954.6. Л. Бибербах, Аналитическое Продолжение, M., Наука, 1967.7. Р. Dienes, Taylor Series, Clarendon Press, Oxford, 1931.8. С. Мандельбройт, Примыкающие Ряды. Регуляризация Последовательностей. Применения. М., Иностранная Литература, 1955.9. J. М. Anderson, К. G. Binmore, “On entire functions with gap power series”, Glasgow Math. J., vol. 12, no. 2, pp. 79 - 97, 1971.10. У. Рудин, Функциональный Анализ, М., Мир, 1975.11. X. Шефер, Топологические Векторные Пространства, М., Мир, 1971.16 Мая 1995 Ереванский государственный Университет, Институт математики Национальной Академии Наук Армении



О РАВНОМЕРНО-КАСАТЕЛЬНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ЛАКУНАРНЫМИ СТЕПЕННЫМИ РЯДАМИ НА МНОЖЕСТВАХ КАРЛЕМАНА
В. А. Мартиросян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, т. 30, № 4, 1995
Пусть Я - односвязная область из конечной комплексной плоскости, содержащая начало координат, Е С Я — множество Карлемана без внутренних точек. В работе доказывается, что произвольная непрерывная на Е функция допускает равномерно-касательную аппроксимацию функциями, голоморфными в Я и представимыми в окрестности начала координат степенными рядами с лакунами произвольной нулевой плотности. Рассмотрены два приложения к теории граничных свойств аналитических функций.

§0. ВВЕДЕНИЕВ теории комплексных приближений и ее приложениях очень важна роль множеств Карлемана (см. [1], [2]). Пусть Я - область из расширенной комплексной плоскости С с непустой границей ЭЯ 0, Е - (относительно) замкнутое собственное подмножество из Л, Д(Я) - множество всех голоморфных в Я функций. Замкнутое собственное подмножество Е С Я называется множеством Карлемана, если для любой непрерывной на Е и голоморфной на множестве ее внутренних точек Е° функции / и для любой непрерывной на Е функции е > 0 существует функция д 6 Я(Я) такая, что
|/(я) - р(я)| < е(я) для я£Е. (1)

Примеры множеств Карлемана для случая, когда Я =С, впервые были найдены в 1927 г. Т. Карлеманом [3] и в 1937 г. А. Рот [4]. Дальнейшие исследования, Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным при частичной поддержке Гранта № МУКООО из Международного Научного Фонда.



70 В. А. Мартиросянпроведенные в работах М. В. Келдыша, М. А. Лаврентьева, Н. У. Аракеляна, П. М. Готье, А. А. Нерсесяна и других авторов, привели к характеризации этих множеств (см. [б] ֊ [9]). Чтобы сформулировать соответствующий результат, введем некоторые понятия.Для произвольных множеств А, В из С обозначим через р(А, В) сферическое расстояние между ними
Для каждого числа е > 0 положимК (30) = {я 6 О: р(я,50)<е}
е - окрестность границы области О.Определение 1. Пусть Р - компактное подмножество из С, г Е С \ Р, и пусть у - непрерывное отображение полуоткрытого интервала [0,1) в С, для которого 7(0) = я, 11тр(В,7(«)) = 0.Тогда мы скажем, что 7 соединяет я с Р.Определение 2. Произвольное (относительно) замкнутое подмножество £ С О называется К-множеством (В 6 (К)), если каждой точке я 6 О\/? соответствует непрерывная кривая 7» С О \ Е такая что :а) 7> соединяет я с 50 иЬ) для любого £ > 0 существует 6 > 0 такое, что при я 6 14(50) следует 7х С 14(50).Отметим, что свойство множества Е быть К-множеством допускает равносильную переформулировку. Пусть О* = О и {оо} - одноточечная компактификация Александрова области О. Тогда включение Е 6 (К) означает, что множество О* \ Е связно и локально-связно в точке оо.Определение 3. Произвольное (относительно) замкнутое подмножество Е С О принадлежит классу (А), если для любого е > О существует 8 Е (0,е) такое, что каждая компонента связности множества Е° может пересекаться только с одним из множеств 14(50) и й \ 14(50).Полная характеризация множеств Карлемана дается следующей теоремой.



О равномерно-касательном приближении лакунарными ... 71Теорема А. Произвольное (относительно) замкнутое подмножество Е С 0 
является множеством Карлемана тогда и только тогда, когда Е G (К) Г) (А).В этой статье исследуются некоторые вопросы о возможности равномернокасательных приближений на множествах Карлемана голоморфными функциями, представимыми в окрестности нуля лакунарными степенными рядами.Для произвольного множества е из конечной комплексной плоскости С будем обозначать через ё, де и е° соответственно его замыкание, границу и внутренность в 
С. Пусть С(е) - множество всех непрерывных на е комплекснозначных функций. Для подпоследовательности Q = {gn}i° натуральных чисел N будем обозначать через Д(ф) ее плотность : △(Q) = nlim Л п—°о qn Основным результатом статьи является следующаяТеорема 1. Пусть Q С С - односвязная область, содержащая начало координат, 
Е С П - множество Карлемана, для которого Е° = 0. Для любой подпоследова

тельности Q С N с плотностью △(<?) = 1 и произвольных функций f и е > 0 из 
С(Е) существует функция g 6 Д(П), представимая в виде

СО
9{z) = Y^9nZn, 9п = Ъ при n£QU{0} (2)

п—Ои удовлетворяющая условию (1).Замечание. В Теореме 1, вообще говоря, невозможно понизить плотность последовательности Q. Это утверждение легко следует из соответствующего утверждения относительно равномерных приближений многочленами с пропусками [10]. Отметим также, что некоторые случаи, когда в Теореме 1 возможно понизить плотность, были исследованы в статье [11].
§1 . ПОДГОТОВИТЕЛЬНАЯ ЛЕММАДля компакта е С С пусть А(е) - банахово пространство всех непрерывных на е и голоморфных на его внутренности комплекснозначных функций с нормой ||/|| = sup |/|(е). Положим

Dr = {z: |z| < г} для 0 < г <+оо.



72 В. А. МартиросянЛемма. Пусть К G С - компакт со связным дополнением С\ К и О G К°. Пусть 
q с N - подпоследовательность с плотностью &(Q) = 1, a f - произвольная 
функция из С(К) Л Я(К°), представимая в виде

ОО/(■։) = /п = ° для *£QU{0}.
п=0Тогда для любого числа е > 0 существует многочлен

тпр(2) = Сп = 0 для п & Qи {°} (з)
п=0такой, что |/(я) - р(л)| < е при z G К.

Доказательство. Обозначим через подпространство для А(К), порожденное всеми многочленами вида (3). Мы должны доказать, что f G t(Q). Согласно теоремам Хана-Банаха и Ф. Риса достаточно доказать, что для произвольной комплексной меры Бореля д на дК из выполнения соотношений
[ zn dp(z) = 0, n G Q U {0} (4)

J dKследует условие
[ /(*) fy(z') = о. (6)

JbkРассмотрим преобразование Коши
G(t) = [ tec\dK.

Jan zФункция G G Я(С\ЗК). С учетом соотношений (4) в окрестности бесконечности
ОО .GG) = Е t՜”’՜1 I 1*1 > R, (6)

n=i Jbkгде R = max{|C|: £ G К], P = {pn}“ - подпоследовательность, дополнительная к Q = {?n}i° относительно N. Покажем, что ряд (6) сходится для всех таких t, |t| > г, где г = min{|£|: £ G К0}. В самом деле, поскольку G G Я(С \ дК) и 
С \ К связно, то по (6) этот ряд аналитически продолжается на С \ К. С другой стороны, из связности С \ К и включения дК° С дК следует, что на каждой 



О равномерно-касательном приближении лакунарными ... 73окружности dD,, з > г найдется открытая дуга положительного раствора 0(s), содержащаяся в С \ К. Однако из условия △((?) = 1 следуетД(Р) = 1֊Д((?) = 0<^, з > г.
Следовательно, если бы радиус сходимости з ряда (6) удовлетворял условию 
з > г, то по теореме Фабри-Полиа [12] на каждой открытой дуге окружности dD,, имеющей раствор 0(s), этот ряд имел бы хоть одну особую точку. Полученное противоречие показывает, что з < г, т. е. ряд (6) сходится при |t| > г.Обозначим через Gi(i), |i| > г, сумму ряда (б). Поскольку функции G(t), Gi(t) совпадают для |t| > R и С \ К - связно, то по теореме единственности аналитических функций они будут совпадать для t € С \ К. Поэтому, с учетом связности С \К°, по теореме единственности для преобразования Коши ([13], стр. 69) найдем, что мера д сосредоточена на дК°. Следовательно, применяя еще раз теорему единственности аналитических функций, получим

G(i) = Gi(t) для teC\K°. (7)
В условиях леммы существует открытое множество U такое, что К° С U и 
f G Н(1Г). Поэтому найдется спрямляемый контур Г С U \ К° с Indr(O) = 1 такой, что /(•») = ^ / ֊% для2о Jp Q — zОтсюда, с учетом (7) имеем

JdK° ■** * JdK° Jr s ~я 2j7r։ JrЕсли теперь взять окружность 7 = {£: |£| = р} С U такую, что р > г, то используя интегральную теорему Коши, получим
/_/(■») М^)= Л / /(OGi(C)dC
JdK° 2,r։ J-fСтепенные ряды функций f и Gi абсолютно и равномерно сходящиеся при £ 67.
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п=0Ь=1 7так что /_/(*)ф*(«) = 0.

./ак0Лемма доказана.Приведенная лемма является лакунарным аналогом известной теоремы Рунге о приближении многочленами. Отметим, что частный случай леммы, когда / 6 Н(К), установлен в работе [14] И. Кореваара и М. Диксона.
§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1В доказательстве Теоремы 1 мы следуем аппроксимационной схеме, примененной в работе [5] М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева, с внесением в нее определенных изменений. Без ограничения общности можем предполагать, что функция е является функцией от р(г, 50) и убывает при р(г, 50) —» 0. Для каждого г 6 6 (0,р(0,50)) положим

Аг = {г Е О: р(г, 50) > г}.
Поскольку Е £ (К), то каждому г соответствует г* £ (0, г) такое, что любую точку г множества (О \ Е) Г> (О \ Аг*) можно соединить с 50 дугою 7, СС (О \ Е) П (О \ Аг). Пусть Вг - множество всех г из (О \ Е) П (О \ АГ), которые можно соединить с 50 только такими дугами из О \ Е, которые пересекают Аг. Положим 0г = АиДГ.
Отметим, что Ог С С - компакт и Ог С Аг-. Из определения Ог с учетом односвязности О в С легко следует, что О \ От связно, поэтому С \ Ог - также связно. Отсюда с учетом условия Е Е (К) следует, что для каждого г множество 
Е П 0г ~ компакт из С со связным дополнением С \ (Е П 0г).Выберем последовательность {гп}о° положительных чисел так, что го < р(0,50) игп< 2՜1 (г‘_г) при п = 1,2,...; ясно, что гп убывает к нулю при » —» оо. Выберем также последовательности чисел {вп}§° и 0п)о° так что г* < зп <
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< 1п < гп+։ при п = 0,1,... и положим

и [Я П (Я։. \ 0«.-։)] , П = 1,2.......
Очевидно, что Р), - компакт из С. Далее, П \ Е։* связно (значит С \ Л. также связно), поскольку

О \ Л. = [(П \ П».,,) П (П \ Я)] О (П \ П<ж).
Отметим, наконец, что множества Е^ П (П։ж \ Пр;) и ЕГ\ (П<ж \ Пг.) совпадают, так что они оба не имеют внутренности и, следовательно, замыкание внутренности множества 7^, содержится в Пг«.Построим по индукции подходящую последовательность {рп}о° многочленов вида (3). Согласно Теореме 1 работы [10] можно найти многочлен ро вида (3) такой, что |/(з) - р0(л)| < при ж Е Е Г> П1о. (8)
Предположим теперь, что многочлены ро, рх, ...,рп вида (3) построены так, что

|р*(я)| < 2՜* при леД*_х, к = 1,2,-,п, (9)А ( при «6^П(П!*\Я«*_1),* = 1,2,...,п-1 |/м֊Е₽Ф)|< V4=0 при *е«п(Ои\Ои.։). (10)Построим многочлен р„+1 вида (3). По теореме С. Н. Мергеляна существует многочлен такой, что1/М-Ер*«-Зп+1(л)|<^^ при леяпя^. (11) 
к-0Далее, по лемме Урысона существует функция ^п+1 Е С(^.+1) такая, что 0 < ^п+1(л) < 1 для л е Л»+1, причем ^п-н(л) = 0 при л е Г*в+1 Л А,п и ^п+։(л) = 1 при л 6 ^.+1 \0<ж. Функция дп+1^п+1 принадлежит С(Г4.+։) и голоморфна на замыкании внутренности множества Р^+1. Поскольку С \ Р1ш+։ связно, согласно лемме найдем многочлен рп-ц вида (3) такой, что

|(5п+1’/’п+1)(л)-рп+1(л)| < <5п+1 при лбГ։.+1.



76 В. А. МартиросянСледовательно, при подходящем выборе числа (5„+1 > 0 отсюда, в частности имеем (полагаем = 0) :
|рп+1(г)| < 2՜՞՜1 при ябАГв;

1/М ֊ЕРк^। < при * = о,1,-,п-1;

4=01Л*)-Ерь(*)1<£^г п₽и ^б^п(п<я+։\й<в). 

4=0Кроме того, при я е ЯП (П։. \Пи_։) из (10), (11) получим :
п+1 п1/(*) - Е Рк^I - “ ЕРкЮ1 + 5п+! + К?п+1^п+1 )(*)| <
4=0 4=0

< 21/М-&>(>)!+4.«+ (12)
4=0Мы доказали, что многочлен р„+1 вида (3) удовлетворяет՛ оценкам (9), (10) с заменой в них п на п + 1, так что последовательность полиномов {рп}“ вполне построена. ООПоскольку гп —♦ 0 при п —» оо, то согласно (9) ряд ^(г) = У рк(я) сходится 

4=0локально-равномерно в П. Следовательно, его сумма д 6 Я(П) и в окрестности нуля представляется степенным рядом вида (2). Пусть г Е Е, тогда г Е 
Е ЕС\ \ П1я_։) при некотором п Е Ми {0}. Поэтому, с учетом (10), (12), получим !/(*)-Л*)1<1Л*)֊Ер*(*)1+

4=0

-) < +Е < лм < ф(>,ад.
Теорема доказана.
§3. ПРИЛОЖЕНИЯТеорему 1 можно использовать для изучения некоторых свойств лакунарных степенных рядов. Мы ограничимся двумя ее приложениями к теории граничмых свойств аналитических функций.



О равномерно-касательном приближении лакунарными ... 77Теорема 2. Пусть Q С N - подпоследовательность с плотностью Д(ф) = 1, fi С С - односвязная область и О G fi, {an(t)}“ ~ счетное семейство взаимно 
непересекающихся простых граничных кривых из fi, f - произвольная функция 
из С (üî°an). Тогда существует функция J G H(fi), представимая в окрестности 
нуля степенным рядом вида (2) и такая, что для каждого п

/ШЫ - -» 0 при t —» оо.
Теорема 3. Пусть Q С N - подпоследовательность, удовлетворяющая условию А(<2) = 1, f - произвольная функция из С (Di), F С dDi - множество первой 
категории, {L(0)} — семейство взаимно непересекающихся граничных кривых, 
оканчивающихся в точках e'e G F, которое гомеоморфно семейству радиальных 
отрезков {А(0)}։ оканчивающихся в точках F ( т.е. существует гомеоморфизм <р 
из Dy на себя, который оставляет неподвижной каждую точку на dDi и такой, 
что L(0) = 0(Л(0)). Тогда существует функция g G H (Di), представимая в 
окрестности нуля степенным рядом вида (2) и такая, что для каждого е‘* G F

f(z) — g(z) —» 0 при z —» е'в вдоль L(0).
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О РАВНОМЕРНО-КАСАТЕЛЬНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
ЛАКУНАРНЫМИ СТЕПЕННЫМИ РЯДАМИ
НА МНОЖЕСТВАХ КАР ЛЕМАНА. П

Г. В. Арутюнян, В. А. Мартиросян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

В статье исследуется вопрос о возможности равномерно-касательной 
аппроксимации лакунарными степенными рядами на множествах Кар
лемана с внутренними точками произвольной односвязной области из 
комплексной плоскости.

§0. ВВЕДЕНИЕСтатья продолжает начатое в работе В. А. Мартиросяна [1] изучение апрокси- мативных свойств лакунарных степенных рядов. В указанной работе исследовались вопросы о возможности равномерно-касательной аппроксимации на произвольных множествах Карлемана без внутренних точек. В настоящей статье результаты работы [1] обобщаются на случай множеств Карлемана с непустой внутренностью. Определение множеств Карлемана и их описание см. [2] и [3]. Чтобы сформулировать основной результат статьи введем некоторые обозначения. Пусть Ы - множество натуральных чисел, С - комплексная плоскость. Обозначим через А(<Э) плотность подпоследовательности = {?п}1° С М :
△(<2) = Нт п/дп. п—+ООДля произвольного множества е С С обозначим через е°, де, ё и ее, соответственно, внутренность, границу, замыкание и дополнение в С. Для области П из расширенной комплексной плоскости С обозначим через Я(П) множество всех голоморфных в П функций. Основным результатом статьи является следующая

Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным 
при частичной поддержке второго автора Грантом № МУК000 из 
Международного Научного Фонда. •



80 Г. В. Арутюнян, В. А. МартиросянТеорема 1. Пусть (? С И - подпоследовательность с плотностью △((?) = 1, р С С ֊ односвязная область сО € П, Е С П - множество Карлемана, 
удовлетворяющее условиям :

а) 0 £ Е° и 0 £ 9Еп при п = 1,2,.... где {Яп}^° ~ компоненты внутренности 
Е°;

Ь) для произвольного компакта Е С П множество индексов п, для которых 
ЕПЕп^Ч), конечно.

Тогда для произвольных функций / ие, где / - непрерывна на Е, голоморфна 
на Е° и Е - положительна и непрерывна на Е, существует функция д £ Я(П), имеющая в окрестности нуля разложение ОО$(•*) = 12 5п2”> 9п = о при п 0 и {О} (1)

п=0и такая, что |/(я) ֊ р(я)| < е(я) при я 6 Е. (2)
Доказательство этой теоремы дано в §2. В §1 приведены необходимые вспомогательные результаты.

§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯПусть А(Е') - банахово пространство всех непрерывных на компакте Е С С и голоморфных па Е° комплекснозначных функций с нормой ||/|| = зир |/|(Я). Положим £>г = {я: |я| < г} для 0 < г <+оо; £>0 = 0-Пусть р - комплексная мера Бореля на компакте Е С С, а |р| - ее вариация. Обозначим через б ее преобразование Коши£(«)=/ Х£С\Е.У в < - кФункция б £ Я(С \ Е), причем б(оо) = 0.Лемма 1. Пусть Е С С - компакт со связным дополнением Ее, - максималь

ный круг, содержащийся в Е°, р ֊ комплексная мера Бореля на 9Е, и пусть б - ее преобразование Коши. Если существует функция 61 Е Я (С \ 2?г) такая, что
б(*) = б1(*) при 1ЕС\Е, (3) 



О равномерно-касательном приближении лакунарными ... 81то равенство (3) выполняется для любого I 6 дЕ \ От, для которого сходится 
интеграл

I Ф1(х) Ля к - *1
В следующей Лемме 2 Е С С - компакт со связным дополнением Ее, Ег - максимальный круг, содержащийся в Е° и с - компонента внутренности Е° такая, что дс П дОг = 0, комплексная мера Бореля р будет сконцентрирована на дЕ. Пусть С - преобразование Коши комплексной меры Бореля р. Разложим 
р в сумму мер р = Ае + пе> где Ле абсолютно непрерывна, а <ге сингулярна по произвольной гармонической мере Аа, определенной на дЕ для а € с.

Лемма 2. Предположим, что преобразование Коши меры р удовлетворяет (3), 
где функция С\ € Я(С \ Ог)- Тогда

[ (4)
Уве

Отметим, что в частном случае, когда 2?г = 0, Леммы 1,2 можно найти в [4], Леммы 5,7. В общем случае они доказываются аналогично этому частному случаю.Мы скажем, что компакт Е С С удовлетворяет условию (С), еслиа) дополнение Ес компакта Е связно ;Ь) 0 принадлежит внутренности Е° компакта Е. Через Е, обозначим компоненты внутренности Е° и можем предположить, что 0 6 Е±;с) дЕ1 - гладкая кривая и = 0 при ։ = 2,3,..., где £)г - максимальный круг, содержащийся в Е\.

Теорема 2. Пусть <2 С.Н - подпоследовательность с плотностью А(ф) = 1, и 
компактное множество Е С С удовлетворяет условию (С). Тогда произвольная 
функция / 6 А(Е'), имеющая представление (1), равномерно на Е аппроксимиру

ется полиномами вида

трС*) = 52рпзп, Р" = о (5)
п=0



82 Г. В. Арутюнян, В. А. МартиросянДоказательство. Пусть для произвольной комплексной меры Бореля р на дЕ справедливы соотношения
/ гЧп = 0 при п = 0,1,... (до = 0). (6)УевВ силу теоремы Хана^Банаха и Рисса достаточно доказать, что произвольная функция / £ имеющая в нуле разложение вида (1), удовлетворяет условию 

[ К2) = 0. (7)У дЕПри каждом фиксированном и достаточно большом по модулю X £ Ес равномерно по г Е дЕ сходится степенной ряд
Х^/ХУ^Х-и/Х)֊1.
п=0Интегрируя этот ряд по мере д и учитывая условия (6), получим

ОО

п=1где {рп}” - подпоследовательность, дополнительная к ф в РХ. Так как С £ € Я(С \ Е), Ее связно и {рп}?° имеет плотность нуль, то по теореме Фабри ([5], стр. 80) степенной ряд от 1/Х определяет функцию 61 £ Я (С\Д-). Следовательно, по теореме единственности аналитических функций, получим (3).Разложим теперь меру д = Лв, + дв,, где Ав, абсолютно непрерывна и сгв, сингулярна относительно любой гармонической меры на дЕ; Возьмем а £ Е^. По Лемме 2 имеем

I <Хд(я), 
дЕ

/ гп = 0 при п = 0,1, ...
8Е

И

Г при /6с\я, хе£1.
Уев ։ ~ 2Аналогично, пв, = Лв։ + , где Ав2 абсолютно непрерывна и сингулярнаотносительно любой гармонической меры на дЕ; возьмем а £ Е?. По Лемме 2 имеем

I гп ЛНе^) — 0 при п = 0,1, ...
■НВ
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и / = при 1ес\Е, 1еЕ1иЕ2.
УдЕ *Продолжая этот процесс, получим

Р = 4-а, (8)
4=1где ряд сходится по норме, определяемой полной вариацией, и/ гп</Л£й(я) = О при п = О,1,..., 4 = 1,2,..., (9)

Уве

и [ при 4ес\£, «еНе*. (Ю)
По теореме С. Н. Мергеляна [6] из (9) следует

/ /(я) Мд* (я) = О при 4 = 1,2,... (11)
УвеДалее, из (6) и (9) имеем

I г4' dcr(z) = 0 при п = 0,1,... 
УвеИз равенства (10) в силу Леммы 1, Лемм 1,4 из [4] следует, что мера <т сосредоточена на дЕ\. Поэтому
/ яг” Уа(х) ֊ 0 при п = 0,1, ...

УдЕ!Однако, так как дЕ\ - гладкая кривая и последовательность С} имеет плотность△(<Э) = 1, то согласно одному результату Кореваара и Диксона [7] получим
[ /(г) d<г(z) = 0. 

УвЕ1Отсюда, с учетом (8) и (11) следует (7). Теорема доказана.
§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Для области 9 С С обозначим через р(х, ЗЯ) сферическое расстояние от точкиг 6 Я до границы ЭЯ. Положим также

Уг(ЭЯ) = {яеЯ: р(я,ЭЯ)<г}, 0 < г <+оо.
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Доказательство. Без ограничения общности можем считать , что е является функцией от р(г,5П) и убывает к нулю при р(я,0О) -♦ 0. Поскольку Е является множеством Карлемана, то для любого г € (0,p(0,3fi)) существует г* 6 (0, г) такое, что произвольную точку z G ВеГ|Уг-(0П) можно соединить с <9fi непрерывной кривою С Vr(ôfi). Далее из условия Ь) следует, что произвольная компонента множества Е° не пересекает одновременно кривые 
аГ — {z G fi : p(z,dty = г} и ar- = {z G fi : p(a,ôfi) = г*}. Для фиксированного г обозначим А = fi \ V'r(ôfi), и пусть В такое подмножество для Ее Л Ае, все точки которого можно соединить с 3fi только непрерывными кривыми, пересекающимися с А. Положим Нг = -A (J В и обозначим через Е{։Г, i = 1,2, ...,s(r) все компоненты множества Е°, для которых Е,։Г Л Нг / 0 ; по условию Ь) число таких компонент конечно. Пусть теперь />(>■)_ 

fir = Нт U HJ Ei։r \«=1Заметим, что fi' связно, (см. [8]).Выберем убывающую к нулю последовательность положительных чисел {гп}§° (го < р(0,5fi)) так, чтобы гп = (г*^)*, п = 1,2,.... Положим fin = fir,, и пусть
Fo = EnQo, Fn = fin_iU(£n(fin\fin_i)) при п=1,2.......

Ясно, что Fn С С ֊ компакт и F‘ связно ; связность F' следует из равенства
Гпе=(П'_1ЛЯе)иП», п=1,2,...

Рассмотрим множество ^n(fin\fin_i). (12)
Применяя рассуждения, аналогичные приведенным в [8], получим, что каждая компонента К внутренности множества (12) является компонентой множества 
Е°, содержащейся в fin ; пересечение К Л fin-i содержит не более одной точки и число таких компонент конечно. Обозначим через Kj։n, j = 1,2, ...,/(n), компоненты внутренности множества (12), для которых Ау|П Л fin-i = 0 и положим р]'П = Kj։n Л fin-i- Покажем, что pj՝n £ dDr, где Dr - максимальный



О равномерно-касательном приближении лакунарными ... 85круг, содержащийся в Пп_ь В самом деле, с одной стороны из определения Пп_1 имеем К]:П П Яг._։ = 0, у = 1,2, ...,/(п). С другой стороны, П = 0. 3 = 1.2........./(п). Остается отметить, что из определенияПп-1 и условия Ь) следует /•(’■.-О \
дОг С Яг._։ О и Е{։Г,_1 I .\ <=1 /Построим по индукции подходящую последовательность многочленов {р;-}“ вида (5). Обозначим 1п = пйп{р(я, ЗП) : г £ Пп}- Нулевой шаг. Положим /о (г) = /(«) для г £ Го. По Теореме 1 из [4] существует многочлен р0 вида (5) такой, что |/о«֊Ро«|<^. *£Г0.

Предположим, что для ] = 0,1,..., п — 1 уже выбраны многочлены вида (5),удовлетворяющие условиям
2J+12>-м

припри z £ Е О (Qj \ Oy_i),
z £ Е П ÔÎ2;и 2>+5 1 z £ fîj _ ].

Здесь положено Q_j = 0 и p_j = ро-Определим теперь многочлен рп. Отметим сперва, что для указанных выше точек 
Р1,п^ = 1.2,.... /(п), существует односвязная область Сп-1 (бп-1 С П) с гладкой границей дСп-1 такая, что

Пп-1 С Gn-i 0{р>,п: j = 1,2,Gn-i П (ЯП = {р,.„: J = 1,2,
и Рз,п £ дОГ, где - максимальный круг, содержащийся в Сп-1- Положим /п(-г) = рп-1(з) для г £ Сп-1- Далее, аналогично [8] продолжим функцию /п наOn \ fin—1 так, чтобы fn £ A (Gn U (£ П (Пп \ fin-i))) ие(*п+1) 2п+2 g(^n+a) 2n+S

ДЛЯ z££n(fin\fin-i 
для яЕГпЗПп.



86 Г. В. Арутюнян, В. А. МартиросянПо Теореме 2 существует многочлен рп вида (5) такой, что
|/п(г) ~ Pn(z)l < 2«+5 ’ zG^nU(En(nn\nn-i)).

Отсюда имеем е(^п+1)|/(г) - Рп(2)1 < 2п+1е(*п+2)
2П+4

для z G £n(fin \Qn_i),для z G Е П дПп
(13)

в

zefln-n (14)
так что многочлены {рп}о° вида (5) построены.Из (14) следует, что последовательность {рп}о° локально равномерно в Q сходится к функции g € Я(П). Ясно, что g имеет в окрестности нуля разложение вида (1). Если z G Е, то z € \ Qm-i для некоторого т. Для произвольного п > тимеем

п1/(2)-ffWI < l/W-Pm(2)l+ £ |pj(2)-Pj֊i(2)l + |Pn(2)-p(2)|.
Поэтому, учитывая (13), (14) и выбирая п достаточно большим, получим (2). Теорема 1 доказана.
ЛИТЕРАТУРА1. В. А. Мартиросян, “О равномерно-касательном приближении лакунарными степенными рядами на множествах Карлемана”, в настоящем номере.2. Н. У. Аракелян, “Равномерные и касательные приближения аналитическими функциями”, Изв. АН Арм. ССР, Математика, т. 3, № 4-5, стр. 273 - 286, 1968.3. Д. Гайер, Лекции по Теории Аппроксимации, М., Мир, 1986.4. В. А. Мартиросян, “ О равномерном комплексном приближении многочленами с пропусками”, Матем. сб., т. 120, № 4, стр. 451 - 472, 1983.5. Л. Бибербах, Аналитическое Продолжение, М., Наука, 1967.6. С. Н. Мергелян, “Равномерные приближения функций комплексного переменного”, Успехи мат. наук, т. 7, № 2 (48), стр. 31 - 122, 1952.7. J. Korevaar, “Lacunary forms of Walsh’s approximation theorems”, Теория приближения функций, M., Наука, стр. 229 — 237, 1977.8. Р. Gauthier, “Tangential approximation by entire functions and functions holomorphic in a disk”, Изв. АН Арм. ССР, Математика, т. 4, К* 5, стр. 319 — 326, 1969.15 Июля 1995 Институт математикиНациональной Академии Наук Армении Ереванский государственный университет



КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ВЕКТОРНОЗНАЧНЫЕ АНАЛОГИ
ТЕОРЕМЫ ФАБРИ ОБ ОТНОШЕНИИ

Н. У. Аракелян, А. В. Яврян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

В настоящей работе установлены аналоги хорошо известной теоремы Фабри об отношении относительно особенностей степенных рядов с коэффициентами из некоторой комплексной банаховой алгебры.Пусть X - комплексное банахово пространство, А - банахова алгебра с единицей е, а С(А) - множество обратимых элементов в А. Мы используем следующие обозначения :ст(а) = - спектр элемента а 6 А ;р(а) = С\ сг(а) = - резольвентное множество элемента а Е А;

г(а) = - спектральный радиус элемента а 6 А ;IV = - множество натуральных чисел, Жо = Ж С1 {0}.
Теорема 1. Пусть (ап)“=0 С А, сцц = для Е ЛЧ0 и ап —♦ а при п —» оо.

Тогда ряд

а) 
п=0

сходится при А ф 0, если г(а) = 0. Если же г(а) > 0 и
||оп - а|| < г(а), пеМ0, (2)

то радиус сходимости ряда (1) равен г(а), причем
Вт 11аоа1 • • • Оп.||1/п = г(а). (3)

п—*оо
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При г(а) / 0 все точки А 6 а(а), |А| = г(а) являются особыми точками ряда (1).Доказательство. Положим 6* — ак -а и заметим, что множество (6*)н=о также коммутативно. Для произвольного е € (0,1) выберем по 6 14 так, чтобы 116*11 < е для к > по- Имеем 
п п —По
Д (а + Ьк) = 52 а*4-п0-к> 

4=п0+1 Ь=огде (1к = для к — 1,2....... п - п0, <1о = 1, и сумма берется по всемподмножествам {д,...,>*} множества {*)?=По+1. Легко видеть, что
11411 <С‘_Пое‘. (4)

Пусть П1 > по выбрано так, что ||ар|| < (г(а) + е)₽ для р > п^ Тогда с учетом (4), имеем
П —По п\ П-Пр

£а‘4-по-* <£^Пое"֊"°-‘|Н1‘+ £ С*_По(г(О) + е)*е’‘֊’”֊4< 
4=0 *=0 4=п։+1<ЛГе(г(а) + 2е)п.

Отсюда следует, что
Нт ||аоа1 • • •ап||1/п < Тип ||а„о+1 ■ - •ап||1/п < г(о) + 2е. 

п—*оо п—*ооОткуда Нт ||аоа1 • ■ • ОпН1/” < г(а). (5)
п—*ооТаким образом, что при г(а) = 0 ряд (1) сходится при А / 0.Рассмотрим теперь случай, когда г(а) > 0. Существует замкнутая коммутативная подалгебра В алгебры А, содержащая множество {в*}^0 и такая, что о-в(л) = стл(х) для х 6 В (см. [1], Теорема 11.22). В частности, п(а) совпадает с множеством значений, которые принимают на элементе а мультипликативные на В функционалы.Пусть А 6 о-(а), |А| = г(а). Существует мультипликативный на В функционал р такой, что <р(а) = А. Так как ||у>|| = 1, из условия (2) имеем, что |^(<ц) — у>(а)| < г(а). Откуда <р(ак) 0 для к Е 1Г4о. Кроме того <р(ак) —» ^(а), так что Нт |р(а0>(а1)---р(а„)|1/п = г(а).

П—*оо



Векторнозначные аналоги теоремы Фабри об отношении 89Учитывая, чтоНа0)р(а1)---у>(ап)| = |<р(аоа1 • •-ап)| < ||аоа1 • • .а„||,
получим г(а) < Нт ||аоа1 •••ап||1/п.

п—♦ОООтсюда и из (5) следует (3). Применяя к ряду (1) функционал <р, получим скалярный ряд
Е°° У>(ао)у’(Д1)---у(ап)Дп+1 (6)
п=0с отличными от нуля коэффициентами. Применяя 'теорему Фабри об отношении (см. [2]) к ряду (6), заключаем, что А = <р(а) = Нгп^у;(ап) является особой точкой этого ряда. Это доказывает последнее утверждение Теоремы 1, поскольку особые точки ряда (6) будут особыми и для ряда (1).

Замечание. Если условие (2) Теоремы 1 заменить более сильным
||ап - а|| < рг(а), п € 140, 0 < д < 1,

то Теорема 1 останется справедливой и в случае, когда условие Оп а выполняется для п € 141 С 14, где 14) - последовательность плотности 1.Теорема 2. Пусть а,- 6 С(Л), 0,3; = а^а,-, ։, у 6 Е40, Ql С Л40 - последовательность плотности △ , фг = 14 \ <21. Предположим, что

1нп а* = ехр(6։), *=1,2.
Тогда

1) радиус сходимости ряда (1) равен г(а), где а = ехр(Д61 + (1 — Д)6г) и 
выполняется соотношение (3);

2) если г(а) ехр(*#о) 6 о'(а), то РЯД (1) имеет особую точку вида г(а)ехр(»0) 
такую, что

|0 — б0| < 2£А(1 - △), Ь = так | Пи (21 — 22)|.
Доказательство. Положим с* = аь ехр(—6,) для к Е (&, ։ = 1,2. Ясно, что Сп —♦ е и согласно Теореме 1 имеемНт ||с0С1 ••■СпН1/” = 1, Нт ||со1сГ1---с^1||1/п = 1. (7)

П—*00 Л—»ОО
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Так как
аоа։ ■•■ап = coci • •-Спехр[(Дп-т„)Ь2 + (т„ - Дп)6։]ап,

а" = ooai ■••апс01сГ1 •••c^1exp[(An֊mn)6i + (mn ֊ Дп)62],
с учетом (7) и условия тп — Ап = o(n)i получим (3).Далее, аналогично доказательству Теоремы 1, вложим коммутативное множество в замкнутую коммутативную подалгебру В алгебры А так, что
a-g(z) = о'а(х) для х € В. Заметим теперь, что с помощью замены переменной в ряде (1) доказательство утверждения 2) можно свести к случаю, когда r(a)exp(։0o) = 1- Пусть <р - мультипликативный на В функционал такой, что 
ip(a) = 1, откуда Д Im y>(6i) + (1 — Д) Im р(62) = 2як для некоторого k Е 2Z. Выбирая значение аргумента 6п = arg <р(ап) так, чтобы

lim 9п = “j — Im <p(b;) — 2irk, j = 1,2, 
nGQ,

получим, что lim lf>| = A|O1| + (l-A)|a3|. 
п—*оо п к=0Так как Доц + (1 - А)а2 = 0, то легко проверить, что

A|ai| + (1 - Д)|аз| = 2|ori - а2|Д(1 ֊ А).
Откуда

1 "lim ֊У |0*|<21Д(1-Д). 
п—*оо п

Jt=OИз последней оценки по Теореме 2 работы [3] следует, что ряд (6) имеет особуюточку вида ехр(։0), где |0| < 2£Д(1 — А). Теорема 2 доказана.Рассмотрим теперь ряд
ОО

12 znfn, fnex. (8)
n=0Полагая fn = 0 для п = —1, —2,обозначим

△"*(/") = /n_t, т G Жо.
к=0



Векторнозначные аналоги теоремы Фабри об отношеттрги 91Легко проверить, что для т,п 6 Жо,
△°(/п) = /п, △т+1(/п) = △"*(/„) ֊△т(Д_1). (9)

Теорема 3. Пусть ТЙГ||/П||1/П = 1, Л—»ОО
ряд (8) расходится при г = 1 и для некоторого т £ Жо△т(/п) —՛ 0, при п-юо, (Ю)
тогда точка 1 будет особой точкой ряда (8).Доказательство. Предположим, что ряд (8) регулярен в точке 1. Для любого 
р £ 1Чо при |.г| < 1 имеем

(1 - *)₽ хуг=е Е(-1)ьс'р‘*"+‘/п= 
п=0 п=04=0

= ЕЕнэЧ^л֊* = Е *"△’(/«)• 
п=04=0 п=0Отсюда следует, что точка 1 будет регулярной и для рядаЕзпдр(/п). (И)

п=0Заметим теперь, что предложенное М. Риссом доказательство теоремы Фату (см. [4], §20) сохраняет силу и в случае степенных рядов с векторнозначными коэффициентами. Условие (10) позволяет применить теорему Фату к ряду (11) при р = тп, откуда следует, что ряд (11) сходится при * = 1. Из теоремы Абеля (см. [5], §1.2.2) следует, что Е^=0Ат(/п) ~ ОтсюДа> с учетом (9), имеем, что △’п-1(/п) —» 0 при п —♦ оо. Повторяя последовательно приведенное рассуждение, получим, что /п = △°(/п) —» 0 при п —♦ оо. Тогда из теоремы Фату применительно к ряду (8) следует, что ряд (8) сходится при г = 1. Полученное противоречие доказывает Теорему 3.
ЛИТЕРАТУРА1. У. Рудин, Функциональный Анализ, М., Мир, 1975.2. Л. Бибербах, Аналитическое Продолжение, М., Наука, 1967.3. Н. У. Аракелян, В. А. Мартиросян, “ Локализация особенностей степенных рядов на границе круга сходимости”, Изв. Ан Арм. ССР, Математика, т. 22, № 1, стр. 3-21, 19874. Ж. Валирон, Аналитические Функции, М., Гос. изд. тех.-теор.лит., 1957.5. Е. Титчмарш, Теория Функций, М., Наука, 1980.16 Марта 1995 Ереванский государственный университет
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О СКОРОСТИ СУММИРОВАНИЯ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 
ВНЕ КРУГА СХОДИМОСТИ

А. В. Яврян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 30, № 4, 1995

Пусть П С С - а звездная область относительно точки a G Q. Обозначим через Яв(П) множество всех аналитических элементов
4֊ ОО

52/п(2-а)п, |л-а| < пН |С-а|,
п=0имеющих однозначное аналитическое продолжение f в Q.Пусть {cnfw)}^-! - последовательность комплексных чисел, зависящая от параметра w, ш G I, где I - некоторое множество с предельной точкой шо- Назовем ее универсальной эффективной матрицей суммирования, если для любой о-звездной области Q (относительно а) и любой функции f 6 Яа(П) ряд

^Cn(w) fn(z - а)՞ 
п=0сходится при Z € fi и

4-00Jim c„(w) fn(z - а)п = /(z)
п=0локально равномерно в области Я.Для a G IR положим Па = {z: Rez>almz}.

Исследование, описанное в этой публикации, оказалось возможным 
при частичной поддержке Гранта № MVK000 из Международного 
Научного Фонда.



О скорости суммирования степенных рядов 93В [1] доказывается (Теорема 2.2) универсальная эффективность матриц вида Сп(ы) = <р(шп), ы > 0, ы0 = О, где <р £ Д(П„) - функция, удовлетворяющая определенным условиям.Ниже исследуется вопрос о скорости суммирования такими матрицами в зависимости от свойств функции <р, а также оценивается точность приближения 
п/ 6 НО(П) многочленами вида-)Г Щг — а)к.

4=0Ясно, что без ограничения общности, можно считать а = 0.
Теорема 1. Пусть функция £ Я(П°) ограничена в каждой замкнутой угловой 
области △ С П„ и {О} и удовлетворяет условиям

Ш = (И
И։)-1|<с0еЧ>(-^1о6»Л, 1е(0,1], (2)

где 0<7<1, Р >0, р > 0, Со > 0 - постоянные.

Тогда, если область П - а-звездная относительно нуля, то для любого компакта

К С О. существует р > 0 такое, что для любой функции / £ Но(£1)

+оо
52 -/(я)
4=0

< М ехр 1о§^1+7\1/и»)), для г Е К,(3)где 0 < ш < 1 и постоянная М зависит лишь от / и К.

Доказательство. Из условия (1) следует, что для любого ш > 0 функция 
к=0целая по я.Пусть Ого = {<: |<| < го} С П для некоторого го > 0.Легко проверить, что для я £ П

1 Г /И2« /К1=го <
Положим £<։ = {£: < = ехр((1+»а)^4), *€[0,+оо)},



94 А. В. ЯврянЬ£ = К: С = ехр((1 + *“)1°8<)| *б[1>+°°)}-
Следуя доказательству Леммы 2.3 в [1] (стр. 40), мы заменим контур интегрирования |Х| = г0 контуром Г С О (все контуры берутся положительно ориентированными), так чтобы г/1 еС \ Ь+, когда г 6 К и I Е Г. Имеем

+°° 1 гУ ?{шк)!к2к = — / /М С^хЦ) гЕК. 
2—> /7Г1 /г I*=0Отсюда получим, что

У^)/*?-/(г) 
4=0

< М{ тах ~ .СбКо гЕ К, (4)
где Ко = {С С = 2Д » 6 К> С Е Г} - компакт, причем Ко С С \ Ь+, а М\ - постоянная, зависящая лишь от / и К. Оценим теперь

тах Сш(<) - Секо 1

Для г е Д, 0 < г < 1 и г > 0, с учетом (2) , имеем
У <р(шп} гп - < У |р(шп) - 1| г" + У |¥>(шп) -1| г” <
п=0 п<е п>1С1ехрГ-р 7-^֊г-1о^ —+С2 , \ [(шг)7 шх р

(5)
где С1 и <72 - положительные постоянные, не зависящие от х и ш.Легко проверить, что если

с310^'^-Х ~ ы7/(1+7) Ы’ 0 < Сз < 1^1’ (6)
то для достаточно малых ш

1 1 Л 1 ֊ 1°8г-г- 1о^ — >х----- =-г)7 шх р

Подставляя (6) в (5), получим, что для любого р\ < р существует С4 > 0 такое,что для всех 0 < ш < 1, г Е Ог

^,<р(шк)хк

к=0

< С<ехр (—ргш 2. (7)11 — г



О скорости суммирования степенных рядов 95Выберем теперь компакт К\ С С \ Ь+, ограниченный жордановой кривой так, чтобы Ко С К[ и От С К°. Из Предложения 1.1 (см. [1]) следует, что для всех ы > 0 существует некоторая постоянная М2 > 0 такая, что
< М2, г £ К\. (8)

Пусть ги(г) - гармоническая мера дК\ относительно К° \ От. Так как компакт 
Кц лежит внутри некоторой линии уровня ш(к) = 6 (0 < 6 < 1), то из теоремы о двух постоянных (см. [12], стр. 48), с учетом (7) и (8) получим

тах Сш(г) — т------»еКо 1 - я < ЛГзехр Г-ды т/(։+т) ^^/(ч-т) 2. V сигде д = рД1 - 6).Отсюда и из (4) приходим к требуемой оценке.

*=0

Замечание 1. Из Теоремы 1 видно, что скорость суммирования тем лучше, чем быстрее у’(.г) стремится к 1 при г —♦ 0. С другой стороны, из неравенства Коши применительно к кругу Лг (г < 1) имеем оценку снизу, а именно :
> зир |р(шп) - 1| |/п|г". (9)

пВозьмем теперь в Теореме 1 в качестве у? целую функцию (Г(1 + (1 + £а)х)-1 (Г-гамма функция Эйлера), определяющую обобщенный метод суммирования Миттаг-Леффлера. Так как у? аналитична в нуле, то условие (2) в Теореме 1 выполняется при 7 = 0, Р = 1 и р = 1. Из оценки (3) следует, что для любого 
К С О и / £ Яо(П) существует д < 1 такое, что
Покажем, что в (10) можно взять р = 1, что согласно (9) является наилучшим допустимым показателем в (10).Более общо, пусть <р - аналитическая в нуле функция, удовлетворяющая условиям Теоремы 1, и пусть ^5(0) = 0, у = 0,1, ...,р - 1, ^(0) / 0. Ясно, что для любого замкнутого угла △ С П° существует Сц > 0 такое, что

И*) -1| < С11*1р, «е △. (И)



96 А. В. ЯврянПредставим компакт Ко С С \ в виде К\ и К2, где К\ С С \ Ьа, а К 2 С Ог для некоторого г < 1.Для г е К2 имеем
СыСа) х _ г £ (Н“п) ֊ 1) *” п=0Для компакта К\ можно подобрать 0\ и 02 (см. [1], стр. 34), так чтобы была справедлива формула Линделефа

Сш(з) - 1 _ [ (У(Ц0 ֊ !)I՜2 Л.иг, ехр(21г«<)- 1 4
Здесь Г1 = {<: ( = 4ехр(40*), I > е, к = 1,2}, Г2 = {<: |<| = в, 0Х < аг§£ < 
< 02}, а = е<|ов։, \ogz- непрерывная вС\Ьа ветвь логарифмаи к^(—1) = ։т.При этом для С е П имеем гс ехр (2тг»С) — 1 < Сз ехр (-в0 |С|), во > 0.
Отсюда, в силу (4) и (11), получим, что для любого К С П и / 6 Я0(П)существует С4 > 0 такое, что

тах 52р("*)Л»‘ -/(*)
*=о

<С4и?.

Теорема 2. Пусть функция <р 6 Я(П°) удовлетворяет условиям Теоремы 1, и 
пусть 1Н*)1 < С1 (֊*?(<)), *>1. (12)
где д - неубывающая на [1, оо) функция, д(4) —» +оо, д(4) = о(4) при 4 —» +оо, а С1 - положительная постоянная. Тогда для любой функции / 6 До (О) и компакта
К С П существуют постоянные и > 0 и С > 0 такие, что для всех п > ?(п)

” / 1 \
\2<р(шпЬ)/)сгк — /(я) < Сехр ( -1/ы^/(1+7) 1о^^1+7^ — 1.*=о '

Здесь шп = —------ г- и константа А > 0 зависит от К.

Доказательство. Имеем

(13)

п
52^(ы*)Ля*-/(я)
*=0

+оо
52 <р(шк)/к2к - /(■*)
4=0

£ <р(.шк}/кяк

4=п + 1
(14)+
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Положим Я=тах|г|, г = тт Ы. 
гек ' *еап' "и пусть 0 < Г1 < г.Ясно, что |/*| < С2Г*, С2 > 0. Отсюда, с учетом условия (12), получим

52 <?(«*)/*** Л=л+1 +оо / R \к
<сз 52 ехр (—шкд(шк)) ( — ) <

*=п+1 \г1/
+оо< Сз 52 ехР (-ш*(д(ь;п) - Л/ы)),

Л=п4-1
(15)

где <1 = тах{1/2,к^(Я/г1)}.Легко проверить, что ?(шп) > 2<1/ш, когда д(п) < пи
2(1 (16)

Подставляя (16) в (15), получим, что для некоторого Сц > О
+оо52 р(шП*)/**‘

4=п+1
< С4 ехр (—<1п).

Отсюда, с учетом (14) я (3), приходим к оценке (13). Теорема 2 доказана.
Замечание 2. В Теореме 2 можно выбрать шп независимо от компакта. Действительно, из доказательства видно, что (13) выполняется, если выбрать шп так, что 1 ( ( п \\— = ° 9 ТТ ) 

шп \ \9(п)//
Замечание 3. Условия Теоремы 2 ставят некоторые ограничения на рост функции ?(<). Так, если ?(<) = I*, е > 0, то из ограниченности функции <р в любой замкнутой угловой области А С П° и из (12) следует, что <р = 0.Пусть д(4) = - неубывающая функция, где р(<) - положительный уточненныйпорядок, стремящийся к нулю ([4], стр. 49). Покажем, что существует функция <р, удовлетворяющая условиям Теоремы 2 при 7 = 1 и р = 0. Согласно Теореме 5.1 (см. [3]) существует такая аналитичная в П°, положительная на положительной 
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оси функция д, что для любого 0 < <5 < тг равномерно относительно 9 в углу {|0| < к - 6} выполняется
д (г е։") = (1 + о( 1)) д(г), г — +оо.

Пусть exp (-t 1 -t p(i)) dt,

где путь интегрирования лежит в некотором замкнутом угле в правой полуплоскости, а
Со= Г e-1ft-i>^dt>Q. 

JoЛегко проверить, что функция <p(z) = Ф (ехр (-» arctan а)х) будет искомой.В частности, если g(t) = log’’4՜“ t, р+е > 0 и wn = log՜’’ п, то согласно Замечанию2, для любого компакта К С П имеем
max «6К k)ftzk - /(г)

1=0

= О (exp (- log’’/2 п)) , п > по. (17)
Теоремы 1 и 2 сформулированы для случая скалярных функций. Однако, почти полностью повторяя ход рассуждений, их доказательства можно провести и в случае, когда аналитические элементы принимают значения из некоторого банахового пространства. Получаемые при этом утверждения интересны в связи с применением к резольвенте.Пусть X - банахова алгебра с единицей, Я(л, а) - резольвента элемента а £ X. Если взять в качестве П главную ог-звезду (относительно оо) аналитического элемента

Ы>'(«)=1М«”Ни". 
п=0 -то к Я(з, а) применимы Теоремы 1 и 2.Если дополнительно предположить, что элемент а £ X имеет счетный спектр с единственно возможной предельной точкой в нуле, то для любой точки < £ ра (ра - резольвентное множество элемента а) можно выбрать окрестность У( точки С так, что = 1+ У( С ра для некоторого а £ И.



О скорости суммирования степенных рядов 99Пусть функция е Н(Па) удовлетворяет условиям Теоремы 2 для 7 = 1, £ = О и g(t) = logp+‘ t, р + е > 0. Тогда, согласно (17), получим что для окрестности £/( С при z G Ut: имеемy>(Hog рп) к
zk+l °

к=0
— R(z\ а) = О (exp log’’72 п)) , п > пг.

В заключение автор выражает свою признательность профессору Н. У. Аракеляну за постановку задачи и руководство.
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